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Lineární vs. nelineární optická prostředí
Lineární prostředí: n ≠ f(I), κ ≠ f(I), 
princip superpozice, ω=konst, 
paprsky se neovlivňují, nelze řídit 
jeden svazek druhým ani zesilovat

Laser 1960, vysoké intenzity I, 
nelineární odezva?
Nelineární prostředí: n = f(I), κ = f(I), 
neplatí princip superpozice, ω → 2ω
jeden svazek lze ovládat druhým, 
zesílení, autofokusace, optická paměť apod.
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V lineárním prostředí je V nelineárním prostředí je 

Záření interaguje s druhým zářením přes nelineární prostředí !
Předpokládejme pro jednoduchost homogenní, izotropní, bezdisperznínelineární prostředí
(neuvažujeme polarizaci)
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Nelinearita ve fyzice:

rázové jevy v akustice 
přílivová vlna 
solitony na vodě
zkreslení signálu
anharmoničnost
anizochronnost kyvadla
hystereze, paměť prostředí
multistabilita
saturace
usměrnění napětí
demodulace signálu
deterministický chaos
turbulence
synergie, samoorganizace
perturbace a nestabilita 
gravitačních orbit, prstenců, os
…

solitony v nelineárním prostředí

disperze v lineárním prostředí

přívalová (rázová) vlna
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chaos

fraktály 
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turbulence
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Stručná historie nelineární optiky:

1875 John Kerr (DC Kerr effect)
1890 Friedrich Pockels
1922 Léon Brillouin BS
1928 Chandrasekhara Venkata Raman RS
1960 Theodore H. Maiman - laser
�1961 Peter Franken SHG
1961 2 photon absorption
1962 sum and difference frequency generation SFG and DFG
1962 Raman laser
1962 Woodbury a Ng (stimulovaný Ramanův rozptyl SRS)
1962 optická rektifikace
1964 stimulovaný SBS (Chiao et al.)
1965 OPA and OPO
1967 THG (New et al.)
1980 rozmach NLO, technologie krystalů
1973 temporal soliton (by Hasegawa and Tappert) 
1974 space soliton (by Ashkin and Bjorkholm)
1987 dark soliton in fiber
1988 soliton pulses over 4 000 km by Raman gain (Mollenauer et al.) 



Bajer: Nelineární optika strana 12

Franken ozařoval roku 1961 pulzním rubínovým laserem křemennou destičku 
a spektroskopem prokázal, že v destičce vzniká světlo dvojnásobné frekvence.
Šipka u 347 nm označovala slabou šedou tečku vytvořenou procesem SHG. 

Obraz čerpacího svazku u 694 nm je tak velký vlivem přesvětlení fotografické desky.

Ironií osudu je, že editor Phys. Rev. Lett. vymazal šedý flíček v místě šipky
v domnění, že jde o nepatřičnou šmouhu, a tak přelomový důkaz SHG smazal.



Bajer: Nelineární optika strana 13

ncc

c

ttc

d

ttc

//1

/1

1

...42

1

00

000

2
NL

2

02

2

2
2

3)3(2
NL

NL0

2

2

02

2

2
0

2

==

=

−=
∂

∂
=

∂
∂−∇

++=

+=
∂
∂=

∂
∂−∇

εµ

µε

µ

χ
χε

µ

S
PE

E

EEP

PEP

PE
E

Vlnová rovnice

1. Bornova aproximace
Malá nelinearita, malá korekce k lineární vlnové rovnici

...
211

100

EESE

EESE

→→
→→

)(

)(

2. Teorie vázaných vln
Omezený počet vln, silná interakce, ostatní zanedbáme
(později se jí věnuje celá kapitola)



Bajer: Nelineární optika strana 14

( )

( )

2

22

2
22

2
i

22

i

i

0

NL
2

0
22

i

2
NL

2

02

2

2
2

4
    

i2

:roste monotónně )0( řešení rezonanční

2
sin    e1

2

:osciluje řešení nčnímimorezona

,2
d

d
i2

d

d
i2

:máme dosazení po ,e :řešení synchronní očekáváme

     rozladění malé a    e zdroj koherentní pro

     kde

 ),(

složky  frekvenční stejné porovnáme a  vypočtemea eRe za dosadíme

1

S
R

S
R

S

kz

S

SSSmS

zk
m

Sm
zk

m

mm

m

m
m

mmmmmm

m
m

t
m

k

zS
I

k

Sz
E

k

kz

kk

S
I

kk

S
E

SkEk
z

E
kEkk

z

E
k

EE

kkkSS

c

n

c
k

PSEkE

E

ttc

S

S

m

=→=

→∆

∆
∆

=→−
∆

−=

−=∆+−≈−+−

=

−=∆=

==

−=−=+∇








=

−=
∂

∂
=

∂
∂−∇

∆−

−

−

∑

ωω
ωωµ

ω

µ

ω  SE

S
PE

E

� soustava Helmholtzových rovnic

Nástin kolineárního řešení vlnové rovnice

� Vlnová rovnice

I(z)
∆k=0

∆k=1

∆k=2
z



Bajer: Nelineární optika strana 15

Nelineární optické jevy druhého řádu

harmonické druhé generace)()()2(
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Optická rektifikace OR, optické usměrnění

Průchodem impulzu řádu 1 MW se generuje ss napětí řádu 0.1 mV

usměrnění optické)()()0( *
NL ←= ωω EEdP
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Elektrooptický jev (Pockelsův jev)

Světelný svazek ovládáme ss napětím
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Třívlnové směšování TWM
Frekvenční konverze (generace součtové a rozdílové frekvence) SFC,DFC
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Fázová synchronizace
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Třívlnový proces - Třívlnové směšování TWM

Směšování dvou svazků ω1 a ω2 generuje třetí svazek ω3 =ω1 + ω2, pokud je splněna fázová 
podmínka. Pak současně běží i konverze dolů ω2 =ω3 – ω1 a ω1 =ω3 – ω2
� interagují tedy 3 vlny

Speciálně degenerovaný proces ω1 =ω2 a ω3 =2ω1 dává druhou harmonickou ω3 =2ω1 nebo
subharmonickou ω1 =ω3 – ω1 =ω3 /2
� interagují tedy pouze 2 vlny ω + ω = 2ω

Třívlnový proces = Parametrická interakce:
OFC Frekvenční konvertor: vzestupná konverze ω3 =ω1 + ω2

sestupná konverze ω2 =ω3 – ω1
OPA Parametrický zesilovač ω1, čerpací vlna ω3, signálová vlna ω1 a jalová vlna ω2
OPO Parametrický oscilátor ω1, zesilovač se zpětnou vazbou
SPDC Spontánní parametrický downkonvertor (generátor fotonových párů ω1 + ω2)



Bajer: Nelineární optika strana 22



Bajer: Nelineární optika strana 23

Třívlnový proces jako interakce fotonů

Energetický diagram
hybnosti zachovánízákon 
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Fázová synchronizace FM a ladící křivky

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

podmínku. ačnísynchronizsplnit  lze však disperzi anomální Pro

 ekonfigurac kolineární pouze splňuje 1

  takže, je prostředí níbezdisperz Pro

splnit! nelzepodmínku  ačnísynchroniz takže

1
2

2

2

2

 tedy, a 0 a 0 ale je disperzi normální Pro

 za dosadili jsme kde

,
2

2

2

odtud ,2 umocnění po

:obecně podmínka ačnísynchroniz prostředí disperzním V

2121

321

21

2
3

2121

21
2
3

2121

21
2
3

2
2

2
2

2
3

2
1

2
1

2
3

21

21
2
3

2
2

2
3

2
1

2
3

213

2121

21
2
3

2
2

2
2

2
3

2
1

2
1

2
3

2121

2
2

2
2

2
1

2
1

2
3

2
3

21

212121
2
2

2
2

2
1

2
1

2
3

2
3

222111333

nnnn

nn

nn

nn

nnn

=→=⋅
==

>=>
+−+−

=⋅

>>−>−

+=

+−+−
=

−−
=⋅

⋅++=

+=

nnn

nn

n

nn

n

nn

nnnnn

nnnnnnn

nn

nnnnn

nn

nnn

nnnnn

nnn

ωω
ωω

ωω
ωωωω

ωωω
ωω

ωωωω
ωω

ωωω
ωωωωω

ωωω

Pro normální disperzi nelze
synchronizační podmínku

splnit!
�

Je v rozporu s
trojúhelníkovou nerovností

k1+k2>k3

V bezdisperzním prostředí 
�

jen při 
kolineární konfiguraci!

Pro anomální disperzi lze
synchronizační podmínku

splnit!

21

3

21

3

kk

k

ωω
ω



Bajer: Nelineární optika strana 25

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

)(

sin

)(

cos

),(

1
 paprsek    mimořádný   

konst)()(paprsek  řádný   

:platí krystal jednoosý Pro

znaménka! opačná mají 0 a 0 ovšem

upravit  lze podmínku  Opravdu,

:prostředí disperzním monotónně splnit v ji nelze ale

 prostředí nímbezdisperz  vsplněnay automatick jePodmínka

2

2

2

2

2

0

2123

121323

121123211323

3222113233

221133

213221133

ω
θ

ω
θ

ωθ

ωω

ωω
ωωωωωω

ωωωωω
ωωω

ωωωωωω

eo nnn

nn

nnnn

nnnn

nnnnnn

nnnnn

nnn

nnn

+=

==

→
<−>−

−=−
−=−−=−

−+=−
+=

+=+=

polarizace různé a krystalí anizotropnpoužít  nutno protoprostředí  disperznímV 

Směšování typu I 
– stejné polarizace s+i (o+o�e pro negativní ne<no a e+e � o pozitivní ne>no krystal)

Směšování typu II 
– kolmé polarizace s+i (o+e � e pro negativní ne<no a o+e � o pozitivní ne>no krystal)

Fázová synchronizace dvojlomem v kolineárním případě

o

e



Bajer: Nelineární optika strana 26

Kolineární typ I generace druhé harmonické pozitivní krystal (e+e � o)
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Kolineární optický parametrický oscilátor OPO
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Nekolineární typ II (oee) generátor druhé harmonické SHG
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Spontánní parametrický downkonvertor SPDC 

3 rovnice pro 4 neznámé θ1, θ2 a ω1, ω2
� jeden parametr volný, např. ω1
� řešení pouze numericky nebo graficky
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Obecné úvahy o řešení NLO
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Fázové rozladění ∆k
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Šířka pásma fázového rozladění
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Závislost amplitudy generovaného světla
na délce krystalu z=L

směrnice π

směrnice 2

směrnice 0
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Nelineární optické jevy třetího řádu
Pokud je krystal středově symetrický � d=0 a dominantní nelinearita je třetího řádu
� kerrovské prost ředí
Tato nelinearita je zodpovědná za generaci 3. harmonické nebo obecné kombinace tripletů
vstupních frekvencí
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Samozachycení sv ětla (self-trapping)

MW 2 až 0.2 jekrystaly  a skla  typickápro a
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Ramanovské zesílení
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 THz 13 kde , frekvenci o

složku Stokesovu  pro pozoruje sezisk  největší

germániem dopované  vláknokřemenné pro

 zesílení horamanovskézávislost  Spektrální

0 ≈− RR vvv

Vláknové zesilovače, zapojení
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Křížová fázová modulace XPM
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Čtyřvlnové sm ěšování FWM
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Fázově konjugující zrcadlo
může odrážet i více než 100 %
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Fázově konjugující zrcadlo PCM
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DFWM jako holografie v reálném čase
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Rekonstrukce vlny pomocí fázové konjugace
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Vlevo: 
obraz kočky po odrazu v normálním zrcadle, před kterým se nachází matné sklo 
Vpravo: 
obraz kočky po odrazu od fázově konjugujícího zrcadla, před kterým se nachází matné sklo
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Teorie vázaných vln TWM
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A Generace druhé harmonické SHG
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Maker et el.: Phys.Rev.Lett. 8 (1962) 21

Otáčeli křemenným krystalem a pozorovali druhou harmonickou v závislosti na natočení
U křemene nelze splnit synchronizační podmínku (disperze silnější než anizotropie)
no(690 nm)=1.541, ne(690 nm)=1.550
no(345 nm)=1.565, ne(345 nm)=1.575
Silná závislost I2 na interakční délce L/cosθ a tedy na θ.
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B Optická frekven ční konverze OFC
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Optický parametrický oscilátor OPO
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Teorie vázaných vln FWM
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Anizotropní nelineární prostředí
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TWM v anizotropní nelineárním prost ředí
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Kolineární TWM typu I v krystalu KDP o+o�e
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Disperzní nelineární prostředí
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Anizotropní + disperzní prost ředí
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Parametrické procesy:
Virtuální hladiny, k popisu stačí reálné susceptibility, platí zákony zachování
Generace druhé a vyšší harmonické, optická konverze, parametrický proces, 
automodulace fáze, samofokuzace, 
koherentní anti-Stokesův Ramanův rozptyl (CARS)

Neparametrické procesy:
Skutečné hladiny, komplexní susceptibilita, neplatí zákony zachování, 
energie přechází do atomárních systémů
Saturovatelná absorbce, optická bistabilita, dvou a vícefotonová absorbce, 
spontánní Ramanův rozptyl

Ramanův rozptyl 
�



Bajer: Nelineární optika strana 84

Ramanův rozptyl (na molekulách)
obvykle organické kapaliny a plyny
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Spontánní Raman ův rozptyl
Nekoherentní proces � přes rychlostní rovnice
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Ramanova spektra virů

Ramanova spektra drog

Ramanovo spektrum TNT

Aplikace ramanovské spektroskopie

chemie, biologie, lékařství, 
policie, obrana
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Stimulovaný Raman ův rozptyl
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LASER

benzol

Koherentní Raman ův rozptyl

koherentní Ramanův rozptyl
rubínového laseru v benzenu

koherentní Ramanův rozptyl 
srovnatelné intenzity S a AS složek

V
L

AS

LAS

LAS

n

n
ω

ωω
θ

ωωω

d

d2

2

2

, ≈

→
=+
=+ kkk



Bajer: Nelineární optika strana 90

...

3

2

3

2

VLHS

VLHS

VLS

ωωω
ωωω

ωωω

−=
−=

−=

Vω

Lω

Vω

Sω
2HSω

hyper-Raman ův rozptyl

Vω

3HSω
Lω



Bajer: Nelineární optika strana 91

Mandelštam-Brillouin ův rozptyl
rozptyl na akustických vlnách (fononech)
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Srovnání Ramanova a Brillouinova rozptylu:

Brillouinův rozptyl

)cm10(vlnočet  Hz10

)cm10(vlnočet  Hz10
1110

1415

−−

−

≈Ω
≈ω

)cm10(vlnočet  Hz10

)cm10(vlnočet  Hz10
1213

1415

−

−

≈Ω

≈ω



Bajer: Nelineární optika strana 93

Stimulovaný Brillouin ův rozptyl

zpětná konfigurace, zrcátko
stojatá akustická vlna vznikne vlivem intenzívní stojaté světelné vlny
� fázová konjugace
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Optická bistabilita
Nelinearita + zpětná vazba
Optické paměti, přepínače
Disperzní a disipativní bistabilita
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Vnější zpětná vazba:
Disperzní bistabilita
Mach-Zehnderův interferometr
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Disipativní nelinearita
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Optický soliton ( časový soliton)
Automodulace fáze působí proti disperzi a v Kerrovském optickém vlákně vzniká
samovedený optický pulz = optický soliton

Disperze � roztažení pulzu

2
0

2

2
0

3
0

21

d

d
2 koeficient disperzní

d

d

d

d1

d

d

 ti vzdálenosujití po ifrekvencem icentrálním různými spulzy  dvěma mezi zpoždění Časové

λ
λπβ

νωβωω
ωω

ω
ω

n

c
''D

zD''zzk''
k

z
u

z
u

z

u

z
t

z

==

∆=∆=∆=∆






=∆






=−=∆



Bajer: Nelineární optika strana 99

( ) ( ) ( )

( ) 2
02

0

0
2
0

0

0

4

0
0

2
0

0303003

0

2
00

0

2

2

2
0

''
    a     

''

2

1
    kde   ,ehsec ,    :řešení Solitární

22

3

2

3

2

3
 arychlost  grupová je '/1 kde

2

''1

solitonu) hoprostorovéu  jako (podobně rovnice erovaSchroeding

0 A
z

u

z
t

AtzA

n
c

c
u

AAi
t

A
i

t

A

uz

A

z

z
i

γ
τ
β

τ
β

τ

η
ωχηωχωµχ

β
ωµγβ

γβ

−==
−

=

=====

−=
∂
∂−









∂
∂+

∂
∂

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

pulzu kompresi pozorujeme

složku-Rdohánět  složka-B bude disperzí anormální s prostředí  vtakže

/4 tnahoru  čerpovaný 0 pro pulz bude

 /21/2exp pulz gaussovský pro např.

d

d
t

d

d
tt fáze ceAutomodula

2
0022

22
0

22
0

0202

→

=∆>

−≈−=

=∆=∆→=∆

τω
ττ

ϕωϕ

tzkInn

tItItI

zk
t

I
-n

t
zktI-n

i

i

čelo týl pulzu

Nelinearita � stlačení pulzu



Bajer: Nelineární optika strana 100



Bajer: Nelineární optika strana 101

( )
( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) 2
02

0

0
2
0

0

0

4

0
0

2
0

0303003

0

2
00

0

2

2

2
0

232
002

2

000

232
002

2

0000
2

00
2

0

i-
0

2
0

i-22

232
0

2
0

2333

2

2

0000
2

0
2

2
2

2

2
0000

2
0

2
2

000
2

0
i-

2
0

22

''
    a     

''

2

1
    kde   ,ehsec ,    :řešení Solitární

22

3

2

3

2

3
 arychlost  grupová je '/1 kde

2

''1

solitonu) hoprostorovéu  jako (podobně rovnice erovaSchroeding tj.

3''
1

2

3'''22

dostanemetak 

e2e,

platí aproximaci paraxiální  vkonečně

3

3obálku    Kerrovskou má   4   protože dále

'''2

,obálku  prodomény  časové dozpět  HRpřevést  lze    ,   a   ,   protože

'''2''
2

1
'

 apulzu obálku  značí , kde   ,e,,   pro

    :rovnice vaHelmholtzo

0

00

0

A
z

u

z
t

AtzA

n
c

c
u

AAi
t

A
i

t

A

uz

A

AA
t

A

t

A

uz

A
i

AA
t

A

t

A
iA

z

A
iA

z

A
iAzAE

AAP

AAP

t

A

t

A
iAA

tzAzA
t

A
zAi

t

A

AAAAA

zAzAzE

PEE

z

z
i

zz

NL

NL

z

NL

γ
τ
β

τ
β

τ

η
ωχηωχωµχ

β
ωµγβ

γβ

χωµβββ

χωµβββββββ

ββ

χωµωµ

χχ

βββββωβ

ββββββββωβ

ωωω
ωµωβ

ββ

β

−==
−

=

=====

−=
∂
∂−









∂
∂+

∂
∂

−=
∂
∂−









∂
∂+

∂
∂−

−=
∂
∂−

∂
∂−+

∂
∂−−










∂
∂−−≈Ω∇≈∇

−→−

≈
∂
∂−

∂
∂−→

ΩΩ−→
∂
∂ΩΩ→

∂
∂

Ω+Ω+≈






 Ω+Ω+≈

Ω+=ΩΩ=

−=+∇

E

0 neboli 0 a

 ,rychlosti) grupové disperze (anomální

 0''být  musí

2

0

>>

<

nγ

β

Odvození rovnice časového solitonu



Bajer: Nelineární optika strana 102

Dvou a vícefotonová absorbce

váníantishluko ,statistiky fotonové ceregulariza! stav chaotický

ůkých výkonfiltr vyso stav koherentní

přechody zakázané i  vidírozlišení,  vysokéhopiespektrosko ová vícefotonadvou 

 absorbce fotonová prostředí, nelineární

 absorbcebnost pravděpodo prostředí, lineární 1

→≈∝→

→≈∝→

≈∝

≈∝

+

+

+

+

kkk
k

kkk
k

kkk
k

Ikaap

Iaap

Iaapk-

Iaap

1E

2E ( )IP

I

Změna rozdělovací funkce P(I)
pravděpodobnosti intenzity světla
po dvou a třífotonové absorbci

Srovnání rozlišení jedno a 
dvoufotonové mikroskopie



Bajer: Nelineární optika strana 103

( )

( )

( )

00000

0
0

0

2
0

00

2
0

0

0

2

0

-
d

d
 bude  nasycení silná pro

z implicitně pouze-ln    integrací odtud

- přibližně tj.      
/1

--
d

d
        tedy ,

/1

pulzy) dové(pikosekun :absorbce saturaceEfekt 

GW/cm1 na nezávisíprakticky  efekt, omezovací
1

1

-
d

d
  absorbce vádvoufotono nelineární

zákon Beerův-Lambert-exp-
d

d
  prostředí lineární

IzIIII
z

I
II

IzI
I

I
III

II
II

I
I

z

I

II

I
zzI

I
I

I
z

I

zIII
z

I

SSS

SS

SS

≈−≈→≈>>

←=+−

+≈
+

==
+

=

≈←≈
+

=→

=

←=→=

γγ

γ

βγγγγγ

ββ

β

γγ

ωhωh
přirozená šířka čáry

dopplerovsky
rozšířená čára

ω

Spektroskopie se super-rozlišením
vidí i zakázané přechody (čáry)
není zpětný ráz

1

1

2 2

3

3



Bajer: Nelineární optika strana 104

Nestacionární optika
Atom v elektrickém nebo magnetickém poli, dipólová interakce � Blochovy rovnice
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Interakce atomu se světlem
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Samoindukovaná transparence
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Počítačová simulace šíření pulzu
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Superradiance θ = π/2, 
makroskopický dipólový moment,
kooperativní jev, atom. koh. stav, 

bez prodlevy, popis klasicky,
Dicke 1954

φπ
,

2
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0, π

superradiance

superfluorescence

Superfluorescence θ = π, 
nulový dipólový moment,

časová prodleva, popis kvantově,
Bonifacio et al. 1970s

Superluminiscence 
Superluminiscence intenzita I ∼ N2 trvání ∆t ∼ 1/N2

normální luminiscenční zdroje I ∼ N trvání ∆t ∼ 1/N
kde N značí počet zářicích atomů

základní stav

excitovaný stav
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t

I ∼ N2

∆t ∼ 1/N2
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