Kapitola 8

Gravitace

8.1 Gravitac¢ni zakon

8.1.1 Isaac Newton a objev gravitaéniho zdkona

Kepler objevil své revoluéni zékony o pohybu planet v roce 1609 a 1619. Dlouho
vsak byly jeho vysledky pfijimény s nedtveérou. Napiiklad samotny Galileo nikdy
nepfijal pfedstavu eliptickych drah planet za svou a trval na kruhovych pohybech.
Zakon o plosnych rychlostech byl ignorovdn zhruba 80 let, pouze treti Keplertiv
zékon byl piijat ostatnimi astronomy zahy po svém objevu.

V roce 1679 napsal ROBERT HOOKE dopis ISAACU NEWTONOVI, v némz vy-
svétloval, ze pohyb planet muze souviset s pritazlivou silou, kterd planety trvale
odchyluje od jejich pohybu po pifmce. Newton se tehdy jesté domnival, ze drdhou
Castice vrzené z vysoké véze bude spirdla, Hooke naopak spréavné tvrdil, ze drdhou
bude elipsa, stejné jako u planet. Newton uznal, Ze jeho vlastni pfedstava nenf
spravnd, ale tvrdil, ze Hookovo feseni predpokladd, aby gravitace byla konstantni.
Hooke odpovédél, ze jeho teorie vychézi ze zékona, podle nehoz gravitace klesd se
¢tvercem vzdalenosti od zdroje. Pozdéji Hooke tvrdil, ze gravitacni zdkon objevil
jako prvnf on sam a nikoliv Newton.

Ze pritazlivé sila Slunce klesd se ¢tvercem vzdalenosti planety od Slunce, dokdzal
také roku 1683 EDMOND HALLEY. Dokdzal to s pouzitim tfetiho Keplerova zdkona,
ovsem jen pro kruhové drahy. Od sprdavné tuseného zdkona az k jeho objevu bylo v
tuto chvili jesté daleko. Piedevsim bylo tfeba dokazat, ze pritazliva sila klesd podle
stejného zdkona i pro eliptické drahy planet.

V roce 1684 CHRISTOPHER WREN, Hooke a Halley diskutovali v Krélovské
spolecnosti, zda elipticky tvar drah planet je disledkem zdkona poklesu intenzity
gravitace s druhou mocninou vzdalenosti od Slunce. V srpnu 1684 Halley navsti-
vil Newtona v Cambridge, aby se ho dotédzal na jeho nazor. Newton potvrdil, ze
drdha bude eliptickd, pfislusné vypocty, které to dokazuji, sice uz nekam zalozil,
ale pokud si Halley pteje, dokdze to znova. Newton na zdklade své korespondence
s Hookem z roku 1680 své ditkazy prepracoval a Halleymu poslal devitistréankovy
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¢lanek De motu corporum in gyrum (O pohybu téles na dréze). Tento spisek se
pozdéji rozrostl v Newtonovo stézejni dilo Philosophiae Naturalis Principia Mathe-
matica (Matematické principy filozofie piirody), které vyslo roku 1687 nemalou
zésluhou Halleyho. Polozil v ném zdklady mechaniky se svymi tfemi slavnymi po-
hybovymi zdkony, dédle ptredlozil univerzdlni gravitaéni zdkon a dokdzal, Zze tento
zékon vede k pohybu téles po elipse, parabole nebo hyperbole. Newton zavedl také
pojem gravitas (latinsky vdha, ttha) pro univerzalni pritazlivost téles.

14. listopadu 1680 byla objevena jasnd kometa, kterd byla viditelnd az do 5.
prosince, kdy se priblizila ke Slunci. Pak se znovu objevila za dva tydny, kdy se od
Slunce vzdalovala. Newton ukdzal, ze jeji drédhou je parabola.

Newton v Principiich odvodil také t¥eti Kepleriiv zdkon a pokousel se fesit pro-
blém t¥{ téles. Pozdgji toho vsak nechal s pozndmkou, Ze tento problém piekracuje
moznosti lidského mysleni.

Halley pouzil Newtonovu metodu a zjistil u vétsiny komet parabolické drihy.
Kdyz roku 1705 pocital dréhy tif komet, které se objevily postupné v letech 1531,
1607 a v roce 1682, kdy pozorovani provedl sam, zjistil, ze jejich drahy jsou témeér
identické. Halley odtud spravné usoudil, ze jde o jedinou kometu a uré¢il, ze kometa
musela byt viditelnd také v letech 1456 a 1378. Vypocetl eliptickou drahu této
komety a uvedl, ze planety Jupiter a Saturn idedlni dréhu komety slabé narusuji.
Halley zapocet]l perturbace téchto planet a piredpovedel, ze kometa bude opét v
perihéliu 13. dubna 1759. Halleyova kometa byla znovu pozorovdna v prosinci 1758
a perihéliem prosla 12. biezna 1759. Slo tak o prvni matematicky piedpovézenou
kometu.

8.1.2 Gravitace

Vse na Zemi podléhd pusobeni tize, potykdme se s ni tak ¢asto, zZe si ji ani patfi¢né
neuvédomujeme. Zemskd tize nds drzi na povrchu Zeme, stejné jako vodu a atmo-
sféru. Nakonec i Zemi samotnou utvaii gravitace, a proto méd Zemé sféricky tvar.
Totéz plati i o jinych planetdch a hvézdach. Gravitace je zodpovédnd za vesmirny
fad, udrzuje planety na jejich drdhdch a také Zemi udrzuje v optimélni vzdédlenosti
od zivotaddarného Slunce. Gravitace formuje hveézdy, galaxie a cely vesmir. Bez
zemské tize by zivot nemohl vzniknout. Jak ale dosvédcuje zkuSenost kosmonauti,
¢lovek muze bez zemské tize zit.

Co je pricinou zemské tize, dlouho nebylo zndmo. Podle antického ucence Aris-
totela byla pficinou zemské tize prirozenost véci dostat se do stfedu svéta. Neslo
tedy podle néj o zddné vzajemné piisobeni téles. Pohyby planet kolem Slunce byly
popsédny Keplerovymi zdkony, ty se vsak zddly byt naprosto odlisnymi od pozem-
skych zdkoni mechaniky. Pfipomerime si, ze v té dobé stéle jesté nebyla definitivne
prekondna aristotelovskd predstava o tom, Ze zékony pohybu na zemi jsou zcela jiné,
nez zékony pohybu na nebesich. A ti, kdoz hldsali opak, jako napiiklad Galileo Ga-
lilei, byli pronésledovéni. V 17. stoleti nebylo zndmo dokonce ani to, ze stejn4 sila,
ktera nuti vsechny predmeéty padat na zem, nuti také obfhat Mésic kolem Zemé.

Gravitacni zdkon byl nejprve objeven v kosmu a az pak na Zemi. Nejvetsi z&-
sluhu na jeho objevu m4 genidlni zakladatel moderni mechaniky ISAAC NEWTON.
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Nekteii fyzikové, predevsim Huygens a Hooke, uz diive tusili, ze gravitace ubyva
se ¢tvercem vzddlenosti, ale nemohli to dokdzat, protoze neznali diferencidlni a in-
tegralni pocet. Ten objevil az Newton nékdy v letech 1665 az 1670. Bez znalosti
matematické analyzy nenf mozné spojit Keplerovy zakony se zékonem gravita¢nim.

8.1.3 Silové pisobeni Slunce na planety

Ukazme si nyni, jak Newtonovi soucasnici dospéli k pfesvédéeni, ze sluneéni pfi-
tazlivost ubyva se ¢tvercem vzddlenosti. Predpokladejme planetu, kterd obihd rov-
nomérné po kruhové draze o poloméru r kolem Slunce rychlosti v. Je-li T obé&zna
doba planety, pak plati
2mr
v=—.
T

Planetu pfidrzuje na kruhové draze pritazliva sila Slunce F, kterd je rovna dostie-
divé sile, proto plati

T T2~ T
Podle tietiho Keplerova zdkona vsak plati T2 ~ 73, takze po dosazeni za T2 odtud
dostaneme pro piitazlivou silu zdvislost

m
F~ .
r

Pritazliva sila Slunce je tedy nepiimo imérna ¢tverci vzdalenosti planety od Slunce
a je také imérnd hmotnosti planety.

Z,m

7

o

Tlustrace k odvozeni gravitatniho zdkona pro
planetu obthajici po kruhové drize kolem
Slunce.

Tento vysledek pro kruhové drahy odvodil EDMOND HALLEY roku 1683. Doka-
zat jej pro obecnou eliptickou drdhu je ovéem mnohem slozitéjsi a na tom vSichni
ztroskotali. Teprve az Newtonovi se podafilo matematicky dokdzat, Zze i pro elip-
tické obézné drahy vyjde stejny gravitacni zdakon.

Ptiklad 8.1 DokaZte, Ze sila piisobici na planetu v perihéliu a aféliu je nep¥imo Gmé&rna &tverci
jeji vzdalenosti od Slunce.
Reseni: Elementarn& se to d4 dokdzat pomoci druhého Keplerova zdkona
VATA = VpTrp = 2W.
Dosttedivd sila plisobici na planetu v perihéliu a aféliu je
V3 . dmw? 1 v _ dmw? 1

Fp =map =m— = — a Fa=mas=m—== —
R R 1% R R ry’
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kde R je polomér kfivosti elipsy v perihéliu a aféliu. Jak je tedy vidét, ptitazlivd sila klesa
skute¢né& se ¢tvercem vzdélenosti planety od Slunce i v p¥ipadé vrchola eliptické drahy.

8.1.4 Meésic a zemska tize

Kromé toho, ze Newton objevil matematickou podstatu sil, které #idi pohyby ne-
beskych teles, dokdzal také, ze tato sila je stejného druhu, jako bézné pritazlivost
zemskd. Rozhodujici ndpad dostal tdajné v okamziku, kdy mu na hlavu spadlo
jablko ze stromu, pod nimz ve své zahradé sedél. Piemyslel prave o tom, jakd sila
nut{ Mésic, aby obihal kolem Zemé. Newton dostal ndpad, ze by to mohla byt sila
stejného druhu jako sfla, kterd nuti padat na zem jablko, tedy sfla zemské tize.
Mesic vsak, na rozdil od jablka, nespadne na zem, protoze ma dostatetné velkou
obvodovou rychlost v = 277 /T & 1.026 km / s, kde r &~ 385 000 km zna&i priomérnou
vzddalenost Meésice od stiedu Zemé a T' ~ 27.3 dne obéznou dobu Mésice vzhledem
ke hvézdam. Aby Mesic obihal kolem Zemé po kruhové dréze, musi na ngj Zemé
ptsobit piritazlivym zrychlenim gps, které je pravé rovno dostiedivému zrychleni

2

gv = ay = — ~0.00273m /s?.

r
Newton jiz také védél, ze gravitace ubyva se ¢tvercem vzdalenosti a protoze Mesic
obiha ve vzdalenosti asi 60 zemskych poloméri, je ziejmé, ze pfi povrchu Zemé by
toto pritazlivé zrychlenf mélo byt asi 60% krat vetsi. Tak dospel Newton k numeric-
kému vysledku

g~ 60%gy ~9.8m /s%.

No a protoze mu touto uvahou vyslo obycejné tihové zrychleni popisujici i pad
vyse zminéného jablka, dospél Newton k nezvratnému piesvédcent, Zze zemskd tize
je stejného puvodu jako sila, kterd drzi Mesic na jeho obé&zné draze kolem Zemé a
7e se obé sily daji popsat jedinym univerzdlnim gravita¢nim zdkonem, ktery plati
pro pohyby téles na zemi stejné jako na nebi.

Sila, kterd nuti jablko i Meésic padat k Zemi,
je tatéz sila gravitacni.

8.1.5 Gravita¢ni zakon z Keplerovych zakoni

Dokazme nyni, ze z Keplerovych zdkont skute¢né plyne, Ze na planety obihajici po
eliptickych drahdch piisobf centraln{ sila F' ~ 1/r2. To byl zdroven ten nejdtlezitejsi
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matematicky krok, ktery musel Newton udélat, aby roku 1684 kone&né dospél k
objevu gravita¢niho zdkona.

Hleddme zrychleni planety ze zndmé kinematiky planet urcené Keplerovymi
zékony. Jako nejvhodnéjsf se ukazuje popis pohybu v poldrnich soufadnicich, tam
totiz nejlépe vyuzijeme faktu, Ze Slunce lezi v ohnisku elipsy. Pfipomeiime, Zze
zrychleni mé v poldrnich souradnicich dvé slozky, radidlni a azimutélni, pro které
plati

ar :7";—7"{?2 a  ag :27"(.b—|—7“<'ﬂ
Podle druhého Keplerova zdkona plati
r2p = 2w, (8.1)

kde plosnd rychlost w je konstantou pro danou planetu. Protoze za periodu T" mus{
byt privodi¢em opsdna celd elipsa o plose mwab, plati také w = wab/T. Vzhledem
ke druhému Keplerovu zdakonu (8.1) je azimutdlni slozka zrychleni rovna nule

a¢=27'~<}5+r£;5=%(r2<}5)' :%w:o.

To vsak znamend, Zze na planetu pusobi sila sméfujici vzdy do Slunce. Nyni spoé¢-
teme radidlnf slozku zrychlenf planety a, = 7 — rgf)2. Chceme ji vyjadiit jako funkei
polohy, musime proto odstranit vsechny vyrazy obsahujici ¢asové derivace soutrad-
nic r a ¢. Nejprve nahradime ¢ vyrazem 2w/r? podle (8.1), dostaneme

L dw?
ap =% — —.
r3

Jeste musime upravit 7. Podle prvniho Keplerova zdkona plati

1 1
;25(1+€COS¢), (8.2)

coZ je rovnice elipsy v poldrnich souradnicich. Odtud derivaci podle ¢asu dostaneme

1 1. 1
—7 = —epsing neboli 7= -2ewsing,
r p p

kde jsme k vylouceni ¢ opét vyuzili (8.1). Dalsf derivaci podle ¢asu pak dostaneme
L1 :
7 = —2ewq cos .
p

Vyraz e cos ¢ odstranime pomoci definice elipsy (8.2) a ¢ pomoci (8.1), tak dosta-

neme
L dw? <1 1>
F=—1[(===].
r2 \r p
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Radidln{ slozka zrychleni planety je tedy rovna

_ 4w? <1 1) 4? 4uw? 1

Ay = —5—
r2

r.p

73 P r2’
Takze ndm vyslo, Ze zrychlen{ planety ma jen radidlni slozku

k
a = A, = -,
T T2
kterd zdvisi jen na vzdalenosti r planety od Slunce a ze planeta je ptritahovana ke
Slunci silou, kterd klesa se ¢tvercem vzdalenosti. Navic, konstanta timérnosti
qw?  4n?a®
k= — = —— = konst 8.3
p T2 ( )
je vzhledem ke tretimu Keplerovu zdkonu pro vsechny planety obihajici kolem
Slunce stejnd a nezavisi ani na velikosti planety, ani na jeji vzdélenosti od Slunce.
Pii posledn{ tprave konstanty k jsme dosadili za plognou rychlost w = wab/T a za
parametr p = b2 /a. Planeta je tedy ke Slunci piitahovdna silou

F=ma= —k’%.
r

Ze symetrie silového ptisobeni obou téles, tj. planety o hmotnosti m a Slunce o
hmotnosti Mg, se d& ocekavat, ze vyslednd sfla bude mit tvar symetricky vzhledem
k obéma telesim. To splituje jen gravitac¢ni zdkon ve tvaru

mMS

F=—u
r2

Pro konstantu k tedy mame vyjddieni k = »Mg, kde s je univerzalni konstanta.
Struenéjsi odvozeni pritazlivé sily se dostane také z Binetova vzorce

m F
’U/H—i-u:—ﬁ?, (84)

ktery plati pro centralni silovd ptsobeni. Pokud se planeta pohybuje po eliptické
draze, plati

1 1
u=—-=—(14ecos¢),
r p
po dosazeni do Binetova vzorce (8.4) dostaneme pro gravita¢ni silu vyraz

L?y? L?

F= = 5
mp mpr

Protoze L = 2mw, dostaneme odtud opét vysledek F' = —km/r?, kde k je déno
vzorcem (8.3).
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8.1.6 Univerzdlni gravitaéni zdkon

Jakmile se Newton ujistil, ze silové piisobeni Slunce na planety, silové piisobenf
Zemé na Mesic a zemskd tize jsou vSechny popsany stejnym zdkonem, formuloval
roku 1684 univerzdalni gravita¢ni zdkon:

Libovolnd dve teélesa se pritahujf silou, kterd je piimo imeérnd sou-
¢inu jejich hmotnosti a nepfimo imeérna ctverci jejich vzdalenosti.

Newtoniv gravita¢ni zdkon plati v celém vesmiru a ur¢uje pohyby planet, ko-
met, umélych satelitii, stejné jako hvézd a galaxii. Gravitace zpisobuje sféricky
tvar velkych nebeskych téles. Gravitace umoziiuje hvézddm dosdhnout dostatec-
ného tlaku a teploty k zapdleni termojaderné reakce. Gravitace piidrzuje vodu a
vzduch k povrchu Zemé. Proménnd gravitace zptisobend pohybem Mésice a Slunce
zpusobuje pravidelnd dmuti hladiny v8ech moii, tzv. piilivy a odlivy.

C -Fs Fo 6”2
Tlustrace ke gravitacnimu zdkonu

Univerzaln{ gravita¢ni zdkon vyjadfen vzorcem znf

mims
Fo = o

kde konstanta timérnosti s¢ se nazyva gravitaéni konstanta a m& hodnotu
2~ 6.6732 x 1071 Nm? / kg?.

Velikost gravitaéni konstanty Newton neznal, poprvé ji naméfil az HENRY CA-
VENDISH roku 1798 pomoci piesnych torznich vah. Podafilo se mu poprvé zméfit
malé pritazlivé sily, kterymi na sebe piisobi dveé velké a dvé malé olovéné koule.
Konstanta s je dodnes jednou z nejméné piesnych fyzikdlnich konstant.

Schéma uspotradéani Cavendishova experimentu.
M E 7 reakce torzniho vldkna na silovy moment M
FG%/@/C& ¢ je mozno urc¢it gravitacni silu a odtud gravi-

O tac¢ni konstantu.

O nepatrné velikosti gravitacnich sil svedéi napfiklad tato skutecnost. Kdyby-
chom méli ve volném prostoru dvé stejné olovéné koule, kazdou o priméru jeden
metr, ve vzdalenosti jeden kilometr od sebe a na pocatku v klidu, pak by se obé
koule vzajemnym gravitaénim pfitahovianim uvedly do pohybu a srazily by se az
za 460 dni!

Smer piitazlivé sily je urcen spojnici obou téles, jak to vyzaduje zdkon akce a
reakce. Proto je mozno zapsat gravitacni zdkon také v obecném vektorovém tvaru

mimso
Fo = —s—sr, (8.5)
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kde r je polohovy vektor télesa mo vzhledem k m; a Fg je sila, jakou je hmotny
bod mo piitahovan k my.

Az do objevu gravitatniho zakona ptisobily vSechny znamé sily kontaktem te-
les, tedy na blizko. Gravitace byla prvni silou, kterd ptisobi na dalku, ad distantio,
a to podle Newtona okamzité. Vsechna astronomicks pozorovéani to skuteéné po-
tvrzuji. Nicméneé ani sém Newton silovému piisobeni na ddlku nerozumeél a pokud
byl dotdzén na podstatu své gravitacni sily, odpovidal vyrokem: Hypotheses non
fingo (Hypotézy nevymyslim). Modern{ vyklad silového piisobeni na délku spociva
v zavedeni hmotného silového pole v prostoru, kde se télesa nachézeji. Ukazuje se
také, ze silové pusobeni nenf okamzité, ale ma kone¢nou rychlost, kterou je rychlost
svétla. Tato vét§inou mald zpresnéni popisuje teorie gravitace ALBERTA EINSTEINA
z roku 1916, kterd je zndmad spise pod ndzvem obecnd teorie relativity.

Jeden krasny, ale nespravny model gravitace

Jak jsme jiz uvedli, Newton nepodal ke svému gravita¢nimu zdkonu zadné vysvét-
leni ptivodu gravitace. Proto se objevilo mnoho pokusti o mechanické vysvétlent
toho, odkud se gravitace bere. Jedna z populédrnich teorii je zalozena na predstave,
ze cely vesmir je naplnén moiem velmi rychlych a drobnych &dstic, které se pohy-
bujf ndhodné vsemi smeéry a obcas nardzeji do kosmickych téles. Tim jim udélujf
silovy impulz, ktery ptisobi podobné jako tlak v plynu ze vSech stran stejné, a
nemd proto zaddného mechanického ucinku. Pokud vsak ptiblizime k sobé dve te-
lesa, budou se pfed timto proudem ¢dstic navzdjem stinit, ¢imz dojde k naruseni
izotropnosti tlaku ¢dstic a ve vysledku se budou obé télesa k sobé pritahovat. Silovy
efekt stinéni bude pochopitelné tim vétsi, ¢im budou obé télesa vétsi a &im budou
k sobé blize. Snadno se ukdze, ze vyslednd pritazliva sila bude klesat se ¢tvercem
vzdélenosti obou téles.

P

Podle modelu je pritazlivost téles zptisobena
Fl R, vzdjemnym odstinénim obou téles pied narazy

drobnych a rychlych c¢dstecek prichdzejicich
rovnomérné ze vsech moznych stran kosmu.

]

Skutecné, méjme dve koule o velikostech Ry a Ry ve vzdélenosti r od sebe. Koule
napravo odstinf ¢astice, které by jinak dopadly na levou kouli, a to z prostorového
thlu o velikosti
N TR3

Qo ~ .
r2

Odstinénd (bild) plocha na levé kouli bude mit velikost

TR R2

~ 2~
Sl ~ QQRl ~ 7‘2 .
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Pokud pismenem p oznacime velikost izotropniho tlaku c¢éstic, které bombarduji
obé nage télesa, pak vyslednd sila pusobici na levou kouli bude rovna

TR R3

Fy = pS) = p—5—.
r

Vyslednd sila tedy bude silou pfitazlivou a bude mit smér spojnice obou téles.
Snadno se ukdze, ze stejné velikd sila ptsobi i na druhé téleso a je tedy splnén
zékon akce a reakce. Pokles pritazlivé sily se ¢tvercem vzdélenosti plyne naprosto
prirozené z uvedeného modelu. Model by fungoval i ptipadé vice nez dvou téles.

Tento model mechanismu gravitace proslavil pod ndzvem kinetickd teorie gra-
vitace roku 1782 GEORGE-LUIS LE SAGE. Myslenka je viak jesté starsi a pochdzi
od NicoLAs FATIO DE DUILLIERA, ktery s nif roku 1690 sezndmil CHRISTIAANA
HUvYGENSE. Bohuzel, popsany model nenf skute¢nym mechanismem gravitace. Ne-
spravné totiz predpoklddd, ze gravitacni sila nezdvisi na hmotnostech, ale jen na
geometrickych rozmeérech téles. Z modelu déle plyne nespravny zdver, ze pii po-
hybu télesa v moii ¢dstic vznikd odporova sila imérnéd absolutni rychlosti télesa.
Protoze vsak planety obihaji kolem Slunce po miliardy let, aniz by se jejich pohyb
néjak zpomalil, je zfejmé, Ze zddnd odporova sfla neexistuje.

8.1.7 Hmotnost Zemé a Slunce

Velikost gravitacni konstanty Newton neznal, poprvé ji nameéril az HENRY CAVEN-
DISH roku 1798. Do té doby byl zndm z pohybu Mésice a z méfent tthového zrychleni
jen soucin gravita¢ni konstanty a hmotnosti Zemeé My, piipadné z pohybt planet
sou¢in gravita¢ni konstanty a hmotnosti Slunce »Mg. Zjednodusene, ale vcelku
spravne, se proto iikd, ze Cavendish ve své laboratofi zvazil Zemi a Slunce.

Hmotnost Zemé mtzeme urcit napiiklad pomoci tthového zrychleni na povrchu
Zeme. 7 gravitac¢niho zdkona plyne vzorec

e Mz

=x—0.
m R?,
Velikost Zemé Ry zndme, stejné tak tthové zrychlen{ g, a proto najdeme

My ~ 5.98 x 10%*kg.

Newton sdm odhadl hmotnost Zeme z velikosti a hustoty Zemé. Porovnanim
hustoty béznych mineralit odhadl hustotu Zemé jako p, ~ 5000kg/m3, a tak
dostal pro hmotnost Zemé odhad

4 .
My =~ p,Vy ~ gﬂpZR“Z ~5x10*kg.
Pro hmotnost Slunce dostaneme z rovnosti odstfedivého a pritazlivého zrychlent
’U2 MS

s
r r2
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vzorec

A3
o ~1.99 x 10°kg,

M:
o »T

kde » ~ 1.50 x 10'' m je stfedni vzdalenost Zemé od Slunce a T ~ 365 dni ~
3.15 x 107 s je ob&zna doba.

8.1.8 Zakon zachovani energie a potencidlni energie
Dva hmotné body m; a mo se vzdjemneé piitahuji podle Newtona gravita¢ni silou
mimsa mimsa

G1 =x 3 ri2 a G2 = —x 3 ri2.
12 12

Pokud chceme télesa od sebe oddalit, musime vykonat praci. Vykonand préce zvy-
suje energii soustavy A = AFE = AT + AU. Spo¢teme nyni potiebnou préci. Pohy-
bové rovnice obou téles jsou

mia; =F1+G;y a mseay =Fy+ Gs.
Piirtstek préce obou sil je tedy

dA=F;-dr; +Fy-dry = (m1a1 — Gl) -dry + (m232 — G2) -dry = dT + dU,

kde prirtstek kinetické energie je
1 2 1 2
dT = miaq dl’1 + meas - er =d §m1v1 —+ §m202

a piiristek potencidlni energie je

mi1mso mi1msa
dU = —G1 . dr1 — GQ . dr2 = —x 3 rio - dl’12 =d (—%—) s
T12 r12

kde ri2 = rs —r; je relativni vzdalenost obou téles. Potencidlni gravitaéni ener-
gie

mimsa
2

U=-—
T12

obou téles je tedy zavisld jen na relativni vzddlenosti a hmotnostech obou téles.
F,

Fi g, %
¢ — Tlustrace k odvozeni potencidlni energie gravi-
— taénich sil.

Potencidlni gravita¢ni energie vychézi vzdy zdporné, nejvetsi potencidlni energii
maji od sebe nekonecné vzdédlend télesa, jejich potencidlni energie je rovna nule
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U = 0. Pokud na soustavu téles neptisobi vngjsi sily, je vlozend prace rovna nule
A = 0 a musi platit zdkon zachovani energie soustavy dvou hmotnych bodu
2 mimsa

1
E= §m1v% + 5Mmavy — ¥ .

= konst.

Casto je jedno z téles mnohem hmotnéjsi nez druhé a témér se nepohybuje,
napiiklad Slunce je tiistatisickrdt hmotnéjsi nez Zemeé nebo Zemé je o dvacet fadi

tezsf nez satelit. V tom piipadé bude mit zdkon zachovani energie jednodussi tvar

1
Ezimvz—%

= konst,

r

kde m je hmotnost malého a M hmotnost velkého télesa. Pokud se vzdélenost
obou téles ptilis nemeéni, tak jako napiiklad pii $ikmém vrhu kamene, mtizeme psat
r= Rz + h, kde Rz je polomér Zeme a h vyska télesa nad povrchem Zemé. Podle
predpokladu plati h < Rz, takze vzorec pro potencidlni energii mizeme rozvinout
do Taylorovy tady. Pokud se omezime na prvni dva ¢leny, dostaneme

mMyz  mMy mMyz

_%—+

U:_ ~
“Ry+h R, R

h = —Ugr + mgh,

kde g = »>Mz/R%. Potencidln{ energie roste priblizné linedrné s vyskou od zemského
povrchu, stejné jako tomu bylo v homogennim tthovém poli, veli¢cinu g proto mii-
Zeme interpretovat jako tihové zrychleni Zemeé. Zakon zachovani energie pak mé
zndmy tvar

1
E~ §mv2 + mgh = konst.

8.2 Keplerova tiloha

8.2.1 Formulace Keplerovy ulohy

Poté, co Newton postuloval gravitac¢ni zdkon, obratil ilohu a zatal zkoumat pohyb
télesa, na které ptisobi Slunce podle gravita¢niho zdkona (8.5). Protoze podle zé-
kona akce a reakce pisobi také planeta na Slunce stejné velikou silou jako Slunce
na planetu, musi se i Slunce pohybovat. I pro tu nejvétsi planetu sluneéni soustavy
vsak plati, ze jeji hmotnost je ve srovndni s hmotnosti Slunce témeéi zanedbateln4.
Napiiklad Jupiter je tisickrat a Zemé dokonce tiistatisickrat lehéi nez Slunce. Proto
lze v prvnim piiblizeni piredpokladat, ze Slunce se viibec nepohybuje. Pohyb pla-
nety v gravitaénim poli nehybného centralnfho télesa fesi tzv. Keplerova tloha.

Resenim Keplerovy tlohy Newton zjistil, ze téleso se v gravita¢nim poli Slunce
nemusi pohybovat vzdy po elipse, ale miize se pohybovat obecné po jakékoliv ku-
zelosecce. Kuzelosecky jsou v8echny kiivky, které dostaneme pii rovinném fezu
kuzelové plochy. Podle sklonu fezu dostaneme kruznici, elipsu, parabolu nebo hy-
perbolu. Konkrétni typ kuzelosecky — drahy je uréen mechanickou energii planety.
Je-li energie planety zapornd, trajektorii je elipsa nebo kruznice a téleso obihd
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periodicky kolem Slunce. Je-li energie rovna nule, trajektorii je parabola. Kone¢ne,
je-li energie telesa kladnd, trajektorii je hyperbola a téleso proleti kolem Slunce jen
jedinkrat a zase se vzdali do nekone¢ného kosmu. Takto se chovaji napiiklad nekteré
komety. V kazdém piipadé je vsak spole¢nym ohniskem vsech téchto kuzelosecek
Slunce.

8.2.2 Reseni Keplerovy tlohy

Budeme tedy zkoumat, podobné jako Newton, pohyb planety nebo komety o hmot-
nosti m v gravita¢nim poli nehybného Slunce o hmotnosti Mg. Pohyb planety je
popsén pohybovou rovnici

¥ Ms r

= —x—2r.
r3

Trajektorii planety miizeme pohodlné najit naptiklad pomoci Binetova vzorce, jako
jsme to deélali jiz diive v dynamice. Nés vSak zajimd i ¢asovy pribéh pohybu.
Ukézeme si proto jiné feSeni, které vyuzivd integralt pohybu, tj. zdkona zachovani
energie

1 M
E:§mv2—%m S

r

a zakona zachovani momentu hybnosti planety
L =mr?¢, (8.6)

ktery je jen jinym vyjadfenim druhého Keplerova zdkona.

E>0 pohyb po hyperbole Pribeh efektivniho potencidlu U (r) a cel-
kové energie E urcuji, zda bude pohyb planety
omezen na interval r1 < r < ry (pohyb po
elipse) nebo omezen jen zdola ro < r (pohyb

po hyperbole).

E<0

pohyb po elipse

V polérnich soufadnicich je mozno psdt mechanickou energii planety ve tvaru

1 . M
E=gm (7'«2 +r2¢2> _ s
T

Vyloutenim ¢ pomoci (8.6) dostaneme

1 . 1 L2 mMs 1 .
2m7’2 5 T = §m7’2 + Ut (1),

kde Ues (1) predstavuje efektivni potencidlni energii. Tato rovnice piedstavuje
diferencidlni rovnici pro funkci r () , kterou mizeme upravit do tvaru

2F  2:xM, L?
.2:_+% S

r

m r m2r?
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a vyfesit. Hledejme ale nejprve rovnici trajektorie r (¢). Cas z rovnice vylou¢ime
opét pomoci druhého Keplerova zdkona (8.6). Plati

. dr drde - L
rTr == ———- =T =T s,
dt  d¢ dt mr?2
kde ¢drkou oznacujeme derivace podle azimutu ¢. Substituce
1 L
u=— davd 7= —u'—,
r m

a odtud

u — u?.

o= du i\/QmE 23 Mgm?
d¢ L2 12

Tuto diferencidlni rovnici umime vyiesit napiiklad separaci proménnych. Oznacime-
1i kofeny kvadratické funkce pod odmocninou jako wu; a us, pak bude fesent u (¢)
redlné, jen pokud plati uy > u > ug. Pomoci kofenil uy a us 1ze diferencidlni rovnici
zapsat ve tvaru

u =4/ (u; —u) (u—ug).

Které znaménko u odmocniny skutecné plati, to rozhodnou pocdteéni podminky.
Pro kofeny u; a us plati zndmé Viétovy véty
2:cMgm? 2mE
u1+u2:T a  UlU = — 72

Oba kofeny jsou tudiz kladné, jen kdyz je E < 0. Planeta je pak vdzédna v gravitac-
nim poli Slunce r; < r < r9 a nemitize jej opustit. V piipadé F = 0 vychazi ug = 0,
takze planeta se muze vzdélit az do nekonecna ro — oo. Konetné v pripade, ze
E > 0, bude us i o zdporné a pohyb planety je rovnéz omezen jedinou podminkou
ry <r.

’ Keplerova tiloha. Planeta obihd po elipse v prs-
/ tenci vymezeném dvéma extrémnimi hodno-
tami vzddlenosti 1 a r2 od Slunce.

Separaci proménnych dostaneme nejprve rovnici
du
V(w1 —u) (w—ug)’

+dg =

a odtud jejf integraci dostaneme

u— ultug

2

F (¢ — ¢y) = arccos T
2
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Obvykle volime pocdtek meétreni azimutu ¢ v perihéliu, tj. tam, kde je u = u; =
Umax, I€SP. T = T'1 = Tmin, Proto je ¢y = 0. Zdroven azimut méifme obvykle na tu
stranu, na kterou azimut pifirozenym pohybem planety skutec¢né roste. Proto plati
jen znaménko plus. Reseni rovnice m4 tedy tvar

up +uz | U — U2

u=— + 5 €08 b, (8.7)
coz je obecnd rovnice kuzelosecky
1 1

-=—(1 5 Q) . 8.8

T = (Lt ccosg) (538)

7 geometrie kuzelosecek je zndmo, ze pro e = 0 dostaneme r = p = a, tj. kruznici,
pro e < 1 dostaneme elipsu, pro e = 1 dostaneme parabolu a kone¢né pro e > 1
dostaneme jednu vétev hyperboly. Porovndnim fegeni (8.7) s rovnici elipsy (8.8)
dostaneme pro parametr p rovnici

1w +us wMgm?

= = 8.9
’ 5 72 (8.9)
a pro excentricitu e rovnici
— 4 2E L2
P2 S 1_%: 1+ ———. (8.10)
Ul + usg (u1 + u2) w2 Mgm

Tim jsme dokdzali prvni Keplertv zdkon pro pohyb planet. Zarovei jsme jej roz-
§irili o poznatek, ze draha télesa nemusi byt eliptickd, pokud m4 téleso dostate¢nou
energii. V piipade, ze je celkova energie E télesa kladnd, je jeho drdha hyperbolicks,
protoze pak je e > 1. V piipade, Ze energie télesa je piesné rovna nule, pohybuje
se téleso po parabole, nebot’ je e = 1. Specidlné pro elipsu je velkd poloosa rovna

r1+ 1o U1 + uo xwmMg
a= = =— >0.
2 21L1U2 2E
Obrécene plati také
xmMg
EFE=——= 8.11
2a (8.11)

takze celkova energie planety zavisi jen na velké poloose jejf obézné drahy. Podobné
z rovnice (8.9) vyjaddifme orbitdln{ moment L pomoci drahovych elementi

L? = »xMgm?p. (8.12)

Orbitalni moment miizeme vyjadiit také pres plosnou rychlost w = wab/T vztahem
L = 2mw = 2wmab/T. Dosazenim do (8.12) odtud dostaneme po malé tpraveé tieti
Keplerav zdkon ve tvaru

a® _ xMg

T2~ 42
Pomoci univerzdlniho gravita¢niho zdkona jsme tak pohodlné dokdzali vsechny t¥i
Keplerovy zdkony.
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8.2.3 Rychlost planety
Celkovd energie planety je podle (8.11) rovna

E=>-mv?— %mMs = —%mMS,
2 r 2a

odtud se spocte okamzitd rychlost planety jako

v=4/xMs (; - %) (8.13)

Napiiklad pro perihélium rp = a (1 — e) a afélium r4 = a (1 + ) vychézeji rychlosti

xMg1l+e xMgl—e
a vp= .
a l1l—e A a l+e

vp =

V piipadeé kruhové dréhy r = a je zfejme

8.2.4 Keplerova rovnice

Trajektorii planety r (¢) uz zndme, musime jesté najit zévislost polohy planety na
¢ase, hleddme tedy déle funkce ¢ (t) a r (t). Z (8.6) a (8.12) méme

L /xMsp /xMsp
2 2 2

b= (14 ecose)?,

takze separaci proménnych a integraci odtud dostaneme

¢ d(b ¢ %MS J{MS
— - St = | =52
0o (1+ecosq) 0 p D

Integrél vlevo upravime pomoci vhodné substituce
_J1—e ¢ 10}
Y=VTxe 2

M=2 (arctgy—elny) ,

a spocteme. Tak dostaneme

kde vyraz na levé strané rovnice

t = nt (8.14)
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se nazyva stfedni anomalie a n = /»xMg/a® stfedni pohyb planety. Pro prak-
tické vypocty v astronomii je tento vzorec nevhodny, protoze se jednd o relativne
slozitou transcendentni rovnici vzhledem k y. Proto se zavddi ddle excentricka
anomadlie F vztahem

1

—sin K.

FE Y
:t _ k. _— =
y=teg,  paxle 1+y2 2

Tak dostaneme mnohem vhodnéjsi vzorec k vypoctu excentrické anomaélie zndmy
jako Keplerova rovnice

M =F —esinE. (8.15)

Pii vypoctu polohy planety se tedy v praxi postupuje takto: Pro dané parametry
elipsy a, e spotteme v dany okamzik ¢ nejprve stiedni anomdlii M planety podle
(8.14). Odtud pak pomoci Keplerovy rovnice (8.15) najdeme excentrickou anomélii
E a 7z ni pak spocteme pravou anomalii (azimut) ¢ pomoci vzorce
10) l1+e FE
tg = =/ ——tg —.
9T V1=c82

Vzdélenost planety pak spoc¢teme bud’ jiz ze zndmé pravé anomalie ¢ a z rovnice
elipsy (8.8) anebo s pomoci excentrické anomalie E ze vztahu
r=a(l—ecosk),

ktery dostaneme tpravou vzorce (8.8), kam dosadime za vyraz

1—tg23§ cosE —e

cos¢ = 1+tg2§ T 1 _ccosE’

8.2.5 Hyperbolicka draha

Je-li celkovd energie télesa, napitklad komety, kladnd, vychdzi excentricita veétst
nez jedna e > 1 a velkd poloosa drahy zdporné a < 0. Drahou télesa je tudiz
hyperbola. Ze stejného divodu vychézeji také stfedni anomélie M a excentrickd
anomadlie E jako ryze imagindrn{ veliciny. Formdlné vsak ztstdvaji vSechny vyse
odvozené vzorce nadale v platnosti. Pokud definujeme nové reilné veliciny M™* a
E* vztahy M =iM* a E =iE* a vyuzijeme zndmych komplexnich identit

sin (iz) = isinhx, cos(iz) =coshx a tg(ir) =itghz,

dostaneme pro vypocet polohy télesa na hyperbolické draze ndsledujici mirné upra-
vené vztahy. Pro stfedni anomalii

M
M= | 2=
|al
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pro excentrickou anomélii upravenou Keplerovu rovnici
M* = esinh E* — E*,
pro pravou anomélii rovnici

e+ 1 E*
teh —
—1 8

¢
t —_ =
&9
a pro vypocet vzdélenosti mame
r = |a| (ecosh E* — 1)

nebo stéle platict (8.2). Geometricky vyznam parametru p = a (1 —€?) > 0 se ne-
meéni a nadéle plati, ze parametr p uréuje vzdalenost télesa od Slunce v kvadratuie
p =1 (m/2) nebo polomér kiivosti drahy ve vrcholu hyperboly p = R (0).

Asymptoty hyperbolické drahy sviraji navza-
jem thel 2¢ 4.

Pohyb po hyperbole uz neni periodicky, protoze harmonické funkce nahradily
funkce hyperbolické. Polohu asymptot, to jest piimek, k nimz se drdha télesa v
nekone¢nu pfimykd, najdeme snadno z rovnice hyperboly. Asymptoty odpovidaji
takovym smértim ¢ = +¢ 4, kdy vzdélenost r jde do nekonec¢na a tedy, kdy jmeno-
vatel 1+ ecos ¢ jde k nule. Odtud méme

1
CoSpy = ——.
e

Pro e = 1 mdame parabolu a asymptoty jsou maximélné rozeviené, nebot’ pak je
Pa R

8.2.6 Parabolicka draha

Parabolicky pohyb odpovidé limitnimu ptripadu, kdy celkova energie télesa je rovna
nule. Piislusné rovnice popisujici pohyb dostaneme tieba limitnfm piechodem z
eliptické drahy. Misto parametru a, ktery roste do nekonec¢na, je v tomto piipadé
vhodnéjsi uzivat konetného parametru p. Pro e =~ 1 dostaneme misto Keplerovy
rovnice pfimo rovnici pro pravou anomélii

1 .
M:tg§+§tg5§, (8.16)
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kde stfedni anomalii definujeme vztahem

[4:eM1
M=, |25
P

93

V dobéch, kdy jeste nebyly pocitace, nebylo snadné numericky vyfesit kubickou
rovnici (8.16), proto se hledaly zptisoby, jak numerické feseni kubické rovnice obejit.
V nasem piipadé takovy zpusob existuje a my si jej nyni ukdzeme. Metoda je
zaloZzena na goniometrické identite

1
cotg 2x = 3 (cotgx — tgx).

Zaved'me tedy pomocny argument v vztahem

¢ ol gl
tg = = 2cot, = cotg — —tg —
g B) Ccolg 7y = cotg B) g B)
a dosadme do pravé strany rovnice (8.16). Po jednoduché upraveé dostaneme
o 1 39 1 37 1, 37
tg= + = tg® = = = cotg® = — = tg® .
SR R R R R

Pokud déle zavedeme jesté argument 3 vztahem

y 33
t —:t —
g2 g 5

miizeme pravou stranu dédle upravit

L3y 1 37 1 g1
Zcotg? L — —tgd L = —cotgs — =
308 5 T3ty T3y Ty

takze mdme nakonec vysledek

0
to =
g?

2
= 3 cotg 3,

2
M = = cotg .
3
Dostali jsme tak piimou souvislost mezi stiedni anomélii M a argumentem (3, z
néhoz pohodlné najdeme ~ a z ného pak pravou anomalii ¢. Vzdélenost télesa od
Slunce pak uz snadno spo¢teme tieba podle vzorce

8.2.7 Lambert-Euleritv vzorec

Znéme-li parametry drdahy, mizeme spocist vzdalenost a polohu planety v libovol-
ném case. Obridcenou tlohou je problém feseny poprvé JOHANN HEINRICH LAM-
BERTEM! roku 1761. Z astronomickych pozorovani jsou zndmy vzdslenosti 7, a ro

LJoHANN HEINRICH LAMBERT se zabyval vedle mechaniky také optikou a termodynamikou. V
matematice dokdzal roku 1768 iraciondlnost ¢isla 7, jako prvni se systematicky zabyval studiem
hyperbolickych funkei.
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stejné planety ve dvou riiznych mistech P; a P, odpovidajici casovym okamzikim
t1 a to a dédle je zndma dhlovd vzddlenost planety A¢ = ¢4 — ¢;. Pomoci kosinové
vety tedy dokdzeme urcit také vzddlenost

5= \/rf + 713 — 2rira cos Ag

mezi obéma polohami P; a P». Predpoklddejme tedy, Ze zndme r1,75 a s a déle,
ze zndme poloosu a drdhy planety a hmotnost centralniho télesa Mg nebo stredni
denn{ pohyb planety

xMg
a3

n =

Mame urcit, jaky casovy interval At = to — t; mezi obéma pozorovanimi P; a Py
ubéhl. Vzhledem k transcendentnosti Keplerovy rovnice je problém netrividlni.

P,

O
r

S Ilustrace k Lambertové veété. Mdame urcit
r op, dobu, za kterou se planeta premisti z P; do
Ps.

7 teseni Keplerovy tlohy vime, ze plati
nt1 = E1 —esinEy, nity = F5 — esin Es,

kde E; a Es jsou excentrické anomdlie. Odtud

By — By SE2+E1

nAt = E5 — E; — 2esin 5 co 5
Pomoci substituce
E2 — E1 E2 + El
=——— a cosh=ecos——
2
to lze upravit do tvaru
nAt = 2g — 2sin g cos h. (8.17)

Pro vzdélenosti planety plati
rm=a(l—ecosFE1) a ry=a(l—ecoskEs),
odtud je

Ey, — Fy cos E, + Ey
2 2 ’

r1 + 79 = 2a — 2ea cos
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takze plati
r1+r2=2a(l —cosgcosh). (8.18)
Koneéne pro vzddlenost s z geometrického vyznamu excentrické anomadlie plat{
s% = a® (cos By — cos By)? + b? (sin Ey — sin By ).
Tuto rovnici upravime do tvaru

o Bo — Ey . o By + Eq 4 12 sin? Ey, - E; COSQE2+E1

5 M T 2 2

s2 = 4a° sin

anebo do tvaru

Ey,—F Ec+ FE
$? = 44 sin? % (1 — €2 cos? %) ,

coz muzeme piepsat pomoci vyse definovanych parametri g a h jako
s = 2asingsin h. (8.19)

Sectenim a odectenim rovnic (8.18), (8.19) a zndmych trigonometrickych vzorct
dostaneme

71+ 7o S

cos(h+ g) =cosgcosh Fsingsinh =1 —

2a 2a°
Odtud veliciny A\ = h+ g a Ay = h — g splituji rovnice
cosA =1 AFT2TS =1 AETTS
2a 2a

takze podle (8.17) spoc¢teme hledany ¢asovy interval At z rovnice

A1 — A A A
nAt = \; — Ay — 2sin 12 2 cos 1; 22()\1*Sin)\1)*(/\2781n>\2).

Témito vztahy je problém vyfesen, posledni rovnice pfitom piredstavuje hledany
Lambertav vzorec.
Pro hyperbolickou drdhu bychom dostali podobny vzorec

nAt = (sinh Ay — A1) — (sinh Ay — A\2),

kde

cosh/\1:1+% a coshh =1+
a

ri+7r9o—s
2lal
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Pro parabolickou drdhu je e — 1 a a — oo, vzorce se vyrazné zjednodusi a plati

1 - .
Atz&()\f—)\g),

A~ r+ro+s a Ay A 7"1—|—7"2—s.
\/ a V a

Po dosazeni a malé uprave tak dostdvame Eulerav vzorec

kde

At o] +7‘2+s)3/2—(r1 +T2—S)3/2:|.

1
%6\/%_%[(

8.2.8 Laplace-Runge-Lenziv vektor

P1i zkouméni Keplerovy iilohy jsme vyuzili zdkont zachovani, tedy integrdlu energie
a momentu hybnosti. Ukazuje se, ze existuje jesté jeden nezavisly integral pohybu,
ktery objevil roku 1799 PIERRE-SIMON LAPLACE a ten nyni najdeme. Pohyb pla-
nety je popséan Newtonovou pohybovou rovnici

. %mMS
p=——7—r
Spoctéme nejprve derivaci souc¢inu p X L. Vzhledem k tomu, ze L = r X p se
zachovavd, dostaneme hned
d . M M
SpxL)=pxL=-""5r (rxp) =228 [rPv—(r-v)r].

r3 r3

dt

Nyni se podivejme na derivaci jednotkového vektoru r/r. Derivovanim dostaneme

d /r v lr 1
7 ()=t (i) = m e,

Porovnanim obou vysledki je ziejmé, ze vektor
P ¢
A=pxL—-sm*Mg—
r

je v ¢tase neménny. Tento integrdl se nazyva Laplace-Runge-Lenztv vektor
nebo struc¢néji Laplacedv vektor.

Snadno se ukdze, ze Laplacetv vektor A je kolmy na L a lezi tudiz v roving
trajektorie planety. Skute¢né plati

A-L=(pxL) L—sm?Mge-(rxp)=0.
r
Vektor A mé totiz smér rovnobézny s vektorem C’—I-;, kde C je silové centrum a P

je pericentrum. Skutecné, kdyz dosadime za rp a vp, mdame

rp rp
A =mvp X (rp X mvp) — wmPMg— = mzv%rp — em®*Mg—,

rp rp
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nebot’ rp a vp jsou v pericentru vzdgjemné kolmé, odtud dostaneme

2
v »M
A =m’rp (—P — S) rp,

rp %

pricemz vzdy plati

v xM,
P78 >0
rp ™p
b L
Moment hybnosti L =r X p je kolmy k rovine
r oP A dréhy planety, zatimco Laplaceiiv vektor A lezi
S v roviné trajektorie a m4 smeér spojnice SP (tj.

piimky apsid).

Konec¢ne, spoc¢téme jesté skaldrni soucin
A-r=(pxL)-r—xm?Msr=L* - >m*>Mgr,
kde jsme dosadili za
(pxL)-r=(rxp)-L=1"L%

Vzhledem k tomu, Ze ihel mezi vektorem A a r pfedstavuje pffmo azimut ¢, plati
také A - r = Arcos ¢, a proto musi byt

Arcos ¢ = L* — sem®Mgr.
Odtud uz mame hned rovnici trajektorie planety

wm?Mg + Acos ¢
= 3 ,

1
,
z niz je ziejmé, ze jde o kuzelosecku
1 1
—==(1+ecos9)
r.p

s parametrem p = L?/»Mgm? a excentricitou e = A/sxMgm?.

8.3 Umelé satelity a kosmické sondy

8.3.1 Prvni kosmicka rychlost

Jiz Newton zkoumal, jak by se ménil pdd koule vystielené horizontdlné z déla na
vézi o vysce H nad zemskym povrchem, kdybychom zvysovali pocatec¢ni rychlost
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koule. Galileo ukézal, ze pro malé rychlosti vy by se koule pohybovala po parabole
a na zem by dopadla za ¢as to = y/2H/g, pritom by doletéla do vzdélenosti D =

U()t() = U()\/QH/g.

Trajektorie delové koule pii zvysovani pocé-
te¢ni rychlosti vg.

Kdybychom rychlost koule déle zvysovali, dopadala by koule dél a dal od véze,
az by se pocalo vyraznéji projevovat zakulaceni povrchu Zemé. Pii urcité rychlosti
vy = vy by koule padala k Zemi préve tak rychle, jak rychle by pod ni povrch Zemeé
ubihal. To by nastalo prdve v tom okamziku, kdy by se kiivost drahy koule rovnala
kiivosti povrchu Zemé. A protoze polomér kiivosti dréhy koule pii vodorovném
vrhu je 7 = v3 /g a polomér Zemé je Rz, dostaneme z podminky 7 = Rz rychlost

M
U[:”.(]RZ: J{R—§%79km/s (820)

Tato rychlost se nazyva prvni kosmickd rychlost a je to nejmensi rychlost, kte-
rou musime satelitu udélit, aby nespadl zpét na povrch Zemé. Pochopitelne, zde
neuvazujeme odpor atmosféry.

Prvni kosmickou rychlost mtzeme pohodlné ziskat také ivahou, ze koule bude
obfhat kolem Zemé po kruhové dréze o poloméru Ry, pokud bude mit takovou
rychlost vy, Ze jeho dostfedivé zrychlenf a = v?/Rz bude pravé rovno tthovému
zrychleni g. Odtud opét dostaneme vzorec (8.20).

Obéznd doba satelitu, piipadné kosmické lodi, obihajiciho kolem Zemé je tedy
rovna

2 3
= —WRZ =27 & =27 g
vy g Mz

T

~ 83 min.

Jestlize sem dosadime za hmotnost Zemé vyraz My = %ﬂ'pZR%, dostaneme pro

obéznou dobu vzorec
= |32
»pPz

podle kterého nezdvisi perioda obéhu satelitu pfekvapivé na velikosti planety, ale
jen na jeji stfedni hustoté p,. Z obézné doby T' nizkoleticich sateliti mizeme
naopak spocitat hustotu planety podle vzorce

3

=
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Redlné satelity musi obthat Zemi nad atmosférou, tedy ve vyskach nad 200 km .
Ms4-li satelit obfhat ve vysce H, bude polomér jeho kruhové drahy ro = Rz + H.
Dostiediva sila na kruhové obézné dréze se musi rovnat pfitazlivé sile gravitaéni,
odtud je potiebnd kruhova rychlost satelitu rovna

MZ \/ %MZ <
= — = _— .
UK 0 R;+H =

Kruhova rychlost je tedy vzdy mensi nez prvni kosmickd rychlost.

8.3.2 Obecna draha satelitu

Vratme se zpédtky k Newtonovu délu. Jestlize vystielime délovou kouli rychlosti vg
horizontédlné ve vzdédlenosti ro = Rz + H od stiedu Zemé, pak moment hybnosti
koule je roven L = mrguy a energie koule je rovna

1 2 mM A 1

Ezimvof% o zim(vgf%f().

Pro excentricitu jeji dréhy plat{ vzorec (8.10), jestlize tam dosadime za L a E podle
poslednich dvou vzorci, dostaneme po tprave vysledek

M
kde wg =4/x—2 (8.21)
Vi T0

Zavislost excentricity e a velké poloosy a dréahy

‘;—(])( koule na jeji pocdtecni rychlosti vg. Vsimnéte
\ si dvou vyznamnych bodi vo = vk, kde je
7 trajektorif kruznice a vo = vxv/2, kde je tra-
all 7 jektorii parabola.

Velka poloosa dréhy se najde ze vzorce (8.11)

o

= — 8.22
2 — 3 /v3 (8.22)

a

Pro vy > vgV/2 vychdzi poloosa a zapornd, elipsa tedy prechdzi v hyperbolu.
Parametr p v8ak zistdvd kladny a stdle monoténné roste s pocdteéni rychlosti
koule. Parametr p se spoc¢te pohodlng ze vzorce (8.9), odtud po dosazeni za orbitdlni
moment L najdeme
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Parametr p je na obrédzku zobrazen pro kazdou trajektorii kvadraturou, tj. tiseckou
SP, kterd je kolméa na vertikdlu AS. Vzorec je mozno prepsat také do tvaru

2 2
vg v My
— = =Xx——7 =9,
p To o

z nehoz je zfejmé, ze parametr p méd vyznam polomeéru kiivosti trajektorie koule
ve vrcholu A drahy.

Trajektorie koule v zdvislosti na pocdtecni
rychlosti vo.

Nynf provedeme stru¢nou diskuzi téchto vysledkt. Pro malé rychlosti bude e —
1 a a — r9/2. Dréhou koule bude velmi vystiedna elipsa, témér parabola AS, jak
veédel jiz Galileo. Pro vg < vg bude e < 1 a a < rg. Drahou koule bude elipsa se
stfedem uprostied Zemé. Pro vg = vk bude e = 0 a a = 7. Drdhou koule tedy
bude kruznice a koule se stane umeélou druzici Zeme, pohybujici se prvni kosmickou
rychlosti. Pro vy = vx /2 bude e = 1 a velks poloosa trajektorie diverguje a — oo.
Drahou koule bude parabola a jde o pohyb druhou kosmickou rychlosti. Kone¢né
pro vy > vxV/2 bude excentricita vétsi nez jedna e > 1 a velkd poloosa bude
zépornd a < 0. Drahou koule tedy bude hyperbola a koule unikne navzdy z oblasti
zemské pritazlivosti.

8.3.3 Geostacionarni druzice

Zvlastni vyznam v telekomunika¢ni technice dnes maji geostaciondrni druzice.
Jak je ziejmé z ndzvu, jde o satelity, které visi nehybné nad urcitym mistem
zemského povrchu. Tyto druzice pokryvaji dvacet ¢tyti hodin denné vybrané tizemi
televiznim signalem nebo slouzi k internetovému a telefonnimu spojeni tizemi s os-
tatnim svétem. Snadno se ukdze, Ze geostaciondrni druzice se musi nachdzet nad
rovnikem a obihat kolem Zemeé v takové vysce, aby jeji obéznd doba byla totozna
s periodou rotace Zemé kolem osy vzhledem ke hvézddm. Perioda geostacionarnf
druzice tedy musf byt rovna délce hvézdného dne T' ~ 23256™. Ze tietiho Keplerova
zékona dostaneme pro polomér jeji obézné dréhy

3/2
r= (%MZT2> ~ 6.67R.

472
Vyska geostaciondrni druzice nad povrchem Zeme je tudiz rovna

h=r—Rz~5.6TRz ~36000km.
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8.3.4 Druha kosmicka rychlost, tinikova rychlost

Pokud budeme chtit vyslat kosmickou sondu mimo dosah gravita¢niho ptisobent
Zemé, musime ji dodat rychlost, kterou nazyviame druhou kosmickou rychlosti.
Je to nejmensi moznd rychlost, kterd umozni télesu odletét nekonecné daleko od
Zemé. Prislusnou dréhou je zfejmé parabola. Minimélni rychlost sondy najdeme z
podminky, ze jeji celkovd energie je rovna nule

1 2 mM A

E: §mUII_%R—Z =0.

Odtud méme druhou kosmickou rychlost

M
vrr = 4/ 250—=2 = v;V2 ~ 11.2km /5.
Rz

Tato rychlost se bézné nazyva také tinikovou rychlosti.

8.3.5 Cern4 dira a tinikova rychlost

U nekterych velmi kompaktnich téles je tinikova rychlost tak vysokd, ze se blizf
nejvyssi mozné rychlosti, tj. rychlosti svétla. Pokud je tinikovd rychlost veétsf nez
rychlost svétla, nazyvame takovy objekt €ernou dirou. Termin zavedl JOHN AR-
CHIBALD WHEELER aZz roku 1967. Z ¢erné diry z definice nemuze nic uniknout, ani
svétlo, a proto bude jeji povrch absolutné cerny. Cernou diru nenf mozno pozorovat,
jejl existenci miize potvrdit jen jeji gravita¢ni ptsobeni na okolni télesa.

Popis ¢erné diry nevystaci s Newtonou teorif gravitace, musi se pouzit Einstei-
nova teorie relativity. Polomér ¢erné diry pfesto Newtonova teorie dokdze presné
predpovedet. Jestlize tinikova rychlost z povrchu ¢erné diry je rovna rychlosti svétla

M
vrr = QME =cC,
pak odtud polomeér ¢erné diry musi byt
2:cM
rR=Z—-
c

Stejny vysledek pro polomér cerné diry, pfesnéji pro polomeér jejiho horizontu udé-
losti, plyne z teorie relativity. Nazyvd se Schwarzschildav polomeér a odvodil jej
jiz roku 1916 KARL SCHWARZSCHILD. Pro Slunce vychdzi tento Schwarzschildav
polomér asi 3km a pro Zemi asi 9mm . Skutecné rozméry téchto téles jsou tedy
velmi vzdélené parametrim cerné diry.

8.3.6 Tieti kosmicka rychlost

Zemé obihd kolem Slunce pftiblizné po kruhové dréze. Jeji rychlost najdeme jako
piislusnou kruhovou rychlost podle vzorce
Ms

vis = %—%29.81{111/8.
rs
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Tuto rychlost najdeme také tak, ze vyuzijeme znalosti o délce obézné drihy a
délce obezné doby Zemé kolem Slunce. Zrejme je vyg = 2nrg/T ~ 29.8km /s, kde
rs ~ 1 AU & 149.6 miliént kilometri je vzddlenost Zemé od Slunce a T' =~ 365.25
dne je siderickd obéznd doba. Pokud bychom chteli, aby Zemeé opustila sluneé¢ni
soustavu, museli bychom ji udélit rychlost vrrg takovou, aby se mohla vzdélit do
nekone¢na po parabolické dréze, tedy jakousi druhou kosmickou slune¢ni rychlost.
Ztejme plati

Viis = UIS\/§ ~42.1 km/S.

Pokud budeme Zemi urychlovat ve sméru jeji nynéjsi obvodové rychlosti vrg, staci
ji udeélit jen dodatecnou rychlost

vrrs —vrs ~ 12.3km /s

Totéz plati pro kosmické sondy, které chceme vyslat pry¢ ze slune¢ni soustavy.
Nejmensi rychlost vrrr, kterd kosmické sondé dovoli opustit sluneéni soustavu, se
nazyvé tieti kosmicka rychlost. Predpoklddejme, Zze sonda je po startu urychlena
na rychlost v;7; ve sméru orbitalni rychlosti Zemeé kolem Slunce. Cést této rychlosti
v8ak sonda ztrati na prekondni gravitacniho pole Zeme, v dostatetné vzddlenosti
od povrchu Zemé musi mit sonda rychlost vee = vrrs — vrs &~ 12km /s, kterou
najdeme ze zdkona zachovani energie sondy

2 72 Ry 2
Symbol = jsme zde pouzili vzhledem ke skuteénosti, Ze zménu gravita¢ni ener-

gie Zemé a sondy vzhledem ke Slunci v této aproximaci zanedbdvame. Odtud jiz
dostaneme pro tieti kosmickou rychlost zndmy vztah

VIrr = \/ng +U%I = \/(UIIS — U[S)2 -l-’U%I ~ 166km/b

8.3.7 Ctvrta kosmicka rychlost

VVVVVV

Nekdy se pouzivd jesté pojem &tvrté kosmické rychlosti jako nejmensi poca-
teéni rychlosti nezbytné k tomu, aby kosmickd sonda dopadla na povrch Slunce.
K tomu dojde, kdyz sondu tentokrat urychlime ve sméru opa¢ném ke sméru or-
bitdlni rychlosti Zemé a ta po prekondni gravitacntho pole Zemé ziskd rychlost
Voo = —vsg vzhledem k Zemi nebo v/ ~ 0 vzhledem ke Slunci, takze pak sonda
dopadne volnym pddem na povrch Slunce. Pomoci zdkona zachovéni energie opét
najdeme piiblizny vztah mezi vry a veo, plati

v3 ~ vl ”_MZ vly Vi

_— = —

2 2 R, 2 2

odtud je potiebnd rychlost sondy rovna

vy & \/vgo + 03, = \/U?S—&—v?l ~ 31.8km/s.
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Pokud bychom tedy chtéli poslat umélou kosmickou sondu ke Slunci, museli bychom
ji dodat rychlost 31.8km /s, tj. rychlost dvakrat vyssi nez je rychlost postacujici
k opusténi slune¢ni soustavy. Dostat se ke Slunci je tedy energeticky mnohem
obtiznéjsi nez uniknout z jeho piitazlivosti pryc.

8.3.8 Orbitalni manévry

Zakladnim problémem kosmonautiky je pfesunout kosmickou sondu z orbity jedné
planety na orbitu jiné planety kolem Slunce. Pro jednoznacnost v dalsim pfedpo-
klddejme, ze druhd planeta se nachdzi déle od Slunce nez planeta prvni, v opa¢ném
ptipadeé by byl postup analogicky, jen misto urychlovani by se sonda musela zpo-
malovat. V zdkladni formulaci problému se déle predpoklddd, ze orbity planet jsou
kruhové a ze maji poloméry r; a ro a rychlosti v; a ve. Nejjednodussi variantou or-
bitdlntho manévru je udelit sondé pomoci raketovych motort kratky impulz, ¢imz
vzroste rychlost sondy o Avp a sonda prejde na elipticku drdhu, kterd se v aféliu
dotykda drahy druhé planety. Protoze vzdédlenost perihélia je rovna vzdélenosti rq
prvni planety od Slunce a vzdalenost afélia vzdédlenosti ro druhé planety od Slunce,
rovnd se velkd poloosa eliptické dréhy sondy hodnote

CL:§(7’1+7’2).

V aféliu dostane sonda druhy rychlostni impulz Awv 4, ¢imz ziskd rychlost ve a piejde
na kruhovou drdhu shodnou s orbitou druhé planety. Toto je soucasné nejekono-
mic¢t&jsi mechanismus orbitdlntho manévru pro presun mezi planetami a popsal jej
jiz roku 1920 WALTER HOHMANN.

Y2
Av, Orbitalni manévr, sonda odstartovala ze Zemé
Z @ J| Z, kde dostala impuls Avp a leti k drdze Jupi-
Av,, tera J, na kterou piejde po obdrzeni impulzu

Avp. Konecénd rychlost sondy je vs.

Najdeme jesté ptislusné rychlostni impulzy. Orbitdlni rychlosti prvni a druhé
planety jsou
M, S xM, S

a Vg = .
1 T2

v =

Rychlosti sondy v perihéliu, kdy je r = 71 a aféliu eliptické dréhy, kdy je r = 7o
jsou podle vzorce (8.13) rovny

27"2 2T1
vp = U1 a VA = V2 .
1+ T2 Vore+ro

Pro rychlostni impulzy Avp = vp —v1 a Avg = va — v 4 tak mame vysledné vzorce

27’2 27’1
Avp = 1/ -1 a Avy = 1—y/— .
=0 ( r1+ 712 > va = 1 +7“2>
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Jako piiklad si vezméme sondu vyslanou ze Zemé na Jupiter. V tom pfipadé
jer1 = 1AU ary = 52AU, v; = 29.8km /s a vy = 13.1km /s, rychlost sondy v
perihéliu a aféliu je vp ~ 38.6km /s a vg &~ 7.4km /s a tedy potiebné rychlostni
impulzy maji velikost Avp =~ 8.8km /s a Avy ~ 5. Tkm /s . Celkovd doba manévru
pritom trva At = 2.7 roku.

S popsanym manévrem bezprostiedné souvisi také randezvous problem, tj.
problém, jak zajistit, aby se na konci manévru nachédzela vedle sondy i druhé pla-
neta. Toho se dosdhne jednoduse tak, ze cely orbitdlni manévr spravné nacasujeme,
tj. zahdjime ve spravny okamzik. Celkova doba letu sondy je ziejmé rovna poloving
periody T ptislusné eliptické orbity, plati tedy

At_lT_[ (r1+r2)3_£ r 4\
I ) 2cMg 2 2 '

Oznacime-li délky planet /1 a [l na pocatku ¢; a na konci t3 = t; + At manévru,
pak za predpokladu kruhovych drah plati [y = L1 + nit1 a lo = Lo + noto, kde

xMg xMg
ny = a Nng =
r3 3

jsou stiedni pohyby planet a Ly a Lo délky planet v okamziku ¢t = 0. Aby sonda na
konci manévru, tj. v case t5 potkala druhou planetu a mohla pfejit na parkovaci
drahu, mus{ zfejmé vyjit I = l; + w, odtud jiz dostaneme pro okamzik pocdtku a
konce orbitdlntho manévru jednoduché vzorce

_Lg—Ll—ﬂ'—I—nzAt _LQ—L1—7T—|—n1At

tq .
nyp —n2 ny —n2

Startovni okno ¢; souvisi s okamzikem to opozice druhé planety vzhledem ke Slunci
jednoduchym vztahem
oAt —
t1 =t + ——m.
ny —n2

Nasledujici startovni okno se dostane jednoduse pri¢tenim synodické periody T’ =
21t/ (n1 —na).

v+Av

Av Zména A6 sklonu orbity se dosdhne pficnym
impulzem Awv.

Dalsim vyznamnym manévrem je zmeéna sklonu orbity. Toho se dosdhne nej-
snéze piiénym impulzem Av v okamziku, kdy je sonda v uzlu své drahy. Tim se
sklon drahy 6 zmeéni o hodnotu A, pro kterou ze vzorce pro skladani rychlosti
plati

kde v je aktudlni rychlost sondy v uzlu.
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8.3.9 Gravitacéni manévr

Kosmonautika je velmi drahd, k urychleni kazdého jednoho uzite¢ného kilogramu
sondy az na tiet{ kosmickou rychlost spotfebujeme zhruba tunu toho nejkvalit-
né&jsiho raketového paliva. Pokud by existovala moznost, jak sondu urychlit levnéji,
mohlo by to kosmautiku vyrazné zlevnit. Jedna takovd moznost skutecné existuje a
nazyva se gravitaéni manévr, také gravitacni asistence nebo metoda gravitaéniho
praku. Spoc¢ivd v tom, ze sondu urychli gravita¢ni pole pomocné planety.

z pohledu Slunce z pohledu Jupitera

Sonda odstartovala ze Zemé Z, po urychleni

"y ziskala rychlost vp ~ 38.6km /s a pokud

7 S -Av, se potkd v misté S s Jupiterem, dojde k je-
A v, jimu urychlenf o 2Ava ~ 11.4km /s z rych-
5 losti va =~ 7.4km /s na konetnou rychlost

Josy, v~ 18.8km/s.

Uvazujme sondu, kterd se blizi ke druhé planeté po prvni fézi Hohmannova
orbitdlnfm manévru. Vzhledem k planeté se sonda pohybuje zhruba po hyperbolické
dréze a mé relativni rychlost Avg = v9 — v4. Obletem planety mize smér svého
letu zménit az o 180°, takze zména rychlosti sondy miize dosahnout az 2Aw4.
Vzhledem ke Slunci pak bude mit sonda kone¢nou rychlost

2
v=v4 +2Av4 =203 —v4 = V2 (2 L)
1+ T2

Gravita¢ni asistence se vyuziva napiiklad k urychleni sond sméfujicich do vzdé-
lenych oblasti slune¢ni soustavy. Sonda, kterd ztraci rychlost tim, jak se vzdaluje
od Slunce, ziskd pfesnym navedenim své dréhy ke vhodné planeté az dvojndso-
bek rozdilu Awvy4 jeji orbitdlni rychlosti a rychlosti sondy. Napiiklad Jupiter muze
urychlit pozemskou sondu az o 2Avy = 11.4km /s. Urychlend sonda pak miize po-
kracovat dal rychlost{ v &~ 18.8km /s. Tato rychlost je vétsi nez unikové rychlost
v9v/2 ~ 18.5km /s ze slunecni soustavy z ob&zné dréhy Jupitera, takze popsany
mechanismus skute¢né umoziiuje vystielovat sondy do mezihvézdného prostoru.

Priklad 8.2 Popiste parametry letu sondy ze Zemé& na Venusi. Polomér drahy Venuge je rv =
0.723AU a Zemé& rz = 1.000 AU.

ReZeni: Energeticky nejvyhodn&jéi je drdha, kterd se v perihéliu dotykd ob&zné drahy Venuge
a v aféliu ob&zné drahy Zemé&. Odtud je velkd poloosa

o= % (rz +1v) ~ (0.723 + 1) /2 = 0.862 AU

a excentricita drahy

e="2""V ~0.161.

rz +rv
Pokud jde o impulzy p¥i orbitalnim manévru, pak plati

2’!‘\/
Avp = —— — 1| =~ —-25k S
vp = vz ( ry—— > m/
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2
AUAZUZ,/T—Z<1— L) ~—2.7km/s.
rv rz +rv

Znaménka minus zde znamenaji, Ze je tfeba sondu zpomalit a Ze je t¥eba také zaménit vyznam
oznateni P a A, tj. P zna&i ve skute¢nosti afélium a A perihélium. Aby se tedy sonda dostala
k Venusi, musi nejprve zpomalit z vz ~ 29.8km /s, coZ je orbitdlni rychlost Zemé& kolem
Slunce, na vp ~ 27.3km /s, a po dobg& letu odpovidajici poloving ob&zné periody T'
3/2
t=tp_lp, w) " 0,400 roku ~ 146 dni
2 2 2rz

musi znova zpomalit svoji rychlost z v4 ~ 27.3km /s na vy ~ 24.6km /s, coZ je orbitalni
rychlost Venuge kolem Slunce.

P¥iklad 8.3 Za predpokladu, Ze planeta obiha po eliptické drdze s velkou poloosou a a excen-
tricitou e, spocltéte jen za pomoci zdkonl zachovdni energii ' a moment hybnosti L planety,
rychlost planety v perihéliu vi a v aféliu v2 a rychlost planety v ve vzddlenosti r od Slunce.
Reseni: ProtoZe se planeta pohybuje po elipse, je vzdalenost planety od Slunce v perihéliu
rovna r1 = a (1 —e) a v aféliu rp = a (1 + e). Ze zdkona zachovani momentu hybnosti

L = mrivi = mravs
vyjad¥ime rychlost v aféliu

1—e
v = .
2 1T
Nyni dosadime do zdkona zachovani energie
1 2 %mMs 1 2 %mMS
E = -mvj — = -muv; —

2 T1 2 T2
za r1,T2 a vz, po Upravé odtud dostaneme vzorec pro rychlost planety v perihéliu a aféliu

S xMs1l+e vy — xMsg1l—e
e a 1-—¢’ 2 a l+e’
Jestlize nyni dosadime do vzorce pro mechanickou energii napfiklad » = r1 a v = v1, dosta-
neme po dpravé vysledek

1 5  xmMsg xmMg
E=-mv" — =— .
2 2a

r
Pro orbitdlni moment podobné dostaneme vysledek
L =mrivi = my/»xMga (1 — €2) = my/»Msp.

Pfiklad 8.4 Pomoci integral pohybu E a L vyjadiete velkou poloosu a a excentricitu e
planety.
ReZeni: Pouzijeme vysledky predchozi dlohy

M
E=—$ a L=my/sxMsa(l—e?),
a
odtud pro poloosu a excentricitu dostaneme

emMs [ 2BL
2F N 2 MZm3’

a =

Priklad 8.5 Spoctéte rychlost satelitu v pericentru a apocentru a periodu obé&Zné drihy sa-
telitu, znate-li vzdalenost pericentra r1 a apocentra ra.

ReZeni: Ze zadani je zfejmé, e zname také poloosu a excentricitu
T2 —T1

rotr2
Odtud jsou rychlosti

1 2 1 2
v = — M2y = = e 22
1 r1+ 72 T2 r1+ 172

1
a:§(7"1+7“2) a e=
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a perioda

T =2my |2 _ o |2
a (r1+r2)

Priklad 8.6 Jestlize svételné paprsky dopadaji na povrch télesa, plisobi na ngj jistym malym
tlakem. Své&telny tlak slune¢nich paprskd je moZno v principu vyuZit k pohonu kosmické sondy.
UvaZujte sondu, kterd obiha kolem Slunce po kruhové drize o polom&ru 7. V jistém okamzZiku
sonda rozprostie velkou plachtu o plo%e S a automatika zajisti, aby byla plachta po celou dobu
orientovana kolmo ke slunenim paprskiim. Popite pohyb sondy. Uloha je znama4 jako slune&ni
plachetnice, F. A. CANDER 1924,

ReSeni: Sonda se a¥ do okamziku rozevieni plachty pohybuje rychlosti vo = /M /ro. Po
rozevteni plachty ptisobi na sondu vedle pritazlivé gravitagni sily G = semM /r?* také odpudivy
svételny tlak p, ktery klesd se vzddlenosti stejné jako gravitace. Tlakova sila je tedy rovna

T =pS= pOSrg/r2,

kde po je tlak slune&niho z&¥eni ve vzddlenosti 7o od Slunce a S plocha plachty. Celkova sila
pisobici na sondu je tedy rovna

F =G —T=»xmM/r’ —poSry/r® = >mM' /r°.

Sila md naddle charakter coulombovské sily, takZe trajektorii sondy bude kuZelose¢ka. Vliv
sv&telného tlaku miZeme chapat jako oslabeni gravita¢ni sily Slunce, jako zmenSeni hmotnosti
Slunce z M na

M' =M —poSrg/>m < M.

Kdy? dosadime za vg = /M’ /ro do vzorct (8.21) a (8.22), dostaneme pro excentricitu a
velkou poloosu drédhy kosmické sondy

1M g __To
M’ 2—-M/M'

Odtud je z¥ejmé, ¥e pro M/2 < M’ < M bude trajektorii sondy elipsa, pro M’ = M/2 bude
trajektorii parabola a pro 0 < M’ < M/2 bude trajektorii hyperbola. Pro M’ = 0 nebude
na sondu paisobit Zadnd sila a jeji trajektorii bude proto p¥imka. Kone¢n& pro M’ < 0 bude
ptfevaZovat tlak zdfeni nad gravitaci a sonda se bude pohybovat po obracené hyperbole. Ve
v8ech ptipadech bude perihélium leZet ve vzdalenosti o od Slunce a bude odpovidat mistu,
kde byla rozeviena plachta.

Tlak svétla je sice slaby, ale zvétSenim plachty je moZno dosdhnout libovolné tlakové sily. Na-
p¥iklad pro Gplné vyrovnani gravitace Slunce je nutno pouZit plachtu o rozméru asi 36 m x36 m
na kazdy kilogram vahy sondy, coZ je technicky dosaZitelné.

€ = a

8.3.10 Vliv atmosféry na pohyb satelitu

Umelé druzice Zeme obihaji typicky ve vysce 200 km a vyse rychlosti kolem 8 km /s,
takze jeden obéh se uskute¢ni zhruba za 90 minut. I kdyz je v téchto vyskach stfednt
hustota atmosféry mald, je asi 10'° krat mensf nez u hladiny mofe, pfesto ms odpor
vzduchu na pohyb a zivotnost satelitu velmi vyznamny vliv. Trvalé tfen{ o fidky
vzduch zptusobuje postupnou ztritu energie satelitu a jeho nezadrzitelny pokles
na nizsi orbitu. Soucasné dochdzi ke zrychlovani satelitu a zkracovédni jeho obézné
doby.
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(a) Odporovi sila F a gravitacni sila G piiso-
bici na satelit S. (b) Pokles vystrednosti orbity
zpusobeny odporem vzduchu.

Pohybové rovnice satelitu mizeme vyjddiit v prirozenych slozkach sily a zrych-
lent

va

mo=—F+Gsinf a —— =(Gcosb,
p

kde G = semMz/r? je tiha satelitu, F' odpor vzduchu, p polomér kiivosti drahy a
0 sklon drahy. Z geometrie déle plati sin @ = —r/v. Pro pfiblizné kruhovou orbitu
je sklon @ maly, pak plati aproximace § =~ —7/v, p &~ r a pohybové rovnice majf
tvar

mio ~ —F + emMz0/r?,  mv* = semMgy/r.
Derivaci normalové slozky pohybové rovnice dostaneme 20/v ~ —7r/r, odtud je
0 ~ —7/v ~ 20r/v?. Po dosazeni do tecné slozky pohybové rovnice dostaneme
mv =~ F, nebot’ GO ~ 2muv. Rychlost tedy skuteéné roste umeérné velikosti odporové
sily F. To v8ak znamend, ze plati také vzorec § ~ 2F/G. S rostoucim odporem F
se dhel poklesu 0 zvétsuje a pad satelitu se zrychluje. Pii stédlém 6 plati pro vysku
satelitu

h ~ hg + 7t =~ hg — v0t,
odtud je doba padu zhruba
to =~ ho/U@. (823)

V prvni aproximaci mizeme pocitat hustotu atmosféry podle barometrické fo-
mule
—h/H
p= Po€ h/ ’
kde H ~ 8km je charakteristickd vyska atmosféry. Skute¢nd hustota atmosféry
z&visi ov8em vyrazné na teploté, kterd je ddna predevsim denni dobou. Napiiklad
ve vysce 300km je ve dne hustota vzduchu asi dvakrat a ve vysce 1000km az
tFicetkrat vyssi nez v noci. Také proto mohou byt nase dalsi vypocty jen hrubé
a orientaéni. Pro satelit o rozméru a a hmotnosti m je podle Newtonova vzorce
odporové sfla F =~ 1pv?a?. Uhel klesani je tedy priblizné ddn vzorcem

g 2F | pia

2
. Poa Te—h/H
G mv?/r m
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Numericky pro satelit o rozméru ¢ =~ 1m a hmotnosti m =~ 100kg vychézi pro
hy =~ 100km sklon 6; =~ 0.2, pro hy ~ 200km je sklon 63 ~ 9 x 10~7 a pro
hs ~ 300km je sklon 83 ~ 3 x 107'2. Pifslusns doba zivota satelitu na obézné
dréze je ddna vzorcem (8.23), odtud dostaneme t; = 50 sekund, t5 = 320 dnf a
ts = 350000 let. Z téchto hrubych odhadi je ziejmé, pro¢ musi byt vyska satelitu
alespoii dveé sté kilometri nad povrchem Zemé. Podobny problém vsak odpadé
napiiklad u Mésice, ktery zadnou atmosféru nems.

Je-li obéznd dréha eliptickd, projevi se odpor vzduchu pfedevsim v oblasti peri-
gea. Pokles rychlosti mé za nésledek pokles excentricity, takze drdha satelitu se
postupné stava kruhovou.

Piesny popis vlivu odporu atmosféry je obtizny pro neznalost piesné hustoty
vzduchu. Odhad zbyvajici doby zZivota satelitu se proto provddi z méfeni obézné
doby satelitu. Pokud se obéznd doba satelitu zkrati o AT, pak tomu odpovida podle
tiettho Keplerova zdkona pokles vysky o Ah = 2rAT/3T. Satelit proto spadne na
zem za cas

. _hoT _ 3hoT?
CTUAR T rAT

Pokud napiiklad namérime u satelitu ve vysce hg =~ 200km nepatrné zkracenf
obézné doby o AT = 1s, pak to znamend, ze satelit klesne pii kazdém obéhu o
vysku Ah ~ 800m. Zbyvajici doba zivota satelitu ¢ini uz jen tp ~ 15dni, tj. asi
250 obleti.

8.3.11 Brzdéni kosmické lodi v atmosfére

Nejnebezpetnsjsi manévr kosmickych lodi je bezesporu okamzik priiletu atmosfé-
rou. P#i neopatrném navedeni na brzdnou drdhu mize dojit ke shofeni lodi nebo
zabit{ posddky obrovskym pfretizenim. Na obrdazku je zachycen typicky pribeh
rychlosti a pfetizeni kosmické lodi v zdvislosti na Case. Pocdte¢ni rychlost lodi
v~ 8km /s a pretizenf a ~ 0m /s? (beztizny stav). Po zapnut{ brzdnych motort
se sniz rychlost lodi asi o 1 az 2 %. Vsimnéte si, ze po zahdjeni brzdného ma-
névru to trva jesté radoveé dvacet minut, nez dojde k proniknuti lodi do nizsich
vrstev atmosféry. Poklesem vysky lodi jeji rychlost mirné stoupne a lod’ se premisti
jesté o dobrou ¢tvrtinu obézné drahy dal od mista, kde byl manévr zahdjen. Pak
béhem kritkych dvou minut dojde k prudkému néristu aerodynamického odporu
atmosféry a vzniku silného pretizeni a ~ 9g. Béhem této krétké doby se lod’ témeér
zastavi a ddle padd uz jen rovnomérnou rychlosti odpovidajici odporu prostiedi.

Typicky priabeh rychlosti v a pretizeni a kos-
mickeé lodi pii brzdéni v atmosféie, dole je uve-
den ¢as v minutdch od zahdjen{ brzdného ma-
a névru. Vsimnete si, ze béhem dvou minut se
lod témér zastavi a jeji zrychleni naroste az
a=g na devitindsobek normdlniho tthového zrych-
leni g.

v [km/s] a/g

0 10 20 30 40 min
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atmosféra

Lod' vlétd do atmosféry pod tdhlem 6 rychlosti
vo. Zkoumdame brzdéni kosmické lodi v atmo-
sfére.

Podivejme se podrobnéji na dynamiku brzdéni v atmosféie. Predpokladejme lod’
o hmotnosti m vnikajici rychlosti vy do atmosféry pod thlem 6 k horizontéle. Pro
hustotu atmosféry predpokldddme barometrickou formuli p = poe*y/ H kde p, je
hustota na povrchu, y je vyska mérend od povrchu a H je charakteristickd vyska at-
mosféry, pritom zhruba plati H ~ 8 km . Pro odpor vzduchu budeme piedpokladat
platnost Newtonova vzorce

F= l<:g;,01)2,5',
2
podle nehoz roste odpor vzduchu s druhou mocninou rychlosti lodi a linedrné s
hustotou vzduchu. Pro jednoduchost neuvazujme zakfiveni zemského povrchu ani
tthu lodi. Pohyb je pak jednodimenziondlni a probihd po pfimce urcené tihlem
sklonu 6. Pohybova rovnice lodi je

d
d_:fj = kv? exp (—%) ,
kde k = c:Spy/2m je stély odporovy soucinitel. Pro lod’ bez paddku je zhruba
k~10"2m™! a pro lod s paddkem je k ~ 1 m~'. Lod kles4, ale zrychleni sméfuje
proti pohybu, je proto kladné. Vyndsobme pohybovou rovnici elementem drahy
ds = dy/sin 0, tak dostaneme

dv 7.2 y\ dy

Odtud Ize odseparovat v a y a rovnici integrovat, dostaneme tak

_ 2kH Y
V = Vg eXp —m exp (—E) .

Z rozboru feseni plyne, ze rychlost lodi se mén{ prudce az v jisté vysce a brz-
dénf trvd jen relativné kratkou dobu. Disledkem pak je to, ze lod’ je podrobena
kratkému, ale obrovskému pretizeni, které ohrozuje nejen lod, ale predeviim jeji
posadku. Zpomaleni lodi se spocte ze vzorce

g W2 | _2kH (_g)_g
ot T TP Thing P H|
Maximélni zpomalen{

4sinf
Gmax = Vg 2%l
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prekvapivé nezavisi na odporovém souciniteli k, tj. ani na tvaru, ani na velikosti
lodi a je dokonce tiplné jedno, zda lod’ mé nebo nem# otevieny paddk. Maximdlniho
zpomaleni dosdhne lod’ ve vysce

2kH
ymax:Hln<.k )7
sin 6

kterd zase nezavisi na velikosti pocate¢ni rychlosti vg. Brzdné zpomalen{ lze snizit
jen zmengenim sklonu drahy 6, tj. zvysenim brzdné vysky ymax.

Numericky, pro vlet kolmo do atmosféry 8 = 90 ° rychlosti vg = 8 km /s vychézi
amax =~ 150g, kde g je normaln{ tthové zrychleni. Ke zbrzdéni dojde ve vysce ymax ~
40 km, brzdeén{ pfitom trva jen

At~ -2 x5 S,

Amax

za tu dobu lod’ urazi asi 20 km . P#i dhlu 8 = 5° bude pretizeni jesté stdle amax ~
13g, bude trvat 60s a dojde k nému ve vysce kolem 60 km .

Rychlost pti dopadu lodi na povrch zemé zde vychdzi téméi nulovd, protoze
neuvazujeme tihu. Pokud bychom gravitaci zapocetli, dostali bychom pro rychlost
dopadu v = 4/g/k. Pro lod bez paddku vyjde v = 32m /s, coz znamend zniceni
lodi, za pouziti paddku vyjde rychlost v = 3m/s.

Nehomogenita hustoty vzduchu mize zpisobit rotaci lodi, pokud tato neni do-
state¢né stabilizovdna. Jednoduchy odhad rychlosti rotace zapii¢inéné odporem
vzduchu déva

w = 4vg cos 0/ H = 40 otdéek za minutu.

To se naptiklad stalo osudné VLADIMIRU MICHAJLOVICI KOMAROVOVI, kterému
se roku 1967 zamotal pfistavaci modul do hlavntho padaku.

Celkové mnozstvi tepla, které se tfenim kosmické lodi béhem kritické minuty
o atmosféru uvolni, je zhruba rovno pocate¢ni kinetické energii lodi. Toto teplo je
schopno ohfiat satelit na teplotu 30000 °C, nagtésti proudéni vzduchu zdroven za-
jistuje i¢inny odvod tepla z povrchu lodi. Pesto je tepelny $tit standardni vybavou
pristdavacich moduld kosmickych lodf a raketopldant.

8.3.12 Pad meteoru

Meteoroidy jsou télesa, kterd vlétaji do atmosféry Zemé z okolniho kosmického
prostoru, kde vétsinou ve vysce kolem 100 km shoff. Jejich rozméry se pohybuji od
zlomkt milimetri az po desitky metrii. Jejich rychlost se pohybuje v intervalu 10 az
70km /s. Pokud meteoroid zazafi na obloze, hovofime o meteoru. Pokud meteo-
roid dopadne az na zem, hovoiime o meteoritu. Za jasné noci je mozno pozorovat
na obloze kolem deseti meteort za hodinu. V piipadé meteorickych roji tento pocet
vzristd az na desetindsobek. Meteor jasnéjsi nez Mésic nazyvame bolidem.
Roc¢ne dopadne na zem kolem 20 tisic meteoritii, kazdy z nich je vetsi nez 100 8.
Mensi meteory shofi v atmosféie, vétsi se rozpadaji na mensi ¢dsti. Nejvétsi zndmy
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meteorit vazi{ 60 tun. Obcas dopadne na zem i meteorit vétsi nez sto metri, takovy
meteorit vytvoii kruhovy krater o primeéru asi jeden kilometr. Krétert veétsich nez
kilometr je zndmo na zemi vice nez sto, ostatni vlivem eroze jiz zanikly. Odhaduje
se ale, ze za posledni miliardu let jich muselo vzniknout ptes 100 tisic. Takovy
meteorit se vSak pfi dopadu na zem i s okolnim materidlem vypaii, a nékdy dava
vzniknout pretavenym tektittim, jakymi jsou napfiklad nase vltaviny.

Po dopadu meteoritu (b) se odpafi tisicindso-
bek hmoty samotného meteoritu. Vznikly hlu-
boky kréter se az ndsledné (c¢) zanese v di-
sledku eroze.

a b @

Velky meteorit (kometa nebo asteroid) se nesta¢i v atmosféfe vypatit ani zbrz-
dit a dopadne na zem priimérnou rychlosti vg ~ 40km /s. Tato energie staci na
ohtati hmoty meteoritu o milién stupii Celsia. Proto se pfi dopadu odpaii nejen
samotny meteorit, ale i stokrat vétsi mnozstvi okolnf pozemské horniny. Tak vznikd
typicky dopadovy krater, jehoz rozmér je zhruba o ¥ad vétsf nez rozmér samotného
meteoritu. Naptiklad meteorit o rozmeéru sto metri vytvori kriter o praméru jeden
kilometr. Odbornici se domnivaji, ze zanik dinosaurt pfed 65 miliény let m&d na
svedom{ pad asteroidu o priameéru asi 10 km . Pfitom se uvolnila energie srovnatelnd
s miliénem atomovych bomb svrzenych na Hirogimu. Obrovské mnozstvi prachu,
které se pritom dostalo do atmosféry, zptusobilo globalni ochlazeni celé planety a
nésledné vymfeni mnoha druhi zivoc¢icht a rostlin.

Podivejme se nyni na pdd malého meteoru v atmosféfe. Miizeme k tomu po-
uzit piibliznych vzorci odvozenych pii studiu brzdéni kosmické lodé v atmosfére.
Meteor vléta do atmostéry rychlosti vy pod tihlem 6 k horizontu. Za predpokladu,
ze hustota vzduchu klesd podle barometrické formule, je meteor zbrzdén zhruba ve
vysce

2
h~ Hin (u)
msin 0

Zpomaleni meteoru je pritom ag ~ v sin@/H, takze brzdeni trva asi to ~ vy/ag ~
H/vpsin6 a brzdnd dréha je dlouhd asi s = voto/2 ~ H/2sin 6. Doba brzdéni ani
brzdné drdha nezavisi na velikosti meteoru, oviem vyska h, v niz k zbrzdéni dojde,
na velikosti meteoru zavisf. Drédha zdfictho meteoru na obloze je tedy dlouhd asi
a~s/h.

Pro meteor o rychlosti vp &~ 40km /s vlétajici do atmosféry pod malym tihlem
0 =~ 5° vychazi zpomaleni ag =~ 2000g, doba brzdéni ¢ty =~ 2s a brzdnd drdha
s ~ 50km. Pro meteor o typické hustoté 3000kg /m? a priaméru jeden milimetr
vychdzi vyska brzdeéni 80 km a délka stopy na obloze asi 30 °, pro meteor o primeéru
jeden centimetr vychdzi vyska brzdéni asi 60 km a délka stopy na obloze asi 40 °,
kone¢né pro meteor o primeéru jeden metr vychédzi vyska brzdéni asi 30 km a délka
stopy na obloze asi 100° . V&td{ meteory se v atmosféie prakticky zbrzdit nestaci
viibec a dopadnou na povrch Zemé plnou rychlosti.

Tepelny a zdfivy vykon meteoru je mozno odhadnout vzorcem P ~ mu3 /2to.
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Meteor o priimeéru Sesti milimetrti a hmotnosti m ~ 18 zazdi{ vykonem P = 400 kW
a meteor o priméru Sesti centimetr a hmotnosti m ~ 1kg vykonem P ~ 4 GW,
coz je vykon obou nagich jadernych elektrdren dohromady. Tak jasny meteor by
zazatil na obloze jako velmi jasny bolid, jehoz svitivost odpovidd ¢tyticeti miliénim
stowattovych zarovek!

Vzhledem k tomu, ze doba priiletu, a tim i doba ohfevu meteoru, trva jen
sekundy, musi byt meteor dostate¢né maly, aby se mohl cely prohiat a odpafit.
Vzhledem ke kone¢né tepelné vodivosti A a mérné tepelné kapacité ¢ meteoru je
charakteristicky ¢as ohfevu meteoru o primeéru a roven

T &~ me/al = pac/\.

Pro typicky meteor o priméru a ~ 1 mm je 7 ~ 1s, takze meteor bezpetné cely
shoii v atmosféie. Naopak prohiiviani meteoru o prameéru 100 mm uz trvd asi tii
hodiny, takze meteor nestaci béhem priiletu atmosférou shotet. Odpaii se z néj jen
povrchovd vrstva a jadro meteoru dopadne na zem jako meteorit.

8.4 Gravitacéni pole

8.4.1 Silové pole

Vezméme malé zkusebni téleso o hmotnosti m a umistujme jej do raznych bodi v
prostoru. Tak zjistime silu, kterd v daném misté na zkusebni téleso piisobi. Souhrn
vSech téchto sil nazyvame silovym polem. Je sice pravda, ze gravitaéni sila vznika
jen vzdjemnym piisobenim dvojice téles a obé télesa jsou nezbytné nutnd ke vzniku
silové interakce, pfesto je pojem silového pole velmi uzite¢ny, predevsim pro svoji
geometrickou ndzornost. O prijeti koncepce silového pole se zaslouzil v poloving
devatendctého stolet{ predeviim MICHAEL FARADAY, ktery pomoci geometricky
nézornych silocar ispésné studoval elektrickd a magnetickd pole.

Kazdé silové pole si lze ndzorné predstavit pomoci silo¢ar. Silo¢ary jsou mys-
lené orientované prostorové kiivky, které ziskdme tak, ze v kazdém bodé prostoru
vyneseme malou Sipku orientovanou ve smeéru vektoru sily a vsechny tyto Sipky
pospojujeme. Smér silo¢dary urcuje v kazdém bodé smér silového ptisobeni a hus-
tota silocar intenzitu silového ptisobeni v daném misté. Kazdym bodem prochazi
vzdy jen jedna silo¢dra a z definice se silo¢ary nikde nemohou kiizit ani protinat.
Rovnice silo¢ar silového pole zévisf jen na sméru silového pole FO = F/F a nezévist
na velikosti F' = |F| silového pole. Te¢ny vektor silo¢édry je tedy roven vektoru F°
a rovnice silocar je ddna predpisem

dr
— =FO°
ds ’

kde s je prirozeny parametr silo¢ary. Tuto rovnici je mozno prepsat rovnéz do
slozkového tvaru
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Podle tvaru silocar rozligujeme homogenni silové pole nebo radidlni (centrdlni)
silové pole. Homogenni silové pole dostaneme v piipade, ze sila je viude stejné,
jako je tomu napiiklad v zemském tithovém poli. Zde je FO = g°, takze rovnice
silo¢ar budou

r=a+ g,

jde tedy o vertikdlni piimky ve sméru tthového zrychleni. Radidlni silové pole
vznikd v okolf hmotného bodu, podle gravitaéntho zdkona ma sfla centrdlni smér
FO = —rY kde r” = r/r, rovnice silocar majf tedy tvar r = r%s. Silo¢édry centrélntho
silového pole jsou tedy piimky smeéfujici do zdroje pole. V diisledku piitazlivého
charakteru gravitace vychdzeji silocary vzdy z nekonecna a konci ve zdrojich gra-
vitacniho pole.

L] \ )
Iy N\ Y/
|

vy N%

homogenni silové pole radidlni silové pole

F

Homogenni a radidlni silové pole.

P¥iklad 8.7 Najdé&te rovnice silo¢ar v p¥ipadé pole F = k (x,y,2z) .
Re3eni: Z definice je

de dy dz

Ty
odtud jsou rovnice siloar pole r = (s, yos, 208> ) , jde ztejm& o paraboly.

8.4.2 Princip superpozice

Podle Newtonova gravita¢niho zdkona ptisobf kazdé hmotné téleso na télesa ve svém
okolf gravita¢ni silou Fg. Pokud na téleso ptisobi soucasné piitazlivost dvou nebo
vice téles, jejich silové ptlisobeni se s¢itd stejne, jako se s¢itd soucasné ptisobent
ostatnich sil v mechanice a tyto sily se navzdjem neovliviiuji. Tuto zkusenost s
gravitacni silou vyjadiuje princip superpozice:

Gravita¢ni silové ptisobeni nékolika hmotnych bodt na zkusebni teé-
leso se dostane jako vektorovy soucet silovych piisoben{ vSech téles
ptisobicich nezévisle od sebe.

oM,

F F Princip superpozice. Gravitaéni sila F = F; +
F, F ! F> je rovna souctu sil, jimiz je pfitahovano teé-
F2 leso m ke kazdému z téles M7 a Ms> nezavisle
M. .
m F, o2 na sobé.
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Pokud tedy na zkusebni téleso (hmotny bod) o hmotnosti m piisobi soucasné
pritazliva sila od nékolika téles o hmotnostech My, pak pro vyslednou gravita¢ni
sflu plati podle principu superpozice

ka
FG:ZFk:_Z% =] ri, (8.24)
k k

kde r jsou vzdélenosti jednotlivych téles My od zkusebniho télesa m. Pro lepsi
odligeni teles vytvaiejicich gravitaéni pole budeme jejich hmotnosti znacit velkym
pismenem, zatimco hmotnost zkusebnfho télesa, které se v tomto poli pohybuje,
budeme znacit naddle malym pismenem. Podobné jsme jiz diive rozlisovali hmot-
nost planety m a hmotnost Slunce Mg nebo hmotnost satelitu m a hmotnost Zeme
My.

8.4.3 Intenzita gravitaéniho pole

Sila a silové pole je pro kazdé zkusebni téleso jiné. Protoze vyslednd gravitacni sila
je vzdy umeérnd hmotnosti zkusebniho télesa m, jak je to vidét z rovnice (8.24), je
mozno definovat intenzitu gravitaéniho pole nezavisle od vlastnosti zkusebniho
télesa. Definujeme ji jako silu gravita¢niho pole vztazenou na jednotku hmotnosti
zkusebniho télesa

Fa
—.

K:

Vzhledem k principu superpozice plati pro soustavu téles
M;,
K= ZKk = —Z%T—srk
E E k

Jednotkou intenzity gravitaéniho pole je zfejmé N /kg. Zndme-li intenzitu gravi-
tacniho pole, snadno spoc¢teme silu

FG = mK,

kterou bude pusobit pole na zkugebni téleso o hmotnosti m.

Centralni gravita¢ni pole kolem sférického te-
lesa, silocdry a ekvipotencidlni hladiny.
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Nejjednodussi gravita¢ni pole vytvaii osamoceny hmotny bod o hmotnosti M.
Jeho silové pole je popsédno piimo gravita¢nim zdkonem

K= —sx—r.
3

Vsechny silocdry smeétuji radidlne do bodového zdroje gravitace. V okoli zdroje pole
se silo¢ary pfirozené zahustuji, coz znamend, ze je tam pole nejsilngjsi.

Silocédry a ekvipotencidlni plochy gravita¢niho
pole dvou stejné hmotnych boda. Viimnéte si,
ze silo¢éary jsou v kazdém bodé kolmé k ekvi-
potencidlnim plochdm.

V ptipadeé pole dvou hmotnych bodt My a Ms jsou jiz analytické rovnice silokfi-
vek piilis slozité, omezime se proto jen na grafické zobrazeni silokiivek pole. Na né-
sledujicich obrézcich jsou zobrazena silovd pole pro pripad My = My a My = 2Mos.

Silocédry a ekvipotencidlni plochy gravita¢niho
pole dvou nestejné hmotnych bodd. Hmotny

bod vlevo je dvakrét tézsi nez hmotny bod
Vpravo.

8.4.4 Potencidlni energie

Silové pole nazyvame konzervativnim polem, pokud préce pole po libovolné
uzaviené kiivce je rovna nule, tj. pokud plat{

%Fg-drzo.

Coulombovské pole tuto vlastnost mé, proto je i superpozice coulombovskych polf
konzervativni. Z toho plyne, ze gravita¢ni pole soustavy nehybnych téles je kon-
zervativni a mizeme v ném definovat potencidlni energii U z prace A potiebné k
premisténi zkugebniho télesa predpisem

B
AUZUB—UAZAZ—/ Fg-dl’.
A
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Potencidlni energie fyzikdlnich poli se obvykle normuje na nekonecno, pak je
U(x)=0a

Ur) = — / "Fo - dr. (8.25)

oo

Potencidlni energie télesa v obecném tthovém poli je rovna préci,
kterou musime vykonat pii pfemistén{ télesa z nekonec¢na do daného
mista.

V piipadé gravitacniho pole bodového zdroje M dostaneme pro potencidlni
energii zkuSebniho télesa m vzorec

U:f/ Fg~dr:/ %%r-dr:—%mM-

oo 0 r T

I z vypoctu tohoto integralu je zfejmé, ze U nezdvisi na integracni cesté. Potencidln{
gravitacni energie je vzdy zdpornd, je to obecnd vlastnost vsech piitazlivych sil.
Potencidlni energie télesa dostatetné vzdaleného je pfitom rovna nule. Potencidln{
energie zkusebntho télesa v gravitaénim poli soustavy hmotnych bodi My, je podle
principu superpozice rovna souctu dil¢ich potencidlnich energii

U:ZUk:—meifk.
k

k

8.4.5 Potencial gravitaéniho pole

Vsimneéte si, ze podobné jako sila i potencidlni energie zavisi linedrné na hmot-
nosti m zkusebniho télesa. M4 proto smysl definovat relativni hodnotu potencidlni
energie

My,

= — %—’
r
& k

3l

X:

kterou nazyvame potencidl gravitaéniho pole. Jeho jednotkou je J/kg. I pro
gravita¢ni potencidl plati princip superpozice, plati tedy

M,

X=Y xp kde x;,= T
k

predstavuje gravita¢ni potencidl jednoho gravitujictho hmotného bodu. Vsechny
body prostoru, které majf stejny potencidl

x (r) = konst,

tvoii plochu, kterou nazyvdme ekvipotencidlni plocha nebo ekvipotencialni
hladina. Podobné jako silo¢ary i ekvipotencidlni plochy ndm pomahaji predsta-
vit si ndzorné geometrii konkrétniho gravita¢nfho pole. Naptiklad ekvipotencidlni
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plochy gravita¢niho pole hmotného bodu dostaneme z podminky

M
X = »— = konst, odtud r = konst.
r

Ekvipotencidlni plochy radidlniho gravita¢niho pole jsou tedy soustiedné sféry se
spole¢nym stfedem v misté zdroje pole.

Potencidlni energie a potencidl jsou z definice na celé ekvipotencidlni plose
stejné. Pii pfemistovani télesa podél ekvipotencidlni plochy proto nekondme zad-
nou préci. Z toho vsak plyne, ze gravitacni sila i intenzita gravitaénitho pole jsou na
ekvipotencidlni plochu vzdy kolmé. Silo¢éry proto protinaji ekvipotencidlni plochy
vzdy kolmo.

Pojem potencidlu zavedl do mechaniky roku 1733 JOSEPH LOUIS LAGRANGE,
termin potencidl vsak zavedl az roku 1839 CARL FRIEDRICH GAUSS.

8.4.6 Vztah mezi potencidlem a intenzitou

Jestlize definici potencidlni energie (8.25) vykrdtime hmotnosti m zkusebniho té-
lesa, dostaneme vzorec svazujici potencidl a intenzitu gravitacniho pole

XZ—/rK~dr. (8.26)

oo

Potencial gravitacntho pole tedy najdeme integraci ptes intenzitu gravitacntho pole.
Pro piirtstek potencialu plati dy = —K-dr a soucasné z matematiky pro diferencisl
jakékoliv funkce plati

_ox Ix ox ,
dx = axdx+ aydy+ azdz—VX dr,

kde vyraz

vy= 2 <3x ox 3x)

T or \9x’ 9y’ 0z

se nazyva gradient potenciilu x a symbol V se nazyva operdtor nabla V. Po-

rovndnim obou vzorct pro diferencidl dy a vzhledem k libovolnosti posunuti dr
odtud mame dilezity vysledek

K=-Vy.

Vzorec je pfimou analogif vzorce F = —VU zndmého jiz z Mechaniky 1.

Intenzita gravita¢niho pole je rovna zdporné vzatému gradientu z
potencidlu gravita¢niho pole.

Znéme-li potencial pole, najdeme intenzitu stejného pole celkem snadno pomocft
gradientu (tj. derivovani). Tento postup se velmi ¢asto pouzivd, protoze vypocet
skaldrniho potencidlu je obvykle mnohem jednodussi nez vypocet vektorové inten-
zity, kterd ma tii slozky. Diky tomu sta¢i obvykle spocist jediny integrdl namisto
t¥{ integrali.
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Piiklad 8.8 Najd&te intenzitu gravitaéniho pole, je-li zaddn potencial pole x = 14+z%+y%+2*%.
Re3eni: Podle definice je
K=-Vx=- (230, 2y, 4z3) .

Ptiklad 8.9 UkaZte, Ze

_r _dfr
Vr—r a Vf(r)= i

kde r = /a2 + y2 + 22.
ReZeni: ProtoZe plati 7 = \/r-r a V = 0/0r, miizeme psét rovnou

Vr = g(r-r)l/2 - L

r

Druhy vzorec plyne ze vzorce pro derivovani slozené funkce

1o} df or dfr

. .8rf(r)_d.r8r_drr'

Vzorec dostaneme pochopitelng i pfimym derivovdanim, protoZe plati

or 1o} T T
_:_/w2+y2+22:7:_
ox ox /1’2+y2+2:2 r

ar vy or =z

a podobné pro dal3i slozky

wor
sloZzenim vSech t¥ vysledkti mame
_(Or or Or\ _(x,y,2) _r
vr_(@w’ay’(%')_ ro 7
Podobné plati
of _ofor _dfs
dxr  Ordx drr’

vf(r),ﬂ@ Y f),ﬂz

dr \r’r’r drr’

a tedy

Priklad 8.10 Najd&te intenzitu gravita&niho pole, je-li zadan potencial pole
M

X{=—%— a Xg= —1w2r2.
. 1 r 2 2
ReSeni: Podle definice je
M 1
Ki =V %T a K2=V(§w2r-r)

Vyuzijeme vysledki predchozi dlohy a pohodIn& dostaneme
K, d <_%M) r_ —%%r a Ky 8 (%uﬂrr) = w?r.

dr T T r3 or

8.4.7 Gravita¢ni pole obecného télesa

Pokud méame spoéist gravitacni pole generované spojité rozlozenou hmotou, nahra-
dime jednoduse sumy

M, M,
K=- E w—2r, a X=- so—2
TS Tk

k k k

integrdlem a dostaneme
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Pomoci téchto vzorct mizeme spocist intenzitu a potencidl libovolného gravitac-
niho pole. Podivdme se proto na nejjednodussi piiklady téles se spojité rozlozenou
hmotou, jako je sférickd slupka nebo homogenni a nehomogenni koule.

8.4.8 Gravitaé¢ni pole slupky

Zacnéme pitkladem gravita¢niho pole tenké homogenni kulové slupky poloméru R
a hmotnosti M. Hleddme potencidl

/ dm
X=— [ »x—
r

gravitatniho pole slupky v bode A, ktery lezi ve vzdalenosti a = |SA| od stiedu
slupky. Celou sféru rozdélime na prstence, jejichz vsechny body X maji od zvole-
ného bodu A stejnou vzddlenost r = |AX]|, takze piispivaji k potencidlu rovnym
dilem. Abychom v8ak mohli integrovat, musime vhodné vyjadiit hmotnost prstence.
7 obrézku je ziejmé, ze plati S = 47R? a dS = 27 R?sin 0 d6, a tedy

M 1 .
dm = gdS = §M sin 60d6.

7 kosinové véty soucasné plati
r? = a® — 2aR cos 0 + R?,
diferencovdnim tohoto vztahu mdme
rdr = aRsin 6d6,

takze vyloucenim 6 dostaneme vyjadieni dm jako funkce r

M rdr.

d =
m 2aR

Ilustrace k vypoctu intenzity gravitacniho pole
homogenni kulové slupky v bodé A. Slupka m&
dm hmotnost M a polomér R.

Nyn{ jiz mtzeme piikrocit k elementdrni integraci, vzdédlenost r se ménf v in-
tervalu a — R az a + R, takze

B /aJrR Md 7 M
X = e o pdr=—x—-
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Tento vysledek plati za predpokladu, ze bod A lezi vné sféry, tedy pro a > R.
Intenzita gravita¢niho pole vné slupky se dostane nejpohodIngji pomoci vzorce

a3a’

kde jen misto r mame vektor a = SA.

Gravita¢ni pole vné homogenni slupky je stejné jako gravitaéni pole
hmotného bodu o stejné hmotnosti lezictho ve stfedu slupky.

Pokud by bod A lezel uvnitt slupky, tedy pro a < R, ménila by se vzddlenost r
v intervalu R — a az R + a, a tak bychom dostali podstatné odlisny vysledek

Protoze nyni potencidl nezdvisi na poloze bodu A a je konstantni, bude pfislusna
intenzita rovna nule

K=-Vx=0.

Uvnitt slupky tedy zddnd gravitace nepiisobi, vSe, co by se tam nachézelo, by bylo
v bezt{zném stavu.

Intenzita gravitacniho pole uvniti homogennf slupky je nulovd a po-
tenciél konstantni.

8.4.9 Pole uvniti slupky

To, ze uvnitt homogenni sférické slupky zadné gravitaéni pole nevznikne, je mozno
ukdzat i bez integrace. Uvazujme bod A lezici uvniti sféry o poloméru R. Bod
je vrcholem dvou stejnych kuzelovych ploch orientovanych opa¢nymi sméry, takze
tyto vytknou na sfére plochy AS; a AS;. Vsimnéte si, ze celou sféru je mozno
rozlozit do podobnych sdruzenych kuzelovych vytezi. Spoc¢teme nyni vyslednou
intenzitu AK gravita¢niho pole od téchto dvou sdruzenych elementd v bode A.
Obeé intenzity gravitaéniho pole budou opa¢né orientované, a proto plati

AK = AK; — AKy = %A_Afl - %Mf?
T T3

Gravita¢ni pusobeni od sdruzenych ¢asti ASy
a AS3 se vzhledem k bodu A zcela rusi. Z men-
stho obrazku je zfejmé, ze 61 = 6.
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Za ptredpokladu, ze sféra je homogenni, bude vyslednd intenzita rovna

M (AS;  AS;

1 T3

7 definice kuzeli je zdroven ziejmé, Zze obé plochy budou vidény z bodu A pod
stejnym prostorovym tihlem AS) a ze tedy plati

AS, 5
5— cosfl] = —5= cos 0.
1 T3

Protoze viak je zdroven 01 = 0y, bude AS;/r? = ASy/r3, a proto vyjde AK = 0.
Gravitacni sila od sdruzenych elementit AS; a ASy homogenni slupky se v bodé
A vzéjemné presné rusi. Uvnitt slupky tedy skutecné zadné gravitacni pole nebude.

K X
/ Intenzita K a potencidl x gravitaéniho pole
Ky Xe homogenni slupky o poloméru R.

8.4.10 Gravita¢ni pole plné koule

Nyni jsme dostatecné pripraveni k vypoctu gravitacniho pole plné nehomogenn{
sféricky symetrické koule o hmotnosti M a poloméru R. Takovou kouli miizeme
rozlozit do homogennich slupek dM o poloméru r. Pfipomeiime, ze kazda slupka
vytvari pole, které je vné slupky ekvivalentni gravitatnimu poli hmotného bodu
leziciho ve stiedu slupky, zatimco uvniti slupky je pole nulové. Slozenim poli viech
slupek podle principu superpozice dostaneme vysledné gravita¢ni pole koule.

M
dm
~—r 75, = 04 Tlustrace k vypoctu gravitacniho pole plné
R koule o hmotnosti M a poloméru R v bodeé
% A. Kouli rozdélime na tenké sférické slupky o

polomeéru r, hmotnosti dM a tloustce dr.

Bod vné koule

Uvazujme nejprve bod A lezici vné koule ve vzdélenosti a > R od stiedu koule. V
tom piipadé k vyslednému poli piisp&ji viechny slupky, takze plati

/ »d M »xM
K= [ -—F-a=——7a
a a
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Podobné pro potencidl dostaneme

2d M M
X = — e —

)

a a

kde M = f dM je celkovd hmotnost koule.

Gravitacni pole nehomogenni sféricky symetrické koule je vné koule
stejné jako gravitacni pole hmotného bodu o hmotnosti celé koule,
ktery se nachdzi v misté geometrického stiedu koule.

Vzorce plati nejen pro homogenni kouli, ale i pro nehomogenni kouli, jejiz hus-
tota p (r) se méni se vzddlenosti od stiedu koule. Prévé planety a hvézdy (pokud
zanedbdme jejich zplosténi) jsou typickymi predstaviteli takovych nehomogennich
sféricky symetrickych téles. Je v8eobecné zndamo, ze napiiklad Zemé mé Zelezné
jadro, jehoz hustota je pétkrat vyssi nez hustota povrchovych vrstev. Je tedy
ziejmé, ze gravita¢ni pole planet a Slunce je mozno nahradit gravitacnim polem
hmotnych bodi, a tim se vypocty pohybt planet samoziejmé podstatné zjednodusi.

Bod uvnitf koule

Nyni zkoumejme pole v bodé A lezicim uvnitt koule ve vzdélenosti a < R od
stfedu koule. V tom ptipadé k vyslednému poli pfispéji jen ty slupky, které jsou
blize ke stfedu nez uvazovany bod A. Naopak slupky, uvniti kterych bod A lezi, k
vyslednému poli nepiispéji. Integraci tedy dostaneme vysledek

K:/ o dM %M(a)a
0

a=—"2

a3 a3

?

kde M (a) = foa dM je hmotnost vSech slupek lezicich hloubéji nez bod A.
Zavislost intenzity pole na vzdélenosti nemtizeme urcit, dokud neni zndma hus-
tota p (r) jednotlivych slupek. Napiiklad pro homogenni kouli p = konst je

M(a) = oV = phrat = m 2
a)=pV = pgma” = Mo,
takze intenzita pole

M a

K=—-———a=—-Kgr—

R "R
roste linedrné se vzdalenosti a od stfedu koule, kde je rovna nule K (0) = 0, az
na maximdlnf hodnotu Kz = —sM/R?, kterou dosahuje na povrchu koule a = R.

Také Zemi mutzeme povazovat v urcitém piiblizeni za homogenni kouli, intenzita
gravitacnitho pole uvnitt Zeme je tedy dédna vzorcem

r
K(T) = gﬁa

kde g je tthové zrychleni na povrchu Zemé.
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Ke gravitanimu poli uvnitf¥ nehomogenni sféricky symetrické koule
prispivajf jen ty vrstvy, které lezi hloubéji nez bod, v némz gravitaén{
pole zkouma&me.

K X

OR r OR r
\f Xz Intenzita K a potencidl x gravitacntho pole
K, %XR homogenni koule o poloméru R.

Podobné spo¢teme potencidl v misté a < R. Ke hledanému potencidlu vsak
prispivaji vSechny slupky, nejen ty vnitini, proto

a R @ dM B M
X = dx + dy = - + — .
0 a 0 a a r

Prvn{ integral je pifspevek vnitinich slupek a je roven —sM (a) /a, druhy integral
v8ak bez znalosti rozlozeni hmoty uvnitf koule nespo¢teme. Omezime se proto
rovnou na vypocet pro homogenni kouli p = konst, pak je

dM = 4rpridr

a integraci dostaneme

“1 r 2
X = —4mxp / —r2dr + / rdr | = —gﬂ'%p (3R2 — a2)
0o @ a

77%M 3,‘12
X=7"9R R )’

kde M = %wa3 je celkovd hmotnost koule. Na povrchu koule je tedy potencial

nebo

a uprostted koule

32 M 3
x(0) = SR T XE

Potencial dovniti koule klesd kvadraticky a uprostfed koule dosahuje svého minima.

Priklad 8.11 Spoct&te gravitalni pole uvnit¥ nehomogenni koule, jejiz hustota od st¥edu klesa
linedrné podle p¥edpisu p = p, (1 —r/R).
Reseni: Gravita¢ni pole uvnit¥ koule je

»M (a) x [° 2 1 4R — 3a M
K(@)=-—73—= —;/0 prr®dr = —=mxpya—p— = — 7 (4R - 3a) a,
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intenzita pole tedy klesa kvadraticky. Uprostted koule je K (0) = 0 a na povrchu je K (R) =
—3M/R?, kde
i 2 1 3
M= drpridr = §7T/)OR
je celkovd hmotnost koule. Potencial pole je
/ Kda=xp — / Kda = — (2R372Ra +a%).
Uprostted koule je x(O = —23M/R a na povrchu je x(R) —»xM/R.

Priklad 8.12 Spoct&te gravitalni pole uvnitf nehomogenni koule, jejiz hustota od st¥edu kless
podle predpisu p = A/r?. Viechny vrstvy stejné tloustky Ar tedy prispivaji stejnou hmotou
Am = 4w AAr.

ReZeni: Gravitagni pole uvnit¥ koule je

K (a) = %7,_ 47rpr dr—f%
kde M = fOR Adndr = 4w AR je celkova hmotnost koule. Pole tedy roste smérem do st¥edu
koule. Potencidl pole je
M. R

POZNAMKA: Uvazujme sfenckou galaxii slozenou z m|||ardy hvézd. Polet hv&zd necht klesa
podle stejného predpisu p = A/r?. Jednotlivé hvézdy musi obihat kolem stiedu galaxie, z rov-
nosti dostfedivého zrychleni a gravitalni intenzity dostaneme zajimavy vysledek, totiZ Ze orbi-
talni rychlost hvézd nezavisi na jejich vzdslenosti od stfedu galaxie v = vKa = V/»xM/R =
konst. Podobné chovani hvézd se u galaxii skute¢né pozoruje, odtud pak plyne, Ze rozloZenf
hvézd v galaxii musf klesat pfiblizn& se ¢tvercem vzddlenosti od stfedu.

P¥iklad 8.13 Skrz zemékouli byl vyvrtan tunel prochdzejici sttedem Zemé. Do tunelu spadl
kdmen. Za predpokladu, Ze Zemé& je homogenni koule, spoctéte, za jak dlouho se kdmen vrati
zpét. Odpor vzduchu a rotaci Zemé& zanedbejte.

Popiste pad kamene tunelem, ktery prochdzi skrz
naskrz celou zemé&kouli.

Reseni: Na kdmen pasobi tihova sila, ktera slabne podle rovnice
F=mK = —mg—

Pohybova rovnice kamene je tedy

. g

7+ Er =0,
co? je rovnice harmonickych kmit&. ReSenim dlohy je tedy 7 (t) = Rcoswt, kde w = y/g/R
je dhlova frekvence kmitd. Kamen se vrati pfesné za jednu periodu

T = 2:; —2W1/E%84min.

Vsimnéte si, Ze jde o stejnou dobu, za kterou satelit obleti Zemi jednou dokola.
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Priklad 8.14 Vyvrtat tunel skrz zhavé a tekuté jadro je technicky nemoZné. ZvaZte viak
moZnost, Ze vyvrtdme p¥imy tunel jen v plasti mezi mésty A a B, které jsou vzdaleny od sebe
na vzdalenost d. Pokud by se do tunelu poloZily koleje, vlak by se rozjel v jedné stanici vlastni
vahou a vyjel by ve stanici druhé a zastavil, aniZ by to stdlo jakoukoliv energii. Urlete, jak
dlouho by cesta vlaku (bez tfeni) trvala.

P¥imy tunel mezi mésty A a B m3 slouZit jako
metro, které nepottebuje ke svému pohonu Z3d-
nou energii. Vlak se rozjede vlivem zemské gra-
vitace.

Re3eni: Na vlak ptisobi tihova sila G = mgr/R, jeji slozka ve smé&ru pohybu je G'sin 0, takze
zrychleni vlaku bude
g g

a= fﬁrsinG =g

Zrychleni nezavisi na thlu 0 a vede opét na rovnici kmitt. Re$eni ma tvar

_ 4.5 /9
w—icos Et’

z n&hoZ je zfejmé, Ze doba jizdy bude rovna polovin& periody

t:m/EzéQmin.
g

Stavba takového tunelu by se tedy mohla vyplatit uZ pfi vzdédlenosti mé&st nad 100 km .

Priklad 8.15 Kosmonauti p¥istali na asteroidu o priméru d =~ 10 km . Odhadné&te gravitaci a
tinikovou rychlost na povrchu asteroidu.

Reseni: Predpokladejme, Ze asteroid ma tvar koule a homogenni hustotu p. Tihové zrychleni
na jeho povrchu pak bude

xM  27mxp
9= =73 *

Pro obvyklou hustotu p ~ 3000kg /m® dostaneme g =~ 4 x 107*m /s*. Tiha na povrchu
asteroidu bude dvaapdltisicekrdt mensi neZ je na povrchu Zemé& a bude prakticky zanedbateln4.

Pokud jde o tdnikovou rychlost
_[2xM  [27mxp
vIr = 4/ = 1/ 3 d,

tak ta bude mit velikost asi vy &~ 6.5m /s. To je uZ dostatetnd rychlost k tomu, aby se
kosmonaut nemusel obdvat, Ze p¥i neopatrném pohybu skon&i nékde v hlubindch kosmu. P¥i
potddném vyskoku na Zemi je moZno vyskolit zhruba do vySe h ~ 0.5m, pf¥i odrazu je
tedy moZno dosdhnout rychlosti maximalng v ~ v/2gh ~ 3m/s. S touto rychlosti by mohl
kosmonaut na asteroidu vyskocit do vy3e asi

d/2
vi/v? =1

ale pak by se vzdy zase vrétil na povrch asteroidu. Jeden skok by trval asi pil hodiny.

H = ~ 1.4km,
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8.4.11 Gravita¢éni energie

7 piedchoziho vykladu jiz vime, ze gravita¢ni potencidlni energie dvou hmotnych
bodti m; a msy je ddna vzorcem
mimsa
U=—x ,

T12

kde 715 je vzdélenost obou téles. Potencidlni energie je vzdy zdpornd a jsou-li télesa
od sebe nekone¢né daleko, je rovna nule. Energie soustavy tif hmotnych bodi
dostaneme jako soudet gravita¢nich energif v8ech t¥{ part (1,2), (1,3) a (2, 3), tedy

mimsz mims mams
— — .

U=—x

T12 13 T23

Zobecnénim téchto tvah dostaneme potencidlni energii libovolné soustavy hmot-
nych bodi

1 MM
U= *5 Z%—;
i#k

kde faktor 1/2 opravuje skute¢nost, ze zde s¢itdme energii kazdé dvojice bodi (i, k)
praveé dvakrat.
Je-li hmota rozlozena spojité, pak nezbyva nez sumu nahradit integralem pies

veskerou hmotu télesa,
1 dm;d
U= 7_//%M_ (8.27)
2 T12

Pomoci potencidlu je mozno vyraz pro energii (8.27) prepsat do tvaru

1 1
U—§/xdm—§/xpdV7

ktery se mnohem lépe hodf pro vypocty, protoze zde mdame uz jen jeden integral.
Napiiklad pro homogenni slupku a homogenni kouli o hmotnosti M a poloméru R
dostaneme (viz priklady na konci kapitoly)

1%M2 __§%M2

U=s—57% & U=—57%

Gravitacni energie tedy roste se ¢tvercem hmotnosti télesa a nepiimo umeérné s
rozmérem télesa.

Priklad 8.16 Spot&téte gravita¢ni energii homogenni kulové slupky o hmotnosti M a poloméru
R

Re3eni: VyuZijeme vzorec pro potencial y = Xgr = —»M/R uvnitf homogenni slupky. Pro
potencidlni energii gravitatniho pole pak platf
1 1 s M?
U= dM = —xgM = — .
Q/X 9 XR 2R
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Priklad 8.17 Spoct&te gravitagni energii homogenni koule o hmotnosti M a poloméru R.
ReZeni: Pouzijeme vzorec pro potencial

__xM (@
X= 73R R2

uvnitf homogenni koule, pro potencidlni energii koule pak plati
v=21[yam =4 " “—2—3 4mpa’da
T3 ) XN TR ), \ R p
a po integraci a malé tpravé dostaneme vysledek
4 5 3 »xM?
= =M =22
Us-5>MEp=-3—F

8.4.12 Gravitacni kontrakce

Gravita¢ni potencidlni energie hraje velmi dalezitou roli v evoluci kosmickych téles.
Pokud se kosmické teleso gravitacné smrstuje, klesd jeho gravitacni energie a ta se
podle zdkona zachovan{ energie méni na kinetickou energii. Ta obvykle nen{ navenek
ptilis patrnd, protoze jde o kinetickou energii jednotlivych atomii télesa, ale projevi
se ohfevem télesa. Teplo, které se uvolni, je rovno rozdilu pocédtecni a konecné
gravita¢ni energie

Q =—-AU =U; — Uy,
takze piislusny ohtev télesa je

Q _U-U

AT =
MCP MCP ’

kde cp je mérné teplo télesa pfti stalém tlaku.

Naptiklad teplo, které se uvolnilo gravitacnim kolapsem nasi planety z ptvodni
beztvaré mlhoviny velkého rozméru R; ~ oo na soucasny rozmér Ry, ~ Ry, zpiso-
bilo ohfev nitra Zemé o teplotu

M 2
AT~ 22~ Y 1 60000K.
chp cp

Od té doby Zemeé pochopitelné postupné chladne a dnesni teplota uvnitt Zemé je
jen 5000K . To je vsak stéle teplota postacujici k roztaveni zemskych hornin a
bohaté tektonické ¢innosti nasi planety. Mensi planety, stejné jako nds Mesic, jiz
za miliardy let své existence stacily vychladnout, a jsou proto tektonicky mrtveé.
Takové planety nemohou mit ani atmosféru, ani volné ocedny. Ze znalosti gravita¢nf
energie je mozno odhadnout i tlak uvnit¥ Zemé vzorcem

U  xM? 12
pzvz T ~ 10** Pa.

Pokud se hvézda smrstuje a jeji teplota neroste, pak musi hvézda do okoli vy-
zafovat tepelny vykon, ktery je roven zaporné vzaté derivaci potencidlni energie
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podle ¢asu

dU 3 »xM?*dR

dt 5 R? dt’

Celkovy tepelny vykon, ktery nase Slunce vyzaiuje, se dd vysvétlit pouhym smrsto-
vanim Slunce o deset centimetrii za den. Slunce by proto mohlo zafit timto mecha-
nismem, stejné vydatné jako dnes, po &tyticet miliéni let. S kontrakéni hypotézou
ptisel roku 1854 HERMANN HELMHOLZ. Tehdy se soudilo, Ze Zemé neni starsf
nez dvacet miliéni let, takze Helmholtzova hypotéza se zddla byt docela rozum-
nou. Dnes vsak jiz vime, ze Slunce zafi nepfetrzité témeér pét miliard let, takze je
zFejmé, 7ze hlavnim zdrojem slune¢ni energie musi byt néco mnohem vydatnejsiho,
nez je gravitaéni kontrakce. Zdrojem slune¢ni energie jsou termonukledrnf reakce
probihajici v nitru Slunce pii teplotdch 1.5 x 107 K a tlacich 2 x 10'5 Pa. Oviem
k pocitecnimu zazehnuti jaderné fize bylo teplo z gravita¢ni kontrakce nezbytné
nutné, bez néj by byly hvézdy navzdy jen studenymi plynnymi koulemi, tak jako
jimi zistaly dodnes velké planety nasf slune¢ni soustavy. Jejich smrstént a zahtrati
nestacilo ke spusténi jaderné fize.

8.4.13 Gravitacni sila mezi dvéma koulemi

Nebeska telesa, hveézdy a planety nejsou hmotnymi body, ale obrovskymi koulemi.
Nagtesti pritazliva sfla mezi dvéma stiedové symetrickymi koulemi je stejnéd jako
mezi dvéma hmotnymi body, které se nachédzeji v mistech tézist' obou kouli. Plati to
nejen pro homogenni koule, ale i pro nehomogenni koule, jejichz hustota zdvisi jen
na vzdélenosti od stiedu koule. Tato podminka je nastésti pro nebeskd teélesa dobie

splnéna, a proto v nebeské mechanice vysta¢ime s piedstavou hmotnych bodi.

Nejen dva hmotné body, ale i dvé nehomogenni sféricky symetrické
koule o hmotnostech m; a mo, se pritahuji silou

mimsa
F =

9

a?

kde a je vzdalenost jejich stiedi.

Dve symetrické koule konecnych rozmeért se tedy pfitahuji stejnymi silami, ja-
kymi by se pritahovaly, kdyby se smrskly ve dva hmotné body. Vyznam zdkona si
uvédomoval jiz Newton, a proto také otalel s publikaci teorie gravitace, dokud jej
neumeél dokdzat. Dokdzeme si nyni jeho platnost.

m
7
dm,

r m
S; > a S, Tlustrace k odvozeni pritazlivé sily Fo mezi

F, dvéma stfedove symetrickymi koulemi o hmot-
nostech m; a me, vzdélenost jejichz stredu je
a.
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Potiebujeme tedy spocist silu

dmqd
F2 = —J{// 777113 2 rio, (828)
T2

kterou piisobi prvni koule vpravo na druhou kouli vlevo. Gravitacni pole vné prvnf
stiedové symetrické koule my zndme. Je stejné jako pole hmotného bodu, ktery se
nachézi ve stfedu S7 prvni koule a jeho intenzita je pro r1 > R; dédna vzorcem
m
K1 = 7%—31I’1,
i

kde r; predstavuje polohovy vektor obecného bodu vzhledem ke stiedu koule Sj.
Intenzita Ky ptisobf na vSechny elementy dms druhé koule a vysledn4 sila je podle
principu superpozice ddna jejich sou¢tem. Po dosazeni a preskupeni dostaneme

dm
FQ = /Kldmg :ml/f%—;rl.
51
Protoze intenzita gravitacniho pole od levé koule v bodé S; je ddna vyrazem
dTTLQ dm2
Ky = —x—5r = Hn—sn,
) ™

kde ro = —ry, miizeme hledanou silu piepsat také do tvaru
F2 = —m1K2 (Sl) .

Ovsem velikost intenzity gravitaéniho pole druhé koule jiz také zndme, v bodé S;
je rovna

ma

K2 = —%—3a,
a

kde a = 55.57. Muzeme tedy rovnou napsat vysledek pro silu

m1ma
F2 = a,
a3

aniz bychom museli integraci (8.28) skute¢né provést. Koule se tedy pritahuji stej-
nou silou jako dva hmotné body lezici uprostied kazdé z obou kouli a soustied'ujici
v sobé veskerou hmotnost kazdé z obou kouli. Smér sily je ddn spojnici stiedti obou
kouli. Tim je dtkaz hotov.

8.4.14 Singularity a elementarni kulicka

Intenzita gravita¢niho pole hmotného bodu M je popsédna vzorcem

K= —x—r.
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Vsimnéte si, ze pro 7 — 0 je pole singuldrni, tj. v bezprostfedni blizkosti hmotného
bodu je gravita¢ni pole nekone¢ne silné. Také energie gravitacniho pole hmotného
bodu vychézi nekonecné velka.

Nekonecna tohoto druhu nemaji pochopitelné ve fyzice co délat a jsou jen di-
sledkem piilisné idealizace. Ve skute¢nosti totiz nic takového jako hmotny bod ne-
existuje, kazdé téleso ma kone¢né rozméry a konec¢nou energii. Jako redlnou ¢astici
generujici gravitatni pole mizeme vzit malou elementdrn{ homogenni kulicku (ja-
kysi atom) o poloméru R a hmotnosti M. Intenzita gravita¢niho pole generovaného
homogenni kulickou je, jak jiz vime, vné kulicky rovna

M
K = _%T_Sr
a uvniti kulicky
M 4
K= f%ﬁr = —gﬂ%pr,

kde p je hustota hmoty, z niz je kulicka tvofena. Pokud to bude potfeba, mi-
zeme rozmér a hmotnost elementdrni{ kulicky limitné zmensovat k nule pfi konecné
hustoté p. V tom pifpadeé jiz zddné singularity nevzniknou. I gravitacni energie
elementarn{ kulicky bude vzdy kone¢nd

8.4.15 Gaussova a Poissonova véta

Podobneé jako jsme definovali gradient pomoci operdtoru nabla, mtzeme definovat
divergenci. Vyraz

N 0K, 0K, 0K,
V-K_<8I,ay,az)-K L

nazyvame divergenci vektoru K. Napiiklad plati

Jdr Oy 0z
V'r—%ﬁ-a—y &—3.

Spoctéme nyni divergenci gravita¢niho pole elementdrni kulicky. Vné kulicky je
divergence pole vsude rovna nule

V~K_%MV~L3_%M<V—;+r~Vi3>—O,
T T T

nebot’
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Pouze uvniti kulicky je divergence pole nenulovd a je zde rovna
4
V-K= —gwxpv -r = —4mp.

Pokud si uvédomime, ze hustota hmoty vné kulicky je rovna nule, plati posledni
vzorec jak uvnitf, tak i vne kulicky.

Redlnou hmotu miizeme posklddat z elementdrnich kulicek (atomi) a podle
principu superpozice libovolné gravitacni pole miizeme poskladat z jednotlivych
poli generovanych elementdrnimi kulickami. Jestlize takto slozime gravitaéni pole,
bude v miste, kde se prave nachédzi kulicka M, divergence pole ddna pouze hustotou
této kulicky a ostatnf kulicky na ni nemaji zadny vliv. Vzorec

V- -K=—4nxp

tudiz plati naprosto obecné a nazyvd se Gaussova véta (v diferencidlnim tvaru).
Casto se Gaussova véta uvadi v integrdlnim tvaru.

Tok intenzity gravitacntho pole uzavienou plochou je roven —4mse
nésobku sou¢tu hmotnosti v8ech téles uzavienych plochou, vzorcem

% K-dS = —47T%ka.
S k

Pokud za intenzitu dosadime jeji potencidl podle piedpisu K = —Vx, dostaneme
z Gaussovy véty rovnici pro potencial V - Vy = VZy = 4 ep, coz je Poissonova
rovnice

V2x = 4mep.

Reseni Poissonovy rovnice uz pochopitelné zndme, obecné ma tvar

0= [ o)

r—r]

kde integrujeme pies objem télesa generujictho gravitac¢ni pole. Intenzitu gravitac-
niho pole najdeme podle obecného pfedpisu

K(r) = —Vy(r) = —%/p(r/) %dv’.

r—r|

Gaussovu vétu pro elektrostatiku sestavil roku 1835 CARL FRIEDRICH GAUSS,
ale publikoval ji az roku 1867. Poissonovu rovnici odvodil SIMEON DENIS POISSON
roku 1813. Mimo objem télesa je p = 0 a Poissonova rovnice se redukuje na Lapla-
ceovu rovnici V?y = 0, kterou znal jiz PIERRE-SIMON LAPLACE roku 1782.
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8.4.16 Hustota energie gravitaéniho pole

Potencidlni energie télesa se spojité rozlozenou hmotou se spoc¢te podle vzorce

1
U—g/xpdV,

kde integrujeme jen pfes mista, kde je hustota hmoty p # 0. Protoze jinde je
p = 0, mtizeme integraéni oblast pohodlné rozsifit na cely prostor. Nyni tento
vzorec upravime do tvaru, ve kterém bude vystupovat jen intenzita gravita¢niho
pole K. Pokud za p dosadime podle Gaussovy véty, dostaneme

1

87

xV - KdV.
Dale vezméme identitu

XV -K=V-(xK)-Vx- K
a integrujme pfes cely prostor

/XV»KdV:/V~(XK)dV7/VX~KdV.

Prvni integrédl vpravo je mozno pomoci Gaussovy integralni véty prevést na integ-
raci pfes nekone¢nou uzavienou plochu

/V~(XK)dV:74XK~dS.
Snadno lze ukdzat, ze tento integrdal musi byt roven nule, protoze pro nekonecnou

sféru poloméru R klesa y jako R™! a K jako R™2, zatfmco S roste jen jako R2.
Velikost integrélu je tedy mozno odhadnout jako YKS ~ R™!, a to jde k nule.

Druhy integral je roven
/Vx-KdV:—/K2dV,

takze pro potencidlni energii mdme nové vyjddient

1

U=-—— [ K%V.
8w
Integrand
U K?
v \% 8wz —

je mozno interpretovat jako objemovou hustotu energie gravitaéniho pole.
Tato hustota je vzdy zdpornd, coz je obecnd vlastnost vSech pritazlivych sil a
nenulovd jen tam, kde je intenzita K # 0.
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Priklad 8.18 Spott&te hustotu energie gravitagniho pole homogenni slupky o polomé&ru R a
hmotnosti M.

ReZeni: Intenzita pole je nenulova jen vn& slupky, kde je K = 7%%. Hustota energie je tedy
_ K? xM?
T 8w 8m r4

a celkovd energie gravitaéniho pole je

x (M, M?

Priklad 8.19 Spoct&te hustotu energie gravitaniho pole homogenni koule o poloméru R a
hmotnosti M.

ReZeni: Intenzita pole vné koule je K1 = —%%— a uvnit¥ koule Ky = —%%r. Hustota energie
je tedy
o= _EME =M,
8w rt’ 8t RS

a celkovd energie gravitaéniho pole je

el 'R 3 M2

8.5 Problém dvou a vice téles

8.5.1 Problém dvou téles

Nejjednodussi dynamickd idloha v teorii gravitace je problém dvou téles, tj. po-
hyb dvou hmotnych bodi pod vlivem vzdjemného gravitaéniho ptisobeni. Ozna¢me
hmotnosti téles my a mo a jejich polohy v prostoru ry a ry. Pohybové rovnice obou
téles jsou

ANSNIED)

may =Fip=—37—r a may=Fy=-

ZM1M2

r3 ’

kde r = ry — ry je relativni vzajemnd poloha obou téles. Po vykraceni hmotnost{
m1 a mg je mozno obé rovnice odecist a dostaneme jedinou rovnici pro r

%(ml +m2)
a= —73&
r

kde a = a; — a; je relativni zrychlenf obou téles.

Problém dvou teles m1 a me, obé télesa obihaji

kolem spolec¢ného teziste T'
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Jestlize obé pohybové rovnice se¢teme, dostaneme rovnici pro pohyb spole¢ného
teziste T obou teles

mia; + Mmoag = (m1 + mg) ar =0.

Z ni plyne, ze ar = 0 nebo vy = konst, tj. tézisté soustavy je v rovnomérném
setrva¢ném pohybu. Poloha tézisté je pritom ddna zndmym vyrazem
miry + mala

rr =
m1 + me

takze pokud najdeme r, budeme zndt i pohyb obou téles

mo mi
rH=tvp————r a rp=rp+—r.
my + me mi1 + mo

Staci tedy vyfesit pohybovou rovnici pro r, kterd ma tvar

(M1 + mo)
—  “r.
73

Tato rovnice odpovida Keplerove tloze, jen hmotnost centrdlniho télesa Mg je zde
nahrazena souc¢tem hmotnosti obou téles m; + ms. Reseni rovnice tudiz zndme,
relativni pohyb obou téles je popsdn stejnymi rovnice jako Keplerova tloha. Z toho
plyne, ze obe télesa obifhaji kolem spole¢ného tézisté T po sdruzenych eliptickych
drahdch se stejnymi periodami. Pro obe télesa plati Keplerovy zdkony, takze na-
piiklad tieti Kepleriv zdkon ma nyni tvar

a® s (my +mo)

e (8.29)

kde a = a; + as. Poloha obou téles viici tézisti soustavy je ddna vektory

ma
Ri=ri—-tr=———r a Ry=rg—rp=—"-"r.
mi + ma mi + ma

mi

Pro velké poloosy obou drah proto plati

ma mi
=———a a a=———a
my + ma my + me

ay =

Problém dvou téles mi a ma, obé télesa obi-
haji kolem spole¢ného téziste T po eliptickych
dréhéch. Spole¢nym ohniskem obou elips je té-
7igte soustavy.
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Protoze hmotnost Slunce vyrazné prevysuje hmotnosti planet, je chyba v periodé
planet, které se dopustil Kepler tim, ze neuvazoval pohyb Slunce, i u Jupitera do-
statetné mald a je rddu M;/Mg ~ 1/1050. Pro soustavu Zemé — Mésic je tento
pomér relativng veliky My;/Mz = 1/81 a nemd ve slune¢n{ soustavé obdoby. V
této souvislosti se o Zemi a Mésici ¢asto hovoif jako o dvojplaneté. Pohyb samotné
Zemé kolem tézisté soustavy Zemé — Mésic proto nelze zanedbat. Jde zhruba o
kruhovy pohyb s polomérem 4 700 km a periodou 27.3 dne.

U pohybu dvojhveézd je pohyb obou slozek stejné vyznamny. Nekdy dochézi
k ¢dstecnym zdkrytim hvézd a tim i k periodickému koliséni jasu dvojhvézdy. Je
mozno mé&fit i Dopplerovské posuny spekter obou slozek. Odtud mohou astrono-
mové urcit periodu a hmotnost obou slozek dvojhvézdy. Neddvno objevili astro-
nomové prvni planety u vzdilenych hvézd. Objevili je pozorovanim periodickych
zmén polohy mateiské hveézdy, kterd spolu s planetami obfhd kolem spoleéného
téziste.

Ptiklad 8.20 Astronomové objevili dvojhvézdu, obé jeji slozky jsou tvofeny hvézdami o stejné
hmotnosti, jako m& na%e Slunce a obihaji kolem spole¢ného t&7isté& po p¥iblizné& kruhovych
drédhach. Obé hvézdy jsou od sebe vzddleny pravé o 1 AU. Urlete periodu ob&hu dvojhvézdy.
Reseni: Podle tetiho Keplerova zakona (8.29) plati

2 472q3 _ 472g3

T ox(mi+me)  2xMg’

kde Ms je hmotnost Slunce, a protoZe pro Zemi plati podobn&
_ 4n2a®
T xMg’
mame hned vysledek T = Tz /+/2 ~ 8.5 mésice.

T3

Priklad 8.21 Za jak dlouho se srazi dvé& koule o hmotnostech mi1 a m2, nachazeji-li se na
pocétku v klidu ve vzddlenosti r od sebe?
Reseni: Ob& t&lesa se budou pohybovat po velmi protshlé elipse. Podle tretiho Keplerova
zdkona (8.29) plati
2 472q3
T ox (m1 + mz) ’
kde a = r/2 je poloosa relativniho pohybu jednoho t&lesa vzhledem ke druhému. Doba padu
je zaroveli rovna poloving ob&zné doby t = T'/2, takze
w23
t= 83 (m1 +m2)’
Napftiklad pro dvé stejné olové&né koule o priiméru 1m a vzdilené 1km dostaneme ¢t ~ 460
dni.

Priklad 8.22 Najd&te periodu a rychlost rotace soustavy dvou hmotnych bodd mi a ma
obihajicich kolem spole¢ného t&Zisté po kruhovych drahach. Vzdilenost obou té&les je 7.
Reseni: Z definice t&Ziété je polomér drahy prvniho télesa r1 = rma/ (m1 + mz). Télesa se
pfitahuji gravitaéni silou
mimsa
Fag = ,

r2

ta se musi rovnat dostredivé sile
2 2 Mimsz
Fp =miw'r = w'r—m2 —.
mi + maz
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Odtud je

3

2 mi + ma T
Ww=x—ap— a T=2m|—F"7—.
r 2 (m1 +ma)

Vysledky jsou tedy v naprostém souladu se t¥etim Keplerovym zdkonem (8.29).

P¥iklad 8.23 UvaZujte soustavu dvou téles m; a me obihajicich kolem spole€ného t&zisté T
po kruhovych drahach. Vzdilenost obou té&les je r. Vypo&téte hmotnost M, jakou by muselo
mit nehybné centrum T, aby kolem né&j t&leso m obihalo se stejnou periodou.
ReSeni: Z definice t&iété je polomér drahy prvniho télesa r1 = rma/ (m1 + m2). Télesa se
pfitahuji gravitaéni silou
mimso ma mg
Fe=x—G—=x 5 — =
r 7 (m1+ me)

kde jsme dosadili za r = r1 (m1 + mz2) /m2. Tato sila mdZe byt chapana jako gravitaZni sila
od centra, které je ve vzdalenosti 1 a ma hmotnost

3
M,y =

my

(m1+ m2)2 '

8.5.2 Problém tfi a vice téles

Pohyb tif hmotnych bodi podrobenych vzajemnym pfitazlivym sildm se nedd vy-
fegit v uzavieném analytickém tvaru tak jako problém dvou téles, ktery kompletné
vyfesil jiz JOHANN BERNOULLI roku 1710. P¥i¢inou nenf ani tak pocet rovnic, jako
predevsim skutecnost, ze pohybové rovnice jsou nelinedrni. Praveé z tohoto divodu
je pohyb t¥i a vice téles analyticky nefesitelny, takze je nutno spoléhat na pfiblizna
Fesenf nebo numerické vypocty. Pitkladem komplikované dynamiky tif téles je na-
sledujicf obrdzek dvou moznych trajektorif lehkého télesa v okolf dvojice nehybnych
tezkych téles.

Typicky prubéh chaotické dynamiky pohybu
trettho telesa kolem dvou stejné tezkych téles.
V piipadé (a) byla energie zkugebniho télesa
mensf nez v pripads (b).

8.5.3 Poruchovy pocet

Pohyby planet a Mésice viak predstavuji dilezity prakticky problém, ktery je nutno
resit. Od 18. stoleti jsou zndma piiblizna analytickd feSeni, kterd vyuzivaji porucho-
vého poc¢tu. Pouzitelnost poruchovych rozvoji je zalozena na skutecnosti, ze vliv
ostatnich planet na pohyb zkoumané planety je mnohem slabsi nez vliv Slunce.

Zmeény elementd obéznych drah planet jsou funkcemi poloh ostatnich planet.
Prislusné rovnice maji tvar Fourierovy fady obsahujici stovky poruchovych ¢lent
tvaru

a, = Z (Chi cos Qpt + Sy sin let) ,
kl
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kde a; je studovany dréhovy element planety P;, napiiklad velkd poloosa, Cy; a Sk
jsou amplitudy poruch, Qp; = knj 4 Ins jejich frekvence, k, 1 jsou celd ¢isla a ny, 1o
predstavuji stfedni pohyby studované planety a rusici planety. Pro jednoduchost
jsme se zde omerzili na jedinou rusici planetu P,. Integraci dostaneme periodické
feSenf rovnéz ve tvaru Fourierovy fady

o sin let 1 — cos let
a = ; <Ckl O + Sk o ) .

Problém nastane, kdyz se nékterd z frekvenci piiblizné rovnd nule, tj. kdyz pro
urc¢itd k a [ plati

O = kng +lng = 0.
Prislusny ¢len pak jiz nenf periodicky, ale sekuldrn{

sin Qyt
Qg

tj. roste monoténné s ¢asem. Drdha planety se diky této sekuldrni poruse sou-
stavné odchyluje od ptivodniho tvaru ¢i polohy v prostoru. V tom piipadé hovoiime
o rezonanci. Disledkem rezonance muze byt mezera v pdsu asteroidi nebo nao-
pak zachyceni planety nebo meésice. Napiiklad rezonance typu 1:2,3:7,2:5 a
1: 3 obéznych dob asteroidii s obéznou dobou Jupitera mély za nasledek postupné
odstranén{ v8ech asteroidil z jinak homogenné obsazeného Sirokého pdsu mezi Mar-
sem a Jupiterem. Takto vzniklé prézdné pasy se nazyvaji Kirkwoodovy mezery,
podle DANIELA KIRKWOODA, ktery je objevil roku 1866.

Méme-li byt dplné ptesni, dokonald rezonance neexistuje. Existuji vsak rezo-
nance s velmi dlouhou periodicitou a velkou amplitudou. V piipadé rezonance
Qi ~ 0 je amplituda poruchy Cy;/Qg; mnohem vétsi nez amplituda ostatnich
poruch. Piikladem je rezonance 2 : 5 mezi obéznymi dobami Jupitera a Saturna.
Vysledna perioda 27 /a5 této poruchy je asi 830 let a amplituda poruchy je asi
49’ u Saturna a 21’ u Jupitera. Saturn se tak vlivem Jupitera na obloze étyti
stoleti predbihd a dalsi ¢tyii stoleti zase opozd'uje oproti Keplerovym zdkontim s
maxim&lni odchylkou az dvacet pét dni.

Problém tif téles je zkoumdn vice nez 200 let, nejvice se o néj zaslouzili LEON-
HARD EULER, JOSEPH LOUIS LAGRANGE, PIERRE-SIMON LAPLACE v 18. stoleti,
URBAIN-JEAN-JOSEPH LE VERRIER, SIMON NEWCOMB, CHARLES-EUGENE DE-
LAUNAY, WILLIAM ROWAN HAMILTON, KARL GUSTAV JACOB JACOBI, GEORGE
WiLLIAM HILL a HENRI POINCARE v 19. stoleti, TuLIO LEVI-CIVITA a GEORGE
DAvID BIRKHOFF ve 20. stoleti. Vysledkem jejich badddni byly poruchové rozvoje
umozinujici predvidat polohy planet s dostatecnou presnosti v omezeném casovém
intervalu trvajicim rddove 10* let. Ve srovndni s Ptolemaiem to nenf piflis vy-
znamny pokrok! I dnes plati, snad jesté vice nez tomu bylo v minulosti, ze astrono-
mickd pozorovani jsou daleko pred moznostmi teoretickych piredpovedi. Napiiklad
polohu Mesice dnes urcujeme pomoci laserovych délkomérta s pfesnosti £40cm,
srovnatelnou presnost maji pfedpovédi jeho poloh jen v intervalu asi jednoho tisice
let!

Chi ~ Cut,
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8.5.4 Numericka reseni

V piipadé pohybu soustav srovnatelnych hmotnosti, typickym pfikladem je sou-
stava Zemé a Mésic, sekuldrni poruchové rozvoje prestdvaji konvergovat a nedaji
se pouzit. Taktéz v piipadé rezonanci Q; ~ 0 piestdvaji mit tyto rozvoje smysl.
Jedinym vychodiskem se pak stdvd moderni vypocetni technika a numerické me-
tody feseni pohybii planet. Pomoci téchto metod je mozno urcovat polohy planet
zhruba na sto miliént let dopfedu. Del3i predpoveédi nenf mozno ziskat ze stejného
ditvodu, pro¢ neni mozno piedvidat pocasi. Regenf nelinedrnich rovnic je totiz ex-
ponencidlné citlivé na poc¢dte¢ni podminky a poruchy. To vsak znamend, Ze i nase
slune¢ni soustava je velmi nestabilnim idtvarem, ktery se neustdle dynamicky vy-
viji. V delsim ¢asovém horizontu tedy neni mozno zarucit stabilitu drédhy zadné z
planet, mén{ se i drdhy meésict planet a dokonce i jejich pocty.

Podobné je mozno numericky predpovidat vlastni rotaci, piipadné sklon os pla-
net. Vypocty ukazuji, ze napiiklad za dveé miliardy let se vzdali Meésic od Zemé
natolik, Ze nastane rezonance s orbitdlnimi poruchami, Mésic pfestane dostatecné
stabilizovat zemskou osu, ndsledkem ¢ehoz je mozno o¢ekavat zmény polohy zemské
osy v intervalu £60 ° . To bude mit pochopitelne pro planetu nedozirné klimatické
dtsledky. Numerické modely také vysvétluji vznik a stabilitu planetarnich prstenci,
diskovity tvar a vznik spirdlnich ramen galaxif a dalsf jevy, které nenf mozno ob-
jasnit analyticky.

8.5.5 Specidlni feseni problému tii téles

Roku 1772 zkoumal problém tii téles JOSEPH LOUIS LAGRANGE. Zajimal se o
pohyb tif teles mq, mo a mg, které by se gravitacne pfitahovaly a zdroven by pii
pohybu nemeénily vzajemné vzdélenosti r19, 793 a r31. Lagrange ukdzal, ze takovy
pohyb je mozny, ale jen za predpokladu, Zze v8echna tii télesa lezi ve vrcholech
rovnostranného trojihelnika, tj. plat{

T2 =T23 = T31 = a.

Vsechna tii télesa pak rotuji kolem spole¢ného téziste T' ihlovou rychlosti

. 2 (my + ma + ms)

a3
Lagrangeovy vysledky nyni dokdzeme. Hmotny bod bude rovnomeérné rotovat,

pokud bude v rovnovéze piitazlivost od zbyvajicich téles a odstiediva sila vzhledem
k tezisti soustavy. Podminka silové rovnovdhy pro bod m; znf

AU ms 2
3 rio — 3 r3; +wr = 0.
T12 731

Poloha hmotného bodu m; vzhledem k tézisti T je

p = e £ Mats (8.30)
mi + mo + ms
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Dostaneme ji pohodlné z definice téziste vzhledem k bodu m;. Po dosazeni (8.30)
do podminky pro rovnovédhu sil dostaneme po malé tpravé rovnici

» w? P w?
— — ——————— | Myl = —_ — —————————— | m3r31.
T3y mi+ma+ms T3, mi+me+mg

Vzhledem k tomu, na kazdé strané rovnice je vektor jiného sméru, je mozno rovnici
splnit, jen kdyz budou obé zévorky rovny nule. Odtud méme 715 = 731 (a cyklickou
zdménou bychom dostali zbyvajici relace r1o = r93 =731 = a) a

W2 = %(mlerQJrﬂ”Lg)

a3

T hmotné body rotujici kolem spole¢ného
teziste T udrzuji vzdjemné vzddlenosti, jen
pokud tvofi vrcholy rovnostranného trojihel-

nika.

Pritazliva sila Fi je rovna odstfedivé sfle

%(ml + mo + mg)
(13

F1 = m1w2r1 =ma 1.

Po umocnéni (8.30) dostaneme

2 2
_ \/m2+m3+m2m3a
mi + mo + ms

1
Odtud vyjadiime a a dosadime do vzorce pro odstiedivou silu a dostaneme

Vs (m% + m% + m2m3)3/2

(my + ma + mg)2 r?

Fr=my

Hmotny bod m; tedy obihd rovnomérné kolem spole¢ného teézisté, jakoby by toto
mélo hmotnost

(m% + m§ + m2m3)3/2

M, = 5
(m1 + mo + mg)

m M m Jedna z moznych stabilnich konfiguraci tif te-
a a les, které budou stale lezet na jediné piimce.
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Predtim zkoumal omezeny problém tii téles lezicich na jediné pfimce LEON-
HARD EULER. Problém vede na algebraické rovnice patého stupné. Specidlné pro
mp = mg = m a mg = M bude tfeti teleso lezet piesné uprostied v t&zisti sou-
stavy, zatfmco prvni a druhé téleso budou obihat kolem tietiho télesa ve stejnych
vzdélenostech a iihlovou rychlost{

. »(m+4M)
o 4q3 '

8.5.6 Orbitalni a spin-orbitilni rezonance

Vsechna télesa ve slune¢ni soustave na sebe navzajem piisobi a ovliviiujf své dréhy.
Toto piisobenti je relativné slabé vzhledem ke gravita¢ni sile Slunce, ale protoze trva
miliardy let, m4 viditelné nésledky. Hlavnim vysledkem vzdjemného pisobeni jsou
rezonance v obéznych dobdch a dobédch rotace téles.

Napiiklad jupiterovy mésice lo, Europa a Ganimedes jsou v rezonanci 1: 2 : 4,
podobné rezonance se daji najit také u saturnovych mésici Mimas a Tethys 1 : 2
nebo Titan a Hyperion 3 : 4. Neptun a Pluto obthaji kolem Slunce v rezonanci 2 : 3.
Planetky ze skupiny Trajdni, Hildy a Thule jsou v rezonanci 1 : 1,2:3 a3 :4
s Jupiterem. Naopak vétsina planetek se vyhybd poméru 1 : 3 s Jupiterem, proto
vznikd v pasu planetek Kirkwoodova mezera, podobnd mezera vznikd i pro pomeéry
2:5,3:7al:2 Pokud planetka dosdhla nékteré z vyse uvedenych rezonanci,
byla Jupiterem tak silné ovlivnéna, ze byla nakonec vychylena ze své dréhy.

Mezi ndhodné a tedy ne iplné pfesné rezonance patif ddle doby obéhu Venuse
a Zemé v poméru 8 : 13, Jupitera a Saturna 2 : 5, Jupitera a Uranu 1 : 7, Uranu a
Neptuna 1 : 2. Jejich drdhové elementy se proto méni periodicky, oviem jen velmi
pomalu, tj. s periodami delsimi nez tisic let.

Je dobfte zndmo, ze Mésic k ndm obract stdle jednu tvar, jeho siderickd obézna
doba a doba rotace jsou tudiz v rezonanci 1 : 1, coz je disledek miliardy let trva-
jictho slapového puisobeni mezi Zemi a Mésicem. Casem dojde i k srovnéni rotace
Zemé a obe&hu Mesice, tj. den a mésic pak budou trvat stejne dlouho. V pfipadé
Pluta a Chéronu jiz k uzamdéeni relativntho pohybu obou téles doslo, takze obézna
doba kolem spole¢ného tézisté i rotacni doby obou téles jsou v rezonaci 1 : 1 : 1.
Spin-orbitalni rezonanci 2 : 3 lze pozorovat také u Merkura, jeden slune¢ni den
(176 dni) tam proto trvd piesné dva slunecni roky (88 dnf). Podobné je tomu u
Venuse, kde pomeér mezi synodickou obéznou periodou (584 dni) a slune¢nim dnem
(117 dni) dosahuje témé&f piesné rezonance 5 : 1, coz je ziejmé disledek slapového
plisobeni Zemé na Venusi. Jeden slunecnf rok (225 dnf) tedy trvd na Venusi zhruba
dva slune¢ni dny (117 dni).

Existence orbitdlnich rezonanci dokazuje, ze Pythagords meél piece jen kus
pravdy, kdyz pred dva a piil tisicem let hovoiil o hudbé sfér. Akordy a rezonance
skute¢né hraji v zivoté slune¢ni soustavy vyznamnou roli.
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8.5.7 Tlak zafeni

Na kazdé teleso ptusobi tlak slunecniho zéfeni ve sméru pry¢ od Slunce. V okoli
Zeme je tento tlak fddove

P
p=—2x5x10"%Pa,
C

kde Ps je solarni konstanta a c je rychlost svétla. Tento tlak ma pochopitelné tim
vetsl vliv na pohyb &éstice, ¢im je tato ¢astice mensi. Diky tomuto tlaku vycistilo
Slunce prostor uvniti sluneéni soustavy od prachovych ¢éstic jiz zdhy po vzniku
Slunce. Z podminky rovnovahy pritazlivych a tlakovych sil pisobicich na ¢astici

»xMg
a2

m = pS

je mozno spocist, Ze ¢dstice o rozméru mensim nez r ~ 0.1 um budou vymeteny
z prostoru kolem Zemé. Na veétsi ¢astice vsak nemd tlak zdreni podstatnéjsi vliv.
Existuje ale dalsf mechanismus ¢istici kosmicky prostor, a tim je zdchyt kosmického
prachu planetami. Pokud je prachové zrnko zachyceno planetou, bude se pohybovat
po obézné draze kolem ni. Ovsem tlak sluneéniho zafeni zpiisobi, ze drdha pracho-
vého zrnka se bude postupné protahovat ve sméru kolmém na slune¢ni paprsky, az
nakonec bude ¢dstice zachycena v atmosféie planety, kde jednoduse shoii. Presny
vypocet drahy prachového zrnka je obtizny, jde o zvlastni pfipad problému tif te-
les, ale miizeme si vypomoci pocitacem. Numericky vypocet ukazuje pribeh drahy
Céstice prfi rovnomérném pusobeni tlaku slune¢niho zdteni, které je asi 250 krat
slabsfi nez ptitazlivé dostfedivé zrychleni od planety.

Vliv tlaku slune¢ntho zdreni na ptavodne kru-
hovou drahu c¢édstice. Draha se vlivem tlaku
protahuje ve sméru kolmém na smeér tlaku p
zéfen{ tak dlouho, az je ¢dstice zachycena at-
mosférou planety, v niz shofi.

Pokusime se odhadnout ¢as, za ktery je ¢dstice zachycena planetou. Ozna¢me
periodu obéhu T a rychlost ¢dstice v. Castice ptivodné obihd po kruhové draze
o poloméru r. Tlak zdfeni ptisobi na ¢éstici zrychlenim a ~ pS/m. Tlak zareni
po dobu poloviny obéhu ¢éstici urychluje a po druhou polovinu zpomaluje. Tim
naroste rozdil rychlosti na opaénych koncich dréhy o Av = aT a excentricita drdhy
naroste o

Ae =~ Av/v = aTl/v.

Dréha ¢éstice se tedy stdva eliptickou, zvétsuje se jeji excentricita, ale velkd poloosa
ani energie jeji drahy se neméni. Pokud dosdhne excentricita hodnoty e =~ 1, bude
drahou natolik protdhla elipsa, ze prachova ¢dstice bude nutné zachycena planetou.
K tomu dojde za 1/Ae obéht, tedy za ¢as

T

t~ — =
Ae
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Pro nasi prachovou ¢astici r ~ 0.1 pm vychdzi doba pobytu na obézné dréze kolem
Zeme jen asi 10 dni. Dokonce i velka télesa o velikosti 7 =~ 1m budou vymetena z
okoli Zeme za astronomicky kratkou dobu zhruba 100 tisic let. Slune¢ni zétreni je
tedy hlavnim mechanismem, ktery ¢isti prostor kolem Zemé a jemuz vdécime za
klidny spanek, ktery neohrozuji vétsi padajici meteory.

Tlak zareni je zodpovédny také za nddherny nebesky jev, jimz jsou komety.
Jadra komet jsou télesa o velikosti kolem deseti kilometri. Jsou to jakési neforemné
slepence z kameni a ledu a pochdzeji z okraje slune¢ni soustavy. Prakticky jsou
jéddra komet tvorena materidlem, ze kterého vznikla pred péti miliardami let i nase
slune¢ni soustava. Tento dosud nevyuzity zdrodec¢ny materidl tvoif dnes Oortav
oblak, ktery ma rozmeér 100000 astronomickych jednotek. Vnitini ¢dst oblaku o
rozmeéru kolem 3000 astronomickych jednotek se nazyvd Cooperav pds. Z néj
se obcas vlivem vzdjemnych gravita¢nich poruch uvedou nékterd télesa na drdéhu
smeétujici blize ke Slunci a stdvaji se kometami. Kdyz se takovd kometa priblizi
ke Slunci, jeji povrch se zahfeje a uvolni se plyny, vodni pary a prachové Castice.
Takto vznikly oblak plynii a prachu pak tlak slune¢niho zéareni vyfukuje az do sto
miliénd kilometrd dlouhého kometarniho ohonu!

Existuje jesté jeden slabsi druh zdrenf nazyvany sluneéni vitr. Jde o korpus-
kuldrni zafeni tvorené piedev§im protony, elektrony a Cdsticemi alfa, které jsou
vymrstovany nepravidelné boufemi ve sluneéni koréné. Rychlost proudu ¢éstic je
fddove 300 km /s a jeho tlak 10~ Pa. Tlak tohoto zafeni miize vytvorit druhy ohon
komety.

8.5.8 Lagrangeovy libraéni body

Céstecny tspéch analyzy problému tif téles je zalozen na predpokladu, ze tfeti té-
leso mé zanedbatelnou hmotnost oproti zbyvajicim dvéma tézsim télestim, ktera se
tudiz pohybuji bez ohledu na pohyb tietiho telesa. Jejich pohyb je urcéen v prvnim
priblizen{ fesenfm problému dvou téles. Zbyvajici tfeti lehké téleso, to mtze byt meé-
sic, planetka, kometa nebo umely satelit, v§ak miize konat nejrtiznéjsi typ pohybu.
Teleso mutze obihat po miliardy let kolem planety nebo se mize pomalu vzdalovat
jako nas Mesic. Kometa se miize nepravidelné vracet ke Slunci, planetka se miize
dostat do rezonance s Jupiterem anebo miize byt jednou provzdy vymrsténa ven
ze slune¢ni soustavy.

w

>0¢ o Dve télesa m1 a m2 obihajici kolem spoleéného

m m el x
2 a, T a 1 teziste T.

Podivejme se na zjednoduseny problém tii téles, jehoz analyza vede na Lagran-
geovy libraéni body. Uvazujme dve télesa m; a my obihajici kolem spoletného
teziste po kruhové dréze. To je i v praxi nejbéznéjsi pifpad. Témito télesy mohou
byt tfeba Slunce a Jupiter. Vzdélenost obou téles je a, od tézisté maji tato t&lesa
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vzdalenosti
mao a mi (1 )
@ =a———— =a ag=a————— =a(l —p),
! mi 4+ mo H 2 mi 4+ mo H
kde
mo
= 8.31
= (8.31)

je relativni hmotnost menstho z obou téles. Uhlové rychlost otaceni celé soustavy
téles je ddna tietim Keplerovym zdkonem

x(mi+m
L2 o xlm | 2)
a
Nyni zkoumejme pohyb tiettho malého télesa mg v poli obou téles. Ttet{ teleso
je tak malé, Ze nerusi pohyb téles mi a ms. Pohybova rovnice pro treti téleso v
soustaveé spojené s rotujici soustavou obou velkych téles je

xmq XM
a=—2wxXV+uwir— r— ro.
r3 3
1 2

Prvni ¢len predstavuje Coriolisovo zrychleni, druhy ¢len odstfedivé zrychleni a
posledni dva ¢leny gravitacni zrychleni od obou velkych teéles. Pohybova rovnice
tfettho télesa mize byt zapsdna také ve tvaru

1
a=—-2wxv—-—VQ, kde Q:__w%?_@_%mQ
2 1 )

predstavuje efektivni potencidl. Pomoci néj je mozno vyjddfit integrél pohybu

lvz +Q=C,
2
kde C je Jacobiho integral. Protoze musi byt v? > 0, je pohyb télesa omezen jen
na oblasti Q < C.
Hledejme nyni rovnovdzné body, tj. body, v nichz na téleso mg neptisob{ zddna
sfla. Za predpokladu a = 0 a v = 0 dostaneme podminky pro slozky zrychlent

a, = wlr— %;;h (z—ay) — %77312 (x +az2) =0, (8.32)
1 2
ay, = wy-— Jﬂgl Yy — %77;2 y=0. (8.33)
1 L)

Z rovnice (8.33) mame hned bud y = 0 nebo

2 AU

w? = + . (8.34)
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Resme nejprve pifpad y # 0. Pak plati soucasné (8.32) a (8.34). Obé rovnice je
mozno splnit soucasné jen tehdy, kdyz bude

r =Te =a.

Tak dostdvame posledni dva Lagrangeovy libraéni body L4 a L5, které lezi ve
vrcholech rovnostrannych trojuihelniki se zédkladnou a tvorenou obéma télesy.

Ly Hladiny efektivniho potencidlu 2 a Lagran-
geovy libra¢ni body L1 az Ls pro me = 10m;.

Nyni se podivejme na feSeni y = 0. Tato podminka znamend, ze zbyvajici
rovnovazné body lezf na ose z. Najdeme je z rovnice (8.32), kde polozime y = 0.
Odtud takeé plati 1y = x — a; a 79 = x + as. Mdme tedy rovnici

(x —ay) —

ANy

\a:+a2|3

2 2

wr — (x4 a2) = 0.

& — ax|®

Jestlize zde zavedeme bezrozmérny parametr p podle (8.31), dostaneme pro e = z/a
rovnici tiettho stupné

e—14+u E+ 1

‘5:(1_/’6) 1% )
e—1+uf et ul

kterd ma tii kofeny odpovidajici dalsfim tfem libra¢nim bodtm L, L, a L. Bod
L, pritom lezi za ms, Lo mezi my a msy a Lz za mq. Jestlize se omezime na piipad,
kdy je prvni téleso mnohem tézsi nez druhé téleso, a plati tedy predpoklad u < 1,
pak piiblizné feseni je mozno vyjadiit ve tvaru

1/3
)

e1~—-14+p—(1/3) Egz—1+u+(u/3)1/3 a eg~1+4+5u/l12.

Vsimnete si, ze body Ly a Lo lezi soumérné kolem mengiho télesa my ve vzdélenosti

w=o(t)”

kterd predstavuje polomér Hillovy sféry. Tieti téleso, které se nachdzi uvniti
sféry pritazlivosti (GEORGE WILLIAM HILL 1877), je pouténo gravitaénimi silami
mengiho télesa my. Pokud se téleso dostane ven z Hillovy sféry, bude pfitazeno
silngjsim télesem m;. Kone¢né bod Ls lezi napravo od veétstho télesa ve vzdédlenosti
a(l—"Tu/12).
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Q>Q, Q<0
Hill
Jo Q>Q,
\\ Q<Q
Q<q, © O Q,1Q, QQ
Hillova sféra Q < €1 u mensiho z obou téles
a oblasti volného pohybu Q < Qi vymezené
Q<Q, Q>0Q, potenc1aly Q1 < Qs < Q3.

Nalezli jsme tedy pét libra¢nich bodt, pouze dva z nich Ly a Ly jsou vsak
stabilni, a to jesté jen pro p < 0.0385. Ve slune¢ni soustavé je tato podminka
bezpe¢né splnéna pro vsechny planety véetné Jupitera. Zbyvajici libraéni body
Ly, Ly a Lz odpovidaji sedlovym bodim efektivniho potencidlu a zadné téleso se v
nich neudrzi.

a b

o o ° Piiklad stabiln{ polohy (a) télesa v libracnim
bodé L4 pro pomér hmotnosti 1 : 30 a nesta-
biln{ polohy (b) pro pomér hmotnosti 1 : 20.

V mistech odpovidajicich stabilnim libraénim bodim L4 a L5 se pro soustavu
Slunce — Jupiter skutecné nachézeji shluky planetek Rekt a Trojdni, které obfhaji
kolem Slunce se stejnou periodou jako Jupiter. Své nézvy dostaly shluky planetek
podle toho, Ze se nachdzeji na stejné obézné dréze a piesto se k sobé nikdy nepfi-
blizi. Jakoby je poutalo podobné vécné neptételstvi, které trapilo antické Reky a
obyvatele Tréje.

Libra¢ni body objevil roku 1772 JOSEPH-LOUIS LAGRANGE pfi studiu problému
t¥1 téles.

Priklad 8.24 Ur&ete polomér Hillovy sféry Zemé&, tj. vzdélenost, ve které jsou télesa poutdna
gravitaci Zemé&.

Re3eni: Polom&r Hillovy sféry je dan vzorcem rgy = a(u/?’)l/g, kde a ~ 1 AU je vzddlenost
Slunce a p = Mz/Ms =~ 3.0 X 107% je pom&r hmotnosti Zem& a Slunce. Po dosazeni
dostaneme rgy & 0.01AU, sféra zemské pritaZlivosti tedy sahd asi do jedné setiny vzdalenosti
Slunce nebo do ¢tyfnasobku vzddlenosti Mé&sice od Zemé&. Té&lesa za touto hranici jiZ neni
moZno povaZovat za druZice Zemé.

8.6 Gravitace rota¢niho elipsoidu

8.6.1 Rotace kosmickych téles

Kazdé kosmické teleso rotuje kolem své osy, odtud vznikd pfirozené otdzka, zda
existuje ngjaké omezeni na velikost rychlosti rotace? Odpoved zni ano, existuje.
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Mezni thlovou rychlost rotace nebeského télesa dostaneme jako diisledek rovnovahy
gravitac¢niho pfitahovan{ a odstfedivych sil na povrchu télesa. Pti rotaci télesa musf
byt na povrchu télesa odstiedivé zrychlenf ap = w? R mensf nez gravitacnf zrychleni
ag = »M/R?, v opaéném pifpadé se téleso rozleti na kusy. Plati tedy w < wiax,
kde maximalni rychlost rotace je ddna vzorcem

_fxM 4w
Wmax — F = ?%p

Rychlost maximdlni rotace zavisi jen na prameérné hustoté télesa a ne na jeho
velikosti. Pro nejmensi moznou periodu rotace 11y, dostaneme vyraz

Tmin = 21 = \/E
Wmax »%p
Odtud pro téleso o hustoté p ~ 1000kg / m? (voda, bézna hvézda) je Tinin ~ 200
minut. Pro Zemi p ~ 5500 kg/m3 je Thin =~ 84 minut.

Roku 1967 pozorovali astronomové ANTONY HEWISH a JOCELYN BELL pra-
videlné radiové zdblesky, které se opakovaly s periodou mensi nez jedna tisicina
sekundy. Zdroje zédbleski nazvali pulsary. Pozdéji byly nalezeny stovky podob-
nych teéles, predeviim v roviné Mlécné dréhy. Hewish a Bell dedukovali spravné,

ze pravidelnost radiovych pulsi je zptisobena rotact télesa. Podle vyse odvozenych
vzorcl viak témto perioddm T ~ 1073 s odpovidd neuvéfitelnd hustota

3
p>ﬁz1017kg/m3.

7 toho je zfejmé, ze tyto hvézdy nemohou byt oby¢ejnymi hvézdami, ale musi byt
slozeny z mimoiddné hustého materidlu. Jedind forma latky, kterda by mohla dosa-
hovat této hustoty a piitom jesté zafit, je neutronova hvézda. Neutronové hvézda
je zéveretné stadium ve vyvoji velké hvézdy, kterd jiz spotiebovala své jaderné pa-
livo a v disledku své vlastni gravitace zkolabovala do malé koule o velikosti nékolika
madlo kilometrt. Elektronové obaly atomii byly obrovskym tlakem vmdcknuty do
atomovych jader. Protony a elektrony se pfeménily na neutrony a celd hvézda se
promeénila v jediné gigantické atomové jadro.

8.6.2 Gravita¢ni pole rotaéniho elipsoidu

Vétsina nebeskych téles rotuje kolem vlastni osy, a mé proto tvar mirne zplostélého
rotacniho elipsoidu. Takova télesa nemaji sféricky symetricky tvar a ani jejich gra-
vitacni pole nenf sféricky symetrické. Cim rychleji bude téleso rotovat a ¢im vice
bude zdeformované, tim vice se jeho gravita¢ni pole bude odlisovat od gravitaéniho
pole hmotného bodu. Znalost odchylky gravitatntho pole od symetrického pole
hmotného bodu je pro mnoho aplikaci velmi dilezitd. Spoc¢teme nyni gravita¢ni
pole kolem rota¢niho elipsoidu.
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Tlustrace k vypoctu gravitacntho pole rotac-
niho elipsoidu v bodé A.

Hleddme tedy gravita¢ni potencidl v urc¢itém bodé A daleko od rota¢niho elip-
soidu. Poloha bodu je ur¢ena jeho polohovym vektorem r = Sﬁ, kde bod S je stied
elipsoidu a zdroven pocétek souradné soustavy zyz. Polohu obecného elementu dm
telesa oznacme vektorem R. Gravita¢ni potencidl v bodé A se spocte podle vzorce

dm
X=—x o

=r—R a 7 =+r2—-2R-r+ R2.

Za piedpokladu, ze bod A je daleko od télesa, plati R < r. V tom piipadé mutzeme
vyraz 1/r' rozvinout v fadu podle R/r

Lol(, Rer 1R2+3(R~r)2+
oy 72 272 2 ot )

kde

Po dosazeni tohoto rozvoje do integrdlu dostaneme

M (1_ fRQdm+3f(R~r)2dm+m>7

X~ _%7 2Mr? 2Mr4

kde M = f dm je hmotnost celého elipsoidu. Druhy ¢len v rozvoji vypadl, protoze
jsme vhodné zvolili pocatek souiadné soustavy splyvajici s tézistém elipsoidu. V
tom pifpadé je totiz [ Rdm = 0. Zbylé integraly mazeme vyjadrit pomocf momenti
setrvacnosti. Zvolime-li déle osu z za rota¢ni osu elipsoidu, pak poldrni moment
setrvacnosti je definovén predpisem

Jp = / (X?+Y?)dm,
zatimco rovnikovy moment setrvacnosti je roven
Je :/(X2+Z2) dm:/(Y2+Zz)dm.
Jejich rozdil je tedy roven

AJ=Jp—Je:/(X2—Z2)dm.
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Zvolime-li déle bod A tak, ze jeho vektor bude lezet v roviné xz a bude svirat s
osou x uhel ¢, pak pro jeho soutradnice plati

r=rcosp, y=0 a z=rsing.

Prvnf integrél v rozvoji gravita¢niho potencidlu je roven
3
/RQdmz/(X2+Y2+ZQ)dm= 5 = AJ
a druhy integral je roven

/(R-r)2c1m:r2/()(2 cos® ¢ + Z*sin”® ¢) dm = r? GJPAJsin?Qs).

Vysledny potencidl gravitatniho pole rotacniho elipsoidu je tedy dén rozvojem,
jehoz prvni ¢leny jsou

M 1 AJ . 9
X ~ —%T + 5%7"_3 (3sm ¢ — 1) + ..,
neboli
M 1_R? . 9
XA = 1_5127“_26 (3sin*¢—1) +...| ,

kde jsme zavedli bezrozmérny parametr

AJ
Ih=——
MR?
a rovnikovy polomér télesa R.. Uvedeny rozvoj predstavuje kvadrupélovou apro-
ximaci gravitac¢niho potencidlu rota¢niho elipsoidu. Pro sféricky symetrické téleso
je AJ =0, a proto

X = —x—.
r

Gravitaéni pole symetrické koule je tedy stejné, jako gravitacni pole hmotného
bodu, ktery se nachézi ve stiedu koule. Pro sféricky nesymetrické téleso AJ # 0 je
potencidl obecné anizotropni a zdvisi nejen na vzdélenosti, ale i na sméru od ro-
tacnf osy télesa. Pro rota¢ni elipsoid zplostély na pélech je AJ > 0, a proto je jeho
gravitacni potencidl ve sméru rotaéni osy véts$i nez ve sméru rovniku. Anizotropie
gravitacniho pole je fédu AJ/Mr?, ve velkych vzdélenostech od télesa proto ani-
zotropie gravitaéniho pole rychle klesa. Daleko od télesa je mozno gravitaéni pole
kazdého teélesa aproximovat gravita¢nim polem hmotného bodu, v blizkém okolf
télesa vsak asymetrii télesa ignorovat nelze.
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8.6.3 Precese planety

Nebeska télesa jsou mirné deformovana odstiedivymi silami a maji tvar zplostélého
rota¢niho elipsoidu. Zplostén{ téles zptisobuje, ze plsobeni mezi télesy neni cent-
ralni. To se obecné projevi jak poruchami drah planet, tak i pohybem rota¢ni osy
planety. Rovnomérnému pohybu rota¢ni osy planety fikdme precese. Je zpiisobena
predevsim Sluncem a velkymi satelity planety. U Zeme je vliv Slunce i Mésice srov-
natelny, hovofime pak o lunisoldrni precesi. Nyni si odvodime velikost precese
rota¢ni osy planety.

Uvazujme planetu o hmotnosti M, kterd rotuje kolem své vlastni osy z iihlovou
rychlosti €. Jeji moment hybnosti je tudiz roven

L=J,

kde J, oznacuje poldrni moment setrvacnosti planety. Kolem planety necht’ obihd
maly satelit o hmotnosti m po kruhové draze o poloméru r sklonéné k rovniku
planety o thel 6.

7 teorie pohybu setrva¢niku je zndmo, Ze precesi zplisobuje stdly otdcivy si-
lovy moment N, ktery je kolmy na osu rotace. Ten zptisobi, ze vektor momentu
hybnosti L setrvaéniku se zatne pomalu otacet kolem precesni osy, a to stdlou tih-
lovou rychlosti Qp. Z pohybové rovnice setrvaéniku konajictho reguldrni precesi

dostavame
d

N=—L=Q L
dt P XL,

a odtud mame pro rychlost precese vzorec

N
Lsin@’

Qp =

Satelit o hmotnosti m piisobi na planetu nenu-
lovym otd¢ivym silovym momentem N a snazi
se sklopit jeji osu rotace z do smeéru osy své
orbitalni roviny.

Satelit pasobi na planetu nenulovym otd¢ivym momentem, ktery je disledkem
zplosténi planety. Z definice otd¢ivého momentu vzhledem ke stiedu planety je

N:/hxdF:/Rxxm aM = /7ner aM,
Ir— r— R
kde vektor r = (rcos¢cosf,rsin @, r cos qu sin @) predstavuje pravodi¢ satelitu a

vektor R = (X, Y, Z) privodi¢ elementu dM planety. Pokud je satelit dostatecné
daleko od planety, mizeme jmenovatel aproximovat vyrazem

1 1 r-R
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Protoze je precese obvykle pomald, nemusime pocitat silovy moment v kazdy oka-
mzik, ale stalf jej zprtimeérovat pres cely jeden obéh satelitu kolem planety. Pro
primérnou hodnotu silového momentu vystiedovanou rovnomérné pres tihel ¢ do-
staneme vysledek

_ 3 _
N, =0, Ny:—$sin9cos0/(xtz2)dM, N, =0.

Jedinou nenulovou slozkou ota¢ivého momentu je slozka Ny, otdcivy moment méa
tedy smeér osy ¥, coz je smér uzlové piimky. Otécivy silovy moment satelitu ma
tendenci pohnout osou rotace planety tak, aby momenty hybnosti satelitu a planety
splynuly. Pro velikost tohoto momentu tedy vychdz{

3xmAJ
N = 5 sin 6 cos 6, (8.35)

a ten zplsobuje precesi
N 3xem AJ

- = R s,
Lsinf 2013 J, &

Qp

8.6.4 Lunisolarni precese

Zemé mé svij pfirozeny satelit, Meésic, ktery ma na precesi Zemé rozhodujici vliv.
Protoze pro Zemi je pomer AJ/J, ~ 0.00327, je rychlost precese zptsobend nasim
Mésicem asi Qp = 36" /rok. Podobné jako Mésic ptisobf na zemskou osu i Slunce.
Prestoze je mnohem vétsi nez Mésic, je zdrovenn mnohem déle nez Mésic, takze vliv
Slunce na zemskou precesi je zhruba polovitni Qp a2 14" /rok. Oba vlivy se séitaji,
takze rychlost lunisoldrni precese pozorovana astronomy ¢inf Qp =~ 50.3” /rok.
Zemsks osa tedy vykond jednu otocku kolem pélu ekliptiky asi za T = 27/Qp =
25770 let. Tato perioda se nazyva Platénsky rok. Za tuto dobu se zemskd osa vrat{
zpét k Polarce, kde se shodou okolnosti nachdzi pravé nyni. Amplituda precesniho
pohybu je zhruba rovna sklonu ekliptiky, tj. ¢ = 23.5°.

Precesi zemské osy objevil roku 140 pi. n. 1. HIPPARCHOS Zz NIKAIE. Ten
si totiz v&iml, ze polohy v8ech hvézd se lisi od poloh urcenych o 150 let diive
TIMOCHARISEM ALEXANDRIJSKYM. Rozdil ¢inil asi 2 ° ve sméru ekliptikdlni délky.
Z toho Hipparchos spravné usoudil, ze jarni bod, tj. prise¢ik nebeského rovniku s
ekliptikou, se po ekliptice pomalu posouvd smérem na zdpad. Za ¢ast Hipparcha se
jarni bod nachézel v souhvézdi Skopce, dnes se nachézi v souhvézdi Ryb a béhem asi
100 let se dostane do souhvézdi Vodnare. Posuv jarniho bodu je pfimym disledkem
precese zemské osy. Dnes smétuje zemskd osa velmi presné k Polérce, ale za 13 tisic
let od ni bude vzdélena o 47 °! Prehlizeni precese zemské osy zptisobuje rozdil mezi
astrologickym a astronomickym urc¢enim polohy Slunce. Podle astrologii vstupuje
Slunce do znameni Skopce 21. biezna, ve skute¢nosti je Slunce toho dne v jarnim
bodeé a ten se dnes nachdzi na zacdtku souhvézdi Ryb.

Zemské osa vykondva vedle precese jesté jeden mensi a rychlejsi pohyb nazy-
vany nutace. Nutace méd amplitudu 9.2” a periodu 18.6 let. Nutace je zptisobena
pohybem roviny obézné drihy Meésice, kterd md rovnéz periodu 18.6 let. Nutaci
objevil v 18. stoleti JAMES BRADLEY.
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8.6.5 Staceni uzlové piimky

Nejen satelit ovlivituje pohyb planety, ale i naopak planeta ovliviiuje pohyb svého
satelitu. Zptusobuje nejen precesi osy satelitu, ale rusf i jeho obéznou drdhu. Na-
ptiklad zptisobuje maly pohyb roviny jeho obézné dréhy. Tento pohyb se nazyva
staceni uzlové pirimky. Uzlovd pfimka je spojnice vzestupného a sestupného uzlu
dréhy neboli pranik roviny obézné dréhy a referen¢ni roviny, tj. ekliptiky. Na vel-
kou poloosu, excentricitu ani sklon drdhy v8ak nemd zplosténi planety podstatnejsi
vliv.

Rychlost stdceni uzlové piimky dostaneme podobnymi tdvahami jako precesi.
Predevsim, stdceni uzlové pfimky je relativné pomalé, miizeme proto opét zprime-
rovat polohu satelitu ptes celou jednu periodu. Satelit se tak rozprostie rovnomeérné
po celé obézné draze a vytvori prstenec délky 27r. Momenty setrvacnosti prstence

jsou J, = mr? a J, = tmr?, takze AJ = %mr? Moment hybnosti prstence je

2
roven L ~ mr?n, kde n = /M /r3 predstavuje stfedni pohyb satelitu kolem
planety. Silovy otd¢ivy moment, jimz pasobi planeta na satelit, uz zndme, je urcen
vzorcem (8.35). Kdyz sem dosadime hodnoty odpovidajici rozprostienému satelitu,
dostaneme pro rychlost sta¢ent uzlové primky satelitu vzorec

N 3nly (R.\>
Q = = — —_— .
P~ Tsing 2 ( r > cos 6, (8.36)

kde jsme opét zavedli bezrozmeérny koeficient anizotropie gravita¢niho pole planety
I, = AJ/MR?. Stacenf bude vyznamné predevsim pro blizké satelity, jakymi jsou
napifklad umelé druzice Zemé. Pro né vychdzi rychlost sta¢enf uzlové piimky az
10° za den. Jak plyne z mé&feni precese drah umélych satelitiit Zemé, je pro Zemi

I, ~0.001083 a J,=~0.332MzR2.

Na pohyb uzlu meési¢ni drdhy viak md Zemé jen nepatrny vliv, zptisobf jen asi
Qp ~ 7" za rok. Presto se uzel Mésice pohybuje s rychlostf asi Qp = 19° za rok,
tj. s periodou 18.6 let. Tento pohyb je vSak zpisoben vlivem Slunce. Vliv Slunce
miizeme odhadnout také podle vzorce (8.35), kde oviem musime dosadit za m
hmotnost Slunce Mg, za r vzddlenost Slunce rg a za AJ anizotropii rozprostieného
Mesice AJ = $mr?. Tak dostaneme vysledek

NS 377%'

Qp = —5_ =
Lsin6 4dn

kde ng = /Mg /r3 je strednf pohyb Slunce.

V diisledku slapovych sil na sebe navic planeta a satelit piisobi obvykle tak, ze
satelit je postupneé urychlovan a tim se postupné vzdaluje od své mateiské planety.
Naopak planeta svoji rotaci zpomaluje tak, aby byl zachovan soucet jejich momenti
hybnosti. Napiiklad nds Mesic se vzdaluje kazdym rokem od Zemé asi o 35mm a
Zemé zpomaluje svoji rotaci, takze jeden den dnes trva asi o 16 sekund déle, nez
trval pred jednim miliénem let. Slapové sily maji tendenci rychlosti obou rotaci
vyrovnat, aby nakonec Zemé a Meésic mély k sobé piivraceny stdle stejné tvire.
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Drive, nez k tomu dojde, v8ak Meésic unikne ze sféry pritazlivosti Zemeé. Cely dé&j
bude trvat nekolik desitek miliard let. Do té doby se mtizeme na no¢ni obloze
kochat popelavym svitem pomalu se vzdalujictho Mésice. Pokud satelit obfhd tak
nizko nad povrchem planety, Ze obéhne planetu rychleji nez se tato otoc¢i kolem
své osy, bude satelit slapovymi silami naopak brzdén a pfitahovdn k planeté. To
je i piipad malého meésice Phobosu, ktery nyni obiha ve vysce kolem 5800 km nad
povrchem Marsu, ale asi za sto miliéni let bude pfitazen slapovymi silami, takze
dopadne na povrch planety.

8.6.6 Staceni pericentra satelitu

Zplostént planety m4 vliv i na stédcenf pericentra neboli pifmky apsid obézné drahy
jejiho satelitu. Piimka apsid je spojnice pericentra a apocentra obézné drahy sate-
litu. Pro rychlost stdceni pericentra mélo vystredné dréhy satelitu je mozno odvodit
vzorec

2
wp = 3212 <%> (500520 — 1) ,

kde 0 je sklon drahy satelitu vzhledem k rovniku planety, r vzdélenost satelitu a
n jeho stfedni pohyb. Ddle R, je rovnikovy polomér planety a I jeji parametr
vystfednosti. Pohyb pericentra umeélych druzic Zemeé miize ¢init az 20° za den.
Podle sklonu obézné dréhy miize mit dopfedny i zpétny smér. Vsimnéte si, ze
stacen{ pericentra vymizi pro sklon cos? @ = 1/5, tedy pro thel sklonu dréhy 6 ~
63°26’. Toho se vyuzivd u téch umeélych satelitt Zemé, u nichz si nepiejeme, aby
dochézelo ke stdcenf jejich pericentra.

Pokud bychom provedli obdobné vypocty pro eliptické drahy, dostali bychom
obecnéjsi vzorce

3l [(R.\> 3nl (R.\’
Op = — 2 (fe) osh  a wp = n2 (e (5cos29—1),
2 P 4 p

kde p=a (1 — 62) je parametr elipsy a n = /M /a® stredn{ pohyb satelitu.

8.6.7 Staceni perihélia Merkuru

Nejen pohyb sateliti, ale také pohyb planet je rusen, a proto neplati Keplerovy
zékony presné. Planety se navzdjem ovliviiuji a tyto malé poruchy zptisobuji pomalé
zmény elementt jejich drah. Astronomové naptiklad zjistili, Zze perihélium vsech
planet se vlivem vzdjemnych poruch stéci. Vliv dalsich planet na pohyb perihélia
zkoumané planety je zhruba popsan vzorcem

3ng my,
wp = — E —L—
— 4n Mg’

kde s¢itdme pies jednotlivé rusici planety.
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Napiiklad staceni perihélia Merkuru &ini 574" za sto let. Pomoci poruchové
teorie je mozno vysvetlit stadceni perihélia Merkuru o velikosti asi 531" ptisobenim
ostatnich planet, predevsim Jupitera a Venuse. To ukdzal jiz roku 1859 URBAIN-
JEAN-JOSEPH LE VERRIER. Zbytek, tj. stdceni o velikosti 43", viak Newtonova
teorie gravitace vysvétlit nedokdze. Je totiz zpiisobeno relativistickou korekei gravi-
ta¢niho zakona. Albert Einstein ukdzal roku 1915, Ze toto podivné chovani Merkura
je mozZno piirozené vysvétlit pomoci jeho obecné teorie relativity. Podle nf je stdcent
perihélia obé&zné drihy planety zptsobeno zakfivenim prostorocasu v okoli Slunce
a je rovno

J{MS

wp = 3’/1—2,
pc

kde p = a (1 - 62) je parametr elipsy a n je stfedni pohyb planety. Pro Merkur
odtud vychdzi relativisticky posun perihélia 42.98” za sto let.

8.6.8 Tvar Zemé, Clairautuv sféroid

Chceme-li popsat tithové pole na zemském povrchu, musime zapocitat rotaci pla-
nety. To lze udélat jednoduge tak, ze pFiddme potencidl odstiedivych sil

" 1 1
Xo = —/ apdr = —592 (CE2 + yz) = —5927"2 cos? ¢.
0

Protoze se pohybujeme na povrchu Zemé, znac¢i zde ¢ zemeépisnou sitku a r vzda-
lenost bodu od stiedu Zemé. Vysledny potencidl je roven

M 1 AT, ., 1 59 o
X=Xc+Xo= —n—~ + 375 (3 sin® ¢ — 1) — 5@ 7 cos” ¢. (8.37)
Po zavedeni bezrozmérnych parametria
O2R3 AJ
= £ ~0.0035 Ih = —— =~ 0.0011
T oM * 2T R :

kde R, je rovnikovy polomér Zeme, dostaneme jiné vyjéddien{

M 1 3
X=-n—|1-IL+(=a+=I|cos®¢|.
r 2 2

S R, Zeme rotuje kolem své osy SP, tvar zemského
glébu je piiblizné rotacni elipsoid s rovniko-
vym polomérem R, a poldrnim polomérem R,,.
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Kdyby Zemeé byla dokonale tuhd, zachovala by si sféricky tvar i pfi rotaci, a
pak by bylo I = 0. Ve skutecnosti viak vime, ze Zeme je zplosteéla, coz svedel o
jeji tekutosti. Pokud piripustime, ze Zemée je dokonale tekutd stejné jako kapalina,
pak musi tvar Zeme odpovidat ekvipotencialni hladiné stejného tthového potencidlu
x = konst. Takto definovany povrch Zemé piedstavuje sféroid. Pokud skutecny
gravitacni potencidl nahradime kvadrupdélovym rozvojem, pak takto definovans
plocha piedstavuje Clairautav sféroid. Jde o prvni teoreticky model tvaru Zeme
pojmenovany podle ALEXIS CLAUDE CLAIRAUTA, ktery jej zkoumal roku 1743.

Zvolime-li potencidl na rovniku

LML L
Xe = "7R. 24 T3

za referenén{ potencidl, pak pro tvar Zemé dostaneme podminku x (r) = x,, neboli
M 1 3 M 1 1
—%T |:1 — IQ + <§OJ + §IQ> COS2 ¢:| = —%R—e <1 + 50( + 5[2) .

Odtud je mozno ukdzat, ze Clairautiv sféroid je plocha Sestého stupné a ze to tedy
neni elipsoid. Pokud se omezime na prvni aproximaci, pak pro tvar Zemé odtud
dostaneme vyraz

r =R, (1—esin’¢). (8.38)
Velicina
13
E = 5(1 =+ 5[2

predstavuje geometrické zplosténi zemského glébu ¢ = (R, — R,) /R.. Protoze
zplosténi Zemé miZzeme méfit astronomickymi metodami € =~ 1/298 ~ 0.0034 a
rychlost rotace Zemeé « ~ 0.0035 zndme, dostaneme odtud pro parametr vystied-
nosti hodnotu

2 —
I = 63 &~ 0.0011. (8.39)

Tento tddaj vypovidd o nehomogennim rozlozeni hmoty uvniti Zeme. Za piedpo-
kladu, ze Zemé m4 tvar rotacniho elipsoidu, spo¢teme snadno momenty setrvac¢nosti
Zemé. Pro homogennfi elipsoid plat{

M
LR+, S=h @) e L= (@)

M M
5 5
a pro Zemi odtud dostaneme

2 M
Jp = gMRg, Jo=—+ (R2+R2).



8.6. GRAVITACE ROTACNIHO ELIPSOIDU 473

Rozdil obou momenti setrvacnosti je tudiz

R —R, _

M 2
AJ:Jp—Je:?(Rﬁ—Rg)mgMRg T

Jpe. (8.40)
Protoze vzorec plati pfiblizné i pro nehomogenni elipsoidy, dostaneme z definice I
skute¢ny moment setrva¢nosti Zeme

2 3) MR2.
g

Po dosazeni naméfenych hodnot za o a ¢ dostaneme J, =~ %M R2?, zatimco pro
homogenni kouli by bylo J = %MRg acr %a ~ 1/230. Odtud vidime, Ze hmota
musi byt v Zemi rozloZzena nehomogenné a Zze vétsi hustota hmoty musi byt ve
stiedu Zemé nez u jejiho povrchu. Stejny zavér plyne samoziejme i z faktu, ze pri-
mérnd hustota Zemeé je vétsi nez hustota hornin v zemské kiife. Za piedpokladu
linedrniho néristu hustoty s hloubkou vyjde, ze hustota uprostied Zemé je asi pét-
krét vyssi nez na povrchu a primérnd hustota Zeme je asi dvakrat vyssi nez na
povrchu. Podrobnéji se tomuto problému vénuje ptiklad na konci kapitoly. Neho-
mogenita Zemé se d& prirozené vysvétlit tekutosti zemského jadra a miliardy let

Gravitaéni zrychlenf na povrchu Zems, tj. na Clairautové sféroidu (8.38), na-
jdeme derivaci potencidlu (8.37)

_ _uy o (9 O
g=-Vx= (87"7"(9(/5)'

Protoze odklon gravita¢niho pole od radidlniho smeéru je maly, postaci aproximace

0 M 3 AJ
g~ a—jf ~ Sty (3Sin2¢— 1) — O0%rcos? ¢.

Kdyz sem dosadime za r podle (8.38), dostaneme po upravé vysledek
9=9c(1+7sin®9¢),
kde

3
7 =20~ 51>~ 0.0051

je gravita¢ni zplosténi. Pokud sem dosadime za I podle (8.39), dostaneme vztah
mezi méfitelnymi parametry a, € a

. 5
+e=-a
v 5%

ktery je zndm jako Clairautova véta. Tihové zrychleni na rovniku ¢ = 0° je tedy
rovno

M 3
ge:%‘R—z <1Oé+§]2) z978m/s2
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a na pélu ¢ =90°

M
gpzzﬁ(l—i—a)%g&?m/s?.

€

Ptiklad 8.25 Za predpokladu, Ze hustota klesa linearng& se vzdalenosti od stfedu Zemég&, najdéte
hustotu uprostied Zemé&. Vyuzijte zndmé priimérné hustoty Zem& p ~ 5500kg /m® a faktu
plynouciho z pozorovaného zplost&ni Zemég&, Ze moment setrvacnosti Zemé je J =~ %mRz, kde
R je polomé&r Zemé& a m jeji hmotnost.
Reseni: Predpoklddejme, e hustota Zem& je dana linedrnim predpisem
r
P=po—ADrg.

Pak celkova hmotnost Zemé je

‘R

3
M :/ pAnridr = (po — ZAp) |4
0

a jeji moment setrvaénosti
Bo, 2 5
J = | p§r47rrdr:g pO—EAp V.

Zde jsme vyuzili skute€nosti, ¢ moment setrvaZnosti kulové slupky je J = 2mr?/3 a integ-
rovali jsme jen pres tyto slupky. Odtud vylou&enim objemu V' dostaneme

2 -3A
J= MR8l

5 po — $Ap
Zgroveii v8ak vime, Ze

Jr %MRQ,
porovnanim obou vzorcl najdeme

4
Ap = ng'

A kone&nég, protoze

3 2 1
pP=po—7APN Py 2 pr=po— AP o,
dostaneme odtud numerické hodnoty
5 1
Po = §pz13750kg/m3 a pp~ §p0%2750kg/m3.
Hustota uprostfed Zemé& je tedy zhruba stejnd jako hustota rtuti. Proto se v geofyzice pred-
poklddd, Ze jaddro obsahuje predevsim stlacené kovy jako Zelezo a nikl. Zemskd kiira je naopak

tvorena k¥emilitany, granitem, Zulou a piskovcem, jejichZ hustota je blizkd k ndmi vypo&tené
hodnoté pp ~ 2750kg / m?.

Priklad 8.26 Ptedpoklddejte, Ze Zem& ma presné tvar koule a na jejim povrchu se nachdzi
homogenni jeden kilometr vysoka vrstva vody. Jak se hloubka ocednu zméni, kdyZ Zemé& za&ne
rotovat kolem osy rychlosti jedna oto¢ka za den?

Re3eni: Pokud ma Zemg tvar koule o polomé&ru R, jeji gravitace je stejnd jako od hmot-
ného bodu leZiciho uprostied koule a plati x = —s<M/r. Vlivem rotace viak bude gravitadni
potencidl na povrchu Zemé roven

cos® ¢ = konst,

kde ¢ znati zemépisnou $itku a €2 rychlost rotace Zemé. Kdyz za r dosadime R + h a rovnici
vyFesime vzhledem k potencidlu x, na rovniku, dostaneme vzorec
QR
h =he — Hsin® ¢ = he —
e sin” ¢ e

sin? 1)
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popisujici hloubku ocednu v zavislosti na zemé&pisné $itce. Pokud byla pavodni hloubka ocednu
ho, celkovy objem vody v ocednu &inil V = 4wR?hg. P¥i rotaci Zemé& se viak masy vody
prerozdéli, nejvétsi hloubka ocednu bude na rovniku he a nejmensi na pélu h, = he — H.
Pokud viak bude h. < H, pak ocedn dosihne jen konenych $itek sin® ¢ < h./H, takze polarni
oblasti budou zcela bez vody. Parametr H pro Zemi zndme a zhruba plati H ~ Q2R2/2g ~
11 km, co v3ak nezndme, je hloubka h. na rovniku. Tu najdeme z celkového objemu vody. Pro
objem veskeré vody platf

hé

H

a soutasn& je V = 4wR?ho. Odtud pak musi byt hloubka ocednu na rovniku

he = ’S/Zth ~ 2.9km,

pfitom ocedn dosahuje jen do zemé&pisné Sitky ¢ ~ 31°. Ocedn bude dosahovat k pélam, az
kdyZ bude ho > %H ~ 7.3km.

V= /hdS: 27rR2/hcos¢d¢: %ﬂRz

8.7 Slapy

8.7.1 Slapy, mikrogravitace

Diky televiznfm prenostim je vSeobecné zndmo, Ze kosmonauti na obézné dréze
uvnitt i vné kosmické lodi nepocituji zddnou gravitaci a ze se nachézeji v bez-
tizném stavu. Stejny stav je mozno pocitit na kritkou dobu i zde na zemi pii
volném pddu. Beztizny stav je totiz ptimym dtsledkem skute¢nosti, Ze se kosmicka
lod’ pohybuje v tthovém poli Zemé volnym pédem.?

Protoze vsak tthové pole Zemé nenf zcela homogenni, nenf ani sfla ptisobici na
objekty uvnitt kosmické lodi uplné ptresné rovna nule. Gravitacni sila vznikajici
jako disledek nehomogenity gravita¢niho pole se nazyva slapovou silou. Slapy
jsou pficinou vzniku pfilivu a odlivu, synchronni rotace naseho Mésice, vzniku
Saturnovych prstenci atd. V ptipadé kosmické lodi jsou vsak tyto slapové sily
slabé, fikd se jim proto mikrogravitace.

Podivejme se nyni na problém slapovych sil podrobnéji. Uvazujme gravitacnf
ptsobeni velkého a vzdaleného kosmického télesa o hmotnosti M na zkoumany
objekt o hmotnosti m, jimz mize byt tieba kosmickd lod. Na tuto lod’ ptisobf
gravitacnf sfla Fg = [ Kdm a udéluje jf zrychlenf a = F/m. Vyslednd gravitaénf
sfla pisobi piiblizne v tézisti T kosmické lodi, proto je zrychleni kosmické lodi
priblizné rovno intenzité gravitacniho pole v jejim tézisti

a~ Kr.

7 pohledu pozorovatele spojeného s padajici kosmickou lodi piisobi na libo-
volny dalsi objekt, tieba jablko o hmotnosti m’, kromé gravita¢nf sily Fg = m'K i

2Beztizny stav je mozno navodit také uméle uvniti specidlnfho letadla, které se pohybuje po
takové drédze, jiz pifslusi dostfedivé zrychlent, které je praveé ekvivalentni tihovému zrychleni.
Touto trajektoriif bude zfejmé parabola, pii typické rychlosti letadla v &~ 200m /s bude polomér
kiivosti trajektorie ve vrcholu paraboly R ~ v?/g ~ 4km, takze cely beztizny let potrvd zhruba
20 az 40 sekund.
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setrvatnd sila F; = —m/a, takze celkové sila pisobici na jablko je rovna
Fs=Fc+F,=m (K — KT) . (841)

Pokud je objekt maly, plati dosti piesné K ~ Kp, a proto je slapova sila zane-
dbatelnd Fg = 0. Libovolny objekt uvniti kosmické lodi se tedy nachdzi téméer
v beztizném stavu a prakticky zadnd slapovd sila na né&j neptisobi. Predmet, je-li
upustén, ¥{df se pfi svém pohybu uvnitt lodi jen zdkony setrva¢nosti.

M Ry

Slapové pusobeni télesa M ve vzdalenosti Ro.

Je-li v8ak objekt rozlehlejsi nebo gravitaéni pole dostatecné intenzivni, nelze
uz rozdil Kg = K — Ky zanedbat a na jablko bude pisobit slapova sila (8.41).
Pokud je zdrojem gravitace sférické téleso nebo hmotny bod M, pak intenzity jeho
gravita¢nitho pole v bodech R a R7 jsou dény vzorci

M M
K:—_,R, KT:—R—3
T

Rr.
Vyslednd nehomogenita gravita¢niho pole (intenzita slapovych sil) je rovna jejich
rozdilu

»xM »xM

s T 3 + 75 T
Oznac¢me relativni polohu jablka vzhledem k teézisti lodi jako r = R—Ry. Predpoklé-
dejme déle, ze objekt kosmické lodi je mnohem mensi nez vzdélenost gravitujictho
centra a ze tedy plati r < Ryp. Pak lze vzdalenost R = |Rr + r| dobfe aproximovat

vyrazem
RT~r
R~Rr|(1
P15,

a odtud spocteme gravitacni intenzitu v misté r

M RT-I’ M RT-I’
K%——<RT+I’)<1—3 )%——(RT‘i‘r_?)—RT).
R R R R

Intenzita slapovych sil je tedy rovna

M R+ -
Kszjz_g(gT_’RTr)
T

Jak odtud vidime, roste slapové zrychleni s hmotnosti M zdroje a klesd se tfet{
mocninou vzddlenosti Rr od zdroje gravitace. V tézisti je pochopitelné slapové
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zrychleni rovno nule, vsude jinde je vsak nenulové. Smeér slapového ptusobeni je ne-
¢ekane dost komplikovany. Napiiklad slapové zrychlenf v podélném smeéru ry (tj. ve
sméru spojnice Rr) piisobi smérem ven z kosmické lodi, zatimco slapové zrychleni
v pfiéném smeéru r, (tj. ve sméru kolmém na spojnici Ry) piisobi dovnit kosmické
lodi. Slapy tedy maji tendenci téleso v radidlnim sméru protahovat, zatimco v pfic-
ném smeéru maji tendenci téleso stlacovat. Vysledkem soustavného hnéteni télesa
vlivem slapovych sil je kone¢né roztrhani télesa na malé kousky. Snadno najdeme,
ze pro podélnou a pficnou slozku intenzity slapovych sil plat{

M

M
KH R L2r Kt~ —Zr
BT Tl R3L.

a ze tedy ani velikost slapového ptisobeni neni ve viech smérech stejné.

N

°r Ks
"/T\'_ Slapové sily maji tendenci roztrhat kazdé te-
leso.

Intenzita slapovych sil mé potencial

r M 1
XS:*/O K5~dr—R—%<7’ﬁ+§ri>,

pokud oznacifme tihel mezi vektorem r a spojnici Ry jako tihel 0, pak je r| = rcos @
ar, =rsinf, a tudiz plati také

M 3 1
Xg = _R:} r? (—5 cos? 0 + 5) )

Velikost slapového zrychleni 1ze odhadnout vyrazem Kg ~ Kpr/Ry. Napiiklad pro
malou kosmickou lod’ o rozméru r ~ 10m obihajici kolem Zemeé R =~ 6400 km je
Kr ~ g ~ 10m /s?, takze slapové zrychlenf m4 velikost fédové Kg ~ 1075 m /s? ~
10~8g. Slapové sily jsou v tomto pifpadé skutecné zanedbatelné malé a kosmonauti
je v zédném pifpadé nepociti. Nicméne i tato mikrogravitace se projevi jiz pii trochu
delgich ¢asech, takze téleso i s nulovou pocatecni rychlosti nakonec vzdy spadne na
podlahu ve sméru spojnice kosmicka lod — Zeme, jen mu to bude trvat nékolik
minut.

Ptiklad 8.27 Popiste pohyb satelitu tvaru &inky o hmotnosti 2m a délce a, ktery se nachazi
na kruhové obé&zné draze ve vzddlenosti Ry kolem centrdlniho télesa o hmotnosti M.

Regeni: T&7i&té satelitu obihd rovnomérmé kolem planety thlovou rychlosti w = \/»M/R3.
Na satelit piisobi silovy moment N zpiisobeny slapovymi silami, spo&te se podle vzorce
xmM 3 mM .
N = ——F6zy = a? sin 2q,

B YT 1R
0 0
kde « je tihel mezi pravodi¢em Ry a polohou &inky. Ozna&ime-li dhel nato&eni Cinky vzhledem
k inercidlnimu pozorovateli jako ¢, pak plati a = ¢ — wt. Silovy moment slapovych sil je
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nejvétsi pro ndklon @ = £45°, nejmensi pro a = 0,+m, kdy je roven nule. Poloha &inky
a = 0 je stabilni, jde o rovnovdznou polohu. Moment setrvaénosti &inky kolem vlastniho

t&zisté je J = ma?/2, a proto je thlové zrychleni otateni satelitu kolem t&7it& podle druhé
véty impulzové

- N 3xM . 3 .
¢ = — 7= _52—8 sin 2a = —§w2 sin 2«
a je tedy nezdvislé od velikosti i hmotnosti ¢inky. ProtoZe & = ¢, mdme pohybovou rovnici
26 = —3w?sin 2a,

coz je rovnice anharmonickych kmitd zndm3d z teorie matematického kyvadla. Rovnovazng
poloha inky je o = 0. Redeni Ize psat obecn& ve tvaru

sina = sin ap sn\/gwt,
kde ag je maximalni odklon « a parametr eliptické funkce sn je k = sin ap.

Satelit tvaru &inky obihd kolem centrélniho télesa
M a kyva vlivem slapovych sil kolem rovnovazné
polohy a = 0.

Pro malé kmity Ize rovnici linearizovat a dostaneme
a = —3w2a,
coz je rovnice harmonickych kmitd s FeSenim
o = ap sin \/§wt.
Odtud je zfejmé, Ze Cinka se bude periodicky kyvat mezi krajnimi polohami —ao a ag s
periodou

Stejny pohyb vykondva i nd$ M&sic, ktery kond kyvavy libra&ni pohyb kolem rovnovazné polohy
a ukazuje ndm stale stejnou tvd¥. Je to zplsobeno centralni nesymetrii rozloZzeni hmoty uvnit¥
Mé&sice a slapovymi silami Zemé&.

8.7.2 Priliv a odliv, dmuti oceanu

Zatimco slapové ptsobeni se na palubé kosmické lodi projevi jen mikrogravitact,
u nebeskych téles je sila slapti nepfehlédnutelnd. Napitiklad slapova sfla naseho
Meésice zptsobuje pravidelny ptiliv a odliv mofe. Diky pfitazlivosti Meésice je v
kazdy okamzik zveddno o pil metru na privrdcené a odvracené strané asi 10'7 kg
mofské vody. Protoze piiliv nastdvd zhruba dvakrat denne, tj. dvakrdt behem jedné
otocky Zemé kolem osy, je z toho mozno soudit na slapovy ptvod piilivu. Kdyby
byla perioda piilivu rovna piesné 12", bylo by piicinou piflivu Slunce. Protoze mé4
piiliv periodu o néco delsi, a trvd asi 12125™ je zfejmé, ze piicinou piflivu je Mésic,
nebot’ doba mezi jeho dvéma vychody trvd asi 24250™, tj. presné dvakrat déle.
Spocteme velikost piilivové viny na otevieném ocednu. Ekvipotencidlni plocha
je urcena souctem potencidli x = xg + Xg, kde xg odpovidd gravitacnimu po-
tencidlu a ¢ potencidlu slapovych sil. Staciondrni vodn{ hladina je urcena tvarem



8.7. SLAPY 479

ekvipotenciédlni plochy. Nebyt slapt a rotace, bude mit Zemeé piesné tvar kulové
plochy, vlivem rotace se zdeformuje v rota¢éni elipsoid a vlivem slapil se promeén{
tak trochu v prostorovou osmicku. Smér protazeni osmicky je uréen spojnici Zemé —
Mesic. Zvednutf hladiny o h = R— Rz najdeme z piiristku potencidlu Ax = x—xz,
kde x, = —»Myz/Ryz je neporuSeny gravitatni potencidl Zemé a Rz je polomér
Zeme. Protoze pro ekvipotencidlni plochu plati

%MZ %MM 2 3 2 1
Ax ~ 2 Ar + py R7 —5 cos 9+§ ~ 0,

dostaneme odtud pro zvednuti hladiny ocednu vyraz

My RS, 3 5, 1
Ar ~ MZa?WRZ 2cos 0 5 )

Numericky pro Mésic dostaneme zvednuti hladiny o 36 cm a pokles o 18 cm, takze
kolisdni hladin mezi pfilivem a odlivem ¢inf na volném moii asi 54 cm. Rovnéz
Slunce piisobi na Zemi slapovymi silami, které jsou oproti Meésici asi dvakrét slabsi,
takze zvedaji hladinu jen o 23 cm. Jsou-li obé nebeskd télesa na jedné pifmce se
Zemi, jejich vliv se s¢itd, piiliv dosahuje hodnoty 77cm a nazyvd se skoénym
prilivem. K tomu dochdzi pfi tpliiku nebo pii novu Meésice. Naopak, kdyz je Mésic
v prvni nebo posledni ¢tvrti, slapové piisobeni obou nebeskych téles se odecitd a
piiliv dosahuje jen 31 cm. Takovy piiliv se nazyva hluchym piilivem.

Mésic

. Slapové ptisobeni Mésice pravidelné zveds hla-
Zeme dinu ocednii dvakrdt denné zhruba o ptl
metru.

Skutecna velikost a také doba, kdy nastane moisky piiliv, zdvisi na dalsich
faktorech, protoze jde o slozity dynamicky degj. Jednotlivé piilivové viny se v riiz-
nych mistech mote sklddaji s riiznou fazi a vysledkem je rtznd velikost piilivu.
V uzavfenych vnitrozemskych moiich a jezerech nenf piiliv témér patrny. Naopak
rezonan¢ni mechanismy v nékterych 1zkych zdlivech mohou p#iliv mnohondsobné
zveétsit oproti jeho velikosti na girém ocednu. Rekordn{ pifliv o velikosti 19.6 m na-
meéfili v Zdlivu Fundy v Novém Skotsku v Kanadé a jen o malo mensi pfiliv vysoky
18.0 m maji v usti feky Gallegos v Argenting.

Z4aliv Fundy m4 pfiblizné tvar obdélnika o délce [ ~ 270 km a hloubce H ~ 70m..
Siif se jim tedy piflivovd moiskd vIna rychlosti ¢ = /gH ~ 25m/s. Protoze
perioda slapovych sil je zhruba T' =~ 12 hodin, bude piislusnd vinova délka vybuzené
viny v zélivu A = ¢T' = 1100km. Rychlost piilivové viny je na pobiezi rovna
nule, vznika tam proto uzel stojaté viny, zatimco na otevieném konci zélivu vznikd
kmitna. Délka zédlivu musi byt proto rovna A/4 a~ 270km, coz odpovidd skutecné
délce zdlivu. Z tohoto jednoduchého rozboru je videt, ze piiliv v zdlivu Fundy ma
vyrazné rezonancéni charakter, a tim se vysvétluje i jeho mimotradnd velikost.
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8.7.3 Slapy ve sluneéni soustavé

Slapova sila Meésice nejen pravidelné zvedd ocedny, ale deformuje i plasticky vnitiek
nasi planety. V ddvné minulosti mél proto Meésic zdsadni vliv na tektonickou ak-
tivitu Zeme. Uvézime-li fakt, ze Meésic se od srazky se Zemi stédle vzdaluje a pred
¢tyfmi miliardami let byl ¢tyfikrdt blize k Zemi, nez je nyni, je ziejmé, ze slapové
plisobeni Mésice bylo tehdy 43 krét vetsi nez dnes, takze piflivovd vina na vol-
ném ocednu byla tehdy vysokd kolem 35 metrii! Stejné pohyby musela vykondvat
i zemskd kiira. Tyto pohyby se navic opakovaly castéji nez dnes, nebot’ den tehdy
trval jen kolem osmi hodin a Mésic.

Stejné jako Mesic piisobi na Zemi, plisobi i Zemé na Mésic. Protoze je Zeme 81
krat hmotnéjsi nez Mésic a 3.7 krét vétsi, bude slapovd vlna na mési¢én{ ktife vysoka
19 metra. Stejnd slapova sila vsak jiz ddvno v minulosti, kdy slapovd vina meéfila
kolem kilometru, rotaci Mesice zcela zastavila. To, ze ndm Mesic ukazuje kazdou
noc stejnou tvar, je nejzretelnéjsi dikaz o mohutnosti slapovych sil nasi planety.

Slapové sily velkych planet doslova hnétou hmotu svych blizkych sateliti. Vy-
sledkem jejich pusobeni je silnd tektonickd ¢innost, v tom lepsim ptipadé, nebo
rozdrcen{ planety na prach, v tom horsim piipadé. Vysledkem préace slapovych sil
je i vznik prstenci kolem Jupitera, Saturna, Uranu a Neptuna.

Naprosto nepfedstavitelné slapové sily vlddnou v okoli neutronovych hvézd a
Cernych dér. Hmota, kterd dopadd na jejich povrch, je pretvorend drtivym tlakem k
nerozeznéni od hmoty piivodné zachycené jejich gravitaci. Podle predpovédi teorie
relativity dochdzi pobliz horizontu ¢erné diry ke zpomalen{ ¢asu. To by pozorovateli
padajicimu k horizontu ¢erné diry teoreticky umoziiovalo spatiit zrychlené celou
budoucnost vesmiru. Zminéné slapové sily vsak nestastného pozorovatele rozmag-
kaji na elementdrni ¢dstice, a proto miizeme tuto ldkavou myslenku na nahlédnut{
do budoucnosti vesmiru zase pohibit.

8.7.4 Rocheho mez

Slapové sily vysvetluji stabilitu nddhernych Saturnovych prstenct. Pokud se roz-
padne néjaké téleso pobliz planety, vyplni jeho ilomky velmi rychle rovnikovou
oblast. Podle numerickych modelti dojde ke vzniku prstence fddové behem jednoho
roku. Kdyby neexistovaly slapové sily, pocaly by se kameny a skdly tvotici prstence
ihned gravita¢né shlukovat a béhem nékolika tisict let by utvofily novy Saturntv
mésic.

Fg
o < o
Fs FS Soudrznost téles vzhledem ke slapovym sildm
| R 2r od telesa M.

Najdeme podminku, za které se budou trvale pfitahovat dvé koule (ilomky) o
hmotnostech m a poloméru r v poli slapovych sil mateiské planety o hmotnosti M.
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Koule drzi pohromadé gravitacn{ sila, ta miize nabyt maximalné velikosti

J't’l’)’L2

Fog=——
G~ g2

a to tehdy, kdyz se budou koule navzdajem dotykat. Zdrovein na obé télesa pilisobi
slapova sila, ktera se je snazi oddelit. Cim dél budou koule od sebe, tim bude
slapova sila vetsi a nejmensi velikost bude mit pii vzdjemném doteku obou kouli.
Pro jeji velikost plat{

Se zveétsovanim velikosti kouli slapova sila roste, zatimco gravitacnf sila klesd. Gra-
vitace udrzi obé koule pohromadeé, jen pokud bude Fg > Fyg, odtud dostaneme

podminku
R> 2“3/% = 2R, /22,
m p

kde Ry je polomér centralniho télesa a p, jeho hustota, zatimco p je hustota tlomka.
Napitklad pro p =~ p, vychdzi R > 2Ry. Vsimnéte si, ze tato mez uz nezdvisf na
velikosti 7 dlomkd.

Tento vysledek vysvétluje, proc se nemiize v nejbliz§im okolf planety, tj. ve vzdé-
lenostech mensich nez zhruba dva jeji poloméry, nachdzet zadné stabilni druzice.
Misto toho se tu vyskytujf jen pasy z rozldmanych kament a kusi ledu, které zbyly
po roztrhéni meésice, ktery se dostal piilis blizko k planeté. Naptiklad roku 1992
pozorovali astronomové kometu Shoemaker-Levy, jak vnikla do Rocheovy sféry Ju-
pitera a jak se rozpadla na 21 tlomkt. Naopak ve vétsi vzddlenosti od planety
uz nejsou prstence stabilni a z dlomka se brzy opét poskldadd kompaktni téleso,
vznikne novy meésic.

Polomér vymezujici oblast prevahy slapovych sil planety nad silami gravita¢nimi
se nazyvd Rocheho mez. Objevil ji roku 1848 EDOUARD ROCHE. Za piedpokladu
dokonalé tekutosti bude druzice stabilni ve vzdalenosti

R > 2.456 Ry ,a/%.

Napiiklad pro Zemi je Rocheho mez rovna 18470 km .

Temné pédsy v prstencich vnégjsich planet jsou
zplisobeny existenci malych mésicki, které
obihaji uvnitt Rocheho meze.

Vsechny velké planety (Jupiter, Saturn, Uran a Neptun) maji své prstence.
Nejndpadnéjsi a nejkrasnéjsi je prstenec Saturniiv. Prstence maji bohatou vnitini
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strukturu pozorovatelnou obvykle az z bezprostiedni blizkosti. Uvnit¥ planetér-
nich prstenci jsou pozorovény cetné temné pésy, ty jsou zpiisobeny nepfitomnost{
tlomki tvoiicich prstence. Temné pasy vznikaji jako diisledek rezonance obéznych
dob prstence s rotaci planety nebo s obéznymi dobami jejich meésici, takze tra-
jektorie v temnych pédsech jsou nestabilni. Temny pds vznikne také jako disledek
piitomnosti vétsiho kusu skily, ktery svou drahu ditkladné vyluxuje a zachyti nebo
odhod{ vSechny drobné dlomky stojici mu v cesté. Tyto miniaturni meésicky majf
rozméry do 10km a drzi je pohromade sily soudrznosti, takze jejich stabilita nenf
z&visld na vlastni gravitaci. Ze stejného divodu maji také obvykle velmi nepravi-
delny tvar.

8.7.5 Slapové tieni

Je zndmo, ze Mésic se od nés vzdaluje o 35 mm za rok a den se prodluzuje o 16 ps za
rok. I to je diisledek slapovych sil, jimiz na sebe Mésic a Zemé piisobi. V disledku
plasticity Zeme je jeji tvar deformovén a nepatrné fézové opozdén oproti slapovym
sildm Meésice, a prave to zpusobuje vznik brzdictho otd¢ivého momentu N.

Mésic
Vlivem plasticity zaostdavd deformace Zeme
za slapovymi silami Mésice o thel 6, coz v
dtsledku vede ke vzniku momentu slapového
tfeni N.

Odhadneme nyni rychlost zpomalovani rotace Zemé. Moment slapového tieni je
dén otdacivym momentem dvojice slapovych sil AF =~ AmKg, kterymi piisobi Mésic
na obeé slapové viny o vysce h a hmotnosti Am ~ Mzh/2R;. Zde Kg ~ 2gh/Ry je
intenzita slapovych sil. Rameno dvojice slapovych sil odhadneme jako d ~ 2Rz6,
kde 6 =~ 1072 je fazové zpozdeni slapové viny. Moment slapového tienf je tedy roven

2Mzgh2

N~ AFd ~
R,

0.
Tento moment zmenguje moment hybnosti Zemé a podle druhé véty impulzové
plati

N 5gh?

=~ 2L,
J R}

kde J ~ %M zR% je moment setrvacnosti Zeme. Rotace Zemé se tedy zpomaluje
podle predpisu 2 = Qg — et, kde € je jeji ihlova rychlost rotace. Za dobu t se den
prodlouzi o

2t 2w 1 1 5gh?

AT = — — ~ —T2ct ~ —T2 L6t

QO Q2w 0T 0RO
kde Tp je délka dne. Pro vysku slapové viny h ~ 0.5m a fazové zpozdeéni 6 ~ 1072
nam odtud vyjde odhad pro prodlouzeni dne AT ~ 18 us za t ~ 1 rok.
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Vzdalovani Meésice a brzdéni rotace Zemé budou probihat tak dlouho, az se
srovnd obéznd doba Mesice a rotace Zemé. Nakonec bude mit i Zemé privracenu
k Mesici stéle stejnou tvar, takze mésic bude stejné dlouhy jako den a oba budou
trvat asi 50 soucasnych dni, jak je mozno snadno spocist ze zdkona zachovani
momentu hybnosti. Prvni teorii slapového tieni podal roku 1879 GEORGE DARWIN,
syn slavného CHARLESE DARWINA.

Priklad 8.28 Mé&sic se vzdaluje od Zemé& a rotace Zemé& se zpomaluje vlivem vzdjemnych
slapovych sil. Najdéte rychlost synchronni rotace soustavy Zemé — Mé&sic.
ReZeni: M&sic se od nas vzdaluje v diisledku momentu sil slapového tteni, jimiz na sebe Mésic
a Zemé plsobi. D&j bude probihat tak dlouho, aZ se srovnd ob&?nd doba Mé&sice a rotace
Zemé. Srovnani periody rotace Mé&sice jiZ probé&hlo, a Mésic k ndm proto p¥ivraci stale stejnou
tvé¥. Aniz budeme zndt pfesnou dynamiku tohoto procesu, miazeme najit rychlost synchronni
rotace ze zdkona zachovdni momentu hybnosti. Zdkon zachovdni momentu hybnosti soustavy
je moZno psét ve tvaru

%MRzﬂ +mriw = %MR2 +mrd | wo,
kde M, R jsou hmotnost a polomé&r Zemé&, 2 je dhlova rychlost rotace Zemé&, m,r hmotnost
a vzdalenost Mé&sice a w je tihlova rychlost ob&hu Mésice kolem Zemé&. Koneéné wq je dhlovd
rychlost a 7o vzddlenost M&sice po ukonéeni synchronizace. Druhou rovnici dostaneme ze
tfetiho Keplerova zdkona

rPw? = riwd.

To vede na obtiZn& Fesitelnou transcendentni rovnici. Pokud si vSak uvédomime, Ze moment
hybnosti Zemé& bude p¥i synchronnfi rotaci zanedbatelny ve srovndni s momentem hybnosti, je
moZ¥no zakon zachovani hybnosti zjednodugit vynechanim glenu (2/5) M R?wo. Tim se problém
natolik zjednodusi, Ze pohodIn& najdeme analytické feSeni

2 3
Y~ <1+2MR Q) ~1.91.

wo 5 mriw
Obé&Zna doba Mésice, stejné jako pozemsky den, budou trvat ptiblizn& 50 dni. Vzddlenost
Mésice od Zemé pfitom bude asi o polovinu v&tsi, neZ je dnes.



