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1 Uvod

Diskrétni metody feseni diferencialnich rovnic jako napt. metoda siti umoznuji najit feseni dife-
rencialni rovnice pouze v diskrétnich bodech dané oblasti. Ptiblizna feseni, kterymi se budeme
zabyvat v nasem piispévku, jsou spojita, a tedy umoznuji zjistit priblizné feseni v libovolném
bodé dané oblasti a na jeji hranici.

Kapitola 2 je vénovana metodé vazenych residui. Tato metoda je sice jednou z nejstarsich
metod pro numerické feseni diferencialnich rovnic, ale soucasné je nedilnou soucasti modernich
baliki programi. Uvedeme zakladni myslenku a dvé konkrétni varianty této metody: metodu
kolokaci a metodu nejmensich ¢tvercu. Metodu vazenych residui lze povazovat za predchudce
metody konec¢nych prvku, coz byl hlavni duvod jejiho zafazeni do tohoto vykladu.

Metoda konec¢nych prvku je jednim ze zakladnich modernich nastroju, které umoznuji nu-
merické feseni diferencialnich rovnic, zejména parcidlnich diferencialnich rovnic eliptického a
parabolického typu. Je zalozena na varia¢ni formulaci okrajové tilohy a aproximuje piesné feseni
po ¢astech polynomidlnimi funkcemi (ndm zde postac¢i funkce po ¢astech linearni). Jejim za-
kladum je vénovana kapitola 6. Nejprve uvedeme nezbytné minimum funkcionélni analyzy tak,
abychom byli schopni zformulovat diferencialni problém varia¢né a nasledné rozhodnout o exis-
tenci slabého feSeni naseho problému a toto feSeni najit. Zakladni myslenku metody konecnych
prvki ukdzeme na jednoduchych jednodimenzionalnich tlohéch. V zavéru se budeme zabyvat
metodou konecnych prvku pro feSeni diferencidlnich rovnic eliptického a parabolického typu.

2 Metoda vazenych residui

Resme nasledujici okrajovou tlohu:
Lu)=f na QCR", (1)
B(u) =r na [I'=0Q. (2)

Protoze hleddme spojitou aproximaci pfesného feSeni, predpokladame, ze priblizné Feseni u
ma tvar

U(x) = U(x) + Y apnNp(x), kde (3)

¥ je znamé funkce, ktera splniuje presné okrajovou podminku na I', N,, je linedrné nezavisly
systém znamych tzv. testovacich funkci, ktery splnuje

Np(x)=0 vxel' Vm,



a;, jsou neznamé konstanty, které hledame tak, aby chyba aproximace byla minimélni (obvykle
pro jednoduchost @ je linearni v «v,,) a P je konecné ¢islo. Tedy spojity problém (1), (2), ktery
méa nekone¢né mnoho stupiu volnosti, redukujeme na piiblizné ekvivalentni problém s P stupni
volnosti. Uloha vede k feSeni P linearnich algebraickjch rovnic pro P neznamjch o,.

Poznamka 2.1 Poznamenejme, Ze v pocatecnich ulohdach funkce ¥, N,, i koeficienty «,, zdvisi
na case t:
U=U(x,t), Npy=DNux1t), amn=any,().

Oznacme Rg residuum na oblasti {2, Rp hrani¢ni residuum:
Ro=L{u)—f vQ, Rr=B(u)—r nal.

Metoda vazenych residui vyzaduje, aby vazené integraly residui byly nulové:

Q r
kde w; = w;(x), w; = w;(x), i = 1,2, ..., P, jsoudva (obecné ruzné) linedrné nezavislé systémy

vahovych funkci.

Je-li rovnice (4) splnéna pro v8echna i = 1,...P, P — +o00, pak Rg — 0 Vx € Q a
Rr— 0Vxel.

Metody vazenych residui lze rozdélit na tii typy metod:
a) vnitfni metody - to jsou takové metody, pro které plati Rr = 0, neboli pfiblizné feseni
splituje okrajové podminky presné, diferencidlni rovnici (a poc¢ateéni podminky) pfiblizné;
b) hraniéni metody - to jsou metody, pro které Rq = 0, tj. diferencidlni rovnice (a poc¢atecéni
podminky) je splnéna pfesné, zatimco okrajové podminky aproximujeme;
¢) smiSené metody - pfiblizné FeSeni nespliiuje piesné ani okrajové podminky, ani diferencialni

rovnici, tj. Rp #0, Rqg # 0.

2.1 Vnitini metody

Funkci ¥ a testovaci funkce N,, vybirame tak, aby hrani¢ni residuum bylo nulové, tj. aby na
I bylo B(u) =7, N, =0, m=1,2,..., P. Pfiblizné feSeni u hleddme ve tvaru (3) a rovnice
(4) se redukuje na rovnici

/ w;RadQ = 0. (5)
Q

Uvédomme si, ze Tesime-li diferencialni rovnici, musime aproximovat také piislusné parcialni
derivace, které v rovnici vystupuji. Je-li napi. Q C R?, pak

P ~ P
- ) o ON,, .
U(x) = U(x) + Y amNn(x), a; ()= 50+ Y an5(x), i=123, xeR,
m=1 v t m=1 ¢

Predpokladejme, ze L je linedrni diferencialni operator, a dosadme priblizné feseni do rov-
nice (5):

amNp) — f)dQ =0, i=1,...,P.

1=

/QwiRQdQ:/Qwi(L(ﬂ) —f)dQ:/Qwi(L(\If)nLL(



Dostaneme soustavu P linearnich algebraickych rovnic pro P neznamgych:
Ka=b, (6)

kde prvky ki, i,m =1,..., P, matice K a slozky b;, « = 1,..., P, vektoru pravych stran b
maji tvar:

k:imz/wiL(Nm)dQ, biz/wifdﬂ—/wiL(\If)dQ,
Q Q Q

slozky vektoru a = (ap,qs,...,ap)T jsou hledané koeficienty linedrni kombinace bazovych
funkei v (3).
Vysledné ay, ..., ap dosadime do (3) a ziskdme hledané pfiblizné feseni u.

Pro hrani¢ni a smiSené metody vazenych residui je postup odvozeni vysledné soustavy li-
nearnich algebraickych rovnic zcela analogicky. Slabinou metod typu vazenych residui je, ze
matice K je obecné plna, nesymetricka, neméa pasovou strukturu.

2.2 Volba vahovych funkci

Zatim jsme se nezabyvali konkrétnim vybérem vahovych funkci. Podle jejich volby dostaneme
ruzné metody. Uvedme alespon dvé.

2.2.1 Koloka¢éni metoda

Zvolme za vahové funkce w; Diracovy d—funkce:
w,=0(x—x%;), i=12....P,
pricemz plati

X>X;
S(x — x;) = { 0 x7x / G(x)5(x — x:)dQ = G(x;) .
00 X = X; <X,
Podrobna definice a popis vlastnosti Diracovy d—funkce pfesahuje ramec tohoto prispévku.
Pfipominéme jen, ze Diracova d—funkce je tzv. distribuce (=zobecnéna funkce, nikoliv funkce).
Podrobnosti najde ¢tenaf naptiklad v [11].

Dosadime-li tyto vahové funkce do rovnice (5), dostaneme

/ w; RpdQ) = / wi(L(P) + L amNy) = £)d2 =0
L,_/ @ m=1

= / d(x — x;)Ro(x)dQ2 = Ro(x;), i=1,...,P.

Jinymi slovy, tento vybér vahovych funkci je ekvivalentni pozadavku, aby residuum bylo rovno
nule v P libovolné vybranych bodech x; €  (tzv. koloka¢nich bodech). S rostoucim P je
residuum nulové ve vice a vice bodech.

Kli¢ovou otazkou ovSem je, kam umistit kolokac¢ni body. Jejich rozmisténi v ) hraje roz-
hodujici roli pro konvergenci ziskaného pfiblizného feSeni k presnému feseni daného problému.
Lze ukazat, ze pro obycejné diferencialni rovnice je residuum miniméalni, zvolime-li kolokac¢ni
body jako kofeny Cebysevovych polynomii.



Priklad 2.1 Metodou kolokaci hledejme teseni rovnice
u'(v) +u(z) +22=0 , z€(0;1)

splnugici okrajovou podminku
uw(0) =u(l)=0 .

Testovaci funkce volime dle ndsledujiciho predpisu:

P
i () =) agal(l—x)
Jj=1

kde P je pocet kolokacnich bodii.

Resent ziskané pomoci jednoho kolokacniho bodu:
Pro P =1 ziskdme dosazenim do (9) testovact funkci ve tvaru:

aM(z) = az(1 —2).

Tuto testovaci funkci dosadime do rovnice (7) a dostaneme

Ro(r) = 204 + aqz(l —z) + 2* = ay (-2 + 2 — 2*) + 2° = 0.

1 1
Zvolime-li napt. kolokacni bod x = =, je ay = = a priblizné resent

2 7

uM (z) = ;x(l — ).

Resend ziskané pomoci dvojice kolokacnich bodii:
Testovaci funkce pro dva kolokacni body md tvar:

1% (z) = aqz(1 — z) 4+ apz®(1 — z)

Pak
Rqo(z) = —2(a; — ag + 3asz) + aq(x — 2%) + ag(a?® — 23) + 2°
= ai(z—2-2*) +a(—2*+2>—6x+2)+ 22 =0
. . y . 1 2 29
a zvolime-li kolokacni body napr. x = = a x = 3 dostaneme o = 106 Q9

priblizné Tesent pro tyto dva kolokacni body je tedy

2
a0 = 2o~ gy 4+

9 2
_ 1—2).
116 v(1—2)

52
Snadno lze ovérit, Ze presné Tesent ulohy (7), (8) je

2 1-1
= Lsin:zc—2(zosx—x2—|—2.

u(z)

sin 1

52

Vysledné



Srovnani pfesného feSeni rovnice u"(x)+ u(x) + x2=0
a feSeni ziskanych metodou kolokaci
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2.2.2 Metoda nejmensich ¢tverca
Zvolime-li za vahové funkce w,; funkce
ORq .
w; = , 1= 1, ey P s
8041-

a dosadime-li tyto funkce do rovnice (5), dostaneme

OR
/wiRQszo — /( Q) RodQ =0,
Q Q aai

a tedy dostaneme metodu nejmensich ¢tverciu:
Polozme (v; je tzv. ”tuning” parametr, nezavisi na «; a je vybiran libovolné, obvykle v; = 1)

E(Oél,...70ép)—/U1(RQ)2dQ
Q

a minimalizujme F vzhledem k «;. VSechny prvni parcialni derivace funkce £ musi byt nulové:

a—E:2/v1 ORq Rod=0,i=1,...,P.
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Dostaneme opét soustavu P linearnich algebraickych rovnic pro P neznamych
Ka=b.

Matice K je sice symetricka, ale casto Spatné podminéna.

Nebudeme se podrobné zabyvat metodami numerického feseni soustav linearnich algebraic-
kych rovnic. Ctendf jich najde velké mnozstvi napi. v [4] (klasické metody i metody blokové a
metody vhodné pro velké fidké matice soustavy), [5] (iterac¢ni metody, metoda sdruzenych gra-
dientt), [12] (itera¢ni metody), [15] (vicetroviiové metody), [13] (klasickd ucebnice numerické
matematiky). Stru¢ny piehled téchto metod muze ¢tendf najit i v [9].

Poznamka 2.2 Zminime se jesté o jedné metodé — predchidci metody konecényjch prvki. Je to
tzv. Bubnova-Galerkinova metoda, kterd poZaduje, aby vdhové a testovaci funkce byly stejne
linearné nezdavislé systémy funkci:

wi(X):NZ’(X), Z:1,2,,P
Dostaneme soustavu linedrnich algebraickych rovnic

Ka =b, kde K je symetrickd matice,

Q

2.3 Priklady
1. d
Yy
1 ((1+$)£> =0, pro z€(0,1),

Reseni aproximujte funkci
mmx
2

2
o(x) = Z QU SIN
m=1

a urcete celkové residuum R = Rq + Rr.

d? du?
—2u (d—;;> (d—;> =4, pro z€(0,1),
=1,

_l’_
u(0) u(l) =0.

Reseni aproximujte funkeci
3
u(z) = E ay, sin(nr)
n=1

a urcete celkové residuum R = Rq + Rr.



3. Stacionarni vedeni tepla bez zdroje

2T 4T

@—i—d—yQ:O, pro z€(—-1,1), ye(-1,1),
dT

T=0 pro y==1, —:cosﬂ pro x = =+1.
dx 2

Reseni aproximujte funkeci

t

f(l‘,y) = ZamNm(I;y), kde

m=1
Nl(x7y> = 1_y2a N2(1'7y) = (1_y2)$2,
Ng(ﬂf,y) = (1_y2)y27 N4(x,y) = (1—y2)$2y2,
Ns(z,y) = (1—y?)at.
Urcéete celkové residuum R = Rq + Rr.
4. L
U
@—i—u—l—xzz(), pro z € (0,1),
u(0) =u(l) =0.
Presné fesent: 1—9 ]
u(r) =2 —2cos z — &Sinx—x?
sin 1

Reseni aproximujte funkci
P
U(r) =Y al(1—x)  (Nj() =2'(1-2)).
j=1

Metodou kolokaci a metodou nejmensich ¢tvercu najdéte ptiblizné feseni pro P = 1,
P = 2 Vysledky porovnejte (vzajemné i s pfesnym FeSenim). VSe znézornéte graficky.

5. Vedeni tepla
d2T
k@%—S(x) =0, z€(0,1),
T(0)=T(1)=0, k:=0,01, S(zx)=2z".

Ptiblizné Teseni hledejte ve tvaru
2
T(zx) = Z amr(l—a™).
m=1

1. Vypoctéte presné feseni.
2. Urcete celkové residuum R, = Rq + Rr.

3. Pouzitim kolokac¢ni metody urcete oy, «s. Za koloka¢ni body zvolte

2
, T=z.

3

1
T =z
3



3 Minimum funkcionalni analyzy

Nez se budeme moci zabyvat metodou kone¢nych prvki, musime se seznamit alespon strucné
se zaklady funkcionalni analyzy. Pro zvidavé ¢tenafe lze k podrobnéjsimu studiu funkcionalni
analyzy doporucit nap¥. klasickou uéebnici [14] nebo skripta [16].

Metoda konecnych prvku je zaloZena na varia¢ni formulaci dané tlohy a umoziuje nam
najit tzv. slabé feseni.
Uvazujme okrajovou ulohu:

Lu(z) = f(z) vQ, (10)
Su(x) = g(x) nal =00 (11)

Tuto tlohu lze formulovat jako tzv. variac¢ni tlohu:
tue H (H ... Hilbertiv)

a(u,v) = F(v) YveH, (Galerkin) (12)

kde a(u,v) je néjaka bilinearni forma a F' je linearni spojity funkcional na H.
N&s problém muzeme rovnéz formulovat jako tilohu pro hledéani feseni jisté operatorové rovnice

Tu =y, (Ritz) (13)

kde feseni u € H je bod, v némz jisty tzv. energeticky funkcional nabyva svého minima. Plati
i naopak: Je-li u € H takové, ze v u nabyva energeticky funkcional svého minima, je toto w
feSenim nasi operatorové rovnice.

Abychom si mohli ukazat vsechny souvislosti, musime se nejprve zabyvat nékterymi dilezitymi
pojmy z funkcionélni analyzy detailnéji.

3.1 Zakladni pojmy

V ... linearni prostor
uveV, A\ueR(C) = Au+pupweV + 8 axiomu (14)
L:V — R ... linearni funkcional
L(Au+ pv) = AL(u) + pL(v) Yu,v €V, VA,u € R (15)

Priklad 3.1 ,
V=clab), L) = / f()dz

O
a:V xV — R ... bilinearni forma
(a je funkce linearni v kazdém jednotlivém argumentu)
a(Au+ pv,w) = Ada(u,w) + pa(v, w
(ot - juo, w) (ww)+ palo,w) e v v e R (16)

a(w, \u + pv) = da(w,u) + pa(w,v)



Priklad 3.2 ,
a(v,w) = / v(x)w(x)de, v,w € L*({a,b))

0
Definice 3.1 Rikdme, Ze
a(.,.) je symetrickd bilinearni forma <=  a(w,v) = a(v,w) Yv,w € V
al(.,.) je positivné definitni bilinedrni forma <= a(v,v) >0Yv €V, v #0
a( .,.) je omezend bilinedrni forma na V', jestlize 3 konstanta M > 0 tak, Ze
la(v,w)| < Mljo[llwl]]  Vo,weV. (17)

Symetrickd bilinedarni forma a( .,.) je koercivni (V-elipticka) na V', jestlize existuje kladnd kon-
stanta « tak, Ze
a(v,v) > aljv|)? VoeV. (18)

a(u,v) symetrickd, koercivni bilinedrni forma = a(.,.) je positivné definitni
skaldrni soucin na V' (znaceni: (.,.), (.,.)v ) ... positioné definitni, symetrickd bilinedrni
forma na V

Priklad 3.3

V =R", (u,v):Zuivi u=(uy,...,u,) €ER" v=(vy,...v,) €ER"
i=1

V=L[*Q), (uv)= /Qu(x)v(x)dx, Q C R? oteviend

O
Linearni prostor, na némz je definovan skaladrni soucin ... prostor se skalarnim souc¢inem
Kazdy linearni prostor se skaldarnim soucinem je normovany linearni prostor (n.l.p):
V' linedrni prostor, (.,.) skaldrni sou¢in na V', normu na V' definujeme pfedpisem:
vl = v/ (v,v) YoeV (19)

(oznaceni ||.|[, ||-|lv)

Definice 3.2 Norma na linedarnim prostoru V je funkce
|.]|:V—Ry :

L >0Yv eV, v#0

2. ||| = |A - |lv]] Yo € V, VA €R (ev.A € C)
3. v+ wll < vl + [[wl]] - Yo,w eV



Poznamka 3.1 Poznamenejme, Ze

a) Nahradime-li 1. poZadavkem

Vi >0Yv eV + 2. + 3. = | .| seminorma (muze byt nulovd i pro néjaké nenulové v)
b) v,w €V jsou ortogondlni <— (v,w) =0

¢) Cauchyova-Schwarzova nerovnost:

|(w, v)| < Jlwll - vl Yo, weV (20)

(rovnost plati pouze pro w = Av pro néjaké A € R)

Priklad 3.4 Priklad seminormy:

V ={veclCa,b), sup |v'(z)] < oo}... prostor hladkijch funkci s omezenou derivact
z€(a,b)
lv] = sup [V'(z)| ... seminorma na V O
z€(a,b)

Konvergence ve V: {v;}2, €V

Rekneme, e posloupnost {v;} konverguje k v € V| tj. v; — v pro i — 00
(lim v; = v), jestlize

1—00

|vi—v|]| — 0 pro i— o0

Definice 3.3 Rekneme, Ze posloupnost {v;}2, je Cauchyovskd ve V, jestliZe
|lvi —v;|| — 0 pro i, j — oo, presnéji jestlize

Ve >0 Elno VZ,j > nyg Hvl _UjH <e€

Definice 3.4 Prostor V' se skaldrnim soucinem nazyvame uplny, jestlize kazdd Cauchyovskd
posloupnost md limitu ve V :

{v;}32, Cauchyovskd , Zliglo v,=v a veV.

Uplny prostor se skalarnim soucinem ... Hilbertuv prostor
Uplny normovany linearni prostor ... Banachuv prostor

Poznamka 3.2 Pozor! Ne vsSechny normované linedrni prostory jsou prostory se skaldrnim
soucinem

Piiklad 3.5 Q C R? otevrend,
(u,v) = / u(x)v(x)dx ... skaldrni soucin v L*(Q)
Q

L*(Q) s timto skaldrnim soucinem je Hilbertiv prostor. Je to jediny Hilbertiv prostor ze vech
Lebesgueovskych LP—prostori, viz odstavec 3.6.2. U
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3.1.1 Priklady normovanych a Banachovych prostora

1.

Vektorovy prostor R realnych ¢isel je normovany Banachuv prostor vzhledem k normé
l|z|| = |x|, € R (Jz|... absolutni hodnota realného ¢isla x).

. Vektorovy prostor R? je normovany Banachiiv prostor vzhledem k nésledujicim norméam:

L lally = l2[ + [yl , kde a = (z,y) € R*;
2. [lallz = max{|«[, [yl};
3. |lalls = (2% +y2)V2.

. Vektorovy prostor C vsech komplexnich ¢isel je normovany Banachuv prostor vzhledem

k normé ||z|| = |z], z € C (|2]... absolutni hodnota komplexniho ¢isla z).

. Vektorovy prostor R" vSech uspofddanych n—tic x = (x1,2s,...,2,) redlnych disel je

normovany Banachuv prostor vzhledem k nasledujicim normam:

n

L flalh =) lzl;

k=1

n 1/2
2. [Jz]]o = (leﬁ) ;
k=1

n 1/p
3. ||z||s = <Z|xk\p> ,kde 1 < p < o0;
k=1

prostor R" s touto normou se obvykle oznacuje £} .
4. ||z||s = max{|z1], |22l ..., |zal},

prostor R™ s touto normou se obvykle oznacuje ¢ .

. Vektorovy prostor C(a, b) vSech redlnych spojitych funkei definovanych na intervalu (a, b)

je normovany prostor vzhledem k nasledujicim normam:

b
L |fllh = / () da

21170 = ( [ b\f<x>|2dx) 7

3.flls = sup |f(x)].

a<z<b

Prostor C(a,b) je normovany Banachuv vektorovy prostor s normou ||.||3. UkéZeme, Ze
C(a,b) je také normovany vektorovy prostor s normou ||.||2, ale neni v této normé Ba-
nachuv.

b
a) || f]| ZOprotoie/ fOPA=0.[[f[[=0 <= [f(t)? =0 <= f(t)=0.

b 1/2 b 1/2
b)||af||=(/ |af(t)|2dt> ~ o (/ |f(t>|2dt) T
b 1/2 b 1/2 b 1/2
C)||f+g||=(/ |f+g!2dt> s(/ |f|2dt> +(/ |g|2dt) — 111+ 1lgl] (podie
11



Minkowského nerovnosti).
Tedy C{a, b) je s touto normou také normovany vektorovy prostor.

Abychom ukazali, Ze C(a,b) neni s integralni normou Banachuv, uvazujme nésledujici
piiklad: Necht a = -1, b =1,

0, —-1<t<0,
fat) =< nt, O0<t<i,
1, Lt<t<1.

Posloupnost { f,,(t)} je Cauchyovska v C[—1, 1], ale nekonverguje k zddnému prvku C[—1, 1].

. Vektorovy prostor P[0, 1] vSech polynomt na [0, 1] s normou ||z|| = sup |z(¢)| je normo-
0<t<1

vany prostor.

. Necht p > 1 (p ne nutné pfirozené ¢islo). L7 oznacuje t¥idu vSech redlnych funkei f(t),
takovych, Ze f(t) je definovand pro s.v. ¢ (= pro vSechna ¢ a7 na mnozinu miry nula),
je métitelna a |f(t)|P je Lebesgueovsky integrovatelna na (—oo,400). Definujme na LP
nasledujici relaci ekvivalence:

f)~g(t) <= [f(t)=g(t) s

Mnozina vSech tfid ekvivalence, na které je LP takto rozdéleno, se oznacuje L” nebo L,.
L, je vektorovy prostor a normovany prostor vzhledem k normé

+0o0 1/p
10 = ( / If“)(t)l”dt) |

kde f™) reprezentuje t¥idu ekvivalence [f]. Misto intervalu (—oo, +00) bychom mohli uva-
zovat interval (0, +00) nebo libovolny koneény interval (a, b) nebo libovolnou méfitelnou
mnozinu F.

Chéapeme-li rovnost v obvyklém smyslu, neni £” normovany prostor. Je to vsak semi-
normovany prostor, coz znamend, ze || f|| = 01 kdyz f # 0.

Poznamenejme jesté, ze nulovy prvek LP je tfida ekvivalence, ktera obsahuje vSechny
funkce f € LP, pro které je f(t) =0 s.v.

. Vektorovy prostor C'*|a, b| vSech nekoneénékrat spojité diferencovatelnych funkei na [a, b]
je normovany prostor vzhledem k normeé

b n 1/p
ny = ( Iy IDif(t)|pdt) . 1<p<oo.
0 =0

kde D’ oznacuje i-tou derivaci.
Poznamenejme, Ze vektorovy prostor C*[a,b] muze byt normovin nekoneéné mnoha
zpusoby.

[1£]

. Necht C*(Q)) oznacuje prostory vsech redlnych funkci n proménnych definovanjch na
Q (oteviend podmnozina R™), které jsou spojité diferencovatelné az do fadu k. Necht

12



n
a= (o1, ...,00), kde o, © = 1,...,n, jsou nezdporna prirozena ¢isla a |a| = g Q.

i=1
Pak pro f € C*(Q) existuji a jsou spojité derivace

olel f

D¥f =
/ oty - oton

la| < E.

C*(€Q) je normovany prostor vzhledem k normé

| Fllka = max {sup [D*f]}.

0<[a|<k

10. Necht C5°(€2) je prostor vSech nekoneénékrat spojité diferencovatelnych funkei s kompakt-
nim nosicem na 2 (oteviena podmnozina R"™). C3°(2) je normovany prostor vzhledem k

normé
1/p

1Al = | [ 3 100t

2 lal<k

3.2 Podprostory a projekce
V' ... Hilbertiv, V5 C V linearni podprostor

Rekneme, ze V; je uzavieny, jestlize obsahuje limity vSech posloupnosti ve V;, tj.
{v}2i Vo, vj—wvproj—oo = wveV
V tomto ptipadé je V; také Hilbertuv se stejnym skalarnim soucinem jako V.
Necht V) C V' je uzavieny. Pak kazdy prvek v € V' lze jednoznacné zapsat ve tvaru
v=v9g+u, kde wvy€Vy a u jeortogonalnik Vj. (21)

Prvek vy muzeme charakterizovat jako jednoznacéné urceny prvek ve Vi nejblizsi k v (tzv. véta
o projekci), tj.
o = woll = min v~ w]| (22)

Vo ... ortogonalni projekce v na Vg (znaceni: vy = Py,v)

Disledek: Jestlize uzavieny linearni podprostor V) neni roven celému V', pak mé norméalovy
vektor, tj.
existuje u # 0, u € V', které je ortogonalni k Vp: (u,w) =0 Vw € V.

Rekneme, ze dvé normy || . |la, || - ||» jsou ekvivalentni na V, jestlize existuji kladné konstanty
¢, C takové, ze
¢ ol <lvlla <C-lvlle VoeV (23)

Priklad 3.6 V =R"

a) normy
n

Iolloe = max il @ ol = [ui

1<i<n
=1

13



jsou ekvivalentni, protoZe
vl < lolls < nflvflee VeV

b) normy ||v]|2 a ||v]| jsou ekvivalentni, protoZe

[v]l2 =

n
S2% ol < lolle < Vallole VeV,
=1

O

Plati dokonce véta:
Je-li U konecnédimenzionalni normovany linearni prostor, pak vSechny normy na U jsou ekvi-
valentni.

Priklad 3.7 V' = prostor omezenych integrovatelnych funkci na (0,1) .
Normy

1 .
1l = max |f(@)] ||f||p=(/0 If(rc)|pdm) 1<p<o,

z€(0,1)
nejsou ekvivalentni. 0

3.3 Operatory

V., W dva Hilbertovy prostory, B : V — W linearni operator.
Rekneme, ze B je omezeny <= existuje konstanta C' tak, Ze

|Bullw < Cllolly  VoeV (24)
Norma omezeného linearniho operatoru B:

Bo|lw Bvl|w
Bl s 1By 1Bl
vevpzo |[V][v [ollv
[Bullw < [|B]| - [|v][v (25)
Tedy ||B]| je nejmensi konstanta C' v (24).

< B[ t.J.

Poznamka 3.3 Omezeny linedrni operdtor B : V. — W je spojity:
v; — v veV = Bv; — Bv ve W pro j — oo, protoze

1Bvj = Bullw = [|B(v; = v)llw < [|B]| - [lv; =v]| — 0 pro j — oc.

Lze ukazat 1 naopak: Je-li linedrni operdtor spojity, je © omezeny. U

W =R = linearni funkcionaly
L :V — R linearni funkcional na V.
Mnozina vSech omezenych linedrnich funkciondla na V' se nazyva dudlni prostor k V' (oznaceni
V),
Ll =sup PO Ly e R = =1 (26)
vev ||v]lv
Definujeme-li ve V*:

(AL + pM)v = AL(v) + uM(v), L, M eV* X\ p€R,

pak V* je normovany linearni prostor. Lze ukazat, ze V* je uplny, a tedy Banachuv.
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3.4 Bilinearni formy

Véta 3.1 Rieszova véta o reprezentaci linearniho funkcionalu
V' ... Hilbertuv prostor se skaldrnim soucinem ( .,.).
Pro kazdy omezeny linearni funkciondl L na V existuje pravé jedno uw € V' tak, Ze

L(v) = (v,u) YveV. (27)

Navic ||L|

ve = |lullv .

Dukaz Jednoznacnost:

u,up €V o1 L(v) = (v,u1) YveV a L(v) = (v,u) Vo eV
= (v,u1) = (v,ug) Yo €V, tedyipro v=u; —usy
= (up —ug,uy) — (ug —ug,ug) =0, atedy
(up — ug,uy — ug) = [Juy —ug|> =0 = uy =uy.

Existence:

a) Llv) =0YveV = u=0 (L(v) = (v,u) =0Vv e V)

b) Necht nyni L(v) # 0 pro néjaké v € V.

Zkonstruujeme u jako vhodny normalizovany "normalovy” vektor k podprostoru

Vo={veV, L(v) =0} (= KerL).

Vo je uzavieny linedrni podprostor V', podle véty o projekci (21) lze v € V zapsat pravé jednim
zpusobem jako

v=vy+w, vyg€Vy, w ortogonalnik Vj
(tj. mimo jiné w nelezi ve V;), pficemz L(w) = L(v—wvy) = L(v) # 0. Pak pro v € V libovolné

je

LW o e L) W)
L(” L(w)) L) = Lw)zy =0 = Zw) <0

L
a protoze wlVy, — v —w (v),w =0.
L(w)
Posledni rovnost rozepiseme a upravime:
L
(U,U)) %(vaw) 0
L) o L(w) L(w)
(v,w) = ———=|w||* = L) = (v,w) = (v, w
L(w) [[w]]? [[w]]?
Tedy dokonce jsme u zkonstruovali:
L
L(v)=(v,u) YveV, kde u= wH <T|}3
w
Navic: I
L) _ [ w)] vl - flully _ N
ol lvllv [ollv

15



L
N 105]

L AN/
IElv- = sup e

= [lullv .

O
Disledek Rieszovy véty
Linearnim funkciondlum L € V* lze prifadit u € V, a tedy je-li V Hilbertuv prostor, je V*
"ekvivalentni” s V.

Priklad 3.8 Z linedrni algebry vime:
L : R3 — R je linedrni zobrazeni <= L je reprezentovdno matici A3, tj.

A
E”Alxg : L(?) = A? = ((111, a12,a13) ) V? € R5 .

T3
Tedy linedrnimu funkciondlu L € (R®)" je jednoznacné prirazen prvek

A= (CLH, 19, a13) & R3. ]

3.5 Formulace problému

Uvazujme nasledujici problém:
V ... Hilbertuv

L ... omezeny linearni funkcional na V',
a(.,.) ... symetrickd, koercivni (V-eliptickd) bilineérni forma na V'
(P) tueV : a(u,v)=Lv) YveV (28)

Jak muzete vidét, problém (P) je problém (12). Nyni uz ale vime, jaké predpoklady musi
spliiovat bilinearni forma a(.,.) a linedrni funkcional L na Hilbertové prostoru V', abychom
mohli aplikovat Rieszovu vétu. Podle Rieszovy véty totiz plati, ze

VL e V* 3w e V', které fesi (P).

Poznamka 3.4 Protoze a(u,v) = L(v) Yv € V| musi byt tato rovnost splnéna i pro v =
u. Dostavdme (levd nerovnost plyne z koercivity bilinedrni formy a(u,v) - viz (18), pravd z
omezenosti L - viz (25))

ollull} < a(u,u) = L(u) < ||L||v-|jullyv t.j. dostdvame (29)

1
llullv < =||L||v- ... tzv. energeticky odhad. (30)

a
Je-li tedy a(.,.) symetrickd, koercivni a omezend bilinedrni forma na V, pak miZeme na V
definovat normu (indukovanou touto bilinedrni formou) || .|| ... tzv. energetickou normu pred-

pisem

|lv]la = Va(v,v) YoeV. (31)

Protoze a( .,.) je omezend (|a(v,w)| < M||v|| ||w| Yv,w € V) a z (29) plati
Vallly < fvlle < VMolly Vo eV,

|- lv all -lla jsou ekvivalentni - viz (23).
V' je tedy Hilbertuv prostor vzhledem ke skaldrnimu soucinu a( .,.) a normé || .||a -
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Problém (P) lze pfepsat jako problém minimalizace (energetického) funkcionélu:

Véta 3.2 Necht a( .,.) je symetrickd, pozitivné definitni bilinedrni forma, L omezeny linedrni
funkciondl na Hilbertové prostoru V. Pak

(P) a(u,v) = Lv) YveV (variacni formulace, Galerkin) (32)
—

(P") Flu) < Flw) YveV, kde (Ritz) (33)

Fv) = %a(v, v) — L(v) ... energeticky funkciondl (34)

Dikaz 1. Necht u fesi (P), v € V' libovolné.
Polozme w=v—-—uweV.Pakv=u+wa

Fv) = %a(u—l—w,u—i—w) — Llu+w) =
= Sl — L) +aluw) ~ L) +aluw, ) =
F(u) = 0(u fesi (P))
= F(u)+ %a(w, w) .

Protoze a( .,.) je pozitivné definitni, je posledni ¢len kladny pro kazdé nenulové w, tedy
F(u) < F(v) YoeV.

2. Necht u fesi (P’), v € V libovolné.
Polozme ¢(t) = F(u+tv) > F(u) =¢(0) Vt€R = ¢ ma minimum v bodé ¢t =0, ale

g(t) = %a(u +tv,u+tv) — L(u + tv) = %a(u, u) — L(u) + t(a(u,v) — L(v)) + %tQ(z(v, v),

t.j. g je kvadraticky polynom v ¢, 0 je jeho stacionarnim bodem:
0=4'(0) =a(u,v) — L(v), a tedy

a(u,v) = L(v) YoeV.

O Je-li tedy af( .,.) symetrickd, pozitivné definitni bilinearni forma, L omezeny funkcional na
V (V Hilbertuv), pak u € V fesi (P), pravé kdyZ v minimalizuje energeticky funkcional F'.
Rovnost a(u,v) = L(v) je tzv. varia¢ni rovnice pro F. Metody studujici minimaliza¢ni problém
pro F' jsou tzv. variacni metody.

Véta 3.3 Laz-Milgramovo lemma (zobecnéni Rieszovy véty na nesymetrické bilinedrni formy)
Je-li bilinearni forma a(.,.) omezend a koercivni (V —eliptickd) v Hilbertové prostoru V a L
omezeny linedrni funkciondl na V', pak ezistuje prdvé jedno u € V tak, Ze u 7esi (P). Navic
plati energeticky odhad

lullv < C||L|

v+, C' >0, konstanta.

Poznamka 3.5 Neni-li a( .,.) symetrickd, nelze ukdzat ekvivalenci (P) a (P’).
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3.6 Prostory funkci

3.6.1 Prostory C*(M)

M c R? podmnozina, C(M) ... linearni prostor funkci spojitych na M
Priklad 3.9 C({a,b)) ... n.lLp. s normou napf-

b b 2
1= [ p@ide 1= ([ 15@Rde) "l = sup 17| = ma )]

a<z<b

Poznamka 3.6 Konvergence:
a) "silna” konvergence (konvergence v normé)
X oondpy |lx, {un)iy C X, ue X

lim u, =u (vX) <= lim |lu, —ul[x =0
(oznacent u, — u v X ).

b) 7slabd” konvergence

X ... nlp., X* dudlni prostor k X, {u,} C X

{up}edy —~ueX pron—o00 <= VLeX* lim L(u,) = L(u)

n—oo

w ... slaba limita posloupnosti {u,} (oznacent u, — u )
(L€ X* ... spojity linearni funkciondl na X ).
o) {ufity — v = A{wpl, = u:

| L(un) — L(w)| = [L(un — w)| < [|L]|x+[Jun — ullx < Mun —ullx

(M ... konstanta omezenosti L, viz (24))

Q CR? ... oblast (= souvisld, otevienad mnozina)
C*(Q) ... linearni prostor funkci k—krat spojité diferencovatelnych na Q, t.j.:

v:R*"—R: D*%ecCQ) V| <k
olely

o R, oy
D% = pram RS parcialni derivace fadu |a|
0.0

d
a=(ay,...,aq), o € NU{0}... multiindex, |a| = Z «; ... délka multiindexu «
i=1

wr N v
Priklad 3.10 o = (1,2), |Oé| = 3, D%y = W
Vsechny dalsi parcidlni derivace 3. rddu funkce 2 promeénnych:
a=(3,0) a=(0,3) a=(2,1)
3 3 3
D%:@ Dav:8U D%*v o

o3 ox3 ~ 9220z,

18
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Linearni parcialni diferencialni rovnici fadu £ na {2 mizeme zapsat ve tvaru

Z ao(x)D% = f(x), ao(x) ... funkce proménné x v 2.

laf<k

Norma na C*(Q):

Ivllex @) = max|ID*vfle) (38)
seminorma na C*(Q):
V]er@) = max D% - (39)

Definice 3.5 Rikdme, Ze funkce v md kompaktni nosic v Q), jestlize

v(x) =0 VreQ\Q, Qo kompaktni (omezend, uzaviend) podmnozina ).
Oznaceni: suppv = {x € Q, v(z) #0}, Qo =Suppo.
Priiklad 3.11

0 z € (—1,0)
B T z e (0,1)
1) -+ 2 € (1,2)
0 € (2,3)
Q=(-1,3), suppf=1(0,2), Qo=10,2). O

Definujeme: B
Co(Q) ={vech(Q), swppvcCQ},

Cs°(£2) ... mnozina funkci, které maji spojité derivace vSech fadu a jsou nulové vné né&jaké
omezené, uzaviené podmnoziny ). Casto znacime

C5°(R2) =D(R) ... tzv. prostor testovacich funkei
a omezené linearni funkcionély na D(Q2) nazyvame distribuce.
Poznamka 3.7 Je-li v € C5(Q), pak D% = 0 na hranici 2 pro |a| < k.

Poznamka 3.8 Konvergence v C3°(€2):
{on} CCF(Q), on — i, jestlize
1. existuje kompaktni mnozina K C ) takovad, Ze

suppy, C K Vn
2. D%p, — D%p steynomérnée Va:

sug DY, (z) — D%(x)] — 0.
S

Definice 3.6 Funkciondl F' definovany na D(QY) je distribuce, tj. F' € D*(Q)) <—

1. Flo+) = F(o) + F(1),
2. Flap) =aF(p),

3. Jestlize p, — ¢, pak F(p,) — F(p).
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3.6.2 Prostory LP

Meéli bychom pracovat s tzv. méritelnymi funkcemi a s Lebesgueovym integralem. To ale neu-
mime. Uvedme nejprve nékolik poznamek.

Pro v € C(2) je Lebesguetiv integral totozny s Riemannovym.
Rekneme, ze )y C € je mnozina miry 0, je-li jeji ”objem” nulovy:

|Q|:/dQ:O.
Q

Rikame, ze dvé funkce se sobé rovnaji skoro viude (s.v.), jestlize se sobé rovnaji vSude, az na
mnozinu miry 0.

Priklad 3.12 2 omezend oblast, xo € 2, oznacme Ig(v) = / v(z)dz.

Q
vi(z) = 1 Vz e
1 VeeQ, x#xy = Ig(v) = Ig(ve) = |Q
va(w) = 2 x=u1x

O
Poznamka 3.9 Hranice I' = 09 omezené oblasti ) je mnoZina miry nula = Ig(v) =

Io(v) Yv. Napriklad:

QCR', tj Q=(a,b) = Io(v) :/ v(x)dz, I5(v) :/ v(z)de.

Poznamka 3.10 Z toho, Ze funkce je integrovatelnd neplyne nic o jeji hodnoté v bodé xqy € €1,
tedy hodnoty funkce v jednotlivych bodech nejsou dobre definovdany.

Vratme se zpét k Lebesgueovym prostortim:
LP(Q)={v:Q —R, / [vPdQ2 < oo} . (40)
Q

L? je tplny normovany linearni prostor, tj. Banachtuv, s normou

1
P
loller = o)l ooey = ( / rv<x>rpdx) Cl<p<oo (41)
Q

Rekneme, Ze v € LP, jestlize ||v]|1» < 00.

Poznamenejme jesté, Ze prostor C(2) je husty v LP(Q), 1 < p < oo, t.j. zhruba feceno:

libovolnou funkci v € LP muzeme aproximovat libovolné dobfe v L” normé funkcemi z C(€2) :

Vo e LP FHu;}2, € C() = |Ju; —v||[p —> 0 pro i — oo

Nés bude zajimat zejména L?, protoze L? je Hilbertiv prostor (jediny ze vsech LP prostorti) se
skalarnim soucinem,

(v, w) = / v(@w(@)de, [ollie = ( / Uz@dxf . (42)
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3.6.3 Sobolevovy prostory

Sobolevovy prostory jsou velmi specialni Hilbertovy prostory.
Nejprve musime zobecnit pojem parcialnich derivaci.
Q) C R? oblast ( = souvisla, oteviena mnozina), v € C}(Q) . Integraci per partes dostaneme

1
8@ cpdx = / sz de Ve e(y(Q).

(Hrani¢ni integral vypadne, viz poznamka 3.7.)

v
Je-li ale v € L*(Q), pak . nemusi v klasickém smyslu existovat. Proto definujeme zobecnénou
T

derivaci v jako linearni funkcional

dz Ve eCy(9Q). (43)

Liv) = 8332 83:1

Je-li L omezeny v L?, pak podle Rieszovy véty existuje pravé jedna funkce w € L? takova, ze

L(p) = (w,p) Voel?,  tij

dp 1
_ = Q
/ 83:1 dr = /ngodx Vo € Cy(Q)

(na pravé strané posledni rovnice je skalarni soucin v L*(Q)).
Rikame, Ze zobecnéna derivace je z L*((2), piseme

ov
=w
82%’ ’
¢imz rozumime
d Ve € Cy(9). 44
| gmede == [v32ar vocci@ (14)
Poznamka 3.11 v € C}(Q) ... zobecnénd derivace se rovnd klasické

Priklad 3.13 Q = (0,1), v(z) = 2?

| w@etens = 160 = 520 == [ @5 voego),

X

per

L) = = [ a*¢/a)a - ——[aele)ly+ | 2eplaaa,

partes
Jlwe LZ(Q) : L(p) = (w,p) Vo€ Cé(Q) =  w(z) =2z,

tedy zobecnénd derivace je rovna klasicke. 0

Definice 3.7 D“v - zobecnénd derivace (slabd, derivace ve smyslu distribuci):

Lie) = Do(e) = (1) [ uDrpds wp e @), (45)
Q
L omezenyj v L*> = podle Rieszovy véty 3! w € Ly (0znacme ho D*v) tak, Ze

(D%, p) = (1), D) Ve ecl(Q). (46)
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Priklad 3.14 |z| je lokdlné integrovatelnd funkce, kterd je v klasickém smyslu diferencovatelnd
ve vSech bodech kromé x = 0. Vypoctéme zobecnénou derivaci (derivaci ve smyslu distribuct).

v(r) = |z|, ¢€CR), (e =1...pocitdme 1. derivaci)
Twel*R): Lip)=(wp) Ve ely(R),

L) & - [ " )¢ (2)dz = / " w@)p(a)de =

o0 —0o0

:_/0 yx\¢'(x)dx_/+oo \x!@’(m)dx:/o x@’(x)dx—/0+ooxg0’(x)dx:

—00 0 —00

er 0 +o0
e ol [ o= g™ + [ pta)de -

partes oo

_ /0 o(x)dz + /OJFOO o(x)der = /0 (=Dp(z)dx + /0+<><> 1-p(x)de =

—0o0 — 00

+oo
/ sgnz o(z)dx Yo € Cy(R)(= D) = w(x) =sgnr ... zobecnénd derivace |x|.

o0

Piiklad 3.15 Haevisideova funkce: H(z) = { N

0 - “+00 - “+o00
- / A @ = [ H@) @ = - / o/ () =
= — lim o(z) +¢(0),

—+00 +oo —+00

L) =— [ H)g(x)dz = / w(z)p(z)de = / 5(2)p(x)dz = (0)

—0o0 —00 —00

—  w(x) = H'(z) =0(z)...z0becnénd derivace

Poznamenejme, ze vyhodou distribuci oproti obycejnému kalkulu je, ze kazda distribuce ma
derivaci.

Definice 3.8 Posloupnost distribuci {F,} se nazgvd konvergentni k distribuci F', jestlize
(Fn,0) — (F,)  VyeD.
Véta 3.4 necht F, Fi, F>,... jsou lokdlné integrovatelné funkce takové, Ze F,, — F' stejno-

meérné na kaZdé omezené mnoziné. Pak D*F,, — D*F' (ve smyslu distribuci).
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Dukaz
(D“F,, @) = (=D)(F,, D*p) — (—=1)l*l(F, D) = (D*F,p) VYo e D.

Napt. a=1 = (F.,¢) — (F',¢) kdykoliv (F},, ) — (F, ) stejnomérné.

]
Priklad 3.16 n
Necht = =1,2,...
echt Inl®) = iy "o L2
1 2 3
J f1<37> 7T(1+£L'2>7 fg(l’) 7T(1+4ZE2)7 f3(l’) 7T(1+9.I’2)’

Ukazeme, Ze posloupnost f,(x) konverguje ve smyslu distribuci k Diracové §— funkci §(x). Necht
@ je testovaci funkce. Musime ukdzat, Ze

+oo
3 fo(@)p(z)de — ©(0) pron — oo, t.j. Ze

+o0
fa(@)p(z)dz — p(0) — 0 pron — oco.

Vypoctéme nejprve

+o00 +oo n 1 too q .
n(@)de = T = = — tet]t0 =1 V N.
fnle)da /—oo (1 4 n2z?) o W/—oo 1+ = larctgt] T n e

Povsimnéte si, Ze plocha obrazce ohraniceného grafem funkce f, a osou x je pro vSechna n
rovna 1.
Pro ¢ € D je tedy

“+o0 —+00

fa(@)p(z)dz — ¢(0) = fo(@)(p(x) — ©(0))dz =

= [_a fn<17>(90($) - §0<0))dI + _a fn<l’>(g0($) — gp(O))dx —+ ~ fn(x)(cp(x) _ 80(0))(113,

a

kde [—a,a] je interval, ve kterém lezi  suppy . Tedy

) [ @i — o0 =] [ R@E - o0 <
o) [ nu@da] + | [ futa)eta) - o0)aa] + [et0) :oofn(w)da:\.
o Jim [0 [ fn(flf)dx’:nligloo‘so ~ forctg(na)) % | =
IS . [
b Obdotne — tim_|¢(0) [ u(w)da] =0,

a
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Dostali jsme
“+oo

[ h@e@is - o0) < | [ f@)el@) - o).
Aplikujeme-li vétu o stredni hodnoté

() < max |¢(z)] |« — 0],

dostaneme

a

[ s@o@ - popts] < [ 1@ 1o - p0lde < max (9@ [ el

z€(—a,a —a

Vypocteme posledni integrdl:

zfn(z) = mf—a;ﬂ:ﬁ) .. lichd funkce, |xf,(x)| je funkce suda —

/a |z fo(z)|de = 2/0 |z fr(2)|dz = 2/0 de =

14a?n? dt 1 1
_ / e [lIl t]}—i—a?nQ _ ln(l + a2n2)’ a ddle
1

Tnt nmw nmw
a 1 1 2.2 2 2
im [ |afy(@)ldz = hm RUECT) pE 2O n
n—s o0 n— o0 ™ T n—roo 1 + a2n2

—a

Tedy +00 fo(@)p(z)de — ©(0) = /joo d(z)p(z)dx pron — oo,

o0

tg. F.(p) — F(p) YoeD, atedy f.(r)— 0(z) ve smyslu distribuct.

Poznamenejme, Ze

b n L 2n3x
falw) = (W(l + n2x2)> T (1 +n2a?)?’

F!(z) — 0'(x) ve smyslu distribuci, ale v klasickém smyslu je

i —2n3z 0
1m —— = .
n—>oo 7{‘(1 —+ 7’L2,’L'2)2

O

Necht 2 C R% Definujme nyni prostory vsech funkci, jejichz zobecnéné derivace fadu < k

patfi do L%
b — Hk(Q) ={ve L* D* € L? pro |a| < k}.

Tento prostor vybavime skalarnim soucinem

(v, w)E = (v, W) = Z /Do‘v D%w dzx
Q

o<k
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Obrazek 1: Posloupnost funkci, které konverguji k Diracové d—funkci

n=10

Obrazek 2: Posloupnost derivaci funkci z obr. 1

25



a odpovidajici normou

1/2
1/2 a
lolle = lelle = (0,00 = | 3 [ 0 . (49)
la|<k
Konkrétné
llv|lo = ||v]|L2 (nulu obvykle vynechévame),
) 1/2
2 2 1/2
ol = (/ { +3 (o) } ) = (IpA? + 170?)
=1 NI
J ) 1/2
v
= d
o1l (/ {v i Z (81:3) 1-221 (3% 3%‘) } x)
H* s normou || - ||, je uplny, a tedy Hilbertiv ...  tzv. Soboleviiv prostor.
Nékdy pouzivame také seminormu pro k£ > 1:
1/2
o= ol = | 32 [ (")
la|=k
Zobecnéni: Definujeme prostor W, = W} (€2) s normou
1/p
[[v]lwy = /Z’Dav dx , 1<p<o.
la|<k
S touto normou je prostor uplny, tedy Banachuv.
Pro p =2 je Wy = H".
4 Varia¢ni formulace okrajovych tuloh
Resme tlohu
Au = —(av) + b’ +cu=f vQ=(0,1), (50)
u(0) =u(l) =0, (51)

kde a = a(z), b =b(x), ¢ = ¢(x) jsou hladké funkce, f = f(x) je vhodna dané funkce. Necht
1 —
a(z) > a9 >0, c(z)— éb'(x) >0 VeeQ=(01).
Poznamenejme, ze rovnice (51) jsou tzv. homogenni Dirichletovy okrajové podminky.

Rovnici (50) vynésobime testovaci funkci ¢ € CL(Q) a integruujeme pies Q (aplikujeme per-
partes). Dostaneme tzv. varia¢ni nebo také slabou formulaci tlohy (50):

1
/( 90+bugo+cug0dx—/ fodr VYo e CiQ). (52)
0
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Oznacme )
a(v,w) = / (av'w' + bv'w + cow)dr ... bilinearni forma,,
0
1
L(w) = (f,w) = / fwdz ... linedrni funkcional.
0
Rekneme, Ze u je slabym fegenim tlohy (50), je-li u € H} a plati
a(u, ) = L(p) Vi € Hy(Q). (53)

Poznamka 4.1 Na rozdil od klasického tesent, nemusi byt slabé reseni dvakrdat spojité diferen-
covatelné. Je-li ale dvakrat spojité diferencovatelné, je to i klasické resent, protoZe

1
/ (Au—f)-@odz =0 Vp € HY = Au=fvQ atakéu(0)=u(l)=0,
0
protoZe u € Hy .
Ukéazeme, ze diky uvedenym predpokladim:
1 —
a(z) > ag >0, c(x) — 5()'(17) >0 VereQ=1(0,1),
je bilinearni forma a(-, -) koercivni (V-elipticka) na Hg:
a(v,v) > ||| Yo € Hy, a>0.
1
Vypoctéme nejprve / bv' vdx . Aplikujeme-li per-partes:
0

1

/0 V' (z) b(z) v(z)dz = [b(z) v%x)}é — / (b'(x)v(x) + b(x) ' (z)) v(z)dx,

0

Protoze v € Hj, je "hrani¢ni ¢len” nulovy. Dostaneme rovnici:

2 ‘/0 v'(x) b(x) v(z)de = —/0 V(z)v*(z)dz Vv € Hy. Tedy

/0 1v'(x) b(z) v(z)de = — /0 1 %b’(m) Plr)de =

/0 (bv' v+ cv?)dr = /0 (c(x) — %b’(m)) v?(z)dz >0 Vv € H,,

1
kde jsme vyuzili pfedpoklad ¢(z) — §b’(x) > 0.

Pro bilinearni formu a(v, w) dostdvame (nerovnost (x) plyne z Poincarého nerovnosti)

1
> 1
a(v,v):/ (a(v")? +bv' v+ cvP)dz > mina(2)|]V||* =, zaollv]] =
0

e (*) 2

av,v) > %HUH’;’ Vo e HY .
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Tedy bilinedrni forma a(,-) je koercivni na H} .

Nyni ukadzeme, Ze bilinearni forma a(-,-) je omezena. Pfipomenime nas problém: Hleddme
u € H} tak, aby

1
olusg) = Lip) Vo € By, Lo = (fiha = | Fida.
0
Pro ¢ = u mame:

allulli < alu,u) = L(u) = (f,u) < [|f[ull < [[£1] ]l

2
[ullp < a—HfH-
0

Pro bilinearni formu a(-, -) dostavame:
1 1
la(v, w)| < / lav"w' + bv'w+ cow|de < c/ (Jo"w'| + |v" w| + [vw|)dz,
0 0

kde ¢ = max,e(1y(a(x), b(x), c(x)). Na kazdy scitanec aplikujeme Cauchy-Schwarz-Bunakovského
nerovnost:
1/2

/Ol\v’w]dxé(/ol(v'(a:))zdx) -(/01<w'<a:>>2dx) = ()] )], asd

== bilinedrni forma a(v,w) je omezena na H{:

1/2

a(v,w)] < c- [lolly - lwlly Vo, w e H}.

Poznamenejme jesté, ze bilinearni forma a(v,w) neni symetrickd, existenci a jednoznac¢nost
slabého Feseni pro tlohu (50), (51) dokazujeme na zakladé Lax-Milgramovy véty:

Véta 4.1 (Existence a jednoznacnost slabého tesent ulohy (50))
1 —
Necht a(z) > ag >0, c(x) — Eb’(x) >0 VeeQ, feLlyQ). Pak existuje pravé jedno teseni

u € HY(Q) rovnice
a(u, ) = L(p) VY € Hy(Q).

2
Toto Tesent splruge ||ull; < —||f]| -
Qo

V dikazech vlastnosti bilinearni formy jsme pouzili nasledujici lemma.
Lemma 4.1 Necht Q2 = (0,1). Pak existuje konstanta C' takovd, Ze
lo(z)| < Clvlli Vo e Q,Yve Q).

Diikaz Necht z,y € (0,1), v € C}(Q2) . Pak

of) = (o) + | Tt g (@) < o) + / @)
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Aplikujeme Cauchy - Schwarz- Bunakovského nerovnost a dostaneme

/01 V' (#)|dt < /01 1%dt - /Ol(v’(t))th = |||

Nerovnost |v(z)| < |Jv(y)| + ||v/[|* umocnime:
(v(@))* < (@) + IVID* = (v()* + 2lo@)] I+ 1[0']]7 < 2((0())* + []V']]7) |
kde jsme pouzili trik
(A-=B)?>0 = A’ -2AB+B*>0 = 24AB < A*+ B? pro A:=|v(y)|, B :=|[V]|.

Integrujeme pres y:
1 1 1
| @y <z [ wwry+2 [Py = 2ol + 20 =2l
0 0 0
1
Protoze / (v(2))*dy = (v(x))?, dostavame (Poincarého nerovnost v jedné dimenzi)
0

[o(2)] < V2 Joll; .

Véta 4.2 (Poincarého nerovnost)
Necht Q je omezend oblast v RY. Pak existuje konstanta C = C(2) tak, Ze

lo]] < ClIVoll Vv € Hy(Q).

Z Poincarého nerovnosti plyne ekvivalence norem |- |, a || - ||; na H} :
i = [[Vol[* < [Joll§ = [[o]l* + [[Vol[* < (C* + D[Vl Vv e Hy(Q),

kde jsme aplikovali Poincarého nerovnost: ||v|]| < C'||[Vv|| = |[v]]* < C?||Vv||?. Dostavame
nerovnost

i <Pl < (C*+ D) olf, e ol < llh £ VO2+1 o)y

Duélni prostor Hg(2)]* ... prostor vSech omezenych linedrnich funkcinala na Hj. Obvykle
oznacujeme (H})* = H'|
| L ()]
Ll gy = (1Ll = sup :
(Ho) vEH} |U|1

Zkoumejme nyni piipad b = 0:
1
a(v,w) = / (av'w +cvw)dr, a(z)>ay >0, c¢(z) >0 Voe(0,1).
0
a(v, w) je symetrickd, positivné definitni, koercivni a omezena v H} (2) , indukuje tedy na H}(Q)
energetickou normu

[olla = (a(v,v))"2.
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Véta 4.3 Necht a(z) > ag >0, c(z) >0Vz € Q= (0,1), b(x) =0 Vz € (0,1),
f € L* aue H} je slabé fesent rovnice (50), t.j.

a(u, ) = L(p) Vo€ Hy.
PoloZme . .
F(p) = 5/0 (a(¢')? + cp®)da — /0 fedz.
Pak F(u) < F(p) Ve € H), pricemZ rovnost nastane pouze pro ¢ = u.
Priklad 4.1 Napiste variacni formulaci a dokaZte existenci feseni rovnice
—u" = f v Q=(0,1),

u(0) =u(l) =0.
Zde A(z) =1, b(x) =c(z) =0Vz € (0,1), f€ L(0,1), p €C5(0,1) = ¢(0) =¢(1)=0.

_ /Olu”(x)gp<gj)dx = /01 flx)p(x)de = per partes

/1 v (z) (x)da = /1 f(z)p(x)dz ... slabd formulace.
0 0

alo.w) = [ V@w@ds,  aloo) = [ @@y = I > gl

symetrickd, koercivni (positivné definitni) .
Podle véty o existenci a jednoznacnosti slabého reseni —

Jlu e Hy(0,1) : alu,p) = L(p) VYo € Hy(R). Navie ||ull; < 21| f]]-

4.1 Priklady II

Napiste varia¢ni formulaci a v jednorozmérnych tlohach dokazte existenci slabého feseni dife-
rencialni rovnice. Aproximujte feseni metodou koneénych prvki.

1. —u" + 4u = cos x, z € (0,m)
u(0) =u(r) =0
2. —((z+ D) +u==x, z € (0,1)
u(0) =u(l)=0
3. —u" 4 2u = %, z € (0,1)
u(0) =u(l) =2
4. —u' —u'=x-1, z e (0,1)
u(0) =u(l) =0
5. —Au=uz, na Q=1(0,1) x(0,1)
u=20 na ['=0Q
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6. —Au+u=e", na Q=(0,1) x(0,1)

0
8—2 =1 na ['=0Q
7. —Au = 22, na Q=(0,1)x (0,1)
u=2x na ['= 00
8. —u" —zu = 2?2, z e (0,1)
u(0) =u(l) =0
9. —u" —u' +u=sinz, xe(—g,g)
m m
u(=5)=u(z)=0
10. —u" —e"u' =2, z € (0,1)
u(0) =u(l)=0
11. —u" 4+ 5u = 2%, r e (—1,1)
u(0) =u(l) =1
12. —(e"u) +2u=1, z € (0,1)
u(0) =u(l)=0
13. —Au =e", na Q=(0,1) x(0,1)
Ou = na ['=00Q
on
14. —Au+2u=ux, na Q=(0,1) x(0,1)
u =2 na ['= 00

4.2 Dvoudimenzionalni tlohy

Nez prejdeme k dvoudimenzionalnim tloham, zopakujme si

Véta 4.4 (Gauss-Ostrogradského, divergencni)
Necht 2 C R? je omezend oblast s Lipschitzovskou hranici T, uw € H(Q). Pak

ou
Q Ox;

dx:/unidS, i=1,2, ﬁ:(nl,ng),
r

it je jednotkovd vnéjsi normdla ke I

Polozime-li ve vété 4.4 u := v - w, dostaneme

/(avw+awv)dx:/vwnid5, 1=1,2 =
Q 8% 8:1:'1 r

Greenova formule / Ov wdx = /vwnidS - / Ouw vdz, v,w € H'(R).
o0 r o0

X X
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Rozepsano do slozek (2 C R?),

ov ow ow
—wdz = dsS — | —ud =
axlw T = /Fvwnl 8xlv X, w e

ow
/8_:1:2wd$ /vwngdS /a—vadx, w = 92g

ow
ldr = [ ve—nidS — [ Z—d
anl 8961 e U@xlnl /axlv v
v Juw Ow 0w

Posledni dvé rovnice se¢teme a dostaneme
ov Ow Ov Ow ow ow Pw 0w
. . dx = e — ds — — 4+ — | vd
/Q (al’l Oy * Oy 8332) ! / <8$1n1 * 3$2n2) /Q (81;% - (935%) v

/gradv-gradwdx:/vgradw-ﬁdS—/Aw-vdx —
Q r Q

dalsi Greenova formule

/Vvadx—/ de /Aw vdr =

/Aw vdr = — /v aajwdSW—/Vvadx. (54)

Priklad 4.2 Napiste variacni formulaci

—Au = f na QCR?, fe L)),

U = 0 na I'=090. (55)

Rouvnici vyndsobime testovact funkci v € H(Q) a zintegrujeme:

/fvdx—/ —Au) -vdr = jvdSJr/Vqudx Yv € Hg(Q).
aq O
Tedy

a(u,v) = / VuVuvdx ...symetrickd, omezenad, koercivni bilinedrni forma,

= / fodx ... spojity linedrni funkciondl,
Q

= a(u,v) = L(v) Yo e Hy(Q), u ... slabé resent.

32



Priklad 4.3 Napiste variacni formulaci

~ANu+u = f na QCR?, fer*Q)),

Qu o pe T=09. (56)
on

Rowvnici vyndsobime testovaci funkci v € H'(Q)) a zintegrujeme:

/fvdx = /(—Au—l—u)-vdx: /(—Auv—i—uv)dx :/ —g UdS—l—/(vuVU +uv)dr Vv € HY(Q).
Q 0 Q oo 0 Q

n

Tedy

a(u,v) = /(Vu Vo +uv)dx ... symetrickd, omezend, koercivni bilinedrni forma,
0

L(v) = / fodx +/ podS ... spojity linedrni funkciondl,
Q o0

= a(u,v) = L(v) Vv e H'(Q), u ... slabé resent.

Priklad 4.4 Napiste variacni formulaci

~Au = f na QCR?, fer*Q)),

u = g na I'=09Q, ge L*T). (57)

Zde u neni nulovd na T'. Musime predpoklddat, Ze existuje funkce ug € H'(Q) takovd, Zeuy| =g
r

(g je stopa ug na hranici T).
v:H' — L*T) ... operdtor stop
g je stopa funkce ug € H' na T, t.j. g = yug . Slabd formulace:
e H' : a(u,v) = L(v) Yo € Hy, yu=g.
Polozme w := u — uy.

a(v,w) = / Vo Vwdz = L(v) — a(ug,v), Vv e Hp .
Q

Lax-Milgramova véta = 3w € H}, které vesi nasi tlohu. Vysledné resent je
U=1Uy+w.

(spliiuge puvodni rovnici a yu = g na T").
Reseni nezdvisi na vybéru rozsirenti ug hranic¢nich hodnot g na celé €. 0O
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Priiklad 4.5 Napiste variacni formulaci ndsledujici rovnice vedeni tepla

du

a—Au = f v QX(O,T), QCRQ, fGLQ(Q),
= 0 ... okrajova podminka
o0 x(0,T)
uw(z,0) = wup(x), =€ Q... pocdtecni podminka
Slaba formulace:
0
u€ Hy(Q) - /(—U—Au) vdr = [ fvdz, ve€H,.
o \ 0t Q
Aplikujeme druhou Greenovu formuli a dostaneme
/—vdm—l—/Vquda:—/ —vdS /fvdx =
90 on
ou 1
6—1} dz + a(u,v) = L(v), Yv e Hy .
5 Diskrétni varia¢ni formulace okrajovych tloh
Necht V' je Banachuv, a(u,v) symetricka bilinearni forma na V/,
a(u,v) je omezend, tj. AM > 0: |a(u,v)| < M - ||ul| - ||v]|| Yu, v € V;
a(u,v) je koercivni:  Im > 0: a(u,u) > m - ||u||* Yu € V;
L je spojity linearni funkciondl na V: Je > 0: |L(v)| < c-||v|| Vo € V.
1
F(v) = 5@(1},1}) — L(v).
Spojity problém:
(P) ?2ueV : a(u,v) = L) YveV (Galerkin)
(P) ?2ueV : Fu) < Fl) YveV (Ritz)
Necht nyni V;, C V' kone¢nédimenzionalni, dim Vj, = Ny, {¢1, @2 ... ¢n, } baze V), =
Np,
veEV, v= Z a; i, €ERproi=1,..., N, linedrni kombinace prvku baze
i=1
Diskrétni problém:
(splnéni rovnice v diskrétni Galerkinové formulaci staci pozadovat jen pro prvky béze):
(Pr) tupeVy : alun,pj) = Lip;) Vi=1,...,N, (diskrétni Galerkin)
(Py) Tup eV, : Flup) < F(un) VYo, €V, (diskrétni Ritz)
Np
Hledejme feseni problému (Pj) ve tvaru uj, = Z a;pi, (t.j. hleddme «;, i =1,..., Np,):
i=1

oY aipie) = Llg;),  G=1,...,Ny, ti.
=1

Zaia(%:@j) = L(@])? jzla"'aNh'
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Maticovée

aler, 1) alwe, 1) .. alen,,er1) o L(g1)
alpr,p2)  alwa,2) oo alen,, p2) az | | Llg2)
G(SOL QONh) a’(SOQa @Nh) s (Z(QDN’L, SON;L) an, L(@Nh)
tedy N
A-d=b, (59)
kde —
N — N
A = (aij)ij=1,.N  Gij=alej, i), b= (L)L, d=I(a)L.
A ... matice tuhosti.
Za nasich ptredpokladu je matice A symetrickd a positivné definitni (plyne z V-elipticity).
Reseni problému (P})
Ny, Np, Np Ny
a(v,v) = a(z i, Zajgpj) = Z Z aaa(p;, ;) = adTAW
i=1 j=1 i=1 j=1
N, Ny, .
Lv)= L (Z aj@j) => a;jL(p;)=7a" b —
j=1 j=1
1 —
Fv) =3 aATAT -3 b, (60)

Véta 5.1 Za uvedenych predpokladi existuje pravé jedno teseni problému (Py,), a tedy i pro-
blému (P;).

Véta 5.2 (Odhad chyby - Céa)

V... Hilbertiv, a(-,-) : V x V. — R omezend bilinedrni forma, t.j. |a(u,v)| < M ||ul|||v]],
a(-,-) koercivni (V-eliptickd), t.j. a(u,u) > m||ul|?, L... spojity linedrni funkciondl na V, t.j.
|L(v)| < allv||, Vv € V. Necht' u je teseni (P), uy, 7esi (Py). Pak

M
llu —upl||ly < EHU_UhHV Yoy, € Vi,

M
Konstanta — mnezdvisi na V.
m

Dukaz
a(u,0) — alupyvn) = F(v) = F(v,) Yo eV,

vi=v, = alu,vy) — alup,vp) = alu —up, vy —vp) =0

— a(u —up,vp) =0 Vo, € V3, (tedy i pro vy, —up € Vj) =

a(u — up, vy, —up) =0. (61)
Bilinearni forma a(-,-) je V-eliptickh = a(u — up,u —up) > m|ju — up||* =
1

Ea(u—uh,u—vh%—vh—uh) > ||u—uh||2 —
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1
E(a(u—uh, ) + a(u — up, v —un)) > |lu— gl

1
Aplikujeme-li (61), dostaneme —a(u — up, u — vy) > ||u — up||?, a z omezenosti a(-, -) plyne
m

EHU—UhH lu = vpl] > [Ju— ], t.j.

||lu — up|| < konst - ||lu —vy|| Vv, €V}, konst = %
O
Poznamka 5.1 Je-li bilinedrni forma symetricka, lze ukdzat, Ze v tom pripadé je
konst = \/g, a tedy dostavame “lepsi” odhad chyby.
Uvedme bez dikazu jesté jeden odhad chyby:
Véta 5.3 Necht u je slabé resent, uy, jeho aprozimace metodou konecnych prvki. Pak
[lun — ulla < ¢ B?|ful]s .
6 Metoda koneénych prvkia pro okrajové tlohy
Necht nyni Q = (0,1), b= 0 na Q. Oznaéme
Au = —(au') +cu= f v (0,1), (62)
u(0) =u(l) =0, (63)
kde a = a(z), ¢ = c(x) jsou hladké funkce, a(z) > ag >0, c¢(x) >0€Q, f € L*Q).
Varia¢ni formulace:
Tu€ Hy(Q) : alu,p) = (f.p) Ve Hy, (64)

kde
a(u, p) :/(av’w’—i- cow)dx, /fgodx
Q

Vime, 7e existuje pravé jedno feseni u € Hy(2) ... slabé fefeni (62), (63). Rozdélme interval
Q=(0,1): 0=29<2 <...,xy =1 a polozme

hj=wx; —xj_1, h=maxh;, K;=(z;-1,;).
J
Reseni hledame v koneénédimenzionalnim prostoru funkci Sy, ,
Sp={veC=C(Q), v jelinedrni na kazdém K;, v(0) = v(1) =0},

v(x) =ax+ f ... spravné tzv. afinni funkce pro 5 # 0.
Ziejmé Sy C HH(Q) .
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Obrazek 3: Bazové funkce prostoru Sy

Béaze S, : mnozina {®;}X,* C S, "stanovych funkci”:

v =0 177,

Libovolnou funkci v € S, 1ze napsat jako linearni kombinaci funkci ®;:

v(x) = Z_ v Pi(z), v =v(x;).

=1

Priklad 6.1
—u"+u=2zx, proxe(0,1), uw(0) =u(l) =0. (65)

Najdéte slabé Tesent pomoci metody konecnych prvkiu zaloZené na po castech linedrnich bazovyjch
funkcich pro rovnomérné déleni intervalu (0,1) s krokem h = 0,2 (0,1; 0,05). Najdéte presné
reseni a vypoctéte mazximdlni chybu vypoctu v bodech deleni.

Presné teseni (vypoctéte si):

2 633+1 + 2

—x41
] —62_161 + 2z .

() = -
Metoda konecnyjch proki:
hj=h=0,2 Vj=1,....5 (M=5),
Ky =(0;0,2), Ky =1(0,2;0,4), K3=1(0,4;0,6), Ky =(0,6:;0,8), K5 =1(0,8;1).
20=0, r1=0,2, 20 =0,4, 23=0,6, x4 =0,8, x5 =1, obecné xp, =k-0,2,k=0,...,5.
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Vypocteme bazové ("stanové”) funkce @1, Po, ..., Oy (viz obr. 3):
@1(1‘) :Oélx+61, WS <0,0,2>, @1(0) =0, @1(0,2) =1 = a; =25, ﬁl =0

@1(1’)2062.1'—|—ﬁ2, T € <O727074>7 (D1(0>2):17 @1(0,4)20 = = —H, 62:2
Tedy
Sz z € (0;0,2)
Q(x) =q —dr+2 2€(0,2;0,4)
0 x€(0,2;1)

Obdobné vypocteme

0 € (0:0,2) 0 2€{0;0,4)
B Sr—1 a:€<0,2 0,4) B Sz —2 z€(0,4;0,6)
REICOR N a:E<04 0, 6) ®5(8) =4 544 z€(0,6:0.8)

0 € (0,6:1) 0 ze(0,8;1)

0 2€(0;0,6)

Oy(x) = br—3 x€(0,6;0,8)
5245 ze(0,8;1)
Variacni formulace:
1 1
[ rupar=2 [(vpt, peci@ @O =0)=0)
0 0
1 1 1
/ —u"pdx = [—u'go](l) + / u go'd:c:/ ude =
0 0 0
1 1
a(u, p) = / (W' +up)dr = 2/ zodr = L(p), Yo e Cy(Q).
0 0
Maticove, viz (59), dostdvdme R
Ad =b,
%

A= (aij)?,jzl = ( (@g,‘;@z))” 1, b= (L(%))j 1 3: (alv"'7a4)T'

0.4

1 0.2
ay = a(p1, 1) = / ((£))2+p2)dz = / (25+252%)da+ / (25+(—5z+42)%)dr = 10.13333333,
0 0 0

2
0.4

1
aa = ag1 = aipa, p1) = / (P} Pytp1 po)da = / (—254+(—52+2)(bx—1))dx = —4.966666667 ,
0 0

2

a1z = az = a(ps, p1) =0, ayy = ag = a(ps, 1) =0, 24 = Qg2 = a4, 2) =0,
1 0.4 0.6
agy = a(pa, o) = / ((p5)*+p3)dz = / (25+(5r—1)?)da+ / (25+(—52+3)%)dx = 10.13333333,
0 0.2 0.4
1 0.6
o3 = azy = a3, o) = / (¢ Phtp3 pa)da = / (—25-+(—5x+3)(5br—2))dz = —4.966666667 ,
0 0.4
1 0.6 0.8
ass = a(ps, p3) = / ((5)*+p3)dr = / (25+(5x—2)2)dx+/ (25+(—bx+4)*)dr = 10.13333333,
0 0.4 0.6
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1
azy = agz = aps, pg) = / (05 @) + 3 pa)de = —4.966666667 ,
0

1
ags = a(Qy, ps) = / () + 3)dr = 10.13333333..
0

Tedy matice tuhosti A je tridiagondlni, symetrickad, positivné definitni matice:

10.13333333 —4.966666667 0 0

A —4.966666667  10.13333333 —4.966666667 0
0 —4.966666667  10.13333333 —4.966666667

0 0 —4.966666667  10.13333333

1 0.2 0.4
by = L(p1) = 2/ zrpde = 2/ 5rdx + 2/ x(—5x + 2)dz = 0,08,
0 0 0

2

1 0.4 0.6
by = L(ps) = 2/ x podr = 2/ z(br — 1)dz + 2/ z(—bx + 3)dz =0, 16,
0 0.2 0.4
1 0.6 0.8
bs = L(p3) = 2/ x psdr = 2/ z(br — 2)dz + 2/ x(—br +4)dr = 0,24,
0 0.4 0.6

1

1 0.8
by = L(py) = 2/ T pqda = 2/ z(bx — 3)dz + 2/ x(—bx +5)dr = 0,32.
0 0

.6 0.8

_>
Tedy b = (0,08; 0,16; 0,24; 0,32)T.
Resnim soustavy (59) — existuje prdvé jedno — dostaneme nezndmé koeficienty

o = (o, ..., 04)T = (0.05753111842,0.1012715436, 0.1168752524, 0.08886319940) ™

a resent u(x):

oy bx = 0.2876555921 x z € (0;0,2)
a1 (=52 +2) + an(52 — 1) = 0.2187021259 2 + 0.0137906932 = € (0.2;0.4)
w(@) = o (=52 +3) +ag(br —2) = 0.0780185440z + 0.0700641260 =z € (0.4;0, 6)
s (=52 +4) + au(5 —3) = —0.140060265 + 0.2009114114 z € (0.6;0, 8)
g (—52 + 5) —  _0.444315997 & + 0.4443159970 z € (0.8;1)

Povsimnéte si, Ze naptiklad v bodé x = 0,4 je u(0,4) = 0.1012715436 = ao atd., tedy o; =
u(x;). Pocitame-li maximadlni chybu vypoctu v uzlovych bodech délent, pocitame rozdil |uy, (x;)—
Oéi‘ . O

Kone¢énym prvkem (pfesné definice viz. definice 8.1) obvykle rozumime trojici (K, P, ), kde
K je n&jaka uzaviena souvisl4 mnozina v RY,
P je konecnédimenzionalni podprostor hladkych funkei
(napf. polynomt) na mnoziné K |
> jsou ”stupné volnosti” prostoru P.

V nasSem piikladé: K = (0,1), P = Sj,... po Castech linearni spojité funkce, tzv. linearni
konecné prvky, ¥ = {ay, ag, ag, as}.
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Obrazek 4: Slabé feSeni rovnice (65) a jeho chyba (M=5)

Poznamka 6.1 Diferencidlni rovnice, které lze slabé formulovat, maji sudy t7dd 2m a slabé
reseni hleddme v prostoru H™ (v nasem pripadé je rovnice 2. ¥ddu, slabé veseni hleddme v H').

Uvedme jesté jeden odhad chyby:
Véta 6.1 Necht u je slabé resent, uy jeho aproximace metodou konecnych prvki. Pak

[lun = ulla < ¢+ B |ull2.

7 Modelovy problém v roviné

Necht © je mnohotihelnik. Resme Dirichletovu tlohu:

~Au = f naQcR? (66)
u = 0  nal'=09Q. (67)
Poznamenejme, Ze je-li f = 0, je rovnice (66) Laplaceova rovnice a jejim FeSenim jsou harmo-

nické funkce. Je-li f nenulové, nazyva se rovnice (66) Poissonovou rovnici.
Varia¢ni formulace:

a(u,v) = L(v) Vv € H)() wu...slabé feseni

a(u,v) /Vqudx—/gradu gradvdz, (68)

/ Foda . (69)



Obrazek 5: Bazova fce @,

Postupujeme obdobné jako pro 2 = (0, 1) .
Rozdélime mnohothelnik €2 napt. na trojihelniky nebo ¢tyruhelniky, tj. necht
Trn = {K} je mnozina uzavienych trojihelniku ... triangulace ) takova, zZe

Q= U K, hy=diam(K), hz;{nea% hi .
KeT
Vrcholy trojuhelnika K € 7y, ... uzly triangulace 7, .
Predpoklad: Prunik libovolnych dvou trojahelniku z 7, je bud prazdny, nebo uzel, nebo

hrana a zadny uzel nelezi uvnitt néjaké hrany 7, .

Ty ... triangulace, k 7, prifadime prostor funkci S}, ktery obsahuje spojité, po ¢astech linearni
funkce na Ty, které jsou nulové na I':

Spy={veC(Q): vielinedrniv KVYK €T,, v=0nal }C H;(Q).

Obréazek 7 byl pfejat z https://www.comsol.com/multiphysics/finite-element-method.

Necht {P}M  je mnoZina vnitinich uzli €, t.j. takovych uzli, které nelezi na I'. Funkce z
Sh, jsou jednoznac¢né urceny svymi hodnotami v P;, baze S, ...stanové (pyramidové) funkce:

1 i=j

0 i#j -

@M C 5, <I>i<Pj>:6ij={

41



Obrazek 6: Vlevo pripustna triangulace, vpravo nepfipustna

My,
ve Sy, v(x)= Z v; P;(x), kde v; = v(F;) ... hodnoty funkce v v uzlech.
i=1

Sy, je kone¢nédimenzionalni podprostor Hj(€2) .
Ptiklad 7.1  Reste Dirichletovu tilohu

~Au = f vQCR?*, Q=(0,1)x(0,1) (70)
u = 0 nal, (71)
f(x,y) = sin(m z) sin(my) + sin(w z) sin(2ny), (z,y) € Q,

metodou konecnych prvki zaloZemé€ na po castech linedrnich funkcich, € rozdélte na trojuhel-
niky, které ziskdte tak, Ze kaZdy element ctvercové sité s krokem h = 0.2 (0.1,0.05) rozdélite
uhloprickou pridanim diagondly s kladnou smérnici. Ouvérte, Ze triangulace splniuje nase poZa-
davky. Vypoctéte L?—normu chyby.

Presné reseni:

u(z,y) = (27%) 7! sin(wz) sin(my) + (57%) 7! sin(wz) sin(27y) .

QCR?, S,={vel(Q), vijelinedrnina K VK € T,, v=0 na '} C Hy(Q), i.e.
v(r,y) =ax+PBy+v, o f,yeER, (r,y) € K.
v(0,y) =v(l,y) =0 pro y € (0,1), wv(z,0)=v(x,1)=0 pro x € (0,1).
Pocet stupnt volnosti M}, = 16 = pocet vnitinich bodi P; oblasti 2 = (0,1) x (0,1).

Bi(Py) = Oproi#j,
®,(x) = ax+ py+ v linedrni Vx = (z,y) e L € Ty, .
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Triangular elements

Obrazek 7: Bazové funkce prostoru S, v roviné.

_\_l_; - e

[P $ 12 16

i 3 1 " 15

z L fo 1Yy

a ; T 9 13

t| |
e s —— ¢ Ly j\_‘
i~

Obrazek 8: Triangulace pro piiklad 7.1 a h = 0,2



Obrazek 9: Vlevo ¢islovani vnitinich bodt, vpravo ¢islovani trojuhelniki.

Napfiklad necht ¢ = 1. Pak nosi¢ supp(®;) = t1 Uty Ut Uty Uty Ute.
Zkoumejme bazové funkce na jednotlivych trojuhelnicich. Pocitejme:

ax + By +

0 =~7v=0

0 =0,5a0=0 = a=0
1 =p8=5

oY

ar + By +

0 = 0,2a+7=0

0 = 0,40 +0,28+~=0
1 = 0,2a+0,28+~=1
-5z + 5y +1

axr + By + v

l =a+pB+y=5

0 =0,4da+7=0

0 =0,40+0,48+~v=0
—57 + 2

ar + By + v

1 = 0,20+0,58+v=1
0 = 0,40 +0,48+~v=0
0 = 0,2a+0,48+~v=0
-5y + 2
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Py (z,y) = ar+fy+7

$,(0,2;0,2) = 1 =0,2a+0,28+~=1
$1(0,2;0,4) = 0 =0,5a=040,48+~=0
Dy (

(I)l(

0;0,2) = 0= 0,264+~v=0
x,y)|t5 = br—bHy+1

nat6

D (z,y) = ar+fy+vy

®4(0;0) = 0= ~v=0
®,(0,2;0,2) = 1 = 0,2a4+0,28=1
®41(0;0,2) = 0= =0
<I>1(x,y)|t6 = bz

Na vSech ostatnich trojuhelnicich oblasti €2 je funkce ®; nulova:

0y {Q\Supp(%) =0

Necht nyni i = 2. Pak opét supp(Py) = t; Uty U t3 Uty U ts U tg, ale soutadnice vrcholt
jednotlivych trojuhelnikt jsou jiné. Nakreslete si.

na t

Do (x,y) = ar+Py+7y

5(0;0,2) = 0 = 0,28+~v=0
$,(0,2;0,2) = 0 = 0,2a+0,28+~=0
$5(0,2;0,4) = 1 = 0,2a+0,45+~v=1
@g(x,y)|tl = by—1

Ilatg

Oy (z,y) = ar+PBy+7y

0,(0,2;0,2) = 0 = 0,2a+0,28+~=0
$5(0,4;0,4) = 0 = 0,4a+0,484+~v=0
0,(0,2,0,4) = 1 = 0,2a+0,48+~=1
@z(x,y)|t2 = —bx+ 5y

nat3

Y) = ar+fy+7y

1 =0,2a40,48+~ =1
0 =0,40+0,48+v =0
0 = 0,40 +0,68+v=0

~—

S S
NN N NN
y ooor
SRS
oo o
o B A
S—
I

2 ,)|t3 = —0,50+2

nat4.

Dy (z,y) = ar+Py+7y

$,(0,2,0,4) = 1 = 0,20 +0,48 +~ =1
05(0,4;0,6) = 0 = 0,40+ 0,68+~ =0
$,(0,2:0,6) = 0 = 0,2a+0,68+~ =0
@2(x,y)|t4 = 10z +5y+1
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Dy (z,y) = ar+Py+7y

$,(0;0,4) = 0 = 0,48+ =0
®,(0,2:0,4) = 1 = 0,2a+0,48+vy=1
$,(0,2;0,6) = 0 = 0,2a+0,68+~=0
Dy (x,y) b, = 0T —5y+2

nat6

Py (2, y) = ar+PBy+vy

®,(0;0,2) = 0= 0,28479=0
0,(0,2,0,4) = 1 = 0,2a+0,48+~ =1
D,(0;0,4) = 0 = 0,48+~ =0

Oy, |t6 = bz

Na vSech ostatnich trojuhelnicich oblasti 2 je funkce ®5 nulova:

03 ’Q\Sum)(‘l’z) -

Takto projdeme vsech 16 vnitinich bodi oblasti €2 a vypocteme vSech 16 bazovych funkci
q)l, ey c1)16.

Hledané feseni je linedrni kombinaci bazovych funkci:

My,
= Z a;®;(x), a; =up(F).
i=1

Dosadime do varia¢ni formulace (68), (69):

Z% = (f,®;), i=1,...,M,.
Maticové:
AG=b,

kde A = (a”)% , je matice tuhosti, a;; = a(®;, ®;), vektor pravé strany B = (b)) M = (f, @)
je vektor "zatizeni” a vektor & (al, ..,an, )T je vektor nezndmych.

Matice A je symetricka, pozitivné definitni, tedy soustava ma pravé jedno feseni v Sj,. Pro
jemnou sit a vhodné ocislovani uzlt je A velka fidka matice. Soustavu lze tedy vyhodné fesit
specialnimi metodami pro fidké matice.

Naznac¢me vypocet prvkil matice tuhosti a vektoru pravé strany pro bazovou funkci ®:

o\’ o, 0\’
aj; = a(dqy, Py) = /grad@l grad &, dxdy—Z/ [(3 1 ti) + (aa—yl‘t) ]dxdy.

6
—/qu)ldxdy—;/ti (f%\t) dady .
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Na jednotlivych trojuhelnicich spocitame jednotlivé dvojné integraly, které sec¢teme a dostaneme

prvek matice A:
na tl
0,2 x 0,2
/ 2bdzxdy = / (/ 25dy> dr = / 2bxdx = 0,5,
t 0 0 0
0,4 0,2
/ [(—=5)* + 5%] dedy = 50/ dady = 50/ (/ dy) de=1.
to to 0,2 x—0,2

Takto spocitame vSechny potiebné dvojné iil;cegrély pro vSechny bazové funkce a dostaneme

na tQ

prvky matice A a obdobné i pravou stranu b.

Proces je to ponékud zdlouhavy, protoze pro kazdou bazovou funkci pocitame integraly na
Sesti trojuhelnicich. Zkusme jiny postup. Vezméme bazovou funkci @, a jeden trojihelnik, napt.
t3 (na obrazku 9 vpravo Cervené vySrafovany). Jaké bazové funkce jsou na t3 nenulové? Jsou

%
to funkce @1 (z,y), P4(x,y), P5(x,y). Do kterych prvki matice A a pravé strany b tyto funkce
prispivaji? Pfipomenme, Ze matice A je symetricka.

a(Cbl, @1) > a1
a(tbl, @4) > Q41 = Q14 (f P ) b
a(q)l, @5) — a1 = 415 (f, q)l) s bl
CL((I)4, @4) — Q44 (f, @4) N b4
a(®y, P5) +—— a5y = ass Y °
(l(q)g,, @5) > as5

Obdobné na t4 jsou nenulové bazové funkce ®,(z,y), P5(x,y), P2(x,y) (vrcholy prochizime
proti sméru hodinovych rucicek). Kam pfispivaji tyto bazové funkce?

CL((I)l, (I)l) — a1
a(®y,®5) — a5 = a5 (f,®) —s b
a(Py, ®y) = as = ap (f’ cpl) N bi
a(®5a q)Q) —— (95 = G52 <f7 @5) — b()
CZ((I)5, (1)5) — 55 2 2
CL((I)Q, (I)Q) — a9

_>
Po projiti trojihelnikt t; a t, mame v matici A a ve vektoru b uloZeny hodnoty

a11 +a;; a2 © a4 Q5+ ais ... b1 + by
21 Q22 © O 25 - by
o o o o o — o
A= o o b = b
Q41 Q44 Q45 ce 4
as1 +as1 Gsy O Gss G5+ as; ((ots bs + b5

Takto projdeme vSech Sest trojihelnikii, které tvoii nosi¢ bazové funkce @ a zapiseme piispévky
prislusné bilinearni formy do matice tuhosti.
Vysledna slozka a;; matice A je

an = ay) +ai) +ai) +aiy +ai +aly
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horni index znaci ¢islo trojuhelnika.
Cely proces opakujeme s bazovymi funkcemi @ ..., ®4. Kazda z nich ma opét nosic, ktery
je sjednocenim Sesti trojuhelniki.

Poznamka 7.1 Poznamka k vypoctu integrdali: Integraly

a(®;, ®;) = Z/’quyvqu

KeTy

(fi®) = D | fdidx

obuykle nepocitime presné, a to dokonce i kdyz formule pro a(-,-) a f jsou jednoduché. Obvykle
pouZivame k jejich aproximaci néjakou kvadraturni formuli, napf.

/ngX ~ ‘}C|g/C(Pk>*
JK

kde |K| je plocha trojuhelnika K a Py je tézisté (soutadnice) IC, t.j. md-li trojuhelnik soutadnice
A= (ay,a2), B = (b1,by) a C = (c1,ca), pak téZistée md souradnice

(a1+bl+61 a2+b2+02>
Py = .

3 ’ 3
V nasem konkrétnim piikladu mé trojihelnik ¢; souradnice A = [0,0]. B = [0,2;0], C =

0,2;0,2], IKI =355 =35 P=I[% 1] ®ilz,y)],, =5y, erad®|, =5.

020
015
010

005

i} 0.05 010 0.15 020

Pak
a(@l,fbl)‘tl :/ gradcbl‘tl -grad@l{tldxdy = 25/ dzxdy =0,5.
t1 t1

Zde je tedy konkrétné gi(z,y) = V®;| . V®q| .. Postup aplikujeme na libovolné K € Ty, .

e VL

8 Konstrukce prostoru konec¢nych prvku
Varia¢ni uloha:
tueH (H ... Hilbertuv)
a(u,v) = Fv) YveV (napt. V = Hy) (70)

kde a(u,v) je néjaké bilinedrni forma a F' je linearni spojity funkcionél na V.
Konstruujeme prostor S C V, dim$S < oo. Co musime védét?
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1. Jak vypadaji funkce z S na dané podmnoziné?
2. Jak tyto funkce najdeme?

3. Jak se restrikce funkci na dvou sousednich ”elementech” chovaji na spole¢né hranici?

Definice 8.1 Konecny prvek (Ciarlet 1978) Necht

(i) K C R"™ je omezend, uzaviend mnoZina s neprazdngm vnitikem a s po castech hladkou
hranici (element domain)

(ii) P je konecnédimenziondlni prostor funkci na K (prostor tvarovych funkci — shape functi-
ons)

(iii) N = {N1, No, ..., Ny} je bdze P' (omezené (spojité) linedrni funkciondly nad P). N =

mnozina uzlovych promeénnych.

Pak (trojice) (K, P,N') se nazjvd koneény prvek.
Bdze {®y, @, ..., 9y} prostoru P takovd, Ze N;(®;) = d;; se nazyvd uzlova baze P.

Priklad 8.1 Jednodimenziondlni Lagrangeuv prvek .
Konecny prvek (K, P,N), kde K = (0,1),P je il
mmnozina linedrnich polynomi jedné proménné, o7l

N = {Nl,Ng}, kde Nl(U) = U(O), NQ(U) = 06 -
v(l) Yo e P 05|
Pak (K, P,N) je koneény prvek s uzlovou bdzi e
{¢17 (b2} ) zz
Oy(x)=1—2, Po(z)= =x. )

l:I|:| nz2 0.4 06 08 i|

Co je Ny1(v), Na(v) v € P, kde v =a(l —z) + Bz, o, € R?

Ni(v) = Ni(a(l—2z)+Bz) =a- - Ni(1 —z)+ Ni(x) = ar N1 (P1(x)) + BN1(P2(2)) = Vv € P
No(v) = No(a(l—z)+ fz) =a- Na(l —x) + BNa(z) = a1 Na(P1(x)) + BN2(P2(2)) = B Vv € P

a, B ... koeficienty linearni kombinace ®1, o .

Obecné jednodimenziondlni Lagrangeuv prvek je prvek (K, P,N;), kde K = (a,b), P je
mnozina po ¢astech linedrnich polynomu jedné proménné, Ny = {Ny, Ny, ..., Ny},
i(b—a)
k

Ni(v):v(a—k ),izO,...,k, Yo € Py .

Poznamenejme, Ze mnozina bodu

i(b—a)
k

b_
Li=0,... kY ={a,a+ha+2h,. . ..atkh=b h= k“}.
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1.0

Jak vypada baze P = {®;(z), Po(z), ..., Pr(z)}?
®1(a) =0, ®1(a+h)=1, ®1(a+2h)=---=d(b) =0,
$y(a) =0, Po(a+h) =0, Pa(a+2h) =1, Py(a+3h) =--- = Py(b) =0, atd.
pti¢emz bazové funkce ®;(x) jsou po Castech linearni,
S;(r)=ax+5; Vi=1,...,k, VreK =/ a,b).
Pak i

veP — U:Zaﬂ)i, a; =v(a), oy =v(a+
=1

i(b—a)

), i=2,. k.

8.1 Trojuhelnikové konec¢né prvky

Necht K je libovolny trojuhelnik, P, = mnozina vSech polynomu ve dvou proménnych stupné < k
(tzv. funkce tvaru, shape functions).

k Polynomy P Baze Py dim Py,

1 ax + by + ¢ {z,y,1} 3

2| ar’ +bry+cy’ +dr+ey+ f {2 2y, y?, @, y,1} 6

3 az® + bx*y + cxy® + dyP+ {23, 2%y, vy?, 3, 2% oy, v* vy, 1} | 10
+ex? + fay+ gy + hr +iy+j

1
Obecné pro dané £ je dimP, = 5(!{: + 1) (k+2).
Priklady trojuhelnikovych elementi:

e Lagrangeuv element
k=1 = S, = Py = polynomy stupné nejvyse 1, rmdimP; = 3, Mnozinu uzli na
jednom elementu urc¢uje (linearni) polynom:

N1 ={Ny, Ny, N3} : N;(v) = v(z;), kde 21, 22, 23 jsou vrcholy A K .
—_—————
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uzly (uzlové proménné)= béaze P

Oznacme Ly, Ly, L3 linedrni funkce, které definuji pfimky, na nichz lezi strany trojihel-

nika.
béaze Pl = {(I)l, (I)Q.(I)g}
veEP = vix,y) =
1P (z,y) + aa®y(z,y) + azPs(z,y)
@1(21) = 1, (1)1(22) O, (1)1 Zg) =0
@2(21) = O, @2(22) 1, q)g Zg) =0
(1)3(21) = 0, @3(22) O, (I)g 23) =1
Tedy
v(z1) = a1P1(21) + aaPa(y1) + a3 Ps(21) = a1 .
Obecné je

v(z) =a; Yo € Py
e Jiny vybér uzlovych bodu: stfedy stran e - tzv. Crouzeix-Raviartiiv prvek
P =P, = dimP, =6 = potfebujeme 6 rovnic k nalezeni vsech koeficientu.
Sh ... po castech kvadratické funkce, kvadraticky Lagrangetv trojuhelnik.
P=P; = dimP; =10 = potfebujeme 10 rovnic k nalezeni vSech koeficienti.

Sh ... po castech kubické funkce, kubicky Lagrangetv trojtuhelnik.

Priklad 8.2 Kuvadraticky Lagrangetv trojuhelnik

P(x,y) = azx® + bry + cy* +dov +ey + f,
Dy, ..., Pg bazove funkce P .
®,(0,0) = 1, v ostatnich uzlech =0

atd. projdu body 1 ...6.

(60) (%0) o)
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Obrazek 10: Vlevo: kvadraticky Lagrangetv trojihelnik, vpravo: kubicky Lagrangetv trojuhel-

nik (desaty muze byt libovolny vnitini bod trojthelnika).

Konkrétneé:

Tuto soustavu Sesti rovnic

Obdobné

NI = = == O
R =N O O O
~ — e

Y N e N N

3

®1(0,0) =1
@1(%’0) =0
®1(1,0) =0
@1(1,%) - 0
®,(1,1) =0
qh(%?%) =0

Oy (z,y) =22 — 3w+ 1.

o Kubicky Hermiteuv prvek

L,

?ad»'om’_

L R A

f=1

a+2d+4=0

a+d+1=0
da+2b+c+4d+2e+4=0
a+b+c+d+e+1=0
a+b+c+2d+2e+4=0

ro Sest nezndmich koeficientu vyresime a dostaneme

—42® 4 day + 4 — 4y
22% —day + 2y — x4y

4oy — 4y?
—ry +2y° —y
—dzy + 4y

92

O (z,y) ...bdzové funkce

P = P5 ...polynomy stupné nejvyse
3 (10 rovnic):

4 rovnice - hodnoty ve vrcholech a v
tezisti

+2 - 3 rovnice - vycislent gradientu
(2 rovnice) v bodech zy, zo, 23



Obrazek 11: Kvadratické elementy

Oznacme Ly, Lo, Ly netrivialni linearni funkce, které definuji hrany trojihelnika. Pak pro
restrikci @1’L1 je ®1(z2) = 0,P1(z3) =0 a pro derivace ve sméru Ly je

D®y (29, Ly) = grad(®y - Ly) =0,  D®y(z3,L1) =0
Tedy 4 rovnice z deseti jsou identicky nuloveé a vypocet je nejednoznacny.

Obecné pro Hermitetuv prvek plati:

k=3 | k=4
3 rovnice ve vrcholech trojuhelnika 3 3
6 smerovych deriwvaci 6 6
3(k — 3) wzld na hranici (strandch) A | 0 3
2(k = 1)(k — 2) vnitnich uzli 1 3
celkem rovnic 10 | 15

Pro k =4 se element nazyva kvarticky Hermiteuv trpjuhelnik.
Poznamenejme, zZe dimPy, = %(k‘ + 1)(k + 2) stejné jako pro Lagrangeiv element.

o Kuinticky Argyrisiuv trojuhelnik
P = P5, dim Ps = 21, tj. 21 stupnd volnosti = potrebugi 21 rovnic.
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3 rovnice ve vrcholech z1, 2o, 23 3
3 -2 rovnic - grad v bodech z1, 29, 23 6
3 - 3 rovnice - druh€ derivace 9
3 derivace ve sméru normdly ve stredech stran | 3
celkem 21

8.2 Obdélnikové konecné prvky
Necht

k
Qc=1{>_ cypi(x)q;(y), piq;-.. polynomy st <k},
ij—0

Tedy @y jsou polynomy st < k ve dvou proménnych.
Lze ukazat, ze
dim Q = (dim P})?,
kde P} je prostor polynomt stupné mensiho nebo rovného k v jedné proménné.

Priklady obdélnikovych elementii:
e Tenzorové elementy

— k=1, K je libovolny obdélnik, P = 1

z Ly
z"f 7 4 " bilinearni Lagrangetv obdélnik
s O(x,y) =ax + by +cry+d.

— k = 2, K je libovolny obdélnik, P = @2, ®(z;) = d;;. K uréeni bazovych funkei
potiebujeme 9 rovnic.
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bikvadraticky Lagrangetv obdélnik

®(x,y) = ax® + bry + cy® + do + ey + [ + g2’y + hay? + uz’y? .
9 koeficientt = 9 rovnic = 9 uzlovych bodi
e Serendipity elementy

V serendipity elementech jsou uzly vybirany tak, aby lezely co nejvice pouze na hranicich
element.

Otcem slova serendipita (1754) je spisovatel Hordce Walpole a matkou perska pohadka

”TFi princové ze Serendipu” (= Sri Lanka). Hrdinové této pohadky ndhodou i proziravosti
objevili cenné véci, které nehledali.

- Linearni dvoudimenzionalni serendipity elementy - identické s bilinearnimi Lagrangeo-
vymi prvky

(8
. r i N(z,y) =ax +by + cry + d
| | r
| E 2 1 k=1: 1
1 o T R
| (0,0 b v y
—— Y

4

e & 8 uzlii,

\ ':il) . ? N(x,y) = ax’y + bry? + cx®> + dzy +ey* + fr + gy + h
| 1

6| | k=2 1

1 ,
| | . x? Ty y?
f—Lo 9 22y oy’

3 ' L
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8.3 Tridimenzionalni konecné prvky

Uzlové body volime ve vrcholech, dalsi pak uvnitf hran a vrcholy uvnitf stén tak, abychom
urcili polynomy pozadovaného stupné.
Py, jsou polynomy st < k ve trech proménnych.

7%

\ : | e
\ P T g
kolmy hranol prismaticky element

Libovolny polynom P stupné k ve tfech proménnych 1ze jednoznacné zapsat ve tvaru
P(z,y,z) = p(z,y) + 2q(x,y, 2), stp =k stg<k—1.
Polozime p(x,y) = P(x,y,0) a pak P — p rozloZime jako z - q. Napiiklad
P(z,y,2) =2 +ay+vy*+ 2> = P(r,y,0) =2° + 2y + > = p(z,y).

P(ZE,y,Z)—p(ZE,y):Z2 = q==z.

Indukci Ize dokazat, ze

DN —

S G+DG+2).

1

dim P, pro funkce 2 proménnych

Dimenze polynomii Py stk ve tfech dimenzich:

k | polynomy Py béze dim
1lar+by+cz+d {1,z,y, 2} 4
2 ar? +bxy +cy’ +dx +ey+ f+ | {1, x,y, 2z, 2% y? 2%, 2y, 2z, yz} | 10

92> + hz + uxz + vyz

Poznamka 8.1 Sténa = rovina

b d
ar+by+cz+d=0 = z:—g:v——y——.
c c c

Dosadime za z a dostaneme na kaZdé stené polynom v promennych xy .
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8.4 Zobrazeni elementi
1. Pocatek souradné soustavy v bodé z;

WufwﬁMhﬁ/t:ﬂ/ N '.'jfmﬂ
/o

- .
O | Y X:x"“yﬂ%/a"
¢ =5 M(&.. y e
¥ = )("')fl

2. Jiny lokélni systém souradnic
Pocatek souradného systému je uprostied elemetu, tj. v bodé z = x.
T =x;+ %h(e) +Z ... globalni soutadnice bodu x
T=2r—x—5— %h(@ ... lokalni souradnice

3. Pfirozeny soutradnicovy systém = lokalni soutadnicovy systém, ktery specifikuje bod uv-
nitf prvku bezrozmérnym ¢islem A, || < 1 (Casto $ité na miru integraci).

Jednodimenzionalni pfirozeny souradnicovy systém

h® .. délka elementu
¢ )
rO L
JPE A
= —4- i
6 X

7“4 }“‘f. X ot a
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Poznamka 8.2 \ = 0 novy pocatek.
Ve formuli (71) nemust jit o dva sousedni uzly.

9 Eliptické parcialni diferencialni rovnice

9.1 Dirichletova tloha
Au = —V(aVu) +bVu+cu= f in QCR?
u=0 nal =00,

a=a(z), b=>b(z), c = ¢(x) jsou hladké funkce na Q, a(z) > ag >0, c(z) — sVb(z) > 0Vz €
2, f dana funkce, f € Ly(Q2).
Specidlni pripady:

—Au = 0... Laplaceova rovnice

—Au = f#0...Poissonova rovnice

10 Parabolické parcialni diferencialni rovnice
Resme nyni nasledujici tlohu parabolického typu

w—Au = f vQxR., QCR?, (71)
u = 0 nal xRy, (72)
u(.,0) = wy vEQ. (73)

Varia¢ni formulaci jako obvykle ziskdme tak, Ze rovnici (71) vyndsobime funkci ¢ = ¢(x),
takovou, ze p € Cj, i.e ¢ je dostatecné hladk4 funkce, nulova na hranici T, zintegrujeme pies
) a pouzijeme Greenovu formuli:

(ue, ) + alu, ) = (f. ) Vo€ Hy, t€R,, kde
a(v,w):/Vvadx, (v, w) :/vwdx.
Q Q

Nasim cilem je tedy fesit varia¢ni tlohu: Hleddme u = u(z,t) € H}(Q) Vt > 0 tak, aby

(ue, ) +alu,p) = (f9) Vo€ Hy(Q), t €Ry,
u(.,0) = v vQ.

Opét lze ukazat, ze je-li u klasické feSeni, je u i slabé Feseni. Naopak, je-li u slabé feSeni a
u e C%(Q), t >0, pak u je klasické feSeni.
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10.1 Metoda konec¢nych prvkua pro parabolickou rovnici

Necht Q C R? je omezen4, konvexni oblast s hladkou hranici T".

V prvnim kroku aproximujeme feSeni u(x,t) funkei uy(z,t), kterd je pro kazdé pevné ¢
po Castech linedrni funkei na triangulaci 7, = {K} oblasti Q. Prostor S, bude opét prostor
spojitych, po trojihelnicich linearnich funkci, nulovych na hranici I" oblasti €). Jeho dimenze je
rovna poctu vnitinich uzli 7}, , oznac¢me tyto uzly {P; }j]\ihl . Za bazi S}, zvolime opét ”stanové”
funkce: {®;}% C Sp, ®i(P;) = by -

Uvedme nejprve slabou formulaci, pti niz diskretizujeme nasi ilohu pouze v proménné z.
Jde o tzv. prostorové semidiskrétni problém:

T up(t) = up(.,t) €S, VE>0:

((un)e; x) +alun, x) = (f,x) Yx € Sp, £>0 (74)
up(0) = oy, (75)
kde v, € S}, je aproximace funkce v (viz. pocatecni podminka) .
Ekvivalentné
My,
? koeficienty «;(t) :  wup(zx,t) = Z a;(t)®;(z) tak, aby
j=1
Mp, My,
D (1)@, ) + D as(Ha(®y, D) = (f(1),®), k=1,..., My,
j=1 j=1

aj(O):%-, jzl,...,Mh,
kde ~; jsou uzlové hodnoty aproximace vy, funkce v (viz pocate¢ni podminka zadana v Case
t = 0). Maticoveé:
Bd/(t) + Aa(t) = b(t), t>0, (76)
a(0) = 7, (77)
kde B = (by;), by; = (®;,Py), je tzv. hmotova matice (mass matrix), A = (ax;), ax; =
a(®;, i) je prislusnad matice tuhosti (stiffness matrix), b = (by), by = (f, Px) je vektor
pravé strany a kone¢né a(t) = (ay(t),. .., o, ()T je vektor hledanych koeficientt.
Poznamenejme, ze v tomto pripadé jsou matice A a B symetrické, positivné definitni, tedy
existuje B!, Rovnice (76), (77) muzeme piepsat:
() +BtAa(t) = B'b(t), t>0,
a(0) = 7,

Tato soustava ma pro ¢t > 0 jediné feseni.

Zminme se jesté kratce o nékolika metodach tplné diskretizace (v prostoru i v ¢ase) nasi
parabolické tlohy.

1. Zpétna Eulerova-Galerkinova metoda
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Necht k je ¢asovy krok, U™ € S;, aproximace u(t) v ¢ase t = t, =n - k.
Metoda spoc¢iva v nahrazeni derivace (uy); v rovnici (74) zpétnym diferenénim kvocientem

gtUn — kfl(Un o Un71)7
coz vede na ulohu

QU™ x)+a(U™x) = (f(ta);Xx) VX ESh n>1,
UO = Up.

Znédme-li uz U™, vyjadifme U™ z této rovnice, a déile vyjadiime U™ pomoci baze S),:
My,
Ut(x) = Za?q)j(x).
j=1

Pro n—tou iteraci vektoru o” a pro pocatecni aproximaci o’ = v dostaneme soustavu
(B+EkA)a™ =Ba" ' +kb", n>1.

Metoda je numericky stabilni bez ohledu na vztah mezi h a k.

2. Eulerova-Galerkinova metoda vpied
Derivaci (uy); v rovnici (74) nahradime diferenci vpied:
1

U™ = (U —Um).

Analogicky jako pro zpétnou metodu odvodime vyslednou rovnici pro n—tou iteraci:
Ba"™ = (B —-kA)a" +kb", n>0.

Metoda neni pro libovolnou volbu k£ a h numericky stabilni. Jeji stabilita zavisi na nejvétsim
vlastnim c¢isle diskrétniho Jacobianu.

3. Crank-Nicolson-Galerkinova metoda
Semidiskrétni rovnice je diskretizovana v ¢ase symetricky kolem bodu

1

11 Reakéné-difuzné-konvekéni rovnice

V tomto odstavci se budeme zabyvat numerickym feSenim reakc¢né-diftzné-konvekénich rov-
nic, presnéji rovnic linearni konvekce a difuze s nelinearni chemickou reakci. Matematicky je
¢asovy vyvoj chemickych nebo biologickych déju popsan parcialnimi diferencidlnimi rovnicemi
odvozenymi obvykle z hmotnostni bilance.

Uvazujme koncentraci u(x,t) chemické latky, kde x € R je prostorova proménnd, ¢t > 0 je
¢asova proménna. Necht h > 0 je n&jaké malé ¢islo. Uvazujme prumérnou koncentraci u(z, t)

1 1
na intervalu (x — §h, x + §h>,

_ 1 z+5h 1 ) 82
u(z,t) = nl. u(s,t)ds = u(x,t) + ﬂh @u(x, t)y+---
—3
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Necht se latka sifi médiem rychlosti a(z,t). Z hmotnostni bilance dostavame

0 _ 1 1 1 1 1
—u(x,t) = Z a(x — §h,t)u(:c — Qh’ t) —a(z + ih’ tu(z + §h’ t)

Pak pro h — 0 plati pro koncentraci

0 G,
au(x,t) + %(a(x,t)u(x’t)) —0.

Tato rovnice se nazyva rovnici konvekce.
Obdobné popisme efekt diftze. Rovnice diftize ma tvar

%u(z,t) = (% (d(:v,t)%U(%t)) )

kde d(z,t) je diftzni koeficient.
Koncentrace u(z,t) se také méni vlivem zdroje a chemické reakce, coz zapiSeme jako

0
Eu(m,t) = f(z,t,u(z,t)).

Zkombinujeme-li efekt konvekce, diftize a chemické reakce, dostaneme reakéné-diftiizné-konvekéni
rovnici

%u(x, t) + %(a(m, tu(z,t)) = (93 <d(1‘, t)%u(x, t)) + fz, t,u(x,t)). (78)

i

Budeme Tesit rovnici (78) na intervalu 2 € R pro ¢as t > 0. Bude ddna pocateéni podminka
u(z,0) a vhodné okrajové podminky.
Rovnici (78) obvykle zapisujeme ve tvaru (vynechavame zavislost u na z a parcialni derivace
zapisujeme pomoci index)
u + (au), = (dug). + f(u). (79)

V rovnici (79) predpokladame, zZe koeficienty konvekce a(z,t) a diftze d(x,t) jsou dany a jsou
nezavislé na koncentraci u(x,t), a tedy konvekéni a diftizni ¢len je linearni.

11.1 Modelova reakéné-difiizné-konvekéni rovnice

Zkoumejme nejprve jednodimenzionalni konvekéné-diftizni rovnici
Uy + auy, = dug, , (80)

kde a € R a d > 0 jsou konstanty, ¢ > 0, z € R, s po¢ateéni podminkou u(z,0) = uo(z) a s
periodickou okrajovou podminkou

u(z £1,t) = u(z,t). (81)

S touto okrajovou podminkou staci fesit rovnici na intervalu (0, 1) a pak ”slepit” x = 0 a x = 1.
Poznamenejme, Ze je-li u(z,t) koncentrace, pak integral

M(t) = /Olu(m,t)dx
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reprezentuje hmotu na intervalu (0, 1) v ¢ase t. ReSeni konvekéné-diftzni rovnice spliuji princip
maxima

min u(&,0) < u(x,t) < max u(&,0), (82)

0<é<1 0<é<1

a tedy konkrétné je-li u(x,0) > 0, pak u(z,t) > 0 pro vSechna x.

Je-li v rovnici (80) a = 0, dostaneme tzv. rovnici vedeni tepla.

V praktickych aplikacich fesime vétsinou vicedimenzionalni tilohy s proménlivymi koefici-
enty. Napfiklad obdoba rovnice (80) ve tfech dimenzich m4 tvar

up = (ayu); + (agu)y + (azu), = (diug)s + (dauy)y + (daus). - (83)

Budeme pouzivat znaceni z klasické vektorové analyzy: a - b je Euklidovsky skalarni soucin
vektori a, b € R3,

V = (0, 0y, a.)", gradu = Vu = (ug, uy, u.)?t,

divergence diferencovatelné vektorové funkce a = (ay, as, as)™

da, , 9ay , Oag
or  Ody 0z

Déle A =V -V je Laplaceuv operator,
AU = Uyy + Uy + Uy .
Vicedimensionalni konvekéné-diftzni rovnici (83) pak pfepiseme ve tvaru
ur+ V- (au) =V - (DVu), (84)

kde D je diagonalni matice, D = diag(dy, ds, d3) .
Je-li a = 0, pak diftizni rovnice

u =V - (DVu) (85)
je tzv. (vicedimenzionélni) rovnice vedeni tepla.
Uvazujme nyni r chemickych reakci mezi s prvky U;, ¢« = 1,...,s, s koncentracemi u;.

Predpokladejme, ze s prvku reaguje soucasné v r reakcich
S ks S
le]Ul —]> ZrijUia ] = 1,...,7", (86)
i=1 i=1

kde [;;, r;; jsou stoichiometrické koeficienty, k; > 0 je fdd chemické reakce a necht rychlost

7—té reakce
S

gj<t7 U’) = kj(t) H(un)lnj )

n=1
je primo tmeérna soucinu vsech koncentraci na levé strané reakce. Pro vSechny reakce prvku U;
dostaneme soustavu obycejnych diferencialnich rovnic

T

w(t) =Y (ri = lipgi(tu(t)),  i=1,....s,

=1
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kterou pro u = (uy, ..., u,)T prepiSeme
W(t) = Sg(t,u(t)),  u(0) déno. (87)

kde S je s x r stoichiometrickd matice a g(t,u) = (g;(t,u)) € R".
Spojime-li konvekéné-diftizni rovnici (84) s obecnym reakénim systémem (87), dostaneme
obecnou reakéné-difizné-konvekéni rovnici

0 ‘
a%‘*’v'(%ﬂj) =V - (D;Vu;)+ f;(u), j=1,...,s, (88)
kde a; = (a;1, asj, az;)" je vektor rychlosti pro koncentrace prvki u; a D; je odpovidajici diftzni
matice. P¥ipometime, Ze u = (u1, ..., us)" reprezentuje vektor koncentraci prvki, a Ze s rovnic
je "zkaplovano” nelinearni chemickou reakci.

Numerickym fesenim téchto rovnic pomoci metody konec¢nych prvkia se nyni budeme zaby-
vat.

11.2 Jednodimenzionalni metoda koneénych prvkiu

Pripomenme, ze piiblizna feseni diferencialnich rovnic ziskana metodou konec¢nych prvki jsou
spojita, a tedy umoznuji zjistit pribliznou hodnotu feseni v libovolném bodé dané oblasti a na
jeji hranici.

Necht w"(x,t) ~ u(x,t) je takova aproximace feseni, Ze pro kazdé pevné t lezi funkce w"(-, t)
v kone¢nédimenzionalnim prostoru funkci. Vybereme v tomto prostoru bazové funkce ¢;(x).
Pak w"(x,t) je linedrni kombinaci téchto bazovych funkc:

w(z,t) = ij(ﬁ)%'(l‘) :

Bézové funkce volime jako po ¢astech polynomidlni funkce s kompaktnim nosi¢em, [2], [8], [7].
Zde pro jednoduchost budeme obvykle volit bazové funkce spojité, po ¢astech linearni.

11.2.1 Stacionarni ulohy
Pro jednoduchost uvazujme nejprve konvexné—diftizni ¢asové nezavislou rovnici v jedné dimenzi
auy = dug, — cu + s(x), 0<z<1, (89)

s linedrnim reakénim zdrojem —cu + s(z) a konstantnimi koeficienty a € R, d, ¢ > 0. Okrajové
podminky uvazujme naptiklad

u(0) =70, uz(1) =0. (90)
A7 dosud jsme se nezabyvali prostorem funkci, ve kterém hledame feseni. Klasické feseni
rovnice (89) by vyzadovalo FeSeni u se dvémi spojitymi derivacemi na intervalu (0, 1). Budeme

fesit slabou formulaci problému, [7], [2], [8], [6], [3]. Vynésobime rovnici (89) testovaci funkei v
spliiujici v(0) = 0 a zintegrujeme per partes. Dostaneme

/0 (dug(x)v,(z) + aug(z)v(x) + cu(z)v(x)) de = /0 s(x)v(z)dz .
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Toto 1ze jednoduse zapsat jako
[u,v] = (s,v),

kde skalarni soucin (-, ) a bilinearni forma [-, -] jsou definovany predpisem

1 1
(w,v) = / wode, |[w,v] = / (dw,v, + aw,v + cwv)dx . (91)
0 0

Prostorem funkci, ve kterém je definovan uvedeny skaldrni soucin (-,-), je prostor Ls[0, 1], coz
je prostor funkci integrovatelnych s kvadratem na intervalu (0, 1), tj. funkci v, pro které je
fol v3dx < oo. Tyto funkce nemusi byt spojité, ale pro jednoduchost budeme piedpokladat, ze
jsou nespojité v nejvyse kone¢ném poctu bodu intervalu (0, 1). Bilinearni formu uvazujme na
prostoru

H={v:veC0,1), v, € L,[0,1]}.

Toto je nejjednodussi piiklad Sobolevova prostoru, viz odstavec 3.6.3. Dalsi podrobnosti najde
¢tenaf napf. v [1], [3], [2], [7]. Necht nyni

V={veH:v00)=v}, Vo={veH:v)=0}. (92)
Slaba formulace tlohy (89): hledame u € V tak, aby
[u,v] = (s,v) Vv € V. (93)

Reseni u € V tlohy (93) je slabé FeSeni tlohy (89). Je-li d(z) > dy > 0 a c(z) — 2d/(z) > 0
na intervalu (0, 1), s € L]0, 1], pak existuje pravé jedno slabé feSeni u € V tlohy (93), viz
odstavec 4.1.

Povsimnéme si jesté specialniho pfipadu, kdy v rovnici (89) je a = 0. Pak bilinedrni forma

1
[w, v] = / (dwyv, + cwv)dx
0

je symericka, positivné definitni, koercivni, omezena a indukuje na prostoru V, energetickou
normu (31), kterou pozdéji vyuzijeme pfi odhadech chyby feSeni, viz. (97).

Necht s € Ly[0,1]. Je-li u klasickym feSenim problému (89), (90), pak bude jisté spliiovat
rovnici (93), a tedy bude i slabym fesenim. Naopak, je-li v dvakrat spojité diferencovatelna
funkce a spliuje rovnici (93), lze ukézat, Ze spliiuje rovnice (89), (90), tedy dostatecné hladké
slabé Feseni je i klasickym feSenim daného problému, [2], [6], [3], [7]. Zduraznéme nicméné, ze
slabé feseni (93) nemusi byt dvakrat spojité diferencovatelné, staci pozadovat u € H.

Homogenni Neumannovu okrajovou podminku u,(1) = 0 v bodé z = 1 jsme vyuzili pouze
v integraci per partes pfi odvozovani slabé formulace (93). Homogenni Neumannova okrajova
podminka se nékdy nazyva prirozenou okrajovou podminkou. Dirichletovy okrajové podminky,
které musi byt zabudovany do definice aproximac¢niho prostoru V,, se obvykle nazyvaji esen-
cialni okrajové podminky. Kdybychom ptfedpokladali nehomogenni Neumannovy okrajové pod-
minky, vznikl by ndm pfi integraci per partes dalsi ¢len na pravé strané rovnice (93).

Pfedpokléddejme nyni, Ze numerickd aproximace feseni w” je po ¢astech linedrni. Necht
{20, 21,...,Tm}, To = 0, 1, = 1, jsou uzlové body sité na intervalu (0,1), H" je mnoZina
spojitych po ¢astech linedrnich funkei na intervalu (0, 1), které jsou linearni na kazdém intervalu
(zj,2j+1). Uvazujme tzv. stanové funkce p;(x) € H", j =1,...,m, pro které plati, ze ¢;(z;) =
0ij (proi = jje é;; = 1, proi # j je 6;; = 0). Tyto funkce generuji kone¢nédimensionalni prostor

funkei #", (6], [3], 2], [7]-
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i;L'IJu qu qﬁnl

-+ —s »
T Ei_1 &j Tipl Lm
Stanové bazové funkce ¢y, ..., pn

Necht V" a V! je restrikce V a V), na prostor H".
Numerické aproximace slabého feseni (93): hleddme w" € V" tak, aby

[w", v"] = (s,0") Vo e VI, (94)

Prostor V" a prostor testovacich funkci V} jsou navzajem posunuty o 7o, jinak se nelisi.
Metoda koneénjch prvki s touto vlastnosti prostorii V* a V! se obecné nazyva Galerkinova
(Bubnovova—Galerkinova) metoda.

PfepiSme nyni rovnici (94) pomoci bazovych funkei ¢;:

wh(a) = 3 wip@).

a necht testovaci funkei vy, je také funkce ¢;, j =1,...,m. Z rovnice (94) dostaneme nasledujici
soustavu linearnich algebraickych rovnic pro neznamé koeficienty wq, ..., w,,:
Z[@kagpj]wk = (5790]')7 ] = 1727"'7m7 (95)
k=0

s rovnici pro splnéni okrajové podminky wy = ~q.

Vypoctéme prvky [vg, ;). Je-li |k —j| > 1, pak [, ¢;] = 0. Pfipustme, ze déleni intervalu
neni rovnomérné. Polozme
1

1
Aj=aj =1, hy =585+ Age) = 5 (@501 — 25-1).

Diskretizaci (derivace jsme nahradili centralnimi diferencemi) ve vnitinich délicich bodech
intervalu (0, 1) zapiSeme ve tvaru, [6]:

a ( n ) d < 1 ( 1 n 1 Y, + 1 >+
i rwa) = 2 (2 w. w.
2hy T NA T A T AT Ay T (96)

C

o,

1
(Ajwj,1 + 4hjwj + AjJrleJrl) = F(‘% ij)
J

Predpokladédme-li, Ze také zdroj s(x) je po ¢astech linearni funkci,
s(z) = stk(x) ’
k
pak na pravé strané rovnice (96) dostaneme

1 1
5(87 pj) = @(Aﬁj—l + 4hjs; + Ajy18541) -
J J
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Zminme se jesté o odhadech chyb reseni.
Necht v rovnici (89) je d > 0 a ¢ > 0. Pak

1 1/2
o], = (/ (du§+cv2)dx) (97)
0

je energetickd norma na prostoru V,. P¥ipometime, 7e ||v|| = (v,v)"/? je Ly—norma funkece v.

Lze ukézat, ze bilinearni forma [-, -] je omezena:
[v,w] < Cy||v|]«||w]]s Yv,weVy, Cp>0, (98)

a koercivni

[v,v] > Col|v||? Yo,w e Vy, Co>0. (99)

Poznamenejme, ze v ptipadé a =0 je v (98) a v (99) C; = Cy = 1.
Protoze v naem piipadsé je V* C V a VI C V), fikdme, 7e nase metoda kone¢nych prvkii je
konformni.
Pro odhad chyby plati v energetické normé odhad
"Il (100)

C
U—W ||y S — Immn |jflu—7v
n o< Y1
thevh

tedy v energetické normé je pro chybu u — w” uréujici, jak dobie umime u aproximovat ve V",
Konvergence v energetické normé je prvniho radu, vyhodou naseho odhadu je, zZe plati i pro

nerovnomérné déleni. V Ly normé lze dokézat konvergenci 2. fadu, [2], [3], [10], [7], [6], [1].

11.2.2 Casové zavislé problémy
Uvazujme problém
g + aty = dig, — cu+ s(z,t), O<zr<l 0<t<T, (101)

s danou pocatecni podminkou u(z,0) a s okrajovymi podminkami (90). Na ¢len u; muZzeme
pohlizet jako na zdrojovy ¢len, tj. jednoduse misto s dosadit 5 := s — u;. Pro u(-,t) € V pro
v8echna ¢ € (0,T) dostaneme slabou formulaci problému (101)

(u,v) + [u,v] = (s,v)  Yvel, 0<t<T. (102)
Numericka aproximace w"(x,t) musi spliiovat

(wl, v") + [w", "] = (s,0") VeV, 0<t<T, (103)

a dale pocatecni podminku w"(x,0) = ul(z), kde u} € V" je vhodnd representace funkce

u(z, 0).
Rozepigeme w" pomoci bazovych funkei ¢;

m

w(z,t) =Y wy(t)ey(x), (104)

=0
koeficienty w;(t) jsou ¢asové zavislé. Diskrétni slaba formulace (103) dava soustavu podobnou
soustavé (96), ale na levé strané dostaneme jesté ¢asové derivace, [3], [6], [2], [7]:

1, , 1

E(wt ) 90]')

j - 6hj (A]w;_l(t) + 4h]w;(t) + Aj‘f'lw;—l-l(t)) . (105)
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Oznacime-li w(t) = (w;(t))}~, € R™, pak tzv. semidiskrétni soustavu pro homogenni okra-
jové podminky muzeme zapsat ve tvaru, see [6], [3], [7],

Buw'(t) = Aw(t) + Byg(t), (106)

kde
A= (ag)=—[pr i) sy s B=1(bjx) = (¢ 05)) 51 (107)

po ¢éstech linedrni zdrojovy clen je g(t) = (s;(1)),

Nehomogenni okrajové podminky ptidaji dalsi ¢leny k prvni a posledni komponenté g(t). V
teorii kone¢nych prvki se matice B obvykle nazyva hmotova matice (mass matrix). Matici A
fikdme matice tuhosti (stiff matrix).

Poznamenejme, ze v rovnici (106) bychom mohli aproximovat také derivaci w'(t),

Lo
h—j(wt p5) A wi(t).
Dostali bychom semidiskrétni soustavu

w'(t) = Aw(t) + Bg(t).

Tento proces nahrazeni Bw’(t) derivaci w’'(t) se v literatufe nazyva ”mass lumping”, [6]. Muze
mit negativni vliv na presnost feseni.

Pro odhad chyby lze obdobné jako ve stacionarnim piripadé dokazat v L, normé konvergenci
2. faddu. Podrobnosti najde ¢tenaf napi. v [2], [3], [10], [6].

Poznamenejme jesté, ze dominuje-li v rovnici konvekéni ¢len, muze standardni Galerki-
nova metoda konec¢nych prvku vést k oscilacim v prostorové proménné. Pak je tfeba aplikovat
Petrovovu—Galerkinovu metodu, ve které se prostor, v némz hledame aproximaci feseni, nesho-
duje s prostorem testovacich funkci, [6].

11.3 Vicedimenzionalni alohy

Standardni reakcéné-difizné-konvekéni rovnici ve vicedimenzionalnim prostoru lze zapsat ve
tvaru

d d
k=1 k=1

kde z = (x1,...,24)7 € RY. Zdrojova &4st muZe obsahovat i nelinearni reakéni ¢leny (pak
s = s(x,t,u)) a dalsi nelinearity se mohou skryvat v konvekénim nebo difuznim ¢lenu. Obecny

tvar reakéné-diftizné-konvekéni rovnice je tedy:
u+ V- (au) =V - (DVu) + s(z,t), (109)
kde a = (ai) € R?, D = diag(dy).

My se omezime na dvoudimenzionalni tlohy, konkrétné na ptiklad dvoudimenzionalni rov-
nice vedeni tepla s Dirichletovymi okrajovymi podminkami.
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11.3.1 Vedeni tepla ve dvou dimenzich

Uvazujme dvoudimenzionalni rovnici vedeni tepla se zdrojem a s Dirichletovymi okrajovymi
podminkami na jednotkovém c¢tverci.

U = Uy + Uy, + s(x,y,t) na €,
u(r,y,t) = ur(z,y,t) nal =0Q, (110)
u(z,y,0) = wup(x,y) na 2,

kdet > 0a (z,y) € 2= (0,1)x(0,1). Prostorové derivace nahradime standardnimi diferencemi
2. fadu na pravouhlé siti a dostaneme linearni semidiskrétni soustavu

w'(t) = Aw(t) + g(t) .

Matice A méa dveé ¢asti, A = A; + Ay, kde A; "pusobi” ve sméru osy x, A, ve sméru osy y. Jak
Ay, tak Aj jsou v podstaté matice hodnosti 1.
Proberme si v8e podrobnéji. Uvazujme pravothlou sit €2, na €2,

Qh:{(xiayj):xi:éAx7 yj:jAyal Sigml? 1 S] SmQ}a

kde Az = (my + 1)7%, Ay = (mg + 1)7L. Piedpokladejme, Ze uzly jsou na €2, éislovany po
fadcich, vektory lezi v prostoru RM, kde M = mims. Na ), definujeme funkei w : Q; — RM
takovou, ze

w=(wl,...,wp )T ERY kde w; = (wij,...,wm;)" € R™, wy(t) ~ulx,y;,t). (111)

Oznacme I, jednotkovou matici typu m x m, necht B,, je matice diskretizace jednodimenzio-
nalniho operatoru difuze pro m vnitinich bodu a pro Dirichletovy okrajové podminky,

-2 1

By = — h ER™M  h=_——

Matice A, A;, As muZeme prepsat ve tvaru
A=A+ Ay, A=1,QBun . Ar=DBu, Q) In, (112)
kde ) je Kroneckeruv direktni sou¢in. Pro hodnoty na hranici je
b(t) = by(t) + ba(t) € RM,

pfidemz by (t) ma nenulové slozky Ax~2ur(z & Az,y,t) v bodech (z,y) € Q, které sousedi se
dvéma vodorovnymi ¢astmi hranice, jinde je by () nulovd. Obdobné by(t) mé nenulové slozky
Ay~ up(z,y + Ay, t) v bodech (x,y) € Q, sousedicich se dvéma svislymi ¢astmi hranice, jinde
je bo(t) nulova. Necht f(t) je restrikce funkce s(x,y,t) na Q. Pak

g(t) = b(t) + f(t) €RM. (113)

Nyni mame definovany vSechny ¢leny v semidiskrétnim formulaci w’(t) = Aw(t) + g(t). Matice
Ai, As a A jsou symetrické. Stabilitu semidiskrétni formulace v Ls—normé uréime tedy ze
spektra matice A, [6], [3], [2].
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11.3.2 Metoda koneénych prvka

Resme rovnici (109) pro ¢t > 0, pro danou po¢ateéni podminku uy(x) a okrajové podminky
u="(z) mnaly, n-(au— DVu) =vy(z) naly, (114)

kde I'g U Ty = 02 je hranice 2 a n je vektor vnéjsi normaly k této hranici.

Nejprve odvodime slabou formulaci (93) pro slabé feSeni u naseho problému. Pak budeme
hledat po ¢astech linedrni aproximaci w” tohoto slabého FeSeni.

Zavedme Ly—skaldrni soucin funkci v, w nebo vektorovych funkei f, g na €2

(w,v):/ngdﬁ, (g,i)z/ﬂg-id@.

Pfipomenme, Ze integrace per-partes (Greenova formule) v tomto piipadé davé, viz napt. [2],
[10], [11], [16], [13],

(V-f,v)z—(i,Vv)Jr/ (f - n)ud.

o F3l9)
Necht H je prostor funkci u spojitych na €2, takovych, ze Vu € Ly(Q2), dale

V={veH: v=rynalg}, Vo={veH: v=0naly}.
UvaZujme bilinedrni formu (neni symetricka)
[w,v] = (DVw — aw, Vv)

a funkcional
G(v) = (s,v) —/ ~yodl.
I
Rovnici (108) vynéasobime testovaci funkci v € Vp, zintegrujeme per partes a dostaneme slabou
formulaci tlohy (108), (114):
Hledame u(-,t) € V tak, aby

(ug,v) + [u,v] = G(v) YveVy, t>0. (115)

Mame-li triangulaci €2, je Galerkinova metoda konec¢nych prvka urcena vybérem bazovych
funkci. Necht z; jsou uzly triangulace Nejjednodussi baze je tvorena po Castech linearnimi
stanovymi (pyramidalnimi) funkcemi ;, které jsou linearni na kazdém trojuhelniku a spliiuji

wi(j) = 045 -

Necht v indexovych mnozinach Zy, Z je uloZeno ¢islovani uzli: j € Iy jestlize z; € Ty a j € Z,
jestlize z; € QUI'; . Formulace metody konecnych prvki je nyni analogické jako v jedné dimenzi.

Polozme
wh(z, ) = D wi(t)p;(r), (116)
JETUI,
w;(t) =70(z;) pro jeIo. (117)
Ostatni w;(t) ziskdme vyfeSenim semidiskrétni soustavy obycejnych diferencialnich rovnic
JEIULy JEIUIy
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s pocatetnimi podminkami w;(0) = ug(z;), j € Z. Formulace zahrnuje i piipad, kdy funkce
Y0, 71 definujici okrajové podminky jsou funkcemi casu.

Poznamka k literature zabyvajici se metodou kone¢nych prvku
Zajemce, ktefi opravdu pracuji s metodou konecnych prvki, odkazujeme na Sirokou skalu li-
teratury. Doporudit lze napfiklad knihu [10], v niZ ¢tendf najde jednak zaklady funkcionélni
analyzy, dale metodu konecnych diferenci a metodu konecnych prvku, véetné nékterych technic-
kych detailu. Mezi matematiky je asi nejpopularnéjsi kniha [2], ktera obsahuje velké mnozstvi
matematického aparatu véetné prehledné teorie Sobolevovych prostorti. Obsahuje také velmi
podrobné odhady chyb. K podrobnému studiu teorie Sobolevovych prostoru je urcena kniha
[1]. Zminme se jesté o knize [8], v niz najde ¢tendf konkrétni ptiklady predevsim z mechaniky
kontinua a déle velké mnozstvi technickych detailu potfebnych pro algoritmizaci, jako je popis
ruznych tvaru konecnych prvku nebo podrobny popis transformaci na referen¢ni prvky. Jednou
z nejobsahlejsich knih o klasické teorii parcialnich diferenciélnich rovnic je kniha [11]. Obsahuje
mimo jiné i podrobnou teorii distribuci, véetné Diracovy d—funkce a odvozeni jejich vlastnosti.
Klasickou u¢ebnici numerické matematiky je kniha [13]. Inspiraci pro napséani tohoto piispévku
byla predev§im kniha [6], kterd se mj. velmi podrobné zabyvd metodou konecnych prvku a
metodou konec¢nych objemu pro reakéné-difizné-konvekéni rovnice. Velmi inspirativni je také
kniha [3].

Ve sborniku [7] byl uveden piispévek, ktery struéné popisoval matematické zéklady me-
tody konec¢nych prvku, tak, jak jsou probirany v prednasce Metody aplikované matematiky na
VSCHT, Praha.

12 Vicetroviiové metody

12.1 Metoda prosté iterace

Soustava

Sx=F, (119)
S... matice tuhosti, symetricka, positivné definitni = vlastni ¢isla A\ matice S jsou realna
kladné:

O<)\min§>\§>\max<oo
x feSeni =— Sx —F =0, a tedy také

x = x — 7(Sx — F) pro libovolné 7 €R. (120)

Metoda prosté iterace:
Dano x® € R®, 7 € R nenulov§ parametr.
Definujeme posloupnost iteraci {x(™}>  takto:

X — x() _ 7 (Sx™ _ F). (121)

Jestlize x(™ — x pron — oo = x Fesi soustavu (119).

Parametr 7 # 0 1ze zvolit tak, aby posloupnost {X(")};L’OZO konvergovala pro lobovolnou pocatecni
aproximaci x(©).
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Ozna¢éme €™ := x(® — x vektor chyby n—té iterace. Pak

x) = (I —-78)x™ 4 7F
xM) _x = I-78)x™ —x+7F

Na pravé strané rovnice dosadime za (x) z formule (120):

x) _x = (I-78)x™ —x+47Sx —7F + 7F
x" —x = T-718)x" — (I -718)x = (I-78)(x™ —x)
et — (T —78)e™

Tedy

e = (I —78)" 0
kde (® = x(© — x je chyba po¢ateéni aproximace.
Chceme zvolit 7 # 0 tak, aby

lim [|e™] =0 pro libovolné £©.
n—aoo

Rikdme, 7e 7 je konvergentni parametr.
Dostéavame odhad chyby (|| - || je Euklidovskd norma)
1™ < A~ 78)"] - 1]

Véta 12.1 S symetrickd, positivné definitni.
Parametr 7 € R je konvergentni parametr metody prosté iterace <=

0<71<

S Amax J€ nejuétsi vlastni ¢islo matice S. Pro toto T je
max

XT—=7S)"||=c"(1), kde 0<c(r) <1,
konkrétné
o(t) = max{|l — TAmax|, |1 — TAmin|}, Amin  Jj€ nejmensi vlastni ¢islo matice S .
Poznamka 12.1
1. S symetrickdi = (I —71S)" je také symetrickd, nebot
I-78)'=1-78"=1-78S.

Dale
(I-78)I—7S)| =T —-7S)" (I~ 78)T = (I - 7S)(I—78).

2. Spektralni polomeér symetrické matice A:

|A| = p(A) = max lpil,  pi .. vlastnd ¢isla matice A .
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Véta o zobrazeni spektra:
A vlastni ¢islo, S odpovidajici vlastni vektor matice S:  SB=\3,5#0
<= [ je vlastni vektor a p = (1 — 7\)" vlastni ¢islo matice (I — 7S)".
Tedy vlastni ¢isla p matice (I — 7.5)" spocteme z vlastnich ¢isel A\ matice S.
O iteracnich metodach se tika, ze zhlazuji chybu. Ukazeme si to konkrétné na ptikladu.

Priklad 12.1 Vratme se k prikladu 4.1:

Variacni formulace:

[ wwgae= [ s@ear,

o) = [, 1w = [ s

a(v,w) je symetrickd, koercivni (positivné definitni) .
Oznacme Sy, odpovidajici matici tuhosti (h je krok délent intervalu (0, 1) ):

2 -1 0 0
1 -1 2 -1 0
Sh'_ﬁ 0 -1 2 -1 |

0 0 —1 2

Jeji vlastni cisla jsou

2 4 kmh
)\k:E(l—coslmrh) :Esin2%, k=1,2,...,N
a odpovidajici vlastni vektory jsou
o® ="y ™ = sinkrin, i=1...N, k=1,...,N.

Chybu €™ =x™ —x  rozvedeme do vlastnich vektori matice Sy, :  Jestlize

N
e =>" g™, pak
k=1

=

e = (I—78,)"e® =) " en(T—78,) "™ = "ep(1 = 7a0)" M.

k=1 k=1
Tedy souradnice chyby £© = (e1,...,eN) se po n iteracich zméni na soutadnice
(e1(1 = 7A)", ... en(1 = TAN)") = souradnice chyby ™ n — té iterace.

Pokud je |1 — 7A;| malé ¢islo, potom j—td souradnice €;(1 — 7A;)™ rychle klesd s rostoucim n.
Rikdme, Ze j—td slozka se rychle tlumd. U
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13

Agregacni metody

V tomto odstavci se budeme zabyvat pouze dvojiroviiovymi metodami.
Uvazujme problém diskretizovany na triangulaci 7, metodou koneénych prvki. Vysledna
soustava linearnich algebraickych rovnic mé tvar

Ah Up = bh (122)

a budeme ji fesit dvoujuroviiovou metodou.
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