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Polárńı soǔradnice v E2

Dvojrozměrné integrály, jejichž množinou integrace je kruh,
p̌ŕıpadně část kruhu, lze jednoduše vy̌rešit transformaćı do
polárńıch soǔradnic.

V trojúhelńıku OPX plat́ı:

cosϕ =
x

ρ
, sinϕ =

y

ρ
.

Kartézské soǔradnice x , y
bodu nahrad́ıme polárńımi
soǔradnicemi ρ, ϕ , v nichž

ρ znamená vzdálenost
bodu o soǔradnićıch
(x , y) od počátku
soustavy soǔradnic
(ρ ≥ 0)

ϕ označuje orientovaný
úhel, mě̌rený od kladné
části osy x po pr̊uvodič
bodu (x , y) v kladném
smyslu.



Transformačńı rovnice
Transformačńı rovnice p̌ri p̌rechodu z kartézských soǔradnic do
polárńıch soǔradnic maj́ı tvar

x = ρ cosϕ
y = ρ sinϕ

dxdy v dvojrozměrném integrálu nahrad́ıme výrazem J dρdϕ,
kde

J = J(ρ, ϕ) =

∣∣∣∣∣∣∣
∂x

∂ρ

∂x

∂ϕ
∂y

∂ρ

∂y

∂ϕ

∣∣∣∣∣∣∣ = ρ

se nazývá jakobián transformace.
Pro dvojrozměrný integrál pak plat́ı∫∫

D
f (x , y) dxdy =

∫∫
Ω

f (ρ cosϕ , ρ sinϕ) ρ︸︷︷︸
J

dϕdρ

Množina Ω je obrazem množiny D v polárńıch soǔradnićıch.



Určeńı meźı:

∫∫
D

f (x , y) dxdy

x = r cosϕ
y = r sinϕ

, dxdy = r drdϕ

1 D je kruh x2 + y2 ≤ a2 0 ≤ r ≤ a 0 ≤ ϕ < 2π

2 D je ohraničena: x2 + y2 = 2ax , doplńıme na čtverec:
x2 − 2ax + a2 + y2 = a2 ⇒ (x − a)2 + y2 = a2

Kružnice je celá v 1. a 4. kvadrantu ⇒ −π
2
≤ ϕ ≤ π

2
,

nap̌r. dosazeńım: 0 ≤ r ≤ 2a cosϕ

3 D je ohraničena x2 + y2 = 2ay , doplńıme na čtverec:
x2 + y2 − 2ay + a2 = a2 ⇒ x2 + (y − a)2 = a2

Kružnice je celá v 1. a 2. kvadrantu ⇒ 0 ≤ ϕ ≤ π,
nap̌r. dosazeńım: 0 ≤ r ≤ 2a sinϕ

4 D je mezikruž́ı b2 ≤ x2 + y2 ≤ a2 b ≤ r ≤ a 0 ≤ ϕ < 2π



Zobecněné polárńı soǔradnice v E2

Použ́ıváme v p̌ŕıpadě, když množina integrace
• je elipsa nebo jej́ı část • nemá počátek v [0, 0]

D je ohraničena
x2

a2
+

y2

b2
= 1 (x − x0)2 + (y − y0)2 = a2

Transformačńı rovnice:

x = ar cosϕ 0 ≤ r ≤ 1
y = br sinϕ 0 ≤ ϕ < 2π
J = abr
dxdy = abr drdϕ

x = x0 + r cosϕ 0 ≤ r ≤ a
y = y0 + r sinϕ 0 ≤ ϕ < 2π

J = r
dxdy = r drdϕ

Př́ıklad∫∫
D

√
4− x2

9
− y2

4
dxdy , D je ohraničena

4x2 + 9y2 = 36 tj.
x2

9
+

y2

4
= 1

x = 3r cosϕ
y = 2r sinϕ

,
0 ≤ r ≤ 1

0 ≤ ϕ < 2π
, J = 6r , dxdy = 6r drdϕ



Př́ıklady

1

∫∫
D

√
x2 + y2 dxdy , D : x2 + y2 ≤ a2, y ≥ 0

2

∫∫
D

x dxdy , D : 4 ≤ x2 + y2 ≤ 9, y ≥ x , x ≥ 0

3

∫∫
D

sin
√

x2 + y2 dxdy , D : π2 ≤ x2 + y2 ≤ 4π2
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