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Existence

Mé&jme spojitou hladkou k¥ivku k zadanou
vektorovou funkei p(t) = (x(t), y(t), z(t)), kladn& ¥
orientovanou vzhledem k parametru t € (a, b). y(b)
Interval (a, b) rozdé&lime posloupnosti bodi
a=ty <t <tr--<tp,=bnadildi intervaly.
Tomuto dé&leni odpovida rozdéleni k¥ivky k na n jed-
noduchych hladkych k¥ivek ki, ko, ..., k.
Oznatime A délku i-té dilei k¥ivky, i = 1,2,...,n.
Na kazdé dil&i k¥ivce k; libovoln& zvolime bod Y1
M; = [x(t;),y(t;), z(t;)], kterému odpovidd hod- -
nota parametru t;. V kazdém bod& M; sestrojime
te¢ny vektor 7; = 7(M;), ktery orientujeme sou-
hlasné& s k¥ivkou k. V moziné D, ve které lezi k¥ivka
k, mé&jme definované, omezené a spojité: skalarni
funkci f(x,y, z) a vektorovou funkci F(x,y, z).
Tyto funkce nabyvaji v bodech M; hodnot f(M;) = f(x(t;), y(t;), z(t;)), F(M;).

Vi

VytvoFime sou&iny f(M;)As; a skaldrni souiny F(M;)7;As;.
n

n
VytvoFime integrélni sou&ty Z f(M;)As; Z ﬁ(M,‘)T,‘AS,‘
i=1 i=1
Existuje-li pro n — oo a As; — 0 pro v8echna i = 1,... n limita intergdlniho sou&tu,
nazveme tuto limitu k¥ivkovym integrdlem funkce f(x, y, z) po k¥ivce k, resp.
vektorové funkce l:_*(x,y7 z) po kladn& orientované k¥ivce k.
Pro skalarni funkci f(x, y, z) kfivkovy integrdl nezdvisi na orientaci k¥ivky.
MnoZinou integrace kfivkového integralu je rovinna nebo prostorova k¥ivka.



Vypocet kfivkového integralu
© Parametrické vyjadveni k¥ivky:
P(t) = [x(t), y(t), z(t)], te€(a, b)

@ Vypotitame derivace

a uréime

ds =|[P(t)[| = V32 +y2 + 2 dt  resp. d5 = P(t) dt
N—

pro vektorovou funkci

© Vyjadiime f(P(t))

pro vektorovou funkci

o/fds_/ f(P(t)) ||P(t)|| dt resp. /fds_:l:/ F(P(t)) - P(t)dt

e Pro k¥ivku vyjadfenou explicitné y = g(x)
Ize p¥i P(t) = [t, y(t)] vyjadFit ds = /1 + y?
e Pro vektorovou funkci f = (U, V, W) lze zapsat d§ = (dx,dy,dz)
a f-P(t) dt = Udx + Vdy + Wdz




Priklad 1.

/ (y —2z) ds, C je tsetka AB: A=][1, 0, —1], B=[-2, 2, 0].
c

Integrovand funkce f(x,y,z) = y — 2z je definovand a spojitad v E3, integrdl existuje

@ parametrické vyjadreni tsecky : X = A+ t(B — A),t € (0, 1)
P(t)=[1-3t; 2t; —1+t], t €(0, 1)

Q@ P(t)=(-3,2, 1), ||P|=(-3)2+22+12 =



Priklad 2.

/ (x® —2y) ds, C je tsetka AB, kde A, B jsou priisetiky p¥imky
C
2x 4+ 3y — 6 = 0 se soutadnicovymi osami. (tj. A= [0, 2], B = [3, 0]).

Integrovana funkce f(x,y,z) = x> — 2y je definovand a spojita v Es, integral existuje

@ Parametrické vyjadteni tsetky : X = A+ t(B — A),t € (0, 1)
P(t) =[3t; 2—2t], t € (0, 1)

Q P(t)=(3, -2), |P|| = /3 +(-2)? = V13

Q f(P(t) =272 —2(2—2t) =27t + 4t — 4
y

x3

1

1

(%) /fds:/ (27t + 4t —4)- V13 dt = 32

c 0 —m—" ~~ 4
f(P(1)) 1P|



Priklad 3.

4
/ % ds, C je zavit Sroubovice:
c Xty
x=2cost; y=2sint; z=1t, t € (0, 2m)
Integrovand funkce f(x, y, z) je neni definovand v bodech [0, 0, z] € E3, tyto body na
C nelezi, integral na C existuje.

@ Kfivka C je zadana parametricky.
P(t) =[2cost; 2sint; t], t € (0, 2m)

@ P(t) = (-2sint, 2cost, 1), ||P|| = Vasin®t+4cost+1=1/5

@ f(P() =7

27 t4 8
o/fds:/ L VB de=Bogs
c 0 4 ~—~
y lIP(t)
f(P(t))



Priklad 4.

/ (x* + y? + z%) ds, C je zadana rovnicemi:
c

x =etcost;, y =elsint; z=¢, t

Integrovand funkce f(x,y, z) je definovand a spojita v E3, integral existuje.

@ Kf¥ivka C je zadana parametricky.
P(t) = [e*cost; e'sint; ef], t € (0, 1)

P(t) = (e*(cost —sint), e(sint+ cost), et),
HP| = \/e2f (sint +4cos?t+1) = e'V/3

@ f(P(t)) = e*(cos® t +sin® t + 1) = 2&*

e/fds—/ .ffdt_\f%(etn
P<f>> A1)l

€ (0, 1)



P¥iklad 5.

/(x—l—y2)ds,C:{[x7 y]€Ey:x2+y?2 =9, x<0, y >0}
c

Integrovana funkce f(x,y,z) = x + y? je definovana a spojitd v E3, integral existuje

© KruZnici vyjdd¥ime rovnicemi x = 3cost, y = 3sint, t € <g’ ™
P(t) =[3cost; 3sint], t € (7, m

@ P(t) = (-3sint, 3cost), t € (L, 7), |P|| = v/9) =3

@ f(P(t)) =3cost+9sin’t

X y?

4 27
_ 02 1Y . - _ =
(%] ,/Cfd57/1 (3cost + 9sin“ t) .3 dt 9+ 27
: f(P(1)) [t



Priklad 6.

/ y ds, C je &st kubické paraboly y = x3, x € (0, 1)
c

© 00 O

tj. C={[x, y]€Ex: y=x3 x€ (0, 1)}
P(t)=t; t3], t € (0, 1)
P(t)=(1, 3%), t€ (0, 1), [|P| = V1+9t4
f(P(t) =1t

1
/fds:/ 3 . V/149t4 dt =
I 0 ~N ——
FP@) )

:/1 %\/Edq:a(m 10-1)

substituce
g=1+9t* dg =36t dt
qq =1, go =10




Aplikace kfivkového integralu skalarni funkce

P¥edpoklddejme, Ze drat nebo struna ma tvar k¥ivky C, jejiz délkova hustota je v
libovolném bod& X ur&ena funkci p(X).

@ délka C Z:/lds
C

@ hmotnost C o hustot& p(x, y, z) m= / pds
c

staticky moment C C E; staticky moment C C E3

@ vzhledem k ose x  my :/ y pds @ vzhledem k roviné xy  myy, :/; zpds
C

@ vzhledem k ose y m, :/ x pds @ vzhledem k roving xz  my, = /C y pds
C

@ vzhledem k roviné yz my, = / x pds
C

@ soufadnice teziste C: @ soutadnice t&Zité C:
m, m
_ [my y my; m m
e ro[me, ma, ]
m m m m m

@ moment setrvagnosti C
priklady 482-497



