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Uvop

Uvop

Cislo a jeho obory jsou zdkladem matematiky. Jak se vyvijelo lidstvo, vyvijela se i potfeba
Ciselné obory rozsifovat. Cilem této prace je poskytnout Ctenafi prehled nejen o vyvoji
Cislic, pojmu Cisla a matematiky jako védy, ale predevsim zavést jednotlivé Ciselné obory

a zdUvodnit nutnost jejich rozsifovani o dalsi Cisla.

Praci Ize z tematického hlediska rozdélit na ctyfi celky. Prvni kapitola se vénuje Cislu
a jeho zdpisu a popisuje vyvoj zapisu Cisla od pravéku aZz po soucasnost. Druha cast se
zabyva historii matematiky s ohledem na vyvoj Ciselnych obor(i. Pozornost je vénovana
také matematickym krizim, které prispéli k tomu, Ze bylo nutné do matematiky zavést
dalsi ¢iselné obory. Ve treti Casti je pfedstavena teorie mnozin a vysvétleny pojmy, které

budou pouzivany ve ¢tvrté ¢asti prace.

Posledni ¢ast prace obsahuje celkem sedm kapitol — sedm ciselnych oborU. Jednotlivé
obory jsou zde zkonstruovany pomoci axiomu, definic a vét v souladu s dnesnim pojetim
matematiky. Ddle jsou predstaveny nékteré dulezité vlastnosti Cciselnych obord,
definovany zakladni pocetni operace a vzavéru je specifikovano, jakou algebraickou

strukturu spolu s definovanymi operacemi jednotlivé ¢iselné obory tvofi.
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1 CISLO
Cislo podle Ottova slovniku nau¢ného (1893) vyznacuje pojem kolikosti stejnorodych véci,
jehoz jednotlivou casti je jednotka. Potfeba jakékoli jednotky pocitat a tento pocet

nasledné i zapsat, je stara, jako lidstvo samo. Jak se vyvijela civilizace, ménil se

a zdokonaloval i zpUsob pocitani a zapisu Cisel.

Prvni predstavu o Cislech mél jiz ¢lovék ve starsi dobé kamenné — paleolitu. Jeho
potfeba vyjadieni mnozstvi souvisela s jeho zplsobem Zivota. Lovem a sbérem. SpisSe nez
presny pocet, uvadél jen mnozstvi, tedy ,jeden”, ,,dva“ anebo ,mnoho”. Revolu¢ni zména
nastala asi pred 10 000 lety, v dobé, kdy ¢lovék zménil svij pristup k pfirodé z pasivniho
na aktivni. Zemédélstvi, chov dobytka, rozvoj rfemesel a s tim ndsledné spojené
obchodovani vyzadovalo nutnost pocitani. Zpocatku se pocitalo na prstech ruky,
popripadé obou, coZ vedlo k vyjadreni Cisel se zakladem pét nebo deset, pozdéji i vice.
Potvrzeni predpokladu, Ze pocitani na prstech byl prvotni zpldsob urcovani poc¢tu, mGzeme
nalézt u soucasnych kmen( Zijicich mimo civilizaci. JelikoZz nemaji slova vyjadtujici
mnoZstvi vétsi nez dva nebo tfi, urcuji poCet pomoci signalizace na prstech. Nazvy pro
jednotliva mnoiZstvi byly pak vétSinou odvozeny prdvé od slov znamenajicich &asti téla,
nebo predméty Ci jejich skupiny, které byly vSem dobre znamé. Napriklad pro Cislo pét
bylo pouZivano stejné slovo jako pro slovo ,ruka®“, cislo deset znamend totéz, co slovo

»ruce” nebo dvojka ma tentyz vyznam jako ,,0ci“ ¢i ,,usi“ (Fine, 1907).

1.1 ZAPIS CiSEL

Se stdle dynamictéjSim rozvojem spolecnosti vyvstavala potieba urcité poCty zaznamenat.
Tyto Ciselné zpravy se uchovavali rozlicnymi zplsoby. Ztéch nejcastéjsich uvadim
naptiklad uzly na provaze, zarezy do drfevénych holi ¢i kosti, kaminky, lastury. Za jeden
z nejstarSich zaznamU matematické cinnosti clovéka je pak povaZzovana vrubovka
nalezena pred druhou svétovou valkou profesorem Absolonem ve Véstonicich na Moravé
(Folta, 2004). Jednd se o 18 cm dlouhou vietenni kost mladého vlka s 55 vyrytymi zarezy.
Prvnich pét zarezl je usporadano do skupin po péti, nasleduji dva dlouhé zarezy, pak rada
pokracuje dvojndsobné dlouhymi tficeti zarezy (Struik, 1963). Vrubovky byly pouZivany

také v Anglii, a to od 13. stoleti az do roku 1820 pro zapisovani vybéru dani. Vrubovky
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nebo jiné pocitaci tyCinky jsou pro zapis Cisel pouzivany nékterymi loveckymi kmeny na

severu Sibife a Ameriky dodnes.

V pravéké numeraci se tedy uZival jeden ciselny znak pro Cislo jedna. Opakovanim
tohoto znaku se pak zapisovalo cCislo vétsi nez jedna. Bylo-li potifeba zapsat Cislo vétsi,
sdruzovaly se znaky do skupin, obvykle po péti ¢i deseti, coz mélo slouZit pfedevsim
k prehlednosti zapisu Cisla. Systém vytvareni pétic, kdy pata cara preskrtava Sikmo Ctyri
svislé ¢ary, je pouzivan i vsoucasné dobé, napfiklad v pohostinstvi nebo pfi rdznych

hrach.

Zakladem pro dnesni zapis Cisel byl tedy zfejmé pocet deseti prstli na rukou. Této
myslenky patrné vyuZivali jiz stafi Egyptané v dobé asi pred 5 000 lety. Pro zapis vétsich
Cisel tvorili skupiny znak( po deseti. Pfi tomto zplsobu zapisu nezalezelo na usporadani
znaku. Jednalo se tedy o tak zvanou nepozi¢ni soustavu, avsak desitkovou, ktera je
uzivana pro zapis Cisel i v soucasnosti. Znakem pro Cislo jedna byla méfici ty¢. Symbolem
pro desitku byl znak pfipominajici podkovu. Souvislost podkovy a starého Egypta se vSak
nejevi smysluplnou. Spise se jednalo o dvé spojené paze, tedy deset prstl.
Nejpravdépodobnéjsi vysvétleni vyznamu znaku pro stovku se uvadi jako stoceny konec
meéricského provazu, ktery byl dlouhy praveé sto stop. Symbolem pro Cislo tisic byl lotosovy
kvét, ktery byl taktéz symbolem Zivotadarné reky Nil. Tento symbol byl uzivan také pro
slovo ,mnoho”, protoze brehy Nilu byly pokryty mnoha a mnoha lotosy. V té dobé bylo
Cislo tisic nejvyssim cislem. Znaky pro dalsi Cisla pochazeji z doby pozdéjsi. Desetitisic
znacili jako prst, stotisic byl pulec (téch je v Nilu vice nez lotosU). Znakem pro milion byl
klecici blzZek, nebo také Zasnouci muz, jak ukazuje nasledujici obrazek. Milion byl v té
dobé vniman jako synonymum pro nekonecno, tak veliké a magické cislo, Ze jej mUze

pochopit jen bih (Hrabek, 2021).

NG 2N AR

Obrazek 1: Egyptska nepozi¢ni desitkova soustava (Becvar, Be¢varova, Vymazalova, 2003, str.39)
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Cisla byla tedy zapisovana prostym nakupenim pfisludnych znakd. Jako pfiklad

uvadim zapis Cisla 2021.
»
il AYAY

O matematické vyspélosti egyptské fiSe svédci nejen jejich stavby, které mlzieme
obdivovat dodnes, ale také dochované papyry, svitky vyrobené ze stébel Sachoru
papirodarného (Cyperus papyrus). Dva z nich jsou pak obzvlasté cenné. Prvnim z nich je
RhindGv papyrus (také Londynsky nebo Ahmoslv), ktery byl nalezen v egyptskych
Thébach v poloviné 19. stoleti. Vroce 1858 jej zakoupil Alexander Rhind, pravnik,
egyptolog a znalec starozitnosti. Dnes je uloZen v Britském muzeu v Londyné. Jedna se
o shirku 78 uloh s ndvody a feSenim, které opsal pisaf Ahmose pro svého krale z materiald
pochazejicich z obdobi asi 1853 az 1809 pfed nasim letopocltem. Je to nejvyznamnéjsi
a nejrozsahlejsi matematické dilo starého Egypta. Druhym cennym papyrem je tzv.
Moskevsky papyrus (také Golenis¢eviv). Tento papyrus ziskal na pfelomu 19.a 20. stoleti
egyptolog V.S. GolenisCev a nasledné jej vénoval Puskinové muzeu krasnych uméni
v Moskvé. Tento papyrus obsahuje 25 pfikladl a patrné se jednalo o ucebni pomucku
nebo test znalosti (Becvar, Becdvarovd, Vymazalova, 2003). NejstarSim egyptskym
matematickym zaznamem je vSak vycisleni vojenské kofisti pochazejici pfiblizné z roku
3 300 pred nasim letopoctem. Hieroglyfického pismo (hieros = posvatny, glypho = napis)
se postupné vyvijelo a zjednoduSovalo na pismo hieratického (hieraton = knézsky)

a pozdéji az na démotické (demotikos = lidovy). Pro ndzornost uvadim vyvoj Cisla 3.

(a) Hieroglyficky (b) Hieraticky (c) Démoticky

noo i 7

Obrazek 2: Vyvoj zapisu ¢isla 3 (Kolman, 1968)

Stejné jako v Egypteé tak i v jinych Castech svéta se vyvijela kultura a s ni spojeny zapis

Cisel. Stara Mezopotamie se rozprostirala mezi rekami Eufrat a Tygris. Mezopotamska
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matematika dosdhla dokonce vys$$i Urovné nez matematika egyptska. Jiz od tretiho
tisicileti pred nasim letopoctem pouZivali Sumerové k zapisu Cisla trojhrannou drevénou
ty&inku, tzv. klin ( 1). Tato znagka vytla¢end do jilu nebo hlinéné desti¢ky symbolizovala
Cislo jedna. Opakovani tohoto znaku zapisovali Cisla 2 az 9. Pro desitku méli znak, ktery
vytvofili pomoci stejného klinu {. Od Sumeri tento zpUsob zapisu Cisel prevzali
Babylonané, a proto je dnes nazyvan babylonsky. Timto zpisobem zapisovali ¢isla od 1 do
59. Znaky pro desitky umistovali nalevo, znaky pro jednotky napravo. K zépisu vétsich cisel
pouzivali Babylofiané $edesatkovou soustavu. Sedesat tvofilo jednu jednotku vyssiho
Fadu. Sedesat Sedesatek, tedy 3 600, daldi skupinu atd. Pro Sedesatku pouZivali stejny

znak jako pro jednotku, jen byl umistén pred desitkami (Kolman, 1968).

Struik ve svych Déjinach matematiky uvadi, Ze Sedesatkova soustava i pozicni systém
se tak stali trvalym majetkem lidské spole¢nosti. Pravé od Sumer( pochdzi dnesni déleni
hodiny na 60 minut a minuty na 60 sekund nebo déleni kruhu na 360° a kazdého jednoho

stupné na 60 minut, minuty pak na 60 vtefin.

S pozicnim systémem pouzivanym v Mezopotdmii se patrné seznamili i Indové
a Rekové, kdy? pfes tamné&jsi Uzemi vedli své karavany (Struik, 1963). Znaky pro Fimska
Cisla se podobné jako u nékterych z vySe zminénych kultur odvijela od pocitani na prstech.
Symboly pro &isla 1, 2, 3 a 4 se podobaji prstiim ruky, tedy /, /I, Ill, Illl. Symbol pro &islo pét
je odvozen od tvaru dlané, tedy V. Desitka jsou dvé dlané, coZ znacili jako dvé opacna V,
jejichz spojenim vznikl symbol X. Znak C pro stovku pochazi z latinského centum — sto.
Padesatka pak vznikla rozpllenim tohoto znaku vdodrovné, coz pfipomina pisemeno L.
Podobné symbol M oznacujici tisic pochazi z latinského mille — tisic. Rimska &islice D pro
pétset pak vznikla svislym grafickym rozptlenim symbolu M (Crilly, 2010). Rimsky zpsob
zapisu Cisel znamenal velky posun v pozi¢nich soustavach. Misto, na kterém se dany znak
vyskytoval, mélo sviij vyznam. Rimska ¢isla se tedy sklddaji psanim znak(l pro nejvyssi
kombinuji nejvy3e 3 stejné fimské &islice (XXX = 30, Ill = 3). V dobach starovékého Rima se
pouzival zpusob, kdy mohli byt kombinovany i ¢tyfi stejné fimské Cislice. Tento zpUsob

zapisu preferoval ifrancouzsky kral Ludvik XIV., tedy Xllll. Diky jeho nafizeni se také



1 CisLo

napriklad setkdme na ciferniku dobovych hodin se zapisem Ctyrky jako /1], jak by ji zapsali
Rimané. Zapis ¢tyrky jako IV byl pouzivan aZ ve stfedovéku. (Crilly, 2010).
Stafi rekové na rozdil od FimanG oznacovali Cislice za¢atecnimi pismeny jejich jména,

jak demonstruje nasledujici obrazek.

I A H X M
3 10 100 1000 10 000
pente deka hekaton  chilio myrio

Obrazek 3: Recky zapis ¢isel (Hrabek, 2021)

Zjednodusend soustava psani Cislic vznikla aZz pozdéji. Prvni pismena abecedy
nasleduujici obrazek. Pokud byla u pismena nebo nad nim ¢arka, Cislo se nasobilo tisicem,

znacka M znacila nasobeni desetitisicem. Zajimavosti také je, Ze pfiblizné v této dobé

vvvvv

2021).
o f Y %) e c £ 7 ?9 r
1 2 3 4 5 6 7 8 o 10
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Obrazek 4: ZjednoduSeny systém zapisu reckych ¢isel (Hrabek, 2021)

Bylo tedy evidentni, Ze uziti pozicniho systému k zapisu cisel je nejefektivnéjsi
zpusob. Neni proto prekvapivé, Ze se vyvinul ve vice kulturdch nezavisle na sobé. Kromé
Babyloriand, Rekd a Riman( jej pouzivali i Cifiané, Aztékové nebo Indové.

V udoli feky Indu se v poloviné 3. tisicileti pfed naSim letopoctem nachazel kulturné

pomérné vyspély otrokarsky stat. V Indii byly pouZivany rdzné ciselné nepozi¢ni soustavy,
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které ale zanikly. Nahradila je pozi¢ni Ciselna soustava brahmi, ktera byla uzivana ve velké

Casti Indie po dobu vice nez tisic let (Juskevic, 1978).

- e = I f & 7 9 P
7 b ) 4 & & & & g

(o ¢ (3 ,.r b J 4 b4 @ @B
07 20 &) S0 60 70 60 G0
00 00 000 46000 70000

Obrazek 5: Cislice brahmi (Juskevi¢, 1978)

V dobé asi 500 let pfed nasim letopoctem vynalezl neznamy indicky filozof genialni
zpUsob zapisu Cisel. Ponechal pouze Cislice od 1 do 9 a sjednotil jejich zapis. Kazda Cislice
pak znacila pocet jednotek, desitek, stovek a atd, podle svého umisténi. Neméné
dilezitym objevem Ind( pak bylo zavedeni nuly. Hindsky vyraz oznacujici krouzek je
sunya, znamenajici prazdnota. Postupem c¢asu byl krouZek pfifazen knule, kterd
symbolizovala ,nic“. Prvni pisemnou zpravu o pouziti symbolu nuly je mozné nalézt
v rukopise Bakhsali, indickém matematickém texté pochazejicim patrné ze tretiho stoleti

naseho letopoctu (Hrabek, 2021).

Na matematicky odkaz Indd navazaly arabské zemé, které ve stfedovéku
zaznamenaly v oblasti matematiky vyrazny rozvoj. Ve starovéku se centrum vzdélanosti
nachazelo v Recku a Rimé. Po padu Zapadoiimské fise koncem 5. stoleti naseho letopoctu
se centrum ucenosti pfesunulo pravé na vychod. V sedmém stoleti zaznamenala arabské
fiSe obrovsky rozmach a vosmém uz praktickicky ovladla célé uzemi Pyrenejského
poloostrova, vSechny africké stfedomorské zemé, Blizky vychod a velké oblasti Malé Asie,
Kavkazu a Stfedni Asie (Beévaf, 2001). Uspé&ch arabské matematiky tedy spoéiva ve vyuziti
poznatkll a myslenek narodl( z dobytych Gzemi. Mimo jiné vyuZili poznatkd recké

matematiky, od IndU prevzali desitkovou poziéni soustavu.
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1 CisLo

Pozn. 1 V odbornych textech je mozné se setkat s terminy arabska matematika i islamska
matematika. Ani jeden z téchto pojmU vsak neni docela presny. O rozvoj matematického
mysleni se na tomto Uzemi zaslouZily rGzné narody, mnohé z nich viak nemaji arabsky
plvod a nevyznavaji islam. VSechny ale spojovala arabstina a arabské pismo. (Juskevic,

1978).

Prosazovani desitkové Ciselné soustavy probihalo v arabskych zemich velmi pozvolna.
Uzemi této Fise bylo navic velice rozsahlé, proto se vrlznych €astech psalo odliné.
Vychodoarabské Cislice i se znakem pro nulu je moZné nalézt v arabskych textech uz
v prvni poloviné 10. stoleti. Soucasné s nimi se na Pyrenejském poloostrové objevuji
zdpadoarabské Cislice nazyvané gubar (téZ gobar) z arabského prach ¢i pisek. Nazev
vychazi patrné ze skutecnosti, Ze se psalo na desky posypané piskem. Vychodoarabsky
zplisob zapisu &isel se pouZival v mnoha zemich (Egypt, Turecko, iran), pfestoZe se jejich
tvar v prlbéhu staleti ménil. Staré zapadoarabské Cislice se dosud uZivaji v Maroku

(Si¥ma, 2001).

2P Vv SVt De

1 2 4 = B 7 A 9 O

TN

Obrazek 6: Vychodoarabské ¢islice z 10. stoleti (Sisma, 2001)

P22 V5 Y67

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Obrazek 7: Zapadoarabské ¢islice ze 14. stoleti (Sisma, 2001)

Indicko-arabské Cislice zacaly do Evropy pronikat az v 10. stoleti. Do té doby se

k zapisu Cisel pouzivaly vyhradné fimské Cislice. Nejstarsi dikaz poufZiti indicko-arabské

11



1 CisLo

pozi¢ni soustavy k zapisu Cisla je mozné nalézt v kodexu Codex Vigilanus z roku 976, ktery
patfil Spanélskému klasteru Albelda. Na prelomu 10. a 11. stoleti se Evropou zacaly Sifit
zdpadoarabské Ccislice gubar. Od 11. stoleti se zacalo objevovat stale vice rukopist
s novym zpUsobem zapisu Cisel, presto vsak byl tento systém v Evropé pfijiman ponékud
skepticky. Zajem o néj jevili predevsim obchodnici a pokladnici, ktefi si tak zjednodusovali
dlouhé vypocty. Roku 1299 bylo ve Florencii dokonce zakdzano pouzivat nova disla.
Rozhoduijici vliv na pfijeti novych Cislic tak méli pravé spisy, které se Evropou Sifily.
Z mnohych uvadim latinskou kompilaci Kniha Algorisma o aritmetické praxi od Joanna

Sevilského patrné z roku 1153 (Becvarova, 2001).

Tyto dva zplsoby zdpisu Cisel spolu v Evropé soupeftily az do 16. stoleti, kdy byla
upfednostnéna Cisla nova. K rozsiteni indicko-arabského pozi¢niho desitkového systému

prispél také rozvoj knihtisku a nasledné vydavani ucebnic a pocetnic (Becvarova, 2001).

1 2 3 4 5 6 7 8 0
Rukopis z r.976 1 ‘Z‘ F{ % 17) { l‘) 7 8 9
Rukopis z pogatku 12.sc. | r FIX|G|c|7 8|20
e A I R KA R A I N AT A
Cislice A.Dirrerazr1525 |Z | 2| 314 |5 |6|C |8 7
;?.rt.ifi‘it;;éhodilaj,Widmanna i z 3 4_ 5- 6 vd 8 ! 9 0

Obrazek 8: Dnesni Cislice a jejich vyvoj (Juskevic, 1978)
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2 HISTORIE MATEMATIKY

2 HISTORIE MATEMATIKY

Pocatkem matematiky bylo pocitani. Tvrdit vSak, Ze prvotni pocitani bylo matematikou, by
nebylo zcela rozumné. Zacatek matematiky je mozné spatfit az v dobé, kdy Cislo bylo

néjakym zplsobem reprezentovano a jeho zaznam uchovan.

Poznatky, které si Clovék od pocatku vyvoje lidstva osvojoval v kazdodennim Zivoté,
tvofili riznorodou smés. Az kdyzZ se nahromadilo vice poznatkd stejného druhu, zacaly se
formovat jednotlivé védy. Tak se poznatky o prostorovych formach a kvantitativnich
vztazich skutecného svéta seskupily a jsou zakladem matematické védy. ,Pravé jako
vSechny ostatni védy vznikla i matematika z praktickych potieb lidi, jako z méreni ploch

pozemku a objem( nddob, z pocitdni casu a z mechaniky.” (Balada, 1959)

V nasledujici ¢asti se pokusime nastinit zakladni rysy vyvoje matematiky od prehistorie
po soucasnost. Pro prehlednost je vhodné obdobi, které trvalo nékolik tisicileti, rozdélit
na kratSi Useky. Halas (2021) uvadi periodizaci déjin matematiky podle Kolmogorova,

ktery vyvoj matematiky roz¢lenil do Ctyr obdobi.
1. tvorba elementarnich matematickych pojma
2. matematika konstantnich velicin
3. matematika proménnych velicin

4. matematika zobecnénych prostorovych a kvantitativnich vztaha

2.1 OBDOBI TVORBY ELEMENTARNICH MATEMATICKYCH POJMU

Prvni obdobi saha od pocatkl civilizace az asi do 6. stoleti pred nasSim letopoctem.
Charakteristickym rysem je pro néj empiricky zpUsob ziskavani novych matematickych
poznatkl (empiricky, z feckého empeiriea — zkusSenost, tedy zaloZené na zkusSenosti).
Clovék naptiklad potieboval urgit pocet ovci, které vyhnal na pastvu. Réno za kazdou ovci
polozil kaminek na hromadku, pokud se ovce vecer vratila, kaminek odebral. Aniz by umél
ovce Ci kameny spocitat, tvofil pfifazeni mezi dvéma mnozinami a urCoval, zda jsou tyto
mnoziny navzajem ekvivalentni. Na pocatku byl tedy pojem pfirozeného Cisla
charakterizovan jako to, co je spoleéného pro vSechny ekvivalentni mnoziny. Soucasné

s utvarenim pojmu Cisla vznikaly i nejzakladné;jsi geometrické predstavy (Balada, 1959).
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2 HISTORIE MATEMATIKY

Prvni matematické pojmy se utvarely v oblasti starych Ffi¢nich kultur, tedy v Egypté,
Mezopotdmie, Indii a Ciné. Nejstar$i dochované texty pochézeji z Egypta a Mezopotdmie
z pfelomu 3. a 2. tisicileti pfed nasim letopoétem. Nalezené vrubovky patrné slouzily jako
pocitadla, Ci rozfiznuté podélné pres zarezy jako smluvni dokumenty. O elementarnim
zvladnuti geometrické problematiky pak svédc¢i ornamenty nachdzejici se na predmétech
denni potreby. Dalsi dlkazy o uUrovni matematickych znalosti je moiné nalézt ve
stavitelstvi. Egyptské pyramidy pochazejici z 3. tisicileti pred nasim letopoctem jsou

dokladem mnoha praktickych matematickych znalosti a dovednosti (Fuchs, 1993).

Prvni svédectvi o pocetnich schopnostech, které presahly Cisté prakticky ramec, je
mozné objevit v posvatné knize taoismu /-ting (Knize promén) z doby pfiblizné 2 200 let
pred nasim letopoctem. Schémata v této knize uvedend meéla podle Cinské tradice na
svém hrbeté Zelva, kterd vylezla z Velké feky. Tato schémata jsou pozoruhodnd svou

vnitini symetrii (Fuchs, 1993).
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Obrazek 9: Schémata z knihy I-ting (Fuchs, 1993)
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2.2 MATEMATIKA KONSTANTNICH VELICIN

Druhé obdobi v déjinach matematiky trvalo od 6. stoleti pred nasim letopo¢tem do konce

16. stoleti naseho letopoctu a je mozné jej rozdélit na dvé stéZejni etapy:
1. obdobi antického Recka

2. stredovéka matematika

2.2.1 OBDOBI ANTICKEHO RECKA

Starovéké fri¢ni kultury obohatily matematiku o fadu ¢asto pozoruhodnych poznatkd
aritmetického, algebraického i geometrického charakteru. Tyto poznatky a s nimi spojena
pocetni pravidla vSak autofi predkladali bez dikazl (Balada, 1959). O matematice jako
o védé v modernim slova smyslu je tak moZné hovofit az s rozvojem tfecké vzdélanosti asi
v 6. stoleti pfed na$im letopoétem. Rekdim jiz nestacilo ziskdvat matematické poznatky
experimentdlni cestou a stale vyraznéji se u nich uplatiovala potieba logického
zdUvodnovani. Z empirické nauky, zaloZzené na zkuSenostech a pozorovdni, se presunuli
k deduktivné budované védé. Od izolovanych, nezdlvodnovanych a navzdjem
nepropojenych poznatkl pokrocili k systematicky budovanym teoriim. Predkladané
dlikazy se stavali zakladnim poZadavkem cilené rozsifujicim dosavadni poznatky (Fuchs,

1993).

Prvnim vyznamnym feckym matematikem, ktery provadél samostatné geometrické
uvahy, byl Thales z Miletu (cca 624-543 pf. n. |.) (Balada, 1959). Jako prvni napfiklad
stanovil a dokdzal matematickou vétu o velikosti UhlG trojuhelnikl vytvorenych nad

pramérem kruznice, dnes nazyvanou Thaletova vétu.

Vznik matematiky jako védy je vSak spojen s u¢enim tzv. pythagorejské Skoly, kterou
zalozil kolem roku 530 pred nasim letopoctem recky filosof Pythagoras ze Samu (cca 560-
480 pf. n. |.). Pythagoras je povaZovan za objevitele tzv. Pythagorovy véty, ta ale byla
prokazatelné znama jiz CiflanGm a Egyptanim o staleti dfive. Pythagorejské pojeti
matematiky vSak nebylo geometrické, ale aritmetické. Bez nadsazky je tedy mozné tvrdit,
Ze Pythagorejci Cislam pfisuzovali boZzskou podstatu a z Cisel byl podle nich tvoren cely

svét. Za Cisla ovSem povazovali pouze tzv. souméritelnd Cisla, tedy takova, ktera bylo
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2 HISTORIE MATEMATIKY

mozné znazornit jako délku usecky. Tvrdili, Ze kazdé dvé Usecky jsou souméritelné, tedy je

mozné pro né najit spolecnou miru, Usecku, ze které je mozné obé usecky vytvofit. Tedy
.a p.m

a=p.mab=gqg.mmneboli —=——=

b .m

.(p =10,q =3)
q

QT

Cisla, samozfejmé prirozend, a jejich vzajemné poméry, tedy disla racionalni, byla
zdkladem jejich koncepce vykladu svéta. (Fuchs, 2021). Tato koncepce se ale doslova
zhroutila v okamziku, kdy Pythagorejci objevili dvojice usecek, které souméfritelné nejsou
(napriklad strana a uUhlopficka Ctverce nebo strana a uhlopficka pravidelného
pétidhelniku). Nesouméfitelnost strany a uUhlopficky ¢tverce patrné jako prvni dokazal
filosof Hippasus z Metapontu (5. st. pf. n. |.), ktery byl Udajné za prozrazeni tohoto objevu
svrzen z lodi a utopen. K objevu nesouméritelnosti mohla Pythagorejce pfivést i znalost
Pythagorovy véty, kterd byla v té dobé& v Recku jiz dobfe zndmd a pouzivana (Becvar,

1993). | my ji vyuZijeme k nastinéni hypotézy objevu nesoumeéfitelnosti.

Predpokladejme tedy, Ze strana a a Uhlopficka u ¢tverce ABCD jsou souméritelné
usecky ajako jednotku délky méjme jejich nejvétsi spoleénou miru. Pak jsou éislaa =
|AB| = |BC| au = |AC| pfirozena a nesoudélnd. Z Pythagorovy véty pro trojuhelnik ABC
vyplyva vztah u? = 2a?, protou? a tedy i €islou musi byt sudé, tedy u = 2k, kde kje
prirozené Cislo. Pokud maji byt Cisla a a u nesoudélnd, pak a musi byt liché. Dosadime-li
viak u = 2k do vztahu u? = 2a?, po Upravach dostaneme 2k? = a?, z &¢eho? plyne e a?
a tedy i a je sudé &islo. To je ale ve sporu s predpokladem nesoudélnosti. Use¢ky a a u

proto nemaji spolec¢nou miru (Struik, 1963).
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2 HISTORIE MATEMATIKY

Toto zjisténi vedlo ke zhrouceni pythagorejské predstavy o vzdjemném vztahu Cisel
a geometrickych velicin. Nastala tzv. prvni krize matematiky, protoze byly podlomeny

prakticky celé zaklady tehdejSi matematiky.

Pozn. 2 Rekové méli pro pojem nesouméfitelnosti tii vyrazy. Asymetron vyjadioval
neexistenci spolecné miry, areion pak nemoznost vyjadfit se v celych Cislech. Alogon
znacil, Ze se Cislo nedd vyjadrit logem, tzn. pomérem. Latinsky vyraz pro pomér je ratio,

odtud iracionalita, tedy iracionalni ¢islo (Becvar, 1993).

2.2.2 PRVNI KRIZE

Aby mohly byt vyfeseny problémy prvni krize matematiky, bylo nutné se presunout od
aritmetického chapani veli¢in ke geometrickému, kde iracionalni ¢isla nevadi. Iracionality,
tedy nesouméfitelné veli¢iny, zacaly byt hojné studovany. Udajné jiz v 5. stoleti pred
nasim letopoctem dokazal Theodoros z Kyrény iracionalitu nectvercovych Cisel, tedy cisel

typu vn, kden € N, pro N = (1,17) (Becvar, 1993).

Obrazek 10: Konstrukce iracionality podle Theodora

Ani vsoucasné dobé neni moziné aritmeticky presné urcit soucty obsahujici

iracionalni &isla, napfiklad 1 ++/2. Bylo tedy nutné upfednostnit geometrii, protoze
soucty, které obsahuiji iracionalni Cisla, je mozné teoreticky presné sestrojit. Zrodila se tzv.

fecka geometricka algebra, ktera feSila algebraické ulohy konstrukcemi geometrickych
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2 HISTORIE MATEMATIKY

Utvar(. Velicinami se staly namisto ptirozenych a racionalnich ¢&isel délky, obsahy
a objemy. DUsledné byl vSak dodrZovan tzv. zakon homogenity: séitat a odcitat bylo
mozné pouze veliiny stejného rozméru. Pomoci geometrie pak bylo mozné vyjadrit
i takové matematické vztahy, na které v soucasnosti nahlizime cisté algebraicky (Becvar,

1993).

Pro pfiklad uvadim vyjadieni vzorce (a — b)? = a? — 2ab + b>.

K b D a C

.

L E

Obrazek 11: Konstrukce vzorce pro druhou mocninu rozdilu (Becvar, 1993)

Proces geometrizace matematiky byl vynikajicim zplsobem zavrSen Eukleidem
z Alexandrie (cca 340-278 pt. n.l.), ktery ve své knize Zdklady (Stoicheia) shrnul témér
vSechny tehdejsi matematické znalosti. Vtomto dile je moiné se poprvé setkat
s axiomatickou vystavbou matematiky. Kazdou cast, knihu (celkem 13), zac¢ina definicemi
zakladnich pojmU. Jsou zde také uvedeny premisy (axiomy), jejichZ pravost se nedokazuje,
nybrz pouze predklada. Celkem vtomto dile najdeme pfes 465 matematickych tvrzeni
a bylo sepsano tak genialné, Ze se jako ucebnice pouzivd az do soucasnosti. Podobné
vyznamnym dilem byla také Diofantova (Diofantos z Alexandrie, cca 200-284 n.l.)
Aritmetika, ktera pojednavala o linearnich a kvadratickych rovnicich. Diofantos navazoval
na egyptskou matematiku a své fecké predchidce. PovSimnul si, Ze nékteré kvadratické
rovnice mohou mit i dvé rfeSeni, presto vsak stale nepouziva nulu a zaporna cisla (Mares,

2008).
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2.2.3 STREDOVEKA MATEMATIKA

Rozpad antické civilizace zavrseny rozehnanim aténské Akademie v roce 529 Justinidnem
l. zpUsobil odchod ¢asti antickych filosof(i do Orientu. Antické matematické poznatky tak
zaCaly pronikat k PerSanim, do stfedni Asie nebo k Indim. Pravé od indickych uéencu
vzeSlo mnoho matematicky cennych poznatkd, jejichz odkazu spolu s feckou matematikou
nasledovali Arabové. Arabska kultura se tak stala zprostfedkovatelem mezi vychodni

a zapadni Evropou (Folta, 2004).

Zlaty vék pro arabskou vzdélanost nastal v 7. a 8. stoleti naseho letopoctu, poté, co
dokondili svou expanzi. Po celém Uzemi Arabie vznikala védeckd centra. V hlavnim mésté
Bagdddu byl zalozen Dim moudrosti, instituce, kolem které se vytvofila tzv. bagdadska
matematickd Skola. Tamni ucenci se vénovali predevsim studiu antickych autord a jejich
prekladu do arabstiny. K nejvyznamnéjsSim matematikim té doby patfil Abu Abdalah
Muhammad ibn Musa al-Chorezmi (783-847), ktery pouzival k zapisu Cisel indické Cislice
a desitkovou pozi¢ni soustavu, ve které popisuje algoritmy zakladnich pocetnich operaci.

Vénuje se také feseni linearnich a kvadratickych rovnic (Struik, 1963).

Pozn. 3 Jedno z jeho pravidel pro Upravu rovnice se nazyvalo al-dZzabar. Odtud pochazi

nazev nauky o feseni rovnic — algebra (Folta, 2004).

Vjedné z aritmetickych c¢asti se Al-Chorezmi vénuje také zlomkim, konkrétné
Sedesatinnym zlomkim a pocetnim operacim s nimi. Kromé nich pouZiva také tzv.
kmenné zlomky, tedy zlomky s Citatelem rovnym 1. Desetinné zlomky Al-Chorezmi
nepouzival. Poprvé je zfrejmé uzil Al-Uglidisi, o zavedeni desetinného systému vsak neslo.
Cisla v desetinném tvaru, tak jak je chdpeme v soucasnosti, pfedstavil ve svém Pojedndni
o aritmetice z roku 1172 Al-Samav’al. Podobné jako jeho predchuidci vsak stale uZzival
k zapisu &isel v desetinném tvaru slova. Cislo 3,14 by tak zapsal jako 3 plus 1 &ast z deseti
plus 4 Casti ze sta. Jasné vsak ukazuje, jak desetinna cisla umozZnuji aproximovat racionalni
i iraciondlni cisla. Prvnim, kdo pouzil svislou ¢aru k oddéleni celociselné casti od

desetinné, byl matematik Al-Kdsi (Sisma, 2001).

Poznatky arabskych matematikd mély nezastupitelny vliv na rozvoj matematické
vzdélanosti. Rada vsoucasnosti béiné uZivanych termind (cifra, algebra, algoritmus)

pochazi pravé z tohoto obdobi.
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Naproti tomu zapadni Evropa dalSimu rozvoji matematiky témeér nepfispéla.
Kfestanska cirkev majici neomezenou moc povazovala jakoukoliv vzdélanost, tedy
i matematickou, za nezadouci. Centry vzdélanosti se stavaly klastery, ve kterych se mnisi
zamérovali predevSim na teologii. Matematice se vénovali pouze okrajové a jen
z nutnosti, ktera vyplyvala z potfeb tehdejsi spoleCnosti. Matematické dovednosti tak byly
omezeny na aritmetiku, ktera slouzila predevsim k vypoctidm dani nebo dat Velikonoc.
Mezi nejvyznamnéjsi matematiky té doby patfil Brit Alcuin, ktery Zil na dvore Karla
Velikého (Struik, 1963). Pro zajimavost uvadim jednu tlohu z jeho spisu Ulohy k ostfeni

rozumu, ktera je bézné zadavana i dnesSnim zaklm:

»Prevoznik mél prevézt pres reku vika, kozu a hlavku zeli v lodce, kterd kromé
prevoznika unesla pouze jeden ztéchto zminénych predméti. Jak si musel prevoznik

pocinat, aby je vsechny prepravil, aniZ by koza seZrala zeli nebo vik kozu?“ (Struik, 1963)

Prvni ndznaky rozvoje matematiky se zacinaji objevovat od 10. stoleti. Buduji se nova
mésta, zakladaji univerzity. Prostfednictvim obchodnich styk( dochdzi k seznamovdani se
s arabskymi poznatky. Latinské preklady arabskych textl, které byly pofizeny zejména ve
Spanélském Toledu ve 12. stoleti, vnesly do zapadnich zemi hlubsi matematické poznatky.
Studovana tak byla dila Al-Chorezmiho, Euklida nebo Ptolemaia (Balada, 1959). Tento
proces seznamovani trval az do 15. stoleti. StéZejnim dilem tohoto obdobi byla
Kniha o Abaku (Liber Abaci, 1202) od Leonarda Pisdnského zvaného téz Fibonacci (1170-
1250). Byl synem kupce a na svych cestach se naucil nejen pocitat s abakem (pocetni
tabulka s kulickami), ale porozumél i arabské matematice a pochopil vyhodu arabskych
Cislic. Pravé prostrednictvim jeho dila pronikl do zapadni Evropy indicko-arabsky zpUsob
zapisu Cisla a desitkova pozi¢ni soustava spolu se zakladnimi aritmetickymi operacemi.
Dale se vénoval délitelnosti, rozkladiim Cisel na soucin prvocisel a v neposledni radé také
zlomkim a operacim s nimi. Zminuje také metody, pomoci kterych je moiné pfiblizné
urcit druhé a treti odmocniny nectvercovych cisel a vysvétluje, jak s nimi pocitat. V jeho
dilech je mozné setkat se nulou jako s plnohodnotnym cislem a také se zapornymi Cisly,
ktera se objevila pfi feSeni nékolika uloh. Aby mohly byt takové ulohy vyreSeny, musel
Fibonacci pripustit existenci zapornych Cisel. ProtozZe se vSak jednalo o uUlohy s financemi,

pfirozené bylo zaporné Cislo interpretovano jako dluh (Becvar, 2001).
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Jméno tohoto matematika je vsak nejCastéji zminovdno v souvislosti s tzv.
Fibonacciho Cisly. Jedna se o rekurentné zadanou posloupnost, jejiz pdvod se nachazi

v Uloze o kralicich.

,,Kdosi umistil pdr kralik(i na urcitém misté, ze vSech stran ohrazeném zdi, aby poznal,
kolik pdru krdliki se pri tom zrodi pribéhem roku, jestlie u krdlik( je tomu tak, Ze pdr
kraliki privede na svét mésicné jeden pdr a Ze krdlici pocinaji rodit ve dvou mésicich svého

véku.” (Bedvat, 2001, s. 277)

Fibonacci tuto ulohu vyresil a v jednotlivych mésicich roku zjistil prirGstky: 1, 2, 3, 5,
8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, ... V této posloupnosti je soucet prvniho a druhého
¢lenu roven 1 akazdy jeji dalsi ¢len je souétem dvou predchozich clenl. Muzeme ji
vyjadrit vztahem:

Foiz = Fh B

Pro n-ty ¢len Fibonnaciho posloupnosti potom plati:

o (1+v5)" = (1-v5)"
n — 2%
Ackoliv se vtomto predpisu vyskytuje iracionalni Cislo V5, hodnotou vyrazu pron €

N je vidy ptirozené Cislo. Neméné zajimavé je, Ze je zde dokonce zakdédovan ,zlaty rez”.
Je-li totiz F, n-tym Ccislem posloupnosti, pak se srostoucim n pomér dvou sousednich
¢lend F,, 1 /E, stale vice blizi ¢islu 1,618, coZ je pravé pfiblizna hodnota zlatého fezu.
Jedna se o idealni pomér mezi rlznymi délkami, ktery vznikne rozdélenim usecky na dvé
¢asti takovym zpUsobem, Ze pomér vétsi ¢asti k mensi je stejny jako pomér celé Usecky
k ¢asti vetsi.

Hodnota zlatého fezu je opét iracionalni Cislo, pfesnéji vyjadfeno vztahem:

1445
2

X

Cisla této posloupnosti maji viak i dal$i zajimavé vlastnosti (Be¢var, 2001).

Fibonacciho dila pfekonala svou dobu a plné pochopena byla aZz na prelomu

stfredovéku a novovéku.
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Matematické pokroky zavisely predevSim na rUstu obchodnich mést. V 15. a 16.
stoleti se tak centry vzdélanosti stala velka italska o stfedoevropska obchodni mésta
a tamni matematici jiz velmi dobfe ovladali vypocty s pfirozenymi, raciondlnimi, ale
i iracionalnimi Cisly. V knize Summa Arithmetica (1494) shrnul Luca Pacioli (frantiSkansky
mnich plsobici na univerzité v Bologni) dosavadni vysledky vyvoje matematiky. Tamtéz
pUsobil i Rafael Bombelli (1530-1572), ktery ve své knize L°Algebra uvadi vypocty
odmocnin pomoci fetézovych zlomkl, pocitd se zdpornymi Cisly, a dokonce

s odmocninami se zapornych Cisel. Ty se objevily jako redlnd reSeni kubickych rovnic.

Bombelli tak zavedl dlslednou teorii ryze imaginarnich cisel a zapisoval i = v0 — 1. Byla
tak objevena komplexni Cisla astfedovéka matematika poprvé prekonala antickou
vzdélanost. Zajimavosti tedy je, Ze komplexni Cisla byla zavedena pomoci kubickych

rovnic, nikoliv v teorii kvadratickych rovnic, jak je tomu v soucasnosti (Struik, 1963).

Pocetni techniky byly nadale zdokonalovany. Holandsky matematik Ludolph van
Ceulen (1540-1610) spocital Cislo m na 35 desetinnych mist uzitim vepsanych a opsanych
mnohouhelnik(. Simon Stevin (1548-1620) zaved| desetinné zlomky, aby sjednotil systém
mér na desetinném zakladé. Umoznil tak vSeobecné zavedeni indicko-arabského zpUlsobu
zapisu Cisel. Anglicky matematik John Wallis (1616-1703) predstavil ve své knize Pojedndni
o algebre koncept Ciselné osy, kde se nalevo od nuly nachdzi zaporna cisla a napravo

kladna. Zaporna ¢isla byla povazovdna za absurdni jeSté v 18. stoleti.

2.3 MATEMATIKA PROMENNYCH VELICIN

Matematické objevy konce 16. a pocatku 17. stoleti pfipravily padu k dalSimu vyraznému
rozvoji matematiky. Zacalo se pocitat s desetinnymi zlomky a byly objeveny logaritmy.
Francouzsky matematik Francois Viete (1540-1603) zaved| do algebry uzZivani pismen ve
vyznamu Cisel. Od pocatku 17. stoleti do konce 19. stoleti pronikalo do matematiky
dynamické pojeti — zkoumani promén. Na rozdil od pfedchoziho obdobi matematiky,
které se zabyvalo disly, velicinami a geometrickymi Utvary, jsme se presunuli, a to
predevsim diky systematickému pouZivani strojd a rozvoji pfirodnich véd, k proménnym
veli¢indm a zavislostem mezi nimi, tedy kfunkcim. Do matematického mysleni tak
pronikly dvé zakladni myslenky, které urcily jeho smér pro nadchazejici staleti — pohyb

a zména. Prostfedkem, jak popsat pohyb jako drdhu bodu se stala analyticka geometrie.
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Za jejiho tvlrce je povazovan francouzsky matematik a filosof René Descartes (1596-
1650), ktery se ve své knize Geometrie zabyval rovinou a poukazoval i na mozZnost jeji
prostorové aplikace. Urcil polohu bodu prostfednictvim cisel — soufadnic a vyjadfil tak
geometrické vlastnosti aritmetickym zplsobem. Analyticka geometrie tak propojila drive
striktné oddélovanou aritmetiku a geometrii, definitivné odstranila problém zavedeni
zapornych cisel a umoznila vysetfovat krivky vyssich rada. Pravé krivek se tykaly dva
zasadni problémy. Prvnim bylo stanoveni tec¢ny ke kfivce vdaném bodé a druhym pak
vypocet obsahu plochy omezené danou kfivkou a vypocet objemu télesa ohrani¢eného
danou plochou. Redeni téchto uloh vedlo kobjevu infinitesimélniho (diferencidlniho
a integralniho) poctu, ktery nezdvisle na sobé odhalili anglicky fyzik Isaac Newton (1642-

1757) a némecky matematik Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716).

2.3.1 NEWTONOVO A LEIBNIZOVO POJETI

Newton vysel z problému stanoveni tecny ke kfivce a vyresil ji tim, Ze stanovil okamZitou
rychlost bodu, ktery se pohybuje uréitym zplsobem. Proménné souradnice bodu x, y
nazyval fluenty, které byly funkci jedné nezavisle proménné — Casu t. Rychlost, se kterou
se fluenty méni nazval fluxe a znadil je stejnymi pismeny, pouze ptidal tecku x, y. Byly to

v podstaté derivace x, y podle t (Schwabik, Sarmanova, 1976).

dx . dy

dt'y:dt

Jejich pomérem dostaneme derivaci y podle x

y flz,yl =0

7 —

Obrazek 12: Newtonova metoda fluxi (Schwabik, Sarmanova, 1976)
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Newton si tedy stanovil dva zakladni ukoly:

1. Urcit rychlost pohybu hmotného bodu v urcitém case vychazejici ze znalosti drahy
pohybu tohoto bodu. Vyjadieno jeho symbolikou bylo potfeba nalézt vztah mezi
fluxemi x, y, pokud pro fluenty plati f(x,y) = 0. Jedna se v podstaté o vypocet

derivace.

2. Urcit drahu hmotného bodu za urcity ¢as, zname-li jeho rychlost, tedy vyjadrit
vztah mezi fluentami x, y, respektive nalézt funkci f odpovidajici rovnici f(x,y) =

0 a vypocditat tak integral (Schwabik, Sarmanova, 1976).

Definoval také nekonecné malou veli¢éinu o a momenty fluxi (=infinitesimalni veli¢iny)

a znacil je xo, yo, Zo.
Struik (1963) uvadi reseni libovolné rovnice podle Newtona:
x}—ax?*+axy—y*=0
Za x dosadime x + xo a y + yo za y, dostaneme:

x3 + 3x%x0 + 3xx0x0 + x30% — ax? — 2axxo — axoxo + axy + ayxo + axoyo

3,3 —

+ axyo — y3 — 3y?yo — 3yyoyo — y30
ProtoZe je vyraz x3 — ax? + axy —y3 = 0, mGZeme tyto veli¢iny odstranit a zbyly
vyraz vydélit veli¢inou o. Dostaneme:
3x%x — 2axx + ayx + axy — 3y%y + 3xxx0 — axxo + axyo — 3yyyo + x300 — y300
=0
Nekonecné malad veliina o vyjadifuje momenty veli¢in a jeji nasobky v porovnani

s ostatnimi neznamenaji nic, je mozné je odstranit:
3x%x — 2axx + ayx + axy — 3y?y =0

Je evidentni, Ze Newtonovo pojeti infinitesimalniho poctu urcuje fyzika a derivaci

tedy vnima jako okamzitou rychlost s niz se dané veli¢iny méni (Struik, 1963).

Leibniz urcil te¢nu ke ktivce pocetné a jeho zavéry o diferencialnim poctu vysly v roce
1684 v matematickém Ccasopise. Pristup Leibnize byl geometricky a vychazel ztazv.

charakteristického trojuhelnika.
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Obrazek 13: Charakteristicky trojuhelnik (Schwabik, Sarmanova, 1976)

Velmi malé prirdstky proménnych x, y pojmenoval diferencidly a zavedl pro né

oznaceni dx, dy. Zminoval i pravidla diferenciace, napfiklad:
d(uv) = udv + vdu,
a derivaci podilu

u vdu — udv

v v2

)

véetné podminky dy = 0 pro existenci lokalniho extrému a d?y = 0 pro existenci

inflexniho bodu (Struik, 1963).
Pti svych vypoctech tedy vychazel z podobnosti trojuhelniki:

M _ Y ody mdx = yd
y—dx,eymx—yy

a také predpokladal, Ze trojuhelnik dx, dy, ds je infinitesimalni, tedy Ze pfirtstky napriklad
dx jsou nekonecné malé. Tuto predstavu pak aplikoval na kazdou ¢ast kfivky a hodnoty na

obou stranach predpisu secetl. Tyto nekone¢né malé soucty nazval integraly, pro které

fmdxzfydy

plati vztah:
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Leibnizem zavedena symbolika pro diferencidl d a integrdl [ se pouzivd dodnes, stejné
jako znaménko ,,=“ pro rovnost a tecka pro ndsobeni (Struik, 1963). Zaved| také terminy

proménnd, konstanta & parametr (Schwabik, Sarmanova, 1976).

Newton i Leibniz dosli k infinitesimalnimu poctu nezavisle na sobé. Spolecnou méli
ale jen ustfedni myslenku vzajemné inverze derivovani a integrovani. Newton se vénoval
reSeni praktickych uloh a k matematické symbolice byl spiSe Ihostejny. Leibniz se naproti
tomu snaZil vytvaret obecné metody a postupy, vymyslel symboly a znaCeni a napomahal
tak vécnému pochopeni. Presto, Ze mezi sebou vedli tito dva matematici spory, vytvorili

aparat moderni matematické analyzy.

Zakladnim matematickym pojmem tohoto obdobi byla tedy funkce, ktera byla
nejprve chapana jako veli¢ina proménnd, jejiz hodnoty byly urcovany podle vzorce
libovolné zvolenymi hodnotami druhé proménné veli¢iny. Az pozdéji bylo dosazieno
obecnéjsiho pojeti zaloZeného na vzajemném pfrifazovani prvkd dvou mnozin a byly tak

poloZeny zdklady teorie mnozin.

2.3.2 DRUHA KRIZE

Integralni a diferencialni pocet jsou jednim z nejmocnéjsich nastroji matematiky, které
umoznuji zkoumat fyzikalni jevy. Matematicka analyza 17. stoleti vsak diky nim stala na
nespolehlivém zakladé, protoze byly brany v ivahu nepresné definované nekone¢né malé
veliiny. V roce 1734 Georgie Berkeley ostfe kritizoval infinitesimalni veliCiny, které jsou
podle potfeb aktualnich operaci bud nulové nebo nenulové. PredevSim mu vadila
Newtonova teorie fluxi spojena s veli¢inou o a jeji druhé a vyssi mocniny. K Berkeleymu se
pridavali dalsi a polemiku nad infinitesimalnim poctem s pokusem jej vyloZit bez logickych
sportl vedli celé 18. stoleti. Jako prvnimu se to podafilo Jeanu Baptistu Le Rond
d’Alembertovi (1717-1783) pomoci definice derivace jako limity poméru pfirastka
konecnych velicin.
dy = lim &y
dx Ax—0Ax
Jeho definice pfispéla k dnesni definici derivace pomoci limity a pomohla k vyreseni
druhé krize matematiky. Nedostatkem vsak bylo pouze intuitivni chapani limity. V 18.

stoleti se tak objevila druha algebraicka koncepce matematické analyzy, jejiz podstata
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tkvéla v nalezeni derivaci funkci algebraicky a nikoli pomoci nekonecné malych veli¢in

a limit.

Matematické analyze se v 18. stoleti vénoval fada matematik( jako Jakob a Johann
Bernoulli, Guillaume Francois de |’Hospital Ci Leonhard Euler, ktefi svymi objevy pfispéli,

tfebaZe nepfimo, k upfesfiovani zaklad( integralniho poétu (Schwabik, Sarmanova, 1976).

Druha krize matematiky byla definitivné wvyfeSena aZz vroce 1838 Karlem

Weierstrassem, ktery zaved| epsilon-delta definici limity.

2.4 MATEMATIKA ZOBECNENYCH PROSTOROVYCH A KVANTITATIVNICH VZTAHU

16.17. a 18. stoleti vytvofrilo veskeré predpoklady k tomu, aby se matematika mohla pIné
rozvijet. BéZnym se stalo uZivani indicko-arabského zpUsobu zapisu Cisel, desitkova pozi¢ni
soustava, pocitalo se s desetinnymi Cisly. Bylo tak mozné provadét i slozité vypocty, které
usnadnil nejen objev logaritmU. Zavedeni algebraické symboliky pfispélo k rozvoji rovnic
a v analytické geometrii doslo ke zobecnéni pojmu funkce, coZ opodstatnilo skutecnost

zapornych cisel.

V 19. stoleti matematika obsahovala uz mnoho poznatkl z rdznych jejich obor(, a tak
bylo mozné vyresit vétsinu problémud zndmymi metodami. To vSak vedlo k nutnosti vétsi
abstrakce, aby bylo mozné proniknout hloubéji do problematiky realnych déjd, vzdalit se
od jednotlivosti pro pochopeni jejich zakonitosti. Bylo nutné vytvorit nezavislé, logicky
spravné formulované teorie. Matematika se tak stala védou o obecnych kvantitativnich
vztazich (nejen o Cislech aveli¢inach), obecnych prostorovych formach (nejen
o geometrickych utvarech o dvou ¢i tfech rozmérech) a vyznacovala se vysokym stupném
abstrakce a generalizace. Toto obdobi, zaloZzené na axiomatické vystavbé matematiky,

trva od poloviny 19. stoleti az do soucasnosti.

Vyznam pojmu funkce zacal od 19. stoleti nabirat na duleZitosti a postupné se
odpoutal od infinitesimalniho poctu. Funkce se tak stali jednou z nejvyznamnéjsich oblasti
matematiky, a to idiky ceskému matematikovi Bernardu Bolzanovi (1781-1848), ktery
definoval limitu a spojitost funkce nebo derivaci funkce. Formuloval také nutnou
a postacujici podminku pro konvergenci posloupnosti. Zabyval se téz teorii redlnych Cisel

a vyslovil vétu o infimu, tedy Ze kazda ohrani¢ena mnozina realnych cisel ma své infimum
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(Balada, 1959). Infimum je zobecnénim pojmu nejmensiho prvku — minima. Infimum ma
kazda zdola omezend mnozina, tfebaze nemusi mit minimum. V jeho spise Paradoxien des
Unendlichen (Paradox nekonecna, 1851) poprvé definuje pojem nekonecné mnoziny
a mnozstvi. Jeho myslenky ovlivnili i Richarda Dedekinda, a predevsim pak George
Cantora, ktefi jsou povazovani za tvlrce teorie mnozin. K vytvoreni pojmu mnoziny je
vedli Uvahy o iracionalnich cislech. Podobné jako v minulosti nastaly problémy se
zapornymi Cisly, objevily se i vzacdtcich teorie mnozZin znacné rozpory. Néktefi
konzervativni matematici se dokonce domnivali, Ze teorie mnoZin ani do matematiky

nepatfi, jini zas, Ze byla objevena pfilis brzy (Balada, 1959).

Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor byl némecky matematik, ktery v roce 1873
dokazal nespocetnost mnoziny vSech realnych Cisel, tedy Ze neni mozné odislovat vSechna
redlna Ccisla prirozenymi Cisly. V roce 1882 vyslovil vétu o srovnani mohutnosti dvou
mnoZin pomoci zobrazeni jedné mnoziny do druhé. Dale dokazal véty o spocetnosti
a nespocetnosti celych a racionalnich cisel. Pomoci véty o potenéni mnoziné (ndsledné
nazvané Cantorova véta) a diky zavedeni kardinalnich cisel pomoci ekvivalence mnozin
vybudoval Cantor teorii mnozin, ve které bylo mozné porovnavat nekone¢né mnoziny
s ohledem na jejich mohutnost. Spocetnost a nespocetnost umoznila Cantorovi dokazat,
Ze neexistuje jen ,jedno nekonecno”, ale Ze jich je v podstaté nekonecné mnoho (Fuchs,

1999).

Nekonecno tedy neni Cislo, proto jsou Uvahy o ném prinejmensim narocné. Nize
uvadim nékolik prikladl tykajicich se otazky nekonecna, ze kterych je patrné, jak slozitych
uvah bylo zapotiebi a proc vznikaly spory.

1) Kterych Cisel je vice? Pfirozenych nebo sudych pfirozenych? Zprvu se odpovéd zda
jasna. Prirozenych, protozZe ta zahrnuji jak suda, tak licha ¢isla. To vyvraci nasledujici dikaz

zaloZeny na pfifazovani.
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n e 2n

Ze zapisu je evidentni, Ze kazdému pfirozenému cCislu je mozné pfrifadit pfirozené

sudé cislo a je jich tedy stejné.

2) Je vice pfirozenych ¢i celych cisel? Odpovéd je mozné najit stejnym zplsobem jako

u predes|é otazky.

n
> pro sudén
U d

n n—

1

, prolichén

Podobné je moZné dokdzat, Ze racionalnich Cisel je stejné jako ptirozenych. Problém
nastane u mnoziny redlnych Cisel, kde neni mozné vypsat ani vSechna déisla z intervalu
(0; 1), natoz Uplné vSechna. Nekonecna jsou tedy pfinejmensim dvé, ve skutecnosti je jich
vSak nekonec¢né mnoho a dodnes neni zcela zfejmé, zda je mezi nekonecnem udavajicim
pocet pfirozenych Cisel, kterych je ,spocetné mnoho” (znacené symbolem R, alef nula),
a mezi nekone¢nem uddvajicim pocet realnych (Cisel, kterych je ,nespocetné mnoho”

(znacené c — mohutnost kontinua) jesté néjaké dalsi nekonecno.

Ackoliv Cantorovy prdce vénuijici se teorii mnozin vyvolaly zna¢né podrazdéné reakce,
postupem casu se ukazalo, jak jsou pro matematiku nenahraditelné. Koncem 19. stoleti
byla teorie mnoZin vSeobecné uzndna a stala se zakladnim pilifem pro vystavbu

matematiky.
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2.4.1 TRETI KRIZE

Jiz béhem Cantorova Zivota se zacinaji objevovat tzv. antinomie (sporna tvrzeni) teorie
mnozin, které vyvedly tehdejsi matematiky z mylného presvédceni, Ze nalezli presny
zpUsob, jak matematiku vystavét. Jednu z antinomii objevil dokonce sam Cantor. Za
nejznaméjsi je mozné povazovat antinomii objevenou Bertrandem Russelem (téz RusselQv
paradox), ktera se tykd mnoZziny vSech mnoZzin. Antinomii byla nakonec objevena celd fada
a spornost teorie mnozin tak podkopala zaklady, na kterych byla matematika vystavéna.
Bylo tedy nutné najit vychodisko ztéto situace. Tim se nakonec stala axiomaticka
vystavba matematiky, kterd je zaloZzena na systému tvrzeni, tzv. axiomu, ze kterych je
mozné vyvodit jakakoliv tvrzeni. Dliraz je pfitom kladen na nezdvislost jednotlivych
axiomu, jejich uplnost a bezespornost (Kopecky, 2004). Na pocdatku 20. stoleti se feSenim
zdéla byt Zermelova-Freankelova teorie mnozin. V roce 1931 viak predstavil Cech Kurt
Godel své véty o neuplnosti, ve kterych uvadi, Zze libovolna teorie obsahujici pfirozena
Cisla (coz je témér kazda) je bud sporna (je mozné dokazat jisté tvrzeni i jeho opak), nebo
neuplna (existuje tvrzeni a jeho opak, které neni mozné dokazat). Timto Godel dokazal, ze
neexistuje bezesporny a zaroven uplny axiomaticky systém, na kterém je moiné

matematiku vystavét. Tim nastala tfeti krize matematiky, kterd trva az do soucasnosti.
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3 CISELNE OBORY

Ciselnym oborem podle definice rozumime mnoZinu &isel uréitého druhu, ve které jsou

definovany bez omezeni operace scitani a ndsobeni, znacime jej C, (Busek, Calda, 1992).

Véta 3.1. Pro kaZzdy ciselny obor C, plati:

Va,b,c € Cy: (a+b)+c=a+(b+0),
Va,b € Cy: a+b=>b+a,
(*) 3OE(COVaE(C0: a+0:a,
31 € Cy Va € Cy: a-1=a,
Va,b € Cy: a-b=>b-a,
Va,b,c € Cy: a-(b+c)=a-b+b-c

* Plati v pripadé, Ze uvaZujeme prirozend Cisla s nulou. Pro pfipad bez nuly je tvrzeni (3)
platné az pro nadobory oboru N.

(Pavlicova, 2010)
Zakladni Ciselné obory obvykle znacime takto:
1) obor pfirozenych cisel N,
2) obor celych &isel Z,
3) obor racionadlnich Cisel Q,
4) obor realnych Cisel R,
5) obor komplexnich Cisel C.

Definice 3.1. Nadoborem A oboru B budeme rozumét takovy obor, ktery je definovan na

nadmnoZiné mnoziny, na niz je definovan obor B. Obdobné budeme mluvit o podoboru.

Obor prirozenych Cisel N a dalsi obory, které pak vznikaly jeho rozsifovanim jsou tedy

postupné nadobory. Zjednodusené zapsano:

NcZcQcRcC
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Obrazek 14: Vztahy mezi ¢iselnymi obory

S ohledem na uvodni definice je tedy mozné Ciselné obory chapat jako algebraické
struktury. JelikoZ nosicem algebraické struktury je mnoZina, na niz lze bez omezeni

definovat alespon jednu operaci (relaci), je vhodné uvést alespon zaklady teorie mnozin.

3.1 TEORIE MNOZIN

Definice 3.1.1. MnoZina je soubor libovolnych navzajem rozliSitelnych objekt(, které
maji stejnou vlastnost, vzhledem ke které jsou chapany jako jeden celek. Mnozinu
pokladame za urcenou, je-li mozno o kazdém objektu jednoznacné rozhodnout, zda do ni

patfi, ¢i nikoliv. Kazdy z objekt(, ktery patfi do mnoziny, se nazyva prvek mnoZziny.

MnozZiny znac¢ime velkymi pismeny latinské abecedy (A, B, C...) a jejich prvky malymi

pismeny (a, b, c...) a zapisujeme:
a€cAi.... objekt a je prvkem (elementem) mnoziny A,
agA... objekt a neni prvkem (elementem) mnoZiny A.

MnoZinu, kterd obsahuje alesponi jeden prvek, nazyvame neprdzdna. MnoZina
neobsahujici Zadny prvek se nazyva prazdna a znadime ji @, ptipadné { }. S ohledem na
pocet prvkd se mnozZiny déli na konecné obsahujici konecny pocet prvkd (pocet prvkl je
pfirozené Cislo nebo se jednd o prazdnou mnozinu) a nekonecné.

MnoZziny se zadavaji:

a) vyctem prvk( — vyjmenovanim vSech prvkd dané mnozZiny. Tento zpUsob je

mozné pouZit pouze pro zapis koneéné mnoziny. Napf. A = {a,,a,, ..., a, },
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b) charakteristickou vlastnosti — vlastnosti, kterou maji jen prvky dané mnoziny.
Zapisujeme {a; P} a ¢teme: ,MnoZina vSech prvkd a, které spliuji

podminku P.“

Jednotlivé prvky mnoziny mohou opét tvofit mnoZiny. Mnozina, jejiz prvky tvoti
mnoZiny, se nazyva systém mnozin. Vyloucen je pfipad, kdy by prvkem mnoziny byla sama
mnoZina. Skutecnost, Ze mnoZina tedy nemlzZe obsahovat sebe samu je jednim ze
zdkladnich predpoklad( teorie mnoZin a podle Bernarda Russela ztoho vyplyva, Ze
nemUlzZe existovat mnoZina vSsech mnozZin. Pokud by totiZ mnoZina vSech mnozZin byla
mnoZinou, obsahovala by sama sebe, coZ je v rozporu se zdkladnim predpokladem.
Tzv. Russel(lv paradox pfimél matematiky vyloudit z teorie mnoZin extrémné velké skupiny

objekt( a nazvat je tfidami.

Pozn. 4 Russelllv paradox je téZ zndm jako problém holice: Holi¢ ze Sevilly holi pravé
ty ze sevillskych muzd, kteri se neholi sami. Kdo holi holice? Pokud by se holi¢ holil sam,
pak by patfil mezi ty, ktefi se holi sami, tedy by pak neholil sam sebe. Naopak pokud by se
sam neholil, patfil by tedy mezi ty, ktefi se sami neholi, a musel by se tedy holit sam.
Zamyslime-li se nad zplisobem konstrukce tohoto paradoxu, zjistime, Ze je analogicky ke

konstrukci Russelovy ,,mnoZiny vSsech mnoziny” (Wikipedia, 2021).
3.1.1 ZAKLADNi MNOZINOVE VZTAHY

Definujeme tyto zakladni mnozinové vztahy:

a) Inkluze mnozin A a B, zna¢ime A € B (mnoZina A je podmnoZinou mnozZiny B). A je

podmnozinou B pravé tehdy, kdyz kazdy prvek mnoziny A je zaroven prvkem mnoziny B.
ACB&oS (VxeU:xeA=>x€EB)

b) Rovnost mnozin A a B, znacime A = B (mnozina A se rovna mnoziné B). A a B jsou si
rovny pravé tehdy, kdyz A € B zaroven B € A, zjednodusené feceno, maiji-li vSechny

prvky stejné.
A=Bo (VxeU:xeAS x€B)

c) Ostra inkluze mnozin A a B, zna¢ime A € B (mnozZina A je vlastni podmnoZinou B).

A je vlastni podmnozinou B prave, kdyz A € B a zaroven A # B.
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AcB&o ASCBAA+#B

3.1.2 ZAKLADNi MNOZINOVE OPERACE
Zakladnimi mnoZinovymi operacemi jsou:

a) Sjednoceni mnozin A a B, znacime A U B. Sjednoceni mnoZin A a B je mnozZina

vSech prvk(, které patfi alespor do jedné z mnoZin A, B.

b) Prinik mnoZin A a B, zna¢ime A N B. Prlinik mnoZin A a B je mnoZina vSech

prvkd, které patfi do mnoziny A a zaroven do mnoZiny B.

c) Rozdil mnoZin A a B, znac¢ime A \ B. Rozdil mnoZin A a B je mnoZina vSech

prvka, které patii do mnoziny A, a zaroven nepatfi do mnoZiny B.

d) Doplnék mnoZiny A, zna¢ime A'U. Doplnék mnoziny A je mnoZina vSech prvku

z mnoziny U, které nepatii do mnoziny A.

c) Rozdil mnoiin

b) Prinik mnoZin d) Doplnék mnoZiny

Obrazek 15: MnoZinové operace
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3.1.3 TERMINOLOGIE

Kartézsky soucin mnozin A,B je mnozina AXB ={(a,b):a € A,be B} vsech
usporadanych dvojic prvk(l a € A,b € B. MnoiZinu vSech usporadanych n-tic prvki

mnoziny A znaime A" = A X A X ... X A.

Zobrazeni f: A = B je podmnoZina kartézského soucinu f € A X B takova, Ze pro kaidé
a € A existuje pravé jedno takové b € B, které (a,b) € f. Prvek b znacime f(a). f je
tedy mnoZzina vsech dvojic (a,f(a)), a € A.

Prosté zobrazeni f: A — B prifazuje riznym a,,a, € A rizné hodnoty, tj. pokud
platia; # a; = f(ay) # f(2).

Surjektivni zobrazeni f: A — B (téZ ,na“) je zobrazeni, ve kterém pro kazdé b € B
existuje a € A takové, Ze f(a) = b.

Bijektivni zobrazenif: A — B je takové zobrazeni, které je prosté a surjektivni,
tedy pro kazdé b € B existuje jedno takové a € A4, Ze f(a) = b.
Konecnd mnoZina je takova mnoZina, jejiz prvky lze ocislovat 1, ...,n,n € N a mnoZina

prdzdnd, tedy takové mnoziny, které jsou stejné velké jako mnozina {1, ...,n}a @.

Spocetnd mnozZina je takova mnoZina, kterou lze ocislovat mnoZinou vSech

prirozenych Cisel, tedy mnoZina stejné velka jako N.

3.2 ROZSIROVANI CISELNYCH OBORU

Prvnim Ciselnym oborem, se kterym se lidstvo setkalo byla pfirozena Cisla, pro ktera dnes
pouzivame symbol N (z anglického naturals). Pfirozena Cisla vyjadfuji pocet prvki
konecnych neprazdnych mnozin a poradi prvkl( v usporadanych n-ticich. Symbolicky je

mozné tuto mnozinu zapsat takto
N={1,234..}.

Obor pfirozenych cisel je uzavien vzhledem k operacim scitani a ndsobeni, tzn. Ze
vysledkem téchto operaci je opét pfirozené Cislo. Uzavienosti vzhledem k operaci od¢itani
Ize docilit rozSifenim tohoto oboru na obor celych Cisel Z, ktery obsahuje pfirozena disla,

nulu a cela zaporna Cisla. Prikladem muze byt rfeseni jednoduché linedrni rovnice
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x+5=0,

ktera ma reSeni pravé az v oboru celych cisel. Mnozinu celych Cisel zapiSeme pomoci

mnoZinové symboliky
Z={..,-4-3,-2,-1,0,1,2,3,4,... }.

Problém v3sak nastane u linearnich rovnic, kde je koeficient neznamé x rGzny od 1.

Napriklad
3x+4=0.

Tato rovnice nema v oboru celych Cisel feSeni. Abychom tedy docilili uzavrenosti
oboru Cisel i vzhledem k operaci déleni (Cislem rldznym od nuly), je nutné rozsitit obor

celych Cisel na obor racionalnich Cisel Q. Racionalni Cisla vyjadfuji podil dvou celych Cisel.

MnoZinové zapsano

Q= S;pez,qu—{O}.

/.

Obor Q je pak uzavieny vzhledem k operaci séitani, odcitani, nasobeni i déleni.

7 vrs

Racionalni ¢isla vSak nejsou uplna. Jako pfiklad uvadim mnozZinu racionalnich cisel
{3;3,1;3,14; 3,141; 3,1415; ...},

ktera tvofi posloupnost jez konverguje k iracionalnimu cislu . Sjednocenim racionalnich
airacionalnich cisel vytvofime obor redlnych cisel R, ktery je uzavieny vzhledem
k operacim scitani, odcitani, ndsobeni a déleni. Redlna Cisla je moZné definovat pomoci
Dedekindovych fezl, nekonecnych desetinnych rozvoja ¢i posloupnosti. Pfesto je mozné
nalézt rovnici, kterd nebude mit ani v mnoziné redlnych Cisel feSeni. Napriklad

polynomicka rovnice
jejiz feSeni je rovno

xl,z S ‘T‘V_l.

Tento problém fesi komplexni Cisla C.
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4.1 KONSTRUKCE PRIROZENYCH CISEL

Pfirozena Cisla se zrodila z potfeby urcit pocet Ci zjistit mnoZstvi, popfipadé nasledné
porovnat, kdo ma vic. Pokud nasi predci chtéli napriklad zjistit, jestli je v jejich kmeni vice
zen ¢i muz(, stacilo vytvofit pary. Kdyz zbyli muzi, bylo jich vice a opacné. Tento princip
bijektivniho zobrazeni jedné mnoziny na druhou intuitivné znali lidé jesté drive, nez
dokazali presny pocet urcit, nebo jej dokonce zapsat. Pfirozena Ccisla pak vznikla

pfifazenim symbolu k danému poctu.
,Prirozena cCisla jsou do Boha, vse ostatni je dilem ¢lovéka.
Leopold Kronecker, 1886 (Kubinova, Novotnd, 1997, s. 139)

Vyrok Leopoolda Kroneckera potvrzuje, Ze pfirozena Cisla byla od nepaméti chapana
jako néco samoziejmého a srozumitelného, co ani neni potreba definovat. Pfesto se
mnoho matematikd pokouselo axiomaticky definovat teorii prirozenych Cisel. To se

podafilo aZ Guiseppemu Peanovi na konci 19. stoleti.

4.1.1 PEANOVY AXIOMY

G. Peano vytvoril axiomatizaci prirozenych Cisel, ktera vyhovuje dnesnim poZadavkiim na
presnost. Jeho axiomy zavadéji pfirozenda Cisla pomoci pojmu nasledovnik. Peanovych
axiomuU je celkem devét, prvnich pét uruje mnoZinu prirozenych Cisel a zbylé ctyri
vymezuji pocetni operace. V nasledujicich formulacich budou mald pismena zastupovat

pfirozena Cisla, pro operaci nasledovnik bude pouzit symbol ,,"“.
Formulace Peanovych axiomu:
(1) MnoZina pfirozenych Cisel je neprazdna.

(3aeN)a=1

(2) Pokud prvek nalezi mnoziné pfirozenych cisel, pak do této mnoziny patfi i jeho

nasledovnik.

WVaeN)@beN)b=a
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(3) Cislo 1 neni nasledovnik zddného prvku.
(VaeN)a #1
(4) Operace ,nasledovnik” je bijektivni zobrazeni.
(VaeN)@beN)b'=a"=a=0b

(5) Jestlize mdme libovolnou mnoZinu R c N takovou, Ze 1 € R, a navic pro kazdé a €
R také a” € R, potom plati R = N. MnoZinu pfirozenych Cisel tedy tvori pravé prvek 1

a jeho nasledovnici.
{RcNA[1€RA((Va€R)@bERD=a)|}>R=N

6) (WVaeN)a+1=a’

(7) (VaeN)(VvbeN)a+b" = (a+b)

(8) (VaeN)a-1=a

(9) (VaeN)(VbeEN)a-b"=a-b+a

(Botur, 2011, str. 30)

4.2 OPERACE NA MNOZINE PRIROZENYCH CiSEL

Na zadkladé Peanovych axiom( lze formulovat zdkladni véty o scitani a nasobeni na

mnoZziné pfirozenych Cisel.

Véta4.2.1 Véta o scitdni prirozenych Cisel.

Va,b,c € N:
. a+b=b+a (s¢itani je komutativni)
. (a+b)+c=a+(b+c) (s¢itdni je asociativni)
nm. a+0=0+a=a (nula je neutrdini prvek)
V. a+c=b+c>a=b (krdceni vzhledem ke scitdni)

Pfirozena Ccisla tedy tvofi komutativni pologrupu s kracenim vzhledem k operaci
scitani.

Véta 4.2.2 Véta o ndsobeni pfirozenych Cisel.
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Va,b,c € N:
. a-b=b-a (ndsobeni je komutativni)
. a-1=1-a=a (jednicka je neutrdlni prvek)
N a-0=0-a=0 (nula je agresivni prvek)
V. a-(b-c)=(a-b)-c (ndsobeni je asociativni)
V. ac=b-c>a=5b (pravidla pro krdceni)

Pfirozena cCisla tak tvori komutativni polookruh s kracenim maijici jednotkovy prvek,

kterym je Cislo 1.

Véta 4.2.3  Véta o distributivnosti

Pro kazda tfi libovolna pfirozena Cisla a, b, c plati, Ze:
. a(b+c)=a'b+a-c (véta o distributivnosti zleva)
. (b+c)ra=b-a+c-a (véta o distributivnosti zprava).

PFirozena Cisla tvofi komutativni pologrupu s jednotkovym prvkem.

4.3 SPOCETNOST A MOHUTNOST MNOZINY PRIROZENYCH CiSEL

Spocetnost mnozZin lze definovat pravé pomoci pfirozenych cisel. Spocetnost bude

uvadéna i u nadoboru pfirozenych cisel.

Definice 4.3.1 MnoZzinu M nazveme spocetnou, jestlize existuje bijektivni zobrazeni

f mnozZiny M na mnoZinu N, tedy
f:M - N

Je-li mnozina spocetna, je mozné ji chapat jako posloupnost (a,) = (a,,a,, ...)

s témito vlastnostmi:
1) (vneN):a, € M,
2) (VneN,Vm € M,n #m):a, #* a,

3) (VxeM)an € N:a,, = x.
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Véta4.3.1 MnoZina vsech pfirozenych Cisel je spocetnd mnoZina.

Dukaz. Vyplyva primo z definice. Hledame zobrazeni f: N > N, které je bijektivni. To

spliuje naptiklad f(n) = n.
Véta 4.3.2 MnoZina vsech pfirozenych Cisel je nekonecnd mnoZina.

Dukaz. Dukaz provedeme sporem. Predpokladejme, Ze existuje nejvétsi prvek mnoziny

pfirozenych cisel m:
dme NVvVneNm=n.

Peanovy axiomy vsak uvadi, Ze pro kazdy prvek mnoZiny N existuje jeho naslednik,
ktery je také prvkem N. Tedy i pro m existuje jeho nasledovnik. To je vSak ve sporu
s pfedpokladem, Ze m je nejvétsim prvkem mnoziny N. Mnozina pfirozenych Cisel je tedy

nekonec¢nou mnozinou.

Ackoliv mnozinu pfirozenych Cisel zndme od nepaméti a mohla by se tak jevit jako
prozkoumana, mnozi matematici ji naddle studuji. Napfiklad cesky matematik Petr
Vopénka (1935-2015) ve své knize Novd infinitivni matematika uvadi, Ze mnoZina vsech

pfirozenych Cisel vlastné neexistuje.

4.4 USPORADANI NA MNOZINE PRIROZENYCH CiSEL
Definice 4.4.1 Dobfe usporadana mnozina

Reknéme, 7e usporadanad mnoZina (M, <) je dobfe uspofddanou mnozinou, jestlize
kazda jeji neprazdna podmnozina R € M ma nejmensi prvek, tj. existuje 1 € R takové,

Ze 1g < aprokazdéa € R.

Véta4.4.1 MnoZina pfirozenych Cisel N spolu s pfirozenym uspordddnim <, (N, <) je

dobre usporadand.
Zakladni vlastnosti dobre usporadanych mnozin:
I.  Vkazdé podmnoZiné dobfe usporddané mnoZiny existuje nejmensi prvek.

II. Kazda linedrné usporadana kone¢na mnozina je dobre usporadana.
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Z druhé kapitoly vyplyva, Ze po pfirozenych Cislech by méla s ohledem na historicky vyvoj
nasledovat nezaporna racionalni Cisla. To by vSak znamenalo po zavedeni raciondlnich

a nasledné celych cisel dodatecné rozsitit tyto obory jesté o zaporna racionalni cisla.

Z tohoto dlivodu budou v této préci postupné uvadény nadobory oboru N tak, jak

znazornuje obrazek 14.

Celd Cisla Z (z némeckého Zahlen — Cisla) jsou tedy mnozinou cisel, kterd obsahuje
Cisla kladna, zdporna a nulu. Je mozné o nich také hovofit jako o Cislech umoznujicich

vyjadrit zménu, prirtstek ¢i ubytek.

5.1 KONSTRUKCE CELYCH CiSEL

Konstrukce mnoziny celych Cisel vychazi ze struktury prirozenych Cisel a bude provedena
tak, jak je uvedeno v publikaci Algebra a teoretickd aritmetika (Blazek, Calda, Koman,

Kussova, 1984).

Strukturu celych cisel Z znac¢ime (Z, +,-, <), nebot konstrukce struktury je opfena
o vlastnosti s¢itani, nasobeni a uspofadani. Struktura (N, +) je komutativni pologrupou,
zatimco struktura celych cisel (Z, +) by méla byt grupou. Ve strukture (N, +) také plati,
ze pokud ke kazdym dvéma prvkim a,b € N existuje c € N, je takové c pravé jedno. Ve
struktufe N Ize tedy definovat operaci, kterad kazdé uspofadané dvoijici (a, b) pfifadi pravé
jedno ¢ (pokud takovy prvek existuje). Tuto operaci nazyvame rozdil ,-“ a zapisujeme ¢ =
a — b. Ve strukture N je odcitani pouze ¢asteCnou operaci, ve strukture Z by vSak méla

byt Uplna. Timto zplsobem je mozné , vylepsit” vlastnosti struktury (N, +).

Strukturu (Z, +) je moiné vytvofit metodou, jejiz zaklady se opiraji o myslenky
Leopolda Kroneckera (1826-1891). V podstaté se jedna o doplnéni mnoziny N o vSechny
takové rozdily dvou prirozenych cisel, které do této mnoziny nepatti. Tim je mozné docilit

rozsiteni operace scitani na celou takto vzniklou mnozinu.
Jednotlivé kroky konstrukce struktury (Z, +):
1. Sestrojeni mnoziny Z

a. Definice vhodné relace na N x N, znaéené ~.
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b. Ovéreni, Ze relace ~ je ekvivalenciv N x N.

c. MnoZina Z je rozkladem N x N podle ekvivalence ~.
2. Vytvoreni struktury (Z, +) a ovéreni pozadovanych vlastnosti.

a. Definice operace scitani na Z.

b. Ovéreni, ze (Z, +) je komutativni grupa.

c. Nalezeni souvislosti mezi (N, +) a (Z, +).

d. Ztotoznéni struktury (N,+) sizomorfni podstrukturou (Z,,+)
v(Z,+).

1.a) Definici vhodné relace N x N provedeme tak, Ze sestrojime mnoZinu N x N vSech

usporadanych dvojic pfirozenych Cisel a na ni definujeme relaci ~ takto:
Véta5.1.1

(Va,b,a’,b" € N)(a,b) ~(a’,b) e a+b ' =a +b
Tento vyrok také popisuje fakt, ze dvojice (a, b) a (a’, b") urluji stejny rozdil.

1.b) Relace ~ na N x N je ekvivalenci pravé tehdy, je-li reflexivni, symetricka a tranzitivni.

Reflexivnost a symetri¢nost je zfejma. Aby tato relace byla tranzitivni, musi platit:
(V(a,b),(a’,b"),(a”,b”") EN X N):
(@) ~ @, b) A (@,b) ~ (a”,b") = ((a,b) ~ (@",b"))).

Podle véty 5.1.1 plati:
a+b =a+bAa’+b" =a"+Db’

Pokud pfi¢teme k prvni rovnosti b a k druhé b ziskame:
a+b' +b"=a+b+b"ANa"+b"+b=a"+b" +b.
Diky komutativnosti s¢itani v N plati:
a+b ' +b"=a"+b" +b.
UZitim pravidla pro kraceni ziskame:
a+b”=a"+b,

neboli:
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(a,b) ~ (a”,b").
Relace ~ je tranzitivni relaci a je tedy ekvivalencina N x N.

1.c) Mnozina celych ¢Cisel Z je rozkladem mnoziny N x N podle ekvivalence ~. Prvky

mnoziny Z jsou podmnoziny rozkladu N x N nazyvané tfidy a znacené T(a, b). Plati:
Véta 5.1.2
Z = {Tapy (@ b) EN XN}, Teup) = {(x,y) € Nx N; (x,¥) ~ (a,b)}.

Trida T(a, b) rozkladu Z se tedy skldda pravé ze vsech takovych usporadanych dvojic
pfirozenych Cisel, které urcuji stejny rozdil jako dvojice (a,b). Dvojice (a,b) je

reprezentantem tfidy T, p).
Z véty 5.1.2 a vlastnosti relace pak vyplyva:
Véta 5.1.3
Tap) = Twwp) © (@, b) ~ (a’,b)
2.a) Na mnoziné Z definujeme operaci scitani takto:
Definice 5.1.1
VT(a,p) Tc.ayel: Tap) + Tica)y = T(a+ep+a)
Aby definice 5.1.1 skute¢né definovala operaci v mnoziné Z, musi splfiovat dvé podminky:
l. T(a+c,b+d) €EZ
I (Tap = Tww) ATcay = Ted)) = Tasepra) = T+ p+a)
| plati. Kazdy prvek T(q ), kde (a, b) € N, patti do mnoZiny Z, tedy tam patfi i T(g1cp+q)-
Il. Podle véty 5.1.3 plati
(a,b) ~ (a’,b’)A(c,d) ~ (c’,d")
uzitim véty 5.1.1 ziskame
a+b ' =a+bAc+d =c +d.
Sectenim obou rovnosti dostaneme

(a+c)+(b"+d)=Mbh+d)+ (@ +).
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Podle véty 5.1.1 plati
(a+c,b+d)~(a +c,b+d).
Z véty 5.1.3 pak vyplyva hledana rovnost
Ta+rcp+a) = Ta+c p+a)-

Operace séitani je tedy skuteéné operaci vmnoziné Z a tudiz struktura (Z, +) je

algebraicka struktura.
2.b) Otéazkou je, zda struktura (Z, +) je komutativni grupa.
Véta5.1.4  Struktura (Z,+) je komutativni grupa.

Diikaz. JelikoZ je komutativni a asociativni struktura (N, +), ma tytéZ vlastnosti i struktura
(Z, +). Jejim nulovym prvkem je patrné tfida T(q o). Je tedy potieba jesté dokazat, zda

struktura (Z, +) je strukturou s opa¢nymi prvky.
Necht tedy T(, ) € Z a prvek Tz ) € Z je prvek k nému opacny. Potom musi platit
Tap + Tap) = Too-
Zvéty 5.1.1, 5.1.3 a definice 5.1.1 vyplyva vztah
a+a=b+b
Je-li tato rovnost povaZovana za soustavu rovnic, pak jejim feSenim je dvojice
prirozenych &isel @ = b, b = a. Opaénym prvkem ke tfidé T(op) je prvkem T, o) tedy
~Tap = Tw,w-

Uzitim vlastnosti pfirozenych Cisel byla vytvofena struktura (Z,+), kterd je
komutativni grupou.
2.c) Mnozina Z méla tedy vzniknout doplnénim mnoziny N o vhodné prvky, tedy mélo
platit N € Z. Je vsak zfejmé, Ze neexistuje prirozené Cislo, které by bylo tfidou
usporadanych dvojic prvkd z N, a tedy ani prvk( Z. Pfirozend cisla tedy nejsou
podmnozinou celych ¢isel. Je ale mozné zkonstruovat podstrukturu (Z,, +), ktera bude se

strukturou (N, 4+) izomorfni.

Véta5.1.5 V (Z,+) existuje podstruktura (Zy, +) izomorfni s (N, +).
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Dikaz. Existenci struktury (Zy, +) je mozné dokdazat jejim zkonstruovanim. (Z,, +) je

mnoZinou viech tfid T(, p) € Z, do kterych patii dvojice (z, 0), tedy
Lo = {T(Z,O); Z € N}, + je zuZenim operace sc¢itani ze Z. na Z.

Pokud ma platit, Ze struktury (N,+) a (Zy,+) jsou izomorfni, musi existovat

jednoznacné bijektivni zobrazeni ¢ mnoziny N na mnozinu Z,, pro které plati:

Véta 5.1.6 (Va,b € N) p(a + b) = @(a) + ¢(b).

Zobrazeni @ je definovano vztahem

Véta 5.1.7 (Va € N) ¢(a) = Tq,0).-

Dukaz. Sporem je mozné dokazat, Ze se jedna o prosté zobrazeni. Necht je tedy dano
a,b €N,a # b ataké p(a) = ¢(b) = Tp ).

Potom podle véty 5.1.3 nutné plati (a, 0)~(b,0) a ze vztahu 5.1.1 potom plyne a =
b. Toto tvrzeni je viak vrozporu s pfedpokladem a # b. T(,0) # T(p,0) @ zoObrazeni ¢ je

tedy prosté.

Platnost véty 5.1.6 ovéfime nasledovné. Nechta,b € N, potom podle véty 5.1.7,

definice 5.1.1 a opét véty 5.1.1 plati
@(a+b) =Tabo) = Tarbo+o) = Tao) + Tw,o) = ¢(a) + o(b).
Je tedy zcela dokazano, ze (Z,, +) je izomorfnis (N, +).

2.d) Poslednim dkolem je ztotoznit izomorfni struktury (Z,, +) a (N, +). Mé&jme libovolné

pfirozené Cislo a a tfidu T(, o) € Z, potom
Véta 5.1.8 (Va € N)a = T(a,0),

a tedy plati Zze N € Z. Struktura (N, +) byla tedy vhodné rozsitena. Z véty 5.1.8 vsak
vyplyvaji dlisledky nejen pro mnoZinu Z,, ale také pro celou mnoZinu Z. Ty to dlsledky

vySetfime pomoci nasledujici véty.
Véta5.1.9 (VT €Z)(3'c € NNV T(ap) = T(o,0-

Dikaz. Pokud je T, p) libovolnou tfidou mnoZiny Z a protoZe a, b € N, plati pro kazda dvé

pfirozena Cisla a, b pravé jedna z nasledujicich moznosti:

45



5 CELA CiSLA

. a<b:3'ceN-{0}a+c=b,potom
Tap) = Taa+c) = Ta+oa+c) = Taa) + Two,c) = Ti0,0) T Teo,c) = T(0,0)
. a=b:Tp) = T vétaplatiiproc =0
N. b<a3l'ceN-{0}a=>b+c, potom
Tap) = Tto+cp) = To+eb+0) = Twop) T Tico) = Ti0,0) T Tic0) = T(c0)
Jednoznacnost uréeni tohoto prvku vyplyva z vlastnosti kraceni pfirozenych Cisel.

VysSe dokazané véty umoznuji rozsifit vétu 5.1.8 na celou mnozinu celych Cisel. Pokud

je tedy T(q p libovolnou tfidou mnoziny celych Cisel, potom podle véty 5.1.2 existuje

. ¢ €N:Tgp) = Tic0) = Tiap) € Zo, tuto tfidu je pak mozné podle véty 5.1.8

povaZovat za pfirozené Cislo tedy T, p) = ¢
. ¢ €N:Tgpy = Teo,c) = Tap) = —T(c,0), COZ je moiné zapsat jako T, p) = —C

Je tudiZ evidentni, Ze k oznaceni prvkl mnoziny celych Cisel postaci znaceni zavedené
pro prirozend Cisla. Prvky Z, znaime stejné jako pfislusné N a pred prvky Z — Z,

pouzijeme symbol ,,— “.

MnoZina Z je tedy nazyvana mnoZinou celych Cisel a jeji prvky pak cela Cisla. Podle

véty 5.1.2 je mozné tfidy této struktury rozdélit do tfi skupin:

1) tfida T(,p), pro kterou existuje takové c, Ze T, ) = T(c0) = C jsou kladna cela

&isla, jejich mnoZinu znaéime Z*, tedy
Z* ={T(0) € Z;c € NAC = 0},

2) tfidaT(qp), pro kterou existuje takovéc, Ze T, py = T(o,) = —C jsou zdporna

celd Cisla, jejich mnozinu znadime Z~, tedy
Z~ ={Tq, €Z;c € NAc =0}

3) tfida T(4p), pro kterou plati Ty p) = T(o0) = 0 je jediné Cislo, které neni ani

kladné, ani zaporné.

Z vyse zminénych vét také plyne, Ze opacnym prvkem zaporného cisla je Cislo kladné,

a naopak a také ze
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(Va€Z)—(—a)=a,
(Va,b€Z)—(a+b)=(—a)+ (—b).

Z definice pro s¢itani na mnoZiné celych &isel a z definic mnozin Z*a Z~ vyplyvaji tyto

vlastnosti:
a) (WVa,b€eZYa+beZ,
b) (Va,beEZ )a+beZ .

Dale je také nutné na mnoZiné Z definovat operaci ndsobeni, prozatim znacené
symbolem ,O“ a ta takovym zplsobem, Ze struktura (N, +,") bude podstrukturou

(Z, +,0).
Definice 5.1.2 Pro kazdé dvé libovolna Cisla Va, b € Z je definovdno
l. a®Ob=a-bproa,b €N
Il. aOb=(—a) (—b)proa,b €Z”
1. aOb=—(a-(—b))pranNabEZ_
V. aOb=—((—a)-b)pranZ_abEN

JelikoZ je struktura (N, +,) podstrukturou struktury (Z, +,®) a operace ,“ je tedy
ztotoznitelna s operaci ,,O“ prendseji se vlastnost komutativity, asociativity, distributivity
nasobeni vzhledem ke scitani i existence neutralniho prvku a pravidla kraceni z mnoziny

pfirozenych Cisel na mnozinu celych Cisel.

Pozn. VSechny véty a dlikazy v této kapitole jsou prevzaty z knihy Algebra a teoretickd
aritmetika (Blazek, Calda, Koman, Kussova, 1984, str. 213-219).

5.2 SPOCETNOST A MOHUTNOST MNOZINY CELYCH CISEL

Véta5.3.1 MnoZina vsech celych Cisel je spocetnd mnoZina.

Dukaz. Cela Cisla Ize zapsat jako posloupnost

01,-1,2,-2,3,-3,4,—4....
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MnozZinu celych ¢Cisel je mozné nazvat spocetnou, pravé kdyzZ existuje jednoznacné
bijektivni zobrazeni f této mnozZiny na mnoZinu pfirozenych cisel. Takové zobrazeni

existuje a lze jej definovat takto:

f(0)=1,
f) =2,
f(=1) =3,
f(2) =4,
f(=2) =5,
f3) =6,

MnoZzina celych Cisel je také nekonecnou mnozinou, jelikoz jsou celd Cisla nadoborem
pfirozenych cisel.
5.3 USPORADANI NA MNOZINE CELYCH CiSEL
Relaci usporadani na mnoziné celych cisel Ize definovat takto:
Definice 5.2.1 (Va,b€Z)a<be b+ (—a) €
kde vyraz a < b ¢teme: ,Celé Cislo a je mensi nez celé Cislo b.”

Aby byla definice 5.2.1 korektni, musi byt relace < na mnoziné celych cisel tranzitivni

a trichotomicka.
Diikaz.
1) Dukaz tranzitivity relace < na Z.
(Va,b,c e Z)[(a<b)AN(b< )] = (a<c).

Jiz vime, 2e b+ (—a) = u,kdeu € Z* a také Zec + (—b) = v,, kde v € Z*. Pokud
k obéma stranam rovnosti b + (—a) = u pfi¢teme a € Z, dostaneme b =u+ a. Do
druhé rovnosti pak za b dosadime a ziskdame ¢ + (—u — a) = v. Opét k obéma stranam
pfi¢teme stejny vyraz, tentokratu a dostanemec —a = v +u, kde uiv patfi do Z*.

Oznaéime-li sou¢et v + u = w, kde w € Z*, Ize relaci < zapsat jako a < c.
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2) Dilkaz trichotomie relace < na Z.
(Va,b € Z)(a < b)v(a = b)v(a > b).
Nutné musi platit jedna ze tfi moznosti, tedy
b+ (—a) € Z,
a+ (—b) e Z,
a+ (—b)=0.

Relace < je trichotomicka i tranzitivni, avsak mnoZina (Z, <) neni dobfe uspofadana,

nebot neobsahuje nejmensi prvek.

5.4 CELA CiSLA JAKO ALGEBRAICKA STRUKTURA

Celd cisla spolu s operacemi scitani, nasobeni a relaci usporadani, tedy struktura
(Z,+,", <) tvofi usporadany obor integrity. Aby mohlo byt toto tvrzeni pravdivé, musi

splnovat nasledujici podminky:
1) Struktura (Z,+) je komutativni grupa.
Tvrzeni dokdzano ve vété 5.1.4.

2) Operace ndsobeni je asociativni, komutativni a obsahuje neutrdIni prvek, navic je

distributivni vzhledem ke scitani.
Toto tvrzeni dokazuje definice 5.1.2.
3) Ve strukture (Z,+) neexistuji délitele nuly.
Délitelem nuly je takové Cislo, pro které plati
Va,b€Z:a#0,b+#0:a-b=0.
Ve strukture (Z, +) potom nutné musi platit
Va,b€Z:a-b=0=>(@=0vb=0)
4) Struktura (Z,+,, <) je uspofddand.

Duakaz proveden v definici 5.2.1.

49



5 CELA CiSLA

Vsechny vySe zminéné vlastnosti ve strukture (Z, +,,, <) plati a cela Cisla tedy tvofi

usporadany obor integrity.
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6 RACIONALNI CiSLA

Celd Cisla umoznuiji, jak bylo zminéno vyse, popsat pocet prvkd véetné zaporného poctu.
Raciondlni ¢isla rozsituji obor celych Cisel o moznost vyjadfit i ¢ast prvka z daného celku.

Racionalni cisla jsou tedy takova Cisla, kterd vyjadruji pomér (latinsky ratio) a lze je

a v , . , , v s _ s

zapsat ve tvaru zlomku, tedy e kde a, b € N. Oznaceni oboru racionalnich Cisel Q pochazi

z némeckého , der Quotient”, coz znamena pomér nebo také podil.

6.1 KONSTRUKCE RACIONALNiCH CiSEL

Motivaci pro konstrukci celych &isel je skute€nost, Ze struktura (Z, +,") neni dostacujici
pro feSeni vSech matematickych situaci. Neni napfiklad mozné vytesit rovnicia-b =1,
pro vSechna a,b € Z, tedy neni mozné v této strukture neomezené délit. Proto je nutné
zkonstruovat takovy obor, ve kterém budou zachovdny vSechny vlastnosti pocetnich
operaci oboru celych cisel, a navic vném bude moZné neomezené délit, pochopitelné
vyjma déleni nulou, jelikoZz déleni nulou neni definovano v Zzadném oboru. V neposledni

radé pak vysledny obor racionalnich Cisel musi obsahovat obor celych Cisel.

Bude tedy nutné vnorit komutativni okruh do jeho podilového télesa. Takové
podilové téleso, ve kterém je mozné délit, Ize nazvat také téleso zlomk{. Tuto obecnou
teorii Ize nasledné aplikovat na konstrukci oboru racionalnich cisel, tedy je mozné vnofit
obor integrity celych Cisel do télesa racionalnich Cisel. Tim je moiné dokazat, Ze kazdé
celé Cislo Ize povaZovat za racionalni.

6.1.1 VNORENI KOMUTATIVNIHO OKRUHU DO PODILOVEHO TELESA

Definice 6.1.1.1 Necht R = (R,+,"),S = (5,+,") jsou okruhy. Okruh R lze vnofit do

okruhu S, pokud existuje injektivni homomorfismus f okruhu R do S.

Véta 6.1.1.1 Pokud je (R,+,") komutativnim okruhem, potom jsou ndsledujici vyroky

ekvivalentni.
I. Ve struktufe (R, +,") plati omezeny zékon o kraceni, tedy
Va,b,c€e R,a+0:a-b=a-c=b-c.

II.  Okruh R je moZné vnofit do télesa.
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Dukaz. DUkaz véty 6.1.1.1 je zaloZeny na konstrukci tzv. podilového télesa P okruhu R.
Vychodiskem pro tuto je kartézsky soucin R x R — {0} znaeny M a nazyvany mnoZina

vSech zlomk( okruhu R. Na mnoZiné M je dale definovana binarni relace ~ takto:
Va,b € R,c,d € (R—{0}):(a,b)~(c,d)=>a-d=b-c.

Takova relace ~ je relaci ekvivalence na mnoziné M a tedy existuje rozklad M|.. Tuto
mnozinu tfid rozkladu zna¢me P a Ize na ni definovat binarni operace scitani a nasobeni

nasledovné. Pokud jsou (a, b), (c, d) prvky dvou tfid systému P, pak plati
(a,b) + (c,d) = (ad + bc, bd),
(a,b) - (¢,d) = (ac, bd).

Algebraicka struktura (P, +,) je podilovym télesem okruhu R. Nulou tohoto télesa je
potom tfida {(0,7r);r € R} a jednitkou tfida {(r,r);r € R}. Vnofeni v:R - P lze

definovat takto:
vr € R:v(r) = {(r.x,x); x € R}.

Vnoreni v: R — P je vnorenim okruhu R do jeho podilového télesa P a kazdy prvek
r € R lze ztotoznit sjeho obrazem v:v(r) € P. Toto ztotoznéni umozriuje povaZzovat

okruh R za podokruh jeho podilového télesa P.

(Beranek, 2013)

6.1.2 VLASTNi KONSTRUKCE RACIONALNICH CiSEL
Konstrukce racionalnich Cisel bude provedena tak, jak popisuje kapitola 6.1.1.
Definice 6.1.2.1 Téleso racionalnich cisel (Q, +,") je podilovym télesem okruhu (Z, +,").

Vychozim kartézskym soucinem na mnoziné M vsak budeZ X Z — {0}, kde prvni

slozku povazujme za Citatele a druhou za jmenovatele. Relace ~ je definovana takto:
Va,c €Z Vb, d € (Z—{0}):(a,b)~(c,d) @ a-c=b-d.

Racionalni &isla jsou tedy tfidami rozkladu mnoziny M podle ekvivalence ~ a tfidy

tohoto rozkladu jsou prvky mnoziny racionalnich cisel, tedy

Q = {T(a,b); (ar b) € M}, T(a,b) = {(C, d) € M; (a' b)~(C, d)}
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Vnoreni okruhu celych ¢isel do télesa raciondlnich Cisel, zapsano f:7Z - Q, lze

definovat jako

Vz €T f(z) = {(%x) 7 — {0}}.

(Beranek, 2013)

Pro uvedené vnoreni se vsak prakticky vyluéné uziva x = 1, proto je mozné predchozi

definici zjednodusit takto

Vz€EZ: f(z) = {(Z, 1);Z — {0}}.

JelikoZ je uvedené vnoreni izomorfni, lze prvky (z, 1) znadit z. Déle také plati, Ze

prvky mnoZziny racionalnich Cisel Q je mozné rozepsat jako soucin
-1 _
Tan) = Tav  Tap = Tay (Ton) =a-b7
Prvek b1 ptepieme jako % a tfidu T(4 ) pak budeme zapisovat jako % .

(Kubinova, Novotna, 1997)

Operace scitani a nasobeni, zapsano pomoci zlomkl, jsou podle odstavce 6.1.1

definovany takto

a+c_ad+bc
b d  bd ’
ac_ac
b d bd’

Véta 6.1.2.1 Operace scitani na mnoziné Q je komutativni, asociativni, ma neutrdlni
prvek, ke kazdému Cislu existuje pravé jedno ¢islo opacné a plati zakony o déleni. Struktura

(Q, +) je pak komutativni grupa.

Diikaz. Jelikoz pro grupu (Q, +) analogicky plati stejné vlastnosti jako pro grupu (Z, +) je

platnost tvrzeni uvedenych ve vété 6.1.2 zfejmda. Pro Uplnost je vhodné uvést, Ze
ST . v/ . v/ 0 v _ s v v/ a . a . -
neutralnim prvkem je cislo 0, respektive tfida p Opacnym Cislem disla e —=, jez

. vs —-a a
reprezentuje trida - nebo =

(Beranek, 2013)
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Véta 6.1.2.2 Operace ndsobeni na mnoziné Q je komutativni, asociativni, md neutrdlni

prvek a je distributivni vzhledem ke scitani. Struktura (Q,") je pak monoid.
Neutralnim prvkem je tfida %, tedy Cislo 1.

Dukaz. Pro dukaz véty 6.1.3 je potfeba ovéfit nejen uvedené vlastnosti, ale i existenci
inverznich prvkd a platnost zakon( o déleni na mnoziné vsech racionalnich cisel. Je vsak
evidentni, Ze existuje jeden prvek, ktery platnost vSech uvedenych zakonl znemoznuje
a tim je Cislo 0. Pokud v3ak bude tento prvek z mnoziny Q odstranén, pak lze vyslovit tyto

véty.
Véta 6.1.2.3
I.  Algebraicka struktura (Q — {0},") je komutativni grupa.
Il.  Algebraickd struktura (Q, +,") je komutativni téleso.
Dikaz. Dikaz této véty je opét zfejmy. Inverzni prvek raciondlniho éisla%je Cislo Z, za
podminky a, b # 0, a nazyva se prevracené Cislo, které je moziné také zapsat ve tvaru
()
) -
(Beranek, 2013)

Dle uvedené konstrukce Ize tedy prvky mnoziny chapat jako podily dvou celych Cisel,

kde Cislo ve jmenovateli musi byt nenulové.

6.2 SPOCETNOST A MOHUTNOST MNOZINY RACIONALNICH CISEL
Véta6.2.1 MnoZina vsech raciondlnich Cisel je nekonecnd mnoZina.

Dukaz. Jelikoz je nekone¢nd mnozina Z podmnoZinou mnoziny Q, je i mnoZina Q

nekonecna.
Véta 6.2.2 MnoZina vSech raciondlnich ¢isel je spoc¢etnd mnoZina.

Dukaz. Definice 4.4.1 tika, Ze je-li moZzné mnoZinu Cisel zapsat jako posloupnost, tedy je-li
mozné prvky této mnoZziny bijektivné pfifadit k pfirozenym ¢islim, potom je tato mnoZina
spocetnd. Aby nedoslo k vynechani néjakého racionalniho Cisla, je vhodné je usporadat do

matice ndasledujicim zplsobem.
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o w| o N O = o
Bl Wk, NRr R
AN WIN NN RN
Alw WWw NW RrIWw
B WIS NS R

Zlomky pak sefadime do posloupnosti po diagonalach. Duplicitni zlomky vynechame
a jelikoz plati Z < @, za kazdy kladny zlomek je nutné pfipsat i jeho zapornou variantu.

Dostaneme posloupnost

01-12-23-34

1111 1 11’ 1 ’11 1 ,1... .
MnoZina racionalnich cisel je tedy mnoZinou spocetnou.

6.3 USPORADANI NA MNOZINE RACIONALNICH CISEL

Usporadani mnoziny raciondlnich Cisel se vyznamné lisi od usporadani mnoziny celych di

prirozenych Cisel. Rozdil se intuitivné nabizi. V usporfadané mnoziné celych Cisel Z plati
VaeEZ:a—-1<a<a+1,
soucasné vsak neexistuje Zadné Cislo b, pro které plati
(Va€eZ)abeZ:a—1<b<a.

Rikame tedy, Ze ¢&islo a kryje &islo a — 1 a &islo a je naopak pokryvano &islema + 1,

neboli
a—1<a<a+1.
Naproti tomu v mnoziné racionalnich ¢isel Q plati
(Va,b € Q:a<b)ac€Z:a<c<b,

tedy Ze neexistuji dvé raciondlni Cisla, pro které plati
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(Va,b € Q):a < b.

Takové usporadani, kdy kazdy prvek mnoziny kryje néjaky jiny prvek a zaroven je
jinym prvkem pokryvan, se nazyva diskrétni. Oproti tomu usporadani, kde se prvky

nekryji, 1ze oznadit jako usporadani husté. (Botur, 2011)

Dalsi vlastnost, ktera je spjata s usporadanim racionalnich cisel je archimedovskost
vychdzejici z Archimédovych Uvah o geometrii. Jeden z Archimédovych axiomU tedy fika,
Ze pokud existuji dvé libovolné uUsecky a a b, kdea < b, pak existuje n € N takové, Ze
a-n > b. Coz znamena, Zze opakovanym skladanim usecky libovolné délky Ize prekonat

jakoukoli vzdalenost. Vyznam tohoto axiomu lze uplatnit i v usporadanych télesech.

Pokud je tedy dano libovolné uspofadané téleso (T,T*), pak do néj lze vnofit
uspofadané téleso (Q, Q1). Z toho vyplyvd 7e Q € T a soudasné Q* € T (Botur, 2011,
str. 46). Téleso T lze oznadlit za archimedovské, pokud lze konecnym skladani jeho

libovolného intervalu prekonat libovolnou hodnotu tohoto télesa neboli
(Va € T)an € N:a < n.
(Botur, 2011)

Zbyva dokazat, Ze racionalni Cisla jsou prikladem archimedovsky uspofadaného télesa

a je tudiz mozné vyslovit nasledujici vétu.
Véta6.3.1 Pokud je T archimedovsky uspordadané téleso, pak plati:
(Va,b € T:a<b)lIceQ:a<c<hbh.

Dikaz. T oznaduje kladnou &ast télesa T a zaroven jsou dany dva prvky Va,b € T, pro
které platia < b. Pro dUkaz tvrzeni je tfeba najit racionalni ¢islo, které je mensi nez b —

a. Protoze je téleso T archimedovské, existuje n € N, pro které plati

1 <
n.
b—a
ProtoZe platib — a,n € T™, Ize tvrdit
1
—<b-—a.
n
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Dale také z vlastnosti archimedovského usporadani télesa T vyplyva existence Cisel
x,yEN,7en-a<xa—-n-a<y.Ztoho plyne vztah—y <n-a < x, aprotozen € Tt

Ize tvrdit Ze

x -y X
—<a<-—,kde —,—€ Q.
n n n'n

Z divodu konecnosti mnoziny {_Ty, _3:1, ,%} nutné musi existovat %, pro které plati
+1
E <aANa< _P .
n n
Z toho vyplyva
+1 1
P =B+—<a+(b—a)=b
n n n
p

+1 . . I
a € Q je tudiz hledané racionalni Cislo.

n

(Botur, 2011)

6.4 RACIONALNI CiSLA JAKO ALGEBRAICKA STRUKTURA

Véta 6.4.1  Struktura (Q,+,,, <) tvofi archimedovsky husté usporddané (komutativni)

téleso.

Dikaz. Véta 6.1.2.3 dokazuje, Ze algebraicka struktura (Q — {0},") je komutativni grupa
a algebraicka struktura (Q, +,") je komutativni téleso. Vétou 6.3.1 je déale dokazano, ze

struktura (Q, <) je archimedovsky husté usporadané téleso.

Struktura (Q,+,,<) tedy skutecné tvofi archimedovsky husté usporadané

(komutativni) téleso.

6.5 RETEZOVE ZLOMKY

Algoritmy podobaijici se fetézovym zlomkdm byli pouzivany jiz staroreckymi matematiky,
napfiklad Eukliddv algoritmus nebo Archimedova aproximace &isla+/3. Prvni pisemna
zminka o pouziti fetézového zlomku tak, jak jej zname dnes, se nachazi v knize italského
matematika Raffaela Bombelliho z roku 1572. Systematicky se retézové zlomky zacaly

studovat diky knize Leonharda Eulera De Fractionlous Continious z roku 1737. Retézové
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zlomky jsou dodnes pfedmétem zajmu mnoha matematikd predevsim proto, Ze je Ize uzit

pfi rlznych pribliznych vypoctech.
6.5.1 ZAKLADNI POJMY

Definice 6.5.1.1 Reté&zovy zlomek je slozeny zlomek ve tvaru

b3
ag+ ..

as+

kde ay, by prok = 1,2, ...,n patfi do oboru redlnych &i komplexnich ¢isel (tyto obory
budou podrobnéji charakterizovany v nasledujicich kapitolach). Dany vyraz je nazyvan
fetézovym zlomkem a Cisla a4, a,, ..., a, jsou neuplné podily nebo také prvky retézového

zlomku. (Vit, 1982)

Namisto sloZitého zapisu retézovych zlomkd je v odborné literature Castéji uzivan
zpUsob vyétu n-prvkd v hranaté zavorce [aq,as,, ...,a,]. Tyto prvky jsou indexovany

mnoZzinou kladnych celych &isel N.
Retézovy zlomek je nazyvan
I.  konecny, pokud ma konecny pocet prvka.
II.  Nekonecny, pokud ma nekonecny pocet prvka.

Pokud jsou vsechny Citatele fetézového zlomku rovny 1 a vSechny jmenovatele nélezi
oboru pfirozenych Cisel a zaroven je pocet prvkd takového retézového zlomku konecny,

pak je nazyvan pravidelnym konecnym retézovym zlomkem.
Definice 6.5.1.2 Retézovy zlomek je pravidelny pravé tehdy, kdy? plati:
a; ENg,u(1+j) € NAb =1,j=12,..,n

Tedy

(Vit, 1982)
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6.5.2 HODNOTA RETEZOVEHO ZLOMKU

Priklad 6.5.2.1 Urcete hodnotu fetézového zlomku.

Reseni:
Dle definice 6.5.1.2 ma tento fetézovy zlomek Ctyfi nedplné podily aq, a,, as, a,

(5,2,3,2). Postupné tedy budeme odstranovat slozené zlomky sou¢tem neuplného podilu

a zlomku. Ekvivalentnimi Upravami tedy dostavame

=5+ 1 —5+1—5+7—87
B 2 16 16 16°

1

5+ —=5+——
2+— 2+ 2+<
3+3 2

Hodnotu retézového zlomku je tedy vhodné poditat tzv. ,zepfedu”, jak ukazuji

nasledujici vypocty.

a; A
a +—=+%,
171 7B
1 aa,+1 A4,
al + -_— = = —
a a B,
N 1 a,a,a3z +a; +a; A;
al = -,
aZ + i a2a3 + 1 Bg
as
N 1 10,0304 + A10, + a1a4 +aza, +1 Ay
al S -,
ay + — A20304 + Az + 4y B,
a3+a—4
obecné tedy plati
1 A, a
a1 + = =
az : T B, b
as+ .. +E

(Vit, 1982)

6.5.3 SBLIZENE ZLOMKY

. L w oy A o
Je evidentni, Ze vSechny zlomky B—k, kde 1 < k < n maji tvar
k
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Alaq,ay, ..., a,]

)

B laq,a,, ..., a,]

. . , ve . o . ye : wr A a.
kde A a B jsou celistvé funkce prirozenych argumentl neboli pfirozena disla, a B—" = e

n

kladné racionalni ¢islo.

AL A A An . o v
Zlomky =,22,=2,..,=% jsou sblizené  zlomky  Fetézového  zlomku
B, ' B,’ Bs Bn

1
a; + ———.
Qpt———1
a3+ +E

Sblizeny zlomek =% Ize nazvat k-ty zlomek nebo také zlomek k-tého ¥adu. Sblizeny

A
By

A a. . . , . vy L .
zIomekB—" =le n-tym neboli poslednim sblizenym zlomkem, pficemz se zpravidla jedna

n

o zlomky vzakladnim tvaru, tedy Cditatel a jmenovatel tohoto zlomku jsou C(isla

nesoudélna. (Vit, 1982)

Ak y vx . . o
—k tetézového zlomku [a,, a,, ..., a,] plati nasledujici

Pro vypocet sblizeného zlomku 5
k

rekurentni vzorce.

Véta 6.5.3.1 Pro kaZdého (Citatele A, a jmenovatele By, sblizeného retézového zlomku

[ay,as,, ...,a,]| platityto vztahy:
Ai=a,, By =1,

A, = aqa, + 1, B, = a,,

Ap = agly_q +Ag—z, k=3,

By = ayBy_1+ Bx_2, k=3,
paklize je formdlné poloZzeno A, = 1, By, = 0.
Dukaz. DUkaz lze provést matematickou indukci. Nejprve dokazme tvrzeni pro k = 3:

A; = az(aya, +1) + a4 = azA, + Ay, Bs =asza, +1=a3B, + B;.

Pro k = 3 tedy vzorce plati. Dale predpokladejme, Ze véta plati pro k > 3 a dokazme

tedy, Ze plati i pro k + 1. Potom tedy plati

ﬂ _ pAy-1 + Ag_;
B,  agByg_1+ Byx_;
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Sblizeny zlomek Ay 1/By+1 vznikne ze sblizeného zlomku Ay /By, pokud bude prvek a;

nahrazen prvkem a, + 1/a;, . Tedy

1
A1 _ (a" + ak+1) Ap-1 + Ak _ Qp1(arAg—q + Ag_z)HAp_q _ Ag+1Ax+Ag-1
Byi1 (ak + aL) Byy+ By, k+1(@Bi—1+ Br_2)+Bi_1  Gr1Bi+Bis
k+1

Predpoklad tedy plati a véta je tim dokazana. (Vit, 1982)

6.5.4 ZAPIS KLADNYCH RACIONALNICH CIiSEL VE TVARU RETEZOVEHO ZLOMKU

s . . 1 v v v , a
Pro zdapis raciondlniho Cisla ve tvaru retézového zlomku, tedy;z [a,,a,, ...,a,] pro

a,b € N, je nutna znalost tti zakladnich pojmu celd ¢dst ¢isla, lomena Cdst Cisla a nedplny
podil. Pojem neuplného podilu je vymezen v definici 6.5.1.1, zbylé pojmy jsou definovany

nasledovné.

Definice 6.5.4.1 Ke kazdému redlnému Cislu a existuje pravé jedno Cislo k € Z, pro

které plati
k<a<k+1.
Takové celé Cislo k je obvykle oznacovéano [a] a nazyva se cela ¢ast Cisla a.

Definice 6.5.4.2 Lomena c¢ast S redlného Cisla a je Cislo, po jehoZ pficteni k celé ¢asti

[a] dostaneme redlné Cislo a, neboli
a=|a]+B,kde0 <B < 1.
Cislo 8 je lomena €ast &isla a a obvykle se znaéi {a}. Tedy plati
a = [a] + {a}.

Zapis racionalniho disla ve tvaru retézového zlomku bude proveden podle Vita

(1982).
Méjme déno kladné raciondlni Cislo x,x € N a poloime a, = [x],x; = {71}, potom
plati
X =a +xi,kde x1>1,x €Q.
1
Z toho vyplyva
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1
X1 = .
1 x—a1

Zopakujeme cely postup pro x; a definujeme tak Cislo

a2=[x1]=[ ! ]

X—aq

a také dislo

Potom plati
1
X1 =a, +x—,kde x, >1,x, €Q.
2

Z posledni vztahu vyplyva

1

X1 — azl

x2=

Obdobné Ize definovat Cisla as, x3, a4, x4, .... Tento postup skonci, jakmile bude
néjaké x,_, celé Cislo. Potom bude a,, = [x,,_1] poslednim prvkem fetézového zlomku

raciondlniho ¢isla x.
Aplikaci Vitova postupu demonstruje nasledujici priklad.

Priklad 6.5.4.1  Vyjadrete racionalni ¢islo 87 /16 ve tvaru fetézového zlomku.

Reseni:
=1 =1 =
L ET
87 _ 1 116
16 “Tx MTE_ T
16
16]_
a, = 7 = 4,
16_,, 1 17
7 Xy X2 1_5 2
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3=

a3—2—,
—3+1 = 1 =2
27 Ty BTT_3T

2

a, =[2] =2

Vypocet je hotovy a dostavame tak

S 5232 =5+ —
16 149, 2+L1
3+E

Racionalni ¢islo 87/16 jsme ziskali Upravou fetézového zlomku v prikladu 6.5.2.1.

Vysledny tfetézovy zlomek prikladu 6.5.4.1 se tedy shoduje se zadanim prikladu 6.5.2.1,

¢imz byla ovéfena spravnost postupu.
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7 REALNACISLA

Doposud byla divodem rozsifovani Ciselnych obor( garance korektniho fungovani
nékteré pocetni operace. Téleso racionalnich &isel (Q,+,") je komutativni téleso. Ze
strukturalniho hlediska je tedy kompletni, a tudiZ jej nelze dale rozsSifovat. Dokonce se na
prvni pohled zd3, Ze k tomu ani neni divod. Motivaci rozsifeni oboru racionalnich Cisel by
tak mohla byt nemoznost zapisu nékterych dilezitych hodnot ve tvaru zlomku, napriklad
V2, konstanty 1 nebo Eulerova &isla e. Bylo-li by tomu tak, pak by stacilo obohatit téleso
racionalnich cisel o rizné odmocniny a vytvofrit opét téleso, ve kterém by byla vSechna
Cisla algebraicka, tedy kofenem néjakého polynomu s racionalnimi koeficienty. Jiz v roce
1882 dokazal Ferdinand von Lindemann, ze Ludolphovo Cislo i je transcendentni (neni

algebraické) a tudiz by v noveé vzniklém télese opét chybélo.

Skute¢nou pfri¢inou pro rozvoj racionalnich ¢&isel je vSak nakonec matematicka
analyza, kterd pro své teorie vyzaduje platnost rdznych vét. Nezbytnosti je také spojitost
Ciselné osy. Pokud by totiz Ciselnd osa obsahovala néjaké mezery, vyvstaly by mnohé
problémy tieba s limitami, protoZe posloupnost prvk({i by mohla konvergovat smérem do

mezery.

Téleso racionalnich ¢isel pravé takové mezery v &iselné ose obsahuje. Cisla, kterd
takové mezery vyplni se nazyvaji iracionalni a spolu s racionalnimi Cisly vytvofi novy obor

realnych Cisel R.
Nasledujici véta dokazuje existenci mezer v Ciselné ose pro obor racionalnich Cisel.
Véta 7.1 V télese Q neexistuje Cislo x € Q pro které plati x* = 2.

(Botur, 2011)

o v / v . . . s v a ;v
Diikaz. Sporem lze predpokladat, Ze existuje racionalni Cislo > € Q, takové Ze

a2
(3) =2

Dale predpokladejme, Ze se jedna o zlomek v zakladnim tvaru a proto plati
a’? =2- b2

Ze vztahu vyplyva, Ze a? je sudé a tedy i a je sudé, co? |Ze zapsat
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a=2n,n€N.
Po dosazeni do predchozi rovnosti ziskavame
4-n?=2-b?

neboli

Analogicky je patrné, Ze i b musi byt sudé, cozZ je viak ve sporu s predpokladem, Ze je

racionalni Cislo % v zakladnim tvaru.
(Botur, 2011)

7.1 KONSTRUKCE REALNYCH CiSEL

Konstrukce oboru redlnych Cisel Ize provést vice zpUsoby. Nejcastéji se uvadi konstrukce
podle Richarda Dedekinda zalozena na fezech na mnoziné raciondlnich cisel a George

Cantora (1845-1918), ktera pracuje s limitou posloupnosti.

V této praci bude s ohledem na ndavaznost nasledujicich kapitol provedena pouze

Cantorova konstrukce.
7.1.1 AXIOMATICKA VYSTAVBA OBORU REALNYCH CiSEL

Definice 7.1.1.1 Mnozina R je nazyvana mnozZinou realnych cisel, pokud plati tyto

axiomy:

.  Na mnoZziné R je definovdana operace scitdni +,+:R X R - R. Operace

prifazuje kazdé dvojicix,y € R X R prvek x + y = R. S¢itani ma tyto vlastnosti:
a. 3I0eRVaeR:0+a=a+0=aq,
(nula je neutrdlini prvek operace scitani)
b. VaeR A(—a) ERia+ (—a) =(—a)+a =0,
(existence opacnych prvki)
c. VabceRa+(Mb+c)=(a+b)+c,
(asociativita)

d. Va,beR:a+b=>b+a.
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(komutativita)

. Na mnoZiné R je definovdna operace nasobeni:, ‘:RX R — R. Operace
prifazuje kazdé dvojici x,y E RX R prvek x-y =R . Nasobeni ma tyto

vlastnosti:
a. d1eRVaeR:1a=a-1=aq,
(jednicka je neutrdlini prvek vzhledem k ndsobeni)
b. VaeR—{0} Fata-al=atla=1,
(existence inverznich prvka)
c. Va,b,ceR:a-(b-c)=(a"b)-c,
(asociativita)
d. Va,beR:a-b=b-a.
(komutativita)
. vab,ce€R:a-(b+c)=(a-b)+ (a-c).
(ndsobeni je distributivni vzhledem ke scitani)
IV.  Namnoziné R je definovana relace usporadani <, ktera splnuje tyto podminky:
a. Va,b,ceR:(a<bAb<c)=a<c,
(tranzitivita)
b. Va,abeR:ia<b@®a=bHa>hb.
(trichotomie)
V.  Axiom vazby operaci a usporadani: Va, b, c € R:
a. a<b=a+c<b+eyg,
b. (0<aA0<b)=>0<a-bh.
(Kubinova, Novotna, 1997, str. 154-155)

VI.  Axiom uplnosti:
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Mnozina A C R je shora omezena, pokud existuje K € R nazvané horni zavora takové,

v

Ze:
Vx €EA:x <K.
Mnozina hornich zdvor mnoZziny A znacime A*.
Dale plati, Ze Cislo a € A € R je minimem mnozZiny A, jestlize:
Vx € A:a < x.

Mnozina hornich zdvor A* ma minimum pro kaZzdou neprdzdnou shora omezenou

mnozinu A.

7.1.2 CANTOROVA KONSTRUKCE OBORU REALNYCH CISEL

Jak jiz bylo zminéno, konstrukce mnoziny redlnych Cisel podle Cantora je zaloZzena na
pojmu limita posloupnosti. Nejprve je vsak nutné zavést tzv. fundamentalni neboli
Cauchyovskou posloupnost (po francouzském matematiku Augustinu-Louisi Cauchym
1789-1857). Jednd se o takovou posloupnost, jejiz jednotlivé prvky se k sobé ptiblizuji
a tato vzdalenost se zkracuje limitné k nule. Takova posloupnost by pak méla konvergovat

k urcitému bodu — limité této funkce.
Jako priklad Ize uvést nasledujici posloupnost télesa racionalnich Cisel
1;1,4;1,41;,414;1,4142 ...

vytvorenou tak, Ze kazdy jeji dalsi ¢len vznikne pfidanim Cislice dekadického rozvoje Cisla
V2 (= 1,4142135623730 ...). Jednotlivé prvky jsou raciondlni &isla, ale limitou této

posloupnosti je iracionalni v/2.

Pro konstrukci R je tedy potieba vzit vSechny tyto posloupnosti a roztridit je podle

limit. Kazda takova tfida je pak redlnym cislem. (Botur, 2011)

Definice 7.1.2.1 Posloupnost a = {a,}p=1,a, € Q je fundamentalni posloupnost,

pokud plati:
(Ve > 0)(3ny € N)(Vvm,n € N,ym,n > ny)(la,, — a,| < ¢).

(Kubinova, Novotna, 1997, str. 155)
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Definice 7.1.2.2 Necht a = {a,}y=1,b = {by}n=1 jsou posloupnosti racionalnich Cisel,

pak definujeme:
. a+b={a,+ b1,
II. a—b={a, — bply=1,

M. a-b={a, b=t

V. %= {a—”}w ,pro b, # 0.

bnlp=q
(Kubinova, Novotna, 1997, str. 155)
Dale definujeme mnozinu vSech fundamentalnich posloupnosti F.
Definice 7.1.2.3
F ={a,a = {a,};=1 je fundamentalni posloupnost racionalnich Cisel}.
Zavedeme relaci ~ na F takto:
a~b & %i_r)go(an —b,) =0.
Dokazeme, Ze relace ~ je ekvivalence na F:

I.  Relace ~ je reflexivni, pokud plati: Va € F: a~a. Relaci prepiSeme podle definice

7.1.2.3.

a~a & lim(a, —a,) = 0.
n—-o0o

Tvrzeni plati a tato relace je reflexivni.

Il.  Relace ~ je symetricka, pokud plati: Va,b € F:a~b = b~a. Kaidou relaci

prepiSeme podle definice 7.1.2.3.
L:a~b < lim(a, — b,) = lim(a,) — lim (b,) = 0 = lim (a,) = lim(b,) =0,
n—-oo n—oo n—oo n—oo n—oo
P:b~a  lim (b, — a,) = lim(b,,) — lim (a,) = 0 = lim (b,,) = lim(a,) = 0.
n—oo n—-oo n—-oo n—-oo n—oo
Dostavame tak lim (a,) = lim (b,) = lim (b,,) = lim (a,) a relace je proto symetricka.
n—oo n—oo n—oo n—oo

Ill.  Relace ~ je tranzitivni, pokud plati: Va, b,c € F: (a~b A b~c) = a~c. Pfedpoklad

prepiSeme podle opét podle definice 7.1.2.3.
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lim (a, — b,) = 0 A lim(b,, — c,) = 0.

n—-oo n—oo
Pokud plati pfedpoklad, potom lim (a,, — ¢,;) = 0. Tedy:

n—-oo
lim (a, — ¢,) = lim (a,, — ¢,) + lim (b,)) — lim (b,) = lim (a,) —
n—oo n—-oo n—oo n—->oo n—-oo
— lim (¢,) + lim (b,)) — lim (b)) = lim (a,, — b,,) + lim (b,, — c,,) = 0.
n—oo n-oo n—oo n—-oo n—-oo
Limita lim (a,, — ¢,,) = 0 atedy a~c. Relace ~ je tranzitivni.
n—-oo

Jelikoz je relace ~ reflexivni, symetricka i tranzitivni, je relaci ekvivalence na F.

Relace ekvivalence ~ na mnoziné Q rozdéli tuto mnoZinu do navzajem disjunktnich

trid. Sjednoceni vSech disjunktnich tfid znovu vytvori plvodni mnozZinu.

Mnozinu redlnych Cisel R tedy definujeme jako rozklad mnoziny F na tfidy rozkladu

T podle ekvivalence ~. Tridy takového rozkladu nazveme prvky mnoziny R a tedy plati:
R={T,;a € F},T, = {x € F;x~a}.
Na mnoziné R jsou definovany pocetni operace scitani, odcitani, ndsobeni a déleni takto:
Definice 7.1.2.4 Operace scitani na mnoziné R.
VT, Ty ER:T, + Ty = Tyyp-
Definice 7.1.2.5 Operace odcitani na mnozZiné R.
VT, T, ER:T, =Ty =Ty_p.

Véta 7.1.2.1 VT, T, T, € Rplati:

1) (T,+Ty)+T. =T, + (Ty + T,), (asociativita)
2) To+Ty =Ty + T, (komutativita)
3) Ta+Teo,.)="Ta (T(o,0,...) je neutrdini prvek)
4) T, + (T, —Ty) =Tp. (existence inverznich prvki)
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Definice 7.1.2.6 Operace nasobeni na mnoziné R.
VT, Ty ER: Ty - Ty = Tyop-
Definice 7.1.2.7 Operace déleni na mnoziné R.
vT, Ty € IR{:& =Ta; Ty # Tyo,,.3-
Ty b o

Véta 7.1.2.2 VT, T, T, € Rplati:

1) (T, Ty) T, =T, (T, T,), (asociativita)

2) Ty Ty =Ty Ty (komutativita)

3) Ta Tain,..) =Ta (T(11,..) je neutrdini prvek)

4) T, ;_t; =Ty Ty # Tioo,..3 (existence inverznich prvku)

5) (T,+T,) T,=T, T, +T,-T,. (distributivita - vzhledem k +)

(Kubinova, Novotna, 1997)

7.2 SPOCETNOST A MOHUTNOST MNOZINY REALNYCH CiSEL
Véta 7.2.1 MnoZina vSech redlnych Cisel je nekonecnd mnoZina.

Dikaz. Jelikoz je nekonetnda mnozina Q podmnozZinou mnoziny R, je i mnozina

R nekonecna.
Véta 7.2.2  MnozZina vSech redlnych Cisel je nespocetnd mnoZina.

K dlkazu této véty pouzijeme metodu zformulovanou Georgem Cantorem v roce 1873.
Cantorovo prekvapivé tvrzeni, Ze redlnych Ccisel je vice neZ pfirozenych, znamenalo

doslova prelom v matematickém mysleni. Neméné dulezita vsak byla i pouzitd metoda.

Dikaz. Predpokladejme tedy, Ze a4, a,, ... je posloupnost obsahujici vSechna redlna ¢isla
z intervalu (0,1). Déle zapisme kazdé realné &islor € (0,1) v desitkovém rozvoji, tedy ve

tvarur = 0,775, ... . Dostavame posloupnost {a, }:
a; =0, a12a13a14a15
az S 0, a21a23a24a25 e
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a3 S 0, a31a32a34a35 e
a4 S 0, a41a42a43a45 e

Poté sestrojime takové redlné ¢islo b € (0,1), ve tvaru 0, b, b, ..., pro které plati, Ze prvek
b, # aq1, prvek b, # a,,, prvek b; # as3, ... Takovy prvek se v3ak v nasi posloupnosti
nenachazi a dostavame tak spor danou posloupnosti. Pokud tedy obecné poloZzime pro
kazdé k pfirozené Cislo b, = 1, pak pokud a,, # 1,a b, = 2, pokud ay, = 1, dostdvame
Ze by, # ayy a Cislo b, = 0, b, b, ... tak nem(iZe byt rovno zZadnému cislu a;, nebot se od
néj lisi pravé v k-té Cislici jeho desetinného rozvoje.

Role, kterou vtomto dlkazu hraji diagonalni prvky ay jsou dlvodem, proc tato

metoda nese nazev Cantorova diagondini metoda.

Dusledkem téchto Cantorovych uvah bylo, Ze co se tyka velikosti, existuji rlznd
nekonecna. Svymi tvrzenimi tak rozboural predstavy tehdejsich matematik(, ktefi
pracovali jen s nekonecnem potencidlnim, tedy takovym, které je chapano jako konecné
s moznosti pribirat dalsSi prvky. Na Cantorovo pojeti aktualniho nekonecna, jakoZto

nekonecného celku, navazal cesky matematik Bernard Bolzano.
7.3 USPORADANI NA MNOZINE REALNYCH CISEL

Véta 7.3.1 Relace < je usporaddnim na mnoZiné redlnych Cisel.

Dukaz. Z Axiomu 4. v kapitole 7.1.1 vyplyvd, Ze relace < je na mnoZiné realnych Cisel

R trichotomicka a tranzitivni. Jedna se proto o relaci usporadani na R.

7.4 REALNA CISLA JAKO ALGEBRAICKA STRUKTURA

Véta7.4.1  Struktura (R, +,, <) tvofi uspofddané téleso.

Dikaz. Vlastnosti télesa (R, +,, <) vyplyvaji z vét 7.2.1.1, 7.2.1.2 a 7.3.1.
7.5 DRUHE ODMOCNINY A JEJICH ZAPIS VE TVARU RETEZOVYCH ZLOMKU

Retézové zlomky obecné slouZi k aproximaci iracionalnich &isel racionalnimi. V této &asti
bude pozornost zamérena na fetézové zlomky druhych odmocnin pftirozenych

nectvercovych cisel. Pfi pocitani s takovymi iracionalnimi Cisly ve tvaru desetinného cisla
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Ci konstanty se dostaneme jen k velmi pfibliznému vysledku a fetézové zlomky tak

umoZnuji tento problém vyresit.

Definice 7.5.1 Iracionalni Cislo a,a > 0,a € I leze vyjadfit nekone¢nym fetézovym

zlomkem ve tvaru

zapsano

[a,,a,, ... ].

PFi urceni fetézového zlomku iraciondlniho ¢isla budeme postupovat podle Vita tak, jak

uvadi kapitola 6.5.4. Analogicky tedy:

1
a= [a]+a_1'
kdea; = [a],a; > 1,a, €1
1
ay T r—a
a; = [ay]

1
a, = a, +a—,kdea2 >1,a, €L
2

1
a, = ———,
2 a; —az
a3:[a2]'
1
a, = az +a—,kde az; > 1,a3 € 1I.

3

Vsechna (isla aq, @y, @5, ... jsou iracionalni, proto tento postup nemizie byt nikdy
ukoncen. Skute¢né tedy dostdvdme nekoneény fetézovy zlomek [aq, a,, ...], kde a; € Z

ada,,ap, .. €N.

Uvedeny postup predvedeme na nékolika prikladech.
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Pfiklad 7.5.1 Vyjadrete iracionalni ¢islo v/3 ve tvaru fetézového zlomku.
Reseni.

1

V3=1+—,a,=1
aq

1 V3 +1
a: =
V3+1 1

1+—,a,=1
2 +a2 2

“2=«/§T_1=\/§+1
2

1
V3+1=2+—,a;=2
as

1 V3+1
a: =
*TV3+1-2 2
V3+1 1

1+—,a,=1
2 ay Ga

a4=_ﬁ+1_1=\/§+1
2

1
V3+1=2+—,a5 =2
as

Z vypocltl je patrné, zea; = a, =a, =ag=-+-=1aaz =as =a, == 2. A také Ze

_ V341
2

a; =az =g = - aq, =a,=ag=-=+v3+1.

Atedya =3 =[1,1,2,1,2,1,2,...] = [1,1,2].
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PFiklad 7.5.2 Vyjadrete iracionalni ¢islo /5 ve tvaru fetézového zlomku.

Reseni.
1
\/g S 2 + -, al S 2
ay

1

=\/§_2=\/§+2

a;
1

VE+2=4+—,a,=4
a

1 1
azz s
VE+2—4 5-2

Jeliko? plati a; = @, = V/5 + 2, budou takové i dali netplné podily.

=5+ 2

a =+5=[24].

Ptiklad 7.5.3 Vyjadrete iracionalni ¢islo v/7 ve tvaru fetézového zlomku.

Reseni.

1
Vi=24+—,a,=2
a;
1 V7+2
V7 -2 3
V7+2 1

1+—,a,=1
3 +a2 2

a, =

1 N7+1

az

V7 +1 1
=1+—,a,=1
2 +a3 s

1 T+
a3_\/7+1_1_ 3
2

V7 +1 1
=14+—,a,=1
3 ay Ga
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a4=_ﬁ+1_1=\/7+2
3

1
Vi+2=4+—,a;=4
as

1 1 V7 +2
A = = =
ST V424 7-2 3

Cislo as se rovnd ¢&islu a;, tzn. Ze perioda je tvofena ¢tyFmi neudplnymi podily

a, asz, ay, As.
a=V7=[21114]
Iraciondlni &islo V7 Ize zapsat jako pravidelny fetézovy zlomek se ¢tyiprvkovou periodou.
Vsechny dosud vyjadfené druhé odmocniny
V3 =1[1,12],V5=1[24],V7 = [2,T114]

Ize zapsat jako nekoneéné fetézové zlomky periodické. V prvnim pfikladé je perioda
dvouprvkova, ve druhém jednoprvkova a ve tretim dokonce ctyfprvkova, pokazdé vsak
zaCind prvkem a,. Zdanych pfikladG je také patrné, Ze posledni prvek periody je

dvojnasobkem prvniho prvku a;.
Lze tedy vyslovit definici:

Definice 7.5.2 Necht je a iracionalni Cislo a[aq, a,,...] je jeho nekoneény fetézovy
zlomek. Rikdme, e je tento zlomek periodicky s periodou (ay, ..., a;), pokud existuji k, | €

Ny, k < [ takova, Ze plati
(Vl E {0,1, ...,l - k} )V] E N: ak+l = ak+l'+j(l_k+1).

Takovy fetézovy zlomek znadime [aq, @y, ..., Ax—1, Ak, Ar41, -, Q7] @ tvrdime, Ze je ryze

periodicky, pokud bude k = 0, neboli [a4, a,, ..., a;].
(Kudéj, 2021, str. 4)

Indexem k z pfedchozi definice rozumime zacatek periody a index [ znaci jeji konec.
Ani jeden z nich vSak neni presné urcen, proto je nutné uvaZovat indexy k,[ co mozna

nejmensi.
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Priklad 7.5.4 Vyjadrete iraciondlni &islo V2 ve tvaru Fetézového zlomku.
Reseni.
Pokud je @ = V2, potom a; = 1 a dale plati
VieEN:a; =1+V2,q; = 2.
A proto a = [1,2].

Kazdé iracionalni Cislo lze zapsat ve tvaru nekonecného retézového zlomku. Takovy
zlomek bude periodicky, jedna-li se o algebraické Cislo, a neperiodicky, bude-li toto cislo

transcendentni.

Zdaleka ne vSechna iracionalni Cisla je vSak moZné zapsat ve tvaru periodického
fetézového zlomku, naopak je jich méné neZ neperiodickych, presto maji v teorii

fetézovych zlomk{ nezastupitelné misto.

Vyraz s druhou odmocninou obecné nazveme kvadraticka iracionalita a ma tvar

pEANT

.0, EN,TEN, 7 # 1,V/rel.

- ., . Y . . . T
Kazdy takovy vyraz je kofenem kvadratické rovnice. Je-li a =pT|raC|onaIn| koren
. . . . ., p—NT. . , Y X, ,
libovolné kvadratické rovnice, pak a —Tje jejim druhym kofenem. Cislaa,a’ se
nazyvaji sdruzena a takova rovnice ma tvar

x—a)(x+a)=0.

Pro vyrazy @ =+/r, kterych bylo uvedeno a spocitdno nékolik, je a” = —/r.

Odpovidajici rovnice ma potom tvar

(Vit, 1982)
Druhou odmocninu tedy chapejme vylu¢né jako vyraz
Vrel,r+z2%z€el.

Retézové zlomky druhych odmocnin nejsou ryze periodické. Je-li totiz @ = vr

kladnym kofenem kvadratické rovnice x> —r = 0, pak pror # 1je @ > 1. Pro sdruzeny
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kofen potom plati a” < —1. To vSak odporuje podmince —1 < a” < 0 pro ryze periodicky

fetézovy zlomek. (Vit, 1982)
Pro druhou odmocninu pfirozeného Cisla tedy plati nasledujici véta.

Véta 7.5.1  Pro fetézovy zlomek Cisla\r,r € N,\T > 1,vr € 1 plati

\/F S [al, az, a3, ey a3, az, Zal].

Perioda fetézového zlomku ¢&isla +r se tak skladd zdlasti  symetrické

[a,, as, ..., as, a,, ] a posledniho prvku 2a,, ktery je dvojnasobkem prvku prvniho.
Dukaz.

Nejprve je nutné dokazat, 7e &isloa = a; ++/r ma ryze periodicky fetézovy zlomek.

Z nerovnostivr > 1 vyplyva, 7e a; € N a tudi? plati
a, <Vr<a;+lLa=a, +Vr>1.
Pro sdruzené &islo @, @’ = a; — \/r potom plati
-1<a <0.

Nerovnosti pro sdruZend ¢isla a, @’ jsou viak podminkou pro to, aby &isloa = a; +/r
mélo ryze periodicky fetézovy zlomek, jehoz perioda bude patrné zacinat prvkem 2a,,

tedy:

a = a, +Vr =[2a,, 0y, as, ..., al.

Podle Vita (1982, str, 101,102) také plati, Ze ryze periodicky fetézovy zlomek

[ak, Qk—1, ) Ay, 204]

ey 1 o
vyjadiuje ¢islo ——, atudiza’ = a; — \r. Potom

- = [ay, Ax—q, -, A, 204, A, ... |,

a také

1 1 1 1

a —aq +\/F_ a_zal [O,az,...,ak,zal,...].

Vyraz na pravé strané lze rozepsat takto:
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1 1 N 1
= =a
1 2
[0,a;, ..., ax, 2a4, ...] 0O+ - as +
.
— + T
2a1+ az+ 2a1+ az+
y 1 , , 1
Tedy dostdvame - = lay,as, ...,, Qx, 244, a5, ... |. Pokud srovndme oba vyrazy pro ——

potom dostavame a, = a,,ay_4 = as, ...,a, = a;. Dostali jsme takto symetrickou cast
periody a zbytek periody je tvofen prvkem 2a,. Retézovy zlomek &isla v/r pak ziskdme

odedtenim a, z &isla @ = a; + /r, tedy plati

\/F = [al, a,,as, ..., as,dp, 2a1]
a véta je tak dokazana.
(Vit, 1982)

Vlastnost vyplyvajici z definice druhé odmocniny je moZno ovéfit v nasledujici

tabulce, kterd uvadi druhé odmocniny &isla v/r pro r < 50.
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VT Retézovy zlomek Cisla /1 VT Retézovy zlomek Cisla /1
V2 [1,2] V28 [5,3,2,3,10]

V3 [1,1.2] V29 [5,2,1,1,2,10]

V5 [2,4] V30 [5,2,10]

G [2,2/4] V31 [5,1,1,3,53,1,1,10]
V7 [2,1,1,1,4] V32 [5,1,1,1,10]

V8 [2,1,4] V33 [5,1,2,1,10]

V10 [3,6] V34 [5,1,4,1,10]

Vi1 [3,3,6] V35 [5,1,10]

V12 [3,2,6] V37 [6,12]

V13 [3,1,1,1,1,6] V38 [6,6,12]

V14 [3,1,2,1,6] V39 [6,4,12]

V15 [3,1,6] V40 [6,3,12]

V17 [4, 8] Va1 [6,2,2,12]

V18 [4,4,8] Va2 [6,2,12]

V19 [4,2,1,3,1,2,8] Va3 [6,1,1,3,1,51,3,1,1,12]
V20 [4,2,8] Va4 [6,1,1,1,2,1,1,1,12]
V21 [4,1,1,2,1,1,8] V45 [6,1,2,2,2,1,12]
V22 [4,1,2,4,2,1,8] Va6 [6,1,3,1,1,2,6,2,1,1,3,1,1,12]
V23 [4,1,3,1,8] Va7 [6,1,5,1,12]

V24 [4,1,8] V48 [6,1,12]

V26 [5,10] V50 [7,14]

V27 [5,5,10]

Tabulka 1: Druhé odmocniny

(Vit, 1982, str.79-80)
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8 KOMPLEXNI CiSLA

V predeslych kapitolach byly zavedeny zakladni Ciselné obory a nutnost jejich zavedeni
byla evidentni. Pfirozena Cisla vyjadfuji mnozstvi a vznikla abstrakci informace o poctu od
konkrétnich predmétd. Racionalni Cisla byla zavedena z divodu méreni délek ¢i ploch
a uzivame jich, i pokud je potreba rozdélit celek na dily. Z praktického hlediska jsou tyto
Ciselné obory dostateéné, nebot lze sdostatecnou presnosti pocitat s pribliznymi

hodnotami realnych Cisel, napfiklad s ¢islem T uréenym na nékolik desetinnych mist.

Redlna Cisla se vsak zdaji byt uz natolik abstraktni, Ze mohou slouzit pouze k rozvoji
rGznych matematickych teorii a nejsou tedy pfimo aplikovatelna. Pravdou vsak je, Ze
realna Cisla umoznila najit matematicky model ,,spojité” pfimky, coz vedlo k rozvoji teorie

limitniho a diferencialniho poctu.

Motivace zavedeni mnoziny celych Cisel, respektive Cisel zapornych, se zda byt také
jasna, nebot jimi lze vyjadrit ubytek ¢i dluh. Hlubsim pohledem vsak zjistime, Ze zaporna
Cisla nic nereprezentuji, nebot neexistuje skupina predmétl se zdpornou velikosti
avlastné ani dluh nema redlnou podobu. Pokud akceptujeme myslenku, Ze ackoliv
zaporna cisla existuji, nejsou pro prakticky Zivot zcela vyuZitelna, je mozné premyslet

o Cislech komplexnich.

Vznik komplexnich cisel byva motivovan jako nutnost odmocrnovat zaporna disla.
Prvotni impuls k takovému uvaZovani vzesel z Cardanovych vzorct (Gerolamo Cardano,

italsky matematik, 1501-1576), které umoznovaly najit koreny kubické rovnice ve tvaru
ax3+bx?+cx+d=0.

Pavodni tvar Cardanovych vzorca byl

+p3 Kden = b a? 3 +2a3+9ab
VA A T 27

(Botur, 2011, str. 80)

Brzy se vSak pfFislo na to, Ze ackoliv jsou tyto vzorce korektni, tak v pfipadé, kdy ma
rovnice tfi realnd reseni, je nutné nalézt druhou odmocninu zaporného d&isla. Zprvu se

zdalo, Ze chyba bude v odvozenych vzorcich, bylo ale nutné uvazovat jinym smérem. Sam
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Cardano, aniz by si to uvédomoval, ve svych dlikazech pocital s tim, Ze odmocnit Ize kazdé
Cislo. Ke komplexnim Cislim vsak vedla jesté dlouha cesta. Carl Friedrich Gauss (1777-
1855) zakoncil dvahy o komplexnich &islech vétou, které se dodnes fika ,Zdkladni véta
algebry” a casem se ukazalo, ze komplexni ¢isla neslouzi jen k feSeni matematickych uloh,

ale Ze jsou nenahraditelnd i v mnohych fyzikalnich teoriich. (Botur, 2011)
8.1 KONSTRUKCE KOMPLEXNICH CISEL
Véta 8.1.1 Téleso redinych C&isel Ize vnofit do télesa, ve kterém md rovnice x? +1 =0
reseni.
Dikaz. Provedeme konstrukci. Ozna¢me C kartézsky soucin R X R, tedy
C=RXxR={(a,b);a €R,beER}
Na mnoziné C pak definujeme operace scitani a nasobeni takto:
(a,b) + (c,d) =(a+c¢,b+d),
(a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc).

Ukazeme, Zze (C,+,") je téleso. Usporadana dvojice (0,0) je neutrdlnim prvkem vzhledem
k operaci séitani, (1,0) je pak neutralnim prvkem k operaci nasobeni. Opaénym prvkem

k prvku (a, b) je uspofadana dvojice (—a, —b) a prvkem prevracenym k prvku (a, b), kde
2 2 . .. a -b ‘.
a® + b* # 0, je dvojice (—a2+b2,—a2+b2). Potom plati:

(0,1) - (0,1) = (—1,0), tedy (0,1)2 + (1,0) = (0,0).

Pak necht f: R — C je zobrazenim definovanym pro kazdé realné Cislo r € R predpisem

f(r) = (r,0). Vnoteni f je pak vnofenim télesa (R, +,) do télesa (C, +,).
(Botur, 2011)
Definice 8.1.1 Téleso (C, +,") nazyvame télesem komplexnich Cisel.

Z této definice vyplyva, Ze rovnice A + X = B ma v oboru komplexnich Cisel vidy ziejmé
feSeniX = B — A, a rovnézZ rovnice A- X = B ma vtomto oboru za podminky A # (0,0)
. R B S e "y v ws

jednoznacné resSeni X = " V oboru komplexnich Cisel je tedy mozné neomezené odditat

a délit, samozifejmé kromé déleni nulou. Tedy plati:

(a,b) — (c,d) =(a—c,b—4d),
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8 KOMPLEXNI CISLA

(a,b) (ac + bd bc —ad

- ) ) ,d 0.
(¢c,d) c?+d? c2+d2> (c,d) #

Z dukazu véty 8.1.1 tedy plyne, Ze kazdé redlné Cislo r Ize ztotoznit s komplexnim Cislem
(r,0), a zapis (0,1)? + (1,0) = (0,0) zna¢i, Ze rovnice x> + 1 = 0 ma na mnoZiné viech
komplexnich &isel feSeni. Tim fesenim je komplexni &islo (0,1), které ale nemizZe byt

realné, a proto pro néj zavadime oznaceni i a nazyvame jej komplexni jednotkou.

Z pravidla pro scitani a nasobeni komplexnich Cisel uvedeného ve vété 8.1.1 plyne, Ze

kazdé komplexni &islo (a, b) lze zapsat ve tvaru:
(a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (b,0) - (0,1),
tedy
(a,b) = a + bi.
(Botur, 2011)

Definice 8.1.2 a = a + bi je algebraicky tvar komplexniho &isla @ = (a, b). Cislo a je

realnd ¢ast komplexniho Cisla a, Cislo b nazyvame imaginarni ¢ast komplexniho cisla a.
Je-lia = 0, potom je Cislo a ryze imaginarni.

Jeliko? plati i =

—1, potom pro mocniny i plati tyto vztahy:
i"=ipron=1,
i"=—1,pron =2,
i"=—i,pron =3,
i"=1,pron =4.

Zakladni pocetni operace pak zapiSeme v algebraickém tvaru takto:
(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i,
(a+bi)—(c+di)=(a—c)+ (b—4d)i,

(a + bi) - (c+ di) = (ac — bd) + (ad + bo)i,

a+bi ac+bd bc—ad.
ctdi c2+d2cZ+drt

(Beranek, 2013)
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8 KOMPLEXNI CISLA

8.2 SPOCETNOST A MOHUTNOST MNOZINY REALNYCH CiSEL
Véta 8.2.1 MnozZina vSech komplexnich Cisel je nekonecnd mnoZina.

Dukaz. Jelikoz je nekonetnda mnozina R a komplexni Cisla tvofi usporadana dvojice

realnych Cisel, je i mnozina komplexnich cisel nekonecna.
Véta8.2.2 MnozZina vsech komplexnich Cisel je nespocetnd mnoZina.

Dikaz. Jelikoz je nespocetnd mnoZina R a komplexni Cisla tvofi usporadané dvojice

realnych Cisel, je i mnoZina komplexnich Cisel nespocetna.
8.3 USPORADANI NA MNOZINE KOMPLEXNICH CISEL

Véta 8.3.1 MnoZinu vSech komplexnich Cisel nelze usporddat.

Dukaz. Provedeme sporem. Pokud existuje usporadani < na mnoziné komplexnich cisel,

pak by muselo platit, 7e je-lia # 0, pak a? > 0.

Vime v3ak, 7e proi # 0 plati i = —1 > 0. Pokud vynasobime obé strany nerovnosti

-1, dostaneme —1 < 0. Ddle také vime, e &islo (i%)? = 1 > 0.

Vidime, Ze (1 > 0) A (1 < 0), coZ je ve sporu a mnoZzinu komplexnich &isel tedy

nelze usporadat.
8.4 KOMPLEXNI CISLA JAKO ALGEBRAICKA STRUKTURA
Véta8.4.1 MnoZina vsech komplexnich Cisel spolu s operacemi + a - tvofi téleso.

Dukaz. Operace séitani je komutativni s nulovym prvkem 0 4+ 0i. Opaénym prvkem k Cislu

a + bi je Cislo (—a) + (—b)i, a proto je struktura (C, +) komutativni grupa.

Komutativita nasobeni je evidentni. Asociativitu i distributivnost Ize snadno ovérit

vypoctem. Jednotkovym prvkem je prvek 1 + 0i.

Zbyva tedy dokazat, existenci inverzniho prvku ke kazdému nenulovému prvku. Tedy,

a__a b
(a + bi) T2 a2+bzl'

Jelikoza + bi # 0, platia # 0, b # 0 a a? + b? # 0. Potom
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8 KOMPLEXNI CISLA

] a b \ a*+b* ab-—ab. ,
a_bl.<a2+b2_a2+b2l>:a2+b2_a2+b2l:1+Ol'

(Botur, 2011)
Struktura (C, +,) tvofi téleso.

Jako se redlna Cisla zndzornuji na pfimku, I1ze komplexni isla znazornit na rovinu.
Komplexni Cislo a + bi tedy zobrazime na bod o soufadnicich [a,b], Rovina, jez
predstavuje komplexni Cisla, se nazyva Gaussova rovina. Takovy zplsob zobrazeni
komplexniho Cisla vede kzapisu pomoci polarnich soufadnic a nazyvame jej

goniometricky tvar komplexniho Cisla.
Na zavér jesté uvedeme slavnou Gaussovu vétu neboli ,,Zdkladni vétu algebry”.

Véta8.4.2 Necht P(x) = a,x™+ an,_1x" 1+ -+ a,x + a, je polynom s koeficienty

ao, ...,y € C,a, # 0 stupné n > 1, pak existuje a € C takové, Ze P(a) = 0.

Neboli tvrdime, Ze kaidy komplexni polynom P stupné n € N méa prave

n komplexnich koren(, pocitano véetné nasobnosti.
(Botur, 2011)

Ackoli je tato zakladni véta algebry ryze algebraickym tvrzenim, jeji dikazy se opiraji

o metody matematické analyzy a my je ponechdvame ke studiu ¢tenafi.
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9 HYPERKOMPLEXNI CISLA

Postupnou konstrukci jednotlivych ciselnych obord, tedy od polokruhu prirozenych cisel
po téleso komplexnich Cisel, jsme dosahli sktruktury, ktera se zda byt z algebraického
pohledu nejbohatsi. Ackoli v ni neexistuje usporadani, Ize na ni provadét bez omezeni
vSechny pocetni operace, dokonce i umocriovani a odmocriovani libovolného fadu.

Z praktického hlediska neni tento obor potieba dale rozsifovat.

Presto vsak vteoretické matematice existuji nejméné dvé dalsi rozsifeni oboru
komplexnich Cisel, ktera jsou zaloZzena na zopakovani principu zdvojeni, jenz byl uplatnén
pfi konstrukci komplexnich ¢isel. Otazkou vsak je, do jaké miry jsou vSechny
hyperkomplexni struktury efektivni a aplikovatelné. Prozatim nachdazeji uplatnéni
predevsim v Casticové fyzice, a vSak i zde je sporné, zda jsou skutecné nutné Ci
nenahraditelné. Vlastnosti hyperkomplexnich struktur a jejich vyuZziti jsou vSak

soucasnosti hojné studovany, a tak Ize ocekavat hlubsi porozumeéni jejich aplikovatelnosti.
9.1 KVATERNIONY

Jak jiz bylo zminéno, komplexni Cisla vznikla zdvojenim realnych Cisel, tedy a + bi, kde
a,b € R. Zopakovanim tohoto postupu lze ziskat ¢isla ve tvaru A + Bj, kde A,B € Caj je

novou imaginarni jednotkou a plati j2 = —1.Je-lid = a + bi a B = ¢ + di, potom
A+ Bk =(a+bi)+ (c+di)j=a+bi+cj+dijkdea,b,c,d € R

Jako prvni tuto myslenku vyslovil irsky matematik William Hamilton v roce 1843

a tvrdil, Ze soucin imaginarnich jednotek i - j je roven nové imaginarni jednotce k.
Cisla majici tvar
a+ bi + cj + dk,

kdea,b,c,d € Rali,j, k jsou imaginarni jednotky nazyvdme (Hamiltonovy) kvaterniony

a jejich mnozinu oznacujeme symbolem H.

Scitani kvaternionl probiha po slozkach analogicky jako u komplexnich Cisel, pro

soucin je potfeba znat souciny imaginarnich jednotek, které jsou definovany takto:
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9 HYPERKOMPLEXNI CiSLA

i j k
i -1 k —J
j —k -1 i
k j —i -1

Tabulka 2: Souciny kvaterniont

(Botur, 2011)
Véta 9.1.1 Algebraickd struktura (H, +,") tvofi nekomutativni téleso.
9.2 OKTONIONY
Pokud zopakujeme postup uvedeny v predchozi kapitole, ziskame prvky ve tvaru
a+bi+cj+dk+el+ fm+gn+ ho,

kde a,b,c,d,e,f,g,h € Rai,j, k,[,mmn, o0 jsou imaginarni jednotky, jejichz druha
mocnina je rovna —1. Takova cisla nazveme oktoniony a jejich mnoZinu znac¢ime Q.

Analogicky jako u kvaternion( probihd séitani po slozkdch a nasobeni definuje nasledujici

tabulka.

i J k l m n 0
i -1 k —J m -l -0 n
J —k -1 i n 0 l -m
k J —i -1 0 -n m -l
l -m -n -0 -1 i J k
m l -0 n —i -1 —k j
n 0 -1 -m —j k -1 —i
0 -n m l —k —J i -1

Tabulka 3: Souciny oktoniont

(Botur, 2011)

Nasobeni u této struktury jiz neni asociativni ani komutativni, nybrz alternativni, tedy

xy)y=x-Qy),
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9 HYPERKOMPLEXNI CiSLA

dale Ize také zavést operaci umocrfiovani a nenulovy prvek.

Oktoniony jsou stejné jako vSechny zkoumané Ciselné struktury v urcitém smyslu

slova univerzalni, nebot jsou izomorfni s nékterou ze struktur R, C, H, @. (Botur, 2011)

Pravé ktéto strukture teoreticti fyzikové obraceji svou pozornost stale castéji,

protoZe pravé v ni hledaji univerzalni ¢asticovou teorii.

87



10 NADREALNA CiSLA

10 NADREALNA CISLA

Nadrealna cisla jsou dalsSim zndmym Ciselnym oborem, ktery byl objeven diky rozvoiji teorii
her. Tato Cisla jsou ziplnénim redlnych, ordindlnich a hyperrealnych Cisel a byla objevena
“

britskym matematikem Johnem Conwayem (1937-2020). Nazev ,Surreal numbers

pochdzi z roku 1974 od informatika Donalda Ervina Knutha.

Nadrealna cisla jsou definovana jako usporadana dvojice mnoZin nadrealnych dCisel

a definovani jejich vlastnosti se opird o matematickou indukci.
Nadredlna ¢isla jsou tedy takovou hrou (x*, xP), kde plati
(viexH)(vpexP)(p £ D).

Vsechny prvky levé i pravé mnoziny jsou jiz diive definovanymi nadredlnymi Cisly, coz lze
chapat tak, Ze nadrealné Cislo urcujeme néjakymi Cisly, ktera jsou mensi a vétsi, avsak
nelze je vybirat libovolné.

Méjme tedy prazdnou mnozinu @, ze které vytvofme usporadanou dvojici (J|@)
a oznaéme ji jako nulu, 0. Nula je hrou, protoZe se jedna o dvojice mnozin her, byt jsou
prazdné. V dalsi fazi lze vytvofit tfi nova Cisla a to (0]@), (4]0) a (0]0). V prvnich dvou
pripadech se jisté jedna o Cisla, a vSak posledni Cislem byt nemUze, protoZze by muselo
platit 0 £ 0, coZ neplati. Protoze vsak plati 0 < (0|@), nazveme toto Cislo 1. Obdobné
z divodu platnosti (B]0) £ 0, oznacime toto &islo jako —1.

Inverzni prvek vzhledem ke s¢itani, tedy &islo opaéné pro x = (xX|x?) definujeme
jako —x = (—=x%|—xP).

Scitani definujeme

x+y=0r+y,x+yHxP +y,x +yP),

a nasobeni definujme takto:

x- _<xL'Y+x'yL—xL-yL, xL-y+x-yP—xL-yP>
y = xP-y+x-yP—xP-yP,xP-y+x-yL—xP-yL :

Struktura nadrealnych Cisel tvofi téleso a je z algebraického hlediska uzaviena.
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ZAVER

Cilem této prace bylo objasnit motivaci a nastinit zplsoby rozsifovani ciselnych
obor(, podat uceleny prehled jak o vyvoji Cisla, tak o vyvoji matematiky jako védy se
zamérenim na vyvoj Ciselnych oborl, a to od prvotnich pocetnich Uvah aZ po soucasnost.

Dalsim cilem bylo tyto Ciselné obory zkonstruovat, definovat zakladni pocetni operace,

spocetnost a mohutnost danych ciselnych obor( a také vlastnosti jejich usporadani.

V prvni €asti prace byl zaveden pojem Cisla a popsan vyvoj jeho zapisu od pravékych

civilizaci az po soucasny zpusob.

Druhd kapitola predstavila vyvoj matematiky jako védni discipliny v podstatnych
historickych etapach a zemépisnych oblastech s odkazem na tamni vyznamné matematiky
a jejich dila. Byly popsany tfi krize matematiky, z nichz predevsim ta prvni vedla k rozsireni

stavajiciho Ciselného oboru.

Ve treti kapitole byly uvedeny zaklady teorie mnozin a vymezeny zakladni pojmy

s ohledem na fakt, Ze Ciselné obory Ize chapat jako mnoziny, tedy algebraické struktury.

Posledni ¢ast zavadi jednotlivé Ciselné obory. Ty jsou za sebou uvedeny tak, Ze kazdy
dals$i obor je nadoborem predchoziho. Z historického hlediska je vSak moziné vyvoj
jednotlivych ¢&iselnych obort popsat fadou: N - Q* - Rt - Z7,Q7,R™ — C. U kazdého
¢iselného oboru byla uvedena motivace k zavedeni daného oboru, popsan princip jeho
vystavby. Dale byly zkoumany vlastnosti spocetnosti, mohutnosti, usporfadani a také
binarnich operaci na danych strukturach definovanych. Vétsina vét byla dokazana. Diukazy
nékterych vét byly pro rozsah prdace ¢i analogii mezi obory vynechdny. Snahou bylo také

propojit jednotlivé kapitoly pomoci odkazl na véty a definice z pfedchozich kapitol.

Obory pfirozenych, celych, racionalnich, realnych ale i komplexnich Cisel jsou obory,
kterych matematika bézné uziva k reseni nejriznéjsich pocetnich problému. Pro Uplnost
prace byly uvedeny i obory hyperkomplexnich a nadredlnych &isel, kterych zatim tak ¢asto
uzivano neni. Domnivam se vsak, Ze srozvojem digitadlnich technologii a stale se
rozsifujicimi pocetnimi schopnosti a dovednostmi, jejich Cas teprve prijde a mozina

i néjakych dalSich.
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RESUME

RESUME

Diplomova prace se zabyva rozsifovanim Ciselnych obord s ohledem na historicky kontext

a teorii mnozin. Text je ¢lenén do deseti kapitol.

Prvni kapitola definuje pojem cisla a popisuje vyvoj jeho zapisu od nejstarsich kultur
po soucasnost. Ve druhé kapitole je pospan vyvoj matematiky se zamérenim na ciselné
obory s odkazy na vyznamné matematiky a jejich dila. Jsou zde popsany jednotlivé krize
matematiky. Treti kapitola predstavuje teorii mnoZin a zavadi pojmy pouzivané v dalSich

kapitolach.

Dalsich sedm kapitol uvadi jednotlivé Ciselné obory. U Kazdého oboru je popsana
motivace zavedeni daného oboru, princip jeho konstrukce, nékteré duleZité vlastnosti

a také definovany zékladni pocetni operace.
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RESUME

RESUME

The diploma thesis deals with the expansion of numerical domains with regard to the

historical context and set theory. The text is divided into ten chapters.

The first chapter defines the concept of number and describes the development of its
notation from the oldest cultures to the present. The second chapter describes the
development of mathematics with a focus on numerical disciplines with references to
important mathematicians and their works. The individual crises of mathematics are
described here. The third chapter introduces set theory and introduces the terms used in

the following chapters.

The next seven chapters list the individual numerical domains. Each part describes the
motivation for the introduction of the domain, the principle of its construction, some

important properties and also defined the basic arithmetic operations.
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