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Abstrakt

Diplomova prace se vénuje modelovani proudéni kapalin. Je zde feSeno
staciondrni laminarni izotermické proudéni nestlacitelné Newtonovy kapa-
liny a nenewtonskych kapalin, konkrétné ¢isté viskézni ¢asové nezavislé kapa-
liny a viskoelastické kapaliny. Proudéni téchto kapalin je popsano Navierou-
Stokesovou rovnici, rovnici kontinuity a prislusSnymi konstitutivnimi vztahy.
Numericka simulace proudéni Newtonovy a ¢isté viskézni nenewtonské kapa-
liny byla provedena v trojrozmérnych kanalech. Proudéni viskoelastické kapa-
liny bylo modelovano ve dvourozmérném kandalu. VSechny tyto problémy byly
Feseny pomoci metody konecnych prvki a vypocet byl proveden v programech
MATLAB a GNU Octave.

Klicova slova: kapaliny, Newtonova kapalina, nenewtonské kapaliny, metoda
kone¢nych prvki, Navierova-Stokesova rovnice, rovnice kontinuity, konstitu-

tivni vztahy.

Abstract

This master‘s thesis is aimed at modelling of fluid flow. It deals with
a stationary laminar isothermal flow of incompressible Newtonian and non-
Newtonian fluids. For a purpose of this work only non-elastic time-independent
and viscoelastic fluids were considered. Flow of these fluids can be described
through Navier-Stokes equations, equation of continuity and by correspond-
ing constitutive equations. Flow of previously mentioned fluids was simulated
by finite element software MATLAB and GNU Octave. Flow through three
dimensional canal was simulated for a Newtonian fluid and a non-elastic non-
Newtonian fluid. In case of viscoelastic fluid two dimensional model of a canal

was used.

Keywords: fluids, Newtonian fluid, non-Newtonian fluid, finite element anal-

ysis, Navier-Stokes equations, equation of continuity, constitutive equations
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1 Uvod

K modelovani proudéni kapalin je v této préaci ve vsech ptipadech pouzita metoda
kone¢nych prvki. Tato priblizna numericka metoda je zalozena na diskretizaci spo-
jitého kontinua do predem daného poctu prvki, v jejichz uzlovych bodech urcéujeme
diskrétni hodnoty hledanych funkei fesené tlohy [14]. Principy této metody jsou
znamé ze 40. let 20. stoleti, jeji popularita ale vzrostla az v dobach rozvoje moderni
vypocetni techniky [5].

Potreba vyTesit komplexni problémy pruznosti a strukturalni analyzy v inze-
nyrstvi byla pocatkem vyvoje metody koneénych prvki. Prvni zaznamy o metodé
konecnych prvki se objevily na pocatku 40. let 20. stoleti v pracich Alexandera
Hrennikoffa [5] a Richarda Couranta [19]. Jejich prace meély ruzny pristup k me-
todé, ale jednu zakladni véc meéli spolecnou - diskretizace kontinua do diskrétnich
subdomén (prvkil). Zatimco Hrennikoff pouzival k rozdéleni oblasti ¢tvercovou sit,
Courant pouzil trojihelnikové prvky.

V 50. a 60. letech pokracoval vyvoj MKP. Podilela se na ném napriiklad védecka
skupina Johna Argyrise z univerzity ve Stuttgartu a Raye W. Clougha z univerzity
Berkeley [19]. V roce 1960 publikoval R. W. Clough ¢lanek, kde byl poprvé pouzit
termin ,konec¢ny prvek®[7]. Prvni kniha, kterou lze povaZzovat za uc¢ebnici MKP, byla
vydana v roce 1967 Zienkiewiczem a Cheungem [2].

S rozvojem vypocetni techniky vzrustala popularita metody konecnych prvki.
V letech 1958-1967 probéhl ve spolupraci General Motors a IBM priilomovy vyvoj
v oblasti prvniho pocitac¢ového grafického systému. Byl oznacen jako DAC-1 (CAD
pozpatku). Zakladem tohoto systému byl pocita¢ IBM 704, ktery mél mensi vykon
nez dnesni kapesni kalkulacka, ale zabiral celou mistnost [6]. Na konci 60. let NASA
vyvinula software NASTRAN, jehoz nézev je zkratkou NASA structure analysis [5].
To je prvni software pracujici na principu metody konec¢nych prvkia. V roce 1970
zverejnil John Swanson kéd ANSYS predpovidajici napéti a posunuti v systémech
jadernych reaktort, ktery vyvinul z obecné pouzitelného kédu kone¢noprvkové ana-
Iyzy [1]. V roce 1971 byl vyvinut softwarovy balicek MARC skupinou vyzkumniku
na Brown University. VSechny tyto programy byly vyvinuty v tzv. pre-PC ére.

V PC ére doslo k prudkému rozvoji. V roce 1977 zacal Mike Riddle a John Wal-
ker pracovat na dnesnim AutoCADu [6]. Tento software nebyl zalozen na MKP,
V roce 1978 vyvinuli 3 zaméstnanci spolecnosti MARC Analysis Research Corpo-
ration novy MKP software ABAQUS. Téhoz roku vydal John Hallquist, inzenyr
z Lawrence Livermore National Laboratory, software DYNA3D [1].

I ¢esti matematici obohatili metodu koneénych prvka teorii, ktera prispéla k je-
jimu rozvoji [3]. Za vSechny jmenujme naptiklad Milose Zlamala, ktery se zabyval
apriornimi odhady, aposteriornimi odhady prispél Ivo Babuska a teorii slabého te-
seni okrajovych tloh a Sobolevovych prostorti se vénoval Jindiich Necas.



2 Rozdéleni kapalin

V bakalaiské praci [20] jsme Fesili numericky Newtonovy kapaliny. Tuto kapalinu lze
popsat linedrnim konstitutivnim vztahem a jeji dynamickd viskozita je n = konst.
Vétsina redlnych kapalin se ale chova jako nenewtonské kapaliny, které maji pod-
nit tuto skutecnost, a proto se usiluje o co nejlepsi namodelovani téchto kapalin i se
vsemi jejich efekty. U nenewtonskych kapalin je dynamicka viskozita n obecné funkei
tenzoru rychlosti deformace V;;. V jednorozmérném piipadé miizeme zjednodusené

fici, ze dynamicka viskozita 1 zavisi na smykové rychlosti v kapaliné.

Nenewtonské kapaliny se z pohledu modelovani obecné déli na 2 zakladni sku-
piny, a to ¢isté viskézni kapaliny a viskoelastické kapaliny. Cisté viskézni kapaliny
se oznacuji také jako neelastické kapaliny. Patii sem Casové nezavislé (napf. pseudo-
plasticka, dilatantni, Binghamova a zobecnénd Newtonova kapalina) a ¢asové zavislé
(tixotropni a reopektické) kapaliny. Jsou to kapaliny bez pamétového efektu - po
ukonceni ptisobeni sily se vraci do ptivodniho stavu ve velmi kratké dobé. Neelastické
kapaliny mtuzeme délit i podle jinych hledisek, napriklad na ridnouci a houstnouci.
U fidnoucich kapalin se se zvysujicim ptisobenim smykové sily snizuje dynamicka
viskozita 1 (tixotropni, pseudoplastickd kapalina). Houstnouci kapaliny se chovaji
presné opacné, tj. se zvysujici se smykovou silou je dynamickd viskozita n vyssi (di-
latantni a reopektické kapaliny).

Pameétovy efekt je naopak diilezitou vlastnosti u viskoelastickych kapalin. Visko-
elasticka deformace je kombinaci jak elastické deformace castic kapaliny, tak i pretvo-
feni vlivem viskézniho toku. Tato deformace je dokonale vratna, ale neni okamzita.
K dosazeni ptuvodniho stavu je tfeba urcité relaxacni doby. Jako viskoelastické jsou
oznacovany materialy, které se za urcitych okolnosti chovaji jako pruzna télesa a za
jinych jako vazké kapaliny. Rozhodujicimi faktory u téchto materidli je délka trvani
deformacniho procesu ve srovnani s materidlovym casem. Tyto ¢asové veli¢iny cha-
rakterizuji pomijivou pamét materidlu a jeho vychozi tvar. Obecné lze tyto okolnosti
charakterizovat Deborinym c¢islem. Pti malych hodnotach Debofina ¢isla se visko-
elastické materialy chovaji jako vazké kapaliny, pti vysokych se chovaji jako pruzné
télesa. Lze tedy Tici, Ze z tohoto pohledu jsou vSechny materialy viskoelastické. To,
zda je dand latka kapalna nebo pevnd, souvisi s tim, jak je to posuzovano v lidském
meritku. Jako konkrétni priklad mohou poslouzit napiiklad pohyby ledoveid nebo
skal. Divame-li se na né, nevidime zadny pohyb a poklddame je tedy za pevnou
latku. Ovsem pokud udélame jejich ¢asosbérné video (napiiklad pul roku v pripadé
ledovetl), vidime, jak se celd masa pohybuje a ptitom se chova jako kapalina. Reolo-

gickym prikladem viskoelastickych kapalin je napriklad model Maxwelovy kapaliny.



3 Modelovani newtonskych kapalin

Rovnice popisujici proudéni kapalin mizeme uvadét v nejriznéjsich tvarech v za-
vislosti na typu zjednoduseni tlohy a nebo na typu pozadovaného soutradnicového
systému, ve kterém danou tlohu resime. V této kapitole uvedeme nejprve obecné
rovnice popisujici proudéni kapalin. V nésledujicich odstavcich tyto rovnice upra-

vime do tvaru podle konkrétniho feseného problému.

Proudéni Newtonovy kapaliny je definovano na oteviené a omezené mnoziné )
(obr. 3.1). Déle necht je zaddn Casovy interval t € (0,7). Uvazujme obecné ne-
stacionarni laminarni izotermické proudéni Newtonovy kapaliny s konstantni mér-
nou hmotnosti p a dynamickou viskozitou 7. Lipschitzovska hranice 02 oblasti 2
je rozdélena na dvé disjunktni oblasti 02; a 0€)y. Pro hranici mnoziny €2 plati
00 = 09 U 0€,. Uzdvér mnoziny je potom definovan vztahem Q = Q U 99Q. Na
¢asti hranice €2 je zadan vektor rychlosti v a na ¢asti hranice 9€); je zadan vektor

napeéti t. Stiiska oznacuje zadané veliciny.

oQ

o0,

o0,

Obr. 3.1: Obecna uloha hydromechaniky

Ridici rovnice pro popis proudéni kapaliny jsou Navierova-Stokesova rovnice,
rovnice kontinuity, konstitutivni vztah a okrajové a pocateéni podminky. Jejich tvar
uvedeme pro obecnou tlohu hydromechaniky.

Nyni provedeme odvozeni Navierovy-Stokesovy rovnice. Vyjdeme z obecnych

podminek rovnovahy v kartézskych souradnicich v Eulerové popisu. Plati [14]
Y 4R =0, (3.1)

kde T;; je Cauchyuv tenzor napjatosti (celkovy tenzor napjatosti v kapaliné). Slozky
objemové sily F; vyjadiime ve tvaru
Dv

Fi=—p—"+pf 3.2
o TP (3.2)




kde prvni ¢len na pravé strané je dle d’Alemberta setrvacna sila jednotkového ob-
jemu kapaliny. Druhy ¢len je potom mérna objemova sila vztazena na jednotkovy
objem. Ve vztahu (3.2) vyjadifme materidlovou derivaci 2 S slozek vektoru rychlosti
a dosadime do rovnice (3.1). Dostaneme zékladni tvar Nav1erovy-St0kesovy rovnice
v kartézskych souradnicich, pro ktery plati

p (‘%i o, a;f) = pfi + aT?' te(0,7),z €. (3.3)

Za tenzor napjatosti T;; v poslednim ¢lenu rovnice dosadime konstitutivni vztah [4]
Tij = —poij + Tij = —poi; + 2nViy, (3.4)

kde tenzor rychlosti deformace V;; je definovan vztahem

1 61;@- 6Uj
Vij =5 (8:@ + 8@) . (3.5)
Po dosazeni vyse uvedenych vztahti do rovnice (3.3) dostdvame Navierovu-Stokesovu
rovnici ve tvaru
ov; ov; 0 [ 0Ov;
=pfi 3.6
(615 i, ) 2L (835]) (3.6)

Zakladni tvar rovnice kontinuity platné pro kartézska souradnice v Eulerové popisu
kontinua m4 tvar [14]
dp | 0 (pvi)

ot " T om,

= 0, pro p = konst.: = 0. (3.7)

axz

Okrajové podminky definuji nasledujici vztahy [4]:

Dirichletova podminka  wv; (x,t) = 9; (z,t), t€ (0,T), x € 9,  (3.8)

~

Neumannova podminka Tn; =t (x,t), te(0,T), x € 0 (3.9)

a pocatecni podminka je ve tvaru
v; (7,0) = °; (2), t=0,z €. (3.10)

Ve vyse uvedenych vztazich jsou v; slozky vektoru rychlosti v kapaliné, p je
tlak, T;; je Cauchytv tenzor napjatosti, T;; je disipacni tenzor, z; jsou prostorové
souradnice kontinua a f; jsou mérné objemové sily vztazené na jednotku hmotnosti
a %9; je poc¢atecéni rychlost. Uvedené indexy nabyvaji obecné hodnot 4, = 1,2, 3.

Nezndmé v takto definované tloze jsou slozky rychlosti v; (z,t) a tlak p(z,1).
Reseni této tlohy hleddme na casoprostorovém vélci D = Q x [0,T] a fesime tzv.
smisenou tlohu. To znamena, Ze TeSime soucasné jak rozlozeni tlaku, tak i rozlozeni

rychlosti na oblasti €.



3.1 Rovnice proudéni kapalin v kartézskych souradnicich

Nyni uvazujme stacionarni laminarni izotermické proudéni homogenni nestlacitelné
vazké Newtonovy kapaliny v Eulerovych souradnicich. Predpokladame tedy, ze mérna
hmotnost p a dynamicka viskozita n jsou konstantni.

Upravou vztaht (3.6), (3.7), (3.8), (3.9) a (3.10) podle viSe uvedenych predpo-
kladt ziskavame nasledujici vztahy:

rovnice kontinuity

8%
=0 € Q, 3.11
Navierova-Stokesova rovnice
ov; o [0y
pU; =pfi — ( ) , x € Q, (3.12)
J 8 3% 81:]-
Dirichletova okrajova podminka
v; () = 0; (x), x € 0y, (3.13)
Neumannova okrajova podminka
Tijn; = fz (l') R X € 892 (314)

Budeme fesit smisenou ulohu hydromechaniky. Hledané nezndmé jsou tedy tlak
p(z) a slozky vektoru rychlosti v;(z). Vysledkem bude rozlozeni tlaku a rychlosti na
oblasti €.

Pro soustavu parcidlnich diferencidlnich rovnic (3.12) a (3.11) odvodime pomoci
Galerkinovy metody slabé Feseni dané dlohy [20]. Jako testovaci funkce volime dv; a
§p definované na uzavéru mnoziny Q. Dle Galerkinovy metody nahradime ptivodni
rovnice jejich integralnim tvarem. Testovaci funkce samozrejmé splnuji dané okrajové

podminky a plati

Svi, 0p:x € Q, kde Q = QUOIN = QU I U Ny, (3.15)
00v;
ox;

ov; € Vo, Vo = {5vi,ex ov; =0, € 391}.

Vychozi integralni vztahy maji s ohledem na (3.12) a (3.11) nésledujici tvar:

81}1 op 0 (0v
. i — of | Svidr — 1
/Q [pvj ox; aazl naacj (895]-) ,sz] ovidr =0, (3.16)
8’UZ'
o 92, dpdz = 0. (3.17)

Na vztah (3.16) aplikujeme Greenovu vétu [20] a provedeme tpravu s ohledem na

platnost okrajovych podminek. Integralni identity prejdou na tvar:

ov; 00v; Ov; 00v;
15 d / i / L Oy = 1
/ Pz, o0 ™ JoPor, 7 * 9778:1:]- ox; g (3.18)

:/pfiévidij/ tiov;dx,
Q 00




81)1‘
Rovnice (3.18) a (3.19) jsou slabym Fesenim dané tlohy hydromechaniky.

dpdz = 0. (3.19)

3.1.1 Numericka realizace problému

Nyni provedeme numerickou realizaci problému. Nadale fesime izotermické lami-
narni stacionarni proudéni nestlacitelné Newtonovy kapaliny.

Zadanou tlohu, jejiz slabé Teseni je popsdno rovnicemi (3.18) a (3.19), budeme
resit jako prostorovou tlohu proudéni. Provedeme tedy diskretizaci problému 3D ko-
necnymi prvky. Slozky rychlosti v;, kde ¢ = 1,2, 3, budeme aproximovat polynomem
druhého stupné a tlak p polynomem prvniho stupné.

Pro aproximaci hledanych funkei v libovolném koneéném prvku plati [13]

u=u(&n, )=, Hi(&n,¢)u=H"y,
v=uv(§n () = XLHM§H<3%:=HTW (3.20)
=w(&n,¢) =%, H; (&0, ) w; = H'w,
=p(&n,0) =2, N;(&n,¢)p; = N'p,

kde pro 3D prvek ve tvaru pétisténu (prvek typu dort) a pro prvek typu brick obr.
3.2, resp. obr. 3.3, plati

u= [ul,uQ,...,uN]T, v = [vl,vz,...,'UN]T, (3.21)

T T
W = [w17w27"'7wN] y P = [p17p27"‘7pM] ;

kde N =15 a M = 6 pro prvek typu dort a N = 20 a M = 8 pro prvek typu brick.

Ve vztazich (3.20) jsou u, v, w globalni slozky vektoru rychlosti a p je tlak v obec-
ném bodu elementu. &, 7, ¢ jsou lokalni a x,y, 2z jsou globalni souradnice kone¢ného
prvku. w;, v;, w; a p; jsou hledané globalni slozky rychlosti a tlaku v uzlech prvku,
u, v, w a p jsou jejich sloupcové matice. Matice N je sloupcovou matici linearnich
interpola¢nich funkei (3.22) a matice H je sloupcovou matici kvadratickych interpo-

la¢nich funkei (3.23) prislusného prvku.

Matice izoparametrickych funkei uvazovanych kone¢nych prvkia maji tvar (index

D - prvek typu dort, index B prvek typu brick) [15]

;== (1—=¢)
56(1—-¢)
sn(1—9)

s1—=¢=—nA+Q|’
36 (1+0)
51 (1+¢)




(3.23)

1—€—n)(1—¢)(~26—2n—)]

— |
L

1
2
1
2

§1-0)(26-¢-2)

n(1—=¢)(2n—-¢—-2)
(1=&—=n)(1+¢) (=25 —2n+()

—| N

1
2
1

§1+0)(26+¢-2)

n(1+¢)@2n+¢—2)

2

26(L=&=n)(1=¢)

26n (1 = ¢)

(3.24)
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+ 4+ 0+ o+
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HD (57 7, C) =



HB (ga 7, C) =

g
4]0001 12

(1= =n)(E+n+20+1) ]

1+ -n(E-n—-20—-1)
A+ A+ (E+n—2¢C-1)
— 1= +n)(=¢+n—20—1)
s(1=8Q-n)(-¢—n+2¢-1)
s+ -nE—n+20-1)
s+ A+n)(E+n+2¢—1)
s(1=8Q+n) (=E+n+2¢—-1)
(1= (1—n)
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17 ¢
15 |

[-1,1,1]

° 20

010 M

2 [/ . 3

g

18 ¢ | 119

\4

"4 11,41

Obr. 3.2: Zobrazeni konecného prvku dort a brick v souradnicovém systému 3 ¢, -



X

Obr. 3.3: Zobrazeni konecného prvku dort a brick v souradnicovém systému 3

TYz

Transformacni vztahy mezi lokdlnim souradnicovym systémem 3, - a globdlnim

souradnicovym systémem > jsou ve tvaru

x = x (67 /]77 g) = HTX7
y= y(&n,¢) =Hy,
Z = Z (67 777 C) = HTZ?

kde x,y,z jsou globalni souradnice uzlt prvku.

(3.26)

Pro vyjadreni derivaci hledanych funkci podle globalnich souradnic budeme po-

trebovat Jacobiovu funkciondlni matici. Tato matice zobrazeni ma tvar

dr Oy 0Oz T T T
gg o gz Hex Hey Hez
— |0z oy oz| _ T T T
J= on gn o | = Hx Hy H,z
P ) T T T
8—2 B 6—2 ng HCy HCZ

(3.27)

Matice He, H,, a H¢ jsou derivace matice izoparametrickych funkei (3.23), resp.

3.25, podle lokalnich proménnych &, 7, (. Konstrukce matice J je zfejmé z dosazeni

vztahu (3.26) do vztahu (3.27).

Déle vyjadiime parcidlni derivace matice interpolac¢nich funkef (3.23), resp. 3.25,

podle globélnich soutadnic z,y, z. Zohlednénim ptredchozich vztahti dostaneme

OH

H, = 5= = Ji He + 5 H, + i He,
OH

H, = 5 = JaHe + Jp Hy 4 T He,
OH

H. = = = Jy He 4 Jp'H o+ T HL

kde Jlgl je prislusny prvek inverzni Jacobiho matice.

(3.28)



Nyni mizeme diky platnosti vztahi (3.28) a aproximacnich vztaht (3.20) vyja-
drit parcialni derivace slozek vektori rychlosti a tlaku podle globédlnich souradnic,

které se vyskytuji v rovnicich (3.18) a (3.19). Pro tyto parcidlni derivace plati

ou ou ou ddu oou
7:HT 7:HT 7:HT D TH D TH
Ox zth oy v 52 =% oy ou'H, , oy ouH, .
ov .y v Ov _p dou . dov 1
8—£—HIV7 8y—HyV, 82_HZV’ P =ou H, , o =o0v ' H, ,
ow ., Ow o OJw dov dov ¢
5 =H,w, o =H,w, P =H, w, 3y =0v ' H, , o =oviH,, (3.29)
du=0u'H, év=o6v'H, dow = ow'H, , dow = (5WTHy ;
ox oy
Sw = ow'H, dp = 5p’ N, 8@&0 =ow H, ,
z

kde virtudlni prirtstky du, v, 0w a dp jsou nezavislé.
Pro 3D problém proudéni dostavame z integralnich identit (3.18) a (3.19) ¢tyti
rovnice pro neznamé (u, v, w,p) na prvku. Po dosazeni vztahu (3.29) ziskdme na-

sledujici vztahy:

[p [ (HH"uHY + HH'vH] + HH'wH ) do| u+

p= (3.30)

= p/ fodm—i—/ H.i.ds,
Qe 9%

+ [n [ (BH! +BH] + ) dm} u— [ [ HNTdr

[p / (HH"uH! + HH"VH] + HH wHY) da;} vt
v [ [ BN
Qe

= p/ fdex+/ Hsfyds,
Qe 09058

+ {77 / (H.H] + H,H] + H.H!) do p= (3.31)
Qe

[p / (HH"uH! + HH"VvH! + HH"wH!) dg;} Wt

+ {n / (H.HI + H,H] + H.H?) do
Qe

w_ [ / H. N7 dz
Qe

p= (3.32)

— 0 / FHdr + / H.7.ds,
Qe 0
{ NH dx] ut { NHT dx} v+ { / NHZde] w=0 (3.33)
QE Qe QC

Tyto vztahy jsou definovany pro jeden konecény kapalinovy prvek znazornény na

obr. 3.2 a obr. 3.3. Ve vyse uvedenych rovnicich je 2° objem uvazovaného elementu
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a 082° je plocha zatizené stény prvku. Tyto vztahy muzeme vyjadrit v kompri-
movaném maticovém tvaru. Pokud provedeme sumaci ve smyslu MKP dostaneme

soustavu rovnic (3.30) az (3.33) v nasledujicim tvaru:

A(u,v,w)+B 0 0 Ci| |u Fy
0 A(u,v,w)+B 0 Co| |v| _ |F2  (330)
0 0 A(u,v,w)+B C;| |w F;
K1 K2 K3 0 P 0

Definice pouzitych matic vyplyvaji z predchozich vztahti. Naznacené integrace pro-
vedeme numericky s vyuzitim Gaussovych kvadraturnich formuli. Poznamenejme, ze
¢leny A (u, v, w) jsou nelinedrni. To je zpusobeno konvektivnim ¢lenem v Navierove-

Stokesové rovnici.

Nyni je tfeba uréit vektor F na pravé strané soustavy rovnic (3.34). Pfi Teseni
zanedbame objemové sily f,, f,, f.. Dale uvazujme, Ze napi. sténa prvku s lokalnimi
uzly {4,10,5,11,6, 12} je zatiZzena konstantnim tlakem p (obr. 3.4 vlevo).

Obr. 3.4: Zatizeni konec¢ného prvku v souradnicovém systému )

Yz

Vyjdeme ze slabého Feseni (3.18) a rozepsanim pravé strany tohoto vztahu pro
i = 1,2,3 a zohlednénim vyse uvedenych podminek dostavame (predpokladdme
tAz' = pny)

fi = fu:/ fméusdx:ﬁ/ n; ousdz,
692 392

f, — f,— / fovdr=p [ nSovde, (3.35)
92 12192

f; = fw:/ t.0wsdr = p ny dwsdz.
892 892

V téchto vztazich jsou n;, n; a n) aproximace slozek vektoru vnéjsi normaly zatizené

stény prvku a du,, dvs a dws jsou virtudlni zmeény slozek vektoru rychlosti. Pro

11



vyjadieni pravé strany zavedeme matice slozek vnéjsi normaly v uzlech prvku. Plati
pro né, ze jsou nenulové pouze v uzlech, které lezi na zatizené plose kone¢ného prvku.
Obecné pro prvek typu dort (N = 15) (obr. 3.2) a prvek typu brick (N = 20)

T
n, = [nul,nug,...,nu]\/] ,
n, = [nvh Ny2,y «-ey n'UN]T ) (336)
n, = [nwlanw27-"aan]T

Pro restrikci aproximacnich funkci prvku na zatizené sténé v uvazovaném pripadé
(obr. 3.4) plati

H” (§,n,1) = H(£,7,¢) |¢= (3.37)

Pro aproximace slozek vnéjsi normaly v bodé zatizené plochy prvku potom plati

n, = (HS)T n,,
nd = (H*) n,, (3.38)
n = (HS)T n,

a virtualni zmény rychlosti jsou aproximovany vztahy

Su, = oulH?,
Svs, = OovIH?®, (3.39)
Sw, = owl H".

Pti vypoctu vektoru pravych stran prvku se integruje numericky pomoci Gaussovych
kvadraturnich formuli. Je tedy tfeba zavést funkce, které budou pouzity pro vypocet

plosnych integrali pres zatiZzenou plochu. Funkce jsou ve tvaru

e =H)x, ¢En=H)y, vEn=mH)z (3.40)

a diferencidlni formy F, F, G potfebné pro vypocet jsou definovany vztahy

oo\>  [(ov\® [ov\’ 2 2 2

e = (58) +(5) + (3) =l o]+ [0
dpde OYoYy Ovov
oc oy T ocan g

= (1) x (1) x4 (1) y (1) y + (1) 2 (1) 5

I o I R e P I T R (O

Zde pouzité matice Hg a H} jsou parcidlni derivace matice H* podle lokalnich sou-

(3.41)

fadnic € a 7.

12



Dosazenim vztaht (3.38), (3.39) a (3.41) do rovnic (3.35) ziskdme slozky vektoru

pravé strany F zatizeného prvku ve tvaru

1 1 1

£, = ]a/ / H* (H*)" n, (EG — F?)* dédn,
—1J-1
1 1 T 1

f, = p / / H* (H)" n, (EG — F?)* dédn, (3.42)
—1J-1
1 1 T 1

£, = p / / H* (H°)" n, (EG — F?)* dgdn,
—-1J-1

nebot virtudlni zmény du’, ov? a dw? jsou nezavislé. Pokud je zatiZena jina sténa
kone¢ného prvku, nez jak je tomu na obr. 3.4, postupuje se pri vypoctu vektoru
pravé strany analogicky.

Nyni médme vyjadieny vSechny ¢leny maticové rovnice (3.34), kterd predsta-
vuje soustavu nelinedrnich algebraickych rovnic. Tim je kompletné popsana tloha
stacionarniho izotermického proudéni nestlacitelné Newtonovy kapaliny v trojroz-
mérném prostoru. Dale se budeme vénovat numerickému feseni této tlohy pomoci
Newtonovy-Raphsonovy metody.

Rovnici (3.34) zapiSeme symbolicky ve tvaru
Kx = F, (3.43)

kde x predstavuje neznamé v tloze, K je ,matice tuhosti“ a F je vektor pravych

stran. [terac¢ni postup je potom fizen algoritmem

(D) — () J(—T%R(T)7 (3.44)

kde J (’5 je inverzni Jacobiova matice r-tého itera¢niho kroku a rezidualni vektor
R™ v tomtéz kroku mé tvar

R =K"x" _F, (3.45)

Pro Jacobiovu matici v r-tém iteracnim kroku plati

OR ) oK (™) 0o A" 0 G,
Jiy = =K" + x( = v 3.46

K/ Ky K; 0

Submatice A" A A zavedené v Jacobiho matici jsou definovany vztahy

o - OA  OA  0A
A = Afuvw) 4B+ (auT A
0A  0A 0A
ry (r) r
AP = A v,w)" +B+ <8uT +57 8wT> v, (3.47)

A A A
A — A(u,v,w)(r)—i-B—i-(a 0 0 )w(r).

ouT + ovT + owT

13



Posledni ¢len téchto vyrazt l1ze zapsat napriklad pro vektor u néasledovné
0A 0A 0A 0A 0A O0OA
M= ==+ =4+ —]u® 3.48
<3uT + aVT * aWT> v l(@ul * 87}1 + 8w1) e ( )

<8A 0A 8A> r) (aA 0A 8A> (T)l
uv, .., + + u .

oty | Ovy | Owy Dus | Ovis | Ouwns

Kazdy ¢len pravé strany tohoto vztahu definuje jeden sloupec c¢tvercové matice
15 x 15, ktera je soucasti Jacobiovy matice (3.46). Provedenim pfislusnych deri-

vaci ziskame pro -ty sloupec uvazované matice vztah

u™.  (3.49)

OA  OA OA
(r — ‘ T T T
(M F oot aw)u — [,O/QEHZ (HH? + HH + HH) dr

Pro itera¢ni feseni zadané tlohy je nutné urcit pocateéni vektor x°. Ten je
v nasem pripadé ziskan z feseni zadané tulohy se zanedbanim konvektivniho ¢lenu
v Navierové-Stokesové rovnici. Pokud iterac¢ni proces konverguje, tak norma vek-
toru J (;%R(T) ve vztahu (3.44) obecné limituje k nule. Itera¢ni proces tedy mizeme

zastavit naptiklad podminkou

xir ) — x|
< 3.50
R (3:30)

kde € je zvolend presnost.

V nasledujici kapitole uvedeme nékolik konkrétnich fesenych priklada pro stacio-
narni proudéni nestlacitelné Newtonovy kapaliny s konvektivnim ¢lenem v Navierove-

Stokesové rovnici.

3.1.2 Vysledky

V tomto odstavci provedeme numerické feseni konkrétnich tloh hydromechaniky.
Resime stacionarni laminarn{ izotermické proudéni nestlacitelné Newtonovy kapa-
liny v trojrozmérnych kanalech. V pfedchozich odstavcich byla uvedena soustava
rovnic, ktera tuto ulohu popisuje a zaroven byly definovany vsechny ¢leny téchto
rovnic. Vidime, ze jednotlivé prvky matic jsou definovany jako urcité integraly. Tyto
integraly vypocitame aplikaci Gaussovych kvadraturnich formuli, jejichz konkrétni
tvary a integrace jsou vyjadieny napiiklad v [20], [11], [15]. Konkrétni vypocet uka-
zeme na primém kandlu kruhového prurezu (obr. 3.5) a kandlu kruhového prifezu

se stTednici ve tvaru pulkruznice (obr. 3.8).

Primy kanal

Uvazovany kandl je zobrazen na obr. 3.5.

14



p vystup (

pvstup
X

7
®

Obr. 3.5: Primy kandl kruhového priifezu

Vstupni parametry jsou nésledujici (bezrozmérné veliciny):

Dostup = 1000 []
Pvystup = 0 [‘]
Re = 0,02 []
p = 1 [
l = 10 []
ro= 2
Vo = 0 [

tlak na vstupu kanalu,

tlak na vystupu kanalu,

Reynoldsovo ¢islo (za 1 dosadime é) ,
hustota,

délka kanalu,

polomér kanalu,

rychlost kapaliny na sténé kanalu.

Sit, kterou je modelovan tento kanal, je slozena ze Sestnacti prvki na prifezu

v roviné z,y a deseti prvki na délku z. Pro model kanalu byla tedy pouzita sit

se sto Sedesati prvky. Pro zadané hodnoty ziskavame rozlozeni tlaku a rychlosti

v uvazovaném kanalu. Tyto numerické vysledky jsou znazornény na nésledujicich

obrazcich a tabulkach. Tento kandl je symetricky a vysledky jsou tedy zobrazeny

v roviné zz.
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Obr. 3.6: Rozlozeni tlaku v primém kanalu v roviné yz

Tabulka 3.1: Hodnoty tlaku v primém kandlu v roviné yz

1700

1600

1500

1400

900+

800 +

700+

600

500+

400+

300+

200+

100 |

oz 2 [ 1 [ o [ 1 [ 2 |

0 || 1000,00 | 1000,00 | 1000,00 | 1000,00 | 1000,00
1 || 900,00 | 900,00 | 900,00 | 900,00 | 900,00
2 || 800,00 | 800,00 | 800,00 | 800,00 | 800,00
3 || 700,00 | 700,00 | 700,00 | 700,00 | 700,00
4 || 600,00 | 600,00 | 600,00 | 600,00 | 600,00
5 || 500,00 | 500,00 | 500,00 | 500,00 | 500,00
6 || 400,00 | 400,00 | 400,00 | 400,00 | 400,00
7 || 300,00 | 300,00 | 300,00 | 300,00 | 300,00
8 || 200,00 | 200,00 | 200,00 | 200,00 | 200,00
9 | 100,00 | 100,00 | 100,00 | 100,00 | 100,00
10 || 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
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Obr. 3.7: Rozlozeni rychlosti v pfimém kandalu v roviné yz

Tabulka 3.2: Hodnoty rychlosti v pfimém kandlu v roviné yz

zfyll 2[5 105 0 [o5] 1 |15 2
0 [[000]087]149]1,88[1,991,88]1,49]087 0,00
0,00 ] 0,87 1,49 | 1,88 | 1,99 ] 1,88 | 1,49 | 0,87 | 0,00
0,00 ] 0,87 [ 1,49 | 1,88 | 1,99 [ 1,88 | 1,49 | 0,87 | 0,00
0,00 ] 0,87 [ 1,49 | 1,88 | 1,99 [ 1,88 | 1,49 | 0,87 | 0,00
0,00 0,87 [ 1,49 | 1,88 | 1,99 [ 1,88 | 1,49 | 0,87 | 0,00
0,00 087 1,49 | 1,88 |1,99]1,88 | 1,49 | 0,87 | 0,00
0,00 ] 0,87 [ 1,49 | 1,88 | 1,99 [ 1,88 | 1,49 | 0,87 | 0,00
0,00 0,87 [ 1,49 | 1,88 | 1,99 [ 1,88 | 1,49 | 0,87 | 0,00
0,00 0,87 [ 1,49 | 1,88 | 1,99 [ 1,88 | 1,49 | 0,87 | 0,00
0,00 ] 0,87 [ 1,49 | 1,88 | 1,99 [ 1,88 | 1,49 | 0,87 | 0,00
0,00 0,87 [ 1,49 | 1,88 | 1,99 [ 1,88 | 1,49 | 0,87 | 0,00

O 0| || O | W N~

—_
=}

7 obrazki je zfejmé, ze rozlozeni tlaku linearné klesa smérem od vstupu k vy-
stupu. Na rozlozeni tlaku ma tedy vliv pouze souradnice z. Rozlozeni rychlosti v ka-
nalu vidime na obr. 3.7. Zde jsou znazornény rychlosti v roviné fezu yz. Jak z tohoto
obrazku, tak z tabulky 3.2 je zfejmé, ze rychlostni profil v kapaliné je symetricky
a ma parabolicky tvar. Valec je rotacné symetricky, hodnoty rychlosti a tlaku ve

vsech rovinach télesa rovnobéznych s osou z jsou shodné.
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Kanal kruhového prirezu se strednici tvaru ptlkruznice

Uvazovany kanal je zobrazen na obr. 3.8.

ZA @

p vystup <
vstup

@/

Obr. 3.8: Kandl ve tvaru pulkruznice o kruhovém prurezu

Parametry zadané tlohy jsou néasledujici (bezrozmérné veli¢iny):

Pustup = 1000 [-] tlak na vstupu,

Dogstup = 0 [] tlak na vystupu,

Re = 0,02 [-] Reynoldsovo ¢islo (za n dosadime é) :

p = 1 [] hustota,

R = 6 [] polomér kandlu pulkruhového tvaru,

r = 1 [] polomér priufezu kandlu pilkruhového tvaru,
l = 67 [ stredni délka kandlu,

vy = 0 [] rychlost kapaliny na sténé kanalu.

Sit tohoto kanélu je vytvofena celkem ze 272 prvki. Sestnact prvki je na prifezu
kanalu a sedmnact prvki je po délce kanalu . Stejné jako v predchozim ptikladé
hleddme rozlozeni tlaku a rychlosti v kapaliné. Numerické vysledky tohoto prikladu
jsou na nasledujicich obrazcich a tabulkach.
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Obr. 3.9: Rozlozeni tlaku v ptulkruhovém kanalu v roviné xz

Tabulka 3.3: Hodnoty tlaku v piilkruhovém kanalu v roviné xz ve vybranych bodech

e 2 | L [0 |1 [ 2 |
0 || 991,31 | 997,14 | 999,43 | 1000,43 | 1020,20
1 940,39 | 939,63 | 941,03 | 944,79 | 940,70
2 || 881,84 | 882,41 | 882,73 | 882,76 | 886,45
4 | 764,91 | 765,03 | 765,02 | 764,82 | 765,82
6

8

647,21 | 647,23 | 647,23 | 647,16 | 647,48
529,44 | 529,45 | 529,45 | 529,42 | 529,56
10 || 411,66 | 411,67 | 411,67 | 411,63 | 411,82
12 || 293,83 | 293,89 | 293,89 | 293,77 | 294,37
14 || 175,90 | 176,24 | 176,14 | 175,56 | 177,63
16 || 59,61 | 60,37 | 58,97 | 55,21 99,30
17 8,69 2,86 0,57 -0,43 -20,21
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Obr. 3.10: Rozlozeni tlaku v piilkruhovém kanélu v roviné yz

Tabulka 3.4: Hodnoty tlaku v pilkruhovém kanalu v roviné yz ve vybranych bodech

2]y -2 -1 0 1 2
0 1199999 | 999.39 | 999,43 | 999.39 | 999,00
1 | 941,32 | 941,24 | 941,03 | 941,24 | 941,32
2 882,56 | 882,69 | 882,73 | 882,69 | 882,56
4 764,99 | 765,01 | 765,02 | 765,01 | 764,99
6

8

647,22 | 647,23 | 647,23 | 647,23 | 647,22
529,44 | 529,45 | 529,45 | 529,45 | 529,44
10 || 411,66 | 411,66 | 411,67 | 411,66 | 411,66
12 || 293,87 | 293,88 | 293,89 | 293,88 | 293,87
14 || 176,05 | 176,12 | 176,14 | 176,12 | 176,05
16 || 58,68 | 58,76 | 58,97 | 58,76 | 58,68
17 1,00 0,61 0,57 0,61 1,00
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Obr. 3.11: Rozlozeni rychlosti v pilkruhovém kanélu v roviné zz a yz

Tabulka 3.5: Vybrané hodnoty rychlosti v ptlkruhovém kandalu v roviné zz

zfe] 2 5] 1 [05] 0 Jos | 1 [15] 2 |
0 [[000]042]0,79]096]1,06]1,04]086]0,52]0,00
1 [ 000038070093 1,05]1,05]089] 058 0,00
2 |/ 0,00]038]0,70]093]1,04]1,06]0090]0,57]0,00
4 1[0,00]039]070]093]|1,04]1,05]090]057] 0,00
6

8

0,00 0,39]0,70 | 0,03 | 1,04 | 1,05 | 0,90 | 0,57 | 0,00
0,00 0,39]0,70 10,93 1,04 1,050,090 057|000
10 || 0,00 | 0,39 | 0,70 | 0,93 | 1,04 | 1,05 | 0,90 | 0,57 | 0,00
12 10,000,391 0,770 | 0,93 | 1,04 | 1,05 | 0,90 | 0,57 | 0,00
14 [ 0,00]039]0,70093]1,04]1,05]0090| 057|000
16 || 0,00 | 0,38 10,70 | 0,93 | 1,05 | 1,05 | 0,89 | 0,58 | 0,00
17 | 0,00 | 0,42 | 0,74 | 0,96 | 1,06 | 1,04 | 0,86 | 0,52 | 0,00
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Tabulka 3.6: Vybrané hodnoty rychlosti v ptilkruhovém kanélu v roviné yz

zfyll 2[5 1 ]05] 0 [o5] 1 |15] 2 |
0 |[0,00]046]079]1,00]1,06]1,00]079] 0,46 | 0,00
1 [ 0,00]046 079099105099 | 0,79 0,46 | 0,00
2 {0,001 046 ]0,79 [ 0,99 [ 1,04 | 0,99 ] 0,79 | 0,46 | 0,00
4 1[0,00]046]0,79]099 [ 1,04 0,99 0,79 | 0,46 | 0,00
6

8

0,00 | 0,46 0,79 [ 0,99 | 1,04 | 0,99 | 0,79 | 0,46 | 0,00
0,00 | 0,46 | 0,79 [ 0,99 | 1,04 | 0,99 | 0,79 | 0,46 | 0,00
10 || 0,00 ] 0,460,791 0,99 | 1,04 | 0,99 | 0,79 | 0,46 | 0,00
12 | 0,00] 046079099 1,040,099 |0,79 046 | 0,00
14 | 0,00/ 046079099 1,040,099 0,79 046 | 0,00
16 | 0,00 0,46]0,79]099 | 1,050,099 0,79 | 0,46 | 0,00
17 0,00 046]0,79] 1,00 | 1,06 | 1,00 | 0,79 | 0,46 | 0,00

7 obrazku 3.9, 3.10 je jasné vidét, ze tlak klesa skoro linearné po délce kanalu.
Také je z téchto obrazki a z tabulek 3.3 a 3.4 zfejmé, ze tlak na vstupu a vystupu
nedosahuje zadanych hodnot pystpy = 1000 [-] & pygstp = 0 [-] a také, Ze v jed-
notlivych fezech nejsou hodnoty tlaku stejné. Tyto nepresnosti jsou zptsobeny jak
samotnou geometrii kanalu, tak numerickou nepresnosti pri vypoctu pravé strany
rovnice (3.34). Tyto skutecnosti by bylo mozné odstranit jinym nadefinovanim pravé

strany nebo prodlouzenim vstupni a vystupni ¢asti kanalu.

Stejné jako u primého kanalu méa i zde rychlostni profil kapaliny parabolicky
tvar, coz je nejvice zfejmé z obrazkt 3.11. Na téchto obrazcich si mizeme povsim-
nout vlivu geometrie na rychlostni profil kapaliny. Blize ke stredu pulkruhového
kanalu proudi kapaliny rychleji nez u vnéjsi stény. To dokazuje i porovnani hod-
not ve druhém a osmém, tretim a sedmém a ¢tvrtém a Sestém sloupci tabulky 3.5.
V roviné fezu yz jsou jednotlivé paraboly symetrické, protoze zde je vliv zaktiveni

kanalu na proudéni kapaliny konstantni viz obr. 3.11 a tabulka 3.6.

V této kapitole jsme tesili stacionarni laminarni izotermické proudéni Newtonony
kapaliny v pfimém a ptilkruhovém kanalu. V kapitole 4 se budeme zabyvat feSenim
uloh proudéni nenewtonské kapaliny v téchto kanalech a provedeme porovnani zjis-

ténych vysledki.

3.2 Rovnice proudéni kapalin v kovariantnim tvaru

Kovariantni tvar fidicich rovnic proudéni kapalin predstavuje obecny a jednotny
tvar formulace zakonii zachovani hmotnosti a hybnosti v kapaliné, ktery je platny

pro libovolné ortogonalni krivocaré souradnice. V této kapitole se omezime na izo-
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termické proudéni homogenni visk6zni Newtonovy kapaliny (p = konst., n = konst.).

3.2.1 Kovariantni tvar rovnice kontinuity

Zabyvejme se nejdiive rovnici kontinuity. Pfi hledani kovariantniho tvaru rovnice
kontinuity vyjdeme z rovnice kontinuity (3.7) platné pro kartézské souradnice v Eu-
lerové popisu kontinua. Pro prechod do kfivocarych souradnic nahradime v tomto
vztahu parcidlni derivaci podle souradnic kovariantni derivaci, tj. dostaneme

dp

kde v® jsou kontravariantni slozky vektoru rychlosti v kapaliné a p je hustota ka-
paliny. Predpis pro kovariantni derivaci kontravariantniho vektoru méa obecné tvar
[14]

i d (pv* i
V; (pv) = éfﬂ ) + I‘jkpvk, (3.52)

kde symbol V; znaci kovariantni derivaci a F;k je Christoffeliv symbol II. druhu.
Tuto derivaci upravime s ohledem na rovnici (3.51), tj. provedeme zuzeni indexu

j=i.

Nejprve si vyjadrime ve vhodném tvaru Christoffeltv symbol II. druhu, pro ktery

obecné plati (g;; jsou slozky metrického tenzoru)

i1 gt | Ogu _ Agjk
it = 59 (85’“ + 9 oel |- (3.53)

Ve vztahu (3.51) potfebujeme vyjadrit symbol I';. Provedeme tedy ztZeni indext,

tj. polozime j=i, upravime a vztah (3.53) prejde na tvar

i (3% Ogie 59ik> 1 4 0ga

U ortogonéalnich ktivocarych soutradnic se 2. a 3. ¢len v kulaté zavorce navzajem rusi,

protoze vztah (3.54) je nenulovy pouze pro i = [. Z toho plyne, ze 86%{“ — %% = 0.
il

Derivaci kovariantniho metrického tenzoru gek ve vztahu (3.54) vyjadiime pomoci

jeho determinantu. Pokud zna¢ime g = det (g;;) (determinant g je funkei vSech prvki
gi; a kazdy prvek g;; je obecné funkef £F), tak plati

99 09 9dga 300 d9a 1 09g

o ~agu o¢ 0o T ag ~ gogioe 359
P1i tpravé vztahu (3.55) jsme vyuzili
g o |
L _qlaGil=g.q" 3.56
an a 9-9", (3.56)

23



kde G je algebraicky doplnék ke g;;. Zde se vyjde z Laplaceovy véty o rozvedeni
determinantu podle prvkil jedné fadky g - G'* = 953 . Pro sdruzené baze plati

gin - g% = 55 a predchozi vztah prejde do tvaru
gk - G* =g gin-gF = G =g- g (3.57)
Je tedy dokézano, ze plati vztah (3.56).

Nyni vztah (3.55) dosadime do (3.54) a upravime na tvar

N Loy 10(v9)
ik_%aigk_ﬁ oEk

(3.58)

Vztah (3.58) se dale dosadi do vztahu (3.52), preznacime s¢itaci index k = i a upra-

vime podle véty o derivaci souc¢inu. Kovariantni derivace méa potom tvar

N_ O 10(v) 10
Vi(pv)_ o€ +ﬁ e pv_ﬁagi

Po dosazeni vztahu (3.59) do rovnice (3.51) dostdvame rovnici kontinuity v kovari-

(\/EPUZ) : (3.59)

antnim tvaru v libovolnych ortogonalnich kiivocarych souradnicich. Plati

dp 1 0 N
N + ﬁaf’ <\/§pv ) = 0. (3.60)

Tato rovnice kontinuity ale neni rozmérové spravna. Je tedy nutné zavést do ni

fyzikalni, resp. praktické slozky vektoru rychlosti. Pro tyto slozky plati [14]

. A A (4)
v = /gt = vt = v : (3.61)
Gii

kde index v kulaté zavorce oznacCuje praktickou slozku. Dosazenim (3.61) do rov-
nice (3.60) nakonec dostavame rovnici kontinuity ve fyzikdlné spravném tvaru. Pro

vysledny kovariantni tvar rovnice kontinuity plati

op 1 0 v >
— 4+ —— = 0. 3.62

Jako konkrétni priklad aplikace této rovnice uvedme rovnici kontinuity pro po-
larni souradnice (7, ¢).

Nejprve zavedeme oznaceni:

2
g =10g2= () =r Vg=r

24



kde v, je rychlost ve sméru r, v, rychlost ve sméru ¢ a gi1, g2 jsou slozky metrického
tenzoru. Ze vztahu (3.62) plyne

o } e <fp ﬁ ) \1f o (fp ﬁ )ZO' .

Po dosazeni vztahu (3.63) a Gpravé ziskavame findlni vztah rovnice kontinuity v po-

larnich souradnicich. Plati

dp 10 10

o ror (rpv;) + g (pvy) = 0. (3.65)

Analogicky bychom takto postupovali v pripadé dalsich ortogonalnich krivocarych

soutradnic. Napt. pro valcové souradnice bychom pro oznaceni

51 =T, 52 =¥, §3 =z, U(l) = Uy, U(Q) = Uy, U(3) = Uy, (366)
g1=1,gn=1%g3=1g=r

ziskali rovnici kontinuity v nasledujicim tvaru

o 10 10 10

3.2.2 Kovariantni tvar Navierovy-Stokesovy rovnice

Zabyvejme se dale Navierovou-Stokesovou rovnici. Vyjdeme z Navierovy-Stokesovy
rovnice v kartézskych soutadnicich v Eulerové popisu (3.3), kterda byla odvozena
na zacatku kapitoly 3. Tuto rovnici chceme opét vyjadrit v libovolnych kiivocarych
soutadnicich, tj. v kovariantnim tvaru. Stejné jako drive, parcidlni derivace podle

prostorovych souradnic nahradime kovariantnimi derivacemi. Dostaneme [4]

v i ij
[82& (Vo) v ]—pf + VT, (3.68)
kde v jsou kontravariantni slozky vektoru rychlosti. Parcidlni derivace jsme tedy na-
hradili kovariantnimi derivacemi a zvedli jsme oba volné indexy ¢ a j. Pro kovariantni

derivaci kontravariantniho vektoru rychlosti plati nadale vztah [4]

o'
0&i

Vv = + 15,0, (3.69)
kde T mj Je Christoffeliiv symbol druhého druhu. Dosazenim kovariantni derivace
(3.69) do rovnice (3.68) je urcena levéa strana této rovnice. Ddle je tfeba urcit ko-
variantn{ derivaci V;T% Cauchyova tenzoru napjatosti T¥ na pravé strané rovnice.

Podotknéme, Ze T je tenzor druhého faddu v kontravariantnich slozkéch.
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Vyjdeme z tenzoru napjatosti viskoznich kapalin v kartézskych souradnicich.
Obecné plati [4]

Tij = —pdij + T3 = —poij + AVudy; + 2nVij, (3.70)

kde V;; = % (g;’ %) je tenzor rychlosti deformace, n je dynamickd viskozita a A =
J [

—%77 je druhd viskozita. V tomto vztahu reprezentuje ¢len —pd;; napjatost v idedlni
kapaliné a tenzor T;; predstavuje disipacni Cast tenzoru napjatosti (také viskozni
napjatost, pridavnou napjatost nebo extranapjatost). Rovnici (3.70) prepiSeme do
obecného kovariantniho tvaru, kde Kroneckerovo delta 9;; je zastoupeno metrickym

tenzorem g;;. Dostaneme
Tht = —GrP + AGet Vinm + 1 (Vo + Vivy) . (3.71)

V tomto vztahu jsou gy, kovariantni slozky zakladniho metrického tenzoru. S vyuzi-
tim metrického tenzoru sdruzené baze ¢, resp. ¢’!, zvedneme oba volné indexy k a
[ na obou stranach rovnice (3.71). ProtoZe plati T = ¢%*¢/'t; a Vi = Vi je prvni
invariant tenzoru deformace, prejde (3.71) na tvar
w0 = — g% gup + Mg ¢ g (Vio') + ng* g’ (Viok) + ng™¢’ (Viv) . (3.72)
V tomto vztahu plati nasledujici relace:
9" g g = g™, = g,
g g (Vi) = ¢ (Vigho) = g™ (V') (3.73)
9% g (Vivr) = g* (ngjlvz) = g" (Vi/).

Poznamenejme, Ze pii derivovani se metricky tenzor g;;, resp. g”, chovd jako kon-
stanta. Zohlednénim vztahi (3.73) v rovnici (3.72) dostaneme

T = —g'p + Xg" (V') + ng™ (Vio?) + ng” (V') . (3.74)

Provedme nyni kovariantni derivaci tohoto kontravariantniho tenzoru (derivujeme
podle &7, viz vztah (3.69)). Dostaneme

V17 = —g" (V;p) + \g"” |:Vj (Vﬂ)l” + (3.75)
+ng™ [V (V! )| + g [V (V') ]
Nyni dosadime A = —%n a u tretiho a ¢tvrtého ¢lenu pravé strany zaménime

poradi derivaci. Ve tretim clenu déle preindexujeme j = [, k = j a se¢teme druhy

s tfetim ¢lenem rovnice. Vztah (3.75) prejde na tvar

V= =g (Vp) + ;ng“ Vi (V)] + g’ [V (V507)] (3.76)
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Déle je treba vyjadrit kovariantni derivace v rovnici (3.76). Tlak p je skalarni veli-

¢ina, kovariantni derivace je tedy primo rovna parcidlni derivaci, tj. plati

dp

(3.77)
P1i vyjadreni kovariantnich derivaci ¢lenti v hranatych zavorkach je tfeba si uvédo-
mit, ze derivujeme smiseny tenzor 2. fadu (jeden kovariantni a jeden kontravariantni
index - hledame kovariantni derivace ¢lent v kulatych zévorkach). Potfebujeme tedy
druhou kovariantni derivaci kontravariantniho vektoru v’. V analogii se vztahem
(3.69) muzeme tuto derivaci zapsat ve tvaru

d (V')

Vi (Vio') = ngl =T (Vio') + T, (V). (3.78)

Cleny na pravé strané tohoto vztahu vyjadiime s ohledem na definici (3.69). Plati

0 (Vj?)i) 82vi 0 (Fl m)

oc  ogiod o
) 81} 4
I (V') =T% ( 55 " r o™ > (3.79)
W (V0f) =T vt + Tk o™
kl J kl aé-

Dosazenim vztahu (3.79) do predpisu (3.78) ziskdvame pozadovanou druhou kova-

riantni derivaci kontravariantniho vektoru. Plati

) 82,Ui d 7 m k avi 7
Vi (V') = WW@ (T8,0™) ~Tiger —TEDE o™ (3.80)
a k ’L Fk m
kl ag

Tim mame vyjadieny vSechny potiebné kovariantni derivace. Dosazenim vyse od-
vozenych vztaht do zakladni rovnice (3.68) ziskdme kovariantni tvar Navierovy-

Stokesovy rovnice platné v libovolnych kiivocarych souradnicich. Dostaneme
o’ i jop 1 ! il i
o |G+ (T0) 0| = s =5 38 4 g [, (90)] 40 9 (907 550

V tomto vztahu je samoziejmé nutno kovariantni tvar derivace tenzorta v hranatych

zavorkach vyjadrit podle predpisu (3.80).

Navierova-Stokesova rovnice (3.81) je opét rozmérové nehomogenni. Je tedy
nutné ji prevést do prostoru fyzikalnich, resp. praktickych slozek. Tim se samo-
ziejmé uloha komplikuje, a proto se omezime na ortogonalni kfivocaré souradnice,

které se bézné pouzivaji v technické praxi.
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Budeme uvazovat viskézni kapalinu s p = konst., n = konst. (tfeti ¢len na pravé
strané rovnice (3.81) je nulovy - rovnice kontinuity). Navierova-Stokesova rovnice
prejde na tvar

B; (Vsv') v ] =pf' - g“gg +ng" [V, (Vio')] (3.82)

nebot slozky g¥ # 0 pouze pro i = j. Kovariantn{ derivaci v poslednim ¢lenu rovnice
(3.82) vyjadrime podle vztahu (3.80), kde preindexujeme | = j. Plati tedy

. 82 i o ; ovt
Vi (V') = agj;gfragj (Chgo™) = T, :

8 i i k m
Ty g7 + il

k 1 m
e~ Dl (389

Aplikaci obecné Navierovy-Stokesovy rovnice (3.82) ukaZeme opét na proudéni ka-

paliny v polarnich soutadnicich. Rozepsanim rovnice (3.82) pro i, j = 1,2 dostaneme

laais + (Vo) o'+ (V') “2] ol = "D gt [V (Vi )]+ (380)

laai; + (VNJ )ful + (V2U2) UZ] :pf2 g 88; + 779 {Vl <V1U2)} + (385)
+n9%2 [V (Var?)] .

V téchto rovnicich vyjadrime kovariantni derivace kontravariantnich slozek vektoru

rychlosti a zohlednime nasledujici vztahy:
1

Kovariantni derivace v rovnicich (3.84) a (3.85) vyjadiime podle vztahu (3.69). Do-

2 -2
g =1gn=(¢) ,g" =1,9”=(¢) .13, =T}, = 5, Th =—¢. (3.6

staneme
Vit = gzi + Tt + Ty = ag,
Voul = gz; + Ijyvt 4+ Tv? = gz: —&?, (3.87)
Vi? = g? + 20t 41207 = ZZ? + zj,
Vo2 = gfz +F221j —I—FQQU = gzi zi

Dal3{ postup FeSeni ukdZeme na rovnici (3.84). Druhé kovariantni derivace V; (Vo)
a Vy (Vau'!) vyjadiime pomoci vztahu (3.83), zohlednime vztahy (3.86) a upravime.
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Dostaneme

0%vt ) ov! ov!
1\ _ 1 1 2
Vi (V') = 98 T o (Fjo" + Tho?) — Fna51 _ F”a?_
ov! ov?
_Fhrqlnlv F Pl maV" + Fn el 518761"‘
9!
1 1 1 2 )" —
+F F 1'U + F F = W,
(3.88)
0*v! 0 ot o'
1) _ 1 1 2
Va (ng ) - 352352 (952 (Flzv + Fzz“ ) - Fmaifl - F2287§2_
a 1
_F%2F%1U1 - F%QI%IUQ - F32F%2U F%2F§2U + F12 o€ +
+1%—— 5 52 + et + I v + DL T2, 0! + r;zrgﬂﬂ —
! 1,2 1 10 !
= s~ e (€4) + €5~ g

Vztahy (3.86), (3.87) a (3.88) dosadime do (3.84) a ziskdme tak tuto rovnici v po-

larnich souradnicich v tenzorovych slozkach. Plati

[81}+&l}1+<81ﬂ_§1 2) ]_pfl—a+ [W]+ (389)

o\ ot " | ogrog!
2| 9% 1,2 1 1
—H7(€) 352352_5752@ )+5?_637§2_ '

Tato rovnice je ale stale rozmérové nehomogenni, a proto se musi prevést na praktické
slozky. Mezi tenzorovymi a praktickymi slozkami vektoru rychlosti plati vztah (3.61)
[4], [14] (indexy v zavorce jsou praktické slozky). Piseme

(2) (2)
v = =W, o? = A (3.90)

a pro jejich derivace dale plati

ot oo™ gt W

et T g o2 oer

(3.91)
on® ov? N 1 ov'? o 1 ov?
o o) o) e o)
Po prevedeni tenzoru na praktické slozky prejde rovnice (3.89) do tvaru
oM g ov) @\ ? op
M 4 2o gz — ,f) _ 2
p[ o T (%lv E 51 § (§1>] pf a§1+
o (ovh) n [0 (oD 0 ([
= = = 92
o [afl (651 )] Tey lasz < o¢” ) o6’ (5 ) (392
LoV 1 O

(1
+§ 851 5518( ) Ul]‘
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Pokud dale preznac¢ime slozky v polarnich soutadnicich na obvykle pouzivané sym-
boly

51 =r, §2 =, o = Uy, v? = Vg, f(l) = fr, f(z) = fo (3.93)

tak rovnice (3.89) bude mit tvar

ov,  Ov, v, v, vo\?| Op
P[at *m“r*aw‘r(r”*f”m*

0 [ 0Ov, n| o (0v, 0 (O
+”[ar(ar>]w[a¢<a¢> 5 () + 39

Ov, _ 10, ]

+T8r rr g —v

resp. jesté ji upravime do bézné pouzivaného tvaru. Analogickym postupem vyjad-
fime a upravime rovnici (3.85) a ziskdme tak vysledny tvar Navierovych-Stokesovych
rovnic pro viskézni kapalinu s p = konst. a n = konst. v polarnich souradnicich ve

tvaru

<8vr v, v, v, U
p _—

_ Op
o T Y o, r>—f’f“aﬁ (3.95)

+ lg avr +ia2vr _2%_&
" r Or T(()T 2002 r2dp r?|’

vy, v, v, 00, VU, 10p
p( o "o T Do T = rle rort (3.96)

+77[18<8%>+182% 2 Ov, ’Uq,‘|.

ror \ or ﬁ8¢2+ﬁ8¢_ﬁ

Analogicky bychom postupovali pii odvozovani kovariantnich tvart prislusnych
fidicich rovnic proudéni kapalin u dalsich ortogonalnich kiivocarych souradnic. Na-

priklad pro valcové soutadnice by pfi oznaceni

=r =9 &=z =0, =y, v® =v, (3.97)
f(l) = fh f(2) = fipv f(g) = fz
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byly Navierovy-Stokesovy rovnice ve tvaru

) (8% v, | v, v, ov, % )

ot o or r 0y vz 0z

N 0%v, 19v, ia%r 0%v, v 20v,
Marr T i ar T2 op? 022 12 r2 0y
ov,, ov, v, 0v, v, v, \ 10p
p< ot o or * r 0p v 0z ro ) Ple r8g0+ (3.98)

i [ or? ror | r2 0p? 022 r2 o2 Op

0*v, 1 v, 1 0%, v, v, 28%]

ov, ov, v, O0v, ov, op
p(@t T T e *“%) =rlm gt
v, 10v, 10%, 0%,
or? +;87’ +ﬁ&p2 * 322]'

|

Tyto rovnice samoziejmé souhlasi s bézné uvadénymi Navierovymi-Stokesovymi rov-

nicemi v literature (napf. [14]).

3.2.3 Numericka realizace problému

V této kapitole pouzijeme vysSe uvedené rovnice pri hledani reSeni tulohy hydro-
mechaniky. Uvazujeme osové symetrické proudéni nestlacitelné viskozni kapaliny
s p = konst. a n = konst. v trojrozmérném pifmém kanalu. Reeni provedeme ve
valcovych souradnicich (7, ¢, z). Predpokldadame, ze proudové pole je nezavislé na .

P1i feseni vyjdeme z podminek rovnovahy ve valcovych soutadnicich

10 0T, Ty Oy,

A P S (399)
10 o Ot o O
ror s 0z == P

které vznikly z rovnic (3.98) vynechdnim zavislosti na ihlu ¢, dosazenim vztaht pro

slozky Cauchyova tenzoru napjatosti [4]

ov, Uy

Tr = —p+2n 5 Tpp = —P+ 2777, (3.100)
ov, ov, Ov,

Tzz:_p+277 aZ’ Try =1 2 + ,

a upravou. Déle pro Teseni pouzijeme rovnici kontinuity (3.67) s tim, ze opét vyne-
chame zavislost na thlu ¢ a rovnici upravime podle vyse uvedenych predpokladi.

Pro jednodussi zapis oznacime fyzikalni slozky vektoru rychlosti v, = u, v, = w.
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Vyrchozi tidici rovnice proudéni kapaliny maji tvar

10 0T Tep _ Ou
B T
10 T,z _ Ow
*E (TTTZ) + 2 + 1, = paa (3101)
1o (ru) + du _
ror 0z

Dale zkonstruujeme slabé feseni uvedené tlohy v souladu s Galerkinovou meto-
dou. Rovnice (3.2.3) vynasobime vahovymi funkcemi wy, wy, w3, provedeme integraci
pfes objem vélce jednotkové vysky a aplikujeme Greenovu vétu (viz [20]). Také po-

uzijeme vztahy pro slozky vektoru napéti na prislusné ¢asti hranice 0€2°

tT — TT'TnT' + Trzn,z, (3102)

tz = Tp,Np + TNy,

kde n,, n. jsou slozky jednotkového vektoru vnéjsi normaly k hranici valcové oblasti.

Slabé feseni ma potom tvar

0 0 T 0
27r/e _pwla:: + %TW + wl% + %Tm — wlFr] rdrdz—
- 27r/ wyt,rds =0,
Qe
G, 0 0
27r/e _pwg(,;: + %Tm + %Tm — ngz] rdrdz— (3.103)
— 27 wat,rds = 0,
Qe

0 ow
27r/e [—wgar (ru) — ng(?z] drdz = 0.

Do slabé formulace dosadime slozky napjatosti (3.100). Konstantu 27 muzeme vy-

pustit a dostavame

ou ow, Ow, Ou  puwy wyu Oow; Ou
At S Yokttt TR Yt e it S 104
/Qelpwlat p8T+n8rar+r+nrr+nﬁzaz+ (3.104)
n%a—w — wlFT] rdrdz — / wit,rds =0,
0z 0 Qe
ow Owsy Ou Owsy Ow 0wy Owsy Ow
I8 [ﬂwwﬁ”araﬁ”arafpaz“”azaf (3-105)
—woF,| rdrdz — wat,rds =0,
a0e
ou ow
/e —Wal — W3l = TW3 drdz = 0. (3.106)
———
K31 K32
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Rovnice (3.104) a (3.105) jesté upravime - ddme k sobé ¢leny se stejnymi slozkami

rychlosti a tlaku. Ziskdvame rovnici ve tvaru

ou ow; 0u  wiu owy Ou owy Ow
S V] i L 3.107
o +20 (a o v >+ "oz 0z " "oz or (3.107)
—— —_————
Mll Kll K12
8w1 w1
—p— — p— rdrdz = / w Frrdrds + wyt,rds,
or e Qe
K13 Fl

ow Owq Ou Ows Ow Ows Ow  Ows
2—— — drdz = 1

L P T e o Y o ar T as 92 Vs | T (3-108)

N—— N——

M22 K21 K22 K23

:/ wQFzrdrdz—l—/ wat,rds .

Qe a0e

F2

Nyni provedeme prostorovou a c¢asovou diskretizaci pomoci konecnych prvki
s tim, ze vdhovou funkci w; polozime rovnu 9, u u, we odpovidd ¥, u w a ws
potom odpovida izoparametrické funkei ¢; u tlaku p. Semidiskrétni model konecného

kapalinového prvku vyjadiime ve tvaru
Z ujp; (r,z) = HY (r, 2) u,

= ijzbj r,z) =H' (r,2) w, (3.109)
j=

p(r.2) = ipjebj (r,2) =NT (1, 2)p,

j=1
kde H a N jsou prislusné sloupcové matice izoparametrickych funkei, konkrétni tvary
matic jsou uvedeny ve [20]. Z pohledu rovinné tlohy r ~ x, z ~ y jsou to analogické
funkce. u, w, p jsou sloupcové matice uzlovych hodnot slozek rychlosti a tlaku na
prvku. Rychlosti aproximujeme kvadratickym a tlaky linedrnim polynomem. Ana-

logicky k (3.109) plati pro casové derivace
u (T’ Z) =H" (r,2) 1,
w(r,z) = HY (r, 2) w, (3.110)
p(r,z) =N (r,2)p.

Vztahy (3.107), (3.108) a (3.106) zapiseme do blokového maticového tvaru (plati
pro 1 konecny prvek)

Mll 0 0 u Kll K12 K13 u Fl
0 M2 0 | |w|+|K? K2 K®| |w|=|F?. (3.111)
0 0 M33 p K3 K32 K33 p F3
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Matice M, K jsou symetrické a jejich jednotlivé submatice jsou s ohledem na (3.109),

(3.110) definovany nasledovné

K = - [ (rH,NT + HN") drdz,

K2 — /Q n (HTH;:F + 2HZH3) rdrdz,
K = (K”)' = - [ H.NTrdrd:,

F! :/ HF, rdrdz + Ht,rds,
e 896

one

F? — / HFE,rdrd> + [ Ht.rds,
=0, K¥=0  F' =0

M

\ 4

1’]“ Z A
A
6 5 7 6
8 [ ]
8e 4 =E_, ______________ o .
I
1 2
1 2 3

\ 4

(3.112)

Obr. 3.12: Zobrazeni konecného prvku v lokalnich a globalnich soutradnicich

Index r a z u matice N vyjadiuje derivaci izoparametickych funkci podle pro-

storovych proménnych r a z. Proménna r v téchto rovnicich je vzdalenost od osy

soumérnosti (viz obr. 3.12) a plati pro ni vztah

r=H"r.

(3.113)

P1i feSeni budeme postupovat analogicky jako ve [20]. VyuZzijeme Jacobiovu matici,

uvedené integraly (3.112) zintegrujeme numericky s vyuzitim Gaussovych kvadra-

turnich vztahi. Souradnici z odpovida r a souradnici y odpovida z. Slozky rychlosti

aproximujeme polynomem 2. fadu a tlak aproximujeme polynomem 1. radu.
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3.2.4 Vysledky

V tomto odstavei provedeme numerické Feseni konkrétni tlohy. Resime stacionarni
(pomalé plizivé) lamindrni izotermické proudéni nestlacitelné Newtonovy kapaliny
v rotacné symetrickém primém kandlu, mizeme tedy zanedbat matici M z rovnice
(3.111). Také vypadne prvni vyraz na pravé strané ve vztazich pro Fp, Fy (viz
(3.112)), protoze mérnou objemovou silu F,, F, zanedbavame. Z vySe uvedeného
plyne, Ze tuto trojrozmérnou tlohu prevedeme na dvourozmérnou a budeme ji fesit

v roviné vysrafované na obr. 3.13.

AZ

pvy’stup C_\ A

Dusuy C *—(0)

Obr. 3.13: Piimy kanal kruhového prifezu se zndzornénou rovinou

Vstupni parametry tlohy jsou néasledujici (bezrozmérné veliciny):

Puostup = 1000 [-] tlak na vstupu kanalu,

Doystup = 0 [] tlak na vystupu kandlu,

Re = 0.02 [-] Reynoldsovo ¢islo (Za n dosadime ﬁ) ,

p = 1 [-] Thustota,

l = 10 [] délka kandlu,

r = 2 [] polomér kandlu,

o = [-] rychlost kapaliny na sténé kandlu,

Vo, = 0 [] rychlost kapaliny ve sméru r ve stfedu kanalu.

Sit, kterou je modelovan tento kanal obsahuje celkem 80 prvki - ¢tyti prvky
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na $itku kanalu r a dvacet na délku z. Pro zadané hodnoty ziskavame rozlozeni
tlaku a rychlosti v uvazovaném kanalu. Tyto numerické vysledky jsou znazornény

na nasledujicich obrézcich a tabulkéch.

10

oo w
T T

800

600 |

400

200

Obr. 3.14: RozloZeni tlaku v pifimém kanalu

Tabulka 3.7: Vybrané hodnoty tlaku v primém kandlu

e 0 ] os |1 ] 15 | 2 |
0 | 1077,20 | 1066,24 | 1053,14 | 1001,40 | 932,90
1 | 92321 | 920,92 | 915,12 | 906,41 | 919,32
2 || 811,81 | 811,54 | 811,01 | 810,29 | 813,55
3 || 707,51 | 707,51 | 707,50 | 707,44 | 708,05
4 || 603,76 | 603,76 | 603,77 | 603,76 | 603,87
5 || 500,00 | 500,00 | 500,00 | 500,00 | 500,00
6 | 396,24 | 396,24 | 396,23 | 396,24 | 396,13
7 || 292,49 | 29249 | 29250 | 292,56 | 291,95
8 || 188,19 | 188,46 | 188,99 | 189,71 | 186,45
o || 76,79 | 79,08 | 84,88 | 9359 | 80,68
10 || -77.20 | -66,24 | -53,14 | -140 | 67,10
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Obr. 3.15: Rozlozeni rychlosti v pfimém kanélu

Tabulka 3.8: Vybrané hodnoty rychlosti v primém kandlu

zfr ] 0 Jo25] 05 07| 1 [125] 15 [175] 2 |
0 [|1,98]195]187|1,73|1,53]1,27]093]0,56 | 0,00
2,14 ]210]1,99 | 1,81 | 1,56 | 1,24 | 0,86 | 0,46 | 0,00
2,07 1204194 1,77 | 1,54 ] 1,25 [ 0,89 | 0,48 | 0,00
2,05]202]1,92|1,76 | 1,54 ] 1,25 [ 0,90 | 0,48 | 0,00
2,05]202]1,92|1,76 | 1,54 ] 1,25 | 0,90 | 0,48 | 0,00
2,05]202]1,92|1,76 | 1,54 ] 1,25 [ 0,90 | 0,48 | 0,00
2,05]202]1,92|1,76 | 1,54 ] 1,25 [ 0,90 | 0,48 | 0,00
2,05 ]202]1,92|1,76 | 1,54 ] 1,25 | 0,90 | 0,48 | 0,00
2,07 ]204]1,94| 1,77 | 1,54 ] 1,25 [ 089 | 0,48 | 0,00
2,14 2,10 [ 1,99 | 1,81 | 1,56 | 1,24 | 0,86 | 0,46 | 0,00
1,08 [ 1,95 | 1,87 | 1,73 [ 1,53 | 1,27 ] 0,93 | 0,56 | 0,00

O[O0 ||| O =W~

—_
o

7 rozlozeni tlaku na obr. 3.14 je zirejmé, Ze tlak klesa skoro linearné od vstupu
k vystupu. Také vidime, Ze tlak na vstupu a vystupu nedosahuje zadanych hodnot.
Predpokladem pti vypoctu je, Ze tloha je fesena dostatecné daleko od koncti kanélu,
protoze tyto nesrovnalosti jsou zptisobeny numerickou nepresnosti pri vypoctu pravé
strany. Tabulka 3.7 potvrzuje, ze daleko od koncti nemaji numerické nepresnosti vliv
- na prurezech 3 az 7 dosahuji hodnoty tlaku konstantnich hodnot.

Graf na obr. 3.15 zobrazuje parabolické tvary rychlosti. Z tohoto obrazku je také
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vidét, zZe rychlost u vstupu a vystupu u r ~ 0 dosahuje jinych hodnot nez pro r ~ 0
ve stfedu kanalu. To ma stejnou pri¢inu jako u rozlozeni tlakt.
Porovnanim téchto hodnot s hodnotami z kapitoly 3.1.2 vidime, Ze se hodnoty

mirné lisi, ale zakladni charakteristiky pro rozlozeni tlaku a rychlosti jsou shodné.
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4 Modelovani nenewtonskych kapalin

V predchozi kapitole jsme Tesili modelovani Newtonské kapaliny. Nyni se zamérime
vztahy. Z textu v kapitole 2 je zfejmé, ze rozdilnost ve vlastnostech kapalin je du-
lezita jak z pohledu fyzikalniho, tak i z pohledu vypoctového. Pri modelovani c¢isté
visk6znich kapalin (napfiklad zobecnéné Newtonovy kapaliny) mizeme vyuzit stan-
dardni konec¢noprvkové modely pro popis Newtonovy kapaliny. Jediné, co je tieba,
je tyto vztahy mirné upravit. To znacné zjednodusuje problém modelovani téchto

kapalin.

Pti modelovani viskoelastickych kapalin uz to ale tak jednoduse nelze, protoze
tyto kapaliny maji pamétovy efekt, ktery je nutno zahrnout do modelu. U visko-
elastickych kapalin je soucasny stav zavisly na historii materialu. To je dilezity
fakt, ktery je tfeba zahrnout do rovnic popisujicich viskoelastickou kapalinu. Oka-
mzity deformacni stav kapaliny zavisi na predchozi deformacni historii kapalinovych
castic. Tato zavislost na historii zptsobuje, Ze pro presny popis kapaliny je treba
komplikovanych konstitutivnich vztahi, a tim paddem i specialnich vypoctovych algo-
ritmil. Logickym a praktickym krokem je, ze se omezime na jednodussi viskoelastické
kapaliny se slabou paméti. Mozné priklady jejich konstitutivnich vztahti uvedeme
v dalsich odstavcich.

4.1 Ridici rovnice cisté viskéznich kapalin

Déle se budeme zabyvat ¢isté viskéznimi (neelastickymi) casové nezavislymi kapa-
linami. V tomto odstavci uvedeme rovnice, které popisuji vlastnosti neelastickych
kapalin.

Pro cisté viskozni kapaliny jsou zdkladni rovnice, tedy Navierova-Stokesova rov-
nice a rovnice kontinuity, stejné jako pro modelovani Newtonovy kapaliny. I nadale
resime izotermické laminarni proudéni nestlacitelné homogenni kapaliny. V kartéz-

skych souradnicich mé rovnice kontinuity tvar [14]

an
(%r:i

—0, (4.1)

a zakon zachovani hybnosti (zékladni tvar Navierovy-Stokesovy rovnice) piSeme ve
87)2' 0vi 8’t,~ i

L tvi—| ==L+ pf;. 4.2

p<8t ;8%) 7, pf (4.2)

V rovnicich (4.1) a (4.2) jsou v; slozky vektoru rychlosti a f; jsou slozky mérné

tvaru

objemové sily. Tenzor napjatosti T;; je definovin konstitutivnim vztahem
Tij = —poi; + 20V, (4.3)
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kde dynamicka viskozita 7 je obecné funkef tenzoru rychlosti deformace n = n (V;;).
Tenzor rychlosti deformace je definovan ve [4] vztahem

Vij = = (Lij + Lji), (4.4)

DN | —

kde L;; = 37”;_ je rychlostni gradient. Vyse uvedené vztahy plati obecné a popi-
sujf vétsinu praktickych problémi proudéni kapalin. Ulohy proudén{ nenewtonskych
¢isté viskoznich kapalin jsou u velkého mnozstvi redlnych kapalin slozité a kompliko-
vané problémy. Proto jsou Casto uvazovany zjednodusujici predpoklady. Napriklad
pro nizké hodnoty Reynoldsova ¢isla mizeme zanedbat nelinedrni konvektivni ¢len
v Navierové-Stokesové rovnici. I presto ale zustava systém rovnic popisujicich pro-

blém nelinedrni, nebot viskozita 7 je nadale funkci tenzoru rychlosti deformace V;;.
Aby byla tloha kompletné definovana, musime jesté doplnit pocatecni a okrajové
podminky. Okrajové podminky zapiSeme symbolicky ve tvaru

v; (Sg,t) = 0; (s, t), t€(0,T), sp € 08, (4.5)
TNy = tAZ (Sk, t) , t e (O,T), Sk € (9(22

a pocatecni podminka bude vypadat nasledovné
v; (s,0) =2 (s), t=0, s, €00 (4.6)

Proménnd s, jsou souradnice bodi na hranici 992 = 9; U9, (viz obr. 3.1), t je Cas,

n; jsou slozky vnéjsi normaly k hranici oblasti (2 a stiiska oznacuje zadanou velic¢inu.

Aby rovnice co nejlépe popisovaly danou nenewtonskou kapalinu, je tieba se
zameérit na co nejlepsi tvar konstitutivnich vztahi. Na tom velmi zavisi presnost

popisu realného kontinua.

4.2 Konstitutivni vztahy

Konstitutivni vztahy reprezentuji vlastnosti konkrétniho kontinua. Jak jiz bylo diive

uvedeno, pro zobecnénou Newtonovu kapalinu ma tenzor napjatosti obecné tvar
T = —pdi; + Tij. (4.7)
Déle se zamérime na disipacni ¢ast tohoto tenzoru
Tij = 2n (Vij) Viy- (4.8)

7, tenzorového charakteru tohoto vztahu je ziejmé, Ze viskozita musi byt skalarni

funkei tenzoru rychlosti deformace V;;, tedy funkei jeho invarianti. Piseme

n=mnVy)=n(h,II3), (4.9)
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kde invarianty Iy, I5, I3 tenzoru rychlosti deformace V;; maji zakladni tvar
Il = tr (V) = ‘/z‘ia
1 2
L = tr (V) = ViV, (4.10)
1
Iy = tr (V) = VyVai

Pro nestlacitelnou kapalinu je prvni invariant I; = 0, protoze tento invariant je
vazan s objemovou zménou. Zavislost dynamické viskozity n na invariantu I3 nebyla
experimentalné potvrzena. Z vyse uvedeného tedy plyne, ze vztah (4.9) se redukuje

na tvar
n=nViy)=nl). (4.11)

Poznamenejme, ze prostrednictvim tohoto vztahu se urcuji viskézni funkce pro spe-
cialni modely viskozit nenewtonskych cisté viskéznich kapalin. Déale uvedeme nékolik

zakladnich modela viskozity, které se nejcastéji pouzivaji.

4.2.1 Mocninovy model

Nejjednodussi a hojné uzivany model je mocninovy model pro zdénlivou viskozitu
ve tvaru [20]

n=KI” , (4.12)

kde n a K jsou parametry nenewtonské kapaliny. n je index toku a K je konzistentni

parametr. Pro index toku n plati nasledujici:

n <1 smykové fidnouci nebo pseudoplastické kapaliny,
n > 1 smykové houstnouci nebo dilatantni kapaliny,

n =1 Newtonova kapalina.

Indexy K a n souvisi s tvary tokovych kiivek. Znazornéni tokovych ktivek neelastic-
kych kapalin a zavislost dynamické viskozity 1 na smykové rychlosti 7 je znazornéno
na obr. 4.1 a obr. 4.2 [10].
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TA 5

\ 4

2.

Obr. 4.1: Tokové ktivky: 1. Newtonova kapalina, 2. pseudoplasticka kapalina, 3. dila-

tantni kapalina, 4. Cassonova (skutecnd) plasticka kapalina, 5. Binghamova (ideélni)
plasticka kapalina

NA 3

N = konst.

» = konst. /
n ons 5

f

\ 4

Obr. 4.2: Zdanliva viskozita: 1. Newtonova kapalina, 2. pseudoplastickd kapalina,
3. dilatantni kapalina, 4. Cassonova (skutecnd) plastickd kapalina, 5. Binghamova
(idealni) plastickd kapalina

Nevyhodou tohoto modelu je, ze pro limitni hodnoty smykové rychlosti 4 (4 — 0)
a (% — 00) dava vztah (4.12) neredlné hodnoty.
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4.2.2 Carreauuv model

Nedostatky mocninového modelu odstranuje napt. Carreautiv model. Pouziva se
naptiklad pro vypocty toku tavenin plasti bez prisad. Tento model se udava ve
tvaru o

0= 1o+ (0 —110) (1+ (AB)%) 7. (4.13)
Dynamické viskozita ng je limitni viskozita pro (4 — 0), 7 je limitni viskozita pro
(4 — 00) a A je konstanta materidlu.

4.2.3 Binghamiiv model

Binghamova kapalina se obecné chova tak, ze pro smykové napéti T' < Ty kapa-
lina netece a chova se jako tuhé téleso. Pro T' > Tj zac¢ina kapalina téci a T' je
linedrni funkci smykové rychlosti ¥, respektive tenzoru rychlosti deformace V;;. Po-
znamenejme jesté, ze Tj je oznacovano jako mez teceni. Obecnd forma Binghamova

modelu mé tvar
T, = (f—% + 277) Vij  pro ;tr (TQ) > Ty, (4.14)

1 2 2

T, =0 pro itr (T ) <T5. (4.15)
Kulatd zévorka ve vztahu (4.14) zfejmé predstavuje zdanlivou viskozitu pri teceni
kapaliny. Nerovnosti v predchozich vztazich vyjadiuji von Misesovo kriterium teceni.
Jiny tvar tohoto modelu ziskdme napiiklad z konstitutivniho vztahu (4.14), po-
kud misto linedrniho teceni pouzijeme napiiklad mocninovy model (4.12). Tento
model se v literatufe oznacuje jako Herscheliv-Buckleyiv model nebo také jako

rozsiteny mocninovy zakon.

4.3 MKP model cisté viskéznich kapalin

P1i modelovani ¢isté viskéznich (neelastickych) kapalin se omezime pouze na ¢asové
nezavislé kapaliny (tzv. zobecnéné Newtonovy kapaliny). Postup vypoétu s pouzi-
tim MKP je podobny jako u Newtonovy kapaliny (viz kapitola 3). Pro vytvoreni
modelu mize byt napi. pouzita i proudovéa funkce a funkce vifivosti. Ridici rovnice
neelastickych kapalin, viz odstavec 4.1, jsou vyjadreny jako funkce slozek rychlosti
a tlaku jakozto zavisle proménnych. V nasledujicim odstavci uvedeme MKP model
na bazi primitivnich proménnych a budeme tesit smisenou ulohu, tj. fesime opét

soucasné neznamé slozky vektoru rychlosti a tlaky v kapaliné.

4.3.1 Numericka realizace problému

Pro odvozeni slabého teseni zadané tlohy hydromechaniky aplikujeme Galerkinovu

metodu na rovnice (4.1), (4.2) popisujici tuto tlohu. Predpokladame, ze pro testovaci
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funkce plati (3.15). Po tpraviach pomoci Greenovy véty budou integralni identity ve

tvaru

ov; ov; 0dv;
/Qpatdvida:—l—/gpvj%évidx—/ﬂp

iq /2 ViV 2% e = (416
37+Q77(J) ja:cjx ( )

:/pfiévid:c—i-/ t;0v;dx,
Q 0o

o0dv
ox

8%

dpdx = 0. (4.17)

Ulohu budeme fesit pouzitim mocninového zdkona. Dosadime tedy za 7 (V;;) vztah
(4.12).

Stejné jako tulohu proudéni Newtonovy kapaliny budeme i tento problém fesit
aplikaci metody konecnych prvki. Postup bude stejny jako v odstavci 3.1.1. Budeme
resit stacionarni ilohu proudéni nenewtonské kapaliny. Pouzijeme tedy vztahy (3.20)
az (3.29), uplatnime vySe uvedené postupy a z integralnich identit (4.16) a (4.17)

dostavame nasledujici vztahy:

{p / (HH"uH! + HH'vH] + HH"wHY) dz| u+
1 1 '

T T T ] T
+ [/Q 2 (V) (HH + S HH + 2HZHZ> dr|u+ UQ n (Vi) (H,H]) da

+ [/ n (Vi) (H.HY) dx} w— [ HN"de|p=p [ [Hde+ [ Hids,
Qe Qe ] Qe 005

v+

[p [ (HHTuH! + HETVH? + HH wH ) do| v+
Qe J
1 T T 1 T ] T
+ [/ﬂ 2 (Vi) <2H$HI +HHT + 2HZHZ) do v+ [/Q n (V) (H,HY) dx] ut

+ [/QE n (Vij) (HZH?ID d.l’} W — [ o HyNde_ p= p/Qe fyHdx + /89; Hsfyds,

(4.18)
{p / (HH"wH! + HH'vH! + HH"wH! ) d:v] Wt
Qe

1 T 1 T T T
+ UQ 2 (Viy) <2HxH$ + 5 HH] + HH) d:v] Wt [/Q n (V) (H.HY) d:c} ut

+ [/Qen(vij) (1, HT) da

vV —

H.NTdz|p = p/ fZde+/ H,i.ds,
Qe ] Qe 09

v+ NH!dx

NH] d
LJ Qe

w = 0.

[ NH dz
Qe

ut |

Qe

Je zfejmé, Ze tyto rovnice a rovnice pro popis proudéni Newtonské kapaliny
((3.30) az (3.33)) se lisi pouze vyjadienim dynamické viskozity. Pravé strany téchto
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rovnic budou vyjadreny stejné jako v kapitole 3.1.1 (opét uvazujeme nulové objemové

sily). Vyse uvedenou soustavu mizeme vyjadrit v maticovém tvaru

A + Bl C1 Fl Dl u Fl
C A+B F D F

2 + By 2 2| V| _ |F2 7 (4.19)
C; F3 A+B; Ds| |w F;
Kl K2 K3 0 P 0

kde matice B;, C;, F; pro ¢ = 1,2,3 jsou zavislé na rychlostech u,v,w a tenzoru
Vi;. Matice A je zavisld na u, v, w. Tato soustava nelinedrnich algebraickych rovnic
pro neznamé u, v, w, p v uzlovych bodech kone¢nych prvki je resena vyse uvedenou
Newtonovou-Rapsonovou itera¢ni metodou. Jeji princip popisuji rovnice (3.43) az

(3.45). Jacobiova matice Ji,) v r-tém kroku je nyni vyjadfena ve tvaru

R EN N I
PR S [N o
NEIN PR A
Jun Jp Jis 0

Ty = (4.20)

kde napitklad J, 3§ J14 a Jy; jsou definovany nasledovné:

I = Ay, W)+ B, w)" +
0A  0A 0A ) OB, 0B, 0B\
u'’ + u
oul  ovlT = owT oul  ovl = owT

+ <8C1 801 801 ) V(T) + <8F1 aFl aFl ) W(T)’

ouT  ovT = owT ouT  ovT = owT

I = Ca(uyv,w)” +
OA O0A 0A\ 0B, 0By 0By |,
<8uT o T 8WT> v+ <8uT Tovr T 8WT> v @2
(aCQ aCQ 8C2 ) (T) (8F2 8F2 aFQ > (,r)
+ u W

ouT = ovT = owT ouT  ovT = owT

J14 - D17
Ju = K;.

Parcialni derivace jednotlivych matic se provadéji obdobné jako u matice A v od-
stavci 3.1.1, tedy analogicky podle vztahu (3.49). Z rovnic (4.18) vidime, ze vSechny
matice kromé A jsou zavislé na tenzoru rychlosti deformace a ten je zavisly na

rychlostech u, v, w. Parcialni derivace napriklad pro matici C; bude ve tvaru
0C,  0C; 090Gy
( 0uz + 81)1' * 821)Z M B

n—1 n=3 8[2 8[2 6[2
K I,?
[ 2 Qe 2 (81@ * (?vi + 0wz

(4.22)

) HyHgdxl v,
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Konstanty K a n jsou parametry nenewtonské kapaliny z mocninového modelu
(4.12). Pro druhy invariant tenzoru rychlosti deformace I, po rozepsani a pouziti
vztaht (3.29) potom plati

2 2 2
L =(Hlu) + (H]v) + (HIw) + (4.23)
1 T T.\? T T.\? T T\
+2((Hyu+Hxv) —I—(qu—l—HIW) +(sz+Hyw) )
Pro vyjadreni jeho parcidlni derivace pouzijeme taktéz rovnici (3.49).

Vsechny vyse uvedené vztahy byly aplikovany na numerické reseni stacionarniho
laminarniho izotermického proudéni nestlacitelné vazké nenewtonské kapaliny v rov-
ném trojrozmérném kandlu a v kanalu ptlkruhového tvaru. Pro popis viskozity byl
pouzit mocninovy zédkon. Vysledky také byly porovnany s vysledky z kapitoly 3.1.1.

4.3.2 Vysledky

V tomto odstavci uvedeme konkrétni vypocty stacionarniho laminarniho izotermic-
kého proudéni nenewtonské kapaliny v kandalech. Postup je shodny s tim, co je
uvedeno v uvodu odstavce 3.1.2. Konkrétni vypocty ukdzeme na piimém kandlu

kruhového prurezu a kanalu kruhového prurezu se strednici tvaru pulkruznice.

Primy kanal
Uvazovany kanal je zobrazen na obr. 3.5 a vstupni parametry této tlohy a rozmeéry

jsou néasledujici:

Pustup = 1000 [-] tlak na vstupu kandlu,

Dugstup = 0 [] tlak na vystupu kanélu,

K = 50 [-] konzistentni parametr,

p = 1 [] hustota,

l = 10 [] délka kandlu,

r = 2 [] polomér kandlu,

Vo = [-] rychlost kapaliny na sténé kandlu.

Kanal je Tesen pro hodnoty indexu toku n = 0,95 a n = 1,05. Byl modelovan
stejnou siti jako v odstavci 3.1.2. Sit tedy méla celkem 160 prvki, 10 po délce pri-
mého kanalu a 16 na prurezu. V nasledujicich obrazcich a tabulkach jsou zobrazeny

vysledky pro zadané hodnoty.
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Obr. 4.3: RozloZeni tlaku v primém kanalu v roviné yz pron =0,95an = 1,05

Tabulka 4.1: Hodnoty tlaku v ptimém kanélu v roviné yz

z/y | n -2 -1 0 1 2

0 [0,95 | 841,71 | 1061,60 | 1050,57 | 1061,60 | 841,71
1,05 || 841,88 | 1060,53 | 1047,64 | 1060,53 | 841,88
1 1095 947,70 | 890,03 | 920,89 | 890,03 | 947,70
1,05 || 947,53 | 890,65 | 922,42 | 890,65 | 947,53
2 10,95 || 784,47 | 810,00 | 806,62 | 810,00 | 784,47
1,05 || 784,96 | 810,54 | 805,83 | 810,54 | 784,96
3 1095 | 712,22 | 701,25 | 702,77 | 701,25 | 712,22
1,05 || 712,31 | 701,34 | 703,31 | 701,34 | 712,31
4 1095 598,53 | 60249 | 601,96 | 602,49 | 598,53
1,05 || 598,65 | 602,60 | 601,90 | 602,60 | 598,65
5 10,95 || 500,00 | 500,00 | 500,00 | 500,00 | 500,00
1,05 || 500,00 | 500,00 | 500,00 | 500,00 | 500,00
6 |0,95 | 401,47 | 397,51 | 398,04 | 397,51 | 401,47
1,05 || 401,35 | 397,40 | 398,10 | 397,40 | 401,35
7 1095 || 287,78 | 298,75 | 207.23 | 208,75 | 287,78
1,05 || 287.69 | 298,66 | 206,69 | 298.66 | 287,69
8 10,95 || 215,53 | 190,00 | 193,38 | 190,00 | 215,53
1,05 || 215,04 | 189,46 | 194,17 | 189,46 | 215,04
9 1095 5230 | 10997 | 7911 | 109,97 | 52,30
1,05 || 52,47 | 109,35 77,58 109,35 | 52,47
10 | 0,95 || 158,29 | -61,60 -50,57 -61,60 | 158,29
105 || 158,12 | -60.53 | -47.64 | -60.53 | 158,12
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Obr. 4.4: Rozlozeni rychlosti v pfimém kanalu v roviné yz pron =0,95an = 1,05

Tabulka 4.2: Hodnoty rychlosti v pfimém kandlu v roviné yz

2y n || 2 5] 105 0 os] 1 [15] 2|
0 1095[000][075|1,18]1,49] 1,56 1,49]1,18]0,75 [ 0,00
1,05 || 0,00 | 1,16 | 1,87 | 2,37 [ 2,50 | 2,37 | 1,87 | 1,16 | 0,00
1 095000067125 157]1,64]157]1.25][0,67 0,00
1,05 || 0,00 | 1,03 [ 1,97 | 2,50 | 2,66 | 2,50 | 1,97 | 1,03 | 0,00
2 10,95 000][072]120]153]1,62]|1,53]1,20]0,72]0,00
1,05 [ 0,00 | 1,12 [ 1,80 | 2,43 [ 2,61 | 2143 | 1,89 [ 1,12 | 0,00
3 1095000071 ]1,21]1,51]1,60]1,51]1.21]0,71]0,00
1,05 [ 0,00 | 1,10 [ 1,91 | 2,42 ] 2,58 | 2,42 [ 1,91 | 1,10 | 0,00
4 1095000071 121151159151 1,210,711 0,00
1,05 [ 0,00 [ 1,11 [ 1,90 | 2,42 [ 2,57 [ 2,42 [ 1,90 | 1,11 | 0,00
5 10,951 000][071 121 ]1,51]159]1,51]1,21]071]0,00
1,05 [ 0,00 | 1,10 [ 1,91 | 2,42 | 2,57 [ 2,42 [ 1,91 | 1,10 | 0,00
6 10951000071 121]151]159]1,51]1,21]0771]0,00
1,05 | 0,00 | 1,11 | 1,90 | 2,42 [ 2,57 | 2,42 | 1,90 | 1,11 | 0,00
7 1095000071 121]151]1,60]1,51]1,21]071]0,00
1,05 [ 0,00 [ 1,10 [ 1,01 | 2,42 ] 2,58 [ 2,42 [ 1,91 | 1,10 | 0,00
8 1095 000][072]120]153]1,62]1,53]1,20]0,72]0,00
1,05 | 0,00 | 1,12 [ 1,80 | 2,43 [ 2,61 | 2,143 | 1,89 [ 1,12 | 0,00
9 10951000067 |125]157]1,64]|1,57]1,25]0,67]0,00
1,05 [ 0,00 | 1,03 [ 1,97 | 2,50 [ 2,66 | 2,50 | 1,97 [ 1,03 | 0,00
10 10,951 0,00 0,75] 1,18 1,49 | 1,56 | 1,49 | 1,18 [ 0,75 | 0,00
1,05 || 0,00 | 1,16 | 1,87 | 2,37 [ 2,50 | 2,37 | 1,87 | 1,16 | 0,00
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Obr. 4.5: Porovnani rychlosti v roviné yz pron = 0,95 an = 1,05

7 obr. 4.3 a tabulky 4.1 vidime, Zze hodnoty tlaku pro n = 0,95 a n = 1,05
jsou témér shodné a linearné klesaji od vstupu k vystupu. Stejné jako v odstavcich
3.1.2 a 3.2.4 jsou na vstupu a vystupu jisté odchylky od zadanych hodnot. Tabulka
potvrzuje, ze v dostatecné vzdalenosti od koncti kanalu nemaji numerické nepres-
nosti vliv (ve stfedu kanéalu dosahuji hodnoty tlaku konstantnich hodnot). Kanal je
symetricky, hodnoty jsou shodné v ostatnich rovinach se svislou osou z.

7 porovnani rozlozeni rychlosti na obr. 4.4, 4.5 a v tabulce 4.2 vidime, Ze pro
index toku n = 0,95 se jedna o pseudoplastickou kapalinu a parabola rozlozeni
rychlosti je plossi nez pro dilatantni kapalinu s indexem toku n = 1,05. Z tabulky
je dale zfejmé, ze numerické nepresnosti nemaji ve stiedu kanalu vliv na rozlozeni

rychlosti, na rozdil od koncti primého kanalu.

Kanal kruhového prurezu se stfednici tvaru pulkruznice

Uvazovany kandl je zobrazen na obr. 3.8. Vstupni parametry a rozméry tlohy jsou:

Postup = 1000 [-] tlak na vstupu,

Doystup = 0 [] tlak na vystupu,

K = 50 [-] konzistentni parametr,

p = 1 [] hustota,

R = 6 [] polomér kandlu pulkruhového tvaru,

r = 1 [] polomér prifezu kandlu pilkruhového tvaru,
l = 67 [ stredni délka kandlu,

Vg = 0 [] rychlost kapaliny na sténé kanalu.
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Kanal je Tesen pro hodnoty indexu toku n = 0,95 a n = 1,05. Byl modelovan
stejnou siti jako v odstavci 3.1.2, sit tedy méla celkem 272 prvki. V nésledujicich

obrazcich a tabulkach jsou zobrazeny vysledky pro zadané hodnoty.
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Obr. 4.6: Rozlozeni tlaku v pulkruhovém kanélu v roviné zz pron = 0,95an = 1,05

Tabulka 4.3: Hodnoty tlaku v kanalu v roviné xz pron =0,95an = 1,05

z/x| o | 2 | 1 | o [ 1 | 2 |
0 1095 929,49 | 1014,27 | 1022,87 | 1050,93 | 917,38
1,05 || 930,16 | 1014,15 | 1022,11 | 1050,00 | 916,03
1 ]0,95] 958,39 | 937,46 | 950,50 | 937,74 | 976,51
1,05 || 958,38 | 937,81 | 951,23 | 937,65 | 976,77
2 10,95 | 879,32 | 887,18 | 886,88 | 890,58 | 872,12
1,05 || 879,71 | 887,46 | 886,70 | 890,85 | 872,28
4 1095 | 766,40 | 767,57 | 767,53 | 768,19 | 764,07
1,05 || 766,52 | 767,68 | 767,58 | 768,36 | 764,18
6 | 095 | 648,39 | 648,57 | 648,56 | 648,73 | 647,76
1,05 || 648,45 | 648,63 | 648,61 | 648,30 | 647,82
8 1095 529,68 | 529,71 | 529,71 | 529,77 | 529,45
1,05 || 529,69 | 529,73 | 529,72 | 529,79 | 529,46
10 | 0,95 || 410,82 | 410,80 | 410,88 | 410,98 | 410,47
1,05 || 410,79 | 410,86 | 410,85 | 410,95 | 410,45
12 10,95 || 291,66 | 292,12 | 292,10 | 292,44 | 290,49
1,05 || 291,59 | 292,04 | 292,01 | 292,40 | 290,41
14 [ 0,95 | 170,64 | 173,83 | 173,56 | 174,83 | 166,42
1,05 || 170,56 | 173,68 | 173,36 | 174,90 | 166,25
16 | 0,95 | 41,61 | 62,53 | 4947 | 62,25 | 23.48
1,05 || 41,62 | 62,19 | 48,77 | 62,35 | 23,23
17 10,95 70,51 | -14,26 | -22,84 | -50,93 | 82,65
1,05 || 69,84 | -14,15 | -22,11 | -50,00 | 83,97
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Obr. 4.7: Rozlozeni tlaku v ptilkruhovém kanalu v roviné yz pron = 0,95an = 1,05

Tabulka 4.4: Hodnoty tlaku v kanalu v roviné yz pron =0,95an =1,05

z/y | n -2 -1 0 1 2

0 10,95 | 921,71 | 1028,16 | 1022,87 | 1028,16 | 921,71
1,05 || 921,68 | 1027,76 | 1022,11 | 1027,76 | 921,68
1 1095 965,14 | 937,17 | 950,50 | 937,17 | 965,14
1,05 || 965,15 | 937,56 | 951,23 | 937,56 | 965,15
2 10,95 || 876,55 | 888.30 | 886,88 | 888,30 | 876,55
1,05 || 876,89 | 888,60 | 886,70 | 888,60 | 876,89
4 10,95 | 765,72 | 767,74 | 767,53 | 767,74 | 765,72
1,05 || 765,84 | 767,87 | 767,58 | 767.87 | 765,84
6 | 0,95 || 648,24 | 648,61 | 648,56 | 648,61 | 648,24
1,05 || 648,30 | 648,67 | 648,61 | 648,67 | 648,30
8 10,95 || 529,63 | 529,72 | 529,71 | 529,72 | 529,63
1,05 || 529,65 | 529,74 | 529,72 | 529,74 | 529,65
10 | 0,95 || 410,74 | 410,91 | 410,88 | 410,91 | 410,74
1,05 || 410,71 | 410,88 | 410,85 | 410,88 | 410,71
12 10,95 || 291,34 | 292,20 | 292,10 | 292,20 | 291,34
1,05 || 291,28 | 292,13 | 292,01 | 292,13 | 291,28
14 10,95 || 169,22 | 174,16 | 173,56 | 174,16 | 169,22
1.05 || 169,12 | 174,06 | 173,36 | 174,06 | 169,12
16 | 0,95 || 34,85 62,83 49 .47 62,83 34,85
1,05 || 34,85 62,44 48,77 62,44 34,85
17 10,95 | 7831 | -28,16 -22.84 -28,16 | 78,31
105 || 7832 | -27.76 | -22.11 | -27.76 | 78.32
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Obr. 4.8: Porovnani rychlosti v roviné xz pron =0,95an =1,05

Tabulka 4.5: Hodnoty rychlosti v kanalu v roviné xz pron =0,95an = 1,05

z/x| n || 2 5] 105 0 o5 1 [15] 2|
0 [095]000]042]0717]091]099]098]081]055]0,00
1,05 | 0,00 [ 0,56 [ 0,96 | 1,24 | 1,35 [ 1,34 | 1,10 | 0,74 | 0,00
1 10,951 0,00]034]069]091]1,03]1,05]0091]055]0,00
1,05 | 0,00 | 0,46 [ 0,92 | 1,24 | 1,41 [ 1,45 | 1,23 | 0,72 | 0,00
2 1095 0,00]038]0,67]090]1,01]1,02]087]057]0,00
1,05 [ 0,00 [ 0,51 [ 0,90 | 1,22 1,39 | 1,40 | 1,18 | 0,75 | 0,00
4 1095 000038068090/ 1,00]1,01]086 0,5 | 0,00
1,05 || 0,00 [ 0,51 [ 0,91 [ 1,22 [ 1,38 | 1,39 | 1,17 | 0,74 | 0,00
6 095 000]038]068]090]1,00]101]086]056]0,00
1,05 [ 0,00 [ 0,50 [ 0,92 | 1,22 ] 1,38 1,39 | 1,17 | 0,74 | 0,00
8 1095 0,00]038]0,68]090]1,00]1,01]086]056]0,00
1,05 [ 0,00 [ 0,50 [ 0,92 | 1,22 1,38 [ 1,39 | 1,17 | 0,74 | 0,00
10 | 0,95 0,00 | 0,38 ] 0,68 0,90 | 1,00 1,01 0,86 | 0,56 | 0,00
1,05 [ 0,00 [ 0,50 [ 0,92 | 1,22 ] 1,38 [ 1,39 | 1,17 | 0,74 | 0,00
12 10,95 [ 0,00 | 0,38 ] 0,68 0,90 | 1,00 1,01 | 0,86 | 0,56 | 0,00
1,05 [ 0,00 [ 0,50 [ 0,92 | 1,22 1,38 [ 1,39 | 1,18 | 0,74 | 0,00
14 10,95 0,00 |0,37] 068090 1,01]1,01]087]056 0,00
1,05 | 0,00 [ 0,50 [ 0,91 | 1,22 ] 1,38 [ 1,39 | 1,18 | 0,74 | 0,00
16 | 0,95 0,00 | 0,34 ] 0,69 091 | 1,03] 1,05] 091 | 0,55 | 0,00
1,05 | 0,00 [ 0,46 [ 0,92 | 1,24 | 1,41 [ 1,45 | 1,23 | 0,72 | 0,00
17 10,95/ 0,00 | 0,42 ] 0,71 [ 0,91 [ 0,99 | 0,98 | 0,81 | 0,55 | 0,00
1,05 [ 0,00 [ 0,56 [ 0,96 | 1,24 | 1,35 [ 1,34 | 1,10 | 0,74 | 0,00
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Obr. 4.9: Porovnani rychlosti v roviné yz pron = 0,95 an = 1,05

Tabulka 4.6: Hodnoty rychlosti v kanalu v roviné yz pron =0,95an = 1,05

2y n || 2 5] 105 0 o5 1 [15] 2|
0 095000047 ]0,767]0,94]0,99 094 0,76 0,47 [ 0,00
1,05 | 0,00 0,63 ] 1,02 | 1,28 1,35]1,28 | 1,02 0,63 | 0,00
1 10,951 000]042]0,78]098]1,03]0,98]0,78]042 0,00
1,05 | 0,00 | 0,56 | 1,06 | 1,33 | 1,41 [ 1,33 | 1,06 | 0,56 | 0,00
2 1095 0,00]045|0,76]0,96| 1,01 096|076 | 0,45 | 0,00
1,05 | 0,00 [ 0,60 | 1,02 | 1,30 | 1,39 | 1,30 | 1,02 | 0,60 | 0,00
4 1095 000045076095 1,00]095]0,76 | 045 | 0,00
1,05 | 0,00 [ 0,60 | 1,03 | 1,30 | 1,38 | 1,30 | 1,03 | 0,60 | 0,00
6 095 000045076095 1,00]095]0,76 | 0,45 | 0,00
1,05 || 0,00 [ 0,60 | 1,03 | 1,30 | 1,38 | 1,30 | 1,03 | 0,60 | 0,00
8 1095000045076 0,95]1,00]095]0,76 | 0,45 | 0,00
1,05 [ 0,00 [ 0,59 | 1,03 | 1,30 | 1,38 [ 1,30 | 1,03 | 0,59 | 0,00
10 10,95 0,00 | 0,45 ] 0,76 [ 0,95 | 1,00 | 0,95 | 0,76 | 0,45 | 0,00
1,05 | 0,00 [ 0,59 [ 1,03 | 1,30 | 1,38 [ 1,30 | 1,03 | 0,59 | 0,00
12 10,95 || 0,00 | 0,45 | 0,76 | 0,95 | 1,00 | 0,95 | 0,76 | 0,45 | 0,00
1,05 [ 0,00 [ 0,59 | 1,03 | 1,30 | 1,38 | 1,30 | 1,03 | 0,59 | 0,00
14 10,95 0,00 | 0,44 ] 0,76 [ 0,95 | 1,01 ] 0,95 | 0,76 | 0,44 | 0,00
1,05 0,00 0,59 [ 1,03 | 1,30 | 1,38 | 1,30 | 1,03 | 0,59 | 0,00
16 | 0,95 0,00 | 0,42 ] 0,78 [ 098 | 1,03] 0,98 | 0,78 | 0,42 | 0,00
1,05 | 0,00 [ 0,56 | 1,06 | 1,33 | 1,41 | 1,33 | 1,06 | 0,56 | 0,00
17 10,95/ 0,00 | 0,47 ] 0,76 [ 0,94 | 0,99 | 0,94 | 0,76 | 0,47 | 0,00
1,05 | 0,00 [ 0,63 | 1,02 | 1,28 [ 1,35 | 1,28 | 1,02 | 0,63 | 0,00
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Vysledky z pulkruhového kanalu jsou podobné vysledkim z piimého kanalu.
Rovnéz zde klesé tlak skoro linedrné od vstupu k vystupu (obr. 4.6 a obr. 4.7) a na
koncich kanalu jsou numerické neptesnosti. Z tabulek 4.3 a 4.4 vidime, Ze hodnoty
tlaku pro index toku n = 0,95 a n = 1,05 jsou témér shodné.

Stejné jako u primého kanalu je i zde parabola rychlosti pro dilatantni kapalinu
s indexem toku n = 1,05 vice zakfivena nez u pseudoplastické kapaliny s n = 0, 95.
Z obrazku 4.8 vidime, ze kapalina proudi rychleji u vnitini stény pulkruhového
kanalu, coz je zpusobeno vlivem geometrie. To dokazuji i hodnoty ve sloupcich
tabulky 4.5. V roviné fezu yz jsou jednotlivé paraboly symetrické, protoze je vliv

zaktiveni kanalu na proudéni kapaliny konstantni viz obr. 4.9 a tabulka 4.6.

4.4 Ridici rovnice viskoelastickych kapalin

Jak jiz bylo uvedeno v ivodu, ma nenewtonské chovani kapalin obecné mnoho po-
dob. V predchozich kapitolach jsme modelovali zavislost viskozity na smykové rych-
losti, neresili jsme problém viskoelasticity kapalin a jejich paméti. Nyni se budeme
zabyvat modelovanim proudéni viskoelastickych kapalin. Stejné jako v predchozich

pripadech bude pouzita metoda konecnych prvkii.

4.4.1 Rovnice zachovani

Popis proudéni uvazovanych kapalin je obecné zalozen na béazi zachovani hmotnosti,
hybnosti a energie, odpovidajici stavové rovnici a konstitutivnich vztazich. Daéle
se omezime na homogenni, izotropni, nestlacitelné, viskdzni kapaliny a laminarni
izotermické proudéni. Budeme se zabyvat feSenim 2D problému (rozsifeni na 3D
je analogické, ale vypoctové podstatné naroénéjsi) a jednoduchymi kapalinami se
slabou“ paméti. Reseni budeme hledat v kartézskych soufadnicich v Eulerové po-

pisu.

Nadale plati zékon zachovani hmotnosti vyjadieny rovnici kontinuity (3.11) a za-
kon zachovani hybnosti ve tvaru Navierovy-Stokesovy rovnice (3.3). Tyto rovnice
resime spolecéné s konstitutivnimi vztahy pro ptislusnou kapalinu a s poc¢atecnimi
a okrajovymi podminkami. Vzhledem k rozmanitosti uvedeme konstitutivni vztahy
viskoelastickych materiali v samostatném odstavci.

4.4.2 Konstitutivni vztahy

Tenzor napjatosti pro nestlacitelné kapaliny mé tvar
Tij = —pdi; + Tij, (4.24)

kde p je tlak a Tj; je viskozni tenzor napjatosti. Poznamenejme, Ze u viskézniho

tenzoru napjatosti neni stopa nulova, a tedy tlak p neni hlavni normalové napéti
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jako u Newtonovy kapaliny. Klicovou otazkou pro konstrukei konstitutivniho vztahu
viskoelastickych kapalin je vybér vztaht mezi viskéznim napétim a kinematikou
kapalinovych c¢astic pii proudéni. Pro jednoduché kapaliny se obecny konstitutivni
vztah vyjadiuje ve funkciondlnim tvaru, kde aktualni napéti je vazano na historii

deformace c¢éastic kapaliny. Typickou relaci je
Ty = Tij [Gr () ,0 < s < 0], (4.25)

kde 7;; je funkciondl tenzorového charakteru, Gy tz. ,koneény“ deformacni ten-
zor (mé piimou vazbu na pravy Cauchytuv-Greentuv tenzor deformace), s =t — ¢/
je Casovy usek z casu t' do okamzitého ¢asu t. Obecnd forma (4.25) musi byt pro
konkrétni kapalinu samoziejmé konkretizovana. Existuje cela fada konstitutivnich
vztahtl pro jednoduché kapaliny. Zadny vztah neni univerzalni, vidy je vazan na
konkrétni typ kapaliny. Konstitutivni vztahy lze rozdélit do dvou zakladnich skupin

na integralni a diferencidlni modely.

Integralni modely jsou reprezentovany integralem pres uplynuly ¢as a integruje se
yhistorie® deformace kapaliny. Je to tedy model reprezentujici pridavné napéti. U di-
ferencialnich modeli je tenzor pridavného napéti urcéen z evolucéni rovnice, ktera dava
do relace napéti a rychlost jeho zmén s kinematikou proudéni (tenzorem rychlosti
deformace). Volba mezi diferencidlni a integralni formou je pro numerickou simulaci
zasadni, protoze pro obé formulace jsou znacné komplikované a maji zcela odlisné
vypoctové algoritmy. Zameérime se predevsim na diferencidlni tvar konstitutivnich

vztahl. Integralni formulace se dotkneme pouze informativneé.

Diferencialni modely

Diferencialni konstitutivni vztahy jsou tzv. rychlostni modely a lze je rozdélit na

linedrni a nelinedrni modely. Konstitutivni vztah (4.24) upraveny na tvar

T
Tij+ A 823] =20V, (4.26)
popisuje linearni Maxwellovu kapalinu. A je relaxacni Cas, tenzor V;; vyjadiuje

rychlost deformace a ¢len A= predstavuje elasticitu kapaliny s ekvivalentnim elas-

¢
tickym modulem G. Pro relaxacni funkci, kterda popisuje historii napéti, lze napt.

9T
0

pouzit

O(t) = ge*%. (4.27)

Analogicky ke vztahtim (4.24), (4.26) je definovana Jeffreyova linearni kapalina,

pro kterou ma konstitutivni vztah tvar

oT;; OV,
T+ \—2L=2 4 A—2 | . 4.2
) + 1 at 7) (V;J + 2 at ) ( 8)

Pro rozsiteni téchto linearnich modeli na nelinearni problémy je nutno zajis-

tit objektivitu (invariantnost) piislusnych materidlovych (konvektivnich) derivaci
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obecné symetrického tenzoru 2. fadu. Necht ¢;; oznacuje kartézské soutfadnice ten-
zoru 2. fddu, potom horni konvektivni derivace (tj. objektivni, také kontravariantni

nebo Oldroydova) je definovana [4]

a%‘j
(%k

v Oy
AT

+ vy — Linor; — LjrPris (4.29)

a dolni konvektivni derivace (také kovariantni)

801']' N 8t * Uk 8$k

+ Liiorj + LijQris (4.30)

kde vy, jsou slozky vektoru rychlosti, L;; slozky rychlostniho gradientu. Vzhledem
k tomu, ze vztahy (4.29) a (4.30) jsou piipustné konvektivni derivace, tak jejich

linedrni kombinace je také pripustnd (objektivni) derivace. Z toho plyne

0 a\ v a\ A

Tento vztah byva nazyvan zobecnéna konvektivni derivace a zifejmé pro a = 0 se
redukuje na (4.29) a pro a = 2 potom na (4.30). Pokud je a = 1 tak derivace
(4.31) se nazyva Jaumannova derivace. Pro derivaci dopliikového tenzoru napjatosti
s kartézskymi slozkami 7;; potom plati:

v oT}; T

Tij = at] —+ Vg axk — leTk] — ijTki7 (432)
A oT;; OT;

Tz'j @t] + vk 8ZE]: + Llek] + ijTki7 (433)
0 a\ V a\ A

VsSechny tyto derivace mohou byt pouzity v rtznych diferencidlnich konstitu-
tivnich vztazich. Vybér prislusného typu zavisi na konkrétni viskoelastické kapa-
liné a vyplyva obecné z experimentalnich namérenych dat jednoduchého smykového
proudéni. Nejjednodussi diferencialni konstitutivni vztahy pro nelinearni viskoelas-
tické kapaliny dostaneme tak, ze v Maxwellové modelu (4.26) pouzijeme horni ¢i
dolni objektivni derivaci. Model horni konvektivni Maxwellovy kapaliny ma
tvar .

T + NT'i; = 20V, (4.35)

a je casto pouzivan pro testovani numerickych algoritmi. Dolni konvektivni mo-
del Maxwellovy kapaliny se prilis nepouzivé, nebot predikuje nerealistické fyzikalni
chovani.

Pokud pouzijeme v Maxwellové modelu (4.26) zobecnénou konvektivni derivaci

(4.31), dostaneme Johsoniiv-Segalmaniv model

0
Tij + ATij = 2nVij. (4.36)
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Jednoduchou modifikaci tohoto modelu je Phan Thientiv-Tanneriv model

0
kde funkce Y (T) pied T;; ma tvar
A
wa):1+f%mmT% (4.38)

kde € je konstanta. Tomuto modelu se ¢asto dava prednost pred modelem (4.36).

Oba uvedené modely (4.36) a (4.37) ,trpi“ béznym defektem, kdy pro monoténné
vzrustajici smykovou rychlost existuje oblast, v niz smykové napéti klesid. To je
fyzikalné nerealné chovani. Casto lze tyto anomélie odstranit dekompozici pFidavné
napjatosti na dvé c¢asti

Ty; =T + T, (4.39)
kde T3 je cisté viskozni slozka odpovidajici Newtonové kapaliné a Tf;- slozka visko-
elastického tenzoru, kterd odpovida napr. polymernim prisadam. Pro Johsonovu-

Segalmanovu kapalinu plati
T35 = 20°Viy, (4.40)
P 0F
Tz‘j + )‘Tij = 2n"Vi;.

Ze vztaht (4.39) a (4.40) lze vytvorit novy konstitutivni vztah (eliminace rozdilného

napéti)
0 , 0
Tij + ATij = 27 <Vz‘j + A Vij) ) (4.41)

kde 7 = (n° +17) a X\ = )\%S je retarda¢ni ¢as. Konstitutivni vztah (4.41) definuje

kapaliny Oldroydova typu. Rizny vybér konvektivni derivace v tomto vztahu ge-
0 v

neruje specidlni modely kapalin. Napf. pro a = 0 prejde T;; na T;; a vztah (4.41)

0 A
popisuje tzv. Oldroydovu B kapalinu. pro a = 2 ptejde T';; na T';; a dostaneme
Oldroydovu A kapalinu.

Ve vSech uvedenych konstitutivnich vztazich jsou materialové parametry A a 7
povazovany za konstanty. Pro nékteré kapaliny tyto konstanty nevyhovuji. Potom
se parametry A a n uvazuji jako funkce invarianti tenzoru rychlosti deformace (ob-
vykle zévislost pouze na I5). Konkrétné napiiklad pro horni konvektivni Maxwellovu
kapalinu [21]

Ty + A (L) Tsy = 207 (1) Vi, (4.42)
Tento konstitutivni vztah se obvykle nazyva jako Whitetuv-Metzeriv model. Jestée
poznamenejme, ze Oldroydova a Maxwellova konvektivni kapalina jsou odvozeny
jako zobecnéni jednoduchych linearnich viskoelastickych model. Kazdy uvedeny
model je specificky a jeho platnost je omezena na konkrétni kapalinu. Zdiraznéme,
ze zadny model neplati pro jakékoliv viskoelastické chovani.
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Integralni modely

Tento integralni model viskoelastickych kapalin také reprezentuje pridavné (viskozni)
napéti a je reprezentovan integralem ptes historii deformace kapaliny. Obecny tvar
integralniho modelu [21] je

t
T~:/ om(t—t ) Hy; (t—t)dt, 4.43
=) 2m(t=t) Hy (1 =) (443)
kde t je okamzity cas, m skaldrni funkce paméti (také relaxacni jadro), H;; nelinearni
deforma¢ni tenzor (mira pfetvofeni mezi proflym ¢asem ¢ a okamzitjym asem t).
Opét zde existuje celd fada vhodnych tvari pamétové funkce i deformacni miry mezi
Casy t at. Funkce paméti se standardné bere jako klesajici funkce ¢asového intervalu

s =t —t. Z toho plyne typicky tvar této funkce v exponencidlnim tvaru (souvisi
s relaxacni funkei (4.27))

' Mo _s
m(t—t)zm(s):ﬁe X, (4.44)
Vybér miry deformace ve vztahu (4.43) je do zna¢né miry libovolny a casto se

vyjadifuje obecné v tzv. rozdélené formeé [4]
Hij =@y (I,11)C;;' + @, (1,111) Cy, (4.45)

kde C;; je pravy Cauchytv-Greeniiv tenzor pretvoreni, Cigl je jeho inverzni tenzor
(Casto nazyvany Fingeruv tenzor), ®; jsou skaldrni funkce, které jsou funkei invari-
anttl deformacnich tenzort, tj. I = tr (Cfl) a Il = tr (C;;). Uvedeny deformacni

tenzor ma tvar

oX 0x

Ci = o 0w

(4.46)

X je poloha astic kapaliny v ¢ase t', kterd se v ¢ase t nachézi v poloze z;. Uvedené
vztahy se samoziejmé musi specifikovat pro konkrétni kapaliny, napt. jako specialni
piipad uvazujeme Maxwelliv model kapaliny, kdy ve (4.45) polozime ®; = 1 a

®y = 0 a pouzijeme pamétovou funkei (4.44). Potom z (4.43) dostaneme

t—t , /
Tij_zg/_;—( < ) [(C5t () — o] at' . (4.47)

Demonstrujeme vztah mezi diferencialnim a integralnim tvarem konstitutivniho
vztahu na linedrni Maxwellové kapaliné. Integralni tvar miizeme napsat ve tvaru

[16]
t ! / !
njzzf N AGLS (4.48)
Do této rovnice dosadime za relaxacni funkci ® (4.27), kterd hraje roli pamétové

funkce, a dostaneme vychozi konstitutivni vztah
2 t —t ! /
Ty, = 77’/_00 e TV () dt (4.49)
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Tento konstitutivni vztah budeme déle derivovat podle ¢asu. Pro derivaci pouzijeme
Leibnitzovo pravidlo o derivovani integralu, jehoz meze jsou zavislé na parametru
[18]. Derivace tenzoru (4.49) podle casu ma tvar

aﬂj . 277 t 1 _t;tl / / _ 1 2?7
o =3 L (R) T (O 0] - 5 S s

resp. po vynasobeni soucinitelem A dostavame

oT;;

Tii + A
ij T ot

= 2V, (4.51)

To je ale pravé konstitutivni vztah (4.26). Z toho plyne, Ze integralni tvar konsti-
tutivnitho vztahu (4.48) linearni Maxwellovy kapaliny je stejny jako ,rychlostni®
tvar konstitutivniho vztahu (4.26). A dale plati, ze konstitutivni vztah (4.49) neni
nic jiného, nez feseni linearni nehomogenni diferencialni rovnice (4.26). Pozname-
nejme, ze linearni Maxwellovy kapaliny jsou akceptovatelné pouze pro ty kapaliny
a takové pohyby kapalin, u kterych dochazi béhem proudéni k malym deformacénim
gradientum ¢éstic kapaliny. Déale konstitutivni vztah v integralnim tvaru (4.47) je
ekvivalentni s hornim konvektivnim Maxwellovym modelem, jehoz diferencidlni tvar
je (4.35). Jesté poznamenejme, Ze ackoliv u Maxwellovy kapaliny existuji oba tvary
konstitutivniho vztahu (diferencidlni a integrédlni), tak obecné to pro konstitutivni

vztahy jinych kapalin neplati.

4.5 MKP model viskoelastické kapaliny

Postup feseni demonstrujme na laminarnim izotermickém proudéni homogenni ne-
stlacitelné kapaliny ve 2D prostoru. Uvazujeme model horni konvektivni kapaliny a
zanedbame opét objemové sily.

Ridicimi rovnicemi jsou Navierova-Stokesova rovnice a rovnice kontinuity

81)1' (%Z- aTij
. pr— _— 4- 2
p(at ”ﬂaxj) oz, (4.52)
8Ui
= 0. 4.
5 = 0 (4.53)

Pouzijeme Oldroydiv B model kapaliny a budeme uvazovat vyse uvedeny konstitu-

tivni vztah (4.40) (pro a = 0) ve tvaru
v
T+ XTHVy; = 2PV (4.55)

Do vztahu (4.52) dosadime (4.24) a zohlednime (4.39) a (4.54). Potom budou mit
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Fidici rovnice tvar

v, v op 0(2nViy) oI
( ot + Y 0:1:]> - 8:1:1 + 813j + &Ej ’
81)1-
pum 4-
o 0, (4.56)

v
T+ TS = 2P,

IR

kde n* je viskozita Cisté viskozni kapaliny a n? je viskozita elastické casti kapaliny.
Pro 2D proudéni davaji rovnice (4.56) Sest rovnic pro Sest neznamych - vy, vq, p,
T117 T227 T1p2

Nyni nésleduje formulace slabého Feseni (Galerkinova metoda). Vychozi inte-

gralni identity maji pro stacionarni pomalé proudéni tvar

o .0 [0\ OTF B
/Qe [81’1 — 7 8xj <8$]> 81]1 5U1d$ N O,

X gzld = 0, (4.57)
v ov; ov
TP 4 ATV, — P ot — P 22| §TEdr = 0.
/fle[ l]_'_ " nal'] naml o

Na ¢leny v hranaté zavorce v prvni rovnici (4.57) aplikujeme Greenovu vétu a zo-

hlednime okrajové podminky (stejné jako u Newtonovy kapaliny). Slabé feSeni mé&

potom tvar
0dv; Ov; 00v; Odv;
7 Zd _/ % d 1Tﬁd — / i A zd
Q 8x]~ ij * Q E)xip T Q axj v v BQTJTLJ viax,
ti
8vZ
) =0 4.58
[ ovgide = o, (458)
v ov; ov;
TP 4 \TP. — pP—L — P L §TPdx = 0.
/Ql iJ + ij n 8:6] n 833@] ij Xz

4.5.1 Numericka realizace problému

Nyni provedeme numerickou realizaci problému. Budeme fesit stacionarni tlohu
proudéni nenewtonské viskoelastické kapaliny a postup bude podobny jako v [20].

Zadanou tlohu, jejiz slabé Teseni je popsano rovnicemi (4.58), budeme fesit jako
rovinnou tlohu proudéni. Provedeme diskretizaci problému konec¢nymi prvky. Tlak
p a slozky napéti T;; , kde 4,7 = 1,2, budeme aproximovat linedrnim polynomem
a slozky rychlosti v;, kde i = 1,2 kubickym polynomem. Pro aproximaci hledanych
funkci v libovolném konec¢ném prvku obecné plati

v, = HTVz‘, (459)
p = N'p, (4.60)
T; = ®'T. (4.61)
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h funkei

2D prvku [20]. Matice H je v tomto pripadé sloupcovou matici kubickych inter-

® je sloupcova matice linedrnich interpolacnic

pozadavek, ze slozky vektoru rychlosti musi byt aproximovany kubickym polyno-

pola¢nich funkei 2D prvku (4.62). Splnéni Babuskovy-Brezziho podminky vede na

Pro nasi volbu plati, ze N

mernn.

(4.62)

¢ime. Navierova-Stokesova

[1.-1]
rfezna

1,2 ap
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Obr. 4.10: Zobrazeni konecného prvku v souradnicovém systému 3,

rozepiseme pro i, j

Rovnice (4.58)



rovnice a rovnice kontinuity maji potom tvar

A B;

[ (oBE - D) de| v+ |- [ HONTd

/ Hycpde} T, = [ i,
Q [2)9]

—_—

~——_———
Ci1 Ci2 Fi
A B2

[ /Q 7 (HLHD + HH) de|vo + [— /Q H, N7 dz
I Hychdx} T = [ s,
Q o002
—_————
C21 Ca2 Fa
NH dz| v, + NH!dz| vy = 0.
Q v Q Y

K]_ K2

p+

n { / H@de} T?, +
Q
"

p+ (4.63)

+ { / Hm@de} T8, +
Q
—_— —m————

U konstitutivniho vztahu je nutno nejdiive diskretizovat konvektivni derivaci

(4.32). Zohlednénim predchozich vztahi dostaneme
Ty = (H'vi @] + H'v,®] — 2H]v,®") Ty — 2H] v, ®" Ty,
Toy — (H'v1®] + H'vy®] — 2H) v,®") Top — 2H v, ®" T, (4.64)
Tiy = (H"vi®] + H'v,®] — HIv,®" — H]v,®") T, —
—HIv,®" Ty, — H] vi® T,
Diskretizovanda konstitutivni rovnice ma potom tvar

{ / BTz
AL

D E11

+ [ / —2A®H v ®"dx| Ty + {—2 / n*®H dx
Q Q

Ty + [ / A\ (H'v, &7 + H'v,@] — 2H! vlbeﬂ Ty +
Q

V1:0,

E21 2L,

[ @27 de| T+ | [ 0@ (Hv @7 4+ Hv,8] — 2H]v,@7) | Tos +
Q Q

| S
D Eg2

+ [ / —2A<I>H§v2cI>de] T + {—2 / n”fI)Hfdx} Vo= 0, (4.65)
Q Q

Eji2 2L2
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[ @] Tt |- [ APHIV,® da| Tui 4 [~ [ AOHIv®7do| Too
Q Q Q

————
D Gi11 G2

+ [ [ 2@ (H'vi®] + H'v,®] — Hivi®" — H}v,@") dx} T+

Gi2
+ {—/ np@Hgdx] vi+ {—/ np(PHfdx] vy = 0.
Q Q

L2 Ll

Rovnice (4.63) a (4.65) zapiSeme v blokovém tvaru

A 0 B Vi Cu 0 Cyp T F]
0 A B2 vo| + 0 CQQ Cgl T22 = F2 y
K1 KQ 0 P 0 0 0 T12 0 ]
D O 0 TH E11 (V) 0 E21 (V) TH_
0 DO To|+| O Es (v) Eiz(v) Ty | +  (4.66)
0 0 D T12 G11 (V) G22 (V) Glg (V) T12_

2L; 0 O Vi 0
+ 0 2L2 0 va| = |0},
L, Li O P 0

resp.

KyU+RT =F,
DT + ET+LU = 0. (4.67)
—_———

KT (V)

Resime tedy silné provézanou soustavu nelinearnich algebraickych rovnic (4.67),

kterou spojime a vyjadiime v symbolickém tvaru

A 0 B, Cy 0 Cis Vi F,

0 A B, Co 0 Co AP F

K, K, 0 0 0 0 I X B
2L; O 0 D+ E\; 0 Eo Ty 0

0 2L, O 0 D + Eo Eqo Ty 0
L Ly O G G2 D+ Gya [Tio] A

a Tesime klasickym postupem, viz. (3.43) az (3.45), (3.50). V nésledujici kapitole
uvedeme konkrétni ptiklad pro vypocet stacionarniho proudéni viskoelastické kapa-
liny.

4.5.2 Vysledky

V tomto odstavci provedeme numerické feSeni vyse popsané tlohy. Postup je shodny
s uvedenym v tvodu odstavce 3.1.2. Konkrétni vypocet ukdzeme na primém rovin-

ném kanalu znazornéném na obrazku 4.11 a budeme uvazovat bezrozmérné veliciny.
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Obr. 4.11: primy kanél v roviné zz

Zvolené vstupni parametry této tlohy a rozméry jsou nasledujici:

Postup = 1000 [-] tlak na vstupu kandlu,
Dugstup = 0 [] tlak na vystupu kanélu,
Re® = 0,02 [-] Reynoldsovo ¢islo pro ¢isté viskézni slozku kapaliny

(za n° dosadime =),

Re? = [] Reynoldsovo ¢islo pro elastickou slozku kapaliny

|~

(za 7P dosadime 5 ),
relaxacni cas,
délka kanalu,
sitrka kanalu,
Vg = 0 rychlost kapaliny na sténé kanalu.

10

4700

4600

4r L 4400

r 300

2r 200

r 100

0 x 2

Obr. 4.12: Rozlozeni tlaku v ptimém kandlu v roviné xz
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Obr. 4.13: Rozlozeni tlaku v ptimém kandlu v roviné xz

Tabulka 4.7: Hodnoty tlaku Tabulka 4.8: Hodnoty rychlosti
v primém kandlu v ptimém kandlu
z/x | 0 1 2 z/x || 0| 3 | 3 1 S22
0 || 1033,4 | 995,6 | 1033.4 0 ||0,0]063]1,05]| 1,18 | 1,05 0,63 | 0,0
1 9225 | 901,5 | 9225 1 100065103 (1,16 | 1,03 | 0,65 | 0,0
2 823,5 | 800,1 | 823,5 2 1001065104 1,16 | 1,04 | 0,65 | 0,0
3 723,1 | 700,3 | 723,1 3 11001065 |1,03]| 1,16 | 1,03 | 0,65 | 0,0
4 623,1 | 600,1 | 623,1 4 100065103116 | 1,03 | 0,65 | 0,0
5 523,0 | 500,0 | 523,0 5 |10,0]0,65|1,03]| 1,16 | 1,03 | 0,65 | 0,0
6 423,0 | 399,9 | 4230 6 ||0,0]065|1,03]| 1,16 | 1,03 0,65 | 0,0
7 3229 | 2998 | 3229 7 1001065 1,03]| 1,16 | 1,03 | 0,65 | 0,0
8 222,8 | 200,1 | 2228 8 1001065 1,04]| 1,16 | 1,04 | 0,65 | 0,0
9 1229 | 994 | 1229 9 |10,0{065|1,03]|1,16 | 1,03 0,65 ]| 0,0
10 16,2 7,8 16,2 10 |} 0,0 | 0,63 | 1,05 | 1,18 | 1,05 | 0,63 | 0,0

Z obr. 4.12 vidime, zZe stejné jako u predchozich prikladi, klesa tlak skoro linearné
od vstupu k vystupu. Na rozlozeni tlaku ma tedy vliv pouze souradnice z. Z tohoto
obrazku a tabulky 4.7 je také vidét, ze se mirné lisi hodnoty tlaku ve stfedu a na
okrajich kanalu po celé jeho délce. To je nejspis zpiisobenou samotnou strukturou
kapaliny. Rychlostni profil v kapaliné je parabolicky a symetricky, viz obr. 4.13 a ta-
bulka 4.8. Fyzikalné nepresné zadané Neumannovy okrajové podminky zptisobuji,
ze se hodnoty tlaku na vstupu a vystupu kanalu lisi od zadanych a také, ze paraboly
rychlosti na koncich kanalu se mirné lisi od parabol popisujicich rozlozeni rychlosti

ve stredu kandalu.
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5 Zaveér

Diplomova prace je vénovana matematickému modelovani newtonskych a nenewton-
skych kapalin. K numerické realizace je pouzita metoda koneénych prvki. V tvodu
je zminéno néco malo z poc¢atki historie metody koneénych prvki a uvedeno nékolik
osobnosti, které se této problematice vénovaly. Je zde také uvedeno nékolik bodi z
historie vypocetnich a CAD systémii, coz primo souvisi s metodou kone¢nych prvki.

V dalsi kapitole je uvedeno zékladni rozdéleni kapalin, tedy na newtonské a
nenewtonské. Newtonovu kapalinu lze popsat linedrnim konstitutivnim vztahem a
jejl dynamicka viskozita je konstantni. Vétsina realnych kapalin se ale chova jako
kapaliny nenewtonské. Dynamicka viskozita téchto kapalin je obecné funkei ten-
zoru rychlosti deformace. Z pohledu modelovani se tyto kapaliny dale déli na cisté
viskézni a viskoelastické kapaliny. Cisté viskdzni mohou byt napiiklad rozdéleny na
casove zavislé a nezavislé nebo na fidnouci a houstnouci. U viskoelastickych kapalin
je klicovou vlastnosti jejich pamétovy efekt. Viskoelasticka deformace je kombinaci
pretvoreni vlivem viskozniho toku a elastické deformace ¢éastic kapaliny. Tato defor-
mace je dokonale vratna, ale neni okamzita.

Treti kapitola se zabyva modelovanim proudéni nestlacitelné Newtonovy kapa-
liny. Uloha je popséna rovnici kontinuity, Navierovou-Stokesovou rovnici a okrajo-
vymi a pocateénimi podminkami. Je uvazovano stacionarni laminérni izotermické
proudéni nestlacitelné Newtonovy kapaliny s konstantni dynamickou viskozitou a s
konvektivnim ¢lenem. Tato tloha byla resena v kartézskych souradnicich pro trojroz-
mérny primy kandl ve tvaru rotacné symetrického valce a kanal kruhového prirezu
se stfednici ve tvaru pulkruznice a v kovariantnich soutradnicich pro primy kanél.
Diskretizace tloh byla provedena koneénymi prvky. Byly aplikovany izoparametrické
prvky vcetné prislusnych interpolacnich funkci. Aproximace tlaku byla provedena li-
nearnim a aproximace rychlosti kvadratickym polynomem. Vypocet byl proveden v
bezrozmérnych veli¢inach a vysledkem bylo rozlozeni rychlosti a tlaku v uvazova-
nych kanalech. Porovnanim vysledki v kartézskych a ktivocarych souradnicich bylo
zjisténo, ze tlak prakticky klesa linearné od vstupu kanalu k jeho vystupu a rozlozeni
rychlosti méa parabolicky tvar. Hodnoty tlaku na vstupu a vystupu kandlu vykazuji
malé odchylky oproti zadanym hodnotdm. To je zptsobeno fyzikalné nepresnymi
Neumannovymi okrajovymi podminkami. Na ptikladu ptlkruhového kanalu je vi-
dét vliv geometrie na rychlostni profil kapaliny. Porovnanim vysledkt z kapitoly
3.1.2 a 3.2.4 vidime, Ze se hodnoty mirné lisi.

Ve ¢tvrté kapitole je feseno modelovani stacionarniho izotermického laminarniho
proudéni nestlacitelné nenewtonské kapaliny, konkrétné cisté viskoézni ¢asoveé neza-
vislé kapaliny a viskoelastické kapaliny se slabou paméti. Zakladni rovnice, tedy
Navierova-Stokesova rovnice a rovnice kontinuity, jsou stejné jako pro modelovani
Newtonovy kapaliny. Pro ur¢eni dynamické viskozity v konstitutivnim vztahu pro

¢isté viskozni kapaliny je vyuzito mocninového zakona. Tato tloha byla feSena pro
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dvé riizné hodnoty indexu toku v kartézskych soutadnicich pro trojrozmérny pirimy
kanal ve tvaru rotacné symetrického valce a kanal kruhového prifrezu se strednici
ve tvaru pulkruznice. Postup byl obdobny jako u Newtonovy kapaliny. Opét byl
vypocet proveden v bezrozmérnych veli¢inach a vysledkem bylo rozlozeni rychlosti a
tlaku v uvazovanych kanalech. Porovnanim hodnot pro rizné hodnoty indexu toku
s vysledky z kapitoly 3. bylo zjisténo, ze hodnoty tlaku jsou témér shodné a linearné
klesaji od vstupu k vystupu. Porovnanim rychlostnich profil bylo zjisténo, Ze odpo-
vidaji tokovym charakteristikam, tj. pseudoplasticka kapalina méa rychlostni profil
plossi nez Newtonova a rychlostni profil dilatantni kapaliny je z téchto ti{i nejvice
zakriveny. Pro konstitutivni vztah u viskoelastickych kapalin byl pouzit Oldroy-
div B model kapaliny. Tato tloha proudéni byla fesena na pifimém dvourozmérném
kanalu s pevnymi sténami. Aby byla splnéna Babuskova-Breziho podminka, bylo
nutno pro numerickou realizaci aproximovat rychlosti kubickym polynomem. Jinak
je postup obdobny a vysledkem je rozlozeni tlaku a rychlosti v uvazovaném kanélu.
Rychlostni profil kapaliny ma parabolicky tvar a tlak klesa linedrné od vstupu k vy-
stupu. Nepresné hodnoty na vstupu a vystupu jsou zpusobeny fyzikalné nepresnou
Neumannovou okrajovou podminkou.

Zavérem uvedme, ze jak v oblasti modelovani ¢isté viskéznich, tak i viskoelastic-
kych kapalin, by bylo mozno pouzit jiné parametry zadavanych hodnot, jiné modely

vvvvvv

uloh by byl obdobny jako u tloh uvedenych v diplomové praci.
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