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alnich operatorti. Ctvrta kapitola navazuje v ramci studia feSitelnosti uvazovanych problémii na
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Uvodem

Vyzkum okrajovych problému se skakajicimi nelinearitami je jednou z moznosti, jak vykrocit
ze svéta linedrnich problému do svéta téch nelinearnich. Zaroven tento krok je v jistém smyslu
dostatec¢né maly, aby bylo mozné jeho studium soucasnymi metodami nelinearni analyzy. Studium
téchto problémt ma své pocatky v 70. letech 20. stoleti a mezi vyznamna jména spjatd s pocatky
vyzkumu v této oblasti patfi A. Ambrosetti a G. Prodi ([12]), E. N. Dancer ([13]) nebo S. Fuéik
([1]). Pozdéji na jejich praci navézali dalsi svétovi matematici a skdkajici nelinearity tak pfesly do
popredi zadjmu fady vyznamnych védci. V 80. letech 20. stoleti pak nalezly skdkajici nelinearity
aplikaci predevsim v modelech visutjch mosti, nebot mohou dobfe vystihnout vliv lan, kterymi
je zavéSena mostovka na nosnych lanech. Viz napf. [14], [15].

My se v této praci zabyvame existenci feseni problémii se skdkajicimi nelinearitami. Praci lze
obsahem rozdélit na dvé hlavni ¢asti. V prvni ¢asti studujeme problémy tvaru

—Lu+au” — fu” +1(u) = f, (1)
kde L je linedrni operator, u* = max{#u, 0}, hodnoty «, 3 jsou realné a 1) méa sublinedrni rist.
Resitelnost takovych problémii zésadnim zptisobem zavisi na hodnotéach o, 3. Zvlastni viznam méa
v této souvislosti mnoZina vSech redlnych dvojic («, 8), pro néz mé problém

—Lu+oaut —pu” =o (2)

netrividlni feSeni a je tfeba ji z tohoto divodu téz vénovat pozornost. V praci proto studujeme
téZ tyto mnoziny pro dva konkrétni operatory L a na poznatky o téchto mnozinach ziskané pak
navazujeme a formulujeme véty o existenci feSeni (1). Pozdéji zobeciiujeme tyto vysledky pro
rovnici (1) za dosti obecnych predpokladi o operatoru L. Tyto vysledky nésledné aplikujeme na
problémy s konkrétnimi diferencidlnimi operatory.

Ve druhé ¢asti textu studujeme obecnéji formulované problémy na abstraktnich Banachovych
prostorech. Tyto problémy uvazujeme ve tvaru

—Lu+ oTut — BTu™ + Su = f, (3)

pripadné
—Lu+aTu™ — pTu™ = f. (4)

Analogicky v otdzce Fesitelnosti téchto problémil hraje zasadni roli mnozina v8ech dvojic (a, f3),
pro které ma rovnice
—Lu+aTut — BTu™ =o (5)

netrivialni feSeni. Hlavnim ziskanym vysledkem v této praci jsou véty o existenci feSeni problému
(4) v rezonanci, tj. pro («, 5) takové, ze (5) ma netrivialni feseni.

P1i studiu téchto problému jsme uzili pfedev§im metod nelinearni funkcionalni analyzy. Spe-
cialné dikazy zminénych existenc¢nich vét stoji na homotopické invarianci Leray-Schauderova to-
pologického stupné zobrazeni, popt. Mawhinova koinciden¢niho stupné.



»Matematika je hra hrand s nesmyslnymi
znaky na papire podle danych jednoduchych
pravidel. “

David Hilbert

,,VSechno dobré je budto nelegalni, nemoraln{
nebo ekvivalentni axiomu vybéru.“

Josh Laison

Zakladni pojmy

V této kapitole se seznamime s aparatem nezbytnym pro pochopeni obsahu nasledujicich kapitol.
Pri zkoumani fesitelnosti okrajovych tloh v této praci budeme uzivat predevs§im aparatu funk-
cionalni analyzy. Z toho duvodu je tfeba Ctenafe seznamit s nékolika fundamentalnimi pojmy a
tvrzenimi, které jsou této oblasti vlastni. VSechna zde uvedend tvrzeni jsou uvedena bez dikazu,
nebot se jedné o standardni aparat, ktery lze bez problémti dohledat v literatufe. Zajemce pak
odkazujeme zejména na knihy [3], [4], [5], [6], ve kterych lze najit vSechny zde uvedené pojmy i
véty s jejich dukazy.

1.1 Banachovy prostory

DEFINICE 1.1 (Banachiiv prostor) Normovany linedrni prostor (X, | - ||) nazveme Banachovym
prostorem, jestlize je tplny vzhledem k metrice p indukované normou || - ||:

plu,v) = llu—of, wve X.

PozNAMKA Stefan Banach (30. bfezna 1892 v Krakové, Polsko — 31. srpna 1945 ve Lvové, Ukra-
jina) byl polsky matematik. Prakticky zaloZil moderni funkcionélni analyzu. Ve své disertaéni praci
z roku 1920 definoval pravé t¥idu prostorti, kterou dnes zname jako Banachovy prostory. Mimo
funkcionalni analyzu se téZ zabgval teorii mnozin ¢i teorii miry (viz Banach-Tarského paradox).

1.2 Lebesgueovy prostory a prostory lebesgueovsky integrovatelnych funkci

DEFINICE 1.2 (Prostor lebesgueovsky integrovatelnych funkci) Necht (X, o, p) je prostor s mi-
rou. Prostor lebesgueovsky integrovatelnych funkei £(X) je definovan jako

LX) = {u : X = R p-méfitelnd ‘ / udp < oo} .
X
Docasné definujme prostory £P(X) = {u € L(X) | [y |uff dp < oo} pro1l < p < 0 a

uvazujme na nich ekvivalenci u ~ v <= u = v skoro vSude v X.

DEFINICE 1.3 (Lebesgueovy prostory) Uvazujme t¥idy ekvivalence [u] = {v € LP(X) | v ~ u}.
Lebesgueovy prostory LP(X) definujeme jako

LX) ={[u] | w e LP(X)}.



KAPITOLA 1. ZAKLADNI POJMY

PozNAMKA Tento formalismus se v matematické literatufe nepouzivd. Dava se prednost méné
presnému vyjadifovani, kdy nerozliSujeme mezi LP(X) a LP(X). Uzivdme pouze prostor oznaéeny
LP(X), s jehoz prvky budeme pracovat jako s funkcemi z £P(X).

PozNAMKA Definujeme-li na Lebesgueové prostoru LP(X) normu definovanou pfedpisem

P
Jullgsx) = ( / IuIPdu> we (),
X
potom je LP(X) Banachuv.

PozNAMKA Henri Léon Lebesgue (28. ¢ervna 1875, Beauvais — 26. Cervence 1941, Pafiz) byl
francouzsky matematik. Dnes je nejvice zndmy pro svij pfinos moderni teorii miry a integralu.
Dulezitych vysledki vsak dosahl téz v topologii, teorii potencialu, varia¢nim poctu ¢i teorii mnozin.

VETA 1.1 (Holderova nerovnost) Necht p,q € (1,00), pg =p+ q a budiz u,v € L(X). Potom

[uvl|rx)y < llullpex)llvllLex)-

PozNAMKA Otto Ludwig Holder (22. prosince 1859, Stuttgart — 29. srpna 1937, Leipzig) byl
némecky matematik. Pti jeho praci zabyvajici se konvergenci Fourierovych fad objevil nerovnost,
kterd je nyni pojmenovana po ném. Holder se vSak nezajimal pouze o teorii funkci. Nejvétsi ¢ast
Zivota se zabyval teoril grup, ke které také velkou mérou prispél.

DEFINICE 1.4 (Lokalng integrovatelné funkce) Necht 1 < p < 0o a € je oblast v RY. Symbolem

L (Q) oznacujeme mnoZinu vSech méfitelnych funkci u definovanych na Q takovych, Ze

loc

/ lulPdp < 0.
K
pro kazdou kompaktni podmnozinu I C Q.

PozNAMKA Lebesgueovu miru mnoziny §2 budeme nékdy znacit meas(€2).

1.3 Sobolevovy prostory

Zavedme nejprve tzv. multiindex. Multiindexem rozumime vektor a@ = (aq, @, ...,an) 0 nezi-
, o1 N S » e s NP .,
pornych slozkach a |a| = =10y Je délkou multiindexu . Uziva se jej pro struény zapis derivaci
funkce u:
dlely

D%y = .
aq Q2 aN
0z 0x5” ... 0xy

DEFINICE 1.5 (Slaba derivace) Budiz Q oblast v RY a u € L}, (). Funkei w € L}, (), pro
niz plati vztah

/uD“w dp = (=1)! / we du Yy € C5°(9),
Q Q
nazyvame zobecnénou derivaci funkce v vzhledem k multiindexu «.

PozNAMKA Prostor C5°(£2) je prostor vSech nekonecéné diferencovatelnych funkci s kompaktnim
nosic¢em.

DEFINICE 1.6 (Sobolevovy prostory) Necht (2 je oblast v RY, k € Na 1 < p < oo. Sobole-
vovym prostorem nazyvame linedrni normovany prostor WP () viech funkei v € LP(2), jejichz
zobecnéné derivace D®u pro vSechna « takové, Ze |a| < k, patii opét do LP(2).

PozNAMKA I zde bychom spréavné méli chapat tyto prostory jako prostory tiid ekvivalence.



KAPITOLA 1. ZAKLADNI POJMY

PozNAMKA Sergej Lvovi¢ Sobolev (6. f{jna 1908, Petrohrad, Carské Rusko - 3. ledna 1989,
Moskva, SSSR) byl vyznamny rusky matematik. P¥i praci v teorii parcidlnich diferenciélnich rov-
nic jako prvni definoval pojem zobecnéné funkce. Svou praci piispél k feseni nékterych problému
matematické fyziky. Pozdéji se zacal zabyvat téZ numerickymi metodami, zejména interpolaci.

PozNAMKA Definujeme-li na prostorech W*?(Q2) normu ptedpisem

[ullweri@) = Y 1Dl o), (1.1)
|l <k

pak je (W5P(Q), [|ullyr.» (o)) Banachiv. Dale si viimnéme, Ze ziejmé W*P(Q) C LP(Q).
Mezi prostory W*P(Q) a LP(Q) panuji za jistych predpokladii podstatné silngjsi vztahy. K tém se
dostaneme, az budeme hovofit o tzv. vnoreni prostori.

ViETA 1.2 (Poincarého nerovnost) Necht §) je omezend oblast v R, 1 < p < co. Potom ezistuje
konstanta C(2,p, N) tak, Ze

ull o0y < CQp, N)|[Vull o) Yu € WyP(Q).

PozNAMKA Jules Henri Poincaré (29. dubna 1854, Nancy — 17. ¢ervence 1912, Pafiz) byl vynikajici
francouzsky matematik. Poincaré je nékdy téZ nazyvan poslednim univerzalistou, nebot exceloval
ve vSech matematickych disciplindch. Nejvice znama je nejspise Poincarého domnénka, ktera do
nedavna patfila mezi tzv. Problémy tisicileti. Teprve v roce 2002 ji dokézal rusky matematicky

podivin Grigorij Perelman.

1.4 Linearni funkcional, dualita

DEFINICE 1.7 (Linedrni funkciondl) Necht X je linedrni prostor. Zobrazeni F': X — R nazy-
vame linedrnim funkciondlem, jestlize jsou splnény tyto podminky:

i) Flu4+v)=F(u)+ F(v) Yu,veX;
ii) F(Au) = AF(u) Yue X, YAeR.

DEFINICE 1.8 (Spojity linedrni funkcional) Necht (X, || - ||) je linedrni normovany prostor.
Linearni funkcionél F' je spojity na X, jestlize pro kazdou posloupnost (u,) C X : u, > u v X
plati F'(u,) — F(u) v R.

DEFINICE 1.9 (Omezeny linearni funkcional) Necht (X, || - ||) je linedrni normovany prostor.
Linearni funkcional F' definovany na X je omezeny, jestlize existuje K > 0 tak, ze |F(u)| < K|u| x
pro vSechna u € X.

PozNAMKA Pro linearni funkcionaly plati, Ze spojitost a omezenost jsou ekvivalentni vlastnosti.

DEFINICE 1.10 (Duélni prostor) Necht (X, || - ||) je linedrni normovany prostor. Linedrni nor-
movany prostor vSech spojitych linearnich funkcionali F' na X nazveme dudinim prostorem a
ozna¢ime (X*, | - |«+). Norma funkciondlu F' € X* je definovana jako

[Fll«= sup  [F(u)].
weX: [|ul<1

PozNAMKA Nékdy budeme znagit hodnotu funkciondlu f € X* v prvku u € X jako (f,u).

DEFINICE 1.11 (Druhy dudl) Necht (X, | - || x) je linedrni normovany a (X*,|| - ||x~) je jeho
duélni prostor. Potom prostor dualni k X* ozna¢me X** a nazvéme druhym dudlem prostoru X.
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Lze ukazat, ze vZdy existuje isomorfismus J : X — Y C X** urceny vztahem
(Ju)(F)=F(u) Yue X VF € X*.
Tento isomorfismus se nazyva kanonické zobrazeni.

DEFINICE 1.12 (Reflexivita prostortt) Rekneme, %e normovany linearni prostor (X, || - ||x) je
reflexivni, jestlize kanonické zobrazeni J z definice 1.11 je bijekce.

PozNAMKA Neboli reflexivita prostoru X je uréena tim, zda kanonické zobrazeni J zobrazuje
prostor X na cely prostor X**. Za splnéni této podminky plati tedy X = X** az na isomorfismus.

DEFINICE 1.13 (Slab4 konvergence) Nechf (X, | - ) je linedrni normovany prostor. Rekneme,
Ze posloupnost (u,) C X slabé konverguje k prvku u € X, jestlize pro kazdy spojity linedrni
funkcional F' € X* plati F'(uy,) — F(u).

PozNAMKA Slabou konvergenci posloupnosti (u,,) k prvku u v X zna¢ime takto: u, — u, resp.
up —> u a étendf se snadno piesvédéi, ze pokud (u,) konverguje silng, tj. ||u, — ulx — 0, potom
Up — U.

1.5 Hilbertovy prostory

DEFINICE 1.14 (Hilberttv prostor) Unitarni prostor nazveme Hilbertovym prostorem, jestlize
je uplny vzhledem k normé indukované skalarnim soucinem:

[ull = v/ (u, u).
PozNAMKA David Hilbert (23. ledna 1862 Wehlau (dnes Znamensk), Vychodni Prusko — 14.
unora 1943 Gottingen, Némecko) byl némecky matematik. Patiil mezi nejvétsi matematiky 20.
stoleti. Jeho prace méla obrovsky rozsah a dopad na moderni matematiku a fyziku. Podilel se na
zalozeni funkciondlni analyzy a jeho prace vedla mimo jiné téz ke konceptu nekonecnérozmérnych
euklidovskych prostort.

PozNAMKA Prostor L?(Q) je Hilbertiiv se skalarnim souc¢inem
(u,v) 2 (0) = / uv dy. (1.2)
Q
Prostor W*:2(2) je Hilberttiv se skalarnim souc¢inem

(u, v)pr2(Q) = Z /QDO‘uD"‘v dp. (1.3)

la| <k

VETA 1.3 (Rieszova véta o reprezentaci) Pro kaZdy spojity linedrni funkciondl f : H — R na
Hilbertové prostoru H existuje prdvé jeden prvek v € H tak, Ze pro vsechny prvky uw € H je

(f;u) = (u,v).

Flle = Il

PozNAMKA Cili vidime, Ze kazdy spojity linearni funkcional v libovolném prvku u € H lze vyjadiit
prostiednictvim skalarniho soucinu u s néjakym prvkem z H. Navic toto vzajemné jednoznacéné
prifazeni mezi funkciondly z H* a prvky prostoru H mé za dusledek, Ze lze H a jeho dual H*
ztotoznit ve smyslu isomorfismu.

PozNAMKA Frigyes Riesz (22. ledna 1880, Gy6r, Rakousko-Uhersko — 28. tinora 1956, Budapest)
byl madarskym matematikem. P¥ispél fundamentalnimi vysledky k funkciondlni analjze. Jeho
jméno je vSak spjato se spoustou dalSich matematickym disciplin - teorii funkci redlné proménné,
teorii potencialu ¢i ergodické teorii.

Navic plati

VETA 1.4 (Eberlein-Smuljanova charakteristika reflexivnich prostorti) Banachiv prostor X je
reflexivni tehdy a jen tehdy, kdyz lze z kazZdé omezené posloupnosti prvki X wvybrat slabé konver-
gentni podposloupnost.
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1.6 Operatory na linearnich prostorech

DEFINICE 1.15 (Operétor, linedrni, spojity, omezeny) Operatorem rozumime zobrazeni T :
X — Y. Pokud prostory X,Y jsou linearni, 1ze na nich definovat linedrni operdtor. Ten splniuje
obdobné jako linearni funkcionél vlastnost

T(Mu+ pv) = AXTu+ pTv Yu,v € X, VA peR.

Dale fikdme, ze operdtor T : (X, | - ||x) = (Y, - |ly) je spojity, jestlize pro kazdou posloupnost
(un) C X plati
Up > UV X = Tu, >Tuvy.

Nakonec operator T : (X, |- |lx) = (Y, || - |ly) je omezeng, jestlize existuje kladna konstanta K
tak, Ze pro vSechna u € X plati
[Tully < Kllullx-

PozNAMKA Pro linearni operétory plati, Ze spojitost a omezenost jsou ekvivalentni vlastnosti.

DEFINICE 1.16 (Uzavieny operator) Necht X,Y jsou Banachovy prostory, D(T) je linedrni
podprostor X. Operédtor T : D(T) C X — Y nazveme uzavienym, jestlize jeho graf {(x,Tz) €
X xY | z € D(T)} je uzavieny podprostor prostoru X x Y.

DEFINICE 1.17 (Kompaktni operator I) Operator T je kompaktni, jestlize pro kazdou posloup-
nost (u,) C X plati
Up =uvX = Tu, >Tuvy.

PozNAMKA Takto lze definovat kompaktni operdtor pouze na metrickych prostorech. Hovorime
pak o tzv. sekvencidlni kompaktnosti. Kompaktni operatory lze vSak definovat i na prostorech bez
metriky. Zde je vsak nutné k pojeti kompaktnosti operatoru pristupovat odlisné. Viz definici 1.18.

DEFINICE 1.18 (Kompaktni operator II) Operator T' je kompaktni, jestlize kaZdou omezenou
mnozinu M C X zobrazi na relativné kompaktni v Y (tj. T(M) v Y je kompaktni).

DEFINICE 1.19 (Totéalné spojity operédtor) Totdlné spojitym operdtorem rozumime operétor
spojity a kompaktni.

DEFINICE 1.20 (Vlastni ¢islo a vlastni prvek operatoru, spektrum operatoru) Cislo A € R
nazveme vlastnim c¢islem linedrniho operatoru T : X — X, jestlize existuje nenulovy prvek u € X
tak, Ze

Tu — du = o.

Takovy prvek u pak nazyvame vlastnim prvkem operatoru T. Mnozinu vSech hodnot A € R,
pro které neexistuje spojity inverzni operator (7" — AI)~! definovany na husté podmnoziné X,
nazyvame spektrem operatoru T a zna¢ime obvykle o (7). Mnozinu p(T) = R\o(T) pak nazyvame
resolventni mnozinou operatoru 7.

1.7 Spojité a kompaktni vnofeni prostorti

DEFINICE 1.21 (Spojité vnofeni) Necht (X, ||-||x), (Y, ]:]ly) jsou linedrni normované prostory.
Rikame, 7e prostor X je spojité vnoven do prostoru Y, jestlize plati

iy XcCv,
ii) existuje konstanta K > 0 tak, Ze pro v8echna u € X : |jully < K|u||x.
Skutecnost, Ze prostor X je spojité vnoren do Y, zna¢ime jako X G Y.

DEFINICE 1.22 (Kompaktni vnofeni) Necht (X,| - ||x), (Y.] - |ly) jsou linedrni normované
prostory. Rikdme, Ze prostor X je kompaktné vnoven do prostoru Y, jestlize plati
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i) X aY,
i) Yup) C Xt up—~uvX = u, >uvY.
Skutecénost, ze prostor X je kompaktné vnotfen do Y, znaéime jako X GG Y.

PozZNAMKA V této souvislosti zmifime zasadni tvrzeni o vnofeni Sobolevovych prostort - tzv.
Sobolevovy véty o vnofeni (viz [2] nebo [5]).

1.8 Leraytv-Schaudertv topologicky stupen zobrazeni

Stupeii zobrazeni je pojem, ktery spadd pod topologické metody studia (nejen diferencidlnich)
rovnic. Uvazujme rovnici

F(z) =0, (1.4)

kde F': Q C X — X, X je Banachtuv prostor koneéné dimenze a {2 je oteviend omezend mnozina
v X. Za urcitych predpokladu lze pro takové zobrazeni F' a mnozinu ) definovat celé ¢islo, které
nazveme Brouweriv stupen (viz [4], str. 96). Vyznam tohoto ¢isla v souvislosti s rovnici (1.4) tkvi
v tom, Ze pokud je nenulové, pak mé rovnice (1.4) alespoii jedno FeSeni v Q. Pro vice o Brouwerové
stupni a jeho vlastnostech viz [4], [5].

Pojem Lerayova-Schauderova stupné je snahou o zobecnéni pojmu Brouwerova stupné pro zob-
razeni mezi Banachovymi prostory nekonec¢né dimenze. Toto zobecnéni vSak neni z principu mozné
provést pro vSechna spojita zobrazeni z X do X, jako tomu bylo u stupné Brouwerova. Leraytv-
Schauderiv stupen je mozné definovat pouze pro zobrazeni specidlniho typu - tzv. kompakini
perturbace identity. Takto nazyvame zobrazeni ve tvaru

I-K,

kde K je kompaktni. O Lerayové-Schauderové stupni takovych zobrazeni a jeho zakladnich vlast-
nostech hovofi nasledujici fundamentalni véta.

VETA 1.5 (Leraytuv-Schaudertv topologicky stupeii zobrazeni) Necht X je Banachiv prostor,
R >0aB(R)={u € X | |lul| < R}. Bud K totdlné spojity operdtor definovany na B(R) s
hodnotami v X a takovy, Ze Ku # u pro kaZdé u € OB(R) a I je identicky operdtor. Pak existuje
celé éislo deg[I — K, B(R), o] tak, Ze plati:

i) deg[l, B(R),0] = 1;

i1) Je-li deg[l — K, B(R), 0] # 0, pak existuje ug € B(R) takové, e Kug = ug.

iit) (Homotopickd invariance). Necht G je totdlné spojité zobrazeni mnoziny B(R) s hodnotami
v X takové, Ze pro viechna t € [0,1] a pro viechna u € OB(R) je u — Ku — tGu # o. Pak

deg[I — K — G, B(R), 0] = deg[I — K, B(R), 0].
w) Je-li K navic lichy, tzn. plati-li Ku = —K(—u) pro vSechna v € B(R), pak deg[l —
K, B(R), 0] je liché (a tedy nenulové) ¢&islo.

PozNAMKA Na Banachovych prostorech koneéné dimenze Brouwertiv a Leraytv-Schauderiv stu-
pen zobrazeni F' = I — K jsou totozné.

PozNAMKA Jean Leray (7. listopadu 1906, Chantenay-sur-Loire — 10. listopadu 1998, La Baule)
byl francouzsky matematik. Hlavnimi oblastmi Lerayovych zajmi byla algebraickd topologie a
parcialni diferencialni rovnice.

PozNAMKA Juliusz Pawet Schauder (21. za¥{ 1899, Lemberg, Rakousko-Uhersko — zafi 1943, Lem-
berg) byl polsky matematik zidovského ptivodu. Byl ¢lenem velké skupiny polskych matematikii
Lvovské skoly. Nejvetsi cast jeho prace se tykala funkciondlni analyzy. Kromé té se vénoval téz
teorii parcialnich diferencidlnich rovnic a matematické fyzice.
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1.9 Dalsi pilitfe funkcionalni analyzy

Zde je nutné zminit vétu O omezené inverzi (Bounded inverse theorem), ktera je ekvivalentni s da-
18imi dvéma velmi vyznamnymi vétami funkcionalni analyzy - vétou O otevieném zobrazeni (Open
mapping theorem) a vétou O uzavieném grafu (Closed graph theorem). Jeji znéni je nasledujici.

VETA 1.6 (O omezené inverzi) Necht X,Y jsou Banachovy prostory. Bud T : X — Y omezeny
linedrni operdtor. Je-li T bijekce, potom existuje omezeny inverzni operdtor T!.

Dalsim velmi fundamentalnim principem ve funkcionalni analyze je tzv. Banachtiv princip
kontrakce.

DEFINICE 1.23 (Kontrakce) Necht (X, p) je metricky prostor. Rikadme, Ze operator T': X — X
je kontrakee, jestlize existuje o € [0,1) tak, Ze pro v8echna u1,us € X plati

p(Tur, Tuz) < ap(ur,uz).

DEFINICE 1.24 (Pevny bod) Necht T': X — X. Bod u € X nazveme pevngm bodem operédtoru
T, jestlize plati
Tu = u.

VETA 1.7 (Banachiv princip kontrakce) Necht (X, p) je dplny metricky prostor a T : X — X
je kontrakce. Potom existuje pravé jeden pevny bod u € X operdtoru T .

PozNAMKA U tohoto tvrzeni je moZzné se setkat s fadou jinych nézvi, napf. Banachova véta o
pevném bodé nebo Banachova véta o kontrakcs.



» Matematik je slepy ¢lovék v temné mistnosti
hledajici ¢ernou kocku, ktera tam neni.“

Charles Darwin

»Matematika je jediny zptsob, jak se zbléaz-
nit.“

Albert Einstein

Skakajici nelinearita a Fucikovo spektrum

Problematika této prace se opira o dva pojmy, jejichz historie se datuje desitky let zpét. My se v

této kapitole priblizime k dobam jejich vzniku a dozvime se o okolnostech, které jej provazely.
PozNAMKA Zavedme umluvu, Ze ve zbytku textu budeme normu na ptislusném prostoru zkracené
zapisovat napf. || - [[z» misto || - ||zr() apod., bude-li zfejmé, jakou mnozinu 2 mame na mysli.

2.1 Skakajici nelinearita

Ve 20. stoleti se po rozvoji funkcionalni analyzy dostal do popfedi vyzkum problémii metodami
linedrni a nelinedrni analyzy. Jednim z krokti mimo oblast linearnich tloh je typ problémi, ktery
je studovan v této praci. Studium problému tohoto typu bylo zapocato jiz v 70. letech 20. stoleti.
Pozdéji, v 80. letech 20. stoleti, byly takové problémy zkoumany téz v souvislosti s visutymi mosty,
jejichz slozité chovani je v diskutovaném typu problému dobfe vystizeno.

V roce 1974 publikoval Svatopluk Fué¢ik (1944 - 1979) ¢lanek Boundary value problems with
jumping nonlinearities [1], ve kterém uvazoval nasledujici Dirichlettv problém

u"(7) + 1 (u(r)) = p(r) na (0,7), (2.1)
u(0) = u(mr) =0,

kde i je spojita redlna funkce definovana na R. Praveé zde zavedl Fucik pojem tzv. skdkajici

nelinearity. Plati-li
(), Y(©)
1 — 1 —

)

fekneme, ze 1) je skakajici nelinearita. Nazev tohoto pojmu je motivovan pravé chovanim funkce
P v £oo. Je-li ¢ skdkajici nelinearitou, pak muze preskocit nékteré vlastni ¢islo A, linedrniho
problému u”(7) + Au(7) = 0 na (0,7) a u(0) = u(w) =0, tj.

lim @<)\n< lim @
E—+too £—Foo

pro néjaké n prirozené. AvsSak i v pfipadé, kdy plati

lim @7& lim ()

Ap < ? < /\n+1,

{—+oo £—Foo
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tj. 1 kdyz 1 nepreskoc¢i né€které z vlastnich cisel, se 1 stale nazyva skakajici.

Existence feSeni problému (2.1) byla matematiky studovina samoziejmé jiz d¥ive. Byla tak
ziskana celd fada vysledki za rtznych predpokladii na nelinearitu i, popf. pravou stranu p.
Uvedme hlavni vysledky, které byly zndmé jiz pred vznikem ¢lanku [1].

i) Nechf lime_s o0 E710() = limey oo E1P(€) # A, Vn € N. Potom existuje feSeni problému
(2.1) pro kazdou pravou stranu p.

ii) Necht limg_, 4o E19(E) = lime,_ oo E1P(€) = A, pro néjaké n € N. Potom jsou podany
nutné a postacujici podminky pro p tak, ze (2.1) m4 FeSeni.

iii) Necht A, < limgs 00 EM0(E) < Apg1 @ Ay < limgoy— oo E719(€) < Ay1 pro néjaké n € N.
Potom existuje feSeni problému (2.1) pro kazdou pravou stranu p.

iv) Za nékolika dalsich pfedpokladti byla téz prostudovéna FeSitelnost (2.1) pro ¢ skdkajici pres
nejmensi vlastni ¢islo prislusné linearni ulohy.

V ¢lanku [1] byla pak ukazéna existence feSeni (2.1) pro kazdou pravou stranu p v podstatné
obecnéjsim piipadé. Fuc¢ik uvazoval problém (2.1) s nelinearitou ¢ ve tvaru

Y(u(r)) = pu't (r) — vu” () + g(u(r)), (2.2)

kde ut = max{u,0}, v~ = max{—u,0} a existuje ci,co > 0 takové, ze |g(£)| < 1 + e2|€]Y

pro n&jaké v € [0,1). Ctenéi snadno oveéFi, ze plati-li u # v, potom 1) tohoto tvaru je skuteéné
skakajici nelinearitou. P¥i studiu feSitelnosti problému (2.1) s ¢ tvaru (2.2) sehrala zasadni roli
jistd mnozina bodt (u,v), kterou dnes nazyvame Fucikovym spektrem.

2.2 Fucikovo spektrum
V élanku [1] Fucik uvazuje (2.1) pro ¢ tvaru (2.2) a p € L1(0, 7):
u’(7) + pu’ (1) — vu” (1) + g(u(7)) = p(7), (2.3)

u(0) = u(m) =0,

a definuje slabé feseni toho problému jako funkci u € WO1 ’2(07 ) takovou, Ze integralni identita

7/0 (/v + putv —vu~v + gu)v] = /0 pU (2.4)

plati pro kazdé v € W01’2(077r). Zde je definovan operator T}, ,, : W01’2(0,7r) — Wol’Q(O, ) tak, Ze

s us
(T pu,v) = M/ utv— V/ u"w
0 0

pro viechna v € Wy?(0, 7). Fudik pak zkoums existenci slabého feseni (2.3) uzitim Lerayova-
Schauderova stupné zobrazeni (viz vétu 1.5). V rdmci tohoto pfistupu je formulovdno lemma o
mnoziné (u,v) € R? takovych, Ze existuje u € dB(R) C Wy>(0,7) : u — T, ,u = o pro n&jaké R
kladné.

LEMMA 2.1 (Fudik, [1], Lemma 2.8) Okrajovd tloha
o’ (1) + put (1) — vu” (1) =0, (2.5)

u(0) = u(m) =0.

mda netrividlni slab€ Tesent tehdy a jen tehdy, kdyz jedna z ndsledujicich podminek je splnéna:
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i) v =1, u je libovolné;

it) p=1, v je libovolné;

i) p>1,v>1, w () = fﬁ’i@ € N;
w) p>1,v>1, wg(u,y):% eN;
v) u>1,y>1,w3(u,y):%€N,
DUKAZ LZE NALEZT V [1]. |

Mnozinu vSech bodi (11, v) € R? splitujici nékterou z podminek v predchozim lemmatu ozna¢me
A_;. 7Z¥ejmé v téchto bodech Leraytuv-Schauderiv stupen

deglu — T}, ,u, B(1), 0] (2.6)

neni definovan. Tuto mnozinu je tedy tfeba ve Fucdikové topologickém pristupu vyloudit. Je-li vSak
(i, v) z mnoziny Ag = R?\A_;, pak je jiz stupeti (2.6) definovan. Mnozinu Ay dale rozdélujeme
na dva typy regiont podle toho, zda (2.6) je nulovy ¢ nenulovy. Specidlné znacime A; = {(u,v) €
R? | deglu—T,, ,u, B(1),0] # 0}. Na A; Fuéik ukazal, Ze (2.3) ma feseni pro libovolné p € L*(0, ).
Otézku Fesitelnosti (2.3) pro (u,v) € Ag\A; zodpovédél teprve E. N. Dancer. Ten ukazal, ze
pro (u,v) € Ag\A; existuje p € L'(0,7) tak, ze (2.3) nemé4 slabé feseni. Dale ukézal, Ze pro
(u,v) € A_q té7 existuje p € L'(0,7) tak, Ze (2.3) nem4 slabé feSeni.

Mnozina A_; zde spjaté s ilohou (2.5) se pozdéji dockala svého zobecnéni pro linedrni operator
L:D(L)C X —Y,kde X,Y jsou linedrni prostory:

Y(L) = {(o, B) € R? | Lu = au™ — fu~ ma netrivialni feseni.}.

Mnozina X(L) je dnes zndmé pod ndzvem Fucikovo spektrum. Motivace pro jeji ndzev je ziejma.
Prvky této mnoziny lze totiz chépat jako zobecnéni pojmu vlastniho éisla, nebot pro a = 8 = A
problém Lu = au™ — Su~ pfechdzi v problém Lu = \u a mnoZina vSech vlastnich ¢&isel A operatoru
L tvori jeho bodove spektrum.

PozNAMKA Svatopluk Fuéik (21. ¥{jna 1944 v Praze - 18. kvétna 1979 v Praze) byl vyznamny
Cesky matematik. Fucik studoval matematiku na Matematicko-fyzikalni fakulté UK v Praze. Zde
téz pozdéji védecky pusobil. Mezi oblasti jeho odbornych zajmu patfila pfedevsim nelinearni funk-
cionalni analyza.
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,» Clovék, jehoz mysl sesla na scesti, mél by
studovat matematiku.“

Francis Bacon

Fucikovo spektrum dvou diferencialnich operatort

V této kapitole prostudujeme strukturu Fucikova spektra dvou linearnich diferencialnich operatort
a poukazeme na jistou souvislost mezi Fucikovymi spektry téchto operatori.

Kapitola je rozdélena do dvou ¢asti. V prvni ¢asti bude predmétem studia Fucikovo spektrum
linearniho diferencialniho operatoru, ktery oznacime L([;) a jehoZ defini¢ni obor je uréen homo-
gennimi Dirichletovymi okrajovymi podminkami. V predpisu tohoto operatoru vystupuje realny
parametr §. V pripadé, kdy 6 = 0, je L? operatorem vystupujicim ve Fucikem zkoumaném pro-
blému (2.1).

V ¢éasti druhé bude studovano Fucikovo spektrum linearniho diferencidlniho operatoru, ktery
mé defini¢ni obor uréen nelokalni integralni podminkou. Ten oznacme Lf;. Tento operator je zo-
becnénim operatoru, pro ktery byl v [8] nalezen analyticky popis Fucikova spektra a jeho vazba
na Fucikovo spektrum L?. Cilem v této ¢asti bude mimo jiné rozsifit popis Fucikova spektra pro
onen obecnéji definovany operator L.

3.1 Dirichletiv problém

Necht § € R. Definujme lineérni diferencidlni operdtor LY:
LY : D(LY) c C?0,7] — €0, 7], LY ues —u" — 8,
kde D(LP) = {u € C?[0,7] | u(0) = u(r) = 0}. Uvazujme nyni problém
—LPu+ au® — Bu +1p(u) = p. (3.1)

Tento problém lze formulovat nasledovné. Necht w(7) = f(7)u(7), kde f(7) = exp(d7/2). Potom
(3.1) je ekvivalentni s rovnici

~L§w + (o = /2wt — (8= 6/2w™ + fo(w/f) = fp. (3.2)
P0zZOROVANI Vlastni ¢isla a vlastni prvky operdtor LY tvoii spodetny systém a jsou tohoto tvaru:
Ao =102+ (6/2)%, v,(7) = exp (—07/2) sin(nz), neN.

Nez pfejdeme k lemmatu o Fucikové spektru operatoru L?, definujme zobrazeni w predpisem

w: (N 6) = /A —(6/2)°. (3.3)
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LEMMA 3.1 Duwojice (a, 3) je bodem Fucikova spektra S(LY) tehdy a jen tehdy, je-li splnéna
nékterd z nasledugicich podminek:

i) we,d) =1;
ii) w(B,8) = 1;

,0)w(B,0
i) w(a,d) > 1, w(B,d) > 1, % eN;

. w(B,9)(w(a,0)—
i) w(a,d) >1, w(p,0)>1, % eN;

w(a,0)(w(B,0)—
v) w(a,8) > 1, w(B,0) > 1, LBl c N,

DUKAz. Tvrzeni je jednoduchym disledek ekvivalence problému (3.1) a (3.2) a lemmatu 2.1.
[ |
Struktura Fucikova spektra LY tedy pro § # 0 zlistava stejnd jako v pifpadé § = 0 (viz lemma
2.1). Dochéazi pouze k posunuti
B(L5) 3 (@.8) = (a+(5/2)° 5+ (5/2)°) € B(LY).

Toto posunuti a samotna struktura Fucikova spektra E(L?) jsou znazornény na nasledujici dvojici
obrazk.

sen(8)v/18]
=
sgn(8) V181

0 é 4‘1 é 8 OO 2 4‘1 6 8
sgn(a)y/Ja] sgn(u)\/m
(a) B(LY) (b) B(LY)

Obrézek 3.1: Fuéikovo spektrum operatortt LY pro 6 =0 a § = 2.

3.2 Nelokalni problém s integralni podminkou

Nelokalni okrajové tlohy jsou az na nékolik ojedinélych ¢lankt systematicky studovany teprve v
posledni dobé. Je to aktualni a v soucasnosti velice rychle se rozvijejici oblast teorie diferencialnich
rovnic. Problémy tohoto typu vyvstavaji v okamziku, kdy jsou hodnoty reseni na hranici uvazované
oblasti vdzany k hodnotam feseni na vnitiku oblasti. Takové problémy se objevuji ve fyzice, chemii
¢i biologii.

Necht § € R. Definujme lineérni diferencidlni operétor L}

Ly : D(L}) c C?[0, 7] — C[0, 7], Ly: uws —u" —ou,

kde D(L) = {u € C?[0,7] | w(0) =0, [, u(r) dr = 0}. Cilem bude prozkoumat predevsim vliv
parametru ¢ na existenci vlastnich ¢isel a na strukturu Fuc¢ikova spektra.
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P0ZOROVAN{ Je-li § = 0, potom pro libovolné vlastni ¢islo A operatoru L} plati A > 0. Tyto pak
s vlastnimi funkcemi nabyvaji tvaru

Mo = 4k?, wp(7) = sin (2k7) , ke N.

Je-li § < 0, potom pro libovolné vlastni ¢islo A operatoru Lf; plati A > 0. Tato vlastni ¢isla jsou
pak feSeni rovnice

)
w(A,d) exp(dm/2) — 3 sin(mw (A, §)) — w(A, d) cos(mw(A, §)) =0,
kde w je zobrazeni (3.3). Je-li § > 0, potom neexistuje zadné vlastni ¢islo operdtoru LE.

Fucikovo spektrum

Operator L} byl jiz dfive pfedmétem zkoumdani v [8]. Hlavnim vysledkem, ktery byl ziskan, je
uplny popis jeho Fuéikova spektra. Ukazuje se, ze struktura Fucikova spektra takto definovaného
operatoru se vyrazné lisi od struktury Fuéikova spektra LY a dalsich dobie zndmych piipadi.

Ne7 piejdeme k analytickému popisu Fuéikova spektra LY, definujme jeho jisté podmnoziny
nasledujicim zptusobem:

EF ={(a,p) € B(LY) | v/ (0) > 0,u mé pravé n nulovich bodit na (0,7)},

E7 ={(a, 8) € B(L§) | ¥/(0) < 0,u m& pravé n nulovych bodt na (0,7)},

kde u je feseni rovnice Lyu = aut — Bu~. To se nékdy nazyva téz Fucikova vlastni funkce piislusné
bodu (a, 8) € B(LY). Mnoziny F¥ budeme nazyvat vétvemi Fuéikova spektra.

LEMMA 3.2 (Sergejeva, [8]) UvaZujme o, kladné. Fucikovo spektrum (L) je pak urceno
sjednocenim spocetného systému vétvi F¥ ndsledujiciho tvaru:

VBrn
«

2ny/B  (2n—1)ya Vacos(VBr — 2
e VB VB

+ 2 — mn)
Fy, 1 =14(a,8) €R

207

0 < ™ 7r
n— + (n— )ﬁ_w, n\/a+n\/B>7r},

Ez}

@2n+ VB 2n/a  VBeos(Vam - YSER — )

Va VB Va

Fyf =< (a,B) € R? =0,

<m, (n—|—1)i—|—n—

nﬁ—&—nﬁ_ \/a >7T}7
Fy ={(a,8) eR*: (B,a) € F,},

%ﬁ

kden=1,2,...

DUKAZ LZE NALEZT V [8]. |

Shriime nékolik poznatkil o nékterych vlastnostech Fuéikovych vétvi Li:
PozorOVANI (REMARK 1, [8]; THEOREM 4.2, [9])

i) Kazda vétev ma koneénou délku oblouku.
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ii) Sjednoceni vétvi F,", resp. F,,, tvoii spojité kiivky.

iii) Body napojeni vétvi Fy , F2n+1 jsou

(( nn+1)+n)m, (vVrn+1)+n+1) ) n=12..

Body napojeni vétvi Iy, I, jsou pak ziejmé z definice F,; .
P0ZOROVAN{ Je patrnd vazba ¥ (L)) na S(LP). Oblasti, na kterych jsou vétve Fi& Fuéikova
spektra $(L{) definovény, jsou uréeny Fuéikovymi vétvemi operatoru LY. Konkrétné oblast

7T 7r T 7T
(o, B) € R? ’ n—+n—-1)—=<m n—=+n— >7T}
{ Ve VB va VB
je oblasti tvofenou viemi body (o, ) € R?, které se nachazeji mezi vétvemi thhw F;;hl Fucikova
spektra Y (LY). Témito vétvemi jsou pak uréeny krajni body kfivky, ktera je reprezentovana vétvi
Fyf | Fuéikova spektra (L)) v afB-roviné .

Jiz vime, ze § < 0 je nutnou podminkou existence netrividlniho feSeni problému L};u = \u.
Ptirozené vyvstava otazka, jak tomu bude v pfipadé€ rovnice L};u = aqu™ — fu~. Déle lemma 3.2
nic nefikd o Fucikovych vétvich mimo oblast, kde «, 8 jsou kladné, jejich popis tedy rozsifime i
mimo tuto oblast. Teprve potom bude popis ¥(L}) kompletni.

Nyni oznac¢me

ALY M

- B 5 = L Tor. = Ay
wiz) =z = (6/2)°, o1 =k w(B) T Nw(a) T w(B)

7
— + (k-1
o(0) + (k-1
pro k € NU {0} a definujme néasledujici mnoziny

Qz ={(a,8) ER?* | 7, <7 < i1}, QF, = {(a,8) €R? |7 > 71, B <0},

Q7 ={(a,8) eR? | (B,a) € U}, e NU{0}.

LEMMA 3.3 Necht M = {(a, 8) € R? | o, 8 > 0}. Mnozina S(L%) N M je urcena sjednocenim
vetvi FE FiE | presn € N, kde

2n»
n 1 n—1 s ;
F;;L = {(a,ﬁ) Z (e $ron_1 te 27’21@) + a Z (e—g‘r% + 6_57'2k+1)
k: k=0

e 87 — =3 (cos (w(@) (m = 7an)) + 5 sin (w(@) (7 — 720)))

«

+ =0,

i
.

n—1

(6 372k+6_*72k+1> _
k=0

QIr
=
i

1

FQJ;LA = {(0‘75) 2n 1

e~ 5Tam-1 _ g 5w (COS (w(ﬂ)(?r — Tznfl)) 2w(5) sin (w(ﬁ)(ﬂ— - 7-2"*1)))
_ ﬁ =0 ’

Fy ={(a,B) eR?| (B,0) € F,}.
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KAPITOLA 3. FUCIKOVO SPEKTRUM DVOU DIFERENCIALNICH OPERATORU

DUKAZ BUDE PROVEDEN POUZE PRO VETVE Fy . Pokud uvézime problém Liu = aut —
Bu~ a predpokladame, 7e (o, ) € F,_,, pak feSeni problému mé 2n — 1 nulovych bodi na (0, 7).
Ozna¢me postupné tyto nulové body: 7 < 7 < ... < To,—1. UvaZovanim rovnice L};u =aut—pBu~
na intervalech (0,71), (71, 72), ..., (Tan—1, 7) se Gloha redukuje na linedrni. Konkrétné na intervalech
(0,71) a (7o, Tok+1), k=1,2,...,n — 1, feSime rovnici

—u" — ou' = au. (3.4)
Obdobné na intervalech (7ar—1,72x), k=1,2,...,n— 1, a (12,1, 7) FeSime
—u" — du’ = pu. (3.5)

Na intervalu (0, 7y) Fesi rovnici (3.4) s podminkou u(0) = 0 funkce u,(z) = Ae= 3% sin (w(a)z),
A > 0. Jelikoz u, (1) = 0, pak jisté plati vztah 7 = ﬁ

Na (71, 72) fesi (3.5) s podminkou u(r;) = 0 funkee u,(z) = Be™ 2% sin (w(B)(x— 7)), B<O.
Obdobné zjistime, Ze z platnosti u,(72) = 0 plyne vztah m = ﬁ + ﬁ Timto zptsobem pro
v8echny nulové body u postupné dostavame vztahy:

T2k-1 = km + (k- 1)m7 Tok = km + km,
Topn—1 = Tlm +(n— 1)@

Pro feSeni u rovnice L};u = aut — Bu~ plati
T1 T2 iy
/ u(s) ds —|—/ u(s) ds + ... +/ u(s) ds = 0. (3.6)
0 T1 Ton—1
Oznacime-li 79 = 0, lze se snadno pfesvéd¢it, ze pro k € {0,1,...,n — 1}, 1 € {1,...,n — 1} plati:
5 s
e~ 272k 4 e 5T2k41

[ unls) ds = dute) |

T2k o

721 — ST — 1
/ un(s) ds = Bw(f) ——— 7

21—1 ﬁ
. e=8mnes — =47 (cos (w(B)(r — ran-1)) + g3y sin (@(B)(r = 20-1) )
/T usls) ds = B®) 3 '

Vratime-li se tedy ke vztahu (3.6), lze jej vyuZitim nového znaceni vyjadfit takto:

Z/ o up(s) ds + kz_‘:/f ) u.(s) ds +/T u,(s) ds = 0. (3.7)

k=0 " T2k 20—1 2n—1

7 pozadavku na hladkost feSeni vSak dostdvame vztah mezi konstantami A, B: A = —B%.
Odtud a ze vztahu (3.7) uz po tpravé dostavame tvar F, . Tvar zbyvajicich vétvi se ukaze

naprosto obdobné. |

Ukéazali jsme tvar vétvi Fucikova spektra X(L}) na oblasti M. Zbyva jiz pouze uréit popis vétvi
Fucikova spektra Lf; vné této oblasti.
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KAPITOLA 3. FUCIKOVO SPEKTRUM DVOU DIFERENCIALNICH OPERATORU

LEMMA 3.4 Necht M¢ je doplnék mnoziny M k R?. Potom mnoZina X(L5) N M€ je urcena
sjednocenim mmnozin

Ff = {(a,,@) e 0t

1 . e 3™ cosh (w(—B)(m — 1))
= (1+e : )+ 5

+ & (ﬂ_ﬁ)zzo},
« « 2

F; ={(a,8) €eR?*| (B,a) € F}'}, k=-1,0.
DUKAZ JE ZCELA OBDOBNY.

|
Timto je popis E(Lfs) uplny. Na nésledujicich obréazcich je znazornéno Fucikovo spektrum Lf; pro
GtyTi riizné hodnoty parametru 6.

18l

g
%
2
0
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
sgn(@)v/of sgn(@)v/of
(a) S(LE) pro 6 = -3

(b) S(LY) pro 6 = —1

18l

sgn(B)

o

2

4 8
sgn(@)v/of
(c) S(LY) pro 6 =0

sgn(@)v/o
(d) S(LY) pro § =0.5

POzZNAMKA Vétev F'| nema jiz kone¢nou délku oblouku.

Lze se snadno presvédcit, ze vétev je
neomezena v 1, a mé asymptotu v bodé a : 7 (a) = .
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,»V matematice jsou dva druhy vysledkii:
ty ziejmé a ty nepravdivé.
Ron Getoor

» Matematici vidi dal nez lidé.“
Ales Matas

Resitelnost problémt se skakajicimi nelinearitami

V predchozi kapitole jsme studovali strukturu Fucikova spektra u dvoubodového problému a u
nelokalniho okrajového problému s integralni podminkou. V této kapitole navazeme na v pfedchozi
kapitole ziskané poznatky, definujeme tzv. regiony typu (I) a (II) a budeme na nich studovat
fesSitelnost nehomogennich problémi se skakajici nelinearitou.

V prvni ¢asti kapitoly formulujeme Dirichletiv problém s readlnym parametrem § a definujeme
jeho slabé feseni. Déle je ukazana rada pomocnych tvrzeni, kterd vyuzijeme v dikazu hlavni
existencni véty.

Ve druhé ¢asti kapitoly je formulovian nehomogenni nelokalni problém s integralni podminkou.
Zde budeme postupovat velmi odlisné. Nakonec vSak dojdeme k platnosti obdobného tvrzeni o
existenci feseni daného problému, jako tomu bylo v pifedchozi ¢asti kapitoly.

V zavéru kapitoly zformulujeme velmi obecnou existenc¢ni vétu zahrnujici téz predchozi ziskané
vysledky. Obecnost tohoto tvrzeni bude spoéivat pfedeviim v obecnosti uvazovaného (né nutné
diferencidlniho) operatoru. Bude tedy odpovidat na otdzku existence feseni Siroké t¥idy problémi.
Tuto existencni vétu lze tedy povazovat za hlavni vysledek celé prace.

Kli¢ovym néstrojem pouzitym k dokazani hlavnich vysledkid je Leraytuv-Schauderiv topolo-
gicky stupen zobrazeni.

4.1 Dirichletiiv problém
Uvazujme problém

u’(7) + 0u'(7) + au™ (1) — Bu (1) + ¢ (u(r)) = p(v) na (0,),

(4.1)
u(0) = u(m) =0,
kde a, 3,6 € R, p € L(0,7) je libovolné a 1 je spojita funkce spliiujici réistovou podminku
[D(E)] < e1 4 calé]” (4.2)

pro néjaké c1, co kladné a v € [0, 1).
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Slabé feseni

Uvazujme Soboleviv prostor Wy 2(0,7) = {u € W2(0,7) | u(0) = u(r) = 0} s normou definova-
nou vztahem ||u||W012 = ||u/|| 12 Yu € Wy?(0,7) a skalarnim soucinem (u,v) = (u/,v')p2 Yu,v €
Wy2(0, 7).

Rekneme, 7e u € W01’2(0, ) je slabym tesenim problému (4.1), jestlize pro kazdé v € W01’2(0, )
je splnéna integralni rovnost

— /ﬂ[u'vl —6u'v — autv + BuTv — P(u)v] = /7r pv. (4.3)
0 0

Necht u € Wol’2(0,7r) ap € LY0,7) jsou pevné dané prvky. Pak se lze presvédcit, Ze pro
a, 3,9 € R libovolné pevné jsou

T U
Ju vl—>—/ u'v'; ty vl—>/ [6u/v + autv — Bu~v];
0

0
s s
su:v+—>/¢(u)v; fp:’t}'—)f/ pU;
0 0

spojitymi linedrnimi funkcionaly na W,*(0,7) a dle Rieszovy véty o reprezentaci (viz vétu 1.3)
existuji a jsou jednoznacné uréené prvky Ju, T, gu, Su, z € W01’2(0,7r) tak, ze

(‘]ua U) = ju(v)v (Ta,ﬁu’v) = tu(v)’ (SU" U) = Su(v)v (Z7 1}) = fp(v)'

P0ZOROVAN{ V&imnéme si, ze (u,v) = —(Ju,v) Yu,v € Wy>(0, 7). Tedy operator —J je identita
na W, (0, 7). Dostavame tak operatorovou formulaci problému (4.3):

u—"T, pu— Su=z. (4.4)

Regularita slabého feseni

Definovali jsme slabé feseni problému (4.1) a zajim4 néas, zda za pfedpokladu dostateéné hladkosti
p lze ocekévat téz hladkost tohoto feseni. Odpovédi je nasledujici lemma.

LEMMA 4.1 Necht p € C[0,7]. Potom pro kaZdé slabé teseni u € W01’2(0,7r) problému (4.1)
plati, e u € C?[0, 7] N W01’2(O,7r).

DUKAZ. Stac¢i vyuzit ekvivalence problému (3.1) s problémem (3.2). Uvazujme w, f definované
stejné jako u problému (3.2). Definujeme-1i funkeci

g(r,w(r)) = (o = §/2)w™ (1) = (B = /2w (1) + f(1)¢(w(7)/ (7)) = f(7)p(T),

ma vztah (4.3) tvar

/7T w' () (1)dT = /ﬂg(T,w(T))U(T)dT Vv € W01’2(0,7r). (4.5)
0 0

Pro p € C[0, 7] je funkce g spojitd a standardnim argumentem regularity slabého feseni Dirichle-
tova problému

—w"(r) = g(7,w(r)),
w(0) = w(w) =0,
dostavame, 7e pro w spliujici vztah (4.5) plati w € C2%[0,7]. Odsud téz u = w/f € C?[0,#]. N

DUSLEDEK 4.1 Fuéikovo spektrum Y(LY) a mnozina viech redlnych dvojic (o, 8) takovych, Ze
u — T gpu = o pro né&jaké u # o, jsou totozné.
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Pripravna cast

V této ¢asti budou formulovéna na typu regionu nezavisla pomocnd tvrzeni, kterd pozdéji vyuzi-
jeme v diikazu existen¢nich vysledki na jiz konkrétnim typu regioni.

LEMMA 4.2 Operdtory Ty g, S jsou totdlné spojite.

DUKAZ. Nejprve ukaime totalni spojitost T, g. Uvazujme omezenou posloupnost (u,) C
Wy2(0, ). Prostor Wy*(0, ) Je reflexivni Hilberttv, tedy lze z (u,) vybrat slabé konvergentni
podposloupnost u,, — u € Wo (O,7r) (viz vétu 1.4). Bez Gijmy na obecnosti tuto posloupnost
pfezna¢me opét na (u,). S vyuzitim Holderovy nerovnosti (viz vétu 1.1) a Poincarého nerovnosti
(viz vétu 1.2) lze provést nasledujici odhady:

a/( —ut v—ﬁ/ u, —u v+5/
<|a\/ i —u+|\v\+|ﬁ|/ u; — ||v|+6/ o = ull]
< (\a|+lﬁl)/0 |un—u||v|+6/0 I—

< (lal +18Dlun — ullL2 vl 2 + Ollun — ullL2 0] 22
< (C(lad +18D) +0) lun = ull 2 [0l 2

[{Ta,pun = Topu, v)| =

pro néjaké C kladné. Z vysledné nerovnosti mame, ze
1Toptin — Ta pully> < (C(laf +|B]) +6) lun — ull 2.

Prostor WOI’Q(O, 7) je kompaktné vnofen do L%(0,7), tedy ziejmé u,, — u v L?(0,7). Odsud jiz
ziskdvame, Ze T, 3 je totalné spojity.

Zbyva ukazat, ze operator S je téz totalné spojity. Operator S j Je téz zobrazeni z W ( 7) do
WO1 2(0 ), plati tudlz i pro néj tytéz na vlastnostech prostoru VV0 (O ) zaloZené uvahy a mame
tak k dispozici slabé konvergentni posloupnost (u,) C WO1 2(0 7) s limitnim prvkem wu. Stadi jiz
pouze provést pro S prislusné odhady:

(St — Su,v)] = | / " () — D)ol

<Y (un) = ()2 vl
< K un) — ()52 0]
Koneéné tedy ziskavame ||Su,, — Su||W01,z < K¢ (un) — ()| 2. Z vnoteni W,*(0,7) GG C|0, 7]

pak w, — u stejnomérné na [0, 7]. ¢ je spojitd, a proto téz ¥ (u,) — ¥(u) v C[0,7]. Zbyva si
uvédomit, ze tento fakt implikuje ||¢(un) — ¥ (u)||L2 — 0. Tedy S je totalné spojity. |

Dalsi lemma hovoii o disledku sublinearniho rastu funkce ¢ pro operator S.

LEMMA 4.3 (Fucik, [1], lemma 2.6) Necht v € [0,1). Potom existuji konstanty c1, ca > 0
takové, Ze

[Sully2 < er+eallull]) 1
0 WO

DUKAz. Mé&jme v € [0, 1) libovolné pevné. Z rtistového omezeni 1, Holderovy nerovnosti a ze
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spojitého vnoreni Wy*(0, ) G L?(0,7) dostéavame nasledujici odhady:

s s
(Su,v)] < / hp(w)o] < / (é1 + éalul )l
0 0
< &ieaflollyype + acsllullzen (0]l 2

< (&1 + éaeseaull2) ||UHW01’2
< (& + eseseallull ) ol

pro né&jaké ¢1, ¢z, ¢3, ¢4 kladné. Odsud jiz pro né&jaké c1, cp kladné plati || Sul| 1.2 < ¢; +CQ||U||"ZV1Y2.
o 0

LEMMA 4.4 Necht (o, B) € R2\ S(LY). Potom ezistuje konstanta C = C(a, 3) kladnd tak, e
pro kazdé u € Wy (0, ) plati

flu — Taﬁ“”vv(}@ > C(a, 6)““”1/[/&2

DUKAZ. Tvrzeni dokdzeme sporem. Méjme (o, 3) € R?\ X(L?) libovolné pevné a predpo-
klddejme, Ze pro tuto dvojici tvrzeni neplati. Pak existuje posloupnost prvka (u,) v prostoru
Wy2(0,7) tak, ze ||un||W01,2 =1la

||u” — Tuw@u"”WOl’z — 0. (4.6)

Dle lemmatu 4.2 je T, s totdlné spojity, a tedy existuje podposloupnost w,, posloupnosti u, a
1,2 L.
prvek u € Wy7(0, 7) takovy, ze
v — T, ptn, ”W(}v2 — 0.

Tedy z trojuhelnikové nerovnosti dostaneme
Hum - u||W01,2 < ||u"k - Ta,ﬁunkHW(}vQ + Hu - TaﬁunkHWOlv2 — 0.

Navic T, s je spojity, tudiz plati u — T, gu = o. Z ptredpokladu (o, 3) € R\ S(LY) plyne u = o.
Avsak z ptfedpokladu ||Un||W01,2 = 1 plati Hu||W01,2 = 1. To je spor. Odsud dostédvame platnost
puvodniho tvrzeni. |

Regiony typu (I)

Regiony typu (I) pro operdtor L definujeme jako nejvétsi souvislé podmnoZiny (komponenty)
R? \ ¥(L) obsahujici alespoii jeden bod (A, \) pro néjaké A € R. V piipadé operatoru LY jsou
regiony typu (I) zndzornény Sedou barvou na néasledujicim obréazku.

Sjednoceni vsech regiont typu (I) budeme znadit ;. Vyznam téchto oblasti z pohledu existence
slabého FeSeni problému (4.1) se ukdze v nésledujicich odstavcich.

LEMMA 4.5 Necht dvojice (o, ) ndlezi do regionu typu (I). Potom Lerayiv-Schauderiv stuper
deg[l — T,,3,B(1),0]
je liché (tedy nenulové) éislo.

DUKAZ. Méme (o, ) € P libovolné pevné. Z lemmatu 4.2 jiz vime, Ze je operator Ty g
totalné spojity a pro (o, §) € MR plati, ze u — T, gu = 0 nema na sféfe OB(1) FeSeni. Lze tedy pro
I — T, g Leraytv-Schaudertv stupeil definovat.

Vsimnéme si, ze operdtor I — T  je lichy. Uvazujme tedy libovolnou spojitou ki¥ivku ¢(t) =
(a(t), B(t)) takovou, ze Vt € [0,1] : p(t) C K1 a plati ©(0) = (A, A), ¢(1) = («, ) pro libovolné A
piipustné. Definujme nyni zobrazeni

H(u,t) = u—Tyuyu
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sgn(a)y/]a]

Obréazek 4.1: Regiony typu (I) u operatoru LY

a dokazZme, Ze se jedna o pfipustnou homotopii zobrazeni I —T,, g a I —T) ). Z vlastnosti uvazované
kiivky ¢ zfejmé
H(w,0) =u—Th u, H(u,1)=u—T,au.

Platnost H(u,t) # o pro kazdé t € [0,1] a u € OB(1) jiz snadno dostaneme z vlastnosti ¢(t) C Ry
pro kazdé t € [0,1]. H(u,t) je tedy pFipustnd homotopie. Z véty 1.5 o Lerayové-Schauderové stupni
jiz okamzité dostdvame, ze deg[l — T, 3, B(1), 0] je liché &islo. |

VETA 4.1 Necht ¢ je spojitd funkce splriujict ristovou podminku (4.2) a (o, 8) € R1. Potom
u” +6u + aut — Bu” +P(u) = p,
u(0) = u(mr) =0,
md slabé vesent pro libovolné p € L1(0, ).

DUkAz. Uvazujme T, g, S a z tak, ze u—T, gu—Su = z je ekvivalentni s (4.3). Dale uvazujme
zobrazeni H(u,t) = u — Ty gu — t(Su+ z). Z lemmat 4.4 a 4.3 plyne platnost odhadt

i = Tt — HSu+ Dl > llu— Tl — [Sullya — 12l
2 Cla, B)lullypz = a1 = ezllully e = ll2llype
pro kazdé t € [0,1] a u € Wol’Z(O, 7). Pro dostatecné velké R > 0 tedy jisté plati
H(u,t) #o0 Vte0,1] Yu € IB(R).

‘H je tedy pripustnd homotopie zobrazeni v — T gu a u — T, gu — Su — z. Navic si v§imnéme, zZe
To (au) = |a|Ts gu pro libovolné a realné. Odsud a z lemmatu 4.5 dostdvame

0 # deg[l — T, 3, B(1),0] = deg[I — T, 5, B(R), 0.
7 homotopické invariance Lerayova-Schauderova stupné pak
deg[I — T, 3 — S, B(R), 2] = deg[u — Ty pu, B(R), 0] # 0.
Podle véty 1.5 existuje u € B(R) tak, Ze u — Ty, pu — Su — z = o0, coz je dle pfedpokladu problém

ekvivalentni s (4.3). Tedy u je slabé FeSeni uvazovaného Dirichletova problému. Tim jsme dokazali
tvrzeni véty 4.1. |
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Regiony typu (II)

Regiony typu (II) pro operator L definujeme jako komponenty mnoziny
Ru(L) =R?\ {X(L) URi(L)}.

Na obrézku 4.1 jsou znazornény regiony typu (II) operatoru L(;D bilou barvou.

PozoroVANI Na kazdé souvislé podmnoziné regionti Ry, Ryr plati pro Leraytv-Schaudertiv stu-
pen
deg[I — T, 3, B(R),0] = konst.

Existence FeSeni problému (4.1) na regionech typu (II) byla studovéna v ¢ldnku [10]. Je zde

ukazano, ze je-li p € L'(0,7) jistého specidlniho tvaru, je zarucena existence alespoii jednoho
feSeni problému (4.1). Pro vice informaci odkazujeme na ¢ldnek [10].
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4.2 Nelokalni problém s integralni podminkou

V této c¢asti textu se budeme zabyvat Tesitelnosti nasledujiciho nelokalniho okrajového problému:

u" (1) 4 6u' (1) + aut (1) — fu” (1) + ¥ (u(r)) = f(r) na (0,7),
(4.7)

kde a, 3,0 € R, f € L*(0,7) je libovolné a 1 je lipschitzovsky spojita funkce spliiujici riistovou
podminku

[P < e+ cal€]” (4.8)

pro né&jaké ci, co kladné, v € [0,1) (tzv. sublinedrni rast).

Operatorova formulace

Definujme nejprve prostor X:

X= {u c wt(0,)

u(0) =0, /07r u(r) dr = O}

a na X uvazujme standardni normu prostoru W2(0, ) definovanou ptedpisem (1.1). Déle uva-
Zujme «, 3,0, € € R pevné a definujme tyto operatory:

Ao X cwHo,7) — LY0,7), At ur— —u” —6u' + euy;
Top: X CW2H0,7) — LY(0,7), Top: ur—aut —pu;
S: X c W 0,7) — L'(0,7), S:ou Y(u);

Resenim problému (4.7) rozumime u € X splitujici rovnici

Aou — Ty pu — Su+ f =o. (4.9)

Pripravna cast

V této ¢asti opét zformulujeme nékolik pomocnych tvrzeni. Zaénéme dvéma jednoduchymi lem-
maty, s jejichZ pomoci bude mozné fici o prostoru X vice.

LEMMA 4.6 Jddro spojitého linedrniho funkciondlu g na normovaném linedrnim prostoru X je
uzavreny linedrni podprostor X .

DUKAz. Linearita prostoru Kerg je ziejmé. Dale uvazujme libovolnou posloupnost prvka
(un) C Kerg tak, Ze existuje u € X : u, — u v X. Jisté pak g(u,) — g(u). Jelikoz g je
spojity a pro kazdé n plati g(u,) = 0, nutné téz g(u) = 0. Cili u € Ker g, a prostor Ker g je tedy
uzavreny. |

LEMMA 4.7 KazZdy uzavieny linedrni podprostor Banachova prostoru je Banachuv prostor.

DUKAzZ. Necht X je Banachtv prostor. Uvazujme libovolny uzavieny podprostor M prostoru
X a libovolnou cauchyovskou posloupnost (u,) C M. X je Gplny, tedy existuje u € X : u, — u.
7 uzavienosti M jiz okamzit€ plyne, ze uw € M. Prostor M je tedy uplny. ]

Prostor X lze zfejmé definovat jako X = Kerg N Kerh, kde g,h : W21(0,7) — R jsou spojité
linearni funkciondly definované vztahy

g :u— u(0), h:ur—>/ u(r) dr
0
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pro kazdé v € W21(0,7). Z lemmatu 4.6 dostavame, ze X je uzavieny podprostor prostoru
W?21(0,7) a diky lemmatu 4.7 pak vime, ze je X s normou || - ||y21 Banachiiv prostor.

Necht ¢ € R je libovolné pevné. Potom operator A. je spojity linearni. Pokud e je prvkem
resolventni mnoziny operatoru —Ag, potom dim Ker A, = 0 a A, je surjektivni. Tudiz A, je bijekce.
Navic X, L(0, ) jsou Banachovy prostory a dle véty o omezené inverzi je tedy A-1 : L1(0,7) — X
spojity linedrni operétor definovany na celém prostoru L' (0, 7). Rovnice (4.9) je tedy ekvivalentni
s rovnici

u— A7 o Torcprcu— A7 o Su+ AT f =o. (4.10)

Nyni je tfeba studovat nékteré vlastnosti operatori vystupujicich v této rovnici. Za¢néme
pomocnym tvrzenim o spojitosti operatoru superpozice na Sobolevovych prostorech, které bylo
dokézéno v €lanku [11].

LEMMA 4.8 (Theorem 1, [11]) Necht Q C RY je omezend oblast a f : R — R je lipschitzovsky
spojita funkce. Potom zobrazeni

Gy :WhP(Q) - WhP(Q), 1<p<oo Gf:u— fou
je spojite.
Tohoto vysledku vyuzijeme k dikazu néasledujiciho lemmatu.
LEMMA 4.9 Operdtory Ty g, S jsou spojité a kompakini.

DUkAz. Funkce u — u* je po ¢astech linearni, tudiz u — aut — Bu~ pro libovolné «, B realné
je lipschitzovsky spojita funkce. Odsud a z lemmatu 4.8 dostavame spojitost operatoru

Tog: X CWHH0,7) — WH(0,7), Topu =Ty puVu e X,

Z vnoteni WH1(0,7) GG LY(0,7) je pak kompaktni T, 5 = IoTaﬁ, kde I : WH(0,7) — L(0, )
je kompaktni identita. Funkce ¢ je lipschitzovsky spojita a tudiz ihned dostéavame spojitost ope-
ratoru

S:X cwhl0,7) = WhH(0,7), Su=SuVueX.

Odsud jiz stejnym zptisobem zjistime, ze S : X — L1(0,7) je kompaktni.
[ |

Odsud dostavame, ze AZ' 0 Ty ye pre, A7 0 S jsou jakozto superpozice spojitého a kompaktniho
operatoru kompaktni.

LEMMA 4.10 Pro operdtor S ezistuji kladné konstanty c1,co tak, Ze plati nerovnost
[SullLr < e1 + calluflfyen Yu € X.

DUkAzZ. Necht v € X je libovolné. Tvrzeni ihned plyne z nasledujici odhadi:

|Sull s = / ()] < / (61 + coful)

< ém A éoflully,

IN

6177 —+ 6263”’&”21
< érm + éacseallul| . -

pro néjaké ¢, o, c3, cq kladné. Tedy existuji kladné konstanty ¢y, co tak, ze pro kazdé u € X plati
[Sullr < 1+ callullfya.- u
),
)

Z

PozNAMKA Prostor X je podprostorem C'[0,7]. Odtud mnoZina viech realnych dvojic (a,
pro které méa rovnice u — AZ! o Ty ye geu = o0 netrividlni feseni, je totoznd s mnozinou S(L}
predchozi kapitoly.
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Regiony typu (I)

V této ¢asti se budeme vénovat existenci feseni problému (4.7) pro redlna dvojice («, ) z regiont

typu (I) operatoru L. Moznou strukturu mnoziny 9Ri(L}) si lze prohlédnout na nésledujicich
obrézcich (zndzornéno Sedou barvou).

(a) Bi(LLy) pro T == (b) Re(LL,) pro T = =

Obrézek 4.2: Regiony typu (I) u operatoru Lk pro § = -3 a § = 0.5

Zbyva formulovat posledni pomocné tvrzeni a poté jiz pristoupime k hlavnimu vysledku této
¢asti kapitoly.

LEMMA 4.11 Necht dvojice (o, 8) ndle# do regionu typu (I) operdtoru L. Potom Lerayiiv-
Schauderiuv stupen
deg[I - Azl ° T04+€7ﬁ+6’ B(l)’ 0]

je liché (tedy nenulové) éislo.

DUKAZ. Ziejmé lze obdobnym zptsobem jako v dikazu lemmatu 4.5 provést homotopické
spojeni zobrazeni

-1 -1
I— A7 oToyepreal — A7 0Tyrcare,

kde a je realné takové, ze (a,a) € Ry(L}). Déle AZ! je lineérn{ a T, g4 pozitivné homogenni,
tudiz A;l 0 Tyte,ate je liché zobrazeni. Odsud mame dokazované tvrzeni. | |

Dostavame se kone¢né k formulaci existenéni véty na regionech typu (I) pro nelokilni okrajovy
problém (4.7) s integralni podminkou.

VETA 4.2 Necht v je lipschitzovsky spojitd funkce splriujici podminku (4.8) a (o, B) € Rj.
Potom problém

u” +0u' 4+ aut — Bu +Y(u) = p,

md alesponi jedno Feseni u € W21(0,m) pro libovolné p € L*(0, ).

DUKAzZ. Necht T, 5,5, AZ1, f jsou takové, ze u — A7 0 Toie preu — A o Su+ A7 f =0 je

ekvivalentni s (4.7). Definujme zobrazeni H : X x [0,1] — X nésledujicim pfedpisem:

H(u,7) =u— A oToyepreu—T(A7 o Su— AZLS).

€
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Ukazeme, Ze se jednd o pripustnou homotopii zobrazeni

I_Ae_lo ate,fte @ I_Ae_lo a+6,B+E_A_1OS+Ae_1fa

€

tj. ze existuje R kladné tak, ze H(u,T) # o V7 € [0,1] Yu € O0B(R) C X. To ukdzeme sporem.
Predpokladejme, Ze existuje posloupnost (u,) C X a (1,) C [0,1] takové, Ze ||uy|lx — oo a
H (v, ) = o. Tedy

Up — A7 0 Torc prctin — Tu(AZY 0 Su, — AZHf) = 0. (4.11)
Oznac¢ime-li w,, = ||u, |~ u,, potom téz plati
_ 18U — f
wy — Ag Yo Torte,pre Wn — TnA; 1||27|| = 0. (4.12)
n

Ovsem z lemmatu 4.10 vime, Ze pro f pevné plati ||u,|~'(Su, — f) — o. Navic (w,) C X
je omezenad mnozina, tedy (A7! o Thicpie wn) je relativné kompaktni v X a lze z ni vybrat
konvergentni podposloupnost, kterou bez tjmy na obecnosti opét ozna¢ime (A7 o Thie gre wn)-
Tato posloupnost konverguje k prvku w € X. Z rovnice (4.12) pak pfechodem n — oo dostavame,

7e w, — w v X a ze spojitosti operatoru A;l 0 Tyte,Bte ZasE
—1 -1
A7 oTovepre wn = Al 0 Tote pre w-

Tedy w — A7Y 0 Tayepre w = 0. Aviak (a, 8) ¢ X(LL), tudiz musi platit w = o. To je oviem
spor s |lw|| = 1. Homotopie H je tedy pfipustna a z homotopické invariance Lerayova-Schauderova

stupné plati
deg[I - Ae_l © Ta+e,,@+e - Ae_l © Sa B(R)a _Ae_lf] = deg[l - Ae_l ° Ta+e,l3+e>B(R)70] =

= deg[l - Ae_l O La+te,B+e B(l), O] 7é 0.

Tedy existuje alesponi jedno FeSeni problému (4.7). Tim je ditkaz hotov. |

PozNAMKA Pristup zde uZzity pro studium nelokdlniho problému s integralni podminkou je v
porovnani s pristupem uzitym pro studium Dirichletova problému ponékud méné zavisly na kon-
krétnim tvaru diferencidlniho operatoru a na okrajovych ¢i nelokalnich podminkach. Kdybychom
extrahovali esenci tohoto pfistupu, bylo by jisté mozné se oprostit od konkrétniho tvaru diferen-
cidlniho operatoru vystupujicitho v uvazovaném problému se skakajicimi nelinearitami a dokazat
pro néj ptritom obdobné existencni vysledky.
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4.3 O jednom zobecnéni

V predchozich ¢astech kapitoly jsme dokazali dvé existenéni véty. Postupu, kterych bylo vyuzito,
Ize vsak uzit v podstatné obecnéjsim pripadé. Dokazeme nasledujici tvrzeni.

VETA 4.3 Uvazujme Q C RN omezenou oblast s lipschitzovskou hranici a 1 < p < N. Necht
A D(A) ¢ WkP(Q) — LY(Q) je linedrni operdtor, D(A) je linedrni podprostor W*P(Q) a
ezistuje € € p(A) tak, Ze (A —el)~! je omezeny na LY (Q). Je-li ¢ lipschitzovsky spojitd funkce se
sublinedrnim ristem a (o, B) € Ri(A), potom rovnice

—Au+aout — Bu +Y(u) = f (4.13)

md reseni pro kazdé f € L*(Q).

Operatorova formulace

Na prostoru D(A) uvazujme standardni normu prostoru W (£2). Definujme nasledujici operatory:
Top: WEP(Q) — LY(Q), Top: u—aut —pu;
S WhP(Q) — LY(Q), S ou (u);

pro «, 3 redlné. Resenim problému (4.13) rozumime v € D(A) splitujici rovnici

Au—Typu— Su+ f=o. (4.14)

Ptipravna cast
V této casti budeme postupovat obdobné, jako jsme postupovali v pripadé nelokalniho problému
s integralni podminkou.

Jednim z predpokladti véty 4.3 je existence € € p(A) takového, Ze A — eI m4a omezenou inverzi
definovanou na celém prostoru L'(€). Oznaéme A, = A — el. Aplikaci A-! na rovnici (4.14)
ziskavame jeji ekvivalentni tvar:

u— At oTy cpcu—A-toSu+ A f=o. (4.15)

€
Nyni je tfeba ukézat nékteré vlastnosti operatort vystupujicich v této rovnici.
PozNAMKA Piedpoklad, ze Q C RY je omezena oblast s lipschitzovskou hranici (tj. s hranici,

kterd je lokalné popsatelnd lipschitzovskou funkei), jsme p¥irozené zvolili z potfeby kompaktniho
vnofeni WP(Q) GG LY(Q) (viz [2]). To je klicové v ditkazu nésledujictho tvrzeni.

LEMMA 4.12 Operdtory T, g, S jsou spojité a kompaktnd.

DUKAZ. Spojitost operatorti dostaneme vyuzitim lemmatu 4.8 o spojitosti operatoru super-
pozice z WP(Q2) do WP(Q). Ozna¢me S’,T" : D(A) C WHP(Q) — WP(Q) spojité operatory
takové, ze S'u = Su Vu € D(A), T'u = Ty pu Yu € D(A). Tvrzeni je pak patrné z nasledujiciho
schématu: .

whe(Q) o whe(Q) 2L wir(Q) o LY(Q).

P0ozZNAMKA Lze se presvédéit, ze dokonce plati u,, — u ve WHP(Q) pravé tehdy, kdyz ul — u®
ve WLP(Q). Implikaci zleva doprava méame z predchoziho lemmatu. Druhé implikace je trividlni.

Ze spojitosti A je zfejm4 kompaktnost operatortt A7 0T, 5, A1 0 S z WEP(Q) do D(A) C
W*P(Q). Déle budeme potiebovat nerovnost, o které hovoii nasledujici lemma.
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LEMMA 4.13 Pro operdtor S existuji kladné konstanty ci,co tak, Ze plati nerovnost
|Sullz: <ep + @HuHZVk,p Yu € WhP(Q).

DUKAZ. Staéi provést obdobné odhady jako v dfikazu lemmatu 4.10. Pro kazdé u € W*P?(Q)
plati

ISullr = [ wta)] < [ 62+ calul)
Q Q
< ¢ meas(Q) + éaf|ul|} .
< ¢ meas(Q) + éacslul| ),
< é1meas(Q) + éaczeq||ull .,
pro néjaké ci, ¢, c3, ¢4 kladné. Tedy existuji c1, co kladné tak, ze ||SullLr < c1 +eallulljyr,. W

Kompaktnost operatoru A-! o T,,_. s ndm umoziiuje definovat Leraytv-Schauderiv stupett
perturbace identity
I— A;l o Ta—e,,B—e~
Obdobné, jako tomu bylo v pfedchozich ¢astech kapitoly, se lze snadno pfesvédéit o platnosti
nasledujiciho lemmatu.

LEMMA 4.14 Necht dvojice (o, ) ndlezi do regionu typu (I) operdtoru A. Potom Lerayiv-
Schauderiv stuperi
deg[l — A7' 0 Ta—c e, B(1), 0]

je liché (tedy nenulové) éislo.

DUKAZ JE OBDOBNY DUKAZU LEMMATU 4.5. [ |

Dtikaz hlavniho teorému
Jiz lze prejit k samotnému dikazu existencni véty 4.3 formulované na zacatku této podkapitoly.

DUKAz VETY 4.3. Existenci FeSeni rovnice (4.15) ukdZzeme opét s vyuzitim homotopické inva-
riance Lerayova-Schauderova stupné. Definujme tedy zobrazeni H : W*P(Q) x [0,1] — WkP(Q)
jako

H(u,7)=u— AZ

€

Vo Taepocu— (A7 0 Su— AZ'f).
a ukazme, Ze se jedna o pripustnou homotopii zobrazeni
I—A7'o To—ep- a I-— A7l o To—e e — A7l oS+ ATY,

tj. ze existuje R kladné tak, ze H(u,T) # o V7 € [0,1] Yu € OB(R) C W*P(Q). Tuto skutecnost
ukézeme sporem. Piedpokladejme existenci posloupnosti (u,) € W*P(Q), (1,,) C [0, 1] takovych,
ze ||up||lwrr — 00 a zérovell H(uy, T,) = o. Neboli pro vSechna n plati

Up — A7 0 To e pctin — Tn(AT 0 Su, — AZf) = 0. (4.16)
Oznaéme w,, = ||un||;[,1kpun Ze vztahu (4.16) dostaneme platnost
S
wy — A7 o To—ep—c Wp — T AT Un + T AT / =o. (4.17)
[[un]| [[un]|

OvsSem na zakladé lemmatu 4.13 mame pro f pevné

Sun_f

— O.
[[un |
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Navic ||w,|| = 1, tedy (w,) C WFP(Q) je omezena mnozina. Odsud diky lemmatu (4.12) vime, ze
(AZ' 0 Th—c p—e wy) je relativng kompaktni v WP (Q). Lze z ni tedy vybrat konvergentni pod-
posloupnost, kterou bez jmy na obecnosti opét oznacéime (A-toT, . B—e wy). Tato posloupnost
konverguje k néjakému prvku w € W¥P(Q). Z rovnice (4.17) pak prechodem n — oo dostavame,
7€ Wy — WV W’”’(Q) a ze spojitosti operdtoru A ! o To—ec,p—e zase

w— A;l 0T y_cp_cw=o.

Nejprve si véimnéme, Ze odsud w € WHP(Q). Dale je ziskana rovnost ekvivalentni s rovnosti
Aw — T, 3 w = o. Predpokladali jsme (a, 5) € Ri(A), tudiz w je trividlni. To je ovSem spor s
|lw|| = 1. Homotopie H je tedy pfipustné. Z lemmatu 4.14 a z homotopické invariance Lerayova-
Schauderova stupné pak kone¢né dostavame

deg[l — A7 ' oTy_cpc— A7 08 B(R),~A- ' f]=deg[l — A7 ' 0T, 5, B(R),0] =

=deg[l — A ' oT,_cp_c,B(1),0] #0.
Tedy existuje alespoii jedno feSeni problému (4.13). |

PozNAMKA Poznamenejme, Ze ve vété 4.3 milzeme misto spojité funkce ¢ : R — R se sublinedrnim
ristem (4.8) bez Gjmy uvazovat Carathéodoryovu funkci ¢ : © x R — R spliiujici obecnéjsi
podminku

[Y(z,s)] <a(x)+Cls|” pros. v.z € QVs e R

pro néjaké a € L1(Q), C kladné a v € [0, 1).

PozNAMKA Vsimnéme si pfedevsim toho, Ze pro platnost véty 4.3 neni vyzadovéno, aby A byl
diferencidlni operétor, ani zde explicitné nevystupuji Zadné pocatec¢ni, okrajové ¢i nelokalni pod-
minky.

Jednoznacnost feseni

P0zoOROVANI Uvazujme problém (4.15). Necht je splnéna nésledujici podminka:

1
< y
o —e|+|8—€|+ K

| A7 meas(Q)' 7 (4.18)

kde K je Lipschitzova konstanta funkce . Potom existuje-li feSeni (4.15), je jednoznacéné.

DUKAz. Definujme operator G : WFP(Q) — D(A) C WFP(Q), Gu = A”
Su + A7l f. Vidime, 7e kazdé feseni rovnice (4.15) je pevnym bodem operatoru G. Je-li naopak
u € W’“’(Q) pevnym bodem G, je zfejmé u € D(A), a tedy je FeSenim rovnice (4.15). Ukazme
tedy, ze za predpokladu platnosti nerovnosti (4.18) je G kontrakce. Mame

YoTpy_cp_cu—ATto

IGu = Gullwes = [IAT" 0 (Ta—e,p—ctt = Ta—c,p—cv + Su = Sv)[lwen
< NATH (1 Ta-ep-et = Ta—e,p—cvllLr + [1Su = Svl|21)
< AT (o — el + 18 = eDllu = vl pr + Kllu = v][1)
< AT (jo = €l + |8 — €] + K) meas(2)' 7 [lu — vlwe.r-

Tedy je-li splnéna podminka (4.18), je G kontrakce a je tak zarudena existence a jedine¢nost Feseni
problému (4.15). [ |

P0OzZNAMKA Vs§imnéme si, Ze nerovnost (4.18) pro K = 0 popisuje pro pevné e mnozinu M(A)
dvojic (o, 8), pro které ma problém —Au + au™ — fu~ = o jediné feseni. Vzhledem k tomu, Ze
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tato rovnice ma vzdy trividlni feSeni, musi byt X(A4) N M (A4) = @ Ve € p(A). Tudiz komponenty
mnoziny
MA) = () M(4)
e€p(A)
tvori tzv. zakdzané oblasti Fuéikova spektra 3(A). Navic pro kazdé (a,8) € M(A) ma zfejmé
rovnice

—Au+aut —Bu" =f
pravé jedno feseni pro kazdé f € L'(Q).
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4.4 O druhém zobecnéni

Zatnéme malou motivaci. Pfedpokladejme funkci f : (0,7) x R — R, f(x,t) je 2m-periodickd v
t a spojitou funkci ¢ : R — R, ¢ mé sublinedrni rtst. Déale necht «, 3 jsou realné. Uvazujeme
nasledujici problém pro rovnici nosniku se skakajici nelinearitou:

Ut + Uggaa + aut — Bu” +9(u) = f(z,1), (z,t) € (0,m) x R,
w(0,t) = u(m,t) = Upg(0,1) = ugy(m,t) =0, t eR, (4.19)
u(z,t) = u(x,t + 2m), (z,t) € (0,m) x R.

Hledame tedy 27-periodické feseni rovnice nosniku splnujici Navierovy okrajové podminky.
Operéator nosniku L = —(9? + 0%) s uvazovanymi periodickymi a okrajovymi podminkami mé
vlastni ¢isla A, a vlastni funkce @y, Wimy dany vztahem

Amn = 12 —m?, m € N,n € NU {0},
©mn = sinmx sinnt, m,n € N,
Wimn = SInmx cos nt, m € N;n € NU{0}.

Necht © = (0,7) x (0,27). Nyni systém {@.n, wmn} tvoil ortogondlni systém prostoru H =
L(Q). Na H uvazujeme standardni skalarni sou¢in i normu prostoru L?(). Piejdéme k abstraktni
realizaci operatoru nosniku. Necht L : D(L) C H — H, kde

D(L)

{u € H =3 a1, 9mn + )1 < oo} ,

m,n

m,n

Takto definovany operdtor ma znadmou fadou vlastnosti. L je uzavieny, samoadjungovany a ma
husty defini¢ni obor v H. Déle pro libovolné € € p(L) je L — el invertibilni. Pro inverzi (L —el)~!
plati, ze je definovana na celém H, linearni a kompaktni.

Ovsem pokud definujeme FeSeni problému (4.19) jako u € D(L) spliiujici rovnici

—Lu+out — Bu” +9(u) = f, (4.20)

kde f je libovolny prvek H, pak ziejmé nelze podobné jako u mnoha jinych problémi aplikovat
vétu 4.3. Problémem mtize byt napi. kompaktnost operatorti v — out —pfu~,u — Pou. K ditkazu
kompaktnosti nelinedrnich operatort v predchozi sekci jsme pouzili jejich spojitost na Sobolevo-
vych prostorech W1P(Q) a nasledné kompaktni vnoteni WP () do L'(Q) (pro ngjaké p, N, Q).
Toto kompaktni vnofeni vSak mnohdy nemame k dispozici. Pozadujeme-li vsak od operatoru L
silnéjsi vlastnost, postac¢i ndm pouze spojitost ptislusnych operdtort superpozice z LP(€Q)) do L4(R2)
pro néjaké p, q.

Hlavni teorém

Problémy typu (4.20) byly motivaci k formulovani nasledujici véty. Ctenaf snadno nahlédne, ze
tato véta je z hlediska predpokladi zcela jiné povahy nez véta 4.3.

VETA 4.4 Uvazujme Q C RN omezenou oblast a 1 < ¢ < p < 0o. Necht A: D(A) C LP(Q) —
L4(Q) je linedrni operdtor, D(A) je linedrni podprostor LP(S)) a existuje ¢ € R tak, e (A —el)™!
je kompaktni na L1(Q). Je-li ¢ : R — R spojita funkce se sublinedrnim ristem a (o, ) € R1(A),
potom

—Au+aut — Bu” +h(u) = f (4.21)
md fesent pro kazdé f € LI(Q).
Tato véta se pozdéji docka dalsiho zeslabeni pozadavki za predpokladu, Ze v uvazovaném problému
bude 1 trivialni.

32



KAPITOLA 4. RESITELNOST PROBLEMU SE SKAKAJICIMI NELINEARITAMI

Operatorova formulace

Na prostoru D(A) uvazujeme standardni normu prostoru L?(€2). Nyni definujme operatory Ty, g, S:

Top: LP(2) — LY(Q), Top: ur—aut —pBu;
S LP(Q) — LYQ), S: urou;
pro a, 3 redlné. Necht f € LI(Q) je libovolné. Resenim problému (4.21) rozumime u € D(A)
splnujici rovnici
Au—Typgu— Su+ f=o. (4.22)
Ptipravna cast

Existuje € € R takové, ze A-! = (A —¢€)7! : LY(Q) — D(A) C LP(Q) je linearni kompaktni (a
tedy i spojity) operator. Aplikaci na rovnici (4.22) dostaneme ekvivalentni rovnici

u— At oTa_eﬁ_eu—Azl oSu+ A lf =o. (4.23)
O vlastnostech operatori vystupujicich v (4.23) nyni zformulujeme nékolik pomocngch tvrzeni.
LEMMA 4.15 Operdtory T, 3, S jsou spojité.

DUkAz. Mame-li (u,) C LP(£2) libovolnou posloupnost a prvek u € LP(2), pak pro T, g plati

HTa,Bun - ,Bu”Lq(Q) —/ lov(u - Bu, —u")/?

<\a|q/|u fuﬂuw/\u o

< (jof? + 181%) / P—

< (la + B Kllun = ull g

pro néjaké K kladné. Tudiz Ty, g je spojity. Pro operator S plati véta o spojitosti operatoru
superpozice na Lebesgueovych prostorech (viz [6], Véta 1.6.1). V naSem piipadé véta zarucuje
za predpokladu sublinedrniho rdstu funkce ¢ s exponentem v € [0,1) spojitost operdtoru S :
LP(Q) — L9(2) pro vq < p. To je ovSem postacujici, nebot pfedpokladdme ¢ < p. Tudiz S je
spojity. |

Odsud dostdvdme na zakladé kompaktnosti A !, Ze operdtory A-' o T, 5, A1 0 S : LP(Q) —
D(A) C LP(Q) jsou kompaktni. Lze tedy definovat Lerayuv-Schauderiv stupeti pro kompaktni
identitu

I— A7 oTh cp e

Jisté neprekvapi ani platnost lemmatu o nenulovosti stupné tohoto zobrazeni.

LEMMA 4.16 Necht dvojice (o, ) ndlezi do regionu typu (I) operdtoru A. Potom Lerayiv-
Schauderiv stupen
deg[I — A  oT,_cp_c, B(1),0]

je liché (tedy nenulové) cislo.
DUKAZ JE OBDOBNY DUKAZU LEMMATU 4.5. |
Zbyvé ukazat nasledujici jednoduché lemma o normé operatoru S.

LEMMA 4.17 Pro operdtor S existuji kladné konstanty ci,co tak, Ze plati nerovnost

[Sullfe(qy < €1+ callull 3oy Yu € LP(Q).
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DUkAZ. Provedeme obdobné odhady jako v diikazu lemmatu 4.13. Pro kazdé u € LP(Q) plati

ISullZ, = / ()] < / &1+ Eaful|e
Q Q

< ¢] meas(Q) + é3|ul| 75
< ¢l meas(Q) + ¢des|ul| )4
< ¢f meas(Q) + ¢3escal|ull 7y

pro néjaké ¢y, ¢, c3, ¢4 kladné. Tedy existuji c1, ¢ kladné tak, ze ||Sul|?, < 1 + cof|ul|72. [ ]

Dtikaz hlavniho teorém
Dostavame se k diikazu samotné véty 4.4.

DUkAz VETY 4.4. Dukaz je opét modifikaci dikazu véty 4.3. UvaZujeme rovnici (4.23) a de-
finujeme zobrazeni H : LP(Q) x [0,1] — LP(£2) nésledujicim pFedpisem:
H(u,7)=u— A oTy cp_cu—7(A7 o Su—AZLf).

€

Chceme tedy ukazat, zda H je pfipustnd homotopie zobrazeni
I-AtoTy cpec a T—A 0Ty g c— Ao S+AS

Budeme postupovat sporem. Pfedpoklddejme, ze H neni homotopie uvazovanych zobrazeni, ¢ili
existuje posloupnost (u,) C LP(), ||un||zr — o0 a posloupnost (7,,) C [0, 1] takové, ze pro vSechna
n plati

Uy — A7 0 Toe pctin — Tn(AZ 0 Su,, — AZf) = 0. (4.24)
Oznacme w,, = ||ty || L5 un. Ziejmé plati
_ _1 Su _
wn, — AL 1 0T h—cp—c Wn — THA, L T ||an + TR A, 1 ||Uf||Lp =0
n ? n

MnoZina (w,) je omezend v LP((2). TudiZ ji kompaktni operdtor AZ1oT,, . 5_. zobrazi na relativné
kompaktni v LP(§2). Z té vyberme (stejné znacenou) posloupnost, kterd konverguje k né&jakému
prvku w € LP(Q). Z rovnice (4.24) s vyuzitim lemmatu (4.17) dostdvame pfechodem n — oo, Ze
wy, = w v LP(Q). Spojitost A;! o Tyy_c s na LP(Q) pak implikuje, Ze

A-lo To—ef—ec Wy — Ae_1 0T y—e,p—c W.

€

Odsud dostavame rovnost
w— A;l 0Th—e,p—e W=o0.

Nejprve si vSimnéme, Ze to znamend, 7e w € D(A). Déle jsme pfedpokladali, ze (o, 8) € R1(A4),
tudiz musi byt w trividlni. To je samoziejmé spor s ||w| > = 1. Odtud H(u,T) # o V7 € [0,1] Vu €
OB(R) pro néjaké R kladné. Jinymi slovy, H je pfipustnou homotopii uvazovanych zobrazeni. Z
vlastnosti Lerayova-Schauderova stupné pak dostaneme

deg[l — A7 ' oTy_cp_c — A7 0 S,B(R),—A;' f] =
=deg[l — A ' 0Ty cp_c, B(R),0] =deg[l — A7 ' oT,_.5_,B(1),0] #0.
Existuje alespoii jedno feseni rovnice (4.23), coz jsme chtéli dokazat. |

PozNAMKA Poznamenejme, Ze ve vété 4.4 mizeme misto spojité funkce ¢ : R — R se sublinearnim
ristem (4.8) bez Gjmy uvazovat Carathéodoryovu funkci ¢ :  x R — R spliiujici obecnéjsi
podminku

|(z,s)| <a(z)+ C|s|” pros. v.z € Q Vs e R

pro néjaké a € LI(Q)), C kladné a v € [0,1).
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Zpétné si vSimnéme, ze predpoklad omezenosti oblasti € byl dulezity z hlediska spojitosti opera-
toru superpozice S (viz vétu 1.6.1 v [6]). Jinde vSak tento pfedpoklad jiz klicovy neni. Nabizi se
tedy nésledujici modifikace véty 4.4.

VETA 4.5 Uvazujme Q C RY libovolnou oblast a 1 < g < p < co. Necht A: D(A) C LP(Q) —
L4(Q) je linedrni operdtor, D(A) je linedrni podprostor LP(S)) a existuje ¢ € R tak, e (A —el)™!
je kompaktni na L1(Q). Je-li ¢ : R — R spojita funkce se sublinedrnim ristem a («, ) € R1(A),
potom

—Au+out —pu = f

md Tesent pro kazdé f € L(N2).

Jednoznacnost feseni
PozoroVANT Uvazujme problém (4.23). Necht je splnéna nésledujici podminka:
1

< 4.25
o — €|+ |8 —¢l+ K’ ( )

=

1A meas(€)

kde K je Lipschitzova konstanta funkce . Potom existuje-li feSeni (4.23), je jednoznacéné.

DUKAZ. Definujme operator G : LP(Q) — D(A) C LP(Q), Gu = A7 ' o Tp_cp_cu— Al o
Su + AZlf. Vidime, 7e kazdé feseni rovnice (4.23) je pevnym bodem operatoru G. Je-li naopak
u € LP(Q) pevnym bodem G, je ziejmé u € D(A), a tedy je feSenim rovnice (4.23). Ukazme tedy,
Ze za predpokladu platnosti nerovnosti (4.25) je G kontrakce. Mame

Gu— Gollpe = |A7 0 (Ta—epoctt — Ta—ep—cv + Su— Sv)| 1o
< ‘|A:1||(||Tafe,ﬁfeu - Ta*é,ﬁ*é””“ =+ ||Su - S”HL‘I)
< IAZ (o = el + 18 = e [Ju — vl s + KJu— v]|14)
< IAZM ) (Ja — € + |8 — ] + K) meas() a7 |lu — v]| s

Tedy je-li splnéna podminka (4.25), je G kontrakce a je tak zarudena existence a jedine¢nost feSeni
problému (4.23). |

Aplikace
Vratime se k motivaci ze za¢atku této ¢asti kapitoly a k problému (4.19). Mizeme nyni formulovat

VETA 4.6 Necht f: (0,7) x R = R, f(x,t) je 2rw-periodickd v t a patii do L?((0,7) x (0,27)).
Bud v : R — R spoyjitd funkce se sublinedrnim ristem. Je-li (o, 8) € Ri(L), potom problém

Utt + Upggzr + au+ - BU_ + 1/J(“) = f((E,t), (.’L’,t) € (0771—) x R’
w(0,8) = u(m, t) = Uy (0,8) = ugy (7, t) =0, t eR, (4.26)
u(z,t) = u(x,t + 2m), (z,t) € (0,m) x R,

md alesporni jedno Tesent.

Definujeme-li feSeni problému (4.26) jako feSeni rovnice (4.20), pak se snadno pfresvéd¢ime o
splnéni vsech predpokladu véty 4.4.

Pohybujeme se na omezené oblasti Q = (0,7) x (0,27). Z motivacni ¢asti této podkapitoly
jiz. vime, Ze operdtor L : D(L) C L*(Q) — L?*(Q2) je linearni a uzavieny. Déle pro libovolné
€ € p(L) # @ ma L — el kompaktni inverzi definovanou na celém prostoru L?(2). Nakonec funkce
1 a hodnoty «, jsou zvoleny jako ve vété 4.4. Jsou tedy splnény vSechny jeji predpoklady a
existuje feSeni problému (4.26) ve smyslu prvku v € D(L) Fesiciho rovnici (4.20).

Na zavér ukazeme jesté jednu aplikaci. Tentokrat aplikujeme vétu 4.5 na Schrédingertv ope-
rator na neomezené oblasti.

35



KAPITOLA 4. RESITELNOST PROBLEMU SE SKAKAJICIMI NELINEARITAMI

VETA 4.7 Uvazujme Schrédingeriv operdtor L = —A+V v L2(RY) s lokdlné integrovatelngm
potencidglem V. Necht V(x) — oo pro |z| — oo a (o, 8) € Ri(—L). Potom problém

AV + VU 4 Ut — U~ = f
md alesponi jedno Tesent pro kazdé f € L*(RY).
Je dobfe znamo, Ze L s potencidlem V spliiujicim V(xz) — oo pro |z| — oo je samoadjungovany

a ma kompaktni inverzi na L?(RY) (viz [17]). Vzhledem k tomu, Ze je L samoadjungovany, je té7
uzavieny. Jsou tak splnény vsechny predpoklady véty 4.5 a dostavame odtud platnost véty 4.7.

36



, Riké se, ze kazdy problém ma své feseni
- neveéfte tomu.
Martin Kuchynka

Skakajici nelinearity v abstraktnich Banachovych prostorech

V této kapitole zasadime vysledky predchozi kapitoly do obecnéjsiho kontextu operatorovych
rovnic v abstraktnich Banachovych prostorech. Celou kapitolu lze rozdélit na dvé ¢asti. V prvni
Casti rozsifujeme existencni vysledky pfedchozi kapitoly pro abstraktni operatorové rovnice a
dokazujeme tak jejich feSitelnost na regionech typu (I). Ve druhé ¢4sti kapitoly se pak soustfedime
na tyto rovnice v rezonanci, kde dosdhneme postacujicich podminek existence jejich feseni. V obou
pripadech uvazujeme tyto rovnice s tzv. Fredholmovymi operdtory o indexu nula.

Nez prejdeme k samotné Tesitelnosti rovnic na abstraktnich prostorech, vénujme néasledujicich
nékolik odstavel teoretickému aparatu, kterého bylo k jejimu studiu uzito.
Fredholmovy operatory

Nejprve uvedeme definici Fredholmova operatoru s indexem k a néasledné uvedeme nékteré jeho
vyznamné vlastnosti.

DEFINICE 5.1 Necht X, Z jsou redlné normované prostory. Operator L : D(L) C X — Z
nazveme Fredholmovym operatorem s indexem k, jestlize jsou splnény podminky

i) Im L je uzavieny podprostor Z.
ii) ind L! = dim Ker L — dim Coker L? = k je kone¢né ¢islo.
Pro Fredholmovy operatory s indexem nula plati, Ze existuji spojité projekce P, Q) takové, ze Tetéz
x5 oo Hz%z (5.1)
je presny, neboli Im P = Ker L a Ker Q = Im L. Navic plati nasledujici rozklady prostort X, Z:
X=KerL&KerP, Z=ImL&ImQ.
Potom je L, = L|p(r)nker p bijekce a existuje spojitd inverze

K, = L;l :ImL — D(L) N Ker P. (5.2)

IEkvivalentné lze index ind L definovat jako ind L = dim Ker L — codim Im L, kde codim Im L = dim (Im L)L.
2Kojadro L je definovano jako Coker L = Z/TIm L, tj. faktorprostor Z s relaci x ~y <= = —y € Im L.
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Mawhintiv koincidenc¢ni stupen

V 70. letech 20. stoleti matematici Gaines a Mawhin pfedstavili teorii koincidenéniho stupné (coin-
cidence degree theory). (Ctenaii doporuc¢ujeme [18], kde je podan uceleny vyklad o koinciden¢nim
stupni a jeho zdkladnich vlastnostech.) Ta slouzi pfedevsim jako mocnd technika dokazovani exis-
tence feSeni nelinearnich rovnic na Banachovych prostorech. Konkrétné je urcena pro studium

rovnic typu
Lxr = Nz,

kde L : D(L) C X — Z je linedrni operator a N : X — Z je nelinearni operator.
Pro studium takové rovnice lze ¢asto samoziejmé pouzit Lerayova-Schauderova stupné. Ostatné
tak jsme ucinili v predchozi kapitole. Tam jsme postupovali tak, ze jsme problém tvaru Lz = Nz

prevedli na problém
= (L—el)to(N —el)x.

Nicméné muze nastat situace, kdy nelze nikterak pfimo Lerayuv-Schaudertuv stupen pouzit. Mlu-
vime predevsim o situaci, kdy neexistuje inverze L~!, resp. v nasem ptipadé (L — eI)~!. Dalsi
kritickou situaci muze byt ta, kdy sice existuje piislusna inverze, ale L' o N neni kompaktni
operator. Jak ukazeme déle, vychodiskem muze byt koincidenc¢ni stuper.

Predpokladejme, Ze operator L je Fredholmiv s indexem nula a operator N : Q C X — Z je
spojity, €2 je oteviend omezena podmnozina X. Gaines a Mawhin nejprve konstruuji zobrazeni M
tak, 7e feit rovnici Lr = Nz je ekvivalentni s hleddnim pevného bodu M. Zobrazeni M : Q —
D(L) C X je konstruovano jako M = P + (AIl 4+ Kpg)N, kde

P, Q jsou jako v (5.1);

Kpo=K,(I—-Q):Z— D(L)NKerP, kde K, je jako v (5.2) a I : Z — Z je identita;
II: Z — Coker L je tzv. kanonicka surjekce, Il : z — z 4+ Im L a Ker Il = Ker Q;

A : Coker L — Ker L je libovolny isomorfismus (bez jmy uvazujme A linedrni);

Spojity operator N, pro né&jz plati, Zze IIN(2) je omezend a KpgN : Q — Z je kompaktni,
nazveme L-kompaktnim. Autofi dokazuji, Ze je-li L Fredholmiiv operator s indexem nula a N je
L-kompaktni, potom je operator M kompaktni. Je-li navic o ¢ (L — N)(D(L) N 99), je Leraytv-
Schauderiiv stuperni perturbace identity I — M vzhledem k 2 a prvku o € Z dobie definovan. Navic
hodnota stupné zalezi pouze na L, N a Q! Koincidené¢ni stupeni dvojice operatort (L, N) vzhledem
k mnoziné 2 C X je konecné definovany jako

deg[(L, N),Q] = deg[l — M,Q,0]. (5.3)

Dale autori dokazuji, ze takto definovany stupen méa vSechny zakladni vlastnosti Lerayova-Schauderova
stupné a plati téz zobecnénd Borsukova véta. Pro detaily viz [18], [19].

Povsimnéme si, jak koincidenéni stupen (L, N) souvisi s Lerayovym-Schauderovym stupném
pro I — M ve dvou zvlastnich ptipadech. Uvazujme nejprve specialni piipad, kdy Z = X a L = 1.
Ziejmé pak Im P = Ker L = {o} a Ker @ = Im L = Z, tudiz Coker L = {o}. Odsud dostavame, zZe
P,Q,1II a A jsou nulové zobrazeni a tudiz M = N. To je pfipad, kdy

deg[(L,N), Q] = deg[(I,N),Q] = deg[l — N, Q,0].

Koincidenéni stupeni dvojice (L, N) se tedy v tomto specidlnim pfipadé redukuje na bézny Leraytv-
Schauderiv stupen.

Nyni uvazme jiny pt¥ipad. Necht L. = L — €I je pro néjaké e bijekce z D(L) do Z a oznadme
obdobné N, = N —el. Pak Ker(L.) = {0} alm L. = Z. Opét dostavame, ze P, Q,II, A jsou nulové.
Tentokrat M = L_!'N,, coz je piipad, jaky nastdval pfi nasem studium problémi v piedchozi
kapitole. Tento p¥ipad vSak nastava pouze za piislusnych predpokladt. Specialné L= je definovany
na celém prostoru Z a je zde kompaktni. Prave tyto pfedpoklady v nasledujicich fadcich zeslabime.
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5.1 Operatorové rovnice mimo rezonanci
Uvazujme realné Banachovy prostory X, Y, Z. Dale K C Y je uzavieny konvexni kuzel, tj. uzaviena
konvexni podmnozina prostoru Y splnujici nasledujici podminky:

1) Yui,ug € K Va, 8 > 0: auy + Pus € K;
i) K (—K) = {o};

Necht K navic indukuje na Y éasteéné usporadéni < (reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni
relace, u =< v pravé tehdy, kdyZz (v — u) € K) takové, Ze ¢aste¢né usporadany prostor (Y, <) je
tzv. miizka ¢ téZ svaz (lattice). Tj. pro kazdé dva prvky u,v € Y existuje supremum a infimum.
Pak lze definovat kladnou a zapornou &ast libovolného prvku u € Y jako u® = (+u) Vo € K. Pro
tyto plati u = u™ — u~. Dalsim pfedpokladem je spojitost zobrazeni u — u*. Budeme se zabyvat
existenci feSeni rovnice typu

—Lu+aTut — BTu™ + Su = f. (5.4)
V nadchézejicim textu uvazujme, ze jsou splnény tyto predpoklady:
Al) X je spojité vnofen do Y;
A2 D(L) C X — Z je Fredholmiv operétor s indexem nula,
:ImL — D(L) N Ker P (definovany jako v (5.2)) je kompaktni.

A4) T :Y — Z je spojity pozitivné homogenni operator a zobrazeni u — Tu® je spojité;

(

(A2) L
(A3) K,
(A4)
(A5) G : X — Z je spojity operator a ||Gul|z < ¢1 + cal|u||% pro néjaké c¢i,co > 0a v € [0,1);

Samozfejmé je mozné téz v zdjmu studia rovnic typu (5.4) vhodné rozsitit definici Fuéikova spektra
a regiont typu (I) a (II) pro dvojici operatortu (L,T) tak, aby zastavaly tyto mnoziny obdobnou
roli jako v piipadé, kdy T byla identita. Necht tedy

Y(L,T) = {(a, ) € R? | existuje u € dBx(1) tak, ze Lu = aTu™ — fTu"}

je Fuc¢ikovo spektrum dvojice zobrazeni (L, T). Regiony typu (I) budeme opét rozumét komponenty
mnoziny R? \ ¥(L,T). obsahujici alespoii jeden bod (A, \) pro néjaké A realné. Sjednoceni téchto
komponent pak ozna¢ime (L, T). Obdobné regiony typu (II) komponenty budou komponenty
mnoziny R? \ {3(L,T) URi(L,T)}, kterou ozna¢ime Ry (L, T).

Tudiz je-li T identita, tyto nové zavedené pojmy splyvaji s jiz diive zavedenym Fucikovym
spektrem operdtoru L a jeho regiony typu (I) a (II). O tom, Ze takto zavedené pojmy hraji v
Fesitelnosti rovnice (5.4) obdobnou roli jako doposud, svédé mimo jiné nasledujici véta.

Hlavni teorém
VETA 5.1 Necht predpoklady (A1) az (A5) jsou splnény. Je-li (o, B) € Ri(L,T), potom rovnice
—Lu+ aTu™ — fTu™ + Su = f (5.5)
md alespont jedno teSeni pro kazdé f € Z.

DUKAz. Budeme postupovat uzitim Mawhinova koincidenéniho stupné. Uvazujme tedy zobra-
zeni P, Q), A, Il a Kpg jako v ¢asti textu o koincidenénim stupni a definujme zobrazeni M : X — X,

Mu = Pu+ (Al + Kpg)(aTu® — BTu™ + Su — f).
Potom rovnice (5.5) mé Feseni pravé tehdy, kdyZ existuje pevny bod operdtoru M. Ozna¢me

Nu=aoTut — BTu~™ + Su — f a ovéime, ze jsou splnény predpoklady pro kompaktnost M. II, T
a S jsou omezend zobrazeni a tudiz pro pevné f je ILN téz omezeny. Déle z kompaktnosti K, a
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spojitosti I, @, N pro pevné f dostdvame kompaktnost K pgN. Odsud jiz dostdvame kompaktnost
M. Staéi tedy ukazat, ze deg[I — M, B(R),0] # 0 pro néjaké R kladné. UvaZujme zobrazeni
H: X x[0,1] = X definované pfedpisem

H(u,7) =u— Pu— (AIl + Kpg)N;u,

kde N,u = oTu™ — fTu™ + 7(Su — f). Ukazme, Ze se jedna o ptipustnou homotopii zobrazeni
H(u,0),H(u,1). Budeme postupovat sporem. Pfedpokladejme existenci (u,,) C X, ||un|| — oo a
(tn) C [0,1] tak, ze H(up, 7o) = o ¥n. Ozname w,, = u, /| u,||. Potom méame z linearity AIl+Kpg
platnost

Wn — Pwp — (AT + Kpg)[aTw) — BTw; + Tnlltn| ™" (Su, — f)] = o.

V prvni fadé ||u,|| " (Sun — f) — o. Dale omezenou mnozinu (w,) zobrazi P + (AIl + Kpq)No
na relativné kompaktni. Vybereme z ni konvergentni posloupnost. Reknéme, ze jejim limitnim
prvkem je w € X. Snadno se tak presvédéime, Ze w, — w. Navic zobrazeni P a (AIl + Kpg)Ny
jsou spojité, tudiz limitnim pfechodem n — oo obdrzime vztah

w— Pw— (AIl + Kpg)Now = o.

Dle konstrukce zobrazeni M je tato rovnost ekvivalentni s Lw = aTw? — BTw™. Vzhledem k
tomu, Ze ||w|| = 1, tj. w # o, zfejmé jsme dosli ke sporu s pfedpokladem («, 8) € Ri(L,T). H je
pfipustnd homotopie a tudiz pro né€jaké R plati

deg[(L, N1), B(R)] = deg[(L, No), B(R)].

Zbyvé ukédzat, ze deg[(L, Ny), B(r)] # 0 pro néjaké r. Uvazujme proto hladkou kiivku ¢(t) =
(a(t), B(t)) € Ri(L,T) Vt € [0,1] a takovou, Ze p(0) = (a, B), (1) = (A, A). Opét lze obdobnym

sporem ukazat, ze
Ha(u,t) = u— Pu— (Al + Kpg)(a(t)Tu™ — B(t)Tu™) # o Vu € B(r) Vt € [0,1]
pro dostatecné velké r kladné. Navic se lze snadno presvédcit, ze Ho(u,1) je liché zobrazeni.
Vezmeéme tedy vétsi z poloméra r, R (pfedpokladdejme bez Gjmy na obecnosti, Ze to je polomér R)
a konecné tak dostavame
deg[(L, N1), B(R)] = deg[(L, No), B(R)] =
=deg[l — P — M(AIl + Kpg)(Tu™ — Tu™), B(R), 0] # 0.

Tedy z existenéni vlastnosti Mawhinova koincidenéniho stupné (viz [18], Theorem 4.1) existuje v
kouli B(R) alesponl jedno feSeni rovnice (5.5). |

PozNnAMKA Predpoklad kompaktnosti K, a spojitosti T, S 1ze téz bez Gjmy zaménit za predpoklad
spojitosti K, a kompaktnosti T’ S.
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5.2 Operatorové rovnice v rezonanci

V této ¢asti budeme studovat operdtorové rovnice typu (5.4) v rezonanci. Konkrétné budeme
studovat existenci feSeni takové rovnice pro ptipad, kdy dvojice («, ) nalezici Fuc¢ikovu spektru
¥(L,T). Poznamenejme, Ze otazka Fesitelnosti problému se skakajicimi nelinearitami s (o, §) € &
nikdy nebyla uspokojivé zodpovézena. Existuji jen né€kolik ojedinélych vysledki, které alespon na
nékterych podmnoZzinich pfislusného Fuéikova spektra (af uz konkrétniho operatoru nebo obecnéji
formulovaného operatoru na konkrétnich prostorech) formuluji podminky pro pravou stranu f, za
jakych lze existenci feseni zarucit. Vyznamnymi podminkami tohoto typu jsou Landesmanovy-
Lazerovy podminky, které byly poprvé pfedstaveny v roce 1969 v préci [21] Lazera a Leache. O
rok pozdé&ji byly Landesmanem a Lazerem tyto podminky zobecnény pro eliptické PDR v [22].

Z praci o rovnicich typu (5.4) v rezonanci vzhledem k («, 8) € ¥ vzpometime ¢lanek [20], kde
byly zformulovany existenéni véty pro rovnice na prostoru L?(2) pro L samoadjungovany operator
s kompaktni inverzi a T = 1.

Ptipravna cast

V celé této Casti textu uvazujeme zobrazeni P,Q, A, Il a Kpg definovand stejné jako v Casti o
Mawhinové koincidenénim stupni. Navic predpokladejme, ze X = Z = H je Hilbertv prostor
funkei se skaldrnim soucinem (-,-). Prostor Y s ¢asteénym uspofdddnim =< uvazujeme jako v
prechozi ¢asti kapitoly a navic pfedpokladame, 7e je (Y, | - ||, X) tzv. Banachova m#izka (Banach
lattice), tj. prostor s dvoji strukturou - normou a ¢asteénym usporddanim - pfi¢emz mezi témito
plati nasledujici vztah:

[u] < [o] implikuje u < ||

pro kazdé u,v € Y. Zde absolutni hodnota prvku prostoru Y je definovana jako |u| = u™ +u™~.
Déle ozna¢me M = {u € H | Lu = oTu™ — BTu™ }, mnoZinu prvki, ke kterym se budou véazat
nase postacujici podminky existence Feseni. Nakonec ptvodni pfedpoklady (A1) az (A5) pfedchozi
éasti kapitoly nahradme nésledujicimi predpoklady:

Rl) HocY aL:D(L)CH — H,T:Y — H jsou linedrni samoadjungované operatory;
R2) x : K — H,x(u) je charakteristickd funkce {u = o} a x(u)v € H Vu € K Vv € H;
R3) T au — u* jsou spojité a KpoT je kompaktni;
)

(

(

(

(R4) Pro dané (o, ) € X(L,T) existuji hodnoty d,0_ takové, ze (o + tdy, 8+ td_) € R (L, T)
vt € (0,1];

(R5) L, =L —T(ax(u")+ Bx(u™))I: M+ — H mé omezenou inverzi L, ! : Im L, — M=

Yu € M.

Hlavni teorémy

Nez pristoupime k formulaci hlavnich vét, uvazujme nasledujici dopliujici predpoklady:

(R6) x je spojité zobrazeni a [|(x(u™) — x(v*))(u = v)|| < Clix(u™) = x(v*)|l[lu — v Yu,v € H
pro néjaké C' kladné;

*(R6) (G,o,u) je prostor s mirou, D(L) G LY(G) G LP(G) G H pro néjaké ¢ > p a ||og||r« = 0.
VETA 5.2 Necht piedpoklady (R1) az (R6) jsou splnény. Potom rovnice
—Lu+aTut — BTu™ = f (5.6)

md alespori jedno Fesend, kdykoliv plati (6, Twt — §_Tw™,w) > 0 a (f,w) < 0 pro kaZdé w €
IB(1) N M nebo (6. Twt —§_Tw™,w) <0 a (f,w) >0 pro kazdé w € OB(1) N M.
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DUKAzZ. Bez Gjmy na obecnosti piedpoklddejme, ze (6, Tw™ — 6_Tw ,w) > 0a (f,w) <
0 Vw € 9B(1) N M. Bude opét vyuzito Mawhinova stupné. Nejprve rovnici (5.6) pfevedeme na
problém o pevném bodé. K tomu definujme zobrazeni M : H — H ve tvaru

Mu = Pu+ (Al + Kpg)(aTut — BTu™ — f).

Toto zobrazeni je kompaktni na zdkladé stejnych argumentt jako v dikazu véty 5.1. Uvazujeme-li
Nu = oTut — BTu™ — f, staci ukdzat, ze deg[(L, N), B(R)] = deg[I — M, B(R), o] # 0 pro né&jaké
R kladné. Ozna¢me N,u = (a+ 76 )Tx(uN)u+ (B+76_)Tx(u™)u— (1 —7)f. Lze tak definovat
homotopii H : H x [0,1] — H pfedpisem

H(u,7) = u— Pu— (AIl + Kpg)N;u.

Ukazme, Ze se jednd o pripustnou homotopii zobrazeni #H(u,0), H(u,1). Budeme postupovat
sporem. Predpokladejme existenci (u,) C H, |Ju,|| = o0 a (1) C [0, 1] tak, ze H(un, ) = 0 Vn.
Oznaéme wy, = uy/||uy,||. Potom méme z linearity AIl + Kpg platnost

f

lunll”

Lw, = (@ + 1,0.)Tx(w )wn + (B + 16 )Tx(w;, )wn — (1 —7,) (5.7)

Z vlastnosti zobrazeni P,A,II, Kpg a T (viz dikaz véty 5.1) ziskdme existenci limitniho prvku
w € H, k némuz konverguje néjakd podposloupnost posloupnosti (P + (AIl + Kpg)Now,) a
limitnim pfechodem n — oo dostaneme vztah

Lw=(a+76)Tx(wHw+ (B+ 75 )Tx(w )w.

Tato rovnost mize byt splnéna pouze pro 7 = 0, a to prvkem w € 9B(1)NM. Vratme se ke vztahu
(5.7) a zkonstruujme k (w,,) C H posloupnost ¢,, = Rw,, kde R : H — M je ortogonalni projekce
na M. Pak plati ||w, — @] = dist(w,, M). Tudiz w, i ¢, konverguji k w. Navic w, — ¢, L M.
Tj. wy, — @ € M*. Rovnost (5.7) je ekvivalentni s rovnosti

Lun = (@Tx(p}) + BTX(0y ) )wn + (@ + 100 )(Tx(wy) — Tx (o) Jwnt

(3478 (Tx@3) = Tl + 7 B Tx) + 8- Tx(om o = (1= m) T (58)
Tato rovnice ma feseni pravé tehdy, kdyz plati
(L —aTx(e7) = BTX(p7)wns o) = (@ + 100 ) {(Tx(wyy) = TX (7)) wns @n)+
H(B + 1) (Tx(wy) = Tx(@5 ))wns 0n) + T (6 Tx(0rh) + 6-Tx (07 )wns on) — (1 = ) <|J;;Liﬁ> :
Ovsem (p,,) C M, tudiz leva strana rovnosti je rovna nule. Odsud ziskévame platnost
(@ + 700 ){(Tx (W) = Tx()wns n) + (8 + 100 )(Tx(wy,) = Tx (95 ) )wn, @)+
B TX(E) + 8T Yo ) + (= D)L (5.9)

Vsimnéme si, ze téZ plati (L — oTx (o) — BTx(0,,))(wn — @n) = (L — aTx(o)) — BTx(p;,))wn.-
S vyuzitim tohoto faktu a pfedpokladu (R5) lze ze vztahu (5.8) ziskat pro kazdé n odhad

leon = @nll < NG (@ + b ) (Tx(wry) = Tx(9i))wn + (B + b )(Tx(wy) = Tx(¢r))wn+
+ 7 (01 Tx () + 0-Tx (0 ))wn — (1= 70) /||l
< Co(l(Tx(wy) = T(em Dwnll + I1(Tx(wy, ) = Tx(en )wnll + 7 (10— | + 164])+
+ (L= f11/ funl)-
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Pro néjaké kladné konstanty C,,. Ozna¢me C' = sup,,cy C), < 0o. Snadno se lze presvédcit, ze plati

|(x(w,) = x(@))wn| < [(x(w,h) = x (&) (wWn — n)l-

Jelikoz T je omezeny, Y je Banachova miizka a plati (R6), 1ze uéinit nasledujici odhad

ITOc(wn) = x(em)wnll < ITHIx (@) = X (@5 Hlwn = @nll = Knllwn — @l

pro néjakou realnou posloupnost K, — 0. Obdobnou tvahu lze provést téz pro vyraz se ¢leny
w;, ., - Tudiz je-li n dostateéné velké, plati na zdkladé pfedchoziho odhadu normy |w, — ¢,
nerovnost

lon = @all < Clrall6-] + [64) + (1 = 7)1 f I/ llunl) (5.10)
pro néjaké C > C. Odsud je ziejmé, ze pro dostatecné velké n lze Cleny

<(TX(er) - TX((,O:))UJ,,“ ¢n>’ <(TX(°J;) - TX(QO;))UJ,,“ ¢n>

v rovnosti (5.9) zanedbat. TudiZ pro takova n jsou éleny (5. Tx (o) + 6_Tx(¢; )wns @n), {f; Pn)
stejného znaménka. To je ovSem spor s predpokladem. Musi tedy platit H(u,7) # 0 Vu €
dB(R) VT € [0,1] pro dostateéné velké R. Odsud

deg[(Lv NO)) B(R)] = deg[(La N1)7 B(R)]

Stejnym argumentem jako v diikazu véty 5.1 ziskdvame, Ze stupeti dvojice (L, N1) vzhledem ke
kouli B(R) je nenulovy. Rovnice Lu = Nu mé alespoii jedno FeSeni. Tim je diikaz hotov. |

POzZNAMKA Zminime, Ze piedpoklad (R6) je trividlné splnén, pokud Hilbertav prostor H je navic
Banachova algebra vzhledem k souc¢inu (fg)(z) = f(z)g(x). Banachovou algebrou nazveme algebru
A takovou, Ze A s normou || - || je Banachiiv prostor a plati |Juv|| < |Jul|||v| Vu,v € A. Pokud navic
norma || - || je indukovand skalarnim soué¢inem (tj. A je Hilbertiv prostor), fikdme, ze A je tzv.
Hilbertova algebra. Je tudiz pro splnéni podminky (R6) postacujici, je-li prostor H Hilbertovou
algebrou.

VETA 5.3 Necht predpoklady (R1) aZ (R5) a predpoklad *(R6) jsou splnény. Potom rounice
—Lu+aTut — BTu™ = f (5.11)

md alespori jedno Fesend, kdykoliv plati (6, Tw™ —§_Tw™,w) > 0 a (f,w) < 0 pro kaZdé w €
IB(1) N M nebo (61 Tw —§_Tw™ ,w) <0 a (f,w) >0 pro kazdé w € OB(1) N M.

DUKAZ. Znacné ¢ast diitkazu je totozna s ditkazem véty 5.2. Jediny rozdil je ve zptisobu ditkazu
toho, ze lze ¢leny

(Tx(wi) = Tx(ei))wn, on),  (Tx(wy) = Tx(@,))wn; Pn)

v rovnici (5.9) pro dostateéné velké n zanedbat. To dokdzeme nasledovné. S vyuzitim predpokladu
D(L) G L?(G) dostaneme ze vztahu (5.8) pro kazdé n nerovnost

lwn = @nllze < CUTx(w)) = Tx(en))wnll + 1(Tx(wy) = Tx(en) o
F (0] + 104 1) + (=) 1 £ 11/ llunl])-
pro néjaké C kladné. Dale diky L9(G) G LP(G) a LP(G) G H existuje K kladné tak, ze
I0c(wi) = x(e D (wn — o)l < Kll(x(wy) = x(03)) (wn = ¢n)|ze
< Kp{wngn < 077 lwn — gnlo
= Ky llwn — @nllLa,

kde K,, — 0. Tytéz odhady lze ucinit i pro w,, , ¢,, . Dostavame tak pro dostatecné velka n zpétnym
vyuzitim LP(G) G H platnost nerovnosti typu (5.10), coz jsme chtéli dokazat. |
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PozNAMKA Pfedpoklad *(R6) je splnén, pokud uvazujeme napi. D(L) = W, () a H = L2(9),
kde Q C R? je omezen4 oblast s lipschitzovskou hranici.

Vsimnéme si, Ze jsou-li @« = § = A tak, Ze (\,\) € X(L,T), obsahuje mnozina M s kazdym
svym prvkem w té% jeho kladné i zdporné nésobky. Specidlné Span{w} C M. Tudiz nelze splnit
zddnou z podminek

(fyw) >0Vw € dB(1)NM, (f,w) <0Vwe IB(1)NM.

Tudiz véty 5.2, 5.3 nebude mozné v takovém ptipadé pouzit. Dokonce podminka f L M je nutnou
podminkou existence feseni rovnice (5.6).

Po0zoROVANI Nechf T je identita a pro («, 8) € 3(L,T) existuje § redlné tak, ze s § = d_ = ¢
je splnéna podminka (R4). Pak

(64Tw™ —0_Tw™,w) = §|w]||?

m4 pro kazdé w € 9B(1) N M stejné znaménko jako 4. Tudiz v takovém piipadé existuje FeSeni
rovnice (5.6) pro kazdé f spliujici sign(f,w) = —signd pro kazdé w € 9B(1) N M. Pokud navic
pro danou dvojici («, 3) je splnéna podminka (R4) téz s 64 = 6_ = —4§, pak m4 rovnice (5.6)
feSeni, kdykoliv (f,w) # 0 pro kazdé w € 9B(1) N M.

Nabizi se srovnani vét 5.2, 5.3 v takovychto bodech («, 3) s klasickou Fredholmovou alternativou.

Fredholmova alternativa

VETA 5.4 (Fredholmova alternativa) Necht H je Hilbertiv prostor, A je kompaktni samoad-
jungovany linedrni operdtor z H do H a A # 0. Potom pro rovnici

—Au+Au=f (5.12)
nastdvd jeden z ndsledujicich pripadi:
i) A nent vlastnim é&islem A a (5.12) md prdvé jedno TeSent pro kazdé f € H.
it) X je vlastnim éislem A a (5.12) md Teseni pravé tehdy, kdyz f L Ker(A — \I).

Nyni pfedpokladejme, ze pfedpoklady Fredholmovy alternativy jsou pro rovnici (5.12) splnény a
A # 0 je vlastni ¢islo operdtoru A. Rovnice (5.12) ma v tomto pfipadé feSeni pravé tehdy, kdyz
plati (f,w) = 0 pro kazdé w € Ker(A — \I).

Vsimnéme si téz, ze jelikoz kazdy nenulovy bod spektra operatoru A je jeho vlastnim cislem a
A ma nejvyse spocetné mnoho téchto bodi, 1ze ucinit nasledujici pozorovani.

P0zoROVANI Pro libovolné vlastni ¢islo A operatoru A plati, ze existuje § redlné tak, ze A+ 76 €
p(A) vV € (0,1].

Obratme pozornost k analogické situaci u operatorovych rovnic se skdkajicimi nelinearitami v
rezonanci. Budeme pfedpokladat, Ze pro rovnici

—Lu+aut —pu” = f (5.13)

jsou splnény pfedpoklady nékteré z vét 5.2, 5.3. Dale predpokladejme, Ze pro dané (o, ) € (L, I)
plati analogie toho, co jsme pozorovali u vlastnich ¢isel operatoru A, tj. Zze existuje é realné tak,
7e (a =70, +70) € Ri(L,I) V7 € (0,1] . Potom m4 rovnice (5.13) FeSeni, kdykoliv pro f € H
plati (f,w) # 0 pro kazdé w € 9B(1) N M.

PozNAMKA Odpovédi na otazku FeSitelnosti u rovnice (5.12) v pfipadé i) Fredholmovy alterna-
tivy a u (5.13) na regionech typu (I) jsou velmi podobné (existuje feSeni zminénych rovnic pro
kazdou pravou stranu f). Naproti tomu jsme se nyni pfesvéd¢ili, Zze pro existenci feeni rovnice
(5.13) v rezonanci vzhledem k Fué¢ikové spektru nastava zcela odlisnd situace, neZ na jakou jsme
zvykl{ v analogickém p¥ipadé u linearnich rovnic typu (5.12). Existenéni vysledky, které jsme pro
rovnice se skakajicimi nelinearitami v této kapitole ziskali, jsou dalsim krokem k nelinearni Fred-
holmové alternativé pro rovnice typu (5.13). K jeji plnohodnotné formulaci vsak stéle chybi Gplna
charakterizace mnoziny vSech f, pro které ma (5.13) v rezonanci FeSeni.
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Zavérem

Cilem prace bylo prozkoumat predevsim TeSitelnost okrajovych problému se skdkajicimi nelinea-
ritami a nelokdlnimi okrajovymi podminkami. Motivaci k vyty&eni tohoto cile byl ¢lanek [8], kde
bylo poukézano na neobvyklou strukturu Fucikova spektra vztahujiciho se k nelokalnimu problému
s integralni podminkou. V préci jsme uvazovali dva konkrétni diferencidlni operatory L5D, Lf;. Jeli-
koz Fucikovo spektrum hraje zésadni roli v fesitelnosti problém se skdkajicimi nelinearitami, byla
nejprve dikladnéji prostudovana jeho struktura u uvazovanych operatorti. Poté jsme navézali na
zde ziskané znalosti o Fuéikové spektru téchto operdtorii a dokazali na regionech typu (I) existenci
feSeni rovnic

—LPu+ au™ — Bu” +1p(u)

—Liu+ au’ — fu” + ¢(u)

s (5.14)
f (5.15)

pro kazdou pravou stranu f.
Pozdéji jsme zformulovali a dokézali obecné&jsi existenéni véty (véty 4.3, 4.4 a 4.5) o FeSitelnosti
problému
—Au+aut — Bu” +(u) = f. (5.16)

Tyto véty zarucuji za navzajem odlisnych predpokladil existenci feSeni problému na regionech
typu (I). Véta 4.3 svymi pfedpoklady pokryva i oba problémy (5.14), (5.15). Nicméné lze nalézt
fadu béznych problému, na které tuto vétu nelze aplikovat. Jednim takovym problémem jsme se
nechali motivovat k formulovani véty 4.4. Véta 4.5 pak dale rozsifuje platnost véty 4.4 pro problémy
(5.16) na neomezenych oblastech za dodate¢ného predpokladu ¢ = 0. Nésledné jsme uvedli ukazku
aplikace ziskanych existen¢nich vysledkd na rovnici nosniku a na rovnici se Schrédingerovym
operatorem.

V zéavéru préace jsme problémy se skakajicimi nelinearitami zasadili do kontextu operatorovych
rovnic na abstraktnich Banachovych prostorech. Zde byla nejprve byla zkoumana existence reseni
rovnice

—Lu+ aTu™ — fTu™ + Su = f (5.17)

na regionech typu (I). Potvrdili jsme o¢ekavané, tj. existenci Feseni pro libovolnou pravou stranu
f (viz vétu 5.1). Poté jsme obratili pozornost k rovnici

—Lu+aTut — BTu™ = f (5.18)

na Hilbertovych prostorech funkci v rezonanci, tj. s (a, 8) € X(L,T). Zde se ndm podafilo ziskat
postacujici podminky existence feSeni. Na jejich zakladé byly formulovany existencni véty 5.2, 5.3.
Zminéné postacujici podminky povazujeme za hlavni vysledek této prace.

Nameétem pro dalsi praci mize byt rozsifeni ziskanych existencénich vysledku o (5.18) v rezo-
nanci pro nesamoadjungované operatory L, T a na abstraktni Hilbertovy prostory. Na zodpovézeni
téz stéle Cekd otdzka charakterizace mnoziny vSech f, pro které maji rovnice (5.17), (5.18) FeSeni.
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