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Predmluva

Linearni algebru povazuji za neuvéfitelné krasnou oblast matematiky. Pamatuji si, ze jako student prv-
niho ro¢niku jsem z ni nebyl pfilis nadSeny. Pusobila na mé jenom jako seznam prézdnych definic a
tvrzeni, jejichz dikazy byly spiSe trividlni. Kouzlo linedrni algebry se vSak skryva v dobfe zvolenych
zdkladnich pojmech, které jsou velice propojené a kolem kterych je nasledné vybudovana. Je az neuvéri-
telné, kolik ruznych pohledt 1ze objevit na nékteré klicové definice.

Samotny Gvod linedrni algebry lze vybudovat vice zplisoby. Lze na ni pohlizet jako na (abstraktni)
teorii vektorovych prostori a linearnich zobrazeni. Lze ji také budovat jako zobecnéni geometrie. My
soustavy linearnich rovnic. Ctenéf se vSak nemusi obavat, ze by byl o teorii vektorovych prostort nebo
geometrii ochuzen, zahy se k ni také dostaneme.

Tento text nemutze vzhledem ke svému rozsahu slozit jako kompletni ucebnice linearni algebry
(a ani nemd takové ambice). Snaha je popsat linedrni algebru spie shora, vysvétlit klicové definice a
pojmy. Jak uz to byva, pokud ¢lovék chce néco poradné pochopit, mél by se zabyvat zakladnimi pojmy
a vztahy. Bez pochopeni definic nema smysl pokracovat a tifeba dokazovat slozité véty. Budeme radi,
pokud tento text povede ¢tenare k zamysleni nad linedrni algebrou; ostatné jenom tak lze dosahnout
hlubsiho pochopeni.

V textu naleznete celou fadu poznamek pod ¢arou. V téch se snazime o vysvétleni z jiného uhlu,
napriklad ¢asto budeme srovnavat pojmy linearni algebry s jinymi pojmy v jinych oblastech matematiky,
naptiklad analyze. Dilezité je, ze poznamky pod ¢arou lze z textu vynechat. Pokud ¢tenar nékteré z nich
hvézdickami a ¢tenaf je mulze bez obav preskocit. Pokud je u odkazu na nékterou kapitolu uveden
otaznik, znamena to, ze dosud nebyla napsana a bude uvedena v budouci verzi textu.

Klicové poznatky, které by si ¢tenaf mél z dané kapitoly odnést, jsou uvedeny v ramecku, naptiklad:

Protoze tento text teprve vznikd, provadim v ném fadu uprav. Nezapomente si pred
¢tenim stahnout aktualni verzi:
http://pavel.klavik.cz/vyuka/texty/povidani_o_la.html.

Jako zadny text ani tento neni bez chyb. Pokud néjakou chybu objevite, napiste mi prosim na
klavik@kam.mff.cuni.cz. Za fadu poznamek k textu bych rad podékoval Alené BuSakové, Milanu
Hladikovi, Jifimu Matouskovi, Aneté Stastné, Tomasi Vyskodilovi a Petrovi Zemanovi. Tento text byl
podpofen grantem CE-ITI — P202/12/G061 GACR.

Kapitola 1

Soustavy linearnich rovnic

Soustavy linearnich rovnic se zkoumaji v matematice od dob davnych a postup zvany Gaussova eliminace
uréeny’ na jejich feeni je znam jiz od staré Cinyf! Cilem této kapitoly je soustavy linearnich rovnic
popsat a vysvétlit Gaussovu eliminaci.

1.1 Uvod

Zacnéme piikladem soustavy tii rovnic o tfech neznamych x, y a z:

20 — y = -1,
-z + 2y — z = 3, (1.1)
-y + 2z = 1

Hleddme vSechny mozné hodnoty realnych ¢isel z, y a z, které spliuji vsechny t¥i rovnice soucasné.
Kazdé prifazeni hodnot proménnym z, y a z se nazyva ohodnoceni a zapise se jako usporadana trojice
(a, B8,7). Ohodnoceni (1,3,0) (tedy + = 1, y = 3 a 2 = 0) neni FeSenim soustavy, protoze nespliiuje
drubou a tfeti rovnici: —1+6—0 # 3 a —3+0 # 1. MiZete ovéfit, Ze ohodnoceni (1,3,2) Fesi soustavu.
MnoZina vsech Tesent soustavy je mnozina vSech ohodnoceni, ktera spliuji vSechny rovnice soucasné. V
ptipadé této soustavy je (1,3,2) jediné feSeni, coZ brzo ukdzeme.

Obecné soustava m linearnich rovnic o n neznamych vypada takto:

ajry + apry + azzy + -+ apr, = by
a1x1  +  agary + agzry + -+ axnx, = by
a3 121 + a3 2T2 + a3 3T3 + -0+ a3nln = b3 (12)
U1+ AmaTs + ATz + o+ Amaly, = by

(D Matematik Gauss pochopitelné nebyl Ciiian. Toto je piiklad jednoho z fady pojmil, které se jmenuji po nékom,
péti tisici lety. V ¢inské knize Devét kapitol napsané zhruba dvé sté let pred nasim letopoctem se objevuje postup, jak
vyresit konkrétni soustavu t¥i linedrnich rovnic o t¥ech neznamych. Jakékoliv formalni zdivodnéni chybi, ale pfi zobecnéni
dostaneme Gaussovu eliminaci.

V zapadni matematice Gaussovu eliminaci poprvé popsal Newton ve své algebraické knize, i kdyz se jednalo o postup mezi
matematiky bézné zndmy. Gauss se zabyval metodou nejmensich ctvercid (v souvislosti s geodézif), pro niz popsal algoritmus
podobny Gaussové eliminaci. Jméno Gaussova eliminace se zacalo pouzivat az v padesatych letech diky implementaci
metody nejmensich ¢tvercit v poéitacich. Historie fady pojmil linearni algebry je znacéné slozita!



Realna cisla a;; se nazyvaji koeficienty, realnd cisla b; jsou pravé strany, pro konkrétni soustavu vsechny
a;; a b; zndme. Symboly z1, . . ., ,, oznaduji neznamé, jejichz ohodnoceni chceme nalézt? Mnozina viech
Feseni soustavy je mnozina vSech n-tic redlnych éisel (21, ..., ,), které spliuji souc¢asné vSechny rovnice.

Ukazme si, jak vypada obecny zapis v pfipadé soustavy (1.1). To je soustava tii linedrnich rovnic
o tfech neznamych, tedy n = 3 a m = 3. Pro neznamé plati

Ty =, To=1Y a T3=2.

Koeficienty maji nasledujici hodnoty:

apg = 2, ajp = —1, a3 = 0, by = —1,
asy = —1, azp = 2, azz = —1, by =3,
azy = 0, azy = —1, azz = 2, by= 1.

Vsimnéte si, jak jsou koeficienty cislovany: a;; znamend koeficient na i-tém radku a v j-tém
sloupci. Toto poradi je zavedend konvence, kterou budeme dodrzovat.

Co to znamend, ze rovnice jsou linedrni? Leva strana je tvofena souctem proménnych vynéasobe-
nych néjakymi (pevnymi) koeficienty, prava strana je néjaké pevné ¢islo. Rovnici spliiuji ta ohodnoceni
proménnych, pro které po dosazeni dostaneme na levé strané stejné ¢islo jako na pravé strané. Linearni
rovnice (a jejich soustavy) patii k tomu nejjednodussimu v matematice. V tomto textu si ukézeme, ze
jsou dostatecné zajimavé a maji celou fadu aplikaci.

Soustava m linedrnich rovnic o n nezndmych je zadana koeficienty a;; a b; pro i =
1,....,maj=1,...,n Hleddme vSechna ohodnoceni nezndmych (z1,...,x,) spliujici
vSechny rovnice soustavy.

Dosazovaci metoda. Ukazeme si, jak vyTesit soustavu (1.1) pomoci dosazovani. B&Zné se dosazovani ne-
provadi a Gaussova eliminace je zalozena na jiném principu. AvSak dosazovani mé jednu velkou vyhodu:
Je snadno vidét, ze funguje spravné.

Zacneme vyjadienim x z prvni rovnice:

T=3y—3. (1.3)

Pro kazdé feSeni vime, Ze hodnota z je totozna s hodnotou %y - % Proto muzeme ve zbyvajicich dvou
rovnicich nahradit vyskyty = za %y - % Dostavame:

po upravach

-y+i + 2y — 2z = 3, Sy — 2 =13,
-y + 2z = 1, -y + 2z 1.

Ziskali jsme mensi systém pouze dvou rovnic o dvou neznamych, jednu nezndmou se nam podafilo
vylou¢it neboli eliminovat (s pouzitim jedné rovnice). Pokud bychom uméli vyfesit tuto mensi soustavu,
mtzeme dopocitat hodnotu = pomoci (1.3). Jak ale vyfesit tuto mensi soustavu? Budeme postupovat
dal stejnou metodou, eliminujeme y a soustavu opét zmensime:

y=2:43, (1.4)

Po dosazeni do posledni rovnice dostaneme 7§z - g + 2z = 1, po tpravach dostaneme z = 2. Nyni

vyuzijeme vztahy (1.4) a (1.3), abychom dopocitali y = 3 a x = 1. Tedy dostavame, Ze trojice (1,3,2)
je FeSenim soustavy. Toto dopocitani feseni se nazyva zpétnd substituce.

(2)Pokud je neznamych malo, oznacuji se vétsinou riiznymi pismeny z konce abecedy, tfeba vyse uvedené z, y a z. Pokud
je neznamych vice, musime je ¢islovat.

Dosazenim miizeme zkontrolovat, ze (1,3,2) je skuteéné fesenim. To v8ak nepomuze k dokazani,
7e je to jediné feSeni soustavy. Jak dokazat jednoznacnost? Staci si vS§imnout, Ze z puvodni soustavy
jsme dosazovanim vyvodili z = 2. Hodnota z je v kazdém FeSeni jednozna¢né uréena. Ale podle (1.4) je
z hodnoty z jednoznacné uréena hodnota y. Tedy i hodnota y je jednoznacné uréena. Nakonec z (1.3) je
i hodnota x jednoznafné urcena z hodnot y a z. Existuje tedy jediné feseni (1, 3,2).

1.2 Upravy a poéty FeSeni

Dosazovani 1ze zobecnit na feseni libovolnych soustav. Neprovadi se vsak pohodlné, proto bychom chtéli
pouzit jiny postup, ktery se snadnéji aplikuje.
Odvozovani dalsich rovnic. Nejprve si ukazme, ze ze soustavy muzeme odvodit dal$i rovnice. Budeme
pozadovat, aby kazdé feseni puvodni soustavy spliiovalo i tyto nové odvozené rovnice. Pokud tedy
odvozené rovnice pridame do soustavy (¢imz zvétsime pocet rovnic), mnozina FeSeni se nezmeénd.
V dalsim textu budeme oznacovat strany rovnic velkymi pismeny. Napiiklad pro rovnici z—3y =5
ozna¢me levou stranu z — 3y jako A a pravou stranu 5 jako B. Tuto rovnici mizeme zapsat jako A = B.
Budeme uvazovat dvé zakladni odvozeni:

1. Vyndsobeni libovolné rovnice ¢islem: Z rovnice A = B muzeme odvodit rovnici o+ A = - B pro
libovolné o € R. Vsimnéte si, ze pokud ohodnoceni spliiuje A = B, potom se leva strana A rovna
pravé strané B. Tato rovnost plati i pro vynasobené strany « - A a a - B. Koeficient o mize byt i
nulovy, i kdyz odvozena rovnice nebude zajimava. Naptiklad z rovnice  — 3y = 5 mzeme odvodit
rovnice 2z — 6y = 10 (pro a = 2), —tz+y = —3 (pro a = —%) a 0z + 0y = 0 (pro a = 0).

2. Secteni dvou libovolnych rovnic: Pokud soustava obsahuje rovnice A = B a C = D, mtzeme
odvodit rovnici A+ C' = B+ D. Podobné jako predtim, pro kazdé feseni soustavy je A rovné B a
C' rovné D, tedy i soucet A+ C je rovny B+ D. Napiiklad z rovnic 2 +y = 3 a v —y = 5 mizeme
odvodit 2z = 8.

Miuzeme vzdy odvodit jednu rovnici a pridat ji do soustavy. I odvozené rovnice lze pouzit k dalsimu
odvozovani, tedy je mozné aplikovat libovolnou sérii téchto operaci. Dilezité je, ze ptridanim téchto
odvozenych rovnic do soustavy zadné feseni neztratime. A posledni priklad s odvozenim 2z = 8 ukazuje,
ze odvozené rovnice mohou byt jednodussi nez ty puvodni; dozvédéli jsme se, ze x = 4.

Regulédrni Gpravy. Odvozovani mé nevyhodu, Ze soustavu nezjednodusujeme, pocet rovnic v ni naopak
roste. Budeme postupovat tedy jinak. Chtéli bychom vzdy odvodit néjakou novou rovnici a nahradit s ni
néjakou jinou rovnici puvodni soustavy. Pocet rovnic tedy zustane stejny, ale pokud budeme odvozovat
spravné, bude novou soustavu jednodussi vyfesit. Této operaci budeme fikat uprava soustavy.

Musime vsak dat pozor, abychom mnezménili mnozinu feseni. Vime, ze libovolné feseni puvodni
soustavy bude splnovat i upravenou soustavu. Pokud ale budeme upravovat neopatrné, mohli bychom
mnozinu feseni zvétsit. Upravy, které neméni mnozinu feseni, nazjvame reguldrni.‘®

Napftiklad pro rovnici # — 3y = 5 existuje pro kazdou volbu y jen jedind volba x, ktera ji fesi.
Jeji nasobek 0z + Oy = 0 vsak ztratil tuto informaci a fesi ho libovolné ohodnoceni. Uprava, ve které
nahradime « — 3y = 5 pomoci 0z + Oy = 0 neni reguldrni (alespoii ne obecné, pro kazdou soustavu).
Na druhou stranu rovnice 2x — 6y = 10 obsahuje tplné stejnou informaci a uprava x — 3y = 5 na
2z — 6y = 10 je regularni.

Tvrzeni 1.1 (Elementarni upravy). UvaZme elementdrni ipravy vyndsobeni nenulovym cislem a prictentd
jedné rovnice k druhé:

(3)Pouziva se pro né také oznaceni ekvivalentni.



e Uprava A=B naa-A=a-B proa#0.
o Uprava A= B na A+ C = B+ D, pokud soustava také obsahuje rovnici C' = D.

Tyto dpravy jsou requldrni.

Diikaz. Staci ukazat, ze jsme schopni upravenou soustavu upravit zpét do puvodni podoby, tedy Ze
muiZeme obé elementdrni tpravy vratit (invertovat). Pro¢? Pokud ohodnoceni fesi soustavu, Fesi i libo-
volné upravenou soustavu; mnozina feseni mize s kazdou ipravou pouze vzrist. Pokud mizeme aplikovat
upravu obéma sméry, musi byt mnozina feseni identickd. Kdyby se zvétsila, musela by se po vraceni
opét zmensit, coz neni mozné.

Diikaz je schématicky naznacen na obrazku 1.1. Vynasobeni rovnice o mizeme vratit inverznim
vynasobenim i (proto musi byt a # 0, jinak by i neexistovalo!l). Pfi¢teni rovnice ¢' = D miiZzeme
vratit ode¢tenim C' = D. Ze ode¢teni nemame jako tpravu? Lze ho snadno ziskat slozenim tif Gprav:

vynasobenim C' = D pomoci o = —1, pfi¢tenim —C' = —D k A = B a vynasobenim —C' = —D pomoci
a=—1zpétnaC =D. O
+(C =D)
L
puvodni upravens
.o soustava soustava
puvodni upraveng —(C-D)
soustava soustava (=1) I JL (=1
.l [ Tttt Tt
’ | mezikrok 2 o meaikrok 1 |

Obrazek 1.1: Schéma dtikazu: Nalevo inverze vyndsobeni, napravo pticteni jedné rovnice k druhé.

Témto zakladnim tGpravam se fikd elementdrni radkové dpravy. Vsechny tpravy, které budeme
uvazovat, jsou fadkové. Proto budeme zkracené pouzivat elementdrni upravy. Pro pohodli budeme za
elementarn{ tpravu také povazovat pricteni nasobku jedné rovnice k druhé (kterou lze slozit pomoci
ti{ Gprav, viz dikaz). S rovnicemi navic budeme pracovat v pevném pofadi. Dalsi elementarni uprava
je prohozeni dvou rovnic A = B a C' = D; ¢tendf muze zkusit odvodit tuto upravu zfetézenim vyse
uvedenych uprav.

Elementarni upravy muizeme na soustavu libovolné aplikovat a mame zaruceno, ze se mnozina
feSeni nezméni. Upravu soustavy budeme znacit pomoci ~.

Elementarni ipravy neméni mnozinu feseni soustavy. Jejich aplikovanim upravime sou-
stavu do tvaru, v kterém bude snadné nalézt vSechna feseni.

Priklad. Ukazme si na piikladu soustavy (1.1), jak lze Gpravami zjednodusovat. Nejprve vyndsobime

prvni rovnici % a pricteme k druhé rovnici:

v T - -1,

_ 3 _ 5

~ - + 2y - z = 3, ~ Sy — 2 = 8
-y + 2z = 1, -y + 2z = 1.

Nyni druhou rovnici vynasobime § a pricteme ke tteti:

1 - _1 _ 1 _1

ro— 3y = r 2Y = T3

2. _ 5 2. _ 5

~ y — 32 = 5 0~ y — 32 = 3
-y + 2z = 1, 312 = %

Upravenou soustavu vyFesime zpétnou substituci stejné jako predtim a dostaneme feseni (1, 3,2). Pokud
tento postup zobecnime, dostaneme Gaussovu eliminaci, kterou popiseme na zavér kapitoly.

Pozndmka: Prekvapuje vas, ze po upravach vysly presné stejné koeficienty jako pii predchozim
vyjadfovani a dosazovani? To neni zadna nadhoda a muzete si to zkusit jako malé cviceni rozmyslet.
Méjme dvé rovnice

ary + asry + - 4+ apr, = b,

ajry 4+ ayze + oo+ anz, = U
a predpokladejme, Ze koeficienty a; i @} jsou nenulové. Pokud chceme nezndmou z; eliminovat z druhé
rovnice, musime vynulovat koeficient a}. To miZeme udélat pfi¢tenim (—a)/ay)-ndsobku prvni rovnice
k druhé, nebo vyjadfenim x; z prvni rovnice a dosazenim do druhé. Dokazte, ze pii obou postupech
dostaneme u druhé rovnice po tpravach presné stejné koeficienty.
Maticovy zdpis. Na predchozim vypocétu si mizeme vSimnout, Ze pouZity zapis neni tiplné idealni. Neu-
stale opisujeme nazvy proménnych a pritom nas zajimaji pouze koeficienty. Pokud s proménnymi budeme
pracovat v predem urceném potadi (typicky z; az x,), miZeme zapisovat pouze koeficienty usporddané
do tabulky spolu s pravou stranou (oddélenou ¢arou). Tomuto zapisu se Tk maticovy.

V dalsim textu budeme vynechavat nulové koeficienty, pokud je nebudeme chtit explicitné zdtraz-
nit. Budeme pouzivat oznaceni radek matice pro koeficienty prislusici k jedné rovnici a sloupec matice
pro koeficienty prislusici k jedné neznamé.

Napriklad vyse uvedené upravy muzeme zapsat kompaktnéji takto:

2 -1 -1 1 -3 -3 1 —3 -
-1 2 13 |~ -1 2 —1|3 |~ 213 |~

-1 2|1 -1 21 -1 21

L | L | Lo |

I 1 N

-1 2|1 4] ¢ 1] 2

Pocet fefeni. Pro soustavu (1.1) existuje pravé jedno feSeni (1,3,2), a to jsme nalezli. V obecném
pripadé mize existovat FeSeni spousta, nebo dokonce nemusi existovat zadné. Ukazeme si dva ilustrativni
priklady:

T + 2y = 3, r + 2y = 3,

2r + 4y = 6, 2v + 4y = 8,

v maticovém zapisu s upravou:

1 213 1 213 1 2]3 1 213 L5
(246>N<000>’ (248>N<002>' (1.5)

Rozeberme nejprve soustavu nalevo. Druhou rovnici mizeme odvodit z prvni (vyndsobenim), je

tedy zcela nadbytecnd. Prictenim (—2)-ndsobku prvni rovnice k druhé dostaneme upravenou soustavu s
rovnici 0z 4 0y = 0. Tato rovnice je splnéna pro kazdou volbu z a y. V rovnici = + 2y = 3 mtzeme zvolit
neznamou y zcela libovolné. Pro kazdou hodnotu y je hodnota = urcéena jednoznacné, plati x = 3 — 2y.

Soustava mé tedy nekonené mnoho FeSeni ve tvaru (3 — 2y,y), mnozinu vSech FeSeni miizeme zapsat
nasledovné:

{3-2y.9): yeR}.
Dvojtecka v zapisu mnoziny kvantifikuje pies vlastnost uvedenou napravo(* Tento zapis tedy znamena:
»Mnozina vsech dvojic (3 — 2y, y), kde y je libovolné realné ¢islo.“

(M) Nekdy se téz misto dvojtecky ,:“ pouziva svislitko Wl



Rekneme, 7e rovnice je nadbytecnd, pokud ji lze odvodit z ostatnich rovnic. Nadbyte¢nych rovnic
muze byt vic. Radi bychom soustavu zredukovali tak, aby zddnou nadbyte¢nou rovnici neobsahovala. Do-
konce muZe byt nadbytena kazdé z rovnic (libovolnou rovnici mizeme odebrat a nezménit feseni), jako
v piipadé soustavy (1.5) nalevo. Nadbytecné rovnice vSak musime odebirat po jedné. Po kazdém ode-
bréni se totiz nadbytec¢nost rovnic mize zménit. Napiiklad v piipadé soustavy (1.5) nalevo po odebrani
jedné rovnice jiz ta druha neni nadbytecna. Gaussova eliminace bude v prubéhu vypoctu nadbytecné
rovnice vynulovavat.

V ptipadé soustavy napravo jsou prvni a druhd rovnice v rozporu. Neexistuji = a y, které splni
obé soucasné. Pokud pfi¢teme (—2)-ndsobek prvni rovnice k druhé, obsahuje upravend soustava rovnici
0z+0y = 2, pro kterou neexistuje zadné feseni. Soustave, ktera nema feseni, budeme fikat nekonzistentni.
Pokud aplikujeme Gaussovu eliminaci na nekonzistentni soustavu, vyprodukuje nefesitelnou rovnici,
ktera ma levou stranu nulovou a pravou stranu nenulovou.

Poznamenejme, Ze pokud je prava strana nulovd (u vSech rovnic), nemiiZe tato situace nastat.
Soustava s nulovou pravou stranou je vzdy konzistentni:

Pozorovani 1.2. Soustava s nulovou pravou stranou md vZdy alespori jedno Teseni tvotené samymi nu-
lami.

1.3 Gaussova eliminace

Popiseme si, jak funguje obecny algoritmus (postup) na FeSeni soustav linearnich rovnic zvany Gaussova
eliminace. Mame soustavu m rovnic o n neznamych. Gaussova eliminace se provadi ve dvou fazich.
Prvni faze se nazyva doprednd eliminace a upravi soustavu do odstupriovaného tvaru. Druhé faze, zpétna
substituce, dopo¢ita vSechna Feseni soustavy z odstupnovaného tvaru.

Nejprve vysvétlime odstupniovany tvar. Poté popiseme obé faze a dokdzeme, ze skutecné funguji.
Odstupiiovany tvar. Zavedme nejprve znaceni. Budeme ignorovat pravou stranu. Radek je nulovy, pokud
jsou viechny jeho koeficienty nulové. Radek je nenulovy, pokud ma alesponi jeden koeficient nenulovy.
Nenulovy koeficient v fadku, ktery je nejvic nalevo, budeme oznacovat jako vedouct koeficient. Béhem
upravovani se muze pozice vedoucich koeficientit ménit. Nulové fadky nemaji vedouci koeficienty.

}m—r

Obréazek 1.2: Odstupnovany tvar soustavy. Bilé pozice jsou nuly a Sedé pozice mohou obsahovat jak nuly,
tak nenuly. Pivoty vyznacené ¢ernymi body jsou vzdy nenulové.

Odstupriovany tvar je naznacen na obrazku 1.2, kde neformalné vedouci koeficienty tvori schody.
Formélné je soustava v odstupnovaném tvaru, pokud jsou splnény dvé podminky:

e Vsechny nenulové fadky se nachazi nad nulovymi fadky. Oznacme 7 pocet nenulovych radku a
m — r nulovych.

e Pozice (soufadnice sloupce) vedoucich koeficientt v r nenulovych fadcich jsou ostfe rostouci. Jinymi
slovy, vedouci koeficient se v kazdém fadku nachézi vic napravo nez vsechny vedouci koeficienty v
fadcich nad nim.

V odstupnovaném tvaru se vedouci koeficienty nazyvaji pivoty, na obrazku jsou vyznacené cerné. Pivoty
navic o€islujeme, i-ty pivot je pivot v i-tém fadku. Nulové fadky pochopitelné neobsahuji pivot.

Prvni faze: Dopfednd eliminace. Nejprve si pfipomenme, které elementarni Gpravy muzeme pouzivat:

(U1) Mitzeme libovolny fadek vynasobit nenulovim redlnjm &slem.
(U2) Muzeme jeden Fadek pFicist k druhému.

(U3) Muizeme piidist libovolny nésobek jednoho fadku k druhému.
(U

Miuzeme dva fadky matice prohodit.

3
4

Nt NI

Poznamenejme, ze bychom vystacili pouze s tipravami 1 a 2, nebot ty dalsi dvé se daji slozit pomoci
nékolika tprav 1 a 2. Pro tpravu 3 jsme to popsali v dikazu tvrzeni 1.1, pro upravu 4 si to zkuste
rozmyslet sami.

Odstupniovany tvar budeme konstruovat v nékolika krocich. Na konci (i — 1)-niho kroku budou
platit dvé podminky:

(A) Prvnich ¢ — 1 fadka je pfevedeno do vysledného odstuptiovaného tvaru, tedy pozice jiz nalezenych
pivoti jsou ostie rostouci.

(B) Necht se (i — 1)-ni pivot nachdzi v s-tém sloupecku. Prvnich s koeficientti v fadcich i az m je
vynulovanych.

Podminka ik4 jinymi slovy, ze prvnich s sloupeckd je také ve vysledném odstupniovaném tvaru. Dopfedna
eliminace jiz nikdy nebude modifikovat koeficienty v prvnich i — 1 ¥adcich a prvnich s sloupeccich. Stav
soustavy na konci (¢ — 1)-niho kroku je naznaden na obrazku 1.3.
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Obrazek 1.3: Matice po ¢ — 1 krocich doptedné eliminace. Dalsi kroky budou upravovat pouze koeficienty
v oblastech vyznacenych otazniky.

Popisme, jak probih4 i-t§ krok, postup je naznacen na obrézku 1.4. Krok i za¢iné tam, kde (i—1)-ni
krok skon¢il. Pokud jsou zbyvajici fadky i az m nulové, je soustava v odstupiiovaném tvaru (rozmyslete
si, Ze plati obé podminky) a dopfedna eliminace je dokoncena. V opafném piipadé vybereme z fadki
i az m ten, jehoz vedouci koeficient je nejvic vlevo (pokud je vic takovych fadkd, zvolime libovolny z
nich). Tento fadek bude i-tym Fadkem v odstupfiovaném tvaru, a proto ho prohodime se soucasnym
radkem i.

Tvrdime, Ze je nyni splnéna pro krok i podminka (A). Tedy tvrdime, ze prvnich i fadku je v
odstupriovaném tvaru a pozice jejich pivotlt jsou rostouci. Pro pivoty jedna az ¢ — 1 to platilo, nebot
na konci (i — 1)-niho kroku byla splnéna podminka A. Nové nalezeny pivot i (vedouci koeficient i-tého
fadku) je napravo vSech z nich, nebot na konci kroku ¢ — 1 platila podminka (B), Ze vSechny nenulové
koeficienty fadkt 4 az m se nachazi napravo od (i — 1)-niho pivotu®

(5)Povgimnéte si, ze vySe uvedené funguje i v pripadg, ze provadime prvni krok dopfedné eliminace, je i = 1. Pivot 7 je
prvni pivot, ktery jsme zkonstruovali. Podminka plati zcela trividlné: Totiz i-ty pivot je napravo od vsech predchozich i —1
pivotl, protoze zadny predchozi pivot neni! Tomuto obratu, ktery ¢ini studentiim znacéné problémy, se fika kvantifikace
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Obréazek 1.4: Krok ¢ doptedné eliminace. Tlustou ¢arou je oddélena ¢ast matice, ktera jiz neni modifiko-
vana. Nejprve prohodime radek s vedoucim koeficientem nejvic vlevo s i-tym fadkem. Poté vynulujeme
koeficienty ostatnich radku ve sloupecku s pri¢tenim vhodnych nasobkt i-tého Fadku.

Abychom splnili pro krok ¢ podminku (B), musime vynulovat koeficienty fadkt i + 1 az m az
po sloupecek s, v kterém se nachazi i-ty pivot. Protoze jsme volili jako i-ty fadek ten, jehoz vedouci
koeficient byl nejvic vlevo, potfebujeme pouze vynulovat koeficienty ve sloupecku s, ostatni jsou jiz
nulové. Koeficienty ve sloupecku s vynulujeme tak, ze pfi¢teme vhodné nasobky i-tého rfadku. Jaké
presné? K fadku j pricteme (—aj;,/a;,)-nasobek i-tého radku. Pokud totiz pricteme tento nésobek,
vynulujeme s-ty koeficient v j-tém fadku a;

“ s

Aj.s + A5 = 0.

QA5
nasobek

Hodnotu nasobku lze také vysvétlit takto: Pokud by byl koeficient a; , = 1, pfictenim (—a;)-nasobku
fadku 7 bychom koeficient a;, vynulovali. ProtoZe koeficient a;, mtze byt libovolny, vyrobime z néj
vynasobenim 1/a;, onu jednicku. Pokud je koeficient a;, nulovy, neni potieba nic pricitat, ale vyse
uvedeny nasobek je stejné nulovy a nic neméni.

Vsimnéte si, Ze se mize stat, ze vynulujeme nékolik dalsich sloupeckt napravo od s, napiiklad v
nasledujicim ptikladu. V takovém piipadé dostaneme v odstupnovaném tvaru “dlouhy schod”, kdy v
nékterém sloupecku chybi pivot.

Ukazme si ziskani odstupnovaného tvaru na konkrétni soustavé. V prvnim kroku si vybereme
tadek s vedoucim koeficientem nejvice vlevo, naptiklad ten prvni. Pfi¢teme (7%)—nés0bek prvni rovnice
k druhé rovnici, (—2)-nésobek (tedy (—1)-ndsobek) ke tfeti rovnici a (—3)-nésobek ke ¢tvrté. Tim jsme
vynulovali dokonce prvni dva sloupecky fadkia dva az étyfi.

22 2 0|-2 22 2 0] -2
11 -1 0]-1 0
22 -1 2|1 - 1 2|3
33 -2 2|0 1 2] 3

V druhém kroku nejprve prohodime t¥eti rovnici s druhou, nebot t¥eti mé vedouci koeficient nejvic vlevo.
Nyni pfi¢teme (—1)-ndsobek druhé rovnice ke ¢tvrté rovnici, ¢imz vynulujeme zbyvajici dva sloupecky

pres prazdnou mnozinu a pouziva se v matematice velice casto. Pokud X je prazdnd mnozina a P je podminka, tvrzeni
,Pro kazdy prvek X plati podminka P“ (velky kvantifikitor) je vzdy pravdivé a tvrzeni , Existuje prvek X, pro ktery
plati podminka P¢ (maly kvantifikitor) je vzdy nepravdivé, nezdvisle na tom, co je podminka P. Zamyslete se nad tim,
pro¢ to dava smysl.
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radku tii az ¢tyri.

22 =2 0|-2 22 =2 0|-2
1 2] 3 1 2|3
~ ~ (1.6)
0 0
1 2] 3 0

Tim eliminace kon¢i, protoze zbyvajici rovnice jsou nulové. Dosahli jsme odstupnovaného tvaru.
Tvrzeni 1.3. Doprednd eliminace vZdy upravi soustavu do odstupriovaného tvaru.

Diikaz. Povsimnéte si, ze dopfedna eliminace se vzdy zastavi po nejvySe m krocich. Potfebujeme do-
kazat, ze matice, kterou dostaneme po provedeni dopfedné eliminace, spliiuje dvé podminky, které pro
odstuprtiovany tvar pozaduje. Pfed provedenim prvniho kroku jsou splnény podminky A a B (pro i = 0).
Jiz jsme odargumentovali: Pokud jsou podminky A a B splnény po provedeni (i — 1)-niho kroku, potom
plati i po provedeni i-tého kroku. Tedy pouzitim indukce (podle po¢tu krokil) dostaneme, Ze podminky
A a B plati i na konci dopredné eliminace.

Necht se eliminace zastavila po r krocich. Potom prvnich r ¥adki je nenulovych (obsahuji pivot).
Réadky r+1 az m jsou nulové, protoze jsme se zastavili. Proto je splnéna prvni podminka odstuptiovaného
tvaru (nenulové fadky jsou nad nulovymi). Podminka A primo ¥ika, Ze pozice pivott v prvnich r fadcich
jsou rostouci, tedy je splnéna i druha podminka odstupnovaného tvaru. O

Druhd faze: zpétnda substituce. Doprednd eliminace upravila soustavu do odstupnovaného tvaru. Pou-
zila k tomu elementarni upravy, které neméni mnozinu feSeni. Tedy mnozina feseni ptivodni soustavy a
odstuprniovaného tvaru je totoznd. Zpétna substituce dopocte vSechna feseni odstupriovaného tvaru.

Nejprve ovérime, zda je nékterda z pravych stran odpovidajici vynulovanym m — r rovnicim je
nenulova. Pokud ano, podarilo se odvodit rovnici, kterd je nesplnitelna. Soustava je nekonzistentni a
nemd zadné feseni. Pokud jsou naopak vSechny tyto pravé strany nulové, je soustava konzistentni a
FeSeni existuji.

Neznamym, jejichz sloupce neobsahuji pivot, fikejme volné. Nezndmym ve sloupcich s pivotem
fikejme wurcené. Volnym neznamym mizeme piifadit libovolnou hodnotu, podle ¢ehoz dostaneme rizna
feSeni. Hodnoty urcenych nezndmych jsou jiz urceny jednoznacné a staci je dopocitat. Pro¢? Hodnoty
urcenych neznamych budeme dopocitavat zpétné zprava doleva, vzdy s pouzitim fadku, v kterém je pivot
(tedy budeme pouzivat odstuptiované Fadky odzdola vzhiru). Ve chvili, kdy dopoéitdvame neznamou z;,
zname jiz hodnoty vSech neznamych napravo. Hodnotu x; dopocitavame pomoci fadku j, kde jiz zndme
hodnoty vSech ostatnich nezndmych s nenulovym koeficientem. Proto je i hodnota x; jednozna¢né urcéena.

Ukazeme si toto na piikladu odstupiiovaného tvaru (1.6):

22 -2 0|2
1 2|3
0

0

Dva pivoty jsou vyznacené podtrzenim. Protoze posledni dvé pravé strany jsou nulové, existuje feSeni.
Pro zvolené hodnoty volnych nezndmgych x5 a x4 dopocitdme jednoznaéné hodnoty uréenych nezndmych
T1 a I3

r3 =3 — 21wy, 2x1=-—2-—219+ 223.

Kazdou uréenou neznamou mizeme vyjadfit pouze pomoci hodnot volnych neznamych. Proc¢?
Hodnota ur¢ené nezndmé x; zélezi pouze na hodnotéch (volnych i urcenych) nezndmych napravo. Za
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hodnoty uréenych neznamych mutzeme dosadit ziskané odvozeni. Nejpravéjsi urcend neznama zélezi
pouze na volnych neznamych. Kazda dalsi uréend neznama zalezi na volnych neznamych a na urcenych
neznamych, pro které uz zname vyjadfeni pomoci volnych neznamych. Tedy staci tato vyjadieni dosadit
a upravit.

Ve vyse uvedeném piikladu zavisi hodnota x3 pouze na volnych neznamych. Pro hodnotu z; to
neplati, a proto dosadime hodnotu x3:

201 = =2 — 2w9 4+ 203 = —2 — 209 + 6 — dwy = 4 — 209 — 4y, tedy 11 = 2 — 19 — 224,

Tim hodnoty uréenych neznamych x; a 3 zavisi pouze na volnych neznamych =, a x4. Mnozina vSech
feSeni soustavy je
{(2 — X9 — 2X4, T, 3 — 2.7}4,.7?4) I, Xy € R},

nebot vSechna feSeni dostaneme z vyse uvedenych vztahti pro riizné volby x, a 2.
Tvrzeni 1.4. Zpétnd substituce spravné urcéi mnozinu vech teseni soustavy.

Dikaz. Musime dokazat dvé inkluze: Za prvé kazdé nalezené prifazeni neznamym je skutecné resenim
soustavy. Za druhé zadné feSeni nechybi, zpétna substituce nalezla vSechna.

Necht (21, 22, . .., x,) je ohodnoceni nezndmych, které zpétna substituce nalezla. Musime ovéfit, ze
splnuje vSech r prvnich rovnic. Vynulované rovnice maji nulovou pravou stranu a jsou splnény trivialné.
Volné neznamé jsme volili libovolné. Pro kazdou z r prvnich rovnic mame jednu urc¢enou neznamou, jejiz
hodnotu volime tak, aby byla splnéna.

Necht (z1,2,...,2,) je FeSeni soustavy. Musime ukdzat, Ze ho zpétnd substituce nalezne. Hod-
noty volnych neznamych volime libovolné, proto se jedna z voleb bude shodovat s timto feseni. Hod-
noty urcenych neznamych jsou ale jednoznacné, proto se nalezené ohodnoceni musi shodovat s feSenim
(r1,x9,...,2,) (jinak by FeSeni nebylo FeSenim). O

Miuzeme si vSimnout, ze proménnych, jejich hodnotu mutzeme libovolné zvolit, je n — r. Proto
pokud r = n, soustava mé pravé jedno reseni.

Gaussova eliminace se skladd ze dvou fazi. Dopfedna eliminace upravi soustavu do
odstupniovaného tvaru. Zpétna substituce dopocita vSechna feseni soustavy.

Gaussuv-Jordanuv tvar matice. VySe popsany odstupiiovany tvar matice se nékdy nazyva Gausstv
tvar matice. Gaussiuv tvar matice lze jesté dalsimi tpravami zjednodusit a ziskat Gaussiv-Jordaniv
tvar (nékdy se mu také fikd RREF, reduced row echelon form neboli v piekladu redukovany (fadkové)
odstupriovany tvar).

Nejprve vyndsobime kazdy z prvnich r fadka tak, aby vznikly pivot byl jednicka (tedy pokud
je pivot a; j, vynasobime i-ty fadek 1/a;;). Nyni vynulujeme nenulové koeficienty nad vSemi pivoty.
Sloupecky vynulovavame v poradi zprava doleva, vzdy pri¢tenim vhodnych nasobkii fadku s pivotem.
Detaily nechame ¢tenéfi na rozmysleni.

Ukazme si Jordantv tvar vyse uvedeného odstupnovaného tvaru. Nejprve vynasobime prvni fadek
%. Poté pri¢teme druhy fadek k prvnimu. Dostaneme:

22 -2 0|2 11 -1 0]~-1 110 22
1 23 1 23 1 23
0 0 0
0 0 0
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Vsimnéte si, ze v Gaussové-Jordanové tvaru dostaneme presné stejné koeficienty jako ve vyjadreni feseni
zpétnou substituci (pochopitelné s obracenym znaménkem):

{(2 — Iy — 204, 9, 3 — 204, y) : Lo, Ty € R}.

To neni ndhoda! Zkuste si to jako cviceni rozmyslet.

Shrnuti

V této kapitole jsme si ukazali soustavy linearnich rovnic a popsali Gaussovu eliminaci.

Nejprve jsme vysvétlili, jak vypadaji soustavy linedrnich rovnic. Popsali jsme, které tpravy mizeme
provadét, aniz bychom ménili mnozinu feSeni. Také jsme ukéazali, ze soustava muze mit jediné feSeni,
muze mit FeSeni nekoneéné mnoho nebo nemusi mit zadné. Soustava s nulovou pravou stranou ma vzdy
alespori jedno FeSeni tvorené samymi nulami.

Nakonec jsme popsali Gaussovu eliminaci. Ta se sklada ze dvou fazi. Dopredna eliminace prevede
soustavu do odstupniovaného tvaru. V tomto tvaru je snadné dopocitat mnozinu vSech feseni, coz déla
druhé faze zvana zpétné substituce. Dokézali jsme, ze doptedné eliminace vzdy uspéje a zpétna sub-
stituce spravné zkonstruuje mnozinu vsech feseni. Popsali jsme také Jordaniv tvar matice, jako dalsi
zjednoduseni odstupnovaného tvaru.

Cviceni

Vyfeste nasledujici soustavy rovnic:

6 1 3|2

. 2 1]4 10 1|2 -
(5]4), , , -1 1 25
3 1|5 210|5 41 3l4

Vyfeste nasledujici soustavy rovnic n x n:

111 1|0 Y oy
122 -+ 2|b y Ty y | by
123 31b; |, y oy @ Y| bs |, kde z a y jsou libovolné konstanty.
123 - n|b, y yy -+ x|by

Aplikujte Gaussovu eliminaci na nasledujici matice. Z tprav provadéjte pouze pric¢itani nasobku
vyse polozenych fadkd k tém nize polozenym, tedy neprohazujte fadky a nenasobte je konstantou. Jaké
hodnoty maji pivoti v odstupriovaném tvaru? Dokazte spravnost pro obecnou velikost matice n x n.

2 -1 1 -1

-1 2 -1 1 1 -1
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Jak vypadé soustava, pro kterou dopfednd eliminace neprovede zadny krok (zastavi se na zacatku
prvniho)? Jak vypadé soustava, pro kterou se provede pouze jediny krok? Co se stane, pokud dopfednou
eliminaci pouzijeme na matici, kterd jiz je v odstupniovaném tvaru.

Naleznéte soustavu tfech rovnic o dvou neznamych, kterd nema zadné feseni, ale leva strana zadné
z rovnic neni nasobkem jiné levé strany. Podle kapitoly 2 nakreslete fadkovou geometrickou interpretaci
soustavy.

Méjme polynom

P(2) = apa™ + ap_12™ N+ - a1z + ag

s nezndmymi koeficienty ay, ..., a,. Zndme jeho hodnoty v n + 1 rtznych bodech P(z1),..., P(x,).
Naleznéte koeficenty tohoto polynomu.

Spoditejte pocet operaci, které provede Gaussova eliminace pro soustavu n linedrnich rovnic o n
neznamych. Pfedpokladejte, ze danym radkem vzdy eliminujeme vSechny ostatni fadky a vzdy vynulu-
jeme pouze jeden sloupecek. Chceme odhadnout pouze dominatni ¢len u poc¢tu operaci, ostatni ¢leny
zanedbejte.

(a) Naprogramujte Gaussovu eliminace, tfeba v Pascalu nebo C. Vypoéty pocitejte ve floatech a

naprogramujte i zkousku.

(b) VyzkousSejte naprogramovany algoritmus na slavné Hilbertové matici 20 x 20 s jednotkovou pravou

stranou, a porovnejte velikost chyby v provedené zkousce, tedy porovnejte b a Azx. Koeficient na pozici
L

(i,7) v Hilbertové matici je --.
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Kapitola 2

Vektory a vektorové prostory

V kapitole 1 jsme popsali soustavy linearnich rovnic a algoritmus na jejich feseni zvany Gaussova elimi-
nace. Ukazali jsme také, Ze soustavy mohou mit rtizny pocet feseni (klidné zadné).

Cilem této kapitoly je ukazat, ze vSechna FeSeni libovolné soustavy maji velice jednoduchou struk-
turu. Ve zkratce by se dalo fict, ze vSechna TeSeni tvoiil afinni podprostor. Navic si vice priblizime
geometrickou stranku linearni algebry.

Aby se nam lépe popisovalo, zavedeme nejprve kliovou definici vektort a jejich operaci.

2.1 Vektory a jejich operace

Zacnéme motivaci, mé&jme body v roviné. Kazdému bodu miizeme pfitadit dvé souradnice x a y vaci
osdm, které budeme zapisovat jako dvojici (z,y). Kli¢ové je, Ze kazdé dva rtizné body maji riizné sou-
fadnice a kazda dvojice soutadnic urCuje néjaky bod roviny. Mame body sparované se souradnicemi,
jsou v korespondenci jedna ku jedné. To znamena, Ze body v roviné muzeme reprezentovat pomoci
usporadanych dvojic redlnych ¢isel.

Podobné body v trojrozmérném prostoru jsou popsané tiemi soufadnicemi z, y a z, a odpovidaji
tedy trojicim (x,y, z). Zobecnéme to nyni na n-rozmérné prostory.
Vektory. Zavedme n-rozmérny prostor R” jako mnozinu viech n-tic redlnych ¢isel? Kazda n-tice od-
povida soufadnicim jednoho bodu. Zde vidime jednu z krasnych vlastnosti linearni algebry, umoziuje
snadno zobecniovat do vice dimenzi. Body v n-rozmérném prostoru se Spatné predstavuji a jesté hire
vizualizuji. Naproti tomu s usporadanymi n-ticemi realnych cisel se pracuje pohodlné a predstavi si je
kazdy. Ostatné znamy vtip pravi, ze pokud si matematik chce predstavit ¢tyfrozmérny prostor, uvaz
n-rozmérny prostor a za n dosadi ¢tyfku.

Bodim budeme fikat vektory a n-rozmérnému prostoru se fika vektorovy prostor. Vektory budeme
znacit tuénymi pismeny, napiiklad u. Pro

u = (Uh“?v ce 7“%)

se ¢islam wy, ..., u, Tikd sloZky. Nékdy budeme oznacovat i-tou slozku u; vektoru u jako (u);. Vektoru
0, jehoz vSechny soutadnice jsou nulové, se Fikd pocatek.

(UR™ znadi n-tou kartézskou mocninu realngch &sel, mnozinu viech n-tic redlnych cisel. Obecné X™ znaéi mnozinu vech
n-tic prvki z X, tedy:
X" = {(zl,...,zn) P EX}.
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Geometricky se vektory Casto znaci jako Sipka vychézejici z pocatku do soufadnic vektoru(?
Fyzikalné jsou vektory sily, které ptisobi néjakou velikosti néjakym smérem.

Uvedme si ptiklady n-rozmérnjch prostorit pro malé hodnoty n. Patologicky piipad R° obsahuje
pouze jediny vektor, kterym je pocatek 0. Pro¢? Existuje pravé jedna ,nulatice” realnych cisel. Pro
ni plati, Ze ma vSechny slozky nulové. Vektorovy prostor R! je piimka, prostor R? je rovina, R? je
trojrozmérny prostor, a tak dal. Na nazorna vysvétleni vétsiny tvrzeni linearni algebry vystaéime s R?
a R?, které se dobie vizualizuji.

Vektorové operace. Na vektorech muzeme provadét dvé zékladni operace. Prvni z nich je ndsobent
skaldrem (realnym éislem)7<3> které vynasobi kazdou ze slozek vektoru timto skalarem:

au = (auy, ausg, ..., QUy,).

Geometricky vyznam nésobeni skaldrem je naznaden na obrazku 2.1 vlevo. Nasobeni skalarem o natdhne
vektor a-krat. Nasobeni zdpornym skaldrem navic obréati vektor. Vektor (—1)u je opacny vektor k u a
budeme ho znacit —u. Pro libovolny vektor w plati, ze Ou = 0.

Druhé operace je soucet dvou vektori, ktery se opét provede po slozkach:

U+ v = (U + V1, U+ V2, ..o, Uy + V).

Pozor, aby bylo vektory mozné s¢itat, musi mit stejny pocet slozek, tedy musi pattit do stejného vekto-
rového prostoru R™! Kdykoliv budeme s¢itani aplikovat, budeme stejnou velikost predpokladat. Ostatné
typicky pracujeme s vektory jedné velikosti.

Fyzikélni viznam je seCteni (sloZeni) dvou sil. Geometricky tato operace odpovidd doplnéni na
rovnobéznik, jak je naznaceno na obrazku 2.1 vpravo. Séitani funguje jako sloZeni dvou posunuti, z
pocétku o vektor u a poté o vektor v. Za u + (—v) zavedeme zkratku w — v. Toto znadeni je velice
vhodné, nebot u — v = (ug — vy, ug — va,...,u, — v,). VSimnéte si, Ze pro libovolny vektor w plati
u—u=0.

Obrazek 2.1: Ukazka vektorovych operaci v roviné. Nalevo nasobeni skaldrem, napravo séitani.

Vlastnosti operaci. Tyto operace maji fadu hezkych vlastnosti, diky kterym se pohodlné pouzivaji.
Duvodem je, ze po slozkach aplikujeme operace na realna ¢isla. Proto se velka ¢ast péknych vlastnosti
realnych cisel prenese i na vektory. Které to jsou? Jedna se napriklad o komutativitu, asociativitu a
distributivitu{? Véiime, 7e ¢tenaf alespoii zhruba tyto vlastnosti zné. Proto si je jen ve zkratce popiseme,

(2)Viimnéte si, Ze pro bod v n-rozmérném prostoru pouzivame dvé oznaceni: vektor a bod. Diivod pro to je historicky,
bodiim se fikalo body a vektory reprezentovaly posunuti ur¢itym smérem o urcitou vzdalenost (proto Sipka z pocatku). Z
naseho pohledu body a vektory splyvaji a neni potieba je rozliSovat. Nékdy se bude hodit interpretace jako bod, nékdy
jako smér.

(3)Pro¢ se pouziva nazev nasobeni skaldrem misto piirozenéjsiho nésobeni realngm ¢islem? Ditvodem je, Ze pozdéji bu-
deme uvazovat obecnéjsi vektorové prostory, jejichz vektory budou tvofeny obecnéji definovanymi ¢isly. Skalar je oznaceni

) 7Ze jsou tyto vlastnosti skutecnd hezké a dilezité doceni tendi az ve chvili, kdy bude pracovat s operacemi, které

nékterou z téchto vlastnosti postradaji, je to mnohem tézsi.
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coz by mélo pro pochopeni dalsiho textu stacit. Pfesné si vSechny vlastnosti popiSeme na konci kapitoly,
kde je pouzijeme k alternativni definici vektorového prostoru.

Komutativita fiké, Zze mizeme prohodit pofadi séitanci, tedy u + v = v + u. Asociativita 7ika, ze
posloupnost s¢itani w; + - - - + u,, mizeme uzavorkovat v libovolném poradi a nezménime vysledek, tedy
napiiklad (w1 +u2)+us = u; + (ua+ug). Distributivita fikd: a(u+v) = au+av a (a+8)u = au+fu.

Zkusme alespon jednu z vlastnosti dokazat. Jako cviceni muzete dokazat i ostatni.

Tvrzeni 2.1. Scitani vektori je komutativni, tedy pro libovolné vektory w a v plati u + v = v + u.

Diikaz. Dva vektory jsou stejné, pokud se shoduji ve vSech slozkéch, tedy jsou to stejné n-tice. Abychom
ukézali, Ze u + v = v + u, musime ukazat, Ze (v + v); = (v + u); pro kazdou ze slozek i = 1,...,n.
Protoze (u + v); = w; + v; a (v +u); = v; + u; jsou soucty redlnych ¢isel, miZzeme pouzit komutativitu
R:

(u—+v); =u + oo By 4y, = (v +u);, Vi=1,...,n.

Tedy vektory w + v a v + uw maji vSechny slozky shodné, a proto jsou stejné. |

Vektorovy prostor R™ je mnozina vSech n-tic redlnych cisel, kterym fikame vektory a
na kterych mame definované dvé operace: Néasobeni skaldrem a s¢itani. Tyto operace se
provadi po slozkach.

2.2 Geometrické interpretace soustavy

Vratme se zpét k soustavam linedrnich rovnic. UkdZeme si dvé geometrické interpretace, pomoci radki
soustavy a pomoci sloupct soustavy.
Radkova interpretace. Zkusme nahlédnout na soustavy po fadcich. Kazdé feseni je n-slozkovy vektor
x = (r1,%2,...,2,) z R". MnoZina vSech feSeni je tedy néjakd mnoZina vektorii. Pokusime se zjistit, jak
vypada tato mnozina geometricky.

Polozme si otézku, jak vypadd mnozina vSech feseni pouze pro jeden radek

ay Ty + gy + -+ -+ apx, = b.

Pokud budeme totiz umét vytesit kazdy radek samostatné, budeme umét vyfesit celou soustavu. Mnozina
vsech TeSeni soustavy je totiz prinik feseni jednotlivych fadkt. Budeme pfedpokladat, ze alespoi jeden
z koeficientt ay, . . ., a, je nenulovy. Pokud by totiz vSechny byly nulové, je trividlni urc¢it mnozinu vsech
feSeni: bud je prazdnd (pro b # 0), nebo je to naopak cely prostor R" (pro b = 0).

Podivejme se nejprve na pfipad n = 2, tedy na a1z + asxe = b. Kazdé feseni je dvouslozkovy
vektor @ = (21, 22). Geometricky FeSeni této rovnice tvoii pfimku. Pro¢? Pokud je jeden z koeficientt
nulovy, dostaneme pro ayz; = b vertikdlni pfimku {(b/ai,x2) : 2 € R} a pro asxs = b horizontélni
piimku {(z1,b/as) : 1 € R}. Pokud jsou oba koeficienty nenulové, mizeme vyjadiit x;:

as b
] = ——X2 + —.
ay a
Pro kazdou hodnotu x5 je jednozna¢né urc¢ena hodnota z;. Situace je naznacena na obrazku 2.2 vlevo.
Pfedné pro z; = 0 dostaneme feSeni (%,O). Pokud zménime hodnotu x5 o ¢, zméni se hodnota x;
linedrné o 7% - c. Rozmyslete si, ze z linearniho vztahu mezi z; a z, plyne, ze vSechna feseni tvori
primku.
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Obrézek 2.2: Mnozina vSech FeSen{ jedné rovnice pro n = 2 (nalevo) a n = 3 (napravo).

Pro n = 2 dostaneme z kazdé rovnice jednu pfimku a Feseni soustavy je prinik téchto pfimek.
Na obrazku 2.3 jsou naznaceny tii typické ptiklady. Pro dvé rovnice se nejc¢astéji setkdme s pripadem
nalevo, kde maji dvé pfimky jediny spoleény bod a existuje jediné feseni (v tomto pripadé x = (1,1)).
Na obréazku 2.3 uprostfed a vpravo naleznete soustavy (1.5) z kapitoly 1. Pro soustavu uprostied urcuji
obé rovnice stejnou piimku, tedy mnozina feSeni je celd pfimka. Pro soustavu napravo dostavame dvé
ruzné rovnobézné primky. Ty maji prazdny prunik, a tedy zadné Feseni neexistuje.

Tyto priklady ilustruji vSechny typy feSeni, kterd muzeme pro n = 2 dostat: prazdny prunik,
jediny bod (dimenze 0), piimka (dimenze 1) nebo celd rovina (dimenze 2; trivialni piipad, kdy jsou
viechny koeficienty soustavy nulové). Vyznam dimenzi lze zatim chépat intuitivng, formalné je popiseme
v kapitole 4. Pochopitelné vse, co o dimenzich tvrdime, je neformalni, bez presné definice totiz neni mozné
o dimenzich hovofit formalné.

2z1 + 4z = 8 Axo

s

2x1 + 419 =6 T2

Obrazek 2.3: Mnozina vsech feSeni soustav o dvou neznamych jako prunik pfimek v roviné. Jedna primka
je vyznacena plnou ¢arou, druhé pferusované.

V piipadé n = 3 tvoii feseni kazdé rovnice jednu rovinu v R?, jak je naznaceno na obrazku 2.2
vpravo. Piedpokladame, Ze alespoii jeden koeficient je nenulovy (jinak je rovnice trividlni). Bez Gjmy na
obecnosti necht je a; nenulovy, vyjadiime z rovnice nezndmou ;. Pokud by koeficient a; byl nulovy, vy-
jadfime nezndmou x5 nebo x3 s nenulovym koeficientem, vyjadreni se bude pouze lisit jinym ocislovanim
proménnych. Plati

ay a; ay

a pro kazdou volbu 5 a x3 je jednoznacné urcena hodnota ;.

Pro x5 = 23 = 0 dostaneme feseni (%, 0,0). Pokud zménime hodnotu x5 o ¢ (a nezménime hodnotu
23), zméni se hodnota z; o 7% - ¢. Pokud zménime hodnotu z3 o d (a nezménime hodnotu x5), zméni
se hodnota z; o 7% - d. To znamend, Ze zména x; je linedrné zavisla na zménach x5 a 3 a pfi zméné
pouze jedné z hodnot x5 nebo x5 feseni tvori pfimku. Pokud zménime hodnoty obou x5 a x3, zmény x;
se sectou a piimky se zkombinuji. Dostaneme jako feSeni rovinu v R3.

Vse plati i v obecném pripadé, nebot hodnota jedné proménné (s nenulovym koeficientem) zalezi
linearné na hodnotach ostatnich proménnych. Pfi zméné hodnoty pouze jediné proménné vSechna feseni
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lezi na piimce, pfi obecné zméné se tyto primky zkombinuji. Protoze muzeme zvolit hodnoty n — 1
proménnych, je FeSeni kazdé rovnice mnozina dimenze n — 1, které se fikd nadrovina.

Resenim soustavy je primik nékolika nadrovin. Dimenze tohoto priiniku je poéet volnjch promén-
nych n — r z odstupniovaného tvaru, tedy pocet proménnych, jejichz hodnotu muzeme libovolné zvolit.
Za kazdou volnou proménnou dimenze feseni vzroste o jednicku. Pokud ma soustava nulovou pravou
stranu, pozorovani 1.2 fika, ze pocatek je feSenim. Pro nulovou pravou stranu prochazi kazda z nadrovin
pocatkem, a proto pocatek lezi i v jejich pruniku.

Toto pro ilustraci fadkové interpretace staci, formalné si vSe zdivodnime pozdéji v kapitole 4.

Mnozina vSech feseni kazdé rovnice tvoii nadrovinu a mnozina vSech feSeni soustavy je
prinik nékolika nadrovin. ReSeni maji hezkou geometrickou strukturu, jsou to viceroz-
meérna zobecnéni objekti jako pfimka nebo rovina.

Sloupcova interpretace. Na soustavu lze nahlédnout geometricky tplné jinak, tentokrat po sloupcich.
Kazdy sloupec dava jeden m-slozkovy vektor, jehoz slozky jsou koeficienty v tomto sloupci. Abychom
zduraznili, ze se jednd o sloupcové vektory, zapiSseme vektory do sloupecku. Oznacme vektor i-tého
sloupce u; a vektor pravé strany b, tedy

Ay by

ag i X by
u; = .

i bm

pripomeiite si zapis koeficientt z (1.2).

Nyni ucinime klicové pozorovani: V soustavé nasobi proménna x; pouze koeficienty z i-tého slou-
pecku, tedy z vektoru w;. Toto nasobeni neni nic jiného nez skalarni nasobek wu,; skalarem x;. Tedy spolu
s proménnou x; mame v i-tém sloupecku soustavy vektor z;u;. Soustava vsechny tyto vektory scita a
pokladéa rovné pravé strané b. Dostaneme vektorovou rovnici

T1uy + Totls 4 -+ - + T, = b, (2.1)

coz neni nic jiného nez prepsani soustavy do vektorové feci.

Nyni na tuto vektorovou rovnici pouzijeme geometrickou interpretaci vektorovych operaci. Hle-
dame realna ¢isla xy, . . ., x, takova, Ze tato rovnice bude platit. Tedy hleddme natazeni vektora u,, . .. u,
takova, Ze po jejich se¢teni dostaneme pravou stranu b. Sloupcovou interpretaci soustavy (1.1) naleznete
na obrazku 2.4.

2 b z

Obrézek 2.4: Sloupcova interpretace soustavy (1.1). Nalevo mame vektory u, us, us a pravou stranu
b. Napravo jsou vektory vynéasobené fesenim x; = 1, x5 = 3 a x3 = 2. Plati x1u; + xous + x3u3 = b,
graficky s¢itdme doplnénim na rovnobéznostén.
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Sloupcova interpretace soustavy rika: Hledame skalary xy, . . ., z,, takové, aby se nasobky
iUy, . . ., Ty, sloupcovych vektord secetly na pravou stranu b.

Gaussova eliminace geometricky. Zkusime geometricky ilustrovat fungovani Gaussovy eliminace. Pro¢
funguji regularni fadkové upravy a naopak sloupcové tpravy typicky méni mnozinu feseni? Z pohledu
sloupcové interpretace fadkové upravy geometricky transformuji prostor, ve kterém se nachézi vektory
uy,...,u, a b. Regularita fika, Ze tyto geometrické transformace nikde prostor “nesplacnou”, a tedy
nezméni vzajemné vztahy mezi uy, ..., u, a b. Na obrazku 2.5 se nachazi ptriklad sekvence transformace
prostoru sloupcovych vektori, ktery provadi Gaussova eliminace. Gaussova eliminace je tedy strategie,
jak aplikovat na prostor se sloupcovymi vektory sérii transformaci tak, aby se vzajemné vztahy mezi
vektory ug,...,u, co nejvice zjednodusili.

y y , y

g / uy

TG y—=y—3x

2 2| -4 ~ 1 1 |-2 ~ 1 1 |-2
3 —1]-3 3 —1]-3 41 3

Y
yN4 L
1

-2
_3
1

)

=Ty

%

("

e dlon

N————

Obrazek 2.5: Jednotlivé kroky Gaussovy eliminace, vyobrazené po sloupcich. Matice je upravena az do
Gauss-Jordanova tvaru, v kterém je jednoduché najit feeni (—3,—3). Vidy plati, Ze —3u; — 3uy = b.
Toto Feseni lze také vypocist zpétnou substituci z odstupriovaného tvaru. Jediny vektor u, mé nenulovou
slozku ve sméru osy y, tedy natazeni x je jednozna¢né urcené souradnici b ve sméru osy y. Zbyva urcit

1, které je jednoduché ze znalosti x5 dopocitat.

Naproti tomu sloupcové tpravy by ménili jednotlivé sloupcové vektory. Tim by se vsak ménili
koeficienty natazeni x1, ..., z,, aby platilo xju; +- - - +x,u, = b. Protoze vSak tyto koeficienty nezname,
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neumime urcit vliv tipravy a pidslusné zménit pravou stravu b, aby zi, ..., z, byly zachoviny!®

Konkrétné elementarni fadkové tpravy uvazované v Gaussové eliminaci jsou dvé: vynéasobeni
radku nenulovym koeficientem « a pricteni jednoho fadku k druhému. Geometricky vynasobeni a-krat
natahuje prostor ve sméru jedné souradné osy. S tim se natahuji i vektory wy, ..., u, a b, vSechny vsak
stejné, a proto se jejich vzajemné vztahy neméni. Operace pricteni jednoho radku k druhému odpovida
zkoseni jedné dimenze do druhé. Tato operace umoznuje v Gaussové eliminaci narovnavat sloupcové
vektory ve sméru soufadnych os.

Sloupcova interpretace vysvétluje, pro¢ je tak jednoduché dopocitat mnozinu vsech feseni z od-
stupnovaného tvaru matice, kdy mame sloupcové vektory u, ..., u, mnohem lépe usporadané.

Aby TeSeni existovalo, musi mit nulové fadky i nulové pravé strany. Totiz pokud by existoval
nulovy fadek s nenulovou pravou stranou, obsahoval by vektor b slozku, kterda ve vSech vektorech wu;
chybi. Proto libovolnym vynédsobenim a se¢tenim vektort u; nikdy nedostaneme b a rovnice (2.1) nema
feseni. Geometricky vektor b ukazuje ,,jinym smérem* nez vektory u,;, coZ presné vysvétlime v kapitole 4.

Nyni jak nalézt feseni. Nejprve zvolime hodnoty volnych proménnych zcela libovolné. Dostaneme
tedy konkrétni nasobky z;u; sloupcovych vektort w; volnych proménnych. Tyto konkrétni nésobky
pirevedeme na pravou stranu soustavy a odecteme od b. Dostaneme novou pravou stranu b':

b/:b72$zui

x; volna
a nova soustavu bude obsahovat pouze urcené proménné, které precislujme i, ..., 2., a jejich sloupcové
vektory u}, ..., u.. Nova soustava je naznacena na obrazku 2.6.
Potom postupné dopoditavame koeficienty a7, . .., 2}, jejichz hodnoty jiz jsou jednozna¢né urceny.

Divod je, Ze pouze nejpravéjsi sloupcovy vektor u, ukazuje ve sméru r-té soufadné osy. Proto je jeho
koeficient nataZeni /. jednoznaéné uréen hodnotou b/. Toto postupné plati i pro ostatni koeficienty
x, kdyz jsou vSechny proménné i, ..., urceny. Specidlné pro Gausstiv-Jordaniv tvar, ktery jsme
popsali na konci kapitoly 1, je trividlni ur¢it hodnoty jednotlivych proménnych z}, nebot plati 2} = b}
pro kazdou proménnou.

I
|
|
: : }7”77’ }7”77'

Obréazek 2.6: Dopocet feseni z Gaussova-Jordanova tvaru.

Gaussova eliminace je strategie, jak transformovat prostor sloupcovych vektori, aby
bylo snadné urcit vyjadfeni pravé strany.

(®)V uréitém smyslu lze provadét sloupcové tpravy, vypocitat koeficienty a1, . . . , 2, a aplikovat inverzni sloupcové tpravy
na tyto koeficienty. Tato moznost je slozitéjsi a budeme ji prozatim ignorovat.
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2.3 Vektorové podprostory

Casto dostaneme uréitou mnozinu vektort, napiiklad mnozinu vsech feseni soustavy. Budeme uvazovat
mnoziny, které maji urcitou strukturu a chovaji se hezky vici vektorovym operacim. Zavedme si kli¢covou
definici vektorovych podprostorii.

Vektorovy podprostor. Uzitecna vlastnost mnoziny je, aby byla uzaviend na operace. Co to znamena?
Mnozina vektortt W musi obsahovat vSechny natazeni a soucty vektort z W. Formalné:

o Uzavrenost na ndasobeni skaldrem: Pokud uw € W, také au € W pro kazdé a € R.
o Uzavrenost na sc¢itani: Pokud w,v € W, také uw+v € W.

Neprdzdnou mnozinu W C R¥ uzavienou na operace nazveme vektorovy podprostor prostoru R* (nebo
jen zkrdcené podprostor). PovSimnéme si, ze pocatek 0 lezi v kazdém vektorovém podprostoru. Pro¢?
Podprostor je mnozina neprazdnd, proto obsahuje alespon jeden vektor w. Pro ten plati Ou = 0, a tedy
i 0 lezi v tomto podprostoru.

Jako piiklad si ukazme, jak vypadaji vektorové podprostory prostoru R*. Mnozina obsahujici pouze
pocatek je trivialni vektorovy podprostor. Pokud vSechny vektory mnoziny ukazuji stejnym smérem, do-
staneme p¥imku prochazejici poéatkem (podprostor obsahuje vSechny nasobky). Pokud vektory ukazuji
dvéma smeéry, dostaneme rovinu prochazejici pocatkem. Pokud vektory ukazuji tfemi sméry, je to cely
prostor R®. Podprostory R? tedy jsou: trividlni (dimenze 0), pfimky prochézejici po¢atkem (dimenze 1),
roviny prochazejici pocitkem (dimenze 2) a cely prostor R? (dimenze 3).

Podprostory maji fadu hezkych vlastnosti, ukazme si jednu z nich:

Tvrzeni 2.2. Necht Wy, ..., W, jsou vektorové podprostory prostoru R*. Potom jejich prinik

VV:LVerLVZQ"'ﬂ‘/Vn: ﬂ I/Vi

ie{l,...,n}
je také vektorovy podprostor.

Diikaz. Potfebujeme ukézat, Ze W je uzavieny na operace nasobeni skaldrem a s¢itdni. Necht uw € W,
chceme ukazat, ze také au € W pro kazdé a € R. Protoze u € W, také uw € W; pro kazdé W;. Ale
protoze W; jsou vektorové podprostory, obsahuji téz au. Proto aw lezi v praniku W. Podobné dokazeme
uzavienost W na séitani, zkuste jako cviceni. |

Tvrzeni plati i pro prinik nekoneéné mnoha podprostorti, rozmyslete si, ze plné stejny dikaz
bude fungovat. Tato poznamka je duilezita, protoze v matematice existuje fada tvrzeni, které plati pro
konecéné primiky a pro nekoneéné primiky obecné neplati 6
Motivace. Ctenaf se mozné pta, pro¢ jsou vektorové podprostory tolik zajimavé. Pro¢ chceme mnoziny
vektori uzaviené na operace? Vektory vétsinou nepouzivame samostatné, ale aplikujeme na né ope-
race. Vzdyt i samotnou definici vektortt hned doplitujeme zavedenim vektorovych operaci. Pokud mame
mnozinu vektoru, na kterou chceme aplikovat operace, je dobré mit jistotu, Ze i vysledek bude lezet opét
uvnitt mnoziny. Uzavienost je jedna ze zakladnich vlastnosti operaci, kterd se v algebie pozaduje.

Uvedme si jiny piiklad, ktery dobfe znate; pfirozend ¢isla. Ty velice dobfe funguji s operacemi
jako s¢itani a nasobeni, nebof jsou na né uzaviena. Pokud ale zacneme pracovat i s odéitanim, rychle

(6)Napriklad uvazme intervaly na realné ose. Priinik koneéné mnoha otevienych intervali je otevieny interval. AvSak

prinik nekoneéné mnoha jiz otevieny byt nemusi. Napiiklad pro intervaly (0,1 + %), pro vsechna prirozena n, plati
> (0,14 1) = (0, 1]. Ditvodem je, Ze intervaly postupné obsahuji mensi a mensi ¢ast osy napravo od 1 a ta se zmensuje
n=1 n J ) ) Y 3|
k nule. V jejich priniku proto neztistane nic vétsiho nez 1.
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se dostaneme do problému, protoze vysledek rozdilu nemusi byt pfirozené ¢islo. Aby se lépe pracovalo,
rozsifime piirozens ¢isla na cela ¢sla. Pokud za¢neme uvazovat i déleni, hodi se zavést racionalni &slaf™
Reseni soustavy s nulovou pravou stranou. Existuje dalsi motivace pro vektorové podprostory. Vekto-
rové podprostory se pfirozené objevuji v linearni algebfe.

Tvrzeni 2.3. Meéjme soustavu s nulovou pravou stranou. MnoZina vsech Teseni soustavy tvori vektorovy
podprostor prostoru R™.

Diikaz. Jak to dokdzeme? Kazdé feseni soustavy je n-slozkovy vektor z R™. Chceme ukazat, ze mnozina
vSech Teseni tvori vektorovy podprostor. Je neprazdnd, protoze 0 je FeSenim. Zbyva ukazat, Ze je uzaviena
na nasobeni skalarem a na scitani.

1. Uzavrenost na ndsobent skaldrem: Mé&jme vektor @, ktery je feSenim soustavy. Chceme ukazat, ze
také ax pro kazdé « redlné je fesenim. Ditkaz provedeme pro kazdou rovnici zv1ast. Rozepisme si
i-tou rovnici:

;1T + Qi oTs + -+ + 4, = 0. (2.2)

Z vlastnosti redlnych ¢isel (komutativita, asociativita a distributivita) plyne:

2.2
ai1 (o) + aip(ows) + - -+ applax,) = a1 + aioms + - -+ + a;pTy) 9 o=o.

Tedy i ax Fesi i-tou rovnici. Toto plati pro kazdou rovnici, tedy ax je feSenim soustavy.
2. Uzavrenost na scitani: Chceme ukéazat, ze pokud vektory x a y jsou feSenimi, je i © + y TeSenim.
To se ukaze zcela obdobné, zvlast pro kazdou rovnici. Pro i-tou rovnici plati:

a1 (1 + 1) +aip(xa+ 1)+ F ain(Tn +yn) =
101+ ATy + 0 ATy + QY1+ GioYa + - QY = 0+ 0= 0.

=0 podle (2.2) =0 podle (2.2) s y misto =

Tedy x + y splituje kazdou z rovnic a je Fesenim soustavy. |

Podmnozina vektorového prostoru se nazyva vektorovy podprostor, pokud je uzaviena
na operace nasobeni skalarem a sc¢itani. Podprostory maji fadu hezkych vlastnosti a
Casto se v linearni algebfe vyskytuji; napiiklad mnozina feseni kazdé soustavy s nulovou
pravou stranou tvoii vektorovy podprostor R™.

2.4 Afinni podprostory

Podarilo se nam ukazat, ze pro soustavu s nulovou pravou stranou vSechna feSeni tvoii vektorovy pod-
prostor. Jak je to v pfipadé obecné pravé strany? Mnoziny feseni odpovidaji afinnim podprostorim,
které nyni zavedeme(® Vektorové podprostory jsou geometricky p¥imky, roviny a vicerozmérné zobec-
néni prochézejici poc¢atkem. Afinni podprostory jsou vektorové podprostory posunuté z pocatku.

(M Pro srovnani s analjzou: Neexistuje limita kazdé posloupnosti, pouze nékteré konverguji. Viimnéte si, o kolik kompli-
kovanéjsi je prace s limitami nez tfeba s redlnymi ¢isly. To je jeden z divodi, pro¢ je analyza mnohem méné intuitivni
nez linearni algebra, pracuje se slabsimi definicemi.

(8) Pekvapivé v anglicting se pouzivé slovo affine, které se na rozdil od Geského afinni pise se dvéma pismeny ‘f’ a jednim
pismenem ‘n’.
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Afinni podprostor. Necht W je libovolny vektorovy podprostor prostoru R¥ a p je libovolny vektor z R¥.
Afinni podprostor W + p je vektorovy podprostor W posunuty o p:

WHp={x+p|lzecW}

Jako trividlni piipad pfipoustime i prazdny afinni podprostor. Poznamenejme, ze plati W = W40, tedy
kazdy vektorovy podprostor je také afinni podprostor. Protoze 0 € W, vektor posunuti p € W + p. Také
si mizeme vSimnout, ze rozdil libovolnych dvou vektort z W + p lezi ve W, protoze vektor posunuti se
rozdilem vyrusi.

Vime, ze vektor posunuti lezi v afinnim podprostoru. Plati vsak i naopak, Ze libovolny vektor z
afinnfho podprostoru mtizeme zvolit jako vektor posunuti. Tedy formalné pro kazdy vektor p’ € W + p
plati W +p’ = W + p. Jak toto dokédZeme? Diikaz je naznacen na obrazku 2.7. Kli¢ové je, ze y = p—p/,
rozdil téchto dvou posunuti, lezi ve W. Ukazme inkluzi W +p C W + p’. Pokud @ € W + p, potom
x =a' + p. Ale z toho plyne, 7e x = &' + y + p/, kde ' + y € W. Tedy © € W + p’. Druh4 inkluze se
dokaze odec¢tenim y, ditkaz nechdme na ¢tenéfi.

W+p=W+p
Obrazek 2.7: Geometricky naznaceny ditkaz ve dvou dimenzich (nalevo) a ve tfech dimenzich (napravo).
Reseni soustavy s obecnou pravou stranou. V piipadé obecné pravé strany b je feSenim afinni podpro-

stor. Pokud zadné feseni neexistuje, jedna se o prazdny afinni podprostor. Pokud néjaké feseni existuje,
plati:

Tvrzeni 2.4. Mnozina vSech feseni soustavy s pravou stranou b je W + p, kde:

o Vektor p je libovolné teseni s pravou stranou b a
o vcktorovy podprostor W je mnozina vsech resent této soustavy s vynulovanou pravou stranou.

Diikaz. Pripomenme, ze podle tvrzeni 2.3 je W skutec¢né vektorovy podprostor. V ditkazu budeme
pouzivat: @ € W + p, pravé kdyz  — p € W. Musime dokazat dvé implikace:

e x je feSeni =— x € W +p: Stadi ukdzat, ze € —p € W, tedy Ze & — p Fesi soustavu s vynulovanou
pravou stranou. RozepiSme si i-tou rovnici a upravme ji s pouzitim distributivity a komutativity:

a1 (w1 —p1) + aio(@e = p2) + -+ (v, —po) =
((11',,11’1 + Q2T + -+ (th,n-’ﬁn) - ((J’i.lpl +ajopy + -+ ali,npn) =b—b =0.

=b;, nebot x je feseni =b;, nebot p je feseni

Tedy = — p spliuje i-tou rovnici. To plati pro kazdou rovnici, a proto  — p fesi soustavu s
vynulovanou pravou stranou. Plati @ —p € W, neboli @ € W + p.

e x c W+p = xjeteSeni: Pokud € W + p, plati € — p € W, tedy  — p Tesi soustavu
s vynulovanou pravou stranou. RozepiSme si opét i-tou rovnici soustavy s vynulovanou pravou
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stranou:

0=a;1(z1 —p1) + @io(z2 —p2) + -+ i p(Tn — pn) =
(ai,lIl + Ty A+t ai,nﬂﬁn) - (ai,lpl +ajppe + -+ ai,npn) .

= ?, chceme b; =b;, nebot p je Feseni

Hodnota levé zévorky musi byt také b;, nebot rozdil je nulovy. Tedy @ fesi kazdou z rovnic piivodni
soustavy (s nevynulovanou pravou stranou). O

Mnozina vSech TeSeni libovolné soustavy tvori afinni podprostor, coz je vektorovy pod-
prostor posunuty z pocatku.

2.5 Abstraktni definice vektorového prostoru

Na zacatku kapitoly jsme definovali vektorovy prostor, vektory a jejich operace. Tato definice byla
konkrétni, popsali jsme presné, jak vypadaji. V moderni matematice se typicky voli jiny abstraktni
piistup, ktery si nyni ukazeme.

Struktury. Zakladnimi objekty matematiky jsou mnoziny. Casto vSak nepracujeme pouze s mnozinami,
ale uvazujeme na jejich prvcich i néjaké operace ¢ relace. Napiiklad pokud pracujeme s mnozinou
realnych cisel, pouzivame vétsinou i jejich operace s¢itani, nasobeni nebo tieba relaci usporadani <.
Déava proto smysl na nékteré mnoziny nazirat spolecné s jejich operacemi a relacemi. Struktura je objekt,
ktery obsahuje mnozinu a néjaké operace ¢i néjaké relace.

Nadefinujme si vse formalné. Struktura S je tvofena:

Mnozinou prokd S

o Néjakymi operacemi oy, . .., o,. Uvazujme operaci o;, kterd ma néjakou aritu r. Operace ptitazuje
kazdé r-tici prvka z S néjaky prvek S. Vysledek operace je definovany pro kazdou r-tici. Formalné
je operace o, zobrazeni o; : S” — S. ProtoZe se s operacemi arity jedna a dva setkdvame nejcastéji,
maji specialni jména undrni a bindrni. Uvazme napriklad realna cisla. S¢itani + : R x R — R a
nasobeni - : R x R — R jsou binarni operace. Druh4 mocnina ? : R — R je unarni operace. Druhé
odmocnina vsak unéarni operace neni, nebof neni definovana pro zdporna cisla.

o Néjakymi relacemi Ry, . .., Ry. Kazda relace R; mé opét néjakou aritu r. Relace R; popisuje néjaky

vztah na mnoziné S; iika, které r-tice prvki z S jsou v tomto vztahu. Formalné je R; C S".

binérni relaci usporaddni < C R? takovou, e (a,b) € <, pravé kdyz a je mensi nez b. Pifklady

struktur s relacemi si ukazeme na zaver této kapitoly, prozatim budou klicové operace.

Pochopitelné mtze byt k = 0 (struktura neobsahuje zadné operace) nebo ¢ = 0 (neobsahuje zadné relace).
Struktura S se spolu se svymi operacemi a relacemi zapisuje do zavorek (jako usporadand (k-+(+1)-tice):

S:(S,Oh...,O;le,...,Rg).

Podmnozina S" C S prvki struktury S uréuje podstrukturu S'; pokud je S’ uzaviend na operace.
Tedy vysledek libovolné z operaci S na prvky z S’ je opét prvek S’. Piikladem podstruktury jsou
vektorové podprostory vektorového prostoru.

9) Abychom struktury odligili od mnozin, pouzivame pro struktury druh pisma S. Ctenaf pravdépodobné zné tento druh
znaceni pro realna ¢isla R nebo tfeba komplexni ¢isla C. To fika, ze realnd ¢isla a komplexni éisla jiz uvazujeme jako
strukturu. Casto se také zaménuje S a S, napiiklad se fikd = € S, i kdyz formélné spravné by bylo = € S.
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Piiklady struktur. Ukazme si nékolik priklada struktur a podstruktur, které ¢tenar dobfe zna:

e Prirozena ¢isla spolu s bindrnimi operacemi séitdni a nasobeni tvofi strukturu N = (N, +,-).
Od¢itani neni na prirozenych ¢islech korektni operace, rozdil neni vidy definovany.

e Celd ¢isla spolu s bindrnimi operacemi séitani a nédsobeni, tedy Z = (Z,+,-). VSimnéte si, Ze
prirozena ¢isla N tvoii podstrukturu (N, +,-) celych ¢isel. Dalsi priklady podstruktur celych ¢isel
jsou uréené jednoprvkovou mnozinou {0} nebo t¥eba mnozinou vSech sudych ¢&isel.

e Grafy z diskrétni matematiky jsou struktury G = (V, E), kde V jsou vrcholy a E je symetrickd
relace byt spojeny hranou“.

Abstraktni definice. Pripomenme si, jak jsme na zacatku kapitoly popsali vektorové prostory. Vektorovy
prostor je mnoZina vSech n-tic redlnych c¢isel R” spolu s konkrétné definovanymi operacemi s¢itani a
néasobeni. Popsali jsme tedy pfesné, jak vektory a operace vypadaji, a dokazali jsme fadu vlastnosti.
Vytvorili jsme tedy konkrétni strukturu R™ = (R", -, +).

V moderni matematice se typicky voli jiny abstraktni pristup. VSimnéme si, ze pfi praci s vektory
moc nezalezi na tom, jak presné vektory a jejich operace vypadaji. Sta¢i védét, ze spliuji vlastnosti,
které potfebujeme. Abstraktni pfistup definuje vektorovy prostor jako strukturu tvofenou libovolnou
mnozinou prvki (tém budeme fikat vektory) spolu s dvéma operacemi, které spliuji kratky seznam
vlastnosti. P¥i prici s takovou abstraktni strukturou muzeme pouZivat pouze téchto vlastnosti (a jejich
disledki, které odvodime), nemtzeme ¢init zaddné dalsi predpoklady (tieba jak operace nebo prvky
vypadaji).

Operace na vektorech budeme znacit do konce kapitoly v krouzku. Duvod je, abychom je odlisili
od operaci na redlnych cislech. Navic timto odli§ime konkrétni a abstraktni definici. V dalsim textu od
tohoto upustime. Protoze vektory znacime tuéné, vzdy by mélo byt jasné, o jakou operaci se jedna.

Abstraktni definice ¥ika, Ze vektorovy prostor V je libovolnd struktura (V,®,®), kterd splituje
seznam vlastnosti uvedeny nize. Plati, ze V' je mnoZina vektori, ® je binarni operace ndsobeni skaldrem
®:RxV =V a® je bindrni operace séitani @ : V x V — V19 Ctenaf si mize ovéfit, ze konkrétni
definice vektorového prostoru vechny tyto vlastnosti spliuje.

e Operace scitani:

— Je komutativni: Pro kazdé u,v € V plati u v = v @ wu. Vektory mizeme séitat v libovolném
poradi.

— Je asociativni: Pro kazdé u,v,w € V plati (u®v) dw = u @ (v® w). Diky této vlastnosti
muzeme vypustit zavorky a zapisovat soucet prosté jako w @ v @ w, ¢ehoz bézné pouzi-
vame. Pokud by sé¢itani nebylo asociativni a chtéli bychom presto zavorky vynechéavat, museli
bychom nadefinovat poradi, v jakém se operace aplikuji. Toho se bézné pouziva v programo-
vacich jazycich, kde napfiklad s¢itani ¢isel s pohyblivou desetinou ¢arkou neni asociativni,
rozmyslete si. Pokud vynechame zévorky, aplikuje se soucet zleva, tedy z+y-+z se interpretuje
jako (z +y) + 2.

— Euxistuje nulovy prvek: Existuje vektor 0 € V, Ze pro kazdy vektor w € V plati u & 0 = .
V konkrétni definici jsme védéli, jak tento neutralni prvek vypada; vektor samych nul. V
abstraktni definici jeho podobu nezndme. Definice pouze zarucuje, ze takovy prvek existuje.
Déle plati, ze existuje pouze jediny neutralni prvek. Pro¢? Kdyby existovaly dva, oznac¢me je
0 a0, platilo by 0 = 0@ 0 = 0, tedy 0 = 0. To ale znamen4, ze 0 a 0 jsou stejné vektory.

(10) Algebraikiim se moc nelibi operace jako ®, které michaji prvky z rizngch struktur; prosté obas neni dobré michat
jablka s hruskami. Lze vSak vektorovy prostor zadefinovat tak, ze kazdy skalar o bude mit svoji unarni operaci ©, : V. — V,
kterd pfitazuje vektoru u jeho nasobek av ® w. Jako malé cviceni zkuste upravit seznam vlastnosti tak, aby fungoval pro
takto pozménéné skalarni nasobeni pomoci unarnich operaci.
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— Emistuji inverzni prvky: Pro kazdy vektor w existuje inverzni prvek —wu takovy, ze plati
u® (—u) = 0. V konkrétni definici se jednalo o opaény vektor. Zkuste rozmyslet, ze pro
kazdy vektor je jeho inverzni prvek uréeny jednoznacéné, podobné jako plati jednoznaénost
nulového prvku.

e Nasobeni skaldrem:

— Je ,asociativni“: Pro kazdé o, f e Rawu € V plati « ® (f ® u) = (a - f) ©® w. Jinymi slovy
nezalezi, jestli nejprve vektor vynasobime skalarem « a poté skalarem (3, nebo jestli ho rovnou
vynasobime skaldrem « - . Vsimnéte si, Ze také nezélezi na potradi; vynasobeni 5 a poté a
dé stejny vysledek (nebot ndsobeni redlnjch ¢isel je komutativni).

— Ndsobeni jednickou: Pro kazdy vektor w € V plati 1 © w = w, natazeni jednic¢kou vektory
vibec neméni.

e Distributivita: Ukézali jsme, jak funguji jednotlivé operace samostatné. O jejich spoleéném chovani
nevime skoro nic. Tuto chybéjici vazbu doplni distributivita.

— Distributivita ndsobeni skaldrem: Pro kazdé o, € Raw € V plati (¢ +8) ©Ou = (e ®
u) ® (8 © u) (zédvorky budeme vypoustét, ndsobeni skaldrem bude mit pfednost, Casto se
pro zdiraznéni piSe au & fu). Vsimnéte si, ze z distributivity vyplyva (—1) ©u = —u a
0 ®u = 0. Jako cviceni si to zkuste dokazat.

— Distributivita souctu vektord: Pro kazdé o € R a pro kazdé vektory u, v € V plati a®©(udv) =
(aOu)® (xOv).

Konkrétni definice, kterou jsme si popsali na zacatku kapitoly, vSechny tyto vlastnosti spliuje.
Ctenaf se jisté pta, jestli je abstraktni definice obecnéjsi nez ta konkrétni, tedy jestli ji spliiuji i n&jaké
jiné struktury. Tak tomu v piipadé vektorovych prostoru neni, od kazdé velikosti existuje pouze jediny
vektorovy prostor R" a ostatni se lisi pouze prejmenovanim prvki; to si dokazeme v kapitole 4. Pozna-
menejme, ze aby toto byla pfesné pravda, museli bychom konkrétni definici malicko zesilit i na vektory
tvorené nekoneéné mnoha slozkami.

Pro¢ zavadime abstraktni definici vektorovych prostorii, kterd nic nového neprinese? Jsou pro
to alespoii dva dobré divody. Casto je lepsi premgyslet o vektorech jinak nez jen o uspofadanych n-
ticich. Naptiklad, jak si hned ukazeme, polynomy tvoii vektorovy prostor. Pokud tyto vektory budeme
uvazovat jako polynomy, mé fada operaci jako nasobeni nebo derivovani mnohem lepsi smysl. Jinymi
slovy v kazdé situaci je nejlepsi uvazit nejpiirozenéjsi definici, nebot to usnadni uvazovéani. Druhy diivod
je nésledujici. I kdyz se abstraktné definovany vektorovy prostor lisi od konkrétniho prostoru pouze
prejmenovanim vektord, toto pfejmenovani mize byt v piipadé nekonecné slozek naprosto obludné.
Dokonce se miize stat, ze sice budeme védét, ze pfejmenovani existuje, ale budeme schopni dokézat, ze
se ho nikdy nepodafi zkonstruovat.

Abstraktni definice ¥ikd: Vektorovy prostor je libovolna struktura (V,®,®) spliujici
nékolik zakladnich vlastnosti. Pokud pracujeme s takto definovanymi vektory, muzeme
pouzit pouze téchto vlastnosti (a jejich disledki, které vyvodime).

Exotické piiklady. UkéZzeme si na zavér kapitoly nékolik exotickych piikladit vektorovych prostorii. Cte-
nar si muze jako cviceni dokazat, ze to skutecné jsou vektorové prostory.

e Trividlni vektorovy prostor, ktery obsahuje pouze pocatek 0.
e Vektorovy prostor vech posloupnosti redlnych ¢isel (ag,ar,as,...), které se s¢itaji a nasobi po
slozkach.
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e Vektorovy prostor viech polynomii P[z] spolu s operacemi s¢itani a nasobeni konstantou. Polynomy
stupné nejvyse k jsou jeho podprostor. Kazdy polynom lze reprezentovat jako vektor, ktery ma
nekonec¢né mnoho slozek:

ag + a1z + agx? + - + a,2" lze reprezentovat jako vektor (ag, ai, ag, . . ., an,0,0,...),

pouze konecné mnoho slozek je nenulovych. Prostor vsech polynomu je podprostorem prostoru

vSech posloupnosti.

Vektorovy prostor vSech funkci na intervalu [0, 1], spolu s jejich s¢itdnim a nésobenim konstan-

tou. Podprostory jsou tfeba mnozina vSech spojitych funkci nebo mnozina vsech funkci nulovych

na intervalu [0, %] Opét kazdou funkci lze reprezentovat jako vektor, ktery ma nekonecné mnoho
reprezentujicich slozek, odpovidajicich hodnotam v jednotlivych ¢islech intervalu [0, 1]. Pozname-
nejme, 7e tentokrat téch slozek bude mnohem vic. (!

e Komplexni ¢isla spolu se s¢itanim a nasobenim realnou konstantou jsou vektorovy prostor, vektory
jsou dvojice (x,y) = x +1i-y. Komplexni ¢isla ziskaji mnohem bohatsi strukturu, pokud zavedeme
operaci nasobeni (komplexnim ¢islem). Jeden z vyznamnych podprostort komplexnich éisel jsou
realnd ¢isla. To, Ze realnd ¢isla jsou vektorovy prostor (jehoz skaldry jsou zase redlna ¢isla) miize
pusobit trochu zvlastné.

Srovndni s objektovym programovanim. Objektové programovani je zalozené na vytvareni objektt,
které jsou tvofeny daty a funkcemi, kterym se iikd metody. Metody pracuji s daty a popisuji tak chovani
objektu. Objekt je tedy jakysi uzavieny samostatny celek. Struktury jsou zaloZené na podobném prin-
cipu. Struktura je tvofena mnozinou (coz jsou data) a néjakymi operacemi a relacemi (coz jsou metody),
které popisuji chovani a vlastnosti struktury.

V objektovém programovani se také pouziva princip zvany dédi¢nost. Ten funguje tak, ze vy-
tvorime zdkladni objekt, ktery je asto abstraktni, bez konkrétni implementace. Zékladni objekt popisuje
rozhrani, tedy slibuje urcita data a ur¢ité metody. Od tohoto zakladniho objektu odvodime odvozené
objekty, které jiz popisuji konkrétni implementace téchto dat a metod. Kazdy odvozeny objekt muze
mit jinou vnitini implementaci, ale vnéjsi rozhrani ma podle zakladniho objektu. To je pfimé paralela
s abstraktni definici vektorového prostoru. Abstraktni definice funguje jako onen zakladni objekt, popi-
suje vektorovy prostor jako néjakou mnozinu vektori spolu s dvé operacemi, které maji spliovat nékolik
zékladnich vlastnosti. Konkrétni podoba (implementace) vektort a operaci predepsédna neni. Odvoze-
nym objektem je konkrétni vektorovy prostor, ktery je tvofen konkrétni mnozinou vektort a dvéma
konkrétnimi operacemi.

Poznamenejme, ze algebraickd abstrakce jde podstatné dale nez objektové programovani. Predné
v kazdé struktufe nalezneme hierarchii podstruktur. Dalsi silny néstroj je faktorizace. Co to znamena?
Faktorizace umoziuje ze slozitych struktur vyrabét struktury mnohem jednodussi tak, Ze neztratime
zadné klicové vlastnosti pivodni slozité struktury. Existuji i opa¢né techniky, které vezmou jednoduchou

jsou zakladem wuniverzalni algebry.

2.6 Svaz vektorovych podprostoru a linearni obaly

Uvazme pro dany vektorovy prostor mnozinu P vSech jeho vektorovych podprostort. Na zavér kapitoly
ukazeme, ze P tvori velice pravidelnou strukturu, ktera se nazyva upiny svaz. Nejprve za¢neme malickou

(I Kolik? Piesné tolik, kolik je redlnjch &isel. Slayny Cantoriv vysledek fikd, Ze realnych &isel je mnohem vic ne
piirozenych ¢isel. Cantor to dokézal genidlnim trikem, kterému se dnes fika Cantorova diagondini metoda. Ze nezni toto
tvrzeni viibec prekvapivé? Pak je tieba poznamenat, ze mnozina raciondlnich ¢isel je naopak stejné velka jako mnozina
prirozenych ¢isel. Ale na prvni pohled vypadaji velikosti racionalnich a redlnych ¢isel stejné.
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odbockou ze svéta linearni algebry.

Césteéné usporddané mnoziny. Uvazme néjakou mnozinu X. Jak uz jsme zminili, v matematice se
typicky mnoziny neuvazuji samostatné, nybrz se studuji jako struktura spolu s néjakymi operacemi
nebo relacemi. Napiiklad pokud by X byla mnozina vektort, mizeme ji studovat spolu s operacemi
séitani a nasobeni skalarem jako vektorovy prostor. Tentokrat vSak opatiime X jednou binarni relaci <.
Tato relace se jmenuje cdstecné usporadans a spliuje nasledujici tfi pfirozené podminky:

o Reflexivita: Castecné usporadani < je neostré. Pro kazdé a € X plati a < a. Pochopitelné existuje
i varianta, které se fika ostre cdstecné usporaddni <, pro kterou se naopak vyzaduje antireflexivita;
tedy pro zadné a € X neplati a < a.

o Antisymetrie: Neexistuji dva ruzné prvky a,b € X, Ze soucasné plati a < b a b < a. Jinak by mezi
a a b nebylo zadné usporadani.

o Tranzitivita: Pro kazdé a,b,c € X plati, ze a < b a b < ¢ implikuje a < c.

Vznikla struktura (X, <) spliiujici tfi uvedené podminky se nazyva cdstecné uspoiddand mnoZina. Za-
vedeme také uzitecnou zkratku x < y za @ <y a zaroven x # y“.

Ctenaf uréité zna pifklady ¢astené uspofadanych mnozin, napiiklad (N, <), (Q, <) nebo (R, <).
Tato ¢asteénd usporadani jsou znacéné specifickd a nazyvaji se linedrni usporddani. Linearni usporadéani
je castecné usporadani, pro které plati, Ze libovolné dva rtzné prvky = a y jsou porovnatelné, tedy plati
bud x <y, nebo y < x. Obecné ¢4steéné usporddani mize mit neporovnatelné dvojice prvku (z,y), pro
které t L yay £ z.
Hasseho diagramy. Definujeme, Ze y je primy ndslednik x (a naopak x je pfimy predchidce y), pokud
plati x < y a zdroveil neexistuje z, aby x < z < y. Pro uspofadani (N, <) je k — 1 pfimym pfedchiidcem
¢isla k a k + 1 jeho pfimym naslednikem. Pro nékterd uspofadani jako (Q, <) nebo (R, <) neexistuji
primi pfedchtdci a néslednici. Pro prvky x < y existuje retéz primych nasledniki ay, . . ., a;, pokud

rT=ag<ap <- <Ay < ap =Y

a a; je piimy predchidce a;y1. Pokud je mnozina X konecna, takovy fetéz existuje pro libovolné dva
prvky z a y, pro které plati x < y; dukaz si mize ¢tenar rozmyslet.

Hasseho diagram umozinuje nakreslit nékteré c¢astecné usporddané mnoziny. Podminkou je, ze
pro libovolné = < y existuje Fetéz piimych néslednikt z = do y. Tedy napfiklad pro (R, <) Hasseho
diagramem neexistuje. Hasseho diagram reprezentuje prvky mnoziny X jako body v roviné s podminkou,
Ze pro x < y umistime x nize do roviny nez y. V Hasseho diagramu spojime bod reprezentujici x tiseckou
s kazdym bodem reprezentujicim pfimého naslednika z. Myslenka je, ze nekreslime nadbytecné tsecky
pro dvojice x < y, které vyplynou z tranzitivity (X, <). Pfiklady Hasseho diagramii jsou na obrazku 2.8.
Mnozinové systémy. Mnozina X se nazyva mnoZinovy systém, pokud prvky této mnoziny jsou podm-
noziny jedné pevné mnoziny E. Pokud 2F zna¢ mnozinu viech podmnozin E, plati X C 27 (12

Pro kazdy mnozinovy systém existuje jedno zcela prirozené ¢astecné usporadani, a to usporadani
inkluzi C (relaci ,byt podmnozinou®). Ostatné Ctenaf si muze vSimnout ndpadné podobnosti mezi
symboly < a C. Piiklad takového usporadani je na obrazku 2.8 vpravo.

Tvrzeni 2.5. Pro libovolng mnoZinovy systém X je struktura (X, C) édstecné usporddand mnoZina.

Diikaz. Abychom dokazali, ze C je ¢asteéné usporadani, staci ovétit ti podminky z definice. Tento dikaz
je cvicenim na definici podmnoziny. Ta fika, ze A C B, pravé kdyz pro kazdé x € A plati x € B.

(12)Pro zpiehlednéni budeme znadit mnozinové systémy kaligrafickym pismem jako X,Y,..., abychom je odlisili od
mnozin obsahujici prvky. Poznamenejme, ze obecné v teorii mnozin je kazda mnozina slozena z mnozin, tedy forméalné

toto odliSeni nedava smysl.
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{1,2,3}
5 e
4 . {1,2} {2,3}
’ y pre=d
b {1} {3}
1
0 a ;
N, <) ({a,b,¢,d, e}, <) (21123} )

Obrazek 2.8: Tii priklady Hasseho diagramu. Priklad vlevo je linearni uspofadani pfirozenych ¢isel.
Priklad usprostied je ¢astecné usporadéani, které neni linedrni usporadéani, protoze dvojice (b,d) a (¢, d)
jsou neporovnatelné. Piiklad vpravo je uspofdddni mnozinového systému vSech podmnozin {1,2,3}
inkluzi, vysvétleno nize.

o Reflexivita je splnéna, protoze pro libovolnou mnozinu A plati A C A.

e Pokud jsou A a B dvé rtizné mnoziny, potom bud A obsahuje prvek, ktery neni v B, nebo B
obsahuje prvek, ktery neni v A; jinak by A a B nebyly rtzné. Proto neni mozné, aby platilo
zéroven A C B a B C A, tedy dostavame antisymetrii.

e Tranzitivita také zjevné plati. Kdyz A C B C C, mnozina B obsahuje vSechny prvky, které lezi v
A, a C obsahuje vSechny prvky, které lezi v B. Proto C' obsahuje vSechny prvky, co lezi v A; tedy
ACC. O

Svazy. Casteénd uspoiddand mnozina (X, <) se nazyvé uplng svaz, pokud existuji infima a suprema pro
kazdou podmnozinu mnoziny X. Nejprve definujme pro Y C X minimum a maximum:

min(Y) =z €Y, ze Vy € Y plati « <y, a max(Y) =z €Y, ze Vy € Y plati # > y.

Pochopitelné minimum ¢i maximum nemusi pro mnozinu Y existovat a ¢asto neexistuje.

Infima a suprema jsou zobecnénim minim a maxim na nékteré dalsi mnoziny, pro ktera minima a
maxima neexistuji. Necht S C X, potom inf(S) je nejvétsi dolni zdvora mnoziny S a sup(S) je nejmensi
horni zavora. Formalné:

inf(S) =max{z € X :Vy € S = <y} a sup(S) =minf{z € X :Vy € S = > y}.

Pro obecnou ¢astetné usporadanou mnozinu opét nemusi infimum ¢ supremum existovat. V pripadé
aplného svazu (X, <) v8ak existuji infima a suprema pro kazdou podmnozinu S C X.

Na obréazku 2.9 je srovnani minim/maxim a infim/suprem pro ¢astecné usporadanou mnozinu z
obrazku 2.8 uprostied. Ctenaf miize zkusit dokéazat, Ze tato Gastecné uspofadana mnozina je uplny svaz.

Uvedme pifklad tplného svazu z matematické analyzy. Linedrné uspofddand mnozina raciondl-
nich ¢&isel (Q, <) netvori Gplny svaz, protoze nemusi existovat suprema a infima nekoneéné velkych
podmnozin. Napiiklad supremum mnoziny {z : 2° < 2} neexistuje, nebot V/2 neni racionlni ¢slo.
Linearné uspofadand mnozina redlnych ¢isel (R, <) je zplnénim (Q, <), které piidéva existenci suprem
a infim. AvSak podle vySe uvedené definice ani (R, <) netvori plny svaz. Axiom o supremu totiz zaru-
¢uje existenci suprem pouze neprazdnych shora omezenych mnozin. Pokud bychom chtéli ziskat uplny
svaz, muzeme realna Cisla rozsitit o +00 a —oo tak, ze —oo < x < oo pro libovolné x € R; oznac¢me
R* = RU {—oc, +oc}. Ctendi miize dokdzat jako cvifeni, Ze rozsifend redlnd &isla (R*, <) tvori tplny
svaz.

Nasledujici pozorovani ukazuje, Ze infima a suprema jsou skuteéné zobecnénim minim a maxim.
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max(A) sup(B)

min(A) inf(B)

Obréazek 2.9: Vlevo je vyznacena mnozina A a jeji minimum a maximum. Vpravo je vyznacena mnozina
B spolu se svym infimem a suprem. Minimum a maximum pro mnozinu B neexistuje.

Pozorovani 2.6. Pokud pro S C X existuje minimum, ezistuje i infimum a plati inf(S) = min(S).
Podobné pokud existuje mazimum, existuje i supremum a plati sup(S) = max(S).

Diikaz. Dokazeme pouze prvni ¢ast pro infima, pro suprema je ditkaz obdobny. Nejprve si vSimnéme, ze
min(S) je dolni zavora S, protoze plati min(S) < y pro kazdé y € S. Protoze min(S) € S a pro kazdou
dolni zévoru = mnoziny S plati, Ze je mensi & rovna libovolnému prvku z S, plati také x < min(S).
Proto je min(S) nejvétsi dolni zavora neboli inf(.S). O

Tedy naptiklad pro mnozinu A z obrazku 2.9 plati inf(A) = min(A) a sup(A) = max(A4). Ctenaf
si mize rozmyslet, Ze pokud naopak inf(S) € S, potom existuje i minimum a plati min(S) = inf(S), a
podobné plati pro suprema a maxima.
Svaz vektorovych podprostorii. Vratme se zpatky k linedrni algebfe. Necht P zna¢i mnozinu vsech vek-
torovych podprostort daného vektorového prostoru. Pokud podprostory usporadame inkluzi, dostavame
Castedné usporadanou mnozinu (P, C). Nasim hlavnim vysledkem je nésledujici tvrzeni:

Tvrzeni 2.7. Cdstecné usporddand mnozina (P, C) je tplny svaz.

Nejprve zkonstruujeme infima. Pro prazdnou mnozinu je infimum cely prostor. Dale pro () # S C P
a pro kazdé X € S zjevné plati inf(S) C X. Jako dobry kandidat na infimum se jevi byt prinik vSech
podprostorti v S:

Pozorovani 2.8. Pro ) # S C P je inf(S) = Nxes X.

Diikaz. Oznacme U = Nxes X. Podle tvrzeni 2.2 je U podprostor, tedy U € P. Zbyva ovérit, ze U
splituje podminky z definice infima. Protoze U C X pro kazdé X € S, je U dolni zavora S. Navic pokud
je W dolni zavora S, plati W C X pro kazdé X € S, tedy W C U. Tedy U je nejvétsi dolni zévora S,
jinymi slovy inf(S) = U. O

sup(S) pro kazdé X € S. Ozna¢me pro podprostor W vlastnost ,X C W pro kazdé X € S* pomoci
S C W. Z podprostort W spliujicich S C W potiebujeme vybrat ten nejmensi, k ¢emuz lze vyuzit
prunik vSech takovych podprostori.

Pozorovani 2.9. Pro S C P je sup(S) = Nwepscw W.

Diikaz. Opét je potieba ovérit, ze popsand mnozina je supremum. Oznacme U = Nwep scw W. Jedna
se o prunik podprostori, tedy U je podle tvrzeni 2.2 je podprostor. Protoze pro kazdy podprostor W v
pruniku plati S € W, plati i & C U. Podprostor U je horni zavora S a pro kazdou horni zavoru W plati
U CW. Tedy U je supremum sup(S). O
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Mozné tato konstrukce suprema pusobi zvlastné a neni moc jasné, jak jsme na ni pfisli. Na druhou
stranu, kdyz uz zndme tu spravnou konstrukei, je velice jednoduché dokazat jeji spravnost. Pro lepsi
pochopent si ¢tendf mize rozmyslet nasledujici cviceni: Méjme ¢dstené uspofadanou mnozinu (X, <) s
vlastnosti, Ze pro kazdé S C X existuje infimum inf(S). Potom dokazte, ze existuje pro kazdé S’ C X
supremum sup(S’), a urcete, jak vypadaji suprema v zavislosti na infimech. Pochopitelné i obrécené
plyne z existence suprem existence infim. Tedy pokud chceme pro danou ¢astecné usporadanou mnozinu
(X, <) ovéfit, zda je to Uplny svaz, staci ovéfit pouze existenci infim nebo pouze existenci suprem.

Dikaz tvrzent 2.7. Infimum prazdné mnoziny je cely prostor, existence infim neprazdnych mnozin plyne
z pozorovani 2.8. Pozorovani 2.9 dokazuje existence suprem. Proto je (P, C) uplny svaz. |

Pro dany vektorovy prostor, mnozina vsech jeho vektorovych podprostori P usporadana
inkluzi tvori tplny svaz: Existuje infimum a supremum pro kazdou podmnozinu § C P.

Piiklad. Jako piiklad uvazme vektorovy prostor R3. Jak uz jsme zminili (zatim bez diikazu), podpro-
story R? jsou pocatek, piimky prochéazejici poc¢atkem, roviny prochézejici pocatkem a cely prostor. Na
obrazku 2.10 vlevo je schématicky naznaCen Hasseho diagram (P, C). Diagram se sklddd ze ¢tyf vrs-
tev, a jak uvidime pozdéji, tyto vrstvy odpovidaji podprostorim dimenze nula, jedna, dva a tfi. Na
obrazku 2.10 vpravo je zobrazeno infimum pro dvé roviny v R3.

dim = cely prostor Wi Wi N Wy Wo
AN
dim = /‘.k\\ roviny
dim = piimky
dim = pocatek

Obrézek 2.10: Vlevo je Hasseho diagram (P, C) pro R?, ve kterém jsou tiseckou spojeny pocétek s kazdou
pfimkou, cely prostor s kazdou rovinou a rovina s pfimkou, pokud pfimka lezi v této roviné. Napravo
jsou dvé roviny Wy a Wy v R?. Jejich infimum je tucné vyznacend piimka W, N Ws. Supremum W a
W, je cely prostor R3, nebof Z4dny jiny podprostor neobsahuje souc¢asné obé roviny.

Linearni obaly. Nyni uvedeme jednu z klicovych definic linedrni algebry. Mé&jme mnozinu vektora X,
kterda neni vektorovy podprostor. To muze byt obcas problém, pokud potfebujeme u X nékterou z
uziteénych vlastnosti vektorovych podprostori. Proto bychom chtéli X malicko pozménit a vytvorit
z n&j X', které bude vektorovy podprostor. Jednou z moznosti je odebrat prvky z X, avSak nemusi
existovat zadny vektorovy podprostor X’ s vlastnosti X’ C X. Druhou moznosti je do X pridat prvky
a vytvorit tak vektorovy podprostor. Miizeme za X’ pochopitelné zvolit cely vektorovy prostor, ale radi
bychom zvolili X’ co nejmensi, aby se od X co nejméné ligilo. Takovému X' fikejme linedrni obal X.

Zadefinujme vse presné. Nedava smysl poZzadovat, aby X’ byl nejmensi podprostor do velikosti,
protoze kazdy vektorovy podprostor (aZ na trivialni poc¢atek) obsahuje nekonecné mnoho prvki. Proto
budeme pozadovat minimalitu do inkluze, se kterou jsem jiz pracovali pii konstrukei infim a suprem
uplného svazu (P, C). Pro mnozinu vektori X definujeme jeji linedrni obal £(X) jako do inkluze nejmensi
vektorovy podprostor W s vlastnosti X C TV {12

(13) Obéas se pouzivaji i jina oznaceni, napiiklad span(X) nebo (X).
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7 tvrzeni 2.7 vyplyva, ze linearni obal je pro libovolnou mnozinu X dobfe definovany, tedy Ze pro
libovolnou mnozinu X do inkluze nejmensi podprostor existuje:

Dusledek 2.10. Plati
LIX)=inf{W:WeP,XCW}= )W

weP

Xcw
Diikaz. Druhd rovnost plati z konstrukce infim popsané v pozorovani 2.8, zbyva odargumentovat prvni
rovnost. Oznaéme U = {W : W € P, X C W}. Podle tvrzeni 2.7 infimum mnoziny U existuje, je to
vektorovy podprostor a plati inf(i/) € W pro kazdy podprostor W spliiujici X C W. Protoze plati
X C W pro kazdy podprostor z U, plati z konstrukce infima také, ze X C inf(U). Tedy inf(U) je do
inkluze nejmensi podprostor obsahujici X, coz je linedrni obal £(X). 0

Podobnost s vyse uvedenou konstrukei suprema neni ndhodné; ¢tenar muze ovérit, ze plati rovnost
sup(S) = L(Uxes X).

Klicové definice linedrni algebry: Pro mmozinu vektortt X je linedrni obal £(X) do
inkluze nejmensi vektorovy podprostor obsahujici vSechny vektory z X. Linearni obal
X je roven pruniku vSech vektorovych podprostoru obsahujicich X.

Linearni obaly maji dalsi dilezitou aplikaci, kterou si ted naznacime a kterd je centralni pro ka-
pitolu 4. Mé&me vektorovy podprostor W, ktery chceme co nejjednoduseji popsat. Prestoze W mize
obsahovat spoustu vektort, geometricka struktura podprostoru umozni nasledujici jednoduchou charak-
terizaci. Chtéli bychom nalézt mnozinu X, pro kterou plati £(X) = W. Zjevné pro kazdy vektorovy
podprostor W takovd mnozina existuje, protoze plati £(1W) = W. Cilem kapitoly 4 bude zkonstruovat
mnozinu X, ktera bude co nejmensi.

Velikost nejmensi mnoziny X splitujici £(X) = W se nazyva dimenze vektorového podprostoru
W. Naptiklad pro rovinu prochazejici pocatkem existuje dvouprvkova mnozina X takova, ze linearni
obal X je tato rovina. Navic neexistuje jednoprvkova mnozina X s touto vlastnosti, a tedy dimenze
roviny je dva. V tomto textu prevazné studujeme vektorové prostory konecné dimenze, pro které kazdy
podprostor mé kone¢nou dimenzi; pro kazdy podprostor W existuje koneénd mnozina X, pro kterou
plati £(X) =W.

Shrnuti

V této kapitole jsme popsali dvé definice vektorového prostoru. Vektorovy prostor je struktura tvorena
mnozinou vektoru a dvéma operacemi nasobeni skaldrem a scitani. Konkrétni definice pfesné popisuje
tyto vektory a operace. Vyhoda je, ze konkrétni definice je intuitivni a dobfe se geometricky predstavuje;
vektory odpovidaji bodtim v n-rozmérném prostoru, nasobeni skalarem natahuje vektory, s¢itani funguje
jako skladani sil. V algebfe se spise pouziva abstraktni definice. Ta fika, ze vektorovy prostor je mnozina
vektort spolu s dvéma operacemi, které splnuji nékolik zakladnich vlastnosti. Tedy abstraktni definice
nepopisuje, jak presné vektory a operace vypadaji, pouze zarucuje ur¢ité vlastnosti.

Také jsme ukézali dvé geometrické interpretace soustavy linearnich rovnic, s pouzitim radka a
s pouzitim sloupcti. Mnozina vSech feseni kazdého fadku je nadrovina a feseni celé soustavy je pru-
nik téchto nadrovin. Sloupcové interpretace Iiké, Ze pri feSeni soustavy hledame koeficienty natazeni
sloupcovych vektoru tak, aby se tyto vektory secetly na vektor pravé strany.

Zavedli jsme vektorové podprostory jako mnoziny vektort uzaviené na operace. Také jsme zavedli
afinni podprostory jako vektorové podprostory posunuté z poc¢atku o néjaky vektor. Dokazali jsme, ze
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mnozina vSech feseni soustavy s pravou stranou nulovou tvori vektorovy podprostor R™ a mnozina vsech
feSeni obecné soustavy tvori afinni podprostor R".

Nakonec jsme dokézali, Zze mnozina vsech vektorovych podprostori usporadand inkluzi tvori uplny
svaz, tedy existuji infima a suprema pro libovolnou podmnozinu podprostori. Pomoci toho jsme zadefi-
novali klicovou definici linearniho obalu, ktera danou mnozinu vektora X rozsifi na do inkluze nejmensi
vektorovy podprostor, ktery obsahuje X.

Cvicéeni

@ Uvazte mnozinu P vSech polynomii stupné nejvyse n, spolu s operaci s¢itani a nasobeni konstantou.
Dokazte, ze P tvori vektorovy prostor, tedy ovéite, Ze jsou splnény vSechny axiomy.
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Kapitola 3

Matice

V predchozi kapitole jsme zavedli definici vektorovych prostorii s vektory a jejich operacemi. Cilem této
kapitoly je zavést dalsi klicovou definici: matice spolu s jejich operacemi. Matice a vektory tvori zakladni
jazyk linearni algebry. Ostatné matice se objevily jiz v kapitole 1, takze musi byt dilezité.

Vektory geometricky odpovidaji bodim v n-rozmérném prostoru. Pro matice zatim nepopiSeme
Zadnou geometrickou reprezentaci, alespon ne poradné. Geometrické reprezentaci se budeme vénovat az
v kapitole 5, protoze musime nejprve v kapitole 4 vybudovat teorii bazi. Geometricka reprezentace matic

V této kapitole si také predstavime klicovy koncept maticové inverze a regularnich matic. Ukdzeme
si, Ze soustavy linearnich rovnic a elementarni Gpravy lze vyjadiit velice pohodlné v fec¢i matic. Nakonec
si predstavime prvni z Fady slavnych maticovych dekompozic, LU dekompozici.

3.1 Matice a jejich operace

Nejprve matice zadefinujeme a popiSeme si jejich operace.

Matice. Matice je tabulka realnych ¢isel m x n, kde m je pocet fadku a n je pocet sloupcti. Matice se
znadi velkymi pismeny, napiiklad A. Koeficienty matice se zna¢i malymi pismeny, napiiklad a;; znaci
koeficient na pozici (i, j) (v i-tém fadku a j-tém sloupci). Celd matice se zapiSe do zévorek, jak jsme uz
jsme vidéli v kapitole 1:

ay1 Q2 a3 -0 Aip

G271 Q22 G23 -+ (G2p 9 1
A=|a31 az2 azz - azn | napiiklad A= (O 1) .

Am,1 Am2 Am3 - Amp

Koeficient na pozici (i, j) matice A se nékdy také znaci (A); ;. Mnozina vSech matic velikosti m x n se
znac¢i R™*". Maticim, které maji stejny pocet fadku a sloupct, se fika ctvercové.

Na matice lze syntakticky nahlizet jako na dvojrozmérné vektory, ostatné znaceni je velice po-
dobné. S vektory se Casto pracuje jako kdyby to byly matice, které maji pouze jediny fadek nebo pouze
jediny sloupec (typicky se uvazuji v linedrni algebfe sloupcové vektory). Tedy operace, které pro matice
zavedeme, funguji i pro vektory, ¢ehoz budeme vyuzivat. Zde je vSak dilezité zminit, Zze matice a vektory
maji v linearni algebfe jiny vyznam. Geometricky n-slozkové vektory odpovidaji bodtium v R™ a matice
mxn odpovidaji linedrnim zobrazenim z R™ do R™. Co je to linearni zobrazeni presné vysvétlime pozdéji,
Ctendr si zatim muze predstavovat zobrazeni hezkych vlastnosti. Interpretaci matic pomoci linearnich
zobrazeni vysvétlime podrobné v kapitole 5.
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Na jednotlivé fadky matice budeme pohlizet jako na Fadkové vektory z R”™, jejich slozky jsou
koeficienty v jednotlivych fadcich. Podobné z koeficienti ve sloupcich dostaneme sloupcové vektory z
R7TL‘

Maticové operace. Na matice Ize stejné jako na vektory aplikovat operace nasobeni skaldrem a s¢itani,
které se provadi opét po slozkdch. Matice A vynasobena skalarem « tedy vypada:

Q-ayp Q@-GQr2 Q-G13 -0 Q-Ayp
« - CL2,1 [ 042,2 - a2,3 LR 6 (12.’,1
A= |a-a31 «-azz @-azz o Q-A3,
QA1 AUy O Up3 o X Opp

Sc¢itat mizeme pouze matice stejné velikosti. Pro dvé matice A a B z R™*™ je soudet A + B matice z
RTFLXTL:

a10+bin arp+bia a1z +big 1y, + big
a9 + a1 ago+bao  azz+bos g + b1y
ag.n + bl,n

A+ B=| a31+0bs1 asp+bsa  asz+bs3

Um,1 + bm,l (Lm,Z + bm,2 Q3 + bm,S am,n + bm,n

Podobné jako pro vektory zavedeme zkratku (—A) za (—1)A a zkratku A — B za A+ (—B).

Vsimnéme si, Ze mnozina vsech matic R™*" tvoii spolu operacemi nasobeni skalarem a scitani
vektorovy prostor; staci ovéfit definici abstraktniho vektorového prostoru. Na tom neni nic pfekvapivého,
protoze miizeme vzit fadky (¢ sloupce) matice a usporadat je do jednoho dlouhého vektoru, ktery bude
mit mn slozek: S¢itani matic presné odpovida s¢itani téchto dlouhych vektort a nasobeni skaldrem
odpovida nasobeni skaldrem pro dlouhé vektory. Tento vektorovy prostor matic neni nic jiného nez R™".

Pro matici A € R™*" zavedeme transponovanou matici AT € R™ ™ jejiz koeficienty jsou zrcadlovy
obraz koeficientii A podle diagonaly:

(AN)ij=(A)js,  Yi=1,...n, j=1,...,m.

Na T lze nahliZet jako na unarni operaci transpozice, kterd maticim z R™*" pfifazuje jejich transponované
matice z R™™. Ctvercova matice A, pro kterou plati A = AT, se nazjva symetrickd. V§imnéte si, Ze
pokud je & sloupcovy vektor, je vektor 2" fadkovy vektor. Pokud budeme vektory pouzivat v kombinaci
s maticemi, budou v8echny vektory sloupcové. Pokud budeme chtit fadkovy vektor, pouzijeme explicitné
transpozici.

Matice m x n je tabulka realnych ¢isel, kterd ma m fadkt a n sloupcii. Mnozina vsech
matic m x n se znac¢i R™*". Matice z R™*™ spolu s operacemi s¢itani a nasobenim skala-
rem tvori vektorovy podprostor. Transpozice zrcadli koeficienty matice podle diagonaly.
Ctvercova matice se nazyva symetrickd, pokud je rovna své transpozici.

Maticové nasobenti je definovano pouze pro kompatibilni velikosti matic. Nejprve si popisme, jak ndsobeni
nevypadd. Nejptirozenéjsi definice, kterd kazdého urc¢ité hned napadne, je nasobit pouze matice stejné
velikosti a provadét nasobeni stejné jako séitani po slozkach. Tak tomu neni, definice nasobeni je zcela
odligna!

(U'Na druhou stranu i tento druh nasobeni ma svoje uplatnéni a v uréitych oblastech teorie linedrni algebry se pouziva.
Nazyva se Hadamardiv soucin nebo soucin po slozkdch.
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Nésobit muzeme pouze matici m X n s matici n X p a vysledkem je matice m X p, pro libovolné
rozméry m, n a p. Jak si toto dobfe zapamatovat? Pokud zapiSeme tyto rozméry za sebe, dostaneme
Ctyfi ¢isla m, m, n a p. Vnitini dva rozméry, tedy pocet sloupct prvni matice a pocet fadka druhé
matice, musi byt stejné. Vysledkem je matice, jejiz velikost odpovida dvéma vnéjsim rozmérim, tedy
poc¢tu fadkt prvni matice a poctu sloupctt druhé matice.

Tedy necht A € R™*™ a B € R™*?, vysledek ndsobeni je matice AB € R™*?, pro kterou plati:

n
(AB)M = a,;‘lblﬁj + ai‘QbQJ' + 4 ai,nbn,j = Z (L,‘,JJ)/C_J‘7 Vi=1,....m, j=1,...,p.
k=1

Rozmysleme si, co tato formule fika. Chceme spoéitat koeficient AB na pozici (i, j), tedy koeficient v
i-tém fadku a j-tém sloupci. Uvazime vektor i-tého fadku matice A a vektor j-tého sloupce matice B.
Tyto dva vektory maji stejny pocet slozek, roven n (jinak by ndsobeni AB nebylo definované). Definice
tika, ze slozky vynasobime po dvojicich a secteme. Pro lepsi predstavu se podivejte na obrazek 3.1 vlevo.

J
= B A
o — RP \~— A/ Rr \~»— a/ Rm
1 =
BT | o
i . (AB):, ~_ /
AeR™" o ipmg  ABER™P =

Obrazek 3.1: Nalevo je naznaceno, které slozky sloupcového vektoru A a fadkového vektoru B se spolu
nasobi. Po secteni téchto soucini dostaneme hodnotu koeficientu (AB); ;. Napravo je interpretace naso-
beni matic jako skladani linedrnich zobrazeni.

Piiklad. Uvedme piiklad maticového soucinu. Méme matice A € R?*? a B € R?*3, potom soucin
AB € R a sou¢in BA neni definovan. Pro konkrétni ¢isla:

2 1 10 -1 . 2 2 -1
Pro Af(o 71) a Bf(o 9 1) je ABf(O 9 71>. (3.1)

Pokud chceme nasobit matice na papife, mizeme si A a B zapsat do tabulky jako na obrazku 3.2; mini-
malizujeme tak Sanci, Ze vynasobime policka $patnych souradnic. Hodnoty AB dopoc¢itdvame postupné,
vzdy vezmeme jeden Fadek A a jeden sloupec B.

2 112 2 -1

0—1:()“

1 -1 1 01
0 1 0 2|1

2 2 -1

o~

Obréazek 3.2: Soucin zapiSeme do tabulky a dopoc¢itdvame hodnoty AB jednu po druhé.

(AB)i,j:Zai,kbk,j7 Vi=1,...,m, J=1....p
k=1

Maticové nésobeni se definuje pro matice A € R™*" a B € R"*P. Vysledek AB je
matice z R™*P. Koeficienty AB jsou sumy koeficientii A a B:

37



Vyznam maticového ndsobeni. Proc¢ se nésobi matice tak zvlastné? Duvod je ten, Ze toto nasobeni mé
vyhodné vlastnosti. Jiz jsme zminili, ze matice z R"*" odpovida linearnimu zobrazeni z R" do R™.
Nésobeni odpovida sklddani téchto zobrazeni, coz je velice dulezita vlastnost. Konkrétné nasobek AB
matice A € R"*" a B € R"™*? odpovida A o B, kde se nejprve aplikuje zobrazeni B a poté zobrazeni A;
zobrazeni se skladdaji zprava doleva. VSimnéme si, ze

B : RV — R", A:R" — R™, tedy AoB:RP - R™.

Proto dava smysl, ze vysledek AB je matice z R™*?; sloZeni je linearni zobrazeni R? — R™. Aby sloZeni
bylo mozné, musi na sebe zobrazeni B a A pasovat (a proto musi byt vnitini rozméry pii nésobeni
stejné). Sklddani linedrnich zobrazeni je naznaceno na obrazku 3.1 vpravo.

A jaké zobrazeni tedy uréuje matice A z R™*"? Necht z € R™. Soucin Ax je néjaky vektor z R™.
Matice A tedy pritazuje kazdému vektoru x z R™ néjaky vektor Ax z R™, coz je slibované zobrazeni:

A:x— Az.

Tato zobrazeni uréend matici maji fadu péknych vlastnosti a budeme se jim podrobné vénovat v kapi-
tole 5.

Soustavy v fe¢i matic. Uvazme soucin néjaké matice A € R™*" a néjakého vektoru z € R" (matice
budou vzdy nésobit vektory zleva). Vysledek tohoto soucinu je n&jaky jiny vektor b € R™. RozepiSme z
definice nasobeni, jak vypadaji jeho slozky:

b; = Z Q;jT5 = Qi 101 + A 2T2 + A 3T3 + -+ Qi pTn, Vi=1,...,m.
=1
Nepripomina vam tento soucin jeden fadek soustavy linearnich rovnic? V feci matic je soustava linedrnich
rovnic prosté Ax = b. V fedi linedrnich zobrazeni jsou feSenim soustavy vSechny vzory b v linedrnim
zobrazeni definovanym matici A.

Soustavu linearnich rovnic lze zapsat v fe¢i matic jako
Ax = b,

hleddme pro pevnou matici A a pevny vektor b vSechny vektory @ spliiujici tuto rovnost.

Vlastnosti operaci. Maticové operace spliiuji fadu hezkych vlastnosti, uvedme si alespon nékteré. Pro-
toZe matice spolu s operacemi s¢itani a nasobeni skalarem tvori vektorovy prostor, plati pro né vsechny
vlastnosti vektorového prostoru. PopiSeme tedy pouze nové vlastnosti, v kterych se vyskytuje mati-
cové nasobeni ¢i transpozice. Néasledujici rovnosti maji smysl pouze tehdy, pokud vsechny matice maji
kompatibilni rozméry, coz budeme predpokladat.

e Nasobeni je asociativni, tedy pro libovolné matice A, B a C plati (AB)C = A(BC). Proto v
maticovych souc¢inech mizeme vynechavat zavorky. Poznamenejme, Ze obecné skladani libovolnych
zobrazeni je asociativni.

Ndsobeni obecné neni komutativni. Ostatné pro sou¢in AB nemusi sou¢in BA byt viitbec definovan,
viz piiklad (3.1) vyse. I kdyZ jsou oba sou¢iny AB a BA definovany (potom jsou nutné obé matice
&tvercové n X n), mohou byt riizné:

TG I N N )

Tento protiptiklad neni jakkoliv specialni, sou¢in komutuje pouze vyjime¢né. Skladani zobrazeni
také typicky neni komutativni.
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e Ndsobend je distributivni. Pro libovolné matice A, B a C plati (A + B)C = AC + BC, podobné z
druhé strany C(A+ B) = CA+ CB.

e Soucin skaldrnich ndsobki. Pro libovolné matice A a B a pro libovolna redlnd ¢isla o a 3 plati
(aA)(BB) = (o - B)(AB). Opét to ospravedliiuje opomijeni zavorek a zapis aSAB.

o Transpozice soucinu. Pro libovolné matice A a B plati (AB)T = BTAT. Povimnéme si, 7e se
transponované matice objevuji v obraceném pofadi. Uvédomme si, Ze rovnost bez obraceného
potadi (AB)T = ATBT nemiiZe obecné platit, nebot pro A € R™*" B € R"™P a pro m # p neni
sou¢in ATBT na rozdil od (AB)T viibec definovan!

o Transpozice souctu. Podobné pro libovolné matice A a B plati (A + B)T = AT + BT.

Dokazme si alespon dvé vlastnosti, zbyvajici mtize ¢tenar dokazat jako cviceni.
Tvrzeni 3.1. Pro libovolné matice A € R™" o B € R™P plati (AB)T = BTAT,

Diikaz. Abychom ukazali, 7e matice (AB)T a BTAT jsou stejné, musime ukézat, 7e se shoduji ve viech
koeficientech, tedy pro kazdé i a j plati (AB) = (BTAT); ;. V&imnéte si, Ze jsme se od matic dostali
k redlnym ¢islem, pro ktera mizeme pouzit Je]lCh vlastnosti. Rozepiseme tedy koeficient (AB ) podle
definice nasobeni, prohodime pofadi v sumé a prepiseme sumu jako (BTAT)W.

14
(A)jx = (BN)in(AN),; = (BTAT), 5, Vi=1,...,p, j=1,....m
k=

Mn

(AB)I]’ = (AB)j,i =

=~
I

|

Tvrzeni 3.2. Ndasobeni matic je asociativni, tedy pro libovolné matice A € R™*", B € R"*? q C' € RP*4

plati (AB)C = A(BC).

Diikaz. Potfebujeme dokézat, Ze se matice (AB)C' a A(BC) shoduji v kazdém koeficientu. Myslenka
dikazu je uplné stejnd, nejprve rozepiSeme soucin (AB)C podle definice, vzniklé sumy pieusporadame

a nakonec piepiSeme na soucin A(BC). Uprava je tentokrat trochu slozit&jsi:

m & @& (& B - (v @
((AB ) 23 (AB) e, Z D aidher ) cry = Z Zai,ebt,kck,j =
=1

k=1 k=1 \{=1

N P
(Z aj, lblkck,7> @ > aig (Z be,ka,j> Zazi (BC), ; ( (BO))
1 =1

k=1 =1

=1
Vysvétleme si poradné, pro¢ plati jednotlivé rovnosti:

(1-2) RozepiSeme maticové souciny do sum podle definice.

(3) Pfesuneme ¢len ¢ ; do vnitini sumy podle ¢. To umoziuje distributivita nasobeni redlnych &i-
sel, kterd 1ikd 5> = Y; fa;. Miizeme tedy [ presunout do sumy. Pokud kazdy ¢len sumy
vynéasobime ¢, j, dostaneme stejnou hodnotu jako kdyZz celou sumu vynasobime ¢y, ;.

(4) Prohodime poradi sum, coz mé nésledujici vyznam. Piedstavme si, Ze potfebujeme se¢ist vSechna
¢isla v tabulce. Pokud nejprve secteme ¢isla v fadcich a poté secteme soucty radku, dostaneme
stejuy vysledek jako kdyz nejprve secteme cisla ve sloupeccich a poté secteme soucty sloupcii. Toto
plati diky komutativité s¢itani.

(5) Pomoci distributivity vytkneme ¢len a; , ze sumy podle k. Pro¢ to miizeme udélat? Pro celou sumu
podle k je a; ¢ jedno pevné redlné ¢islo (které nezavisi na hodnoté k), hodnota a;, se méni pouze
podle vnéjsi sumy podle (. Proto kazdy clen b ¢y ; sumy podle k je vynasobeny stejnym a; ¢, které
muzeme vytknout.

(6-7) PrepiSeme sumy zpét na soudiny matic.
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Tato uprava je znacné technickd, i kdyz ve své podstaté jednoduché. Nelibi se vam tento dikaz plny
indexti? Autorovi tohoto textu také ne. V kapitole 5 dokdzeme, Ze ndsobeni matic odpovida skladani line-
arnich zobrazeni. Z toho dostaneme asociativitu nasobeni matic zadarmo, skladani libovolnych zobrazeni
je asociativni, coz si muzete rozmyslet. |

Maticové nasobeni spliiuje fadu uziteénych vlastnosti jako asociativita ¢i distributivita,
ale vétsinou nekomutuje. Ostatné maticové nasobeni odpovida skladani linearnich zob-
razeni a sklada zobrazeni je vzdy asociativni, ale komutuje pouze vyjimecné!

Umociiovani matic. Ctvercovou matici A miiZeme nasobit samu sebou, a proto dava smysl zavést moc-
ninu A*:
AF=A. A A A-A.
k-krat
Navic s pouzitim asociativity miizeme spocitat k-tou mocninu pouze s pomoci 2 log, k soudini (to plati
obecné pro libovolnou operaci, ktera je asociativni). Jak na to? Vsimnéte si, ze pro vypodet A* staci
spocitat A*/2, které umocnime na druhou. Tedy presnéji plati:

A AR/2 . AR/2 pro k sudé a
Tl A2 AR A pro k liché.

Tedy pokud chceme spocitat tieba A”, staci udélat 4 souciny:

AP =Ar At A At = A% A2 A?=A- A

To sice nevypada jako velikd uspora, ale v pfipadé k& = 1000000 stac¢i udélat pouze 40 soucini. Logarit-
mické funkce rostou zatracené pomalu!
Ukazme si to na prikladu:

(11 . (21 . (53 o g g1 4 (55 34
A*(1 0)’ A*<1 1)’ A*(s 2) a AT=AT-A A*<34 21)' (3.2)

*Fibonacciho ¢isla. Posloupnost Fibonacciho ¢isel se definuje linearni rekurenci:

Jfo=0, fi=1, fore = fos1+ fu

Tato posloupnost roste velice rychle a splituje fadu hezkych vlastnosti (naptiklad souvislosti se zlatym
fezem). Nékolik prvnich ¢lent posloupnosti je:

0,1,1,2,3,5,8,13,21,34, 55,89, . ..

Pokud chceme vypocitat n-té Fibonacciho ¢islo, nepouzijeme k tomu piimo definici (rozmyslete si, ze
bychom potfebovali exponencialné mnoho operaci). Misto toho postupné spocteme cely poc¢ateéni usek
posloupnosti az po n-té ¢islo. Ze znalosti Fibonacciho ¢isel 1 az k& miZeme pomoci jediného souctu
spoéitat (k + 1)-ni Fibonacciho ¢islo. Potfebujeme tedy pouze linedrné mnoho operaci na vypocet n-
tého ¢isla.

Pro¢ zde popisujeme Fibonacciho ¢isla, kterd na prvni pohled nemaji s linearni algebrou a mati-
cemi nic spole¢ného? Protoze na druhy pohled uz maji, Fibonacciho ¢isla jsou totiz definovana linedrni
rekurenci. Navic pokud se podivame na vySe uvedenou matici A z (3.2) a jeji mocniny, Fibonacciho ¢isla
se v nich objevuji prekvapivé casto.
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Uvazme vektor dvou po sobé jdoucich Fibonacciho ¢isel f,41 a f,, a vynasobme ho zleva matici

A. Dostaneme: 11 ) . .
o) (%)=t = ()

tedy vektor obsahujici nasledujici dvojici Fibonacciho ¢isel f,, 12 a f,11; kazdé vynasobeni A udéla posun
o jedna v posloupnosti Fibonacciho ¢isel. Pokud tedy chceme nalézt n-té Fibonacciho ¢islo, staci vzit
vektor (fo, f1) a vynasobit ho zleva n-krat matici A. Protoze maticové ndsobeni je asociativni, mizeme
nejprve spocitat A" a poté vyslednou mocninou vyndsobit vektor (fo, f1):

e ()= ) ()=

Navic si muzeme vsimnout, ze A" je tvorené tfemi Fibonacciho €isly f,_1, f, a fnr1. Tedy napfiklad z
vise uvedeného vipoctu AY jsme zjistili, Ze fy = 21, fy = 34 a fip = 55.

Vyse jsme popsali, jak mizeme spocitat mocninu A" pomoci logaritmicky mnoho soucini, je-
den soucin potfebuje konstanté mnoho operaci. Proto umime spocitat n-té Fibonacciho ¢islo pomoci
logaritmicky mnoha operaci (misto ptivodnich linedrné mnoha).

Poznamenejme, Ze z matice A lze zjistit o Fibonacciho ¢islech mnohem vic. Napiiklad lze pomoci
vlastnich cisel a diagonalizace ukazat pozoruhodny vzorecek pro obecné Fibonacciho ¢islo:

1 (1+v5) 1 [1—-+5Y
sl
Pro tento vzorecek ani neni ziejmé, ze vysledkem je vzdy prirozené ¢islo, natoz Fibonacciho! Zkuste
dokazat jeho spravnost indukei.

fa =

3.2 Specialni matice

Popisme si nékteré matice, které se objevuji tak ¢asto, ze maji specialni jména. Maji ¢asto jednoduchou
strukturu a budou se vyskytovat ve zbytku textu. Také plati, ze fada problémi je pro né mnohem jedno-
dussi. V zapisu matic budeme opét nulové koeficienty vynechévat, pokud je nebudeme chtit zdtraznit.
Nulova matice. Matice, jejiz vSechny koeficienty jsou nulové, se nazyva nulova a znaci se 0. Soucin
nulové matice s libovolnou jinou matici (z libovolné strany) je opét nulova matice.
Diagondlni matice. Koeficienty a;; se nazyvaji diagondla matice. Matice je diagondlni, pokud ma vSechny
koeficienty mimo diagonalu nulové, tedy pro kazdé ¢ a j, i # j, plati a;; = 0. Diagonalni matice
budeme uvazovat typicky ¢tvercové, pokud explicitné neuvedeme jinak, a znaci se naptiklad pismenem
D. Piiklady:
1 0 3
D= 2 , D' = 0 , D" = 0

3 0 —4
Jednotkova matice. Jednotkova matice I,, je diagonalni matice n x n, kterd méa diagonalu tvorenu jed-
nickami. Tedy napriklad:

1
Iy = 1 ; L=
1
Maticim se fika jednotkové, protoze jsou neutralnimi prvky pro maticové nasobeni. Tedy pro libovolnou

matici A € R™*" plati I,,A = Al, = A.
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Trojihelnikovd matice. Trojuhelnikovd matice neobsahuje nenulové hodnoty nad ¢ pod diagonélou.
Pokud neobsahuje nenulové hodnoty pod diagonalou, forméalné a;; = 0 pro ¢ > j, nazyva se matice
horni trojihelnikovd a typicky se zna¢l U (z anglického upper). Pokud neobsahuje nenulové hodnoty
nad diagonalou, forméalné a; ; = 0 pro i < j, nazyva se dolni trojuhelnikovad a znaci typicky pismenem L
(z anglického lower). Specialné kazda diagonalni matice je soufasné horni a dolni trojihelnikova matice.
Trojahelnikové matice budeme také typicky uvazovat ¢tvercové, pokud neuvedeme jinak. Piiklady:

4 -1 1 -1 1

123
'= U= 2 3 U = -
3

-1 1

1
L=[21 00
391 010
100 -1

notkové, diagonélni a trojihelnikové. Maji jednoduchou strukturu a spliuji celou fadu
uziteénych vlastnosti.

Pisova matice. Matice se nazyva pasova, pokud se vSechny jeji nenulové koeficienty vyskytuji blizko
diagondly. Co to znamend presné? Péasovd matice je charakterizovana dvéma ¢isly p, (vzdélenost pod
diagonélou) a p, (vzdalenost nad diagonélou) a plati a; ; = 0, pokud i—j > p, ¢ j—i > p,. Pdsova matice
je naznacena na obrazku 3.3. Napiiklad kazda diagonalni matice je pasova matice pro p, = p, = 0. Pasové
matice se ¢asto objevuji v rliznych aplikacich (tfeba v souvislosti s FeSenim diferencidlnich rovnic) a fada
algoritmi pro né funguje mnohem efektivnéji. Napiiklad Gaussova eliminace pracuje pouze s koeficienty
uvnit¥ pasu. Rozmyslete si, ze béhem eliminace zustévaji koeficienty mimo pas nulové.

Pu
—~

peA } 2 -1

Obrazek 3.3: Nalevo je pasova matice pro parametry py a p,. Napravo je ptiklad konkrétni pasové matice
pro pp = pu = 1.

Permuta¢ni matice. Permutace mnoziny M je bijektivni zobrazeni M — M. Permutace m mnoziny
{1,...,n} prohazuje poradi ¢isel 1,...,n. Permutace 7 uréuje permutacéni matici P, ktera je definovina
takto: V kazdém sloupecku j je pravé jedna jednicka na pozici ar(;); a zbytek sloupecku je nulovy.
Piiklad pro n = 5 je na obrazku 3.4.

Permutac¢ni matice maji fadu hezkych vlastnosti. Sou¢in dvou permutacnich matic je zase per-
mutacni matice, kterd odpovida permutaci vzniklé slozenim téchto dvou permutaci. Pokud nasobime
matici A permutacéni matici zleva, prohazujeme faddky matice A (podle permutace), pokud ndsobime A
zprava, prohazujeme sloupce matice A. Rozmyslete si detaily jako cviceni.

Blokova matice. Blokové matice jsou tvorené mensimi maticemi, které se nazyvaji bloky. S blokovymi
maticemi lze provadét pohodlné vétsina operaci a maji celou fadu hezkych vlastnosti.

Naptiklad uvazme dvé matice A a B tvofené ¢tyfmi bloky velikosti n X n, tedy matice A a B jsou
7 R?™27_ Souéin AB je nésledujici blokova matice:

A A 2) (Bl.l By 2) (Al.lBll +A1aByy A Bip + A 2B2.2)
A= (e 2) o= (T i) oap = (Ao e A e g g
(A2,1 Aso)’ By1 DBis)’ As1Big+ AssBsy As1Bis+ AsaBss (33)
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@ 1

G) 1

Obrézek 3.4: Nalevo je grafické zndzornéni permutace 7, s Sipkami (i, 7(7)). Napravo je piislusnd per-
mutacni matice.

b2 b?
—A

Obrazek 3.5: Nalevo je nasobeni podle definice. Napravo je blokové néasobeni, které potiebuje b-krat
méné pristuptt do paméti RAM. Pti blokovém nésobeni na vypocteni jedné hodnoty AB sice potfebuje
b-krat vice ¢teni, ale pii kazdém ¢teni se pocita b? hodnot soucasné.

Nepfipominaji vam koeficienty klasické maticové nasobeni?
Podobné méjme blokovou soustavu

A B T\ bl
C o - bg ?
kde v8echny matice jsou nxn a vSechny vektory maji n slozek. Mtzeme ji vyfesit nasledujicim zpusobem.

Nejprve vyresime spodni polovinu

CQ}'Z = bQ: (34)

nalezneme vSechna FeSeni @,. Pfi feSeni horni poloviny uz zname hodnoty proménnych z @, které nasobi
blok B. Mizeme tedy Bz, odecist od pravé strany a staci vytesit soustavu

Awl = b1 - BCEQ.

Tento postup mtize byt vyhodny, pokud existuje malo feSeni soustavy (3.4).

*Blokové ndsobeni v pocitacich. Blokové matice nejsou uziteéné pouze v teorii linedrni algebry, pouzi-
vaji se 1 v pocitacich. Zkusme si alespon ve strucnosti naznacit, jak se implementuje nasobeni matic po
blocich. Dnegni architektury pocitactt maji pamétovou hierarchii, od malych rychlych paméti az po velké
pomalé. Zaméime se pouze na paméti cache a RAM. Cache je rychld pamét blizko procesoru, kterd ma
velikost v fadu kB a7 MB. Cteni z RAM trvd mnohondsobné déle nez z cache (mifizete si predstavit
tieba stokrat), ale velikost RAM je v fddech GB.

Predpokladejme, ze mame obé matice A a B ulozené v RAM a chceme spocitat sou¢in AB. Matice
se nam celé nevejdou do cache, proto chceme vzdy nacist do cache pouze maly kus, spocitat ¢ast souc¢inu
a zapsat vysledek do RAM. Chtéli bychom minimalizovat pocet ptistupi do RAM. Pro zjednoduseni
budeme predpokladat, ze obé matice jsou n xn a Ze se do cache vzdy vejdou bud t¥i bloky b x b nebo ¢ast
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fadku a ¢ast sloupce délky b?. Abychom se nemuseli zabyvat s hornimi celymi ¢astmi, predpokladejme,
7e b? déli n. Situace je naznacena na obrazku 3.5.

Pokud bychom postupovali pfesné podle definice nasobeni, musime pro kazdy koeficient matice
AB nacist jeden radek matice A a jeden sloupec matice B, vypocitat hodnotu sumy a zapsat vysledek.
To dokézeme udélat na n/b* éteni. Tedy celkem budeme potfebovat n?/b? éteni z paméti RAM.

Matice A, B a AB vSak muzeme rozdélit na bloky b x b a pocitat soucin po blocich jako v (3.3).
Pokud checeme spocitat hodnotu jednoho bloku AB, musime postupné vynasobit bloky ve daném fadku
A s prislusnymi bloky v daném sloupci B. Na vypocitani jednoho bloku AB potfebujeme ¢ist z paméti
RAM (n/b)-krat. Protoze matice AB obsahuje n?/b* blokil, musi celkové ¢ist (n®/b%)-krat. To je b-krat
méné nez v pripadé nasobeni podle definice.

3.3 Inverzni matice a regularita

Jednotkova matice I, funguje jako neutralni prvek na nasobeni. Polozme otazku, zda existuji i inverzni
prvky. Tedy zda pro matici A existuje néjakd jind matice A1, pro kterou by platilo AA™! = I,,. Takova
matice A~ se nazyva (pravd) inverze matice A.

Inverze existuji pouze nékdy. Napriklad pro nulovou matici inverze neexistuje. Jeji soucin s libo-
volnou jinou matici je vzdy nulovd matice, a tedy nulovou matici neni mozné invertovat. Existuje cela
fada matic, které nemaji inverze, jak si hned ukazeme. Naptiklad pro libovolnou matici z R™*", kde
m > n, neexistuje inverze. Na druhou stranu kdyz inverze existuje, nemusi byt urcena jednoznacné.
Vypocet inverze. Oznacme sloupcové vektory I, jako ey,...,e,. Tedy e; je n-slozkovy vektor, jehoz
viechny slozky jsou nulové az na i-tou slozku rovnou jedné. Pro matici A hledame matici A~!, aby
platilo AA™! = I,,. Uvédomme si, 7ze soucin AB lze popsat tak, Ze uvazime sloupcové vektory B, kazdy
z nich vynésobime matici A a tyto nasobky posklddame vedle sebe do matice AB. Oznacme u, ..., u,
sloupcové vektory hledané matice A~'. Pokud mé rovnost AA~! = I, platit, musi platit

Au; = e;, Vi=1,...,n.

Dostavame tedy n soustav linearnich rovnic, které se lisi pouze v pravé strané. Pokud néktera z téchto
rovnic nema FeSeni, inverze neexistuje.

Pfipomenme si, jak funguje Gaussova eliminace. Dopfedna eliminace pfevadi matici do odstupno-
vaného tvaru pficitanim vhodnych nasobkt fadkd matice. Povsimnéme si, ze dopfedna eliminace se
provadi pouze podle koeficientii matice, nezavisle na hodnotach pravé strany. Prava strana se v pribéhu
doptedné eliminace modifikuje a nakonec se vyuziva ve zpétné substituci k dopoéteni mnoziny vsech
feseni.

V piipadé inverze chceme vyfesit soustavy s matici A pro n riznych pravych stran. Na kazdou z
nich mtzeme aplikovat tplné stejnou doptednou eliminaci, kteréd je proméni v

Cu; =b;, Vi=1,...,n,

kde C' je matice v odstupniovaném tvaru a b; je prava strana, kterda vznikla z e; béhem dopiedné
eliminace. Protoze se vSechny pravé strany upravuji v pribéhu dopfedné eliminace stejnym zptisobem,
zapisuji se bézné vsechny pravé strany vedle sebe a provadi se eliminace naraz.
Ukazme jako pfiklad vypocteni inverze matice 2 x 2:
0
1 > o

A:(2 _1) 2 -1[1 0y (1 —3
-1 2) -1 01 -1 2
-G
: 0 1]
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Soustavu jsme upravili dokonce do Gaussova-Jordanova tvaru a tim jsme na pravé strané primo dostali
hledanou inverzni matici. V tomto piripadé je inverze jednozna¢né urcena.

Existence a jednozna¢nost. Pokusme se zjistit, za jakych podminek obecné existuje inverzni matice.
Nejprve ucinme jednoduché pozorovani:

Pozorovani 3.3. Soustava Ax = b ma teseni pro libovolnou pravou stranu b, pravé kdyz ma resent pro
v§echny pravé strany ey, ..., e,.

Diikaz. Jedna implikace je trivialni: Pokud mé soustava feseni pro kazdé b, ma FeSeni i pro ey, ..., e,.
P1i druhé implikaci existuji pro pravé strany e, ..., e, néjaka feseni xy, ..., x,. Uvazme vektor

x =bixy + boxo+ -+ by,
Ten je feSenim soustavy Ax = b, protoze
Az = A(byxy + baxo + -+ - + bpy) = biAxy + boAxy + - -+ + by Ax,, = bieg + baes + - -+ bye, =b. O
Toto pozorovani mimo jiné fika:

Tvrzeni 3.4. Pro matici A existuje pravd inverze pravé tehdy, kdyZ md soustava Ax = b Teseni pro
libovolnou pravou stranu b. O

A to lze snadno ovéfit v odstuptiovaném tvaru matice A:

Tvrzeni 3.5. Soustava Ax = b md Teseni pro libovolnou pravou stranu b, pravé kdyz v odstupriovaném
tvaru neobsahuje nulovy Tddek.

Diikaz. Necht U je odstupiiovany tvar A. Pokud U nulovy fadek neobsahuje, nemtize zpétna substituce
selhat a vzdy zkonstruuje feseni.

Naopak pokud U nulovy fadek obsahuje, potom neexistuje feseni Uz = b’ pro libovolny vektor b’
s nenulovou m-~tou slozkou (t¥eba b = e,,). Pokud invertujeme kroky dopfedné eliminace (coz lze udélat,
viz ditkaz tvrzeni 1.1), upravime pravou stranu b’ na pravou stranu b. ProtoZe mnoZina feseni Uz = b’
a Ax = b je stejnd, neméa ani soustava Ax = b zadné feSeni. |

Pokud ma matice A vice fadki nez sloupct, obsahuje jeji odstupniovany tvar vzdy nulovy fadek.
Tedy pro matici A € R™*" kde m > n, neexistuje prava inverze.

Uvazme nyni ¢tvercovou matici. Pokud nema v odstupiiovaném tvaru nulovy radek, je odstupmio-
vany tvar horni trojihelnikova matice s nenulovou diagonalou. Odstuptiovany tvar neobsahuje zadnou
volnou proménnou a feseni je pro kazdou pravou stranu urcené jednoznacné. Tedy:

Tvrzeni 3.6. Pokud pro ctvercovou matici existuje pravd inverze, je uréend jednoznacné.

Ctenaf si mtize rozmyslet, ze naopak pokud pro neétvercovou matici existuje inverze, neni nikdy
urcena jednozna¢né. Dokonce neni ani libovolny sloupec inverze urcen jednoznacné.

Matice A mé pravou inverzi A~' pravé tehdy, pokud soustava Az = b ma feSeni pro
libovolnou pravou stranu b. A to plati tehdy, kdyz matice A nema v odstupnovaném
tvaru zadny nulovy fadek. Jednotlivé sloupecky inverze jsou feSeni Au; = e;; typicky
se pocita eliminaci pro n pravych stran soucasné. Pokud ¢tvercova matice méa inverzi,
je urCena jednoznacné.
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Lev4 a oboustrannd inverze. Ctenaf si mo7néa vsiml, Ze inverzi uvazujeme zprava a explicitné ji nazy-
vame pravé inverze. Podobné mtizeme zadefinovat levou inverzi A~! matice A jako matici, pro kterou
plati A='A = I,,. Mezi levou a pravou inverzi plati nasledujici vztah:

AMA=T, =IT = (AT A)T = AT(A, (3.5)

tedy prava inverze matice AT je transpozice levé inverze matice A.

Pochopitelné aby leva inverze vitbec mohla existovat, musi pro A € R™" platit m < n. Tedy
pokud neni matice ¢tvercova, nemiize mit soucasné levou i pravou inverzi. Jak je to pro ¢tvercové matice?
Plati nasledujici prekvapivy fakt, ktery je jeden z divi linearni algebry a ktery si dokdzeme na zavér
kapitoly:

Véta 3.7. Necht ctvercovd matice A md néjakou inverzi A= (levou & pravou). Potom je A~! soucasné

levd i pravad inverze, tedy
ATA = AAT =T,

Navic je inverze A urcena jednoznacné jako A~'.

Pro ¢tvercovou matice A tedy nemusime rozliSovat mezi levou a pravou inverzi, matice A~! bude
prosté inverzni matice nebo inverze.

Invertovatelné ¢tvercové matice (ty, které maji inverzi) jsou natolik dulezité, Ze dostaly specidlni
jméno regularni. Slovo regularni jsme pouzivali jiz v kapitole 1 pro regularni tpravy, které neméni
mnozinu fFeSeni soustavy. Toto neni ndhoda, jak si brzo ukazeme, kazda regularni uprava odpovida néjaké
regularni matici. Ctvercovd matice, kterad nemé inverzi (a tedy nenf regularni), se nazyvéa singuldrni.
Pokusme se vysvétlit, pro¢ je vyse uvedend véta tolik piekvapiva. Podle (3.5) lze znéni véty prepsat
pomoci transpozice. Véta rika, ze:

1. Ctvercova matice A je zprava invertovatelné, pravé kdyz je matice AT zprava invertovatelna.
2. Navic inverze a transpozice pro ¢tvercové matice komutuji:

(AT)—I _ (A—I)T.
3. Pro ¢tvercové matice A a AT jsou inverze uréené jednoznacné, coz uz jsme dokazali vise.

Pokud je matice A symetricka, je véta trivialni, coz si muzete rozmyslet. Pokud vSak neni symetricka,
jsou Az = b a ATz = b naprosto odlisné soustavy!

Prvni ¢ast fik4, Ze soustava Ax = b ma feseni pro kazdou pravou stranu b, pravé kdyz ma soustava
ATz = b méa feseni pro kazdou pravou stranu b. To je piekvapivé, ale jak uvidime v kapitole 4, plati
zobecnéni, 7e soustavy Az = b a ATx = b maji feSeni pro ,stejné mnoho“ pravych stran b (i v pripadé
libovolnych obdélnikovych matic).

Pokud prvni ¢ast neni dostatecné prekvapiva, druhé rozhodné je. Uvédomme si, Ze feSeni soustav
Ax =ba ATz = b pro jedno pevné b jsou zcela odlisna. Dokazme si alespoii tuto druhou ¢ast krasnjm
algebraickym trikem:

Lemma 3.8. Necht X je levd inverze A a Y je pravd inverze A, tedy XA = I, a AY = I,. Potom
X =Y.

Dikaz. Dikaz provedeme trikovou tpravou vyuzivajici asociativitu nasobeni matic:

X =XI, = X(AY) = (XA)Y =LY =Y. 0
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Prvni ¢ast véty dokazeme na konci této kapitoly s vyuzitim LU dekompozice.

Pokud ¢tvercova matice ma libovolnou inverzi, ma soucasné levou i pravou inverzi. Navic
jsou tyto inverze shodné, tedy pro ¢tvercovou matici existuje jednoznaéné uréena obou-
strannd inverze. Invertovatelné ¢tvercové matice se nazyvaji regularni, neinvertovatelné
se nazyvaji singularni.

Vlastnosti inverze. Inverze matic maji fadu dalsich péknych vlastnosti, z nichz nékteré si zminime.
Jejich spréavnost spiSe nazna¢ime a detaily si muze ¢tenaf sam overit. Uvazujme nyni pouze Ctvercové
matice, 1 kdyz podobné tvrzeni plati i pro nec¢tvercové matice s jednostrannymi inverzemi; klidné je
zkuste zformulovat a dokazat.

e [nverze a soucin. Necht A a B jsou regularni matice. Potom i matice AB a BA jsou regularni, navic
plati (AB)™t = B7'A"! a (BA)~! = A~1B~L. Pamatujete si na prohozeni pofadi u transpozice
soucinu, pro inverze to funguje tplné stejné.

Regularita inverze. Pokud je A regularni matice, je také A~! regularni matice, navic jeji inverze je

A. Tedy A a A7} jsou svoje vzajemné inverze. To vyplyne z ditkazu véty 3.7.

e Inverze a transpozice. Pro pfipomenuti, pokud je matice A regularni, je i AT reguldrni a navic
inverze a transpozice komutuji: (A7)~! = (A~1)T. Proto se ¢asto inverze transpozice znaci A~ ".

e Inverze a mocnina. Necht A je regularni matice. Potom také A" je reguldrni matice pro libovolné
n. Navic plati (A")~1 = (A~1)". Tedy inverze a mocnina opét komutuje a c¢asto se znad{ jako A~".
Pro toto znaceni napiiklad plati, ze A’A’ = A" pro libovoln4 celd ¢&isla i a j.

o Inverze trojuhelnikovych matic. Inverze regularni horni trojthelnikové matice je horni trojihelni-
kovéa matice. Podobné inverze regularni dolni trojihelnikové matice je dolni trojihelnikova matice.
Rozmyslete si také, jak vypada inverze diagonalni matice.

e [nverze a soucet. Mezi inverzi a souctem neni obecné Zdadny vztah, soucet se chova k inverzi hezky
pouze vyjimeéng! Rozhodné obecné neplati (A+ B)~' = A1+ B~1. Jako protiptiklad sta¢i uvazit
B = —A, nebot pro A + B = 0 zddn4 inverze neexistuje. Obecné to ale neplati ani tehdy, kdyby
inverze A + B existovala!l Takova vlastnost totiz neplati ani pro realnd ¢isla (na kterd lze nahlizet
jako na matice 1 x 1). Nap¥iklad (1+2)"' =4 ale 17! +27' =141 =2

3.4 Soustavy v reci matic
Jiz jsme ukazali, Ze soustava ma v fe¢i matic elegantni zapis
Ax =b

a vidéli jsme Fadu vyhod tohoto zapisu. Nasim cilem bude popsat elementarni tpravy soustavy v feci
nasobeni matic.

Mnozina vSech feSeni soustavy. V kapitole 2 jsme dokazali, Ze mnozina vSech FeSeni soustavy s nulovou
pravou stranou tvoii vektorovy podprostor (tvrzeni 2.3) a Ze mnoZzina vSech FeSeni soustavy s obecnou
pravou stranou tvori afinni podprostor (tvrzeni 2.4). Ukazme si tyto dikazy znovu v elegantngjsim
maticovém zapisu.

Tvrzeni 3.9. Mnozina vsech teseni soustavy Ax = 0 tvori vektorovy podprostor prostoru R™.
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Diikaz. Potfebujeme ukdzat, Ze je mnoZina vSech FeSeni uzaviend na nasobeni skaldrem a s¢itani. Necht
x a y jsou libovolna dvé feseni (tedy Az = 0 a Ay = 0) a necht «a je libovolné redlné ¢islo. Budeme
vyuzivat vlastnosti maticového nésobeni. Plati

Alax) =a(Az) =a0=0 a Al@x+y)=Az+Ay=0+0=0. O

Tento vektorovy podprostor je natolik dilezity, ze ziskal specidlni jméno jddro matice A a znaci
se Ker(A). Jadro je jeden ze ¢tyf fundamentdlni podprostort definovanych matici, které si popiseme v
kapitole 4.

Tvrzeni 3.10. Necht p je libovolné reseni soustavy Ax = b. MnoZina vsech Teseni této soustavy tvori
afinni podprostor Ker(A) + p.

Dikaz. Potifebujeme dokazat dvé implikace:
o z € Ker(A)+p = Az = b: Plati ¢ = xy + p, kde x( € Ker(A). Z toho vyplyva:
Ax = Alxg+p) = Az + Ap=0+b=0b.

e Az =b = x € Ker(4) + p: Vyuzijeme, ze x € Ker(A) + p, pravé kdyz & — p € Ker(A). Coz
plati, protoze
Alw—p)=Az—Ap=b-b=0. O

Maticové rovnice. S piiklady maticovych rovnic jsme se uz setkali, napfiklad soustava linearnich rovic v
maticovém zapisu, Az = b, je maticova rovnice. Budeme vSak uvazovat iplné obecné maticové rovnice,
napriklad

X+1,=YZ, (3.6)

kde X, Y a Z jsou nezndmé matice. ReSenim jsou viechny trojice matic (X,Y, Z), které splituji tuto
rovnici; napiiklad jedna takova trojice je (I, I, 21,).
Nyni vyndsobme zleva rovnici libovolnou (kompatibilni) matici A, dostaneme rovnici

AX+1,)=AYZ (3.7)

Pokud néjaka trojice (X, Y, Z) fesi rovnici (3.6), dostaneme po dosazeni shodnou levou a pravou stranu.
Proto trojice (X, Y, Z) Tesi i vynasobenou rovnici (3.7), po vynasobeni A opét plati rovnost levé a pravé
strany. Na druhou stranu rozhodné neplati, Ze by se mnozina vSech feseni nemohla vynasobenim zvétsit.
Napiiklad pokud by A byla nulovd matice, platila by rovnost (3.7) pro libovolnou trojici (X,Y, 7).
Mnozina feseni vSak mize po vynasobeni A pouze vzrist.

Budeme tedy zkoumat, co musi platit pro matici A, aby se mnozina FeSeni obecné (nezavisle na
podobé maticové rovnice) nezménila. Napiiklad co kdyby matice A byla zleva invertovatelna? Potom
miZzeme rovnici (3.7) vynasobit zleva A~! a s vyuZitim asociativity dostaneme zpét rovnici (3.6). S
kazdym vynasobenim mize mnozina feseni pouze vzrist a nakonec je zpét stejna jako na zacatku; tedy
nemohla se vynasobenim zménit. Nasobeni zleva matici, ktera je zleva invertovatelna, neméni mnozinu
feSeni.

Podobné to plati pii ndsobeni zprava matici, ktera je zprava invertovatelna, pfipadné pro regularni
matice z obou stran. Poznamenejme, Ze i kdyz matice A neni invertovatelna, mizeme vynasobenim
nezménit mnozinu feseni, v obecnosti vsak nic takového neplati.
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Regulédrni a elementarni tpravy. Nepfipomina vam predchozi popis maticovych rovnic tpravy soustav
z kapitoly 17 Presné stejné platilo, ze ipravy mohou mnozinu feseni pouze zvétsit a regularni upravy
ji neméni. Navic jsme to dokazovali tak, Ze jsme regularni tpravy invertovali. Nyni si ukadzeme, ze
podobnost neni ndhodnd, regularni tpravy odpovidaji regularnim maticim.

Budeme uvazovat tpravy, které funguji v obecnosti pro libovolnou soustavu a budeme uvazovat
pouze ¢tvercové regularni matice. Kazda tprava bude odpovidat néjaké matici R, kdy upravime soustavu
Ax = b v soustavu RAx = Rb. Jiz jsme si dokazali, Ze pro reguldrni matice se mnozina feseni soustavy
nezmeéni.

Kazda regularni tiprava je tvorena konecné mnoha aplikacemi elementarnich tprav, které jsou
piicteni jednoho Fadku k druhému a vyndsobeni jednoho ¥adku!? Pokud ukdZeme, Ze tyto upravy
lze reprezentovat regularni matici, mame ekvivalenci regularnich tprav a regularnich matic dokdzanu.
A nalézt tyto matice neni nic obtizného.

Pro pficteni i-tého fadku k j-tému staci uvazit jednotkovou matici 7,, s pozménénym koeficientem
a;; = 1. Pro vynéasobeni i-tého fadku koeficientem « staci opét uvazit jednotkovou matici, kde pozmé-
nime koeficient a;; = . Graficky jsou tyto matice naznaceny na obrazku 3.6. Ctenai miize sdém ovéfit, ze
tyto matice funguji a nalézt po vzoru dikazu tvrzeni 1.1 jejich inverze. Také muze zkusit nalézt matice
reprezentujici rozsifujici elementarni upravy pricteni nasobku jednoho fadku k druhému a prohozeni
dvou radk.
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Obrézek 3.6: Nalevo je matice elementarni upravy pric¢teni i-tého fadku k j-tému fadku, napravo matice
upravy vynasobeni i-tého fadku koeficientem .

Regularni tupravy odpovidaji regularnim maticim, jimiz nasobime soustavu zleva. Pokud
je totiz matice zleva invertovatelnd, neméni nasobenim mnozinu feseni. Pokud matice
neni invertovatelnd, mize se mnozina reseni pouze zvétsit.

Uprava inverzni matici. Nechf A je regulérni matice. P¥irozena otdzka je, jakd matice R zjednodus
soustavu Ax = b co nejvice, idedlné ji prevede do Gaussova-Jordanova tvaru. Staci si uvédomit, ze
Gaussuv-Jordantiv tvar regularni matice je jednotkova matice. Hledame tedy regularni matici R, ktera
spliiuje RA = I,,. To plati pro inverzni matice A~!.

Pokud tedy zname pro matici A jeji inverzni matici A~ staci soustavu Az = b vynasobit A~* a
dostaneme

A 'Ax = A7'b, neboli x=A"b. (3.8)

Misto feseni soustavy staci vynasobit vektor b matici A~!, coz je mnohem jednodussi a efektivnéjsi.
nez vyfeSeni samotné soustavy. Mélo by smysl spocitat inverzi pouze tehdy, pokud bychom potfebovali
vyftesit stejnou soustavu pro hodné pravych stran. V praxi se spise pouziva LU dekompozice, kterd je
vedlej$im produktem Gaussovy eliminace a kterou si nyni popiSeme. Na druhou stranu vztah (3.8) je
velice uzite¢ny teoreticky.

(2)To jsme nedokézali a budeme tomu véFit. Abychom to mohli dokézat, museli bychom piesné zadefinovat, co povazujeme
za regularni Gpravu a co ne. Definice z kapitoly 1 nebyla pfilis formalni.
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3.5 LU dekompozice

Nyni si popiseme jednu ze zakladnich maticovych dekompozic zvanou LU. Tato dekompozice ma fadu
hezkych teoretickych disledkt, jak brzo uvidime. Navic se i prakticky pouziva, pfi feseni soustavy
linearnich rovnic se ¢asto nejprve spocte LU dekompozice a pomoci LU dekompozice se soustava snadno
vyfesi. Ostatné zebticek nejrychlejsich superpocitacu planety Top500 srovnava stroje pomoci toho, jak
rychle uméji spocitat LU dekompozici obrovské matice.

LU je prvni z nékolika slavnych dekompozic, které v tomto textu popiSeme. Dalsi slavné dekom-

pozice jsou QR dekompozice, spektralni dekompozice a SVD dekompozice. Dekompozice tvoii jeden z
fundamentalnich kament numerické linedrni algebry, maji spoustu tzasnych vyuziti a je zndma celd rada
algoritmi na jejich nalezeni.
Maticové dekompozice. Pokud Fesime néjaky problém s matici A (t¥eba soustavu Az = b), mize ndm
pomoci vhodné maticova dekompozice. Idea je rozlozit slozitou matici A na soudet ¢i soucin jednodussich
matic. Pro tyto jednoduché matice bude snadné problém vyfesit a pii trose stésti se z téchto feseni podari
slozit TeSeni problému pro puvodni matici A.

Nejjednodussi dekompozice jsou tvofeny souc¢tem nékolika matic. Naptiklad A = D + E| kde D
je diagonalni ¢ast matice A a E je ¢ast mimo diagonélu, formalné:

PR LN pro i = j, a e =l pro i # j,
! 0  jinak, ! 0 jinak.

Tyto souctové dekompozice vSak nejsou moc vhodné pro vyteseni soustavy Ax = b, i kdybychom uméli
rychle vytesit soustavy Dy = b a Ez = b. Problém je, Ze x neni obecné v zadném vztahu k vektortim
y a z, napiiklad rozhodné neplati @ = y + z. Jinymi slovy s vyuzitim (3.8) muzeme Fict, Ze matice
A7l = (D+ E)™' a D' + E7" nejsou obecné v Zadném vztahu, mohou se libovolng lisit. Na druhou
stranu, souctové dekompozice maji vyuziti v jinych oblastech linedrni algebry.®

Naproti tomu dekompozice A na souéin dvou (& vice) jednoduchych matic MN jsou pro vy-
feSeni soustavy Ax = b mnohem uzitecnéjsi. Pokud by totiz byly soustavy s maticemi M a N snadno
vytesitelné, mizeme Az = (M N)x = b vyfesit ve dvou krocich

My=1»5 a Nx =vy.

LU je priklad takové dekompozice.

LU dekompozice. Budeme uvazovat matici A, kterd je regularni. Navic predpokladejme, Ze lze matici
A prevést do odstupniovaného tvaru bez prohazovani fadki; pokud pric¢itame i-ty fadek k j-tému, vzdy
platii < j. Tato podminka neni jakkoliv zasadni a vzapéti LU dekompozici zobecnime na obecné matice.

LU dekompozice matice A je, jak uz ndzev napovida, rozklad A na soucin dvou matic L a U, tedy
A = LU. Matice L je dolni trojuhelnikova s jednotkovou diagonalou a matice U je horni trojihelnikova
s obecnou diagonélou.

LU dekompozici A ziskdme aplikovanim dopfedné eliminace na A; matice U je odstupriovany
(Gausstiv) tvar A. Matice L popisuje pribéh dopfedné eliminace. Dopredna eliminace je aplikace série
elementéarnich Gprav na matici A a kazdé elementarni tprava odpovida néjaké regularni matici R. Tedy
plati

RiRy—1-- RoRWA=U,

(3)Napiiklad na této konkrétni dekompozici A = D + E je zalozena Jacobiho metoda, numerickd metoda pro FeSeni
soustavy Az = b, kterd funguje dobfe pro matice s dominantnimi hodnotami na diagonéale. Vice si o numerickych metodach
povime v kapitole ?77.
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kde k je pocet elementarnich tiprav provedenych dopfednou eliminaci. Proto plati A = LU pro
L= (RyRp_1---RoR)) ' = R'Ry'--- R R (3.9)

Zbyva dokazat, ze matice L bude opravdu dolni trojuhelnikova.

Vlastnosti trojtihelnikovych matic. Odvodime si t¥i jednoduché lemmata, ktera popisou zakladni vlast-
nosti trojuhelnikovych matic. Uéinme uzitetné pozorovani, ze transpozice prevadi dolni trojihelnikové
matice na horni trojuhelnikové matice a naopak.

Lemma 3.11. Soucin hornich (resp. dolnich) trojihelnikovych matic je horni (resp. dolni) trojihelnikovd
matice, tedy
U1U2 =U a L1L2 = L.

Diikaz. Dokazeme pouze pro horni trojihelnikové matice, pro dolni se to dokaze transponovanim na
horni (Ctenaf si miiZe rozmyslet detaily). Potfebujeme ukézat, ze (U);; = 0, kdykoliv i > j. Rozepisme
tedy koeficient (U); ; podle definice sou¢inu matic:

n

(D)ig = Y (U1)in(U)i -

k=1

Ukézeme, Ze kazdy z ¢lentt sumy je nulovy, nebot vidy (U;);x = 0 nebo (Us)y,; = 0. Protoze U; a
U, jsou horni trojihelnikové matice, plati (U;);, = 0 pro i > k a (Uz); = 0 pro k > j. Aby byl k-ty
¢len sumy nenulovy, muselo by platit i < k a zaroven k < j. Takové k ale neexistuje, protoze (U);; je
pod diagondlou, a tedy i > j. |

Ukézali jsme si fadl nastroju, jak pracovat s pravymi inverzemi; napiiklad tvrzeni 3.4 dava nutnou
a postacujici podminku existence. S levymi inverzemi, o kterych toho zatim moc nevime, se vyporadame
pro trojihelnikové matice pomoci transpozice.

Napiiklad uvazme dolni trojihelnikovou matici L a ptdme se, jestli ma levou inverzi L~t. Pokud
uvéazime horni trojihelnikovou matici LT = U a jeji pravou inverzi U, plati

o Hr =17, nebof I, =I' = (U = UYL
Specidlné leva inverze L~! existuje, pravé kdyZ existuje prava inverze U~

Lemma 3.12. Trojihelnikovd matice md inverzi (levou i pravou) pravé tehdy, kdyz md nenulovou dia-
gondlu.

Dikaz. Pokud ma trojihelnikovd matice nenulovou diagonalu, ma v odstupnovaném tvaru vSechny
fadky nenulové (v piipadé U se pfimo nachézi v odstupiiovaném tvaru, v p¥ipadé L vynuluje Gaussova
eliminace hodnoty pod diagondlou). Proto podle tvrzeni 3.5 a tvrzeni 3.4 existuje pravd inverze. S
vyuzitim transpozice ziskdme i existenci levé inverze.

Naopak pokud ma trojtuhelnikova matice diagonalu nékde nulovou, bude v odstupniovaném tvaru
obsahovat sloupecek bez pivota, a tedy bude mit nulovy fadek. Proto dostaneme neexistenci pravé
inverze a s pomoci transpozice i neexistenci levé inverze. |

Poznamenejme, Ze vySe uvedené lemma je vlastné specidlni pripad véty 3.7 pro trojihelnikové
matice. Navic podle lemmatu 3.8 vime, Ze se levé a pravé inverze shoduji.

Lemma 3.13. Inverze horni (resp. dolni) trojuhelnikové matice je horni (resp. dolni) trojuhelnikovd
matice.

51



Dikaz. Dokazme to opét pouze pro horni trojuhelnikovou matici. Inverze se pocita tak, Ze soustavu
(U|I,,) pfevedeme tpravami v (I,,|U~"). Ale protoZe upravujeme koeficienty U pouze v hornim trojihel-
niku, viechny tyto tpravy modifikuji I,, také pouze v hornim trojthelniku, tedy U~! je horni trojihel-
nikova matice.

Pro dolni trojuhelnikovou matici se to dokaze transpozici na horni trojuhelnikovou matici. |

Existence a jednozna¢nost LU. Dokazme nyni existenci a jednozna¢nost LU dekompozice:

Tvrzeni 3.14. Pokud A je regularni matice, kterou lze odstupriovat bez prohazovani radki, potom existuje
LU dekompozice a je urcena jednoznacné.

Diikaz. Protoze matici lze odstupnovat bez prohazovani radkl, jsou vSechny matice elementarnich tprav
doln{ trojtithelnikové matice, viz obrazek 3.6. Podle lemmat 3.11 a 3.13 je tedy i L = Ry 'Ry " - - - ka_llR,;l
dolni trojihelnikova matice. Spolu s odstupnovanym tvarem U dostévame LU dekompozici A = LU.
Kdyby existovali dvé rizné LU dekompozice, platilo by A = LUy = LsUs,. Podle definice LU
dekompozice maji vSechny tyto matice nenulové diagonély; tedy podle lemmatu 3.12 existuji jejich
inverzni matice a plati
Ly'Ly = U,U .

S vyuzitim lemmat 3.11 a 3.13 vime, 7e Ly 'L, je dolni trojihelnikova matice s jednotkovou diagonélou
a UoUp ! je horni trojtihelnikova matice.

Pokud plati rovnost mezi dolni a horni trojihelnikovou matici, musi to byt matice diagonalni.
Navic musi mit jednotkovou diagonalu, tedy je to jednotkova matice I,. AvSak potom L;'L, = I, a
Ly*' je leva inverze Ly; Ly je inverzi jak Ly, tak L,. Naopak vSak plati, ze L, i L, jsou obé inverzi
matice Ly . Protoze viechny matice jsou ¢tvercové, plati podle tvrzeni 3.6 o jednoznacnosti inverze, Ze
Ly = L. Podobné plati U; = Us. |

Casto se pro regularni matice (spise pro prehlednost) uvazuje LDU dekompozice, kde matice D
je diagonalni matice obsahujici pivoty a obé trojuhelnikové matice L a U maji jednotkovou diagonalu.

LU dekompozice matice je rozklad A = LU, kde L je dolni trojihelnikova matice s
jednotkovou diagonalou a U je horni trojihelnikova matice. Matice U je odstupnovany
tvar matice A a matice L vznikne slozenim vSech tprav potiebnych k odstupiiovani
A. Aby LU dekompozice existovala, musi byt mozné odstupniovat A bez prohazovani
radkt. Pokud je A regularni, je LU dekompozice uréena jednoznacné. LDU dekompozice
je rozklad A = LDU, kde obé matice L a U maji jednotkovou diagonélu a pivoty jsou
umistény na diagonalu D.

Piiklad. Ukazeme si priklad, jak vypada LU dekompozice matice

2 -1
A=(-1 2 -1
-1 2
1

Prvni Gprava R; je piicteni 3-nasobku prvniho fadku k druhému. Dostaneme:

2 -1 2 -
-1 2 —-1)=[(0 3 -1
1 1 -1 2 -

R1:

D= -
—_
ol —
—
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Druhd uprava R, je prictent %—nésobku druhého fadku k tfetimu:

1 1 1 2 -1 2 -1
Ry = 1 1 ;1 -1 2 —-1)=(0 % -1
2 2 4
31 31 1 -1 2 0 3
Matice je v odstupiiovaném tvaru U. Zbyva dopocitat L = Ry 'Ry '
1 1 1
Ri'=(-31 . Ry'= 1 ., L=R'Ry'=(-1 1
2 2
1 -3 1 -3 1
Dostévame tedy nasledujici LU (resp. LDU) dekompozici matice A:
1 2 -1 1 2 1 —3
LU=|-1 1 31, LDU=| -1 1 3 1 =2
_2 9 4 -2 ] 4 1
3 3 3 3

(3.10)
LU dekompozice obecné. LU dekompozici lze provést i pro matice, které nelze odstupiiovat bez prohazo-
vani radki. Pokud bychom vsak postupovali jako uvedeno vyse, nebyla by matice L dolni trojihelnikova.
Plati v8ak, Ze na konci v odstuptiovaném tvaru A se fadky objevi v néjakém poradi. Muzeme tedy radky
do tohoto pofadi prehazet jiz na za¢atku a misto A uvazovat pozménénou matici PA, kde P je vhodnéa
permuta¢ni matice. Tuto matici jiz 1ze odstupiniovat bez prohazovani radka a plati

PA=LU.

Pochopitelné pokud LU dekompozici poc¢itame, nezname tu spravnou permutacni matici. Proto prova-
dime dopfednou eliminaci béznym zptsobem a pouze si stranou zapisujeme, jakou permutac¢ni matici P
prohazovanim fadku vytvarime.

Vyse uvedené tvrzeni 3.14 o jednoznac¢nosti LU dekompozice 1ze rozsitit i pro prohazovani radkd.
Plati, Ze pro kazdou permutacni matici P bud LU dekompozice neezistuje (pokud soustavu PA nelze
odstuprtiovat bez prohazovani ¥adki), nebo je LU dekompozice PA = LU uréena jednoznacné.

LU dekompozici lze provést i pro neregularni a nectvercové matice. Pokud je A € R™*" potom
existuji P € R™*™ [ € R™™ a U € R™" ze plati PA = LU. Matice P je permutacni, L je dolni
trojihelnikova a U je odstupiiovany (Gaussiv tvar) matice A. VSimnéte si, Ze obé matice L a P jsou
¢tvercové a regularni. Duvod je, ze matice L a P popisuji posloupnost krokiti aplikovanych v pribéhu
doptedné eliminace mezi fadky, proto jejich rozmér nezavisi na poétu sloupeckii matice A. Ctenaf si
mize sam rozmyslet detaily. Poznamenejme, ze jiz neplati jednoznacnost LU dekompozice.

Obecné je LU dekompozice rozklad PA = LU, kde P je vhodnad permuta¢ni matice,
aby bylo mozné odstupniovat PA bez prohazovani radku. V pripadé regularni matice A
je pro kazdou permutacni matici LU dekompozice uréena jednoznacéné, pokud existuje.

LU dekompozice a transpozice. Predpokladejme, ze mame reguldrni matici A, kterou lze odstupnovat
bez prohazovani radku, tedy plati A = LDU. Potom plati

AT =(LDU)" =U'D'LT,
kde UT je dolni trojihelnikova matice, DT je diagonalni matice a LT je horni trojihelnikovad matice.
Dostali jsme tedy, ze LDU dekompozice A a AT jsou v pékném vztahu.
Specidlné pokud A je symetricka matice, plati LDU = UTDTLT a z jednozna¢nosti LDU dekom-
pozice plyne L = U, tedy pro symetrickou matici si lisi L a U pouze transpozici. V§imnéte si, ze LDU
dekompozice z prikladu (3.10) je skutené symetricka.

53



Inverze regularnich matic. Nyni si dokon¢ime dikaz véty 3.7. Jiz vime podle lemmatu 3.8, Ze pokud
existuji inverze z obou stran, musi se rovnat. Zbyva dokazat, ze regularni matice ma inverzi i z levé
strany, tedy pokud A je regularni, také AT je regularni. Nejprve si ukazme jedno uzite¢né lemma:

Lemma 3.15. Necht pro requldrni matici R je R~ oboustrannd inverze!) Soustava Az = b md fesend,
prave kdyz soustava ARy = b md resent.

Diikaz. Protoze matice R je regularni, ma podle tvrzeni 3.4 soustava Ry = z Feseni pro kazdé z,
specialné pro pravou stranu x. Pokud tedy soustava Az = b ma FeSeni, muzeme soustavu ARy = b
vyftesit ve dvou krocich:

Az =0b a nasledné Ry ==.

Naopak pokud méa soustava ARy = b fefeni, m4 podle vyse uvedeného i soustava ARR 'z = Az = b
feSeni, coz dokazuje druhou implikaci.

Navic plati mezi feSenimi & a y vztah « = Ry, tedy ndsobeni regularni matici R zprava transfor-
muje mnoZinu fesen{ zobrazenim R~ |

Diikaz véety 3.7. Pokud A je regularni matice, uvazime jeji LU dekompozici PA = LU, pro kterou maji
matice L a U nenulovou diagonalu. Pokud rozklad transponujeme, dostaneme

ATPT=UTLT.

Protoze soustavy LT@ = b a Uz = b maji feseni pro libovolnou pravou stranu b, ma i soustava
ATPTa = b feSeni pro libovolnou pravou stranu.

Ctenaf si miize rozmyslet, ze PT je také permuta¢ni matice a navic obecné méa permutaéni matice
P oboustrannou inverzi P~' = PT. Proto mé podle lemmatu 3.15 i soustava ATa = b feSeni pro kazdou
pravou stranu. Matice AT je regularni a méa pravou inverzi (AT)~!, kterd je levou inverzi A. S pomoci
lemmatu 3.8 je véta dokazana. |

Shrnuti

V této kapitole jsme predstavili matice, které spolu s vektory tvoii zakladni jazyk linearni algebry.
Naptiklad tstfedni problém tohoto textu, soustava linearnich rovnic, ma v fec¢i matic elegantni zapis
Ax = b. Na maticich se definuji operace séitani, ndsobeni skaldrem, transpozice a maticové nasobeni.
Tyto operace maji fadu hezkych vlastnosti. Napiiklad maticové ndsobeni je asociativni a distributivni.
Maticové nasobeni je komplikovanéjsi operace, ktera napiiklad obecné nekomutuje. Priklady specialnich
matic, které maji jednoduchou strukturu a objevuji se ¢asto, jsou matice jednotkové I,,, diagonalni a
trojthelnikové.

Pro matici A existuje prava inverze pouze nékdy; pravé kdyz ma soustava Ax = b feSeni pro
kazdou pravou stranu b. A to plati pravé tehdy, kdyz odstupniovany tvar A neobsahuje nulovy radek.
Levé inverze A existuje pravé tehdy, kdyZ existuje pravéa inverze AT. Pokud pro ¢tvercovou matici
existuje libovolnd inverze, invertuje tuto matici z obou stran a navic je uréena jednoznaéné. Ctvercové
invertovatelné matice jsou natolik dilezité, Ze maji specialni nazev regularni.

Popsali jsme také, Zze soustavy linedrnich rovnic maji elegantni maticovy zapis Ax = b. Navic
regularni tpravy odpovidaji regularnim maticim, které nasobi soustavu zleva. Pro regularni matici R
ma soustava RAx = Rb stejnou mnozinu feseni jako Az = b. Specidlné pokud je A regularni, dostavame
pro R = A~! vztah & = R™'b, tedy se znalosti inverze je snadné soustavu vyfesit.

(M To plati obecné pro kazdou regularni matici R. Ale to vyplyne az z véty 3.7, kterou zatim neméme dokazanou. Ve
znéni lemmatu budeme proto predpokladat oboustrannost inverze a v ditkazu 3.7 nize pouzijeme lemma ve specidlnim
pripadé, pro ktery to bude snadné ovéfit.
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V zévéru kapitoly jsme si ukazali LU dekompozici matice. To je rozklad PA = LU, kde L je dolni
trojuhelnikova matice s jednotkovou diagonalou, U je odstupnovany tvar matice A a P je néjaka permu-
ta¢ni matice. Navic pokud A je regularni, je pro kazdou matici P uréena LU dekompozice jednoznacéné
(pokud existuje). Aby LU dekompozice existovala, musi jit PA odstupiiovat bez prohazovani radki.
S vyuzitim LU dekompozice jsme dokazali, 7e matice A je reguldrni, pravé kdyz AT je reguldrni; tedy
¢tvercova regularni matice ma oboustrannou inverzi.

Cviceni

Urcete inverzi n x n matice

1

Na konci podkapitoly 3.1 jsme popsali zpisob, jak pocitat Fibonacciho ¢isla pomoci umocnovani
matice (1 ). Zobecnéte tento postup pro libovolnou linedrni rekurentni posloupnost (xg, z1, . .. ). Takova
posloupnost ma prvnich k& ¢lent libovolnych a pro kazdy dalsi ¢len plati

Tntk = QTp + W1 Tpg1 + -+ Q11

kde ayg, ..., a1 jsou libovolna pevna cisla. Naleznéte matici, jejimz umocnovanim lze uréit n-ty clen

Uvazme t¥idu 7 vSech matic, které maji na diagondale jednu hodnotu 2 a mimo diagonalu hodnotu
y. Ukazte, ze T je uzaviend na s¢itani, ndsobeni a inverze (pokud existuji). Tedy pokud A a B jsou dvé
matice z T, potom i A+ B, AB a A~ patii do 7. Navic urcete, za jakych podminek je matice z T
invertovatelna.

Zminili jsme, Ze nasobeni ¢tvercovych matic neni typicky komutativni. Charakterizujte vsechny
matice K € R" " které komutuji s libovolnou jinou matici A € R™*"™. Pochopitelné dokazte, Ze jste
nalezli vSechny takové matice K.
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Kapitola 4

Linearni kombinace, nezavislost a baze

V kapitole 2 jsme zadefinovali vektorové podprostory jako mnoziny vektor, které jsou uzaviené na ope-
race s¢itani a nasobeni skalarem. Tato definice popisuje vlastnosti, které musi podmnozina vektorového
prostoru spliiovat, abychom ji nazyvali podprostorem. Pfesto z ni neni viibec patrna struktura vektoro-
vych podprostori, tedy jak tyto specialni podmnoziny vypadaji. V této kapitole se pokusime nalézt pro
podprostory co nejjednodussi popis, k ¢emuz pomohou linedrni kombinace a linearni obaly.

Také si ukazeme, jak zavést rizné systémy soufadnic nad vektorovym prostorem ¢ uvniti jeho
podprostort. Témto souradnym systémtm budeme fikat baze. Kazdy souradny systém musi spliiovat dvé
prirozené podminky. Za prvé zadna souradnice nesmi byt nadbytecna, systém souradnic musi byt linedrné
nezdvisly. Za druhé kazdy vektor musi jit pomoci soufadnic vyjadrit, soutadnice musi vygenerovat cely
prostor. Pocet téchto soufadnic vyjadiuje velikost prostoru a nazyva se dimenze.

Pojem vektorového podprostoru je centralni, protoze se v linearni algebie objevuje tak casto.
Ukézali jsme v kapitole 2, Ze podprostory jsou tzce propojené se soustavami linearnich rovnic. Pro
soustavu s pravou stranu nulovou tvori mnozina feseni vektorovy podprostor a pro obecnou pravou
stranu afinni podprostor, coz je vektorovy podprostor posunuty z poc¢atku. Strukturalni vysledky této
kapitoly umozni 1épe nahlédnout, jak vSechna Feseni soustavy vypadaji.

V kapitole 3 jsme v souvislosti s mnozinou vSech feSeni soustavy popsali jadro matice Ker(A).
Jadro je jeden ze ¢tyf fundamentéalnich podprostort, kterymi se budeme na konci kapitoly zabyvat. Tim
vyrazné prohloubime znalosti o maticich ziskané v kapitole 3. Také zavedeme diilezitou definici hodnosti
matice, kterd fika, jak moc je dand matice blizkd regularni. Vybudované pochopeni matic bude velice
uzitecné v nasledujici kapitole 5.

4.1 Posloupnosti operaci a linearni kombinace

Mgéjme néjaky vektorovy prostor V. = (V,+,-). Pro néj mame definované dvé zakladni operace: unarni
operaci nasobeni skaldrem a binarni operace s¢itani. Nyni budeme uvazovat dalsi n-narni operace, kte-
rym fikdme posloupnosti operaci. Kazda posloupnost operaci je zobrazeni o : V" — V, které vznikne
zietézenim /slozenim koneéné mnoha zakladnich operaci!! Uvedme dva pifklady posloupnosti operaci

(DWPro¢ pozadujeme koneénost? Protoze je to jednodussi a pro prostory koneéné dimenze, které uvazujeme v tomto textu,
nejsou nekonecéné posloupnosti potieba. Pochopitelné nekoneéné posloupnosti operaci lze uvazovat, ale ¢lovék se rychle
dostane do problémt, kterymi se zabyva matematickd analyza. Vysledek takové operace nemusi viibec byt definovéan,
napiiklad u —u+u —uw+u —u+--- pro u # 0 viibec nedavéa smysl, nebot ¢asteéné soudty stiidavé méni svoji hodnotu
mezi u a 0. Také mize byt vysledek nekonecny, tfeba u+2u+3u+4u+- - -, coz nepatii do vektorového prostoru. Také pri
praci s nekonenymi posloupnostmi operaci fada zakladnich vlastnosti prestane platit; tfeba komutativita a asociativita
s¢itani, rozmyslete si.
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arity tii a pét:

o(x,y,2) = (x+y)+ =z, o (uy, Uy, ug, uy, us) = %(2(111 + 3us) + %(4(114-&-11,1))). (4.1)

M¢éjme néjaky vektorovy podprostor W. Uzavienost na zakladni operace implikuje uzavienost
také na libovolnou kone¢nou posloupnost operaci; coz je snadné dokazat indukei dle délky posloupnosti.
Nasim cilem bude nalézt pro kazdou posloupnost operaci co nejjednodussi formu.
Aritmetické stromy. Pozastavme se na chvili nad tim, co je to pfesné posloupnost operaci. Misto for-
malni definice sta¢i védét, ze kazdou posloupnost operaci lze reprezentovat aritmetickym stromem. To je
zakofenény strom, ktery obsahuje ve vnitrnich uzlech jednotlivé operace a v kazdém listu jeden z vektori
Uy, ..., Upy. Strom nemusi mit presné n lista, vektory u,, ..., u, se mohou v listech libovolné opakovat a
nékteré mohou chybét. Formalni definici aritmetického stromu vynechame, ¢tendr si ji miuze zkusit sam
zkonstruovat. Piiklad aritmetického stromu pro posloupnosti operaci (4.1) je na obrazku 4.1.

6 2uy + 3us + uy

e duy + 6ug + 2uy

Obrézek 4.1: Nalevo je aritmeticky strom pro posloupnost operaci (z + y) + z, napravo pro posloupnost
%(Q(ul + 3uy) + 2(4(us + uy))). Vedle vnitinich uzlt jsou pfipséna vyhodnoceni.

Nejjednodussi tvar. Dvé posloupnosti operaci arity n jsou ekvivalentni, pokud pro libovolnou n-tici
vektort uy, . .., u, davaji shodny vysledek. Méjme jednu posloupnost operaci. Radi bychom ji co nejvic
zjednodusili, tedy chceme nalézt co nejjednodussi posloupnost operaci, ktera je s ptivodni posloupnosti
ekvivalentni.

Ukézeme si to nejprve na prikladu posloupnosti operaci o’ z (4.1). Nejprve vyuzijeme distributivitu
na vnitini zavorky:

1 1
2(uy + 3us) = 2uy + 6us a 5(4(’11,4 + ul)) = 5(4u4 + 4u1) = 2uy + 2u,

coz nam zredukovalo posloupnost na jednodussi ekvivalentni tvar

1
0’(“17 U, U3, Uy, u5) = B (2u1 + 6wy + 2uy + 2u1).
Nyni vyraz uvnitt zavorky preusporadame s vyuzitim komutativity a seCteme koeficienty u u;:

2uq + 6ug + 2uy + 2wy = (2 + 2)ug + 6ug + 2uy = dug + Gus + 2uy.

Nakonec rozdistribuujeme vnéjsi skaldrni nasobek % a dostaneme jednoduchy ekvivalentni tvar:
, 1
o' (U1, ug, Uz, Uy, Us) = 5(471,1 + 6uy + QU4) = 2uy + 3us + uy.
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Vyse uvedené zjednoduSeni je ilustrovano na aritmetickych stromech na obrazku 4.1. V fe¢i stromu
postupujeme odzdola vzhiru a zjednodusujeme mezivysledky v jednotlivych vnitinich vrcholech.

Dokézali jsme slozitou posloupnost vektorovych operaci (4.1) pfevést na jednoduché vyjadieni.
Stadi vzit vektory ug, .. ., us, natdhnout je vhodnymi skalary (vektory us a us nasobime nulovym skala-
rem) a se¢ist tyto natazené vektory dohromady. Takovému vyjadieni budeme fikat linedrni kombinace.
Byla to nahoda, ze se podarilo tuto posloupnost operaci zjednodusit az na linearni kombinaci? Nikoliv,
za okamzik ukazeme, ze libovolnou posloupnost operaci lze pfevést na néjakou linearni kombinaci.

Linedrni kombinace. Zavedme si nejprve linearni kombinace formélné. Mé&jme pevnd realné ¢isla oy, . . ., ay,.

Linearni kombinace je n-arni posloupnost operaci ¢ nasledujiciho tvaru:

n
Lug, .. Uy) =D o = aqty + oty + -+ - + AU, (4.2)
i=1
Realnd cisla ay, ..., «, se nazyvajl koeficienty linedrni kombinace.
Casto nés zajimaji pouze linearni kombinace néjaké mnoziny vektortt X, coZ znamen4, Ze volime
Uy, ..., U, pouze z této mnoziny X. Pochopitelné je mozné, aby X byla nekonecné. V kazdém pripadé

ma vSak linedrni kombinace pouze konecné mnoho koeficientii. Pro¢? Vzpomerite si, ze povolujeme jenom
kone¢né posloupnosti operaci.

Samotné spojeni ,linearni kombinace“ ma v linearni algebfe rizné vyznamy. Je to oznaceni pro
vyraz (4.2); kde as,...,a, a ui,...,u, mohou a nemusi byt konkrétni hodnoty. Napiiklad pro tii
konkrétni vektory =, y a z je vyraz x + 2y + 3z linearni kombinace. Také miize linedrni kombinace
oznacovat vysledny vektor v, ktery vznikne z n&jaké linearni kombinace. Naptiklad vektor (a,b) € R? je
linearn{ kombinace vektort (1,0) a (0, 1), protoZe plati (a,b) = a(1,0) + b(0, 1). Budeme se snazit, aby
7 kontextu vzdy bylo jasné, ktery vyznam mame na mysli.

Tvrzeni 4.1. Pro kaZdou konecnou posloupnost operaci existuje linedrni kombinace, kterd je s ni ekvi-
valentnyi.

Diikaz. Diikaz provedeme indukei podle poc¢tu operaci v posloupnosti, neboli podle velikosti aritmetic-
kého stromu. Pokud strom obsahuje pouze jediny vrchol, je tento vrchol list w; a posloupnost 1ze trivialné
zapsat jako linedrni kombinaci.

Méjme aritmeticky strom velikosti n. Chceme dokazat, Ze ho lze zjednodusit na néjakou linearni
kombinaci. Kli¢ové je, Ze tento strom md néjakou operaci v kofeni (s¢itani nebo nésobeni skaldrem), za
ktery jsou zavéSené mensi podstromy (jeden nebo dva). O téchto mensich podstromech vime z indukéniho
predpokladu, Ze jsou ekvivalentni néjakym linedrnim kombinacim. Proto staci na tyto linedrni kombinace
aplikovat operaci z kofene. Indukéni krok dikazu je naznacen na obrazku 4.2.

P (v ai)u; S (i + By

S i PRTTH i Biug

Obrazek 4.2: Nalevo indukéni krok, pokud je v kofeni nasobeni skaldrem, napravo pro s¢itani.

o V koreni je skaldrni ndsobeni: Mame korfen, ktery reprezentuje skalarni nasobeni v, a jeho podstrom
je ekvivalentni linedrni kombinaci 37, a;w;. Staci v rozdistribuovat® dovnitf linearni kombinace:

n

q- (:ZL aiui> => (v o)

i=1

(2)Kdyz jsme v kapitole 2 popisovali vlastnosti vektorovych prostort, pozadovali jsme pouze distributivitu jednoho
s¢itéani, tedy a(u +v) = au + av. Zkuste si rozmyslet a dokdzat indukei, Ze lze distributivitu zobecnit i na vice s¢itanct,
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Vznikla linearni kombinace mé kazdy z koeficienti vynasobeny .
e V koreni je scitani: Podobné jako predtim, podstromy jsou ekvivalentni linedrnim kombinacim
T oiu a Y fiu,. Vyuzijeme komutativity, asociativity a distributivity:

n n

n n
S+ Y B = (oyui + Biwg) =D (i + Bi)u,
i=1 i=1 i=1 i=1
¢tendr si muze rozmyslet detaily. Tedy operace soucet prosté secte koeficienty linearnich kombinaci
levého a pravého podstromu.

Tim jsme ukazali, Ze umime prepsat i strom velikosti n a dikaz indukci je hotov. |

Tedy pokud chceme zkoumat posloupnosti operaci na vektorech, staci uvazovat pouze linearni
kombinace. Ty maji sice jednoduchou strukturu, ale umoziuji vyjadrit libovolnou koneénou posloupnost
operaci na vektorech. To je jeden z divodi, pro¢ jsou linearni kombinace tak centralnim pojmem linedrni
algebry; cokoliv, co lze z mnoziny vektori X vytvorit, odpovida néjaké linearni kombinaci mnoziny X.

Linearni kombinace je vyraz Y- ; a;u;, zaroven i vysledky téchto vyrazti oznacujeme
jako linedrni kombinace. Pro kazdou kone¢nou posloupnost operaci plati, ze je ekviva-
lentni néjaké linearni kombinaci.

Linedrni obal. V kapitole 2 jsme zadefinovali linedrni obal £(X) mnoziny X jako do inkluze nejmensi
vektorovy podprostor obsahujici X. Protoze vektorové podprostory tvori uplny svaz, ma tato definice
pro libovolnou mnozinu X smysl, linedrni obal £(X) vzdy existuje a je roven priniku vSech podprostorti
obsahujicich X. Nyni si ukdzeme alternativni definici pomoci linearnich kombinaci.

Tvrzeni 4.2. MnoZina vsech linedrnich kombinaci mnoziny vektora X tvori vektorovy podprostor. Tento
vektorovy podprostor je roven L(X).

Diikaz. Ozna¢me mnozinu vSech linearnich kombinaci mnoziny X pomoci U. Z dikazu indukéniho kroku
v tvrzeni 4.1 vyplyva, ze U je uzaviena na sc¢itani a nasobeni skalarem. Také plati, ze U je neprazdna; i
v piipadé X = (), protoze vzdy 0 € U. Tedy U je vektorovy podprostor.

Protoze plati X C U, je U jeden z podprostort v primniku definujicim £(X) a plati £(X) C U.
Na druhou stranu pokud néjaky podprostor W obsahuje mnozinu X, obsahuje i libovolny vektor, ktery
lze vytvorit konefnou posloupnosti operaci z mnoziny X. Specialné W obsahuje kazdou z linedrnich
kombinaci X, a tedy plati U C W. Proto plati U C £(X) a dostdvdme pozadovanou rovnost. Dikaz je
naznacen na obrazku 4.3. |

Ostatné spravnost vyse uvedeného tvrzeni dava smysl. Pokud totiz vektorovy podprostor obsahuje
mnozinu X, obsahuje také vSechno, co lze z X vytvorit koneénym aplikovanim operaci vektorového
prostoru; coz je podle tvrzeni 4.1 ekvivalentni s tim, Ze obsahuje libovolnou linearni kombinaci mnoziny
X. Na druhou stranu nic dalsiho nemusi vektorovy podprostor podle definice obsahovat. Tedy plati
uvedend rovnost, ze £(X) je mnozina vSech linearnich kombinaci X.

Rikéme, ze vektor x lze vygenerovat z mnoziny vektori X, pokud « € £(X). To je podle tvrzeni 4.2
ekvivalentni s definici, Ze @ lze zapsat jako linedrni kombinaci mnoziny X. Pro zjednoduSeni zapisujeme
linedrni obal kone¢né mnoziny {ui,...,u,} jako L(u,,...,u,) misto formélniho C({ul, Ce un}).

tedy ze plati:

a(uy +ug + -+ Up) = QU + Uy + -+ -+ QU
Podobné je tieba dokazat pro n vektoru spravnost preusporadani pomoci komutativity a spravnost asociativity, kterd
umoziuje pro soucet uq + uz + - - - + uy, libovolné preuspotradat poradi zavorek; oboji se pouziva v druhém piipadé, kdy
je v kofeni operace s¢itani.
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Hledéni koeficienti linedrni kombinace. Mé&jme ve vektorovém prostoru R™ néjaky vektor b a konec-
nou mnozinu vektort X = {uy,...,u,}. Chceme vymyslet zpisob, jak zjistit, zda b € L(X). To je
ekvivalentni s otazkou, zda existuji realné koeficienty ay, ..., a,, pro které plati rovnost

aug + aug + -+ apu, = b

Presné se stejnou vektorovou rovnici (2.1) jsme se setkali v kapitole 2 (pouze hledané koeficienty byly x;
misto «;), kdyZ jsme popisovali sloupcovou interpretaci soustavy linedrnich rovnic. Tehdy jsme zminili,
ze soustava Ax = b ma FeSeni, pravé kdyz lze pravou stranu b vygenerovat ze sloupcovych vektoru
Uy, ..., u, matice A.

Tento vztah miZeme pochopitelné pouzit obracené k testovani, zda b € £(X). Pro to zkonstruu-
jeme soustavu v nasledujicim tvaru. Matice A ma n sloupecki tvorenych vektory wy, ..., wu, z mnoziny
X. Vektor pravé strany je zadany vektor b, pro ktery testujeme nalezeni do £(X). Chceme nalézt vektor
koeficienti e splnujici

Aa=b. (4.3)

Pochopitelné b nemusi vitbec byt vyjadritelné jako linedrni kombinace mnoziny X, coz odpovida tomu, ze
soustava Aac = b nemusi mit feseni. Také nemusi byt koeficienty linedrni kombinace uréeny jednoznacné,
pokud soustava Aa = b mé vic riznych feSeni.

Proto jsou soustavy tak centralnim pojmem linearni algebry. I kdybychom zvolili vice algebraicky
piistup, Ze linearni algebra je studium vektorovych prostorti, narazime na soustavy linearnich rovnic
prirozené pii praci s linearnimi kombinacemi.

Obraz matice. M&jme libovolnou matici A € R™*™. V kapitole 2 jsme predstavili jadro matice Ker(A)
jako jeden ze ¢tyt fundamentalnich podprostort definovanych matici. Dalsi fundamentalni podprostor
se nazyvéa obraz matice a definuje se jako

Im(A) = {b € R™ : soustava Ax = b m4 FeSeni}.

Nézev obraz je zalozen na tom, Ze tento podprostor odpovida mnoziné vsech obrazi linearniho zobrazeni
x — Ax; detailnéji popsano v kapitole 5.

Je snadné nahlédnout, ze obraz je skutecné vektorovy podprostor. Pro dokazani staci ovérit uza-
vienost na s¢itani a nasobeni skaldrem. Mé&jme b, ¢ € Im(A), potom podle definice obraz existuji « a y
splitujici Az = b a Ay = c. Pak také plati A(x +y) = b+ ¢, a tedy b+ ¢ € Im(A). Tim je ovéfena
uzavienost na s¢itani a podobné se dokaze uzavienost na nasobeni skalarem.

Vyse popsany vztah mezi koeficienty linearnich kombinaci a soustavami linedrnich rovnic déava
elegantni popis toho, jak obraz matice A pfesné vypada. Je roven linedrnimu obalu sloupcovych vektort
U, ..., Uy, tedy

Im(A) = [,(ul, o ,un).

N

Obrazek 4.3: Nalevo je naznacen dikaz tvrzeni 4.2, kde podprostory W az W patii do pruniku z definice
L(X). Kazdy z nich obsahuje mnozinu U v8ech linedrnich kombinaci. Napravo je ptiklad linedrniho obalu
t¥1 vektort wy, us a ug. Protoze plati us = u; + us, je tento obal geometricky rovina.
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To je divod, pro¢ se nékdy Im(A) nazyva sloupcovy prostor matice A. Obsahuje totiZ presné ty vektory,
které se daji vygenerovat jako linedrni kombinace sloupcovych vektort matice A.

4.2 Linearni nezavislost a baze

Méjme kone¢nou mnozinu X = {u4,...,u,}. Vime, Ze kazdy vektor z linedrniho obalu £(X) lze zapsat
jako néjakou linearni kombinaci 37 ; oyu,;. Proto mnozina X zavadi jakysi soufadnicovy systém nad
L(X), protoze vektory mizeme popisovat pouze pomoci n-tic koeficientd (ay, ..., a,), neboli pomoci

vektora o z R™.

Mohlo by se zdét, ze miizeme vektory £(X) identifikovat jedna ku jedné s vektory a = (g, ..., ay,).
Toto identifikovani jedna ku jedné vSak neni obecné mozné; pro vektor & € L(X) mohou existo-
vat rtizné vektory koeficientit o, 3 € R", pro které plati @ = I, cyu; = Y, fu,. Napriklad pro
X = {u1,us, u3} z obrazku 4.3 napravo lze vektor ug € L£(X) vyjadiit pomoci rtznych linedrnich
kombinaci us a u; + us, odpovidajicich riiznym vektortim koeficientt (0,0,1) a (1,1,0). Nasim cilem
bude ukézat, ze pokud toto identifikovani neni mozné, X obsahuje nadbytecné vektory, které je mozné
odebrat a nezménit pritom linearni obal.
Nadbyteéné vektory. UkazZeme si nejprve situaci na piikladu X = {w;, o, us} z obrazku 4.3 napravo.
Vsimnéme si, ze vektor ug je v mnoziné X zcela nadbyteény. Umime totiz ws vygenerovat z vektor w,
a U, a tedy libovolnou linedrni kombinaci mtuzeme vyskyt uz nahradit pomoci u; a us:

a1uy + Uy + asug = oy + astly + as(uy + us) = (o + ag)ug + (oo + az)us.
To znamend, ze miZzeme misto mnoziny {uq, us, w3} uvazovat mensi mnozinu {u1, us}, z které vygene-
rujeme presné to samé: L£(uy, ug, uz) = L(ug, us).
Stejné tak jsme mohli ponechat us a odebrat jeden z vektortt w; a ws. Kazdy z nich se da totiz

vyjadrit z ostatnich dvou vektori, plati w; = ug — uy a us = ug — uy. Tedy plati

U] + QaUy + Q3U3 = (C!Q — CK])UQ + (CY] + &3)“3 = (Ct] — CKQ)U] + (@2 + C¥3)’LL3,

linearni kombinace bez vektoru wi linearni kombinace bez vektoru o

tedy L(w1, us, uz) = L(u2, u3) = L(u1,u3). V nasem piipadé jsou tedy vSechny tii vektory wy, us a us
nadbytecné.

Uvedme nyni definici nadbyteéného vektoru presné. Vektor w je v mnoziné X nadbytecny, pokud se
jeho odebranim nezméni linedrni obal; tedy £(X) = £(X \ {u}). Ekvivalentné lze Fict, ze u nadbytecny,
pokud ho lze vyjadrit jako linedrni kombinaci ostatnich vektorti z X (zkuste si rozmyslet, proc).

Je dtilezité zminit, Ze v kazdém kroku miizeme odebrat pouze jeden nadbytecny vektor. Po kazdém

odebrani se mtize nadbytecnost ostatnich vektorti zmeénit. Pokud odebereme v nasem piikladé libovolny
vektor, ani jeden ze zbyvajicich dvou vektort neni nadbytecény; potfebujeme oba, abychom vygenerovali
rovinu £(X).
Linearni zavislost a nezdvislost. Mnozina vektora X je linearné zavisld, pokud obsahuje nadbyteény
vektor. Naopak pokud zadny nadbyteény vektor neobsahuje, je mnozina X linedrné nezdvisld. Pro lepsi
pochopeni pojmt nejprve ukazme nékolik ekvivalentnich definic linedrni zavislosti. VSechny tyto definice
funguji i v ptfipadé nekonecné velké mnoziny X, i kdyz obecné je to spiSe technicky detail. Linedrni
kombinace se nazyva netrividlni, pokud ma alespor jeden koeficient nenulovy.

Tvrzeni 4.3. Ndsledujici definice linearni zdvislosti mnoziny X jsou ekvivalentni:
(i) MnoZina X obsahuje nadbytecny vektor w.

(11) Ezistuje v X netrwidlni linedrni kombinace nuly.
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(iii) Pro néjaky vektor x € L(X) existuji dvé rizné linedrni kombinace mnoZiny X, které ho vyjadiugi.

Diikaz. Nejprve dokazme, Ze (i) je ekvivalentni s (ii). Jak uz jsme zminili, pokud w je nadbyteény vektor,
lze ho vyjadfit jako linedrni kombinaci vektordt ws,...,u, € X \ {u}; nechf ©v = >, ayu;. Potom
prevedenim w na druhou stranu ziskdme netrividlni vyjadieni nuly (nebot alespori pro u je koeficient
roven —1):

0=> au;+(-u
i=1

Naopak mé&jme netrividlni linearni kombinaci nuly 0 = Y, a;u; a predpokladejme, ze ay # 0,
jinak vektory preusporadame a prejmenujeme. Potom mizeme wu; vyjadrit pomoci ostatnich vektort:

i—2 [e%]

a tedy w; je nadbytecny v X.

Nyni dokazme, ze (ii) je ekvivalentni s (iii). Nejprve trochu upfesnéme, co pfesné znamend (iii).
Existence dvou ruznych vyjadfeni  znamena, Ze existuji uy, . .., u, € X a dva rizné vektory koeficientii
a a f3, pro které plati & = Y| cqyu; = Y, B

Pokud mame netrividlni vyjadieni nuly, dostavame pro = 0 dvé rizna vyjadireni: To netrivialni
a to trivialni. Naopak pokud ma x dvé ruzna vyjadreni, je jejich rozdil nula:

n

O=z—z= Zaiui - Zﬁzui = (o — B)u;.
i=1

i=1 i=1

Tato linedrni kombinace nuly je netrividlni, nebot vyjadieni 37, ayu; a Y7, fiu; jsou raznd. |
Pochopitelné negaci téchto ekvivalentnich definic dostaneme alternativni definice linearni nezavis-

losti. Mnozina X je linedrné nezavisld, pokud podle (ii) neobsahuje netrividlni linedrni kombinaci nuly

nebo podle (iii) neni mozné vyjadrit libovolny vektory @ dvéma riznymi zptisoby.

Mnozina vektort je linearné zavisla, pokud obsahuje nadbyteény vektor, jehoz odebra-
nim se nezméni linearni obal. Naopak je linedrné nezavisla, pokud zadny nadbyteény
vektor neobsahuje. Ekvivalentni definice linearni zavislosti jsou, ze existuje vice rtuz-
nych linearnich kombinacich vyjadiujicich ten samy vektor, nebo ze existuje netrivialni
linearni kombinace nuly.

Konstrukce linearné nezavislé podmnoziny. Méjme néjakou linedrni zavislou mnozinu X, z které chceme
odstranit nadbytecné vektory a vyrobit jeji linedrné nezévislou podmnozinu Y s vlastnosti £(X) = L(Y).
Prvni napad je odebirat nadbytecné vektory jeden za druhym, dokud nebude vznikld mnozina linearné
nezavisla. Avsak tento postup selze, pokud je mnozina X nekone¢na. Predpokladejme vsak, ze libovolna
linearné nezavisla mnozina ma konecnou velikost nejvyse d, kde d je dimenze vektorového prostoru; ze
takové d existuje, je vlastnost vektorovych prostorii konecné dimenze, se kterymi pracujeme ve vétsiné
textu. Potom muzeme vybudovat Y néasledujicim zpusobem zdola.

Zacneme s prazdnou mnozinou a v kazdém kroku pfidame jeden vektor. Budeme tedy konstruovat
posloupnost mnozin ) =Yy CY; € --- C Y, =Y, kde v i-tém kroku vyrobime z Y;_; pridanim jednoho
vektoru Y;. Konstrukei Y; z Y;_; provedeme pfiddnim libovolného vektoru, ktery v £(Y;_1) chybi; tedy

(3)Pokud pracujeme s nekone¢énou mnozinou X, mohla by kazdé z linedrnich kombinaci obsahovat v tiplné obecnosti jiné
vektory w; z mnoziny X. Protoze vSak obé linedrni kombinace obsahuji pouze koneéné téchto vektorti, mizeme mnoziny
pouzitych vektort slouéit (a pfidané vektory budou mit nulové koeficienty).
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pro libovolny vektor @; z £(X)\ L(Y;—1) bude ¥; = Y;_U{x; }. VSimnéme si, Ze po celou dobu udrzujeme
vlastnost, ze Y; je linedrné nezavisla; to lze dokazat indukci, zjevné linearni nezavislost plati na zac¢atku
pro Yy, a pokud je Y;_; linedrné nezévisla, je i Y; linedrné nezavisla, nebot plati £(Y;) € L(Y_1).
Pochopitelné piidéavani vektortt skonél v k-tém kroku, kdy plati £(V};) = £(X), podafilo se zkonstruovat
Y. Vime, ze proces skon¢i po nejvyse d krocich, tedy k < d. Priklad této konstrukce je naznacen na
obrazku 4.4.

Obrézek 4.4: Ukazka konstrukce linearné nezavislé podmnoziny pro mnozinu X tvofenou dvéma piim-
kami prochazejicimi pocatkem. Zacéneme s Yy = 0 s £(Y;) = {0}. Ve dvou krocich zkonstruujeme
Yy = {@1, x}, kterd je linedrné nezévisld a pro kterou plati £(Ys) = L(X).

Béze. Definujme, Ze baze je linedrné nezéavisla mnozina vektort, kterd generuje cely vektorovy prostor.
Tedy baze B neobsahuje nadbyteéné vektory a L(B) je cely vektorovy prostor. Podobné pro libovolny
vektorovy podprostor W definujeme bazi B podprostoru W jako linearné nezavislou mnozinu s vlastnosti
L(B) = W. Existuji dalsi dvé ekvivalentni definice béze:

e Baze je do inkluze nejmensi generdtor. Pokud je generator G do inkluze nejmensi, potom neob-
sahuje zadny nadbytecny vektor @ s vlastnosti £(G) = L(G \ {x}) To je pfimo definice linedrni
nezavislosti.

e Bdze je do inkluze nejvétsi linedrnée nezavislda mnozina. Pokud by do inkluze maximélni linearné
nezavisld mnozina M negenerovala cely vektorovy prostor, existoval by néjaky vektor @ ¢ L(M).
To by ale byl spor s maximalitou, protoze by mnozina $la zvétsit na linedrné nezavislou mnozinu
M U {z}. Proto je M generator vektorového prostoru.

Baze je do inkluze nejmensi generator a zaroven do inkluze nejvétsi linearné nezavisla
mnozina. Cely vektorovy prostor lze popsat pomoci linearnich kombinaci baze.

Véta o isomorfismu. Predpokladejme, ze mame konecnou bazi B vektorového prostoru V tvorenou vek-
tory by, ...,b,. S vyuzitim téchto bazickych vektort ukazeme, ze prostor V je algebraicky zcela totozny
s vektorovym prostorem R".

Véta 4.4. Zobrazent f : 0 a;b; — (au, ..., ) md ndsledugict vlastnosti:

(i) Je to bijektivni zobrazeni mezi V a R™.
(it) Pro libovolné dva vektory x,y € V plati f(x +y) = f(x) + f(y).
(i1) Pro libovolny vektor & € V a libovolné v € R plati f(vy-x) =~ - f(x).

Diikaz. Nejprve dokazme (i). Protoze je mnozina B linedrné nezavisld, mé kazdy vektor @ podle tvr-
zeni 4.3 jednoznacné urcené vyjadieni jako Y"1 | a;b;, tedy zobrazeni f je prosté. Na druhou stranu pro
libovolné zvolené koeficienty as, ..., o, definuje > ; a;b; néjaky vektor z V, a tedy zobrazeni f je na.
Dohromady dostavame, ze f je bijektivni zobrazeni.
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Pro dokazani (ii) a (iii) staci vyuzit vlastnosti vektorového prostoru, ukazme pouze ¢éast (ii) a
Cast (iil) si mize Ctendr dokazat jako cvideni. M&jme = Y1 | a;b; a y = 7, B:b;. Potom s vyuzitim
komutativity, asociativity a distributivity plati

n

r+y= Zaibi + Zﬁibi = Z(Oéz + Bi)bi,
i=1 i=1

i=1
atedyf(m+y):(al+/31,...,an+/)’n). a

Pozastavme se nad chvilku nad tim, pro¢ je predchozi tvrzeni natolik vyznamné, ze dostalo ozna-
Ceni véta. Popsané zobrazeni f vlastnosti (i) az (iii) se v algebfe nazyva izomorfismus, a tedy jsme
dokazali, ze vektorové prostory V a R™ jsou izomorfni. Tyto tii vlastnosti jsou zcela klicové, protoze
umoziiuji algebraicky ztotoznit V a R™. Vlastnost (i) fikd, Ze toto ztotoznéni je jedna ku jedné; kazdému
prvku V piifazujeme pravé jeden prvek z R". Vlastnosti (ii) a (iii) ¥ikaji, Ze zobrazeni f zachovavé
algebraickou strukturu operaci.

Tedy pokud mame néjakou mnozinu vektort ve V, na kterou chceme aplikovat posloupnost operact
a zobrazit vysledek do R", je zcela jedno, zda vektory nejprve aplikujeme posloupnost operaci, nebo je
nejprve zobrazime do R"™. Také platnost vektorovych rovnic, naptiklad  + y = =z, se prenasi mezi
prostory V a R". Prakticky vSechny véci zatim uvazované v tomto textu vyuzivaji pouze algebraickych
vlastnosti prostort, a tedy funguji ve V a R" totozné. Napriklad soustavy linedrnich rovnic muzeme
fesit ve V tak, ze pomoci zobrazeni f prevedeme abstraktni vektory v konkrétni vektory R", vyresime
v konkrétnich koeficientech, a inverznim zobrazenim f~' interpretujeme vysledek v ramci V.

To, ze jsou vektorové prostory V a R™ algebraicky totozné, jesté neznamend, ze jsou to stejné
prostory; pouze se algebraicky chovaji stejné. Uvazme napiiklad vektorovy prostor V vSech polynomi
apr® + a2t 4+ - 4 azt + apa® stupné k, na nichZ definujeme scitani a néasobeni skaldrem po
slozkich. Tento prostor ma (k + 1)-prvkovou bézi B = {2° at,22, ... 2"} a proto ho ho lze podle
véty 4.4 identifikovat s vektorovim prostorem R**'. T kdy? se tyto dva prostory chovaji algebraicky
totozné (vzhledem k operacim séitdni a nasobeni skaldrem), jsou polynomy stupné k matematicky zcela
jiné objekty nez usporddané (k + 1)-tice redlnych ¢isel.

Véta o izomorfismu fika, ze vektorovy prostor s n-prvkovou bazi je algebraicky totozny
s vektorovym prostorem R".

Béze jako systémy soufadnic. Na vySe popsany izomorfismus f lze nahlédnout také tak, ze baze B
zavadi nad vektorovym prostorem V soufadny systém. Pro vektor @ = 3", a;b; definujeme a4, ..., o,
jeho soufadnice vuci bazi B. Soufadnice fikaji, jak moc vektor & ukazuje ve sméru bazickych vektort
by, ..., b,. Bazické vektory urcuji sméry souradnych os a jednotkové délky na nich.

Pripomenme si, jak jsme zavadéli na zacatku kapitoly 2 vektorovy prostor R". Kazdému bodu v
n-rozmérném prostoru jsme piiradili n-tici soutadnic (z1, ..., z,). Co jsou presné tyto soufadnice? Tyto
soufadnice presné odpovidaji soufadnicim vici kanonické béazi tvofené vektory ey, ..., e,, kde (jak jsme
jiz definovali v kapitole 3) vektor e; je vektor s jedinym koeficientem nenulovym, ktery je na pozici i a
je roven jedné. Tedy

1, proit=j,a
(e:); = {

0 jinak.
Této bazi {ei,...,e,} se ika kanonickd bdze a ¢tendf si miZe jako cviceni dokazat, ze je to skuteéné
béze R". Protoze = (z1,...,2,) = S/, ;€;, jsou soufadnice vektoru & vaéi kanonické bézi presné

jednotlivé koeficienty vektoru . Na obrazku 4.5 vlevo a uprostied je priklad vyjadfeni jednoho vektoru
vicéi dvéma riznym bazim.
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Obrézek 4.5: Nalevo je vektor & vyjadren vici kanonické bazi {eq, es}, uprostied vici jiné bazi {bq, by},
teckované jsou naznaceny hodnoty jednotlivych souradnic . Napravo je soucet dvou vektori x + y,
jehoz soufadnice jsou rovny souctu soufadnic & a y. PovS§imnéme si, Ze pro rtizné baze maji vektory
rizné soufadnice, napiiklad @ + y ma vici bazi {by, by} soufadnice (2,5), zatimco vii¢i kanonické bazi
(g, 4).

Predchozi véta o izomorfismu f ma nasledujici vyznam v feci souradnic. Pokud chceme dva vek-
tory @ a y sedist, potom staci po slozkach secist jejich soufadnice. A pokud chceme vektor & vynéasobit
skalarem «, potom stac¢i vynéasobit jeho souradnice skalarem «. To presné odpovida definici R™ z kapi-
toly 2, kdy jsme vektorové operace definovali po slozkach. Na obrazku 4.5 vpravo je ukazku secteni dvou
vektoru v feci souradnic.

Kazda n-prvkova baze zavadi nad prostorem systém soufadnych os a prirazuje kaz-
dému vektoru n-tici redlnych ¢isel. Tato realnd cisla jsou koeficienty linearni kombinace
vektort baze.

Steinitzova véta o vyméné. M¢jme néjakou mmnozinu generujici néjaky vektorovy podprostor. Nasim
cilem bude ukazat, Ze na této mnoziné neni nic specialni a ze za urc¢itych podminek mtzeme jeji vektory
nahradit za jiné vektory, aniz bychom zménili linearni obal. Pro za¢atek dokazme, ze muzeme nahradit
alesporti jeden vektor.

Lemma 4.5 (o vyméné). Necht X je libovolnd mnoZina vektori a y # 0 leZi v L(X). Potom ezistuje
ze X, Ze
L(X) = L(X\{z}U{y}).

Driikaz. Protoze y € L(X), je y linearni kombinace koneéné mnoha vektori 1, ..., z, € X:
Y =Ty + ey + -+ Ty,

Navic protoze y # 0, plati, ze alespoii jeden z téchto koeficientt a; je nenulovy. Zvolime tedy z = x;, a
zbyvéa pouze dokézat, Ze zaménou y za x; se nezméni linearni obal.

Abychom toto dokézali, staci ukézat, ze @; € L£(X \ {z;} U {y}). Pro to stadi z viSe uvedené
linearni kombinace vyjadrit x;:

o= d T T @i M@y 0 T Gn®n
.= =
(673
. 1 [¢51 Q;1 it Oy
=—Y - —T1— - Ti1— Tit1 ="~ —Tn.
Q; Q; Q; Q; Q;
Dtikaz je ilustrovan na obrazku 4.6. |
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L(X) L(X\{z:} U {y})

Obrazek 4.6: Vyménime vektor y za libovolny vektor x;, ktery ma nenulovovy koeficient v linearni
kombinaci vyjadiujici y. Protoze mizeme z ostatnich vektort X spolu s y vygenerovat x;, nezménil se
linearni obal.

Co kdyz ale chceme v mnoziné X zaménit misto jednoho vektoru y nékolik vektori y,,...,y,7
Prvni népad je aplikovat lemma 4.5 o vyméné na mnozinu X nékolikrat a postupné vlozit vektory
Yy, .., Y, jeden za druhym. S timto postupem se snadno mtzeme dostat do problémt, protoze pii

vklddani y; miize lemma 4.5 o vyméné odebrat piedtim vloZeny y;. S timto problémem se miZeme
vyporadat pouze nékdy.

Obecné nemusi byt mozné zaménit v mnoziné X vektory y,,...,y, soucasné. Muze se totiz stat,
ze malo vektorti z mnoziny X ukazuje smérem y,,...,y;, a tedy nemame jich dost na vyménu. Pokud
jsou vsak vektory yy,...,y; linearné nezavislé, tedy zadny z nich neni nadbytecny, lze vyménu vzdy
provést. To dokazuje Steinitzova véta, jejiz znéni je ilustrovano na obrazku 4.7:

Véta 4.6 (Steinitzova o vymeéng). Necht X je libovolnd mnoZina vektori a Y = {y,...,y,} je libovolnd
linedrné nezdvisld mnoZina vektord z L£(X).

(1) Vidy existuje Z C X, Ze |Z| = k a plati
LX)=L(X\ZUY).
(it) Pokud je X navic linedrné nezdvisld, je i mnozina X \ ZUY linedrné nezdvisld.

Diikaz. (i) Aplikujeme vySe uvedeny népad s opakovanym pouzitim lemmatu 4.5 o vyméné, ale musime
si dat pozor, abychom neodebrali piedtim vloZené vektory y;. Kli€ové z diikazu lemmatu o vymeéné je,
ze za z muzeme zvolit libovolny vektor, ktery ma nenulovy koeficient v linedrni kombinaci rovné y.
Tedy predpokladejme, ze jsme v mnoziné X uz zaménili vektory y,,...,y,_;, a zaddny z téchto vektort
jsme neodebrali. Ozna¢me tuto pozménénou mnozinu X'. Protoze £(X) = L(X'), lze y, vyjadfit jako
néjakou linearni kombinaci:

Y; =Ty + -+ oy, +/3]y1 + - '/3zfly1’,—l'

L(X) L(X\ZUY)

Y NS
Obrézek 4.7: Pokud je Y linedrné nezavisld mnozina vektorti z £(X), je mozné vymeénit k vektort v
mnoziné X za vektory y,...,y, tak, ze vyslednd mnozina X \ Z UY m4 stejny linedrni obal.
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Podle vyse uvedeného diikazu lze vektorem y, nahradit libovolny vektor, ktery ma nenulovy koeficient
v této linedrni kombinaci. Neni mozné, ze by se vSechny nenulové koeficienty byly pouze S, ..., 5i_1,
protoze jinak by platilo

Y =by+ -+ By,
a mnozina Y by byla linearné zavisla. Proto existuje alespoi jeden koeficient «;, ktery je nenulovy. Proto
nahradime vektorem y; piislusny vektor x;, ktery vlozime do konstruované mnoziny Z.

(ii) Pro dokézani druhé ¢sti stadi ukdzat, Ze toto plati pro lemma 4.5 o vyméné, a zbytek plyne
indukei. Predpoklddejme, Ze X je linedrné nezévisld. Pokud by X \ {z} U {y} byla linedrné zavisl4,
existovala by netrividlni linedrni kombinace nuly. Protoze ale X byla linearné nezavisla, musi v této
linedrni kombinaci byt nenulovy koeficient u vy, a tedy y umime vyjadiit pomoci vektort z X \ {z}.
Potom vsak umime vyjadrit i z pomoci téchto vektori, a tedy dostdavame spor s linearni nezavislosti
X. 0O

Mozna je prekvapivé, ze jsme vyse uvedené tvrzeni nazvali vétou, kdyz je jeho dikaz relativné
snadny. AvSak sila Steinitzovy véty spociva v tom, Ze ma fadu netrividlnich a dulezitych dusledki v
souvislosti se strukturou podprostori a linedrné nezavislych mnozin. Specialné vime, Ze pro dany prostor
existuje spousta bazi a na jejich vektorech neni nic specialniho, miizeme je celkem snadno vymeénit za
jiné. Dostavame naptiklad nasledujici snadny fakt:

Dusledek 4.7. Libovolnou linedrné nezdvislou mnozinu lze rozsirit na bdzi. [

Steinitzova véta o vyméné 1ik4, ze v libovolné mnoziné X mizeme zaménit k jejich
vektorti za jinou k-prvkovou linedrné nezavislou mnozinu z £(X'), aniz bychom zménili
linedrni obal. Na vektorech mnoziny X neni oproti vektortim v £(X) nic specilniho.

Dimenze prostoru. Klicovy dusledek vsak je, Ze Steinitzova véta umoziiuje zavést pojem dimenze pro-
storu (¢i podprostoru), ktery i1kd, jak je dany prostor velky. Dimenze prostoru se definuje jako velikost
libovolné béze, a budeme nyni predpokladat, ze kazda baze obsahuje pouze koneéné mnoho vektori.
Problém s touto definici je ten, Ze neni zfejmé, pro¢ by méla mit kazda baze stejnou velikost. Pojdme si
to tedy dokazat.

Dusledek 4.8. Necht V je vektorovy prostor a necht xi,..., &, a Yy,...,Y,, jsou dvé jeho bdze. Potom
plati n = m.

Diikaz. Oznaéme prvni bazi X a druhou Y, obé mnoziny jsou zjevné linedrné nezavislé. Lze na né tedy
aplikovat obé ¢asti Steinitzovy véty 4.6, a to obéma sméry. Protoze je mozné povyménovat vektory Y
za vektory X, dostavame n > m. Podobné je mozné povymeénovat vektory X za vektory Y, a tedy
dostavame n < m. Proto n = m. ]

Ozna¢me v dalsim textu dimenzi (pod)prostoru V jako dim V. Podle véty 4.4 vime, Ze vektorovy
prostor V dimenze n je izomorfni R™. Pfitom plati, Zze pro rtizné hodnoty n jsou prostory R" navzajem
neizomorfni. Lisi se totiz svoji velikosti bézi, ale izomorfni prostory museji mit stejné velké béaze. Tedy
V je izomorfni pravé R" a zadnému jinému R™ pro m # n.

Mozna ¢tendfi nepiijde existence dimenze prili§ pfekvapiva. Dava prece geometricky smysl, ze v
R" pottebujeme n souradnych os v libovolném souradném systému. Tedy velikost kazdé baze musi byt
n. AvSak néco takového rozhodné neni automatické a ukazuje to, jak neuvéfitelné silnd je struktura
vektorovych prostorii. Ukazme si, Ze néco takového je v matematice spise vyjimka.

V kapitole 6 si popiseme jinou slavnou matematickou strukturu zvanou grupa. Podobné pro grupy
lze uvazovat generatory, avSak do inkluze minimalni generdtory nemusi byt stejné velikosti. (Zde do
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inkluze miniméalni generatory jsou obdoba bazi, i kdyz se tak pro grupy nenazyvaji.) Napiiklad uvazme
grupu Zg tvofenou prirozenymi Cisly {0, 1,2, 3, 4,5}, spolu s operaci s¢itani modulo Sest. (Tedy napiiklad
3+4 = 1.) Jeden minimalni generétor je {1}, protoZze opakovanym pfi¢itanim jednicky lze vygenerovat
celou grupu Zg. Ale jiny do inkluze minimélni generator je {2, 3}, naptiklad protoze umime vygenerovat
jednicku jako 2 + 2 + 3. A tento generator je do inkluze minimélni, protoze odebranim libovolného z
téchto dvou prvki celou grupu nevygenerujeme.

prostori. Ostatné po stovkach let zkoumani nejsou grupy porad dostatecné pochopené. Jeden z nejvétsich
vysledki neddvné matematiky se tyka klasifikace konecnych jednoduchych grup, jejiz dikaz je dlouhy
tisice stranek.

Pro kazdy vektorovy (pod)prostor existuje ¢islo zvané dimenze, které udava jeho ve-
likost. Toto ¢islo je velikost libovolné baze, podle Steinitzovy véty jsou vSechny baze
stejné velké.

Podprostory geometricky. Na konci kapitoly 2 na obrazku 2.10 jsme bez dikazu zminili, jak vypadaji
geometricky podprostory prostoru R?. Nyni si to odvodime pomoci vybudované teorie bazi. Dimenze R?
je tfi, nebot vektory (1,0,0), (0,1,0) a (0,0,1) tvoii jeho bazi. Dimenze kazdého podprostoru je urcité
mensi nez dimenze celého prostoru, tedy patfi do mnoziny {0,1,2,3}. Podprostory potom miZzeme
roz¢lenit pravé podle této dimenze:

e Dimenze 0. Linearni obal prazdné mnoziny vektort obsahuje pouze pocatek, ktery dostaneme z
prézdné linearni kombinace!* Proto jeding’ podprostor dimenze nula je podprostor {0} obsahujici
pouze pocatek. Tento podprostor je infimum svazu vsech podprostoru.

e Dimenze 1. Linearn{ obal jediného nenulového vektoru £(w) je piimka prochazejici poc¢atkem ve
sméru u. Linedrni obal spolu s w obsahuje i jeho libovolné natazeni. VSechna natazeni vytvori
pfimku. Podprostori dimenze 1 je nekoneéné mnoho.

e Dimenze 2. Linearni obal dvou linedrné nezavislych vektorti je rovina. Rovina bude obsahovat

primky ve sméru téchto dvou vektori a vsechny body, které mizeme z téchto dvou primek zkom-

binovat. Muzete si to tfeba predstavit tak, Ze vezmeme jednu pfimku a posouvame ji ve sméru
druhé piimky. Podprostorti dimenze 2 je také nekonecné mnoho.

Dimenze 3. Tii linedrné nezévislé vektory v R uz generuji cely prostor. Tedy i kdyZ existuje

mnoho bézi velikosti tfi, vSechny generuji jeden a ten samy vektorovy podprostor, a to R3. Tento

podprostor je supremum svazu vSech podprostori.

Poznamenejme, ze vektorové podprostory dimenze 0 a plné dimenze se nazyvaji trividlni.

Pro¢ uvazovat ruzné baze? Zadefinovali jsme si pojem baze a ukazali jsme, Ze baze odpovidaji riznym
soufadnicovym systémim nad vektorovym prostorem. Pro¢ jsou vsak béaze natolik klicovym pojmem
linearni algebry? A pro¢ si nevystac¢ime s klasickou kanonickou bézi a potfebujeme uvazovat i jiné
soufadné systémy? Duvodi je hned nékolik.

Napiiklad miZeme dostat (tfeba z experimentu) mnozinu vektortt v R" jako data, u kterych
chceme pochopit strukturu. Ta nemusi byt vibec patrnd ze soufadnic téchto vektort vici kanonické
béazi. Avsak pfi zvoleni vhodné bdze mizeme snadno objevit vlastnosti skryté v kanonické bézi. Takové
aplikace jsou klicové v matematické statistice.

) Obvykle se v matematice pouziva nasledujici konvence. Pokud séitdme pies prazdnou mnozinu, vysledek je nula
(v nasem pripadé reprezentovana po¢atkem). Pokud ndsobime pies prazdnou mnozinu (coz v piipadé linedrni algebry
nedélame moc CGasto, protoZe nasobeni neni linedrni), vysledek je jednicka. Zkuste si rozmyslet, pro¢ dava smysl mit
takovou konvenci.
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S tim tzce souvisi druhy divod. V linearni algebie zkoumame vektorové prostory a jejich trans-
formace, kterymi si budeme zabyvat v kapitole 5. Ukazeme si, ze pro kazdou bazi odpovida dana trans-
formace jedné matici. Nasim cilem je pochopit strukturu této transformace, a proto chceme zvolit bazi
(soufadny systém), vici které se transformace chova co nejjednoduseji. Toto je presné motivace pro
studium vlastnich vektori, kterymi se budeme ¢asem zabyvat.

Ostatné prikladem vyse uvedeného zvoleni spravné baze je slavna Fourierova transformace, coz je
transformace, kterda méni jednu funkci v jinou. Z pohledu linearni algebry vSak nejde o nic jiného nez
zvoleni vhodné baze na prostoru funkei a transformace prepocitava souradnice mezi kanonickou a touto
bazi. Ta je tvorena funkcemi sinus a cosinus a ma celou fadu tzasnych vlastnosti a aplikacich. Fourierova
*Vzorec pro Fibonacciho ¢isla. Ukazme si na jednom piikladu, Zze zvolenim spravné baze se mohou
problémy zjednodusit. V kapitole 3 jsme popsali, jak vypocitat n-té Fibonacciho ¢islo efektivné pomoci
umocnovani jedné matice. Pfipomenme si, ze Fibonacciho ¢isla se definuji linearni rekurenci:

fo=0, fi=1, frre = for1+ fu

Také jsme si uvedli vzorec pro n-té Fibonacciho ¢islo:

1 (1 + \/5>" 1 <1 - \/5)"'
VRN VB 2 '
Pojdme si tento vzorec odvodit zvolenim vhodné béze.

Uvazme vektorovy prostor vSech posloupnosti (ag,a,as,...) spolu se séitanim po slozkich a
nasobeni skaldrem. Tento prostor ma nekoneénou dimenzi, a proto se zaméfime na podprostor vSech
fibonacciovskych posloupnosti. Posloupnost {a,} se nazyva fibonacciovskd, pokud spliiuje rekurenci
Qpto = Gpi1 + ap; tedy na rozdil od Fibonacciho posloupnosti mize mit libovolné prvni dva cleny.
Ctenaf miize snadno ovéfit, ze fibonacciovské posloupnosti tvoii podprostor.

Zjevné dimenze tohoto podprostoru je dva, protoze staci zvolit prvni dva ¢leny a zbytek posloup-
nosti je jednozna¢né uréeny, tedy tento prostor je izomorfni R?. Posloupnosti (1,0,1,1,2,3,5,8,...) a
(0,1,1,2,3,5,8,13,...) tvori kanonickou bézi; tyto dvé slavné posloupnosti jsou posunutd Fibonacciho
¢isla a Fibonacciho ¢isla. Zkusime vsak nalézt jednodussi bazi tvorenou posloupnostmi, pro néz budeme
schopni urcit n-ty clen.

Prikladem takové jednoduché fibonacciovské posloupnosti by byla posloupnost a,, = 2™ pro néja-
kou hodnotu z. Ukazeme si, ze existuji dvé takové posloupnosti, které tvori bazi. Protoze a, spliuje
rekurenci, musi x splitovat rovnost 22 = 2"+ + 2" neboli 22—z —1 = 0. Snadnym vypodtem zjistime,
Ze tato rovnost plati pro z = &2—‘/5, a tedy dostavame dvé fibonacciovské posloupnosti:

1+V5Y 1-V5Y
Ap = D) a bn: B .

fo =

(4.4)

Protoze jsou tyto dvé posloupnosti linearné nezavislé, tvori bazi. To, ze se tyto dva vyrazy objevuji
v (4.4) pochopitelné neni nghoda.

Oznac¢me tyto dvé posloupnosti jako vektory a a b. Protoze tvori bézi, existuji pro libovolnou
fibonacciovskou posloupnost koeficienty « a 3, Ze lze tuto posloupnost zapsat jako aa + Sb. Ozna¢me
Fibonacciho posloupnost f. Zbyva dopoéitat koeficienty « a 3, pro které plati f = aa + b. Vyjadiime
si tyto vektory vici kanonické bazi, coz vede na vektorovou rovnici (0,1) = a(1, HT‘F’) +4(1, I’Tﬁ), kdyz
zapiseme pouze prvni dva ¢leny. Tedy dostavame soustavu linearnich rovnic:

a + g = 0,
NG —VEBg _
o + 508 = L
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Vyfesenim této soustavy dostaneme o = %ﬁ) af= 7%,), ¢imz dostévame vzorec (4.4). Dokonce popsand
metoda umoznuje urcit vzorec pro libovolnou fibonacciovskou posloupnost, napriklad pro Lucasova ¢isla,
ktera jsou fibonacciovské posloupnost (2,1,3,4,7,11,18,...); zkuste si ur¢it vzorec jako cviceni.

Vy8e uvedeny postup pravdépodobné pusobi prekvapivé. Vytahli jsme kralika z klobouku v podobé
baze a, = ", ono to nahodou vyslo a nalezli jsme vzorec pro Fibonacciho ¢isla. Neni vsak viibec ziejmé,
jak takovy postup objevit, kdyz ho ¢lovék nezna. V kapitole 7?7 si ukdzeme, ze na tomto postupu neni
nic pfekvapivého. Protoze rekurzivni vztah pro Fibonacciho ¢isla je linedrni, musi podobna béaze vzdy
existovat. Tato baze souvisi s matici -

(i o)

zminénou v kapitole 3 a jejimi vlastnimi vektory. Abychom tuto souvislost mohli popsat, potfebujeme
znat podstatné vic teorie linearni algebry.

4.3 Fundamentalni podprostory a hodnost matice

Pokusime se aplikovat vybudovanou teorii bazi na matice. S kazdou matici jsou spojeny ¢tyfi funda-
mentalni podprostory, o nichz jsme si jiz ukazali ¢astecné vysledky. Ukazeme se dalsi vlastnosti téchto
podprostori, které nam prozradi mnoho uzite¢né o maticich, napriklad jaké maji dimenze. Tim zobec-
nime a lépe pochopime radu vysledku ziskanych v kapitole 3. Navic fundamentalni podprostory jsou
skvélymi priklady podprostort, takze si lépe osvojime strukturalni vlastnosti podprostoru. Také zave-
deme dilezitou definici hodnosti matice, ktery udava, jak moc je dand matice regularni.
Fundamentdlni podprostory. Necht A € R™*". Definujeme pro ni nasledujici ¢ty¥i fundamentalni pod-
prostory, prvni dva uz jsme v textu zminili:

e Jddro Ker(A): Mnozina vSech feSeni Az = 0.

e Obraz Im(A): Mnozina vSech pravych stran b, pro které existuje feSeni Az = b. Na zacatku této
kapitoly jsme si dokazali, Ze tento prostor je roven linedrnimu obalu sloupcovych vektorti matice,
a tedy se také nazyva sloupcovy prostor.

o Rddkovy prostor R(A): Linearni obal fadkovych vektorii matice. Tento podprostor se také obcas
nazyva levy obraz, nebot je roven Im(AT).

o Levé jddro Ker(AT): Mnozina viech feseni ATz = 0. Nézev levé jadro dostal proto, Ze odpovida
nésobeni & zleva, tedy mnoziné viech feseni 27A =0".

Prvni dva podprostory se v textu objevily, protoze nam pomahaly vysvétlit probirana témata. Naptiklad
vime, Ze mnoZina vSech FeSeni Ax = b je rovna afinnimu podprostoru tvofenému posunuti Ker(A) do
libovolného Feseni. (Samoziejmé za predpokladu, Ze alespoii jednou FeSeni existuje.) Obraz matice neboli
sloupcovy prostor se zase prirozené objevil pfi zkouméani linearniho obalu dané mnoziny vektort.

Zatim vsak neni zfejmé, pro¢ zavadime druhé dva podprostory. Ty jsou totiz rovny obrazu a jadru
ATV kapitole 3 zavedli transpozici matice tak, Ze prohodime v matici pofadi indexti; tedy koeficienty
se ,zrcadli“ podle diagonaly. Jeden z hlavnich cilii bude ukazat, Ze je mezi maticemi A a AT vyrazné
hlubsi souvislost, které jsme se jiz dotkli pti dikazu véty 3.7, ze regularita implikuje existenci inverze
z obou stran. Klicové je, ze pokud chceme geometricky pochopit, co linearni zobrazeni reprezentované
matic{ A déld, musime uvazovat také R(A) = Im(AT) a Ker(AT).

ProtoZe matice A je velikosti m x n, uvazme dva vektorové prostory R™ a R". Ctyii fundamentlni
podprostory jsou podprostory téchto prostorti po dvou: Plati, ze R(A) a Ker(A) jsou podprostory R",
a ze Im(A) a Ker(A”) jsou podprostory R™. Fundamentalni podprostory jsou spoleéné zachyceny na
obrazku 4.8, spolu s linedrnim zobrazenim A : & — Ax. Plati, Ze obraz celého R™ je Im(A). Tedy
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alternativni definice obrazu matice je
Im(A) = {Az : x € R"}.

Definice hodnosti. Jak uz jsme zminili, hodnost matice udava, jak moc je dand matice regularni. Existuje
tada ekvivalentnich definic hodnosti, a cilem této kapitoly bude ukazat jejich ekvivalenci a vztahy.
Definujme hodnost rank(A) matice A jako dimenzi Im(A), coz geometricky odpovidd tomu, jak moc
linedrni zobrazeni A : @ — Az zuzuje R". Protoze Im(A) je podprostor R™, zjevné plati rank(A) < m.
Na druhou stranu plati, ze Im(A) je linearni obal n sloupcovych vektort uy, ..., u,, a tedy rank(A4) < n.
Dohromady tedy plati pro libovolnou matici A € R™*", ze rank(A) < min{m,n}. Matice nabyvajici
toho minima maji plnou hodnost, naptiklad regularni matice.
Ptirozenou otazkou je, jak se hodnost chova vici maticovym operacim.

Typicky rank(A + B) # rank(A) + rank(B) a rank(AB) # rank(A) - rank(B). Zadna
presna formule pro vyslednou hodnost obecné neexistuje, protoze hodnost zavisi na tom,
jak se sejdou koeficienty v jednotlivych maticich.

Ctenai mtize jako cviceni zkusit zkonstruovat dvé matice nenulové hodnosti, ze jejich soudet,
respektive souc¢in ma nulovou hodnost. Pokud tedy nejsme schopni urcit pfesné hodnotu, spokojime se
alesponi s nasledujicimi hornimi odhady:

Lemma 4.9. Pro libovolné dvé matice A, B € R™*" plati
rank(A + B) < rank(A) + rank(B).

Diikaz. Mé&jme ¢ € Im(A + B), potom existuje @ spliujici (A + B)x = ¢. Oznaéme Az = a a Bx = b,
tedy @ € Im(A) a b € Im(B). Kliové je, Ze ¢ = a + b, a tedy Im(A + B) lze vygenerovat spoleéné
pomoci Im(A) a Im(B). Pokud si zvolime bazi ay, . .., a) pro Im(A) a bazi by, ..., b, pro Im(B), je obraz
Im(A+B) podprostor L(ax, ..., ax, b, ..., b)) = L(Im(A)UIm(B)). Poviimnéme si, Ze mnoina vektort
ai,...,a, by, ..., by nemusi byt linedrné nezavisld a vechno, co vygenerujeme, nemusi byt v Im(A+ B).
Dostavame vSak rank(A 4+ B) < k + ¢ = rank(A) + rank(B). Diikaz je naznacen na obrazku 4.9. O

Poznamenejme, ze pokud bychom znali dimenzi Im(A) N Im(B), $lo by podle cvieni 4.1 horni
odhad jesté zpresnit.

Obrazek 4.8: Matice A reprezentuje linearni zobrazeni z R™ do R™. Je vyobrazena silna geometricka
struktura fundamentalnich podprostort, jejiz ¢ast si dokazeme v této kapitole a zbytek v nasledujicich
kapitolach.

71



L(Im(A) UIm(B))

Obrézek 4.9: Protoze Im(A + B) je podprostor £(Im(A) U Im(B)), plati horni odhad na hodnost.

Lemma 4.10. Pro libovolné dvé matice A € R™*" a B € R™*P plati
rank(AB) < min{rank(A), rank(B)}.

Diikaz. Plati, ze rank(AB) je dimenze Im(AB). Méme b € Im(AB), potom existuje , ze plati (AB)x =
b. S vyuzitim asociativity vSak dostavame, Ze také existuje y spliiujici A(Bx) = Ay = b. Speciélné je
tedy Im(AB) podprostor Im(A), a proto plati prvni nerovnost rank(AB) < rank(A).

Pro druhou nerovnost uvazme bazi by,...,b; podprostoru Im(AB). Jak uvedeno vyse, podle
definice existuji y,,...,y;, ze Ay, = b;. Klicové je, zZe tyto vektory také musi byt linedrné nezavislé, a
¢tendf to muze zkusit dokdzat. Protoze y,, ..., y, € Im(B), plati, Ze rank(AB) = k < rank(B). O

Poznamenejme, Ze existuji i dolni odhady, které vsak nebudeme piimo potiebovat a ¢tendr si je
muze dokazat jako cviceni 4.7.

Hodnost a regularita. V kapitole 3 jsme se zabyvali podminkami, za kterych existuje inverzni matice.
Prava inverze existuje podle definice, pravé kdyz n soustav Ax; = e; lze vyfesit zaroven. V fedi fun-
damentalnich podprostort to neni nic jiného nez e, ..., e, € Im(A). Pokud v8ak Im(A) obsahuje tyto
vektory, musi také obsahovat jejich linearni obal. Protoze se jedna o kanonickou bazi R", je linearni
obal roven celému R™. Pravd inverze tedy existuje, pravé kdyz Im(A) = R"™. V fedi hodnosti ma ma-
tice A € R™™ pravou inverzi, pravé kdy? je jeji hodnost rovna poétu sloupctit n. Ctvercova matice je
regularni, pravé kdyz ma plnou hodnost.

To, ze Im(A) musi byt celé R", jsme uz ostatné dokazali v tvrzeni 3.4. To fikd, ze matice A ma
pravou inverzi pravé tehdy, kdyz soustava Az = b ma feseni pro kazdou pravou stranu b. Dikaz jsme v
kapitole 3 provedli bez pouziti linearnich obali a bazi, protoze jsme tyto pojmy jesté neméli zavedené.
Toto neni jediny dikaz, ktery by Sel s nové zavedenymi pojmy zjednodusit.

Podobné leva inverze existuje, pravé kdyz rank(A4) = m; to ale zatim neumime dokézat. Vime
pouze, Ze matice A mé levou inverzi, pravé kdyz matice AT ma pravou inverzi. Ta existuje, pravé kdyz
rank(AT) = m. K dokonéeni ditkazu budeme muset ukazat nasledujici vétu:

Véta 4.11. Pro libovolnou matici A € R™ ™ plati
rank(A) = rank(AT).

Véta 4.11 zobecnuje vétu 3.7, ze pro ¢tvercovou matici existuje leva inverze, pravé kdyz existuje
inverze prava. Pokud ¢tvercova matice A € R™™ m4 pravou inverzi, potom rank(A) = n. Tedy podle
véty 4.11 je rank(AT) = n a matice AT m4 pravou inverzi, co je leva inverze matice A. Druh4 implikace
se dokaze identicky. Pfipomenme si, ze hodnost matice udava, jak moc je dand matice blizka regularni.
Véta tedy iika, ze matice A a AT jsou stejné blizko regularité. V textu ukadZeme nékolik ditkazt, jiz v
této kapitole dva ruzné.
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Pro dikaz nejprve ukazme klicovou vlastnost regularnich matic. Podle lemmatu 4.10 plati nerov-
nost rank(AB) < min{rank(A),rank(B)}. Zajima nas, za jakych podminek nastane rovnost. Obecné
néco takového charakterizovat neni snadné; teorie linearni algebry k tomu sice dava nastroje, ale to
je pro nase ucely zbytecné komplikované. Pokud vsak jedna z matic je regularni, lépe Feceno posta-
Cuje existence inverze ze spravné strany, vzdy nastane rovnost. Tedy ndsobeni regularni matici neméni
hodnost.

Lemma 4.12. Necht A € R™ " je libovolnd matice. Necht X € RP*™ mdq levou inverzi, a necht Y € R"*4
ma pravou inverzi. Potom plati

rank(X A) = rank(A) = rank(AY').

Diikaz. Ukdzeme pouze v piipadé matice X. Pokud vynédsobime A zleva, podle lemmatu 4.10 nemtize
hodnost vzrist. Protoze vsak vynéasobeni X zleva mizeme invertovat, nemtize se hodnost ani snizit:

rank(A) > rank(X A) > rank(X "X A) = rank(A). O

Nésobeni regularni matici neméni hodnost. Plati i pro nasobeni obdélnikovou matici,
kterda ma inverzi ze spravné strany.

Poznamenejme, ze znéni lemmatu lze i otoc¢it. Dostavame tak alternativni trochu zvlastni definici
regularni matice, vice ve cviceni 4.2. Nésleduje prvni dikaz véty.

Dikaz véty 4.11. Dukaz provedeme podobné jako v pripadé vety 3.7, s vyuzitim LU dekompozice. Ta
tikd, ze pro kazdou matici A existuje rozklad PA = LU, kde P a L jsou regularni matice a U je
horni trojihelnikové matice v odstupfiovaném tvaru. Podle lemmatu 4.12 plati, ze rank(A) = rank(U).
Podobné plati ATPT = UTLT, a tedy rank(A") = rank(UT). K dokondeni stadi ukazat, Ze rank(U) =
rank(UT). Situace je naznacena na obrazku 4.10.

dimR(U) =r r = dimIm(U)

Obrézek 4.10: Obraz Im(U) obsahuje vSechny vektory, které maji nulové koeficienty b,1, . . ., by,. Prvnich
r nenulovych Fadku tvoii bazi Fadkového podprostoru R(U).

Méjme matici U v odstupnovaném tvaru, kde ma r nenulovych fadka a m — r nulovych radku.
Obraz Im(U) je mnoZina vSech pravych stran b, pro které ma soustava Uz = b TeSeni. Soustava ma
feseni prave tehdy, kdyz jsou koeficienty b,11, . .., b, nulové. Ostatni koeficienty mtzeme zvolit libovolné,
a tedy dimIm(U) = rank(U) = r.

Pro rank(UT) plati, Ze je roven dimenzi ¥adkového prostoru R(U). Protoze kazdy z prvnich r
nenulovych fadki obsahuje pivot na jiném misté, jsou tyto fadkové vektory linedrné nezavislé. A zjevné
generuji R(U), tedy dim R(U) = rank(UT) je také rovna r. Tedy rank(U) = rank(U"), jak jsme potie-
bovali. |

Jako diisledek dostéavame, Ze levé inverze existuje pro matici A € R™*", pravé kdyz rank(A) = m.
Hodnost matice 1épe osvétluje vysledky ziskané v kapitole 3.
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Dimenze fundamentdlnich podprostori. Jiz jsme se zabyvali hodnosti, kterda v fe¢i fundamentéalnich
podprostort fika, jak velky je obraz matice Im(A). Nyni se budeme zabyvat i ostatnimi fundamentalnimi
podprostory a jejich velikostmi. Také si ukazeme, jak se fundamentalni podprostory méni pii aplikovani
maticového nasobeni.

Uvazme naptiklad vétu 4.11 preformulovanou v feéi fundamentalnich podprostort. Ta fika klicovou
vlastnost, ze dimenze fadkového prostoru R(A) a dimenze sloupcového podprostoru/obrazu Im(A) je
stejnd. Diivod je ten, 7e R(A) = Im(A") a dimenze Im(A) a Im(AT), coz jsou hodnosti A a AT, se podle
véty rovnaji. Tuto vlastnost jsme zamérné vyobrazili na obrazku 4.8 pomoci stejné velkych obdélniki
reprezentujicich R(A) a Im(A).

Pro libovolnou matici A € R"™*" plati

dim R(A) = rank(AT) = rank(A4) = dim Im(A).

Méjme libovolnou matici A a vynasobme ji néjakou matici X zleva. Uvazme, jak se zméni fadkovy
podprostor a jadro. Jaddro Ker(X A) je mnozina vSech Feseni X Az = 0. Tedy pokud @ € Ker(A), také
x € Ker(XA). Ohledné fddkového podprostoru, podle definice maticového nésobeni je z kazdy fadka
X A linearni kombinaci fadkt A, jak je naznaceno na obrazku 4.11. Tedy naopak R(X A) je podprostor
R(A). Dostavame tedy:

Ker(A) € Ker(XA) a  R(A) DR(XA). (4.5)

Pti nasobeni X zprava néco podobného neplati. Pfedné Ker(AX) a R(AX) mohou byt podprostory
jiného prostoru nez Ker(A) a R(A). I kdyZ matice X je ¢tvercova, mohou byt tyto podprostory zcela
odlisné.

a — 1101 + -+ TGy —
1

a — T210a1 +--+ L2,nAn —
2

X : . = | —23101 + -+ T3nQn—
aTL

—Tm, 101 + -+ Tm,nQn—

Obrazek 4.11: Radkové vektory X A jsou linearni kombinace fadkovych vektort A, kde koeficienty téchto
kombinaci jsou fadkové vektory X.

Obdobné vztahy viak plati pro Ker(AT) a Im(A) pfi ndsobeni X zprava. Tedy Ker(AT) se miize
zvétsit a Im(A) se mtize pouze zmensit. Nasobeni X zleva mtize fundamentalni podprostory Ker(AT) a
Im(A) libovolné zménit.

Podobné jako v dikazu lemmatu 4.12, pokud matice X m4 levou inverzi, dostavame v (4.5)
rovnosti mezi podprostory. Pokud by se totiz napiiklad jadro Ker(X A) zvétsilo, muselo by se jadro
Ker(X ' X A) opét zmensit na Ker(A), coz podle (4.5) neni mozné.

Nyni uz vime dost na to, abychom urcili dimenzi jadra.

Tvrzeni 4.13. Necht A € R™*" je libovolnd matice. Potom dim R(A) + dim Ker(A) = n.

Diikaz. Nejprve ukazme, Ze to plati pro matici U v odstuptiovaném tvaru. Zde je dim R(U) rovna poc¢tu
nenulovych fadki, coZ je také pocet pivott a rank(U). Dimenze jadra je naopak pocet sloupct, v kterych
se nevyskytuje pivot, protoze hodnoty téchto proménnych muizeme libovolné zvolit. Pro libovolnou z
téchto voleb uz je hodnota proménnych ve sloupcich s pivoty jednoznaéné uréena, a tedy dim Ker(U) =
n — dim R(U). Pro libovolnou matici v odstupiiovaném tvaru tvrzeni plati.
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Obrazek 4.12: Fundamentélni podprostory z obrazku 4.8 s doplnénymi dimenzemi podprostort.

Necht A je libovolnd matice a uvazme jeji LU dekompozici PA = LU. Plati, 7e A = (PTL)U,
tedy A vznikne z U vynésobenim zleva matici, kterd ma levou inverzi. Tedy podle vyse uvedeného plati
R(A) = R(U) a Ker(A) = Ker(U), specidlné plati vySe dokdzané velikosti jejich dimenzi. O

Poznamenejme, ze tento vysledek dava smysl vzhledem k tomu, jak funguje Gaussova eliminace.
Ta provadi regularni tpravy, které odpovidaji ndsobeni matice A regularnimi maticemi tprav R zleva.
Tim neménime mnozinu FeSeni, ktera je afinni podprostor vznikly posunutim Ker(A). Také neménime
to, co lze vygenerovat z fadkovych vektort matice, tedy fadkovy podprostor R(A).

Aplikovanim tvrzeni 4.13 na AT dostavame, Ze soucet dimenzi obrazu a levého jadra je vidy roven
m. Nésobeni zleva regularni matici typicky méni tyto dva fundamentélni podprostory, jejich velikosti se
vsak podle véty 4.11 neméni. Dostavame tedy nasledujici fundamentélni fakt linearni algebry:

Necht A € R™*" je libovolna matice a necht r = rank(A). Potom:

dimR(A) = dimIm(A4) = r, dimKer(A) =n —r, dimKer(AT) =m —r.

Nezavislost fundamentélnich podprostoriu. Zaméime se pouze na fadkovy podprostor a jadro, protoze
pro obraz a levy kernel dostaneme analogicky vysledek aplikovanim na AT. Vime, ze R(A) a Ker(A)
jsou podprostory R™ dimenze r a n — r. Dokazeme si, ze neni nahoda, ze se tyto dimenze presné sectou
na n, coz je dim R"; fadkovy prostor a jadro jsou totiz linearné nezavislé a spolecné generuji R™.

Tvrzeni 4.14. Pro libovolnou matici A plati R(A) N Ker(A) = {0}.

Dikaz. Necht @ € R(A) N Ker(4), chceme ukazat, ze & = 0. Protoze x lezi v jadru, plati Az = 0.
A protoze nalezi do fadkového podprostoru, coz je Im(AT), existuje y, pro které ATy = x. Slozenim
téchto dvou rovnosti dostavame AATy = 0, tedy y € Ker(AAT). Ukdzeme, 7e y € Ker(AT), a tedy
vyjde ATy =a = 0.

Pro libovolnou matici A totiz plati Ker(AAT) = Ker(A"), coz nyni dokdZeme. Inkluzi Ker(AAT) D
Ker(AT) jsme uz argumentovali vyse, nebot plati pii libovolném nasobeni matici zleva. Pro druhou
inkluzi vSak nepotfebujeme existenci levé inverze matice A, plati v pifpadé AAT obecné. Uvazme
AATy = 0. Vynasobenim zleva y' zachovame rovnost a udélame vyraz vice symetricky:

y'0 =y AATy = (ATy)"(ATy) = 2"z

Oba souéiny y'0 a z'z jsou matice 1 x 1 a budeme na né nahlizet jako na realna é&isla.
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Zjevné y'0 = 0. Pro vektor z = (1, ..., 2,) dostdvdme po rozepsani podle definice maticového
nasobeni N
2lz= A=+ 42k (4.6)
i=1
Pro redlnd ¢fsla plati z2 > 0 a rovnost nastéva pouze pro nulu. Tedy soudet (4.6) miZe byt roven
nule pouze tehdy, kdyz ATy = z = 0. Proto y € Ker(AT) a dostavame druhou inkluzi Ker(AAT) C
Ker(AT). O

Aplikovanim na AT dostaneme, 7e také Im(A) N Ker(AT) = {0}. Proto se fundamentalni podpro-
story protinaji presné tak, jak je to naznaceno na obrazku 4.12. Doplime si tvrzeni nékolika dilezitymi
poznamkami.

Pfedné ditkaz mize ptisobit trikové, nebof neni jasné, jak jsme piisli na to vyraz AATy = 0
zleva vynasobit y'. Jedn4 se viak o hlubsi geometrickou souvislost, kterou lépe osvétlime v kapitole ??
pomoci skalarniho soucinu. Duvod je, Ze toto tvrzeni pfirozené nepatii do této kapitoly a mélo by spis
byt obsazeno pozdéji v textu. Prozatim se tedy spokojime s tim, Ze jsme dikaz takto ,vyhaluzili“.

Mimochodem objeven4 rovnost mezi jadry AT a AAT neni jedina spoleéna vlastnost téchto matic.
Ctenaf miize zkusit dokazat, Ze se shoduji i jejich fadkové podprostory. Aplikovanim na AT dostavame
také Ker(ATA) = Ker(A4). Obecné matice ATA a AAT maji fadu spoleénych vlastnosti s A a AT
vzhledem k fundamentalnim podprostortim. Navic obé matice ATA a AAT jsou symetrické a maji dalsi
silné vlastnosti. Tedy v fadé situaci je mozné uvazovat tyto matice misto ptivodnich A a AT a zjednodusit
si FeSené problémy. Poznamenejme, Ze druhy zptisob zesymetri¢téni ¢tvercové matice je %(A + AT).

Diikaz tvrzeni 4.14 je naprosto zavisly na vlastnosti realnjych &isel, ze 22 > 0 a rovnost nastava

presné pro x = 0. V kapitole 6 zavedeme zobecnéni realnych ¢isel zvané algebraicke téleso, nad kterymi
Ize podobné vybudovat vektorové prostory a celou linearni algebru. V nékterych télesech vlastnost 22 > 0
neplati, napiiklad protoze symboly > a > viibec nemaji smysl. Potom Ker(AAT) miize byt striktné vétsi
ne# Ker(AT) a miiZe existovat nenulovy vektor & v primiku R(A) a Ker(A).
Piimy soucet. Dva podprostory U a V nazyvame linedrné nezdvislé nebo zkracené nezdvislé, pokud
U NV = {0}. Linearni obal sjednoceni dvou nezavislych podprostort se nazyva primy soucet U a V.
a pouZiva se nasledujici znaceni U @ V = L(U U V). Ctenaf si miize zkusit ve cviceni 4.3 dokazat, Ze
dim U+dim V' = dim (U®V). Navic pro libovolny vektor ¢ € U®V existuji jednoznaéné urcené vektory
z,€Uax, €V, x,+ x, = Libovolny vektor z € U ® V lze zapsat jako dvojici (z,,x,), coz
vede na alternativni definici pfimého soucet, vice ve cviceni 4.4.

Tvrzeni 4.14 mé nésledujici alternativni interpretaci. Pro libovolnou matici jsou podprostory R(A)
a Ker(A) linedrné nezévislé. Protoze dim R(A)+dim Ker(A) = n, generuji tyto dva nezévislé podprostory
dohromady celé R", tedy

R(A) @ Ker(A) = R".
Libovolné x € R" lze rozlozit na slozku @, v fadkovém podprostoru a x; v jadru, ze * = x, +x;. V pristi
kapitole si ukdzeme, ze linearni zobrazeni x — Az se chova velice pékné vici témto slozkam. Spolu s
dimenzemi fundamentélnich podprostort jsou toto dvé ¢asti fundamentélni véty linearni algebry, kterou
si postupné budeme odhalovat.

Pro libovolnou matici A € R™" plati, ze R(A) a Ker(A) jsou linedrné nezavislé a
podobné Im(A) a Ker(AT) jsou linearné nezavislé. Navic

R(A) ® Ker(4) =R" a Im(A) ® Ker(AT) = R™.

Dtivodem je, 7e Ker(AAT) = Ker(AT) a Ker(ATA) = Ker(A).
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*Matice hodnosti jedna. Uvazme matici A € R™*", ktera ma hodnost jedna. Ukazeme si, Ze vSechny
tyto matice maji velice jednoduchou algebraickou strukturu. Muze to pusobit jako zabavna hficka, ale
nakonec si ukdzeme, Ze z toho vyplyvaji zajimavé vlastnosti. Pfipomenme, ze hodnost matice je dimenze
tadkového podprostoru a soucasné dimenze obrazu. V nasledujicim textu budeme hodné pracovat se
sloupci matice, a proto budeme obraz alternativné nazyvat jako sloupcovy podprostor.

Ukazme si nejprve priklad matice hodnosti jedna:

1 -2 3
A= 2 -4 6
-3 6 -9

Mizeme si vSimnout, ze fadky a sloupce se hodné opakuji. Divodem je, ze jak fadkovy, tak sloupcovy
podprostor maji dimenzi jedna. Daji se tedy vygenerovat pomoci jediného vektoru.

Zaméfme se na sloupcovy podprostor. Zvolme libovolny vektor & € Im(A), vSechny sloupce
jsou jeho linearni kombinace, coz jsou ndsobky ax. Pokud xi,...,x,, jsou sloupce matice A, exis-
tuji redlnd ¢isla yi, ..., ym, ze ; = y;x. Pokud uspofadame tyto realna cisla do sloupcového vektoru
y=(y1,...,Ym), dostavame v fe¢i maticového nasoben{ elegantni zapis A = xy'. Poviimnéme si taks,
Zze y € R(A), tedy Ze jsme mohli postupovat obriceng, zvolit vektor y z Fadkového podprostoru a ziskat
vektor x jako vektor koeficientt linedrni kombinace.

V piipadé vyse uvedeného prikladu mizeme napiiklad jako y pouzit prvni sloupec a dostavame

1 -2 3 1
A=(2 -4 6 |=(2 |1 -2 3)=ay".
-3 6 -9 -3

Nasledujici lemma elegantné charakterizuje matice hodnosti jedna.

Lemma 4.15. Matice A € R™"™ md hodnost jedna, pravé kdyz existuji nenulové vektory € € R™ a
y € R", pro které plati
A==zy". (4.7)

Navic vidy plati © € Im(A) a y € R(A).

Driikaz. Jiz jsme ukédzali, Ze pro matici A hodnosti jedna lze zvolit feknéme x € Im(A) a y € R", Ze
plati A = xy". Protoze je matice A nenulové, ur¢ité jsou oba vektory nenulové. Zbjva ukizat obracenou
implikaci.

Predpokladejme, ze existuji nenulové vektory & = (z1,...,%,) a y = (y1,...,Yn), pro které plati
A = zy". Matice A je nenulova, tedy jeji hodnost je alespoii jedna. Podle definice maticového nasobeni
je i-ty fadek A roven z;y7, tedy dimenze fadkového podprostoru je jedna. Podobné je j-tj sloupec A
roven y;x, tedy i dimenze sloupcového podprostoru je rovna jedné. Proto je hodnost A rovna jedné a
plati € Im(A) a y € R(A).

Alternativné jsme mohli k dokdzani jednickové hodnosti pouzit lemma 4.10 o hodnosti soucinu
matic. P¥imo by z toho v8ak nevyplynulo, Ze « € Im(A) a y € R(A). O

Poznamenejme, 7e soucin xy" je zcela rozdilng od soucinu «'y z ditkazu tvrzeni 4.14. Ten prvni
se nazyva tenzorovy soucin nebo také vnéjsi soucin a jeho vysledkem je matice m x n. Pro druhy soucin,
zvany skalarni nebo vnitini, musi byt oba vektory stejné délky a vysledkem je matice 1 x 1, alternativné
realné ¢islo. Oba sou¢iny maji kli¢ové misto v linedrni algebfe a budeme se jimi pozdéji zabyvat.

Prirozena otazka je, jestli by lemma 4.15 neslo zobecnit na vyssi hodnost, tieba dva nebo obecné
k. Nasledujici tvrzeni je takové zobecnéni:
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Tvrzeni 4.16. Necht A € R™" je libovolnd matice hodnosti k. Potom existuji vektory xy,...,x) €
IHI(A) a Yy, Y € R(A)r Ze
A=ziyl +- - zyp (4.8)

Diikaz. V dukazu muzeme postupovat tplné stejné jako v dikazu lemmatu 4.15. Pokud ma matice
hodnost k, ma sloupcovy prostor dimenzi pfesné k a muzeme zvolit libovolné jeho bazi x4,...,x; €
Im(A). Plati, ze i-ty sloupec matice A je linedrni kombinace yy ;@1 + - - - + Yy ;@) Zapsanim koeficientt
y1,; do vektoru y,, koeficientt y»; do y,, a tak dale az y;; do y,, dostavéame slibovanou rovnost (4.8). Je
snadné nahlédnout, ze y,,...,y, € R(A). Dokonce generuji fadkovy podprostor, nebot libovolny fadek

matice A z nich lze vygenerovat. |
V dikazu jsme pochopitelné mohli postupovat obracené, tedy zvolit si k-prvkovou bazi yy, ...,y
tadkového podprostoru a zkonstruovat prislusné vektory @y, ..., x; generujici sloupcovy podprostoru.

7 toho dostavame alternativni dikaz véty 4.11, Ze dimenze fadkového a sloupcového podprostoru je
pro libovolnou matici stejnd. Z dikazu tvrzeni totiz vyplyva, ze dimIm(A) > dimR(A), a z alterna-
tivniho postupu vyplyva obrdcend nerovnost dimIm(A) < dimR(A). Obesli jsme se tedy Gplné bez
odstupniovaného tvaru a LU dekompozice.

Tvrzeni 4.16 ma alternativni znéni. Matici hodnosti k lze zapsat jako soucet k matic A; hodnosti
jedna, kde A; = z;y]. Podle lemmatu 4.9 vime, 7e tento pocet je nejlepsi mozny, nebot

rank(A; + - + Ay) <rank(A4;) + - +rank(4;) = k.

Cviceni 4.5 je zesileni tvrzeni ve stylu lemmatu 4.15. Cviceni 4.6 se zabyva tim, jak vektory x; a y;
nalézt algoritmicky.

Kazda matice A hodnosti k je rovna souc¢tu k matic hodnosti jedna:

A=A+ + Ay =ay] +-- +xy).

*Komprese obrazki. Mozna to miuze pusobit prekvapivé, ale tvrzeni 4.16 je vyrazné hlubsi nez se muze
zdat a ma praktické aplikace. Lze ho totiz pouzit ke kompresi dat uloZenych ve formé matice malé
hodnosti k. Pfi standardnim ulozeni matice A € R"™*" potfebujeme ulozit mn c¢isel. Misto toho vSak
mutzeme pouze ulozit & dvojic vektortt (z;,y;) a matici zrekonstruovat podle (4.8). Pro uloZeni téchto
vektori si sta¢i pamatovat k(m + n) ¢isel, coz miize byt v piipadé malé hodnosti k& vyraznd tspora.

Tento postup lze napiiklad pouzit pii ukladani obrazki. Pii rozliSeni m x n mutzeme obrazek
reprezentovat jako matici A € R™*", kde koeficient a; ; kéduje barvu pixelu na pozici (i, j), feknéme
jako ¢islo v intervalu [0, 1] reprezentujici odstin Sedi. Pokud mé matice A malou hodnost &, dokdzeme
obrazek ulozit v mnohem mensi paméti nez mn.

Potiz s timto postupem je, Ze typickd matice A bude mit hodnost blizkou plné hodnosti min{m, n},

a tedy dokonce k(n+m) > nm a zadné tspory nedosdhneme. Lze vSak matice Ay, ..., A, zvolit tak, Ze A,
obsahuje dominantni hodnoty z A, A, druhé nejdulezitéjsi, az Ay ty nejméné dulezité. Potom muzeme
pouzit kompresi, pii které zapiSeme pouze prvnich ¢ nejdilezitéjsich matic Ay, ..., Ay. Pochopitelné

A; + -+ + A/ neni presné rovno matici A, ale mizeme se s vysledkem dostat hodné blizko a vyznamné
udetiit pamét.

Obrazek 4.13 obsahuje priklad pouziti této komprese. Samoziejmé reidlné pouzivané postupy v
metoda komprese fotek JPEG je zaloZzena na jiném principu a je vyrazné efektivnéjsi. Tato komprese je
tedy spise ilustraci tvrzeni 4.16. Pfesto mizeme dosdhnout zejména na vétsich obrazcich slusné uspory.
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hodnoty z matice A. Také nevime, jak tyto specidlni matice Ay, ..., Ay najit. Obéma nedostatkim se
zatim nebudeme vénovat, protoze vyzaduji vyrazné pokrocilejsi znalost linearni algebry. Souvisi totiz se
singularnim rozkladem matice (SVD), coz je jeden z pomérné nedévnych objevi linedrni algebry. Tento
rozklad povi o matici A prakticky vSechno a ma celou fadu tzasnych aplikaci naptiklad v analyze dat,
signalu, statistice. Na druhou stranu neni tplné levné a snadné ho spocitat.

Shrnuti

V této kapitole jsme popsali fadu klicovych pojmu linearni algebry a jedné se o dosud nejhutnéjsi ¢ast
textu. Ziskali jsem vyrazné lepsi nahled do struktury vektorovych podprostort. Ukazali jsme, ze li-
nearni kombinace jsou ekvivalentni libovolné posloupnosti vektorovych operaci, a tedy pro uzavienost
na vektorové operace staci studovat uzavienost na linearni kombinace. Jako elegantni popis vektoro-
vého podprostoru muzeme zvolit idedlné malou mnozinu vektoru tak, Ze podprostor je roven mnoziné
vSech jejich linearnich kombinaci. Tim dostdvame alternativni popis linearniho obalu jako nejmensiho
vektorového podprostoru obsahujici danou mnozinu vektort.

Chceme, aby mnozina vektori popisujici vektorovy podprostor byla co nejmensi. Pfirozené jsme
zavedli linedrni nezavislost, ktera ik, ze mnozina neobsahuje zadné nadbytecné vektory. Linedrné ne-
zavisla mnozina generujici cely prostor se nazyva baze, lze uvazovat 1 baze pro podprostory. Protoze se
kazdy vektor da vyjadrit jednozna¢né jako linearni kombinace bazickych vektort, zavadi baze souradny
systém nad vektorovy prostorem. Steinitzova véta umoznuje rozsifovat nezavislé mnoziny na baze a
popisuje velice bohatou strukturu vsech bézi. Klicovy dusledek Steinitzovy véty je, ze kazda baze vek-
torového podprostoru ma stejnou velikost a tato velikost se nazyva dimenze. Navic véta o izomorfismu
tika, ze vektorovy prostor dimenze n ma stejnou algebraickou strukturu jako R™.

Ziskané poznatky jsme dale aplikovali na ¢tyfi fundamentélni podprostory definované matici: obraz
(neboli sloupcovy podprostor), jadro, fadkovy podprostor a levy kernel. Navic jsme zavedli klicovou
definici hodnosti matice, kterd udavé, jak moc je matice blizka reguldrni. Hodnost matice rank(A) mé
nékolik moznych ekvivalentnich definic, jak jsme v textu ukézali:

e Hodnost je dimenze obrazu, neboli pocet linearné nezavislych sloupcti matice.

e Hodnost je dimenze fadkového podprostoru, neboli pocet linedrné nezavislych radki.

e Hodnost je pocet nenulovych fadki v odstupniovaném tvaru matice.

e Hodnost je nejmensi pocet matic jednickové hodnosti, které se se¢tou na matici A. (Matici hodnosti
jedna lze zadefinovat i bez hodnosti jako xy™ pro nenulové vektory x a y.)

Ohledné fundamentalnich podprostori jsme ukézali prvni dvé ¢asti fundamentalni véty linedrni
algebry. Zatim vime, Ze pro matici A € R™*™ plati:

e Necht r = rank(A). Potom
dimR(A) = dimIm(A) = r, dimKer(A) =n —r, dim Ker(AT) =m — 7.

e Radkovy podprostor je linedrné nezévisly s jadrem, obraz je linearné nezavisly s levym jadrem a
tyto podprostory generuji ptislusné vektorové prostory:

R(A) @ Ker(4) =R" a Im(A) ® Ker(AT) = R™.

Jeden mozny zpusob, jak si tyto klicové vlastnosti zapamatovat, je obrazek 4.12, ktery nas bude provazet
v ruznych variantach po zbytek textu.
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(a) pivodni obrazek (c) £ =2, velikost 2%

(d) € = 3, velikost 3% (f) ¢ = 10, velikost 10%

(i) ¢ = 75, velikost 75%

(g) £ = 25, velikost 25% (h) £ = 50, velikost 50%

Obrazek 4.13: Autorova fotografie rize velikosti 200 x 200 pixeli. Pivodni matice (a) ma plnou hodnost
200. Zkomprimované obrazky (b) az (i) jsou ukdzany pro osm riznych voleb ¢, spolu s procentudlni
velikosti viiéi piivodnimu obrazku. Pro £ = 1 je v obrazku (b) dobfe vidét struktura xy’. V piipadsé
poslednich dvou voleb (h) a (i) je uz vysledny obrazek velice podobny ptvodnimu.
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Cviceni
Necht U a V jsou dva libovolné podprostory. Dokazte diilezitou rovnost, které se ¥ikd modularita:
dimU 4+ dimV =dim(UNV) +dim LU UV).

Dokazte nasledujici alternativni definici regularni matice. Ctvercova matice R € R™*" je regulérni,
pravé kdyz pii nasobeni libovolné matice A € R™*™ neméni hodnost:

rank(RA) = rank(A) = rank(AR).

Necht U a V' jsou dva linedrné nezavislé podprostory. Dokazte, ze dim U+dim V' = dim U@ V. Také
dokazte, ze pro libovolny vektor & € U @V existuji jednoznacné urcené vektory x, a x,, ze €, +x, = .

Zpisob, jakym jsme nadefinovali pfimy soucet v této kapitole, se nékdy nazyva vniting primy soucet.
Ze dvou nezavislych podprostora U a V' jsme uvnitf néjakého vektorového prostoru X vybudovali vétsi
podprostor U @ V' uvnitt X.

Pochopitelné existuje také vnejsi primy soucet dvou vektorovych prostort X a Y, ktery budeme
znadit X x Y. Prvky X x Y jsou vSechny dvojice (x,y), kde z € X a y € Y. Vektorové operace s¢itani
a nasobeni skalarem se aplikuji na dvojicich po slozkach:

(@1, Y1) + (@2,Y) = (1 + @2,y +y,)  a  a-(z,y)=(a-z,a y).

Dokazte, ze vysledny objekt X x Y je vzdy vektorovy prostor.

Také ukazte, Ze v pripadé dvou linearné nezavislych podprostori U a V jsou U &V a U x V
izomorfni. (Uvédomme si, Ze to jsou matematicky jiné objekty: U @ V' je podprostor X, zatimco U x V
je vektorovy prostor dvojic (u, v). Algebraicky vSak maji stejnou strukturu.)

Zesilime tvrzeni 4.16 ve stylu lemmatu 4.15. Dokazte, ze vektory xq,...,oT; a y;,...,y; jsou
linedrné nezavislé. Navic pokud pro libovolné linearné nezavislé vektory plati

A:wly}—+~-~+wkyz7

potom rank(A) = k, @1,...,x; je baze Im(A) a y,,...,y, je bdze R(A). Navic pro libovolnou volbu
jedné baze existuje jednoznacné urcena druha baze.

Navrhnéte algoritmus, ktery pro zadanou matici A v koeficientech nalezne nejmensi pocet vektort
Ti,...,TpaY,...,Y; aby platilo
A=al + o+ o]

Jak uz jsme zminili, obecné muze byt hodnost A + B klidné nulova, i kdyz obé matice A a B
maji nenulovou hodnost. Pokud vSak ma feknéme A velkou hodnost a B malou, dava smysl, zei A+ B
musi mit velkou hodnost. Naleznéte co nejlepsi dolni odhady pro hodnosti rank(A + B) a rank(AB) a
ukazte na prikladech, ze jsou optimalni.
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Kapitola 5

Linearni zobrazeni

V predchozich kapitolach jsme se seznamili se strukturou vektorovych prostort a jejich podprostort.
Také jsme popsali zakladni vlastnosti matic. Zatim v8ak chybi propojeni mezi maticemi a vektorovymi
prostory, vyjma toho, Ze je muzeme pouzit naptiklad k elegantnéjsimu zapisu soustavy linearnich rovnic
jako Ax = b. V této kapitole vytvorime tento chybéjici most a ukazeme, pro¢ jsou matice klicovym
pojmem linearni algebry.

Na matici 1ze nahlizet dvéma rozdilnymi zptsoby. Mizeme s ni pracovat jako s tabulkou ¢isel,
které reprezentuji urcita data. Tento pohled je zejména u studentti informatiky nejrozsifenéjsi. Neméné
dulezity je vSak i druhy pohled. Kazda matice popisuje geometrickou transformaci vektorového pro-
storu. Velka ¢ast linedrni algebry se zabyva tim, jak s témito transformacemi pracovat a pochopit jejich
vlastnosti. Matice ¢asto popisuje vyvoj néjakého uzavieného systému a nasim tkolem je urcit, co se se
systémem stane.

Predstavme si napfiklad most. Ten se skldda z fady komponent, které na sebe ptisobi. Ptirozené
miZzeme tyto ptsobeni reprezentovat matici, kde do slozky (i, j) zapiSeme, jak i-t4 komponenta ptisobi
na j-tou. Vsimnéte si, ze zde nahlizime na matici jako na data. AvSak matice také popisuje proces nad
komponentami mostu, tedy to, jak se pusobenim sil most transformuje z jednoho stavu do jiného. Je
zcela ptirozené zabyvat se nasledujicim problémem. Most se nachézi v poc¢ateénim stavu a nechame jeho
komponenty na sebe ptsobit po néjaky ¢as. Tim, jak na sebe komponenty pisobi, se dostane most do
jiného stavu. Nas pochopitelné zajima, jaky ten stav bude a jestli napriklad most nespadne.

Dnesni stavitelé mostu vyuzivaji software zalozeny na algoritmech linearni algebry, ktery jim
umoznuje analyzovat strukturu mosti a dalsich staveb. V davnéjsich dobach podobné analyzy nebyly
mozné, coz napiiklad vedlo v roce 1940 k padu Spatné navrzeného mostu pifes uzinu Tacoma vlivem
relativné slabého ptisobeni vétru.() T drobné vlivy mohou mit velké nasledky, pokud se nevhodné slozi
dohromady.

5.1 Matice jako reprezentace

7 pohledu abstraktni algebry je linearni algebra studium vektorovych prostort a linearnich zobrazeni.
Vektorovym prostortim jsme se uz vénovali a je na ¢ase se podivat na linearni zobrazeni.
Linedrni zobrazeni. Méjme dva vektorové prostory U a V. Linedrni zobrazent je zobrazeni f : U — V
spliujici néasledujici dvé podminky, souhrnné nazyvané linearita:
fle+y) = flz)+ fly) pro libovolné x,y € U,
flax) = af(x) pro libovolné ¢ € U a o € R.

(U Doporu¢uji vyhledat tfeba na YouTube video ,, Tacoma Narrows Bridge“, které ukazuje most houpajici se a vlnici se
pod vlivem vétru.
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Povsimnéme si, Zze na levé strané rovnosti jsou pouzité vektorové operace U, zatimco na pravé strané
operace V. Mohli bychom linearitu zapsat jednou rovnosti jako f(ax + fy) = af(x) + 8f(y), nicméné
rozepsani do dvou podminek povazuji za prehlednéjsi.

Dobrymi ptiklady linearnich zobrazeni jsou geometrické transformace, které c¢tenar urcité zna.
Ztstatime pro jednoduchost v roving, tedy U = V = R2. Na obrazku 5.1 jsou ptiklady &tyi geome-
trickjch transformaci. Ctenf si miiZe rozmyslet, pro¢ jsou tato zobrazeni linedrni. Abychom to vsak
mohli dokazat, potfebovali bychom je geometricky definovat, coz délat nebudeme. Ctenaf si také miize
rozmyslet, ze posunuti o nenulovy vektor neni linedrni zobrazeni.

flx+y)
y Tty
f() f(x) 50%l

50%'{
R2 R?

(b) vertikdlni roztazeni na 50%

y w+y vﬂwﬂ/) y wty
— Y)
- \ e

— | = /(@) p*\ N

R? R?

(c) vertikélni zkoseni (d) kolmé projekce na pifmku p

Obrézek 5.1: Ukdzka ¢yt geometricky transformaci, které jsou linedrni, spolu s obrazy vektort f(z),
f(y) a f(x +y). Obréazek ilustruje, Ze pro tyto vektory plati linearita f(z +y) = f(z) + f(y).

Motivace. Proc¢ je zrovna linearita tak klicova vlastnost zobrazeni, Ze ji chceme vénovat celou kapitolu?
nosti prenasi strukturu U dovnit¥ struktury V. Kazdé linearni zobrazeni je homomorfismus, coz je v
algebfe obecny néazev pro zobrazeni chovajici se hezky viéi algebraickym operacim.

Plati, ze velka ¢ast struktury je zachovana homomorfismem. Napfiklad méjme rovnost u+v = w.
Zobrazenim obou stran linearnim zobrazenim f : U — V a rozepsanim levé strany podle linearity
dostavame:

fu) + f(v) = f(w).
Rovnost z U je tedy zobrazenim do V zachovana.

Historickd motivace pro studium homomorfismi vychazi ze snahy o feSeni diofantickych rovnic.
Diofantické rovnice jsou rovnice pro celd ¢isla. Napfiklad rovnice 2" + y™ = 2", pro kterou hledame
feSeni x,y,z € Z. Slavna Velkd Fermatova véta, dokdzand v roce 1995 Andrew Wilesem, tiké, Zze pro
n > 3 neexistuje zadné feseni. Obecné je velice obtizné vyfesit diofantické rovnice, ostatné v roce
1970 Yuri Matiyasevich dokazal, ze problém feSeni diofantickych rovnic je algoritmicky nefesitelny;
neexistuje obecny algoritmus, ktery by pro zadanou diofantickou rovnici rozhodl, zda ma feseni nebo
ne. Pochopitelné muze algoritmus zkouset dosazovat vSechna mozné celoéiselnd ohodnoceni a zastavit
se v piipadé, Ze nalezne libovolné feseni. Pokud vSak fesSeni neexistuje, algoritmus se nikdy nezastavi.
Algoritmicka nefesitelnost ika, ze zadny esencialné lepsi postup neexistuje.

83



A jak tohle souvisi s homomorfismy? Pokud fesime obtizny problém, je ¢asto uziteéné fesit jedno-
dussi variantu, idealné pokud tato jednodussi varianta fekne néco o feseni ptivodniho problému. Uziteéna
technika pro feseni diofantickych rovnic je fesit modulo néjaké pevné zvolené ¢islo k, coz odpovida feseni
v Zy = {0,1,...,k—1}. Napiiklad lze ukdzat, Ze pro libovolné piirozené ¢islo n ma n? zbytek 0, 1 nebo
4 modulo 8. Tedy rovnice obsahujici druhé mocniny muze byt vyrazné jednodussi v Zg nez v Z. Pocho-
pitelné neni pravda, ze kazdé nalezené feseni v Z;, odpovida feSeni v Z, presto se vSak muzeme ledacos
o puvodni diofantické rovnici dozvédét, uvazujeme-li napiiklad modulo rizna k. A kde se nachézi onen
homomorfismus? Pocitani modulo & neni nic jiného nez pouziti homomorfismu ¢ : Z — Zj;. Lidé se
snazili tyto techniky pochopit a zdokonalit, a tim doslo k rozvoji celé abstraktni algebry.

Obrazy linearnich kombinaci. M¢jme linearni zobrazeni f : U — V. Muzeme si nejprve vsSimnout, ze
linearita implikuje, Ze obrazem nuly musi nutné byt nula:

f(0)=f(0-0)=0-f(0)=0, alternativné  f(0) = f(0—0) = f(0) — f(0) =0.

Dokonce jsme ukazali dva rtizné dikazy, kazdy vyuzivajici jinou z vlastnosti linearity.
Podobné obrazem libovolné linearni kombinace je linearni kombinace obrazt:

; (z am) =3 flom) = 3w, (5.1)

kde prvni rovnost plati opakovanym pouzitim linearity na soucty, a druhéd rovnost plati aplikovanim
linearity na soucin v kazdém ¢lenu sumy.

Pokud zndme obrazy i, ...,&,, zndme podle (5.1) také obrazy linedrniho obalu L(x1,...,x,).
Specialné pokud tyto vektory tvori bazi U, je celé linedrni zobrazeni jednozna¢né urcené. Pokud chceme
popsat libovolné linearni zobrazeni, staci uvazit libovolnou bazi a popsat pouze jeji hodnoty. Libovolny
dalsi vektor ma jednozna¢né urcenou linearni kombinaci viéi této bazi, a tedy i jednoznacéné urcenou
hodnotu linearniho zobrazeni.

Pokud zname hodnoty linearniho zobrazeni pro libovolnou bazi, je celé linearni zobrazeni
jednoznacné urcené.

Maticova reprezentace. Predstavme si, ze chceme linearni zobrazeni f : U — V ulozit tfeba do pocitace a
chceme najit co nejelegantnéjsi zpiisob, jak ho reprezentovat. Podle (5.1) vime, Ze si sta¢i pamatovat jeho
hodnoty pro libovolnou bazi X = {x1,...,x,}. Pokud chceme uréit hodnotu f(x), nejprve vyjadiime
x vudi této bazi: * = ayxy + - - - + @, @, coz vede na FeSeni soustavy linedrnich rovnic. Pomoci tohoto
vyjadfeni muzeme spocitat
@) =aif(z) + -+ anf(@,). (5.2)
Musime vSak jesté vyfesit, jak reprezentovat obrazy f(z1),..., f(x,). To jsou vektory z vektoro-
vého prostoru V. Proto miizeme zvolit libovolnou bézi Y = {y,...,y,,} prostoru V. Libovolny vektory
y € V md jednoznacné urcené vyjadreni y = Sy, + - - - + fny,,. Staci si tedy pamatovat tato vyjadieni
pro vektory f(x1),..., f(x,), coZ je n vyjadieni, kazdé ma m slozek. Pomoci (5.2) a téchto vyjadieni
miZzeme urcit obraz libovolného vektoru f(x).
Tedy pro popis linedrniho zobrazeni musime zvolit dvé baze X a Y a ulozit mn redlnych ¢isel. Je
velice prirozené tyto redlnd ¢islo usporadat do tabulky m x n, kde vyjadieni f(x;) zapiSeme do i-tého
sloupce. Necht f(x;) = a1y, + - am.Y,, je vyjadieni vektoru f(x;). Potom vznikld tabulka vypadd
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takto a nazyva se matice:

a1 G2 A1z o Aip
A1 Q22 d23 - d2p
A=|f(@) fles) flxs) - flma)|=]01 a2 ass - asn
Am,1 Am2 am,3 Tt am,n

Schématicky je linearni zobrazeni naznaceno na obrazku 5.2 vlevo.

Obrazek 5.2: Nalevo schéma linedrniho zobrazeni f : U — V a jeho reprezentace A pro volby bazi X
a Y. Napravo situace, kdyz f je endomorfismus U a X =Y.

Mozna mize byt divné, pro¢ znovu zavadime pojem matice, kdyz uz jsme to udélali v kapitole 3.
Jedna z neuspokojivych vlastnosti ptivodniho pfistupu je, Ze se definice matic a jejich operaci objevily z
niceho nic, bez zadného odvozeni nebo vysvétleni. Specidlné pro maticové nasobeni neni vitbec zfejmé,
pro¢ jsme ho definovali timto zptisobem. Nyni se pokusime s timto nedostatkem vyporadat a zkusime
odvodit definici maticového nasobeni. Povsimnéte si, Ze jediny predpoklad, ktery jsme museli udélat, je
nasledujici: matice je tabulka, kterda po sloupcich obsahuje vyjadfeni obrazu vektort baze X vuci bazi
Y.

Podle Steinitzovy véty ma libovolna baze vektorového prostoru stejnou velikost. Pokud dim U =
n a dimV = m, plati podle véty 4.4 o izomorfismu U = R™ a V = R™ a toto linedrni zobrazeni
ekvivalentné f : R" — R™. Libovolna matice reprezentujici f : U — V je velikosti m x n. Pokud maji
oba prostory stejnou dimenzi, dostavame ¢tvercovou matici. V piipadé stejnych dimenzi U a V se ¢asto
voli pouze jedna baze X =Y. Protoze plati U =V, linedrni zobrazeni f : U — U transformuje vektory
uvnitf vektorového podprostoru. Takovému zobrazeni se ¢asto misto homomorfismus iké endomorfismus,
schéma na obrazku 5.2 vpravo.

Pro ruzné baze X a Y dostavame rizné matice reprezentujici jedno linearni zobrazeni. Pochopi-
telné pokud na prostory U a V nahlizime jako na R"™ a R™, miizeme za X a Y zvolit kanonické baze a
Casto je to rozumna volba. AvSak existuji situace, kdy mtzeme vyrazné lépe pochopit linearni zobrazeni
volbou bazi X a Y vhodnych pro toto linearni zobrazeni. Ostatné na této myslence je postavena cela
teorie vlastnich ¢isel a vlastnich vektoru. Pokud existuje baze tvofena z vlastnich vektori, prislusna
matice reprezentujici linearni zobrazeni je diagonéalni. Poznamenejme, ze dvé ruznd linearni zobrazeni f
a g mohou byt pro vhodné volby bazi reprezentovana stejnou matici A.

Pro volbu dvou bazi X a Y dostavame matici A reprezentujici linearni zobrazeni tak, Ze
zapiSeme do sloupci soufadnice obrazi bazicky vektort baze X vuci bazi Y. Pro volby
ruznych béazi dostavame ruzné matice reprezentujici stejné linedrni zobrazeni.

Jiz jsme popsali, jak lze pomoci matic pro zvolené baze reprezentovat linearni zobrazeni. Ale jesté
nevime, jakym zptsobem lze s takovymi reprezentacemi pracovat. Idedlni reprezentace totiz umoznuje
provést ty tkony, které by ¢lovék mohl délat pfimo se znalosti linearniho zobrazeni. Matice jsou vskutku
vynikajicimi reprezentacemi a vSechny bézné tkony umoznuji snadno provadét.
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Zobrazovani vektoru. Napiiklad pfirozeny tikon je pro dany vektor @ nalézt jeho obraz f(x). Piedpo-
kladejme, Ze mame @ vyjadieny vuci bazi X, tedy @ = x1@1 + - - - + 2,2, (Zde x; je koeficient a x; je
vektor baze X.) Chceme nalézt vyjadieni f(z) vaci bazi Y.

Pochopitelné bychom se mohli spokojit s odpovédi (5.2), ale chceme zjistit, jak presné budou
vypadat koeficienty ve vyjadieni f(x). Mizeme tedy do (5.2) dosadit vyjadfeni f(zi),..., f(x,), coZ
jsou sloupecky A, a dostévame:

n
ay ayp a1 a1 1T+ AT, Doim AT
e e n s
a1 s A2,n 2171 + -+ Q20T iy ag,T;
T . + 9 . + ot xy, . = . = .
. n
am,l U2 am,n am,lxl + -t am,nln Zz:l am,ixi

Mozné ctenarfi prijdou tyto vyrazy povédomé, podobné tém z kapitoly 3.
Pokud @ uvazime jako sloupcovy vektor (z1,...,x,), potom to neni nic jiného vynasobeni vektoru
x matici zleva:

flz) = Aw. (5.3)

7 definice matice A jako reprezentace linearniho zobrazeni f vychézi pfirozené potieba definovat soucin
matice s vektorem (nebo jinak nazvanou operaci), protoze to odpovida zobrazovani vektort linedrnim
zobrazenim f. V feci reprezentace mame tedy linearni zobrazeni f : « — Ax.

Matice A s volbou bazi X a Y reprezentuje linearni zobrazeni f jako

[z Az,

kde vektory @ jsou vyjadiené vuci bazi X a jejich obrazy Ax viéi bazi Y.

Geometrické priklady. Pro lepsi seznameni s definici si ukazme, jak vypadaji maticové reprezentace
zakladnich geometrickych transformaci z obrazku 5.1. Dalsi geometrické transformace muze ¢tenaf pro-
zkoumat ve cvicenich 5.1 a 5.2. Kazda transformace je endomorfismus a uvazujeme ji vuci kanonické
bazi.

Nejjednodussi transformaci je a-nasobné roztazeni celého vektorového prostoru, tedy natazeni
viech vektort koeficientem «. Protoze f(e;) = ae;, dostavame v i-tém sloupci jediny nenulovy koeficient
na pozici (4, 7). Tedy matice reprezentujici transformaci viiéi kanonické bazi je al,,; ostatné vaéi libovolné
bazi. Malicko obecnéjsi je transformace, kterd v sméru kazdé osy natahuje s jinym koeficientem «;. Ta
je reprezentovana diagonalni matici

Qp

S diagonalnimi maticemi se pracuje tak dobfe, protoZe reprezentuji ty nejjednodussi transformace. Kazdy
vektor baze je transformovan nezavisle na ostatnich.

Pro ostatni zobrazeni se zaméime na rovinu R2. Popsat je v R" je totiz slozitéjs, i kdyz k tomu
linedrni algebra dava prostfedky. Zkoseni zobrazuje (z,y) — (z + ay,y), tedy je reprezentovano matici

()
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Co se tyka rotace kolem pocatku o tihel ¢, k urceni matice staci zjistit, jak vypadaji obrazy e; a ey
vuci kanonické bazi. S vyuzitim zakladnich znalosti geometrie a goniometrickych funkeci dostavame, ze
matice rotace o thel ¢ je
cosp cos(p+90°)\  [cosp —sing
(sing.o sin(p + 90°)) n (sinnp cos ¢ > ’

Dale uvazme kolmou projekci na pfimku p prochazejici poc¢atkem pod thlem ¢. Pro urceni matice
projekce P staci nalézt projekce vektort kanonické baze. Protoze libovolny obraz lezi na p, lze ho vyjadrit
jako (avcos g, asin ) vidl kanonické bézi pro néjaky koeficient a. Zbyva urit tyto koeficienty pro e;
a e, k cemuz nam postaci zakladni znalosti z geometrie; situace je naznacena na obrazku 5.3.

€2
9 ( -

e \W?
€]

R? R?

Obrazek 5.3: Nalevo vektor e; a jeho obraz, napravo e, a jeho obraz. Délka projektovaného vektoru je
délka odvésny v pravouhlém trojihelniku.

Protoze cos ¢ je v pravothlém trojuhelniku délka pfilehlé strany vici délce prepony rovné jedna,
dostavame

Pe; = (cos g - cos g, cos ¢ - sin p) a Pey = (cos(p —90°) - cos p, cos(¢ —90°) - sin ).
Tedy vyslednd matice projekce vici kanonické béazi je rovna

p o (cospcosp cos(p —90°) - cosp cos? ¢ cos @sin
“ \cosp-sing cos(p —90°) -sing )~ \cosgsing  sin?¢ )

PovS§imnéme si, Ze matice P je symetricka, coz neni nahoda. Mimochodem z posledniho zépisu viibec
neni patrné, Ze méa matice hodnost jedna.

Hledani vzoru. Lze si vSak polozit i obracenou otazku. Pro dany vektor b € V chceme nalézt mnozinu
jeho vzori

f71(b) = {x |z € U aplati f(z) =b}.

Méjme vektor b vyjadieny vici bazi Y. Podle (5.3) dostdvdme soustavu linedrnich rovnic Az = b.
Situace je nakreslena na obrazku 5.4. I kdybychom linearni algebru budovali abstraktné pres vektorové
prostory a linearni zobrazeni, musime umét fesit soustavy kvili hledani vzora linearnich zobrazeni.
Pochopitelné zadny vzor b nemusi existovat, a také mtize vzoru existovat nekoneéné mnoho. To
odpovida tomu, Ze soustava Az = b nemusi mit zadné feseni, respektive mize mit nekoneéné mnoho
feSeni. Z vysledkit popsanych v kapitolach 2 a 3 vime, %e mnoZina vzortt f~1(b) vzdy tvoii afinni
podprostor vektorového prostoru U, ktery nalezneme vyfesenim soustavy vyjadieny vici bazi X.

“ Mnozina vzortt f~!(b) je mnoZina viech feseni soustavy Az = b. ”
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Obrézek 5.4: Mnozina vzortt f~1(b), které f zobrazuje na b. Ukézali jsme, Ze mnozina f~!(b) je rovna
mnoziné feseni soustavy Az = b.

Skladani linedrnich zobrazeni. Neni obtizné dokazat, Ze sloZeni dvou linedrnich zobrazeni go f je linearni
zobrazeni.® Ukazme alespoti, Ze sloZeni dvou linearnich zobrazen{ splituje linearitu pro soucet:

g(fx+y) =g(f@)+ f(y) =g(f() +9(f(y)).

kde prvni rovnost plati kvili linearité f a druha diky linearité g.

Prirozena otézka je, jak vypadd maticova reprezentace slozeni dvou linearnich zobrazeni. Mé&jme
t¥i vektorové prostory U, V a W s bazemi X, Y a Z a dimenzemi n, m a p. Dale mame linearni zobrazeni
f:U—Vag:V — W reprezentovana maticemi A a B viici bazim X a Y, a vici Y a Z; tedy prostiedni
béze je spoletnd, aby na sebe matice A a B navazovaly. Zajimé nés, jak vypadd maticovéa reprezentace
go fvudi bazim X a Z, a tvrdime, Ze je to BA. Pro lepsi orientaci se podivejte na obrazek 5.5.

U f \A W
A B

gof
BA

Obrazek 5.5: Matice reprezentujici g o f vi¢i bazim X a Z neni nic jiného nez maticovy soucin BA.

Tvrzeni 5.1. Necht matice A reprezentuje linedrni zobrazeni f vici X aY a B reprezentuje g vici Y a
Z. Potom matice BA reprezentuje g o f vici bdzim X a Z

Dikaz. MizZeme postupovat piimo podle definice maticové reprezentace. Matice reprezentujici g o f

mé mit v -tém sloupci vyjadieni (g o f)(x;) viéi bazi Z. Matice A obsahuje informace o tom, jak

vypadaji vyjadreni f(z;) vici bazi Y. Podobné matice B obsahuje vyjadieni g(y;) vici bazi Z. Vime,

ze f(x;) = a1y, + - - + Qi Y,,. Pro uréeni g(f(a:z)) sta¢i dosadit za y,; vyjadieni g(y;) vici bazi Z.
Zbytek diukazu je malicko pracné hrani s koeficienty. Dostavame

(J(f(wz)) =ayi(biiz+ -+ bpazy) + ot i (bimzi - A Dpmzy).

Preusporadejme nasobky jednotlivych z; do spoleénych zévorek, a prohodime potradi koeficientt matic
Aa B:
g(f(mz)) = (bl,lal‘i + - bl,ma'm,i)zl +- 4+ (bp.lal,'i, + - F b[),mam,i)zp

(2)P#i sklddani zapisujeme zobrazeni zprava doleva podle toho, jak se aplikuji. To miiZe piisobit na prvni pohled podivng,
ale umoziiuje to zapsat (g o f)(x) také jako g(f(l)) bez zmény potadi.
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Tim dostéavame vyjadieni g( f (ml)) vuci jednotlivym vektorim baze Z, a tedy jednotlivé koeficienty ve
vysledné matici. Na pozici (j,7) budeme mit koeficient "7, b; ray;, coz neni nic jiného nez maticovy
souc¢in. Tedy matice reprezentujici g o f vici bazim X a Z je BA. |

Maéame tedy vysvétlenou definici maticového ndsobeni. Maticové ndsobeni se musi definovat na
prvni pohled tak zvlastné, aby sou¢in matic odpovidal skladani zobrazeni. I kdybychom budovali linedrni
algebru pfes linearni zobrazeni a jejich reprezentace, odvodili bychom definici maticového nasobeni. Opét
pripojme k tvrzeni nékolik poznamek.

Povsimnéme si, ze poradi sou¢inu matic je stejné jako poradi zobrazeni pti skladani. To je zpuso-
bené nasi volbou, Ze soufadnice f(x;) zapiSeme do i-tého sloupce. Mohli bychom pochopitelné zvolit i
transponovanou definici a umistit soufadnicemi do i-tého fadku. Pak by sklad4ni vypadalo jako AT BT
a zobrazovalo by se nasobenim zprava: f : &' + @' AT. Museli bychom pracovat s fadkovymi vektory
misto sloupcovymi vektory. Ale dostali bychom formalné tGplné stejny svét linearni algebry. Jeden z
divodu, pro¢ v tomto textu upfednostiiujeme zapis po sloupcich je, ze hledani vzort vede na feSeni
soustavy Az = b. Pokud bychom zapisovali po Fadcich, dostali bychom soustavu xTAT = b", tedy
jednotlivé rovnice by byly zapsané ve sloupcich; to neni prilis typické. Pii ¢teni jinych knih, obzvlasté
o aplikacich linearni algebry, by si ¢tenar mél dat pozor, ze muze byt pouzita Ffadkova reprezentace a
zobrazeni se mohou skladat z druhé strany.

Pfipomenme si, ze sou¢in BA dava smysl pouze tehdy, kdyz B € RP*™ a A € R™*". Prostiedni
velikost se musi shodovat a vyslednd matice BA € RP*™. V feéi zobrazeni A : R — R™ a B : R™ — RP.
Abychom tyto dvé zobrazeni mohli slozit, musi byt prostfedni prostor stejné velky. Slozenim dostavame
BA :R" — RP, které podle definice dava BA € RP*™.

Nésobeni matic odpovida skladani zobrazeni. Méjme dvé linearni zobrazeni:

f:U—-V reprezentované A vuci bazim X a Y,
g: V=W reprezentované B vuci bazim Y a Z.

Jejich slozeni g o f je reprezentované matici BA vaéi X a Z.

Vztah s asociativitou. V kapitole 3 jsme slibovali jednodussi dikaz tvrzeni 3.2. Chceme ukazat, Ze
(AB)C = A(BC). Necht A reprezentuje linedrni zobrazeni f, B reprezentuje g a C reprezentuje h
(tfeba vicdi kanonickym bazim). Potom se rovnost pfevede na (f o g)oh = f o (g o h). Je snadné
ukazat, ze skladani linedrnich zobrazeni je asociativni, protoze dokonce skladani libovolnych zobrazeni
je asociativni. Ctenaf si miize rozmyslet pro¢.

Predchozi dikaz ma jednu vadu na krase. Vime, Ze zobrazeni jsou stejna, ale pro¢ by z toho mélo
vyplyvat, ze i matice jsou stejné. Musime ukazat, ze pro dané linedrni zobrazeni a danou volbu bazi X
a Y je matice A urcend jednoznacné. Predpoklddejme, Ze by byly dvé ruzné matice A a B, které by
reprezentovaly f viiéi X a Y. Potom existuje koeficient (7,7), ze a;; # b; ;. AvSak obrazy Ax; a Bz;
maji jiny koeficient ve vyjddieni vii¢i y;, a tedy jsou rtizné. To je spor.

Naopak nelibi-li se vam dikaz tvrzeni 5.1, 1ze toto tvrzeni alternativné dokazat pomoci asociativity
maticového nésobeni z tvrzeni 3.2. Plati totiz (BA)x = B(Ax). To vpravo podle definice odpovida
obrazu (go f)(x), protoze nejprve zobrazime A, a poté zobrazime B. To je podle asociativity ekvivalentni
zobrazenim BA. Tedy g o f musi byt reprezentovano BA, jak jsme chtéli. Mizete si rozmyslet detaily.
Izomorfismy a automorfismy. Pripomenme si standardni znaceni. Zobrazeni f : U — V se nazyva prosté,
pokud zobrazuje kazdy vektor U jinam, tedy f(x) = f(y) implikuje & = y. Zobrazeni f se nazyva na,
pokud se na kazdy vektor ve V néco zobrazuje, tedy pro kazdy vektor b € V existuje vzor x € U, ze
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f(x) = b. Zobrazeni se nazyva bijektivni, pokud spliiuje obé podminky soucasné. Napiiklad pro ¢tyfi
geometrickd zobrazeni z obrazku 5.1 plati, Ze prvni tfi jsou bijekce a ¢tvrté neni ani prosté, ani na.

Pojem izomorfismu jsme zminili v kapitole 4, kde jsme dokazali, Ze libovolny vektorovy prostor
dimenze n ma algebraicky totoznou strukturu s R". Zadefinujme si ho potadné. Izomorfismus je bijektivni
linedrni zobrazeni f : U — V. Vektorové prostory U a V jsou izomorfni, pokud mezi nimi existuje
izomorfismus f : U — V. Izomorfni prostory se znac¢i U = V. Bijektivnost f tedy paruje jednotlivé
prvky U a V, a linearita zarucuje, Ze toto parovani respektuje algebraickou strukturu.®

Existence izomorfismu f mezi U a V zarucuje totoznou algebraickou strukturu, napiiklad rovnost
x = y + z se pienese do V jako f(x) = f(y) + f(z), a naopak. Pokud ukdzeme libovolnou algebraickou
vlastnost o jednom z prostort, plati tato vlastnost i pro druhy. Tedy z urc¢itého pohledu je muzeme
povazovat za totozné objekty. AvSak z jiného pohledu totozné byt nemusi, jejich vektory mohou byt
velice odlisné objekty. Naptiklad vektorovy prostor vSech polynomi stupné nejvyse n je izomorfni s
R aviak polynomu jsou zcela jiné matematické objekty nez uspofadané (n + 1)-tice.

Uz jsme uvedli, Ze linedrn{ zobrazeni (homomorfismus) f : U — U v ramci jednoho prostoru se na-
zyvéa endomorfismus. Endomorfismy, které jsou soucasné izomorfismy, se nazyvaji automorfismy. Kazdy
automorfismus je reprezentovany regularni matici a naopak kazda reguléarni matice reprezentuje néjaky
automorfismus. Automorfismy jsou tedy dulezita linedrni zobrazeni, s kterymi jsme se setkali na fadé
mist v tomto textu. Slozeni dvou automorfismi je opét automorfismus, a mnozina vSech automorfismu
vektorového prostoru ma velice hezké matematické vlastnosti.

Izomorfismus je bijektivni linedrni zobrazeni, které paruje vektory dvou podprostorii.
Existence izomorfismu implikuje totoznou algebraickou strukturu. Bijektivni endomor-
fismy se nazyvaji automorfismy a jsou reprezentovany regularnimi maticemi.

Inverzni zobrazeni. Casto chceme pro linedrni zobrazeni nalézt jeho inverzi. Obecné pro zobrazeni f
je potieba rozlisovat jeho levou inverzi f~' o f = id a jeho pravou inverzi f o f~' = id. Rozdil mezi
nimi je ten, Ze leva inverze invertuje zobrazeni provedené f, zatimco prava inverze f~' je invertovina
zobrazenim f. Zobrazeni muze mit pouze jednu z nich, klidné neurcenou jednoznacné. Pokud vsak ma
obg, jsou tyto inverze uréené jednoznacné a rovnaji se; diikaz je stejny jako diikaz lemmatu 3.8, nebot
skladéni zobrazeni je asociativni. Ostatné to je divod, pro¢ levou a pravou inverzi oznacujeme stejnym
symbolem f~!. Jako cviceni 5.3 si Gtenaf miiZe rozmyslet, %e inverzni zobrazen{ k linedrnimu je zase
linearni. Jak ¢tenaf asi ocekava, bude inverzni zobrazeni reprezentovano inverzni matici.

Zaméfme se nejprve na levou inverzi. Mame matici A reprezentujici f viéi bazim X a Y. Hleddme
neznamou matici R, aby RA reprezentovalo identitu vici jedné bazi X. PovSimnéme si, Ze identita vici
jedné bazi je vzdy reprezentovana jednotkovou matici I,,, nebot id(x;) = @;. Tedy hledand matice R
musi spliiovat rovnost RA = I,,, coz je presné definice levé inverze. V pripadé pravé inverze dostavame
identitu reprezentovanou I,,, vuci jedné bazi Y, tedy AS = I,,, a S je pfesné prava inverze matice. Dvé
inverze jsou nakresleny na obrazku 5.6.

Necht f je linedrni zobrazeni reprezentované A vi¢i X a Y. Inverzni zobrazeni f~! je
reprezentované vici bazim Y a X inverzni matici A~!.

Nasledujici fakt plati obecné pro libovolné zobrazeni v matematice:

(3)Obecné libovolné bijektivni zobrazeni z U do V paruje prvky mnoziny U a mnoziny V; ostatné pomoci existence bijekce
se v teorii mnozin definuje totozna velikost. Oproti tomu izomorfismus respektuje dodatecnou algebraickou strukturu U
a zobrazuje ji do struktury V. Napiiklad R a R? jsou neizomorfni vektorové prostory, ale existuje mezi nimi bijektivni
zobrazeni; ¢tenal si muze rozmyslet ve cviceni 5.5.
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Obrazek 5.6: Nalevo je naznacena leva inverze, napravo prava inverze. V obrazcich se nejprve aplikuje
horni sipka, poté dolni Sipka. Oba obréazky obsahuji také sipku pro slozené zobrazeni.

e Leva inverze existuje, pravé kdyz je zobrazeni prosté.
e Prava inverze existuje, pravé kdyz je zobrazeni na.
e Oboustranna inverze tedy existuje, pravé kdyz je zobrazeni bijekce.

V piipadé linearnich zobrazeni to koresponduje k nasim zjisténim z kapitoly 3. Tvrzeni 3.4 1ikd, ze
prava inverze existuje, pravé kdyz soustava Az = b ma feSeni pro libovolnou pravou stranu. To ale v
fedi linearnich zobrazeni presné iika, ze A :  — Ax ma pravou inverzi, pravé kdyz je na.

Pfipomenme, ze ¢tvercové matice odpovidaji endomorfismim f : U — U. Véta 3.7 1ik4, ze linearni
zobrazeni, které je endomorfismus, je bud bijektivni (tedy ma oboustrannou inverzi a reprezentujici
matice je regularni), nebo neni ani prosté, ani na (a nemé ani jednu z inverzi). Toto dava smysl: Pokud
f(xz) = f(y) pro * = y, potom nebudeme mit dost vektort1, aby endomorfismus byl na. Toto ale
pochopitelné neni ditkaz, nebot je potieba vyuzit linearitu! Ctenaf si mize rozmyslet, ze miZe existovat
nelinearni zobrazeni g : U — U, které je na a neni prosté, a naopak. S linearitou to vSak neni mozné.
Matice pfechodu. Uvazme regularni matici R. Ta muzZe reprezentovat automorfismus vektorového pro-
storu vici jedné bazi X. Existuje v8ak i jina interpretace naznacena na obrazku 5.7, ktera je uzitecna
a Casto se pouziva. Uvazovany automorfismus je identita, kterou ale uvazujeme vici dvéma bazim X a
X'. V takovém pripadé se matice R nazyva matice piechodu. Matice prepocitava souradnice a viici béazi
X na soufadnice B vidi bazi X':

Ra = 3.

V této interpretaci obsahuje i-ty sloupec vyjadieni B, vektoru x; vi¢i bazi X’. Maticové ndsobeni pak
provede linearni kombinaci téchto vyjadreni podle koeficienta ay, . . ., o, tedy

ﬁ: al:B1+“'+an:Bn‘

Obrazek 5.7: Nalevo je matice R interpretovana jako automorfismus vici jedné bazi X. Napravo je
interpretovana jako matice prechodu od baze X a X’. Uvazovany automorfismus je identita vici bazim
X aX'.

Davéa smysl, Ze matice prepocitavajici soutradnice musi reprezentovat automorfismus, coz je bijek-
tivni linearni zobrazeni. Pokud by totiz zobrazeni nebylo prosté, sdilely by dva vektory soufadnice viuéi
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bézi X', coz neni mozné. A pokud by nebylo na, existoval by vektor vyjadritelny v soufadnicich X’ a
nevyjadritelny vuci bazi X.

Regularni matice mohou reprezentovat identicky automorfismus, ktery prepocitava sou-
fadnice vici bazi X na soufadnice vici bazi Y.

Ekvivalence a podobnost. Zminili jsme, ze jedno linedrni zobrazeni muze mit pro rtzné volby bazi rizné
maticové reprezentace. Maticové reprezentace vsak nemohou byt tplné libovolné, protoze jsou omezené
strukturou linedrniho zobrazeni. Napfiklad pro libovolny automorfismus je kazda reprezentujici matice
regularni, i kdyz mtzeme dostat rizné regularni matice pro rizné volby X a Y. Dvé matice nazveme
ekvivalentni, pokud reprezentuji stejné zobrazeni vici jiné volbé bazi. Zkusime nyni blize pochopit tuto
maticovou ekvivalenci.

Mé&jme zobrazeni f reprezentované matici A viiéi X a Y a matici B viiéi X’ a Y. MiZeme
pochopitelné uvazovat matice pfechodu mezi témito bazemi. Nechf R je matice pfechodu od béze X k
bazi X’ a nechf S je matice pfechodu od Y’ k Y. Potom sloZzenim téchto zobrazeni dostavame rovnost

A= SBR, neboli ~ B=S'AR. (5.4)

Pro lepsi pfedstavu se podivejte na obrazek 5.8(a).

Obrézek 5.8: (a) Dvé ekvivalentni matice A a B spolu s dvéma maticemi pfechodu. (b) Dvé podobné
matice A a B reprezentujici stejny endomorfismus.

Alternativni definice maticové ekvivalence A a B je, Ze existuji regularni matice R a S spliujici
rovnost (5.4). Z této alternativni definice je snadné nahlédnout, Ze maticové ekvivalence je skuteéné ekvi-
valence, (¥ ktera rozdéluje matice do t¥id ekvivalenci. Kazdé dvé matice ze stejné tiidy jsou ekvivalentni
a zadné dvé matice z riuznych t¥id nejsou ekvivalentni. Plati nasledujici charakterizace ekvivalentnich
matic:

Tvrzeni 5.2. Dvé matice A, B € R"™*" jsou ekvivalentni, pravé kdyZ maji stejnou hodnost.

(VY matematice je relace na mnoziné prvki X ekvivalenci, pokud je tato relace reflexivni, symetrickd a tranzitivni.
Ctendi miize zkusit dokézat, ze tyto vlastnosti maticovd ekvivalence splituje. Také miize zkusit dokézat, Ze prvky jsou v
kazdé ekvivalenci rozdéleny na t¥idy navzajem ekvivalentnich prvki.
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Diikaz. Protoze nésobeni reguldrni matici zachovava hodnost, museji mit ekvivalentni matice stejnou
hodnost. Druhou implikaci ukazeme tak, ze kazda matice A hodnosti k je matice ekvivalentni obdélnikové
diagonalni matici K, kterd ma na diagonale nejprve k jednicek a zbytek diagondly jsou nuly. Z tranzitivity
ekvivalence pak vyplyva, ze A je ekvivalentni B.

Nejprve matici prevedeme fadkovymi tpravami do odstupnovaného tvaru, tedy ziskdme jeji LU
dekompozici A = PTLDU. Matice U méa viechny pivoty jednickové. Dale sloupcovymi tipravami pie-
vedeme U na vySe popsanou diagonalni matici. Pfehazime sloupecky s pivoty vlevo podle poradi, poté
vyeliminujeme vSechny ostatni nenulové prvky vyjma diagondly. Plati U = K(P'U’). Tedy A je ekviva-
lentni s K, nebot

A= (P'LD)U = (PTLD)K(P'U') = SKR. O

Protoze endomorfismy se Casto reprezentuji matici pouze vuci jedné bazi, tedy X =Y, zavadi se
podobné definice maticové podobnosti. Dvé étvercové matice A a B jsou podobné, pokud reprezentuji
stejny endomorfismus vii€i riznym bazim X a X’. Schéma podobnosti je naznaceno na obrazku 5.8(b).
Pokud chceme zobrazit matici A, mizeme alternativné piejit matici R od baze X k béazi X', zobrazit
matici B a poté piejit zpatky od baze X’ do X’ matici R~1. Je snadné si vSimnout, Ze inverzni matice
prechodu prechdzi mezi bazemi v obraceném sméru. Proto dostavame, ze dvé matice A a B jsou si
podobné, pokud

A=R'BR, neboli B = RARL.

Protoze maticova podobnost je také ekvivalentni relace, rozdéluje ¢tvercové matice na tiidy ekvi-
valence reprezentujici jednotliva linedrni zobrazeni vici riznym bazim. Tentokrat vsak neni tak snadné
charakterizovat jednotlivé t¥idy jako v pfipadé maticové ekvivalence. Ttid ekvivalence je tentokrat mno-
hem vic a jejich porozuméni se bude zaobirat velkd ¢ast tohoto textu.

Dvé matice jsou ekvivalentni, pokud reprezentuji stejné linedrni zobrazeni viéi riznym
volbam bazi. Dvé ¢tvercové matice jsou podobné, pokud reprezentuji stejny endomor-
fismus (pii volbé pouze jedné baze). Pro regularni matice R a S,

ekvivalence: A= SBR,
podobnost: A=R'BR.

5.2 Revize fundamentalnich podprostoriu

V kapitole 4 jsme popsali fundamentalni podprostory a hodnost matice. Tyto pojmy jsou mnohem
prirozenéjsi v kontextu linedrnich zobrazeni. Zkusime je preformulovat, ukazat jiné dikazy a geometricky
nahled. Pokusime se ziskat lepsi vhled do struktury a vlastnosti linedrnich zobrazeni.

Linedrni zobrazeni a podprostory. Zminili jsme, ze podminka linearity byla zvolena tak, aby linearni
zobrazeni zachovavalo strukturu vektorového prostoru. V kapitole 2 jsme se zabyvali strukturou vek-
torovych prostori a jeden z hlavnich pojmt byl podprostor. Pojdme ukazat, Ze se linedrni zobrazeni
chovaji pékné viéi vektorovym podprostorum.

Necht f : U — V je linedrni zobrazeni a necht W je vektorovy podprostor U. Jeho obraz f(WW)
je opét vektorovy podprostor, coz nyni dokazeme. Reknéme, 7e b,c € f(W). Podle definice existuji
z,y € W, pro které f(x) = b a f(y) = c. Protoze W je podprostor, plati @ + y € W. Z linearity
dostavame, ze

fle+y)=flx)+ fly)=b+ec
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tedy b+ c také lezi v f(WW). Podobné lze ukazat, ze f(W) je uzavené na nasobeni skaldrem. Navic obra-
zem generatoru W je generator f(WW). Obrazem baze W vSak nemusi byt baze f(W), nebot nezavislost
se muze zobrazenim béze ztratit.

Podobny vztah vsak plati i obracenym smérem; vzorem vektorového podprostoru je podprostor.
Necht W' je podprostor V. Potom f~1(W') je vektorovy podprostor U. Diikaz je velice podobny, staci
opét ukizat uzavienost f~'(TW') na vektorové operace. Ctendr si miize rozmyslet detaily jako cviceni.
Zachovavani podprostori je ilustrovano na obrazku 5.9.

Obrazek 5.9: Dulezita vlastnost linearnich zobrazeni je, Ze obrazem a vzorem libovolného podprostoru
je podprostor.

Obraz f(W) libovolného podprostoru W C U je podprostor V a vzor f~1(W’) libovol-
ného podprostoru W’ C V je podprostor U.

Na konci kapitoly 2 jsme uvazovali pro jeden vektorovy prostor vSechny jeho podprostory uspora-
dané inkluzi. Ukazali jsme, ze tvori svaz, tedy zZe existuji suprema a infima libovolné mnoziny podpro-
stort. Libovolné linearni zobrazeni f : U — V vnoruje svaz podprostori U do svazu podprostora V.
Diivodem je, Ze linearni zobrazeni zachovava inkluzi, nebot pro W C W’ plati f(W) C f(W’). Ctendr si
miiZe rozmyslet, Ze linearita zobrazeni implikuje, Ze struktura suprem/infim je pfenesena; obraz suprema
je roven supremu obrazil a podobné pro infima. Tedy zobrazeni f indukuje homomorfismus svazi(®

Poznamenejme, ze podobné vlastnosti neplati pouze pro vektorové prostory a linearni zobrazeni,
ale obecné pro libovolné algebraické struktury. Homomorfismy zachovavaji velkou fadu vlastnosti téchto
struktury.

Jéadro a obraz. Pro pochopeni homomorfismi matematickych struktur je velice uzitecné uvazovat jadro
a obraz. Jddro je mnozina vzor nuly (pokud dava ve struktufe smysl) a obraz je obraz celé struktury
po aplikovani homomorfismu. Pro vektorové prostory U a V a linearni zobrazeni f : U — V definujeme

Ker(f)=f7(0) a  Im(f) = f(0).

Tyto dva podprostory jsou naznaceny na obrazku 5.10.

V kapitole 3 jsme definovali Ker(A) jako mnozinu vSech feSeni soustavy Az = 0. To jsou v
Tedi linedrnich zobrazeni presné vzory nuly, tedy abstraktni Ker(f) se shoduje s definici Ker(A). Navic
dostéavame zdarma tvrzeni 3.9, ze Ker(A) je podprostor, nebot {0} je podprostor a vzor libovolného
podprostoru je podprostor. Podobné definice Im(A) z kapitoly 4 jako mnozina pravych stran b, pro
kterou ma soustava Ax = b TeSeni, je totozna s abstraktni definici Im(f). Protoze obrazem libovolného
podprostoru je podprostor, dostavame zdarma, ze Im(A) je podprostor.

Jadro je tvoreno pfesné mnozinou vektort, které se zobrazi na nulu. Kazdy vektor, ktery je mimo
jadro, se zobrazi mimo nulu. Intuitivné ¢im mensi je jadro, tim vétsi pocet vektort se zobrazi mimo
nulu, a tedy tim vétsi je obraz. Tato intuice je zcela spravné, nebof v feci dimenzi dostavame:

(%) Co znamena slovo indukuje? Zobrazeni f neni pfimo homomorfismus svazii, protoze je to homomorfismus z U do V.
Z jeho existence v8ak pfimo vyplyva jiny homomorfismus f’ ze svazu U do svazu V. Toto indukované zobrazeni f’ je
definovéno jako f'(W) = f(W); rozdil je, ze f zobrazuje vektory, kdezto f’ zobrazuje podprostory.
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Obréazek 5.10: Dva podprostory Ker(f) a Im(f) klicové pro libovolné linedrniho zobrazeni. Podprostor
W jako doplnék Ker(f) z dikazu tvrzeni 5.3.

Tvrzeni 5.3. Pro libovolné linearni zobrazeni f : U — V plati, Ze
dim Im(f) = dim U — dim Ker(f).

Diikaz. Zvolme libovolnou bazi x4, . ..,z v jadre Ker(f) a dopliime ji vektory @j1, ..., @, na bazi U.
Ozna¢me W = L(@j41, ..., x,). Tedy W je jakysi doplnéek Ker(f), nebot W & Ker(f) = U. Dimenze W
jerovna dim U—dim Ker(f) a nasim cilem je ukazat, Ze je totozna s dimenzi Im( f). Situace je naznacena
na obrazku 5.10.

Zaméiime se na to, kam f zobrazuje vektory W. Zjevné f(W) je podprostor Im(f). Plati vSak,
ze f(W) =1Im(f), coz nyni dokédZeme. Mé&jme libovolny vektor b € Im(f). Pro néj existuje vzor & € U
splijici f(x) = b. Vyjadiime @ vidi bézi jako ay@; + - - -+ @, Vynulovanim prvnich £ slozek vektort
z Ker(f) dostavdme y = qi1@py1+ - - - + an®y, jehoz obraz je totozny: f(y) = b. Tedy f(W) = Im(f).

Nyni ukdZeme, Ze f zobrazuje W prosté. Necht x,y € W a f(x) = f(y). Potom f(x —y) =01z
linearity, a tedy © — y € Ker(f). AvSak © —y € W, a protoze Ker(f) a W jsou linedrné nezavislé, musi
platit @ = y. Dohromady ziskévame, Ze f zobrazuje W izomorfné na Im(f). Tedy baze W se zobrazi na
bézi f(W), z ¢ehoz vyplyva, ze dim W = dim Im(f). O

V kapitole 4 jsme ziskali vySe uvedeny vztah o velikosti dimenzi jinym zptsobem. Véta 4.11 ika,
ze dimenze Ffadkového podprostoru a obrazu je stejnd. Podle tvrzeni 4.13 je soucet dimenzi fadkového
podprostoru a kernelu roven dim U. Slozenim ziskdme vyse uvedené tvrzeni. Zde popsany dikaz je vSak
z urcitého pohledu elegantnéjsi, protoze vychazi pfimo z pojmu spojenych s linedrnim zobrazenim a
vitbec nepotiebuje pracovat s koeficienty reprezentace. Ostatné porad nevime, co to znamena fadkovy
podprostor linearniho zobrazeni f, protoze tento pojem je spojen s maticovou reprezentaci.

Mimochodem v ditkazu mizeme rozsifit bazi Ker(f) pomoci @y, ..., x, libovolné. M&me ma-
ticovou reprezentaci A linedrniho zobrazeni f. Podle tvrzeni 4.14 je R(A) nezavisly s Ker(A). Proto
muzeme zvolit vektory @j.1, ..., &, z R(A). Dostdvdme hezky vztah, Ze linedrni zobrazeni A : @ — Ax
zobrazuje R(A) bijektivné na Im(A). Libovolné bijektivni zobrazeni lze invertovat, coz umoziiuje zavést
pseudoinverzi AT. Pokud je Ker(A) netrivialni, levd inverze neexistuje a zobrazenim & — Az jsou sou-
fadnice « viéi Ker(A) ztraceny. AvSak miZeme alespoil invertovat soufadnice vaéi R(A), coz presné
dé&la A*. Presny popis konstrukce A" vyzaduje dalsi teorii a tizce souvisi s metodou nejmensich ctvercii.

Linedrn{ zobrazeni f : U — V zobrazuje izomorfné doplnék Ker(f) na Im(f). Pro
maticovou reprezentaci A mizeme jako doplnék zvolit Fadkovy prostor R(A). Zobrazeni
x — Ax je izomorfismus mezi R(A) a Im(A).
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Faktorprostor a véta o homomorfismu. Abstraktni algebra popisuje jiny nahled do dtikazu tvrzeni 5.3.
Uvazme libovolny podprostor W C U. V kapitole 2 jsme popsali afinni podprostory W + p jako posunuti
W o vektor p. Navic jsme ukazali, ze W +p = W + g, pravé kdyz p — ¢ € W. Existuje matematicka
operace zvana faktorizace, ktera umoznuje z U vyrobit pomoci W mensi vektorovy prostor. Tento prostor
zvany faktorprostor se znaci U/W a jeho prvky jsou vSechny afinni podprostory vzniklé posunutim W.
Pro tyto afinni podprostory definujeme s¢itani (W +p) + (W +q) = W + (p + q) a nésobeni skaldrem
a(W +p) = W + (ap). Ctenat miize jako cviceni 5.4 dokézat, Ze vznikly objekt je skutené vektorovy
prostor a jeho dimenze je dim U — dim WW. Ptiklad je na obrazku 5.11.

+
+ )
| b s A
S| e W +2p
—pe
I P 2p W, w0 WP
—— —p P
R3 R /W
\
\
\\

Obréazek 5.11: Struktura afinnich podprostori R? uréenych posunutim roviny W. Faktorprostor R? /W
mé dimenzi jedna a je izomorfni R!. Mfizeme si pfedstavit, ze jednotlivé vektory R?*/W vzniknou geo-
metricky sloucenim jednotlivych afinnich podprostora do bodi.

Jak toto souvisi s vySe uvedenym ditkazem tvrzeni 5.37 Vektorovy prostor U/Ker(f) mé dimenzi
dim U — dim Ker(f), coz je pfesné dimenze Im(f). To pochopitelné neni ndhoda. Vektorové prostory
U/Ker(f) aIm(f) jsou totiz izomorfni, a proto musi mit stejnou dimenzi. Tyto podprostory maji stejnou
algebraickou strukturu, i kdyz jsou tvofené jinymi prvky. Prvky U/Ker(f) jsou afinni podprostory U
vzniklé posunutim Ker(f). Na druhou stranu obraz Im(f) je tvofeny prvky podprostoru V.

V dtkazu tvrzeni 5.3 jsme ukazali, ze f zobrazuje W izomorfné na obraz Im(f); tedy Ze toto
zobrazeni je prosté a na. Z pohledu faktorizace, vektory xjy1,..., 2, generujici W popisuji vSechna
moznéd posunuti Ker(f), kterd vytvori rizné afinni podprostory. Kazdy afinni podprostor Ker(f) + «
je zobrazen f na jiny prvek Im(f). Toto je zmifiovany izomorfismus mezi U/Ker(f) a Im(f), ktery je
obsazen v linedrnim zobrazeni f.

Pripomerime si tvrzeni 2.4 z kapitoly 2. To ¥ka, Ze pro libovolny vektor b € Im(f) je mnoZina jeho
vzorti f~1(b) afinni podprostor Ker(f) + x, kde x je libovolny vzor b. Pochopitelné pro riizné vektory b
dostavame ruzné mnoziny vzort, tedy ruzné afinni podprostory. Na druhou stranu kazdy vektor € U
je vzorem pro né&jaky vektor b € Im(f). Afinni podprostory vzniklé posunutim Ker(f) jsou sparované s
vektory Im(f) podle izomorfismu.

Tato vlastnost je natolik dulezitd, ze se ji fika véta o homomorfismu. Navic podobné tvrzeni plati
i pro homomorfismy obecnych algebraickych struktur.

Véta 5.4 (o homomorfismu). Pro libovolné linedrni zobrazeni f : U — V plati
U/Ker(f) = Im(f).

Véta fikd, ze kazdé linedrni zobrazeni f : U — V lze pfiloZené rozdélit na dvé éasti: kvocientovou
fi + U — U/Ker(f) a vnofovact f, : U/Ker(f) — V; ilustroviano na obrazku 5.12. Kazdé linedrni
zobrazeni f vznikne slozenim téchto dvou linedrnich zobrazeni:

f:fvofk-
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Obréazek 5.12: Libovolné linedrni zobrazeni f : U — V je slozeni dvou linearnich zobrazeni f; a f,. Vlevo
nahote je prostor U s vyznafenymi afinnimi podprostory tvorenymi posunutim Ker(f). Kvocientové
zobrazeni f;, slucuje tyto afinni podprostory do jednotlivych vektortt prostoru U/Ker(f). Vnorovaci
zobrazeni f, zobrazuje jednotlivé prvky U/Ker(f) prosté do Im(f), tedy funguje jako prejmenovani.

Zaméime se nejprve na kvocientové zobrazeni fi. Jeho nazev vychéazi z toho, Ze fj, zobrazuje
do faktorprostoru U/Ker(f), kterému se také nékdy ¥ikd kvocient. Tento nézev déva smysl, ostatné
operaci faktorizace zna¢ime matematickym symbolem po déleni. Zobrazeni f; shlukuje jednotlivé afinni
podprostory vzniklé posunutim Ker(f) do jednotlivych vektori U/Ker(f). Je jednoduché ukézat, ze f
je zobrazeni na, nebot kazdy vektor U/Ker(f) ma jako vzor jeden afinni podprostor.

Vnotovaci zobrazeni f, dostalo sviij ndzev podle toho, ze vnotuje prostor U/Ker(f) do V. Toto
zobrazeni je prosté, a proto je jeho obraz Im(f,) izomorfni U/Ker(f). Protoze je f, zobrazeni na,
plati Im(f) = Im(f,). Zobrazeni f, pfifadi riiznym vektortim z U/Ker(f) rizné obrazy z Im(f). Je
to izomorfismus mezi témito dvéma podprostory, ktery mtzeme chapat jako pfejmenovani.

Véta o homomorfismu 1ikd, Ze kazdé linearni zobrazeni f : U — V je sloZeni f, o f; dvou
jednodussich linearnich zobrazeni:

e kvocientového zobrazeni fy, : U — U/Ker(f), které je na, a
e vnofovaciho zobrazeni f, : U/Ker(f) — V, které je prosté.

Zobrazeni f, definuje izomorfismus mezi U/Ker(f) a Im(f).

Linedrni zobrazeni a dimenze. Klicova vlastnost linearniho zobrazeni je, ze nikde ,nerozsifuje“ obraz.
Co tim myslime? Pro libovolny podprostor W C U plati dim W > dim f(W). Obrazy podprostort jsou
do dimenze nejvyse tak velké jako podprostory samotné. Diivodem je, Ze obraz generatoru W generuje
f(W). Proto je baze f(W) nejvyse tak velkd jako baze W. Podobné pro libovolny podprostor W’ C 'V
plati, Ze dim W’ < dim f~1(W’).

Pokud f zobrazuje W prosté, plati mezi dimenzemi rovnost: dim W = dim f(W). Pokud je celé
zobrazeni f prosté, plati tato rovnost pro libovolny podprostor. Ostatné alternativni definice prostého
linearniho zobrazeni je, ze zachovava dimenzi libovolného podprostoru. Pokud zobrazeni neni prosté,
pro nékteré podprostory W je dim W > dim f(W).
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Jaky je ale pfesny vztah mezi dimenzemi W a f(W)? UkaZzeme nejprve dolni odhad. Jak lze asi
ocekévat, odpovéd bude souviset s velikosti jadra Ker(f).

Lemma 5.5. Necht f: U — V je linedrni zobrazeni. Pro libovolny podprostor W C U plati:
dim W — dim Ker(f) < dim f(W) < dim W.

Diikaz. Necht @i, ..., @) tvori bazi W. Jejich obrazy f(x1),...,f(x)) generuji f(WW), avSak nemusi
byt nezavislé. Z toho plyne horni odhad. Pro dolni odhad budeme odebirat nadbytecné vektory, dokud
neziskdme bazi f(W). Bez Gijmy na obecnosti az na pfejmenovani miizeme predpokladat, ze jsme odebrali
f(@es), - ., f(mr) a zbyvajici vektory f(x1),..., f(z,) jsou linedrné nezavislé. Tedy tvoii bazi f(W) a
dim f(W) = (.

Pro kazdé j > { 1ze vektor f(x;) vyjadiit jako linearni kombinaci >>¢_; o f(z;). Tedy

¢ ‘
0= f(z;) - Zaif(l’i) =f <37.7' - Z:%%) .

Z toho vyplyva, Ze y; = x; — S aix; lezi v Ker(f). Ctenaf si miZe rozmyslet, 7e linearni nezévislost
vektort @y, ..., x; implikuje nezavislost y,,,,...,y,. Proto dimKer(f) > k — /¢ = dim W — dim f(W),
z ¢ehoz upravou ziskavame dolni odhad. O

Z dtkazu lze vyvodit presnou hodnotu dim f(W). Ta je tim mensi, ¢im vice vektordt W lezi v
jadru Ker(f). Pokud W bude s Ker(f) zcela nezavislé, nastane rovnost dimenzi W a f(W); prestoze f
nemusi vitbec byt prosté, pouze lokalné vici W. Nasledujici dusledek zobecnuje tvrzeni 5.3.

Dusledek 5.6. Pro libovolné linedrni zobrazeni f : U — V a libovolny podprostor W C U plati, Ze
dim f(W) = dim W — dim (W N Ker(f)).

Uvazme napifklad kolmou projekei na rovinu R, coZ je geometrické zobrazeni f : R® — R3. Jadro
Ker(f) mé dimenzi jedna a je to kolma piimka k roviné R prochdazejici poc¢atkem. Z lemmatu 5.5 vime,
Ze pro libovolny podprostor W plati, ze dim W —1 < dim f(W) < dim . Pokud W neobsahuje pfimku
tvorici jadro Ker(f), je nezavisly s Ker(f) a plati rovnost dim f(W) = dim W. Pokud ji W obsahuje,
plati dim f(W) = dim W — 1. Obrazek 5.13 ukazuje obé situace.

Ker(f) Ker(f)

Obrézek 5.13: Rovina R kolmé projekce je vyznadena Sedé, podprostor W bile a tuéné jeho obraz f(W).
Nalevo je W N Ker(f) trividlni a dimenze W je zobrazenim zachovéna. Napravo W obsahuje Ker(f) a
dimenze f(W) je o jedna mensi.
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Hodnost zobrazeni. Hodnost linedrniho zobrazeni rank(f) se definuje iplné stejné jako pro matice, tedy
jako dimIm(f). S vyuzitim geometrie linedrniho zobrazeni mizeme lépe pochopit vysledky ziskané v
kapitole 4. Pfedné dim Im( f) je mensi ¢ rovna dim U (podle lemmatu 5.5) a dim V (protoze Im(f) C V).
Toto odpovida nerovnosti
rank(A) < min{n, m}.

Horn{ odhad pro hodnost rank(A 4+ B) bohuZel neméd péknou geometrickou interpretaci. AvSak
nerovnost rank(AB) < min{rank(A),rank(B)} ma velice pfirozené geometrické vysvétleni. Podle tvr-
zeni 5.1 to odpovida v Teci zobrazeni nerovnosti

rank(go f) < min{rank(f),rank(g)}.

Tato nerovnost je ilustrovana na obrazku 5.14. Protoze Im(g o f) C Im(g), dostavame, ze rank(go f) <
rank(g). Druhd nerovnost rank(g o f) < rank(f) plati podle lemmatu 5.5, nebot Im(g o f) = g(Im(f))
a dim g(Im(f)) < dim Im(f).

g:V—->W

Obrazek 5.14: Geometrické ilustrace ukazuje, Ze sloZené zobrazeni g o f mensi hodnost rank(g o f) nez
obé zobrazeni f a g.

Pokud je f prosté, dostavame rovnost rank(g o f) = rank(g). Podobné pokud je g na, nastane

rovnost rank(g o f) = rank(f). Reguldrni matice odpovidaji izomorfismim, které jsou prosté a zarover
na. Proto ziskdvame, Ze ndsobeni regularni matici zleva/zprava neméni hodnost, coz je vysledek odvozeny
v kapitole 4.
Duadlni zobrazeni. Podle kapitoly 4 jsou zbyvajici dva fundamentélni podprostory fadkovy podprostor
a levé jadro. Tyto pojmy jsme vybudovali pomoci transponované matice AT, jejiz definice je zévisla na
maticové reprezentaci pomoci koeficientti. Abychom mohli tyto podprostory zavést v feéi abstraktnich
linearnich zobrazeni, je potieba zavést pojem dudlniho zobrazeni. Existuje matematicky elegantni definice
ve formé duélniho vektorového prostoru a skalarniho souc¢inu. Tu si ale prozatim odpustime, protoze
tyto pojmy nemame vybudované. Misto toho miZeme duélni zobrazeni definovat s vyuzitim maticové
reprezentace pies transpozici.

Méjme libovolné zobrazeni f : U — V a zvolme libovolné X béazi U a Y bazi V. Dudlni zobrazeni
je linearni zobrazeni f*:V — U, tedy zobrazuje v opacném sméru nez f. Jiz jsme se setkali s inverzni
zobrazenim f~! :V — U, aviak dualni zobrazeni je néco jiného. Napiiklad jeden rozdil je, 7e dudlni
zobrazeni vzdy existuje. Necht je A € R™*" je matice reprezentujici f vic¢i X a Y. Dudlni zobrazeni
f*:V = U je linearni zobrazeni reprezentované matici AT vii¢i dudlnim bazim Y* a X*. Vektory téchto
dualnich bazi jsou sloupcové vektory YT a X7, tedy fadkové vektory Y a X. Duélni zobrazeni f* je
uréené jednoznaéné nezévisle na volbé bazi X a Y, coz si étenai mitze rozmyslet ve cviceni 5.6. Ctyii
fundamentalni podprostory linedrniho zobrazeni f jsou Ker(f), Im(f), Ker(f*) a Im(f*), nakresleny na
obrazku 5.15.

Transpozici matice, definovanou v koeficientech matice, lze zavést i pro abstraktni line-
arni zobrazeni. Reprezentuje dudlni zobrazeni.
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Obrazek 5.15: Dudlni zobrazeni f* zobrazuje zprava doleva. Jsou vyobrazeny jeho dva fundamentélni
podprostory Ker(f*) a Im(f*).

5.3 xMaticové reprezentace grafu

Ukéazeme si aplikace ziskanych poznatki linearni algebry v teorii grafii. Pro to mame dvé motivace.
Predné tyto aplikace jsou velice elegantni, davaji lepsi vhled to nékterych aspekt grafi a maji presah
i do redlnych aplikaci. Druha motivace je ¢isté pragmatickd z pohledu linearni algebry. Zatim jsme
si ukazovali linedrni transformace v fe¢i geometrickych transformaci (rotace, roztazeni, projekee, ...).
Matice reprezentujici grafy jsou elegantni piiklady zajimavych linedrnich zobrazeni, na kterych muzeme
ilustrovat vybudovanou teorii z jiného tthlu pohledu.

Graf je jednou ze zdkladnich matematickych struktur a jejich zkouméanim se zabyva velka c¢ast
diskrétni matematiky. Kazdy graf G sestéavd z mnoziny vrchold V(G) a mnoziny hran E(G), kde kazda
hrana propojuje dvojici vrcholii. Napiiklad vrcholy mohou reprezentovat mésta na mapé a hrany jsou
silnice mezi nimi. V chemii mizeme kazdou molekulu reprezentovat grafem, kde vrcholy jsou atomy a
hrany reprezentuji chemické vazby. Neni proto prekvapivé, ze se grafy vyskytuji na fadé mist v mate-
matice a raznych védeckych disciplinach.

Méjme graf G s n vrcholy {1,...,n} a m hranami. Pokud je graf maly, pfirozené se reprezentuje
obrazkem. Pro vétsi grafy si naptiklad miuzeme pamatovat seznam vsech hran, pfipadné seznam sousedu
pro kazdy vrchol zvlast. V linedrni algebfe se graf typicky reprezentuje matici, coz lze udélat hned
nékolika zpusoby.

Matice sousednosti a Laplaceova matice. Casto se pouzivaji nasledujici dvé étvercové matice n x n.
Matice sousednosti Ag je velice piirozend, naproti tomu Laplaceova matice L je trochu zvlastni. Necht
d(i) oznacuje stuperi vrcholu 4, coZ je pocet jeho sousedil. Koeficienty téchto matic jsou definovény jako

d(i), pokudi=j,
a (Lg)iy =4 —1, pokudij € E(G),

0 jinak, .
0 jinak.

(o), = {1, pokud ij € E(G),
Alternativné Lo = Dg — Ag, kde D¢ je diagonalni matice se stupni jednotlivych vrcholti na diagonale.
Priklady jsou na obrazku 5.16. Pro lepsi sezndmeni s témito maticemi miize ¢tenaf vyzkouset nasledujici
dvé cviceni. Cviceni 5.7 ukazuje souvislost mocnin A% se strukturou grafu, a cviceni 5.8 fesi vztah mezi
Laplaceovou matici a fezy v grafu.

Mozné ¢tenari piijde Laplaceova matice jako podivny zptisob reprezentace grafu. Vzdyf preci
neobsahuje zadnou dalsi informaci, kterou by neslo vy¢ist z matice sousednosti. To je zcela pravda,
avSak pouze z uré¢itého pohledu. V tvodu kapitoly jsme zminili, Ze kazdou matici lze interpretovat dvéma
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1 1 11 3 -1 -1 -1
‘b 11 1 -1 3 -1 -1
5 2 1 1 1 -1 3 -1 -1
vv e = 11| fe= -1 3 -1 -1
1 1 -1 -1 3 -1

4 3 4 11111 -1 -1 -1 -1 -1 5

Obrazek 5.16: Graf G spolu s maticemi Ag a Lg. V maticich vynechdvame nulové koeficienty.

zpusoby. Nas dosavadni nahled byl na tyto matice jako na tabulky ¢isel, popisujici data k danému grafu.
7 tohohle pohledu je veskera informace L obsazena v Ag. Druhy pohled je vSak ptes linearni zobrazeni,
kdy kazda z matic popisuje jiny proces nad grafem. Obé matice popisuji linedrni zobrazeni z R" do R™.
Koeficienty vektoru & € R™ muzeme chapat jako ohodnoceni jednotlivych vrcholia. Kazda z matic tato
ohodnoceni transformuje jinym zptisobem.

Matice sousednosti jako transformace. Zamdéime se nejprve na matici sousednosti. Ta definuje linedrni
zobrazeni Ag : R™ — R"™. Nechf « je libovolny vektor a nechf y = Aga. Z definice Ag a maticového
nasobeni plati, Ze

Yi = Z Tj.

ijEB(G)
Transformace s¢ita pro kazdy vrchol ohodnoceni vSech jeho sousedt. Alternativné kazdy vrchol rozesle
svoje ohodnoceni vSem svym sousedi a zaroven pfijme jejich ohodnoceni. Zkoumanim algebraickych
vlastnosti matice Az se mizeme dozvédét spoustu globélnich vlastnosti grafu G.

Ukazme jesté souvislost matice A s modelovanim pravdépodobnosti. Pomoci pravdépodobnosti
chceme predpovidat realny svét. Napiiklad uvazme hraci kostku. Vysledek hodu ovliviiuje celd fada fak-
torti: poloha kostky; smér hodu; misto, kam kostka dopadne; sila hodu; pfesné rozmisténi atomu kostky
a povrchu; . ... Problém je, Ze téchto faktor je hrozné moc a jsou neuvéfitelné slozité. Ani nejmodernéjsi
fyzika neni schopné predikovat vysledek hodu. Myslenka pravdépodobnosti je, Ze vytvorime jednoduchy
model kostky tfeba tak, Ze si fekneme, zZe kazda z Sesti moznosti pada stejné casto, tedy v jedné Sestiné
hodt dostaneme kazdé ze Sesti ¢isel. Tento model samoziejmé neumoziuje predpovédét, jak konkrétni
hod dopadne. Pokud vsak hodi provedeme hodné, popisuje model velice dobfe ocekavané chovani. Tedy
zkoumanim i takto jednoduchého matematického modelu se muzeme ledacos o redlném svété dozvédét
a na tomto principu naptiklad funguji kasina.

Jak tohle souvisi s matici sousednosti? Tuto matici Ize snadno modifikovat na matici Pg, ktera
popisuje nahodnou prochdzku nad grafem. To je matematicky model ¢éstice, kterd se pohybuje v grafu
a v kazdém vrcholu si rovnomérné vybere dalsi smér cesty ze vsech jeho sousedii. Tento model ma fadu
aplikaci napiiklad ve fyzice. Matice Pg se ziskd z matice Ag vydélenim kazdého sloupce i ¢islem d(7).
Naptiklad pro matici Ag z obrazku 5.16 ziskdime Pg vynasobenim prvnich péti sloupct % a posledniho
sloupce % Povsimnéte si, ze soucet v kazdém sloupci Py je presné jedna, ale soucty v jednotlivych
tadcich mohou byt odlisné.

Uvazme naptiklad situaci, kdy je ¢astice na zacatku umisténa ve vrcholu ¢. Potom po jednom kroku
ndhodné prochézky dostavame distribuci pravdépodobnosti jednotlivych vyskytu jako Pge;, obecné po
k krocich jako Phe;. Diivod je nésledujici. Pro y = Pgx plati, Ze

1
Yi = Z STy
ij€E(G) d(5)

Castice stoji ve vrcholu j s pravdépodobnosti ;. Hodnota 1/d(j) odpovidé pravdépodobnosti, Ze si
v j-tém vrcholu vybere hranu vedouci do i. Dohromady ziskavame, Ze se Céastice pohne z j do i s
pravdépodobnosti ﬁ% Tedy vy; je spravné pravdépodobnost, ze ¢astice po jednom kroku stoji v .
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Pfirozena otazka je, jak se tato distribuce vyvine, pokud udélame velké mnozstvi kroktt nahodné
prochéazky. Tedy napfiklad jestli existuje
lim P(k;el-
k—o0
a jak pripadné tato limita vypada. Tyto a dalsi podobné otazky lze odpovédét pomoci metod linearni
algebry. Priklad distribuci pro ndhodnou prochazku je tabulce 5.1.

xz | Pox Pix Plx Plz Pix PSz Plz PSx Plz | lim Ptz
1.0 0.0 0.2889 | 0.0889 | 0.1852 | 0.1317 | 0.1599 | 0.1447 | 0.1529 | 0.1485 0.15
0.0 | 0.3333 | 0.0667 | 0.2000 | 0.1235 | 0.1646 | 0.1421 | 0.1543 | 0.1477 | 0.1512 0.15
0.0 0.0 0.1778 | 0.1259 | 0.1605 | 0.1440 | 0.1531 | 0.1483 | 0.1509 | 0.1495 0.15
0.0 0.0 0.1778 | 0.1259 | 0.1605 | 0.1440 | 0.1531 | 0.1483 | 0.1509 | 0.1495 0.15
0.0 | 0.3333 | 0.0667 | 0.2000 | 0.1235 | 0.1646 | 0.1421 | 0.1543 | 0.1477 | 0.1512 0.15
0.0 | 0.3333 | 0.2222 | 0.2593 | 0.2469 | 0.2510 | 0.2497 | 0.2501 | 0.2500 | 0.2500 0.25

Tabulka 5.1: Vyvoj pravdépodobnostni distribuce ndhodné prochazky a limitni distribuce pro graf z

nachézet v centralnim vrcholu, coz dava smysl.

Poznamenejme, ze pokud se ¢tenari nelibi pravdépodobnost, popisuje Pg 1 zcela redlny proces.
Predstavme si, Ze na zacatku je néjaké mnozstvi vody rozmisténé mezi vrcholy grafu, v pomérech podle
vektoru x. Potom Py popisuje proces, pii kterém kazdy vrchol rovnomérné rozdéli svoje mmnozstvi
vody a posle ho sousediim, a zaroveii od svych sousedii pfijme néjaké mnoZstvi vody. Vektor Pkx
udava distribuci vody po k krocich. Prirozenéd otézka je, jestli takovy systém konverguje k equilibriu,
coz je ustaleny stav, kdy se distribuce vody v jednotlivych krocich neméni. Model s vyménou vody
odpovida situaci, kdy ve vySe uvedeném modelu ndhodné prochéazky sledujeme spoustu ¢astic, u kterych
ocekavame, Ze se typicky rovnomérné rozdéli mezi sousedy daného vrcholu. Takové situace naptiklad
nastane pii pohybu spousty elektront v elektrické siti.

Laplaceova matice jako transformace. Nyni uvazme tajemnéjsi Laplaceovu matici jako transformaci
Lg : R™ — R™. Necht y = Lg@, potom rozepsanim a preusporadanim maticového nasobeni dostavame:

yi =d(i) - @ — Zl’j:d(i)-(l’i—ﬁ le)

ijeE(G) ijeE(GQ)

Nema smysl iterovat vektor Laplaceovou matici. Pfedstavme si v8ak, ze jednotlivé vrcholy umistime do
riznych vysek, kde i-ty vrchol je ve vysce ;. Potom y,; udava, o kolik je vyska vrcholu ¢ vyssi nez
primérné vyska jeho sousedt. (Vysledek je vynasobeny faktorem d(i), ktery pro jednoduchost mizeme
ignorovat.)

Laplaceova matice popisuje Laplaceiv operdtor A, ktery hraje klicovou roli v fadé oblasti fyziky
souvisejicich s difuzi. Napiiklad v termodynamice popisuje druhy zakon termodynamiky, ze se teploty
jednotlivych mist praméruji. Pokud je néjaké misto teplejsi nez jeho okoli, bude se postupné ochlazovat,
a podobné naopak. Uvazujeme-li situaci diskrétné nad grafem, dostaneme Laplaceovu matici. Pokud x;
jsou teploty jednotlivych vrcholii, hodnota y; udava, jak moc se teplota daného vrcholu lisi od pruméru
na jeho okoli, a tedy jak moc rychle se bude ménit. Laplaceova matice a Laplacetiv operator se objevuji v
celé radé dalsich oblasti fyziky, naptiklad pfi studiu elektfiny a magnetismu nebo pfi difuzy chemickych
latek.

Zkusme vytesit podobnou otazku jako predtim, jak bude vypadat equlibrium s ustalenou distribuci
teplot. Libovolné equilibrium @ spliuje Laplaceovu rovnici Lgx = 0. To plati pouze FeSeni se stejnou
teplotou v celém grafu a diavod je nasledujici. Pokud by existoval vrchol, jehoz ohodnoceni by bylo vyssi,
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nez ohodnoceni nékterého z jeho sousedii, existoval by dalsi jeho soused s jesté vy$sim ohodnocenim.
Tento argument mizeme opakovat a ziskame tak nekonecnou posloupnost vrcholi se zvysSujicim se
ohodnocenim. To neni mozné, protoze predpokladame, ze graf je konecny. (V argumentu predpokladame,
ze graf je souvisly, tedy neobsahuje oddélené ¢asti, mezi kterymi by nevedly zadné hrany. V opac¢ném
ptipadé miize mit equilibrium v kazdé komponenté souvislosti jiné ohodnoceni.)

V praxi jsou mnohem zajimavéjsi situace s okrajovymi podminkami. Reknéme, Ze pro néjakou

podmnozinu okrajovych vrcholi dostaneme predepsané teploty. Predstavme si napriklad, ze mame néjaky
systém, ktery je v téchto vrcholech zahfivany. Zajima nas, jak bude vypadat equlibrium za okrajovych
podminek. Tedy hleddme ohodnoceni teplot pro zbyvajici vnitini vrcholy, které bude splhovat Lgx = 0
pro vSechny vnitini vrcholy. Protoze se jedné o soustavu linedrnich rovnic, umime tento problém efektivné
vytesit pomoci pocitace. Ve spousté aplikaci se také objevuje feseni Poissonovy rovnice Lgx = b, které
odpovida predepsanym toktim teplot.
Matice incidence. Zkusme se zamdéiit na fundamentalni podprostory. Ty nejsou pro predchazejici dvé
Ctvercové matice prilis zajimavé. Existuje vSak jesté dalsi obdélnikova matice reprezentujici graf, jejiz
fundamentélni podprostory si ted popiSeme. Této matici n x m se ¥ikd matice incidence a znadi se Ig.
Nejprve si zvolme libovolnou orientaci hran grafu, na konkrétni volbé nezalezi, ale néjakou potfebujeme.
Kazdy fadek odpovid4 jednomu vrcholu a kazdy sloupecek odpovida jedné hrané. Necht k-ty sloupedek
odpovida hrané zorientované z i do j. Potom tento sloupecek obsahuje piesné dva nenulové koeficienty,
ato —1 v i-tém Fadku a 1 v j-tém Fadku. P¥iklad matice incidence je na obrazku 5.17. Ctenai si mtize
rozmyslet, Ze nezdvisle na zvolené orientaci plati I¢1} = Lg.

-1 -1 1

1 7 1
1 -1 -1
4 2 5 I = -1 1
-1 1
6
3 G

Obrazek 5.17: Graf G se zorientovanymi hranami spolu s matici incidence /.

Abychom pochopili, jak vypadaji fundamentalni podprostory I, budeme uvazovat zobrazeni I :
R™ — R" a dualni zobrazen{ I/}, : R" — R™. Kazdy vektor € R" je ohodnoceni vrcholii a kazdy vektor
y € R™ popisuje ohodnoceni hran. Ohodnoceni vrcholtt budeme uvazovat fyzikalné jako potencidly.'®
Ohodnoceni hran odpovida toku, ktery tece po sméru hran. Proto jsme hrany zorientovali a toku proti
sméru hrany odpovida zaporné ohodnoceni.

Zkusme tyto transformace popsat presnéji. Obrazek 5.18 ukazuje piiklady. Linearni zobrazeni
Ig : R™ — R transformuje ohodnoceni hran y v ohodnoceni vrcholéit z. Ozna¢me E; mnoZinu hran
smétujicich do i-tého vrcholu a E; mnozinu hran sméfujicich z i-tého vrcholu. Potom pro = = Igy

plati:
T, = Zyj - Zyk‘
Ef E

Vysledné ohodnoceni vrcholu x; odpovida prebytku v i-tém vrcholu, tedy rozdilu toho, co do vrcholu
pfitede a co odtede. Studium toku hraje kli¢ovou roli napiiklad v elektromagnetismu a je dulezité v

(6) Co jsou to potencialy? Ty mohou t¥eba odpovidat viskam, ve kterych jsou jednotlivé vrcholy umistény. Predstavme
si, ze se né&jaky objekt presouva po grafu. Pokud se presune do vyse polozeného vrchold, musi vykonat praci imérnou
rozdilu vysek. Tato préace se ulozi ve formé (gravita¢niho) potencidlu, a pfi opétovném sestupu do nize polozeného vrcholu
je ¢ast potencialu spotfebovana. Samoziejmé potencidl muze souviset i napiiklad s abstraktnéjsim elektomagnetismem,
kde funguje podobné.
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aplikacich, napiiklad pfi sifové komunikaci nebo optimalizaci dopravnich spojeni. Matice I a néstroje
linedrni algebry umoznuji ziskat vzhled do problematiky toki.
Duélni zobrazeni It : R — R™ naopak transformuje ohodnoceni vrcholi v ohodnoceni hran y.
Necht y = I}z. Potom
Yp = T; — x;, kde k-td hrana vede z i do j.

Tedy dudlni zobrazeni piitfazuje hrandm rozdily potenciala.

Obrazek 5.18: Linearni zobrazeni I transformuje tok y v potencidly . Duélni linearni zobrazeni I},
transformuje potencidly @ v rozdily potenciali y.

Jadro dudlniho zobrazeni. Je snadné uréit prvni fundamentalni podprostor Ker(I%). Kazdy vektor x
7 jadra splituje IZz = 0, tedy rozdil potenciali na libovolné hrané je nulovy. Proto vSechny vrcholy v
celé komponent& musi stejny potencial. Dimenze Ker(1[) je rovna ¢, kde ¢ je pocet komponent grafu.
Prirozena bazi podprostoru tvori ¢ vektord, kde kazdy méa hodnotu jedna v ramci jedné komponenty
a nulovou hodnotu pro ostatni komponenty. Tento podprostor nazveme podprostor komponent. Pozna-
menejme, %e Ker(Lg) je stejny jako podprostor komponent; v diikazu tvrzeni 4.14 jsme ukazali, Ze
Ker(AAT) = Ker(AT) pro libovolnou matici A.

Protoze jsme urcili dimenzi jednoho fundamentéalniho prostoru, umime snadno dopocitat dimenze
ostatnich fundamentélnich podprostorii. Matice I ma hodnost rank(/g) = n — ¢. Proto je

dimR(lg) = dimIm(lg) =n—c¢ a dimKer(Ig) =m—n+c.

Zbyva urcit, jak kombinatoricky vypadaji tii zbyvajici fundamentalni podprostory a vysvétlit zvlastni
hodnoty dimenzi.

Jéadro. Zkusme pochopit kombinatorickou strukturu Ker (/). Tok y lezi v Ker(/), pokud plati Icy = 0,
tedy tok vytvari ve vSech vrcholech nulové prebytky. Tato vlastnost se ve fyzice nazyva Kirchhofiv zdkon.
Ten 1ik4, Ze se v elektrické siti nevytvaii prebytky proudu v zadném uzlu. Podprostoru Ker (/) se typicky
tik& podprostor cykli, nebot je generovany vemi cykly grafu. Pokud zvolime libovolny cyklus a posleme
po ném v néjakém smeéru tok néjaké velikosti, nezmeéni se prebytky. Pfesnéji fe¢eno prebytky se nezmeéni,
pokud pficteme nasledujici tok ¢. Ten ma na hranach mimo cyklus nulovou hodnotu, na hranach po
sméru cyklu hodnotu 1 a na hranach proti sméru cyklu zapornou hodnotu toku —1. Ptiklady takovych
tokl ¢ jsou na obrazku 5.19 spolu s tuéné vyznacenymi cykly.

Pro¢ mé vsak jadro Ker(I;) dimenzi pravé m — n + ¢? Pro toto zvlastni ¢islo ziskdme vysvétlent,
kdyz sestrojime néjakou prirozenou bazi. Jiz vime, Ze podprostor je generovany cykly, kterych je vSak
v typickém grafu hrozné moc. Ukdzeme, ze staci zvolit malou ¢ast téchto cykli. Uvazme libovolnou
kostru, coz je maximalni acyklicky podgraf. Kostra souvislého grafu obsahuje n — 1 hran, v ptipadé ¢
komponent obsahuje n — ¢ hran. Pocet hran kostry je totozny s dimenzi R(A) a Im(A), a v ptipadé
Ker(Ig) je dimenze m — n + ¢ poéet zbyvajicich hran mimo kostru. To pochopitelné neni nadhoda.
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Kazda hrana e mimo kostru definuje jeden specificky cyklus C,, ktery se nazyva fundamentalni
cyklus. Tento cyklus je jediny cyklus, ktery vznikne pfidanim hrany e do kostry, tedy vSechny zbyvajici
hrany C, patii do kostry. Tomuto cyklu odpovida tok t. definovany jako vyse. Libovolny cyklus C' s
libovolnym tokem ¢ 1ze vyjadrit jako linedrni kombinaci toku ¢, pres fundamentalni cykly C, pro vSechny
hrany e, které patii do C' a nejsou z kostry. Detaily si mize ¢tenar rozmyslet ve cviceni 5.9.

& ~ 3

t 1 4 s 1

Obréazek 5.19: Nalevo je tuéné vyznaceny cyklus spolu s Sedé vyznacenou kostrou. Tok ¢ ma po sméru
cyklu hodnotu 1 a proti sméru cyklu —1. Protoze tento cyklus obsahuje tifi hrany mimo kostru, lze
vyjadiit ¢ jako linearni kombinaci t¥i tokt ¢q, to a t3 pro fundamentalni cykl nakreslené vpravo.

Eulerova véta. Udélejme malou odbocku a ukazme velice zajimavou aplikaci ziskanych vysledkt. Nasi
znalost dimenze Ker(Ig) vyuzijeme k diikazu Eulerovy véty. To je slavny vztah mezi poétem vrchold,
hran a stén v rovinnych grafech. Graf se nazyva rovinng, pokud ho lze nakreslit do roviny bez kiizeni
hran, na obrazku 5.20 je priklad rovinného grafu. V kazdém rovinném nakresleni rozdéluji hrany grafu
rovinu na nékolik oblasti, které se nazyvaji stény. Nakresleni obsahuje pravé jednu neomezenou sténu,
ktera se nazyva vnéjsi, a ostatni stény se nazyvaji vnitrni. Oznacme pocet stén rovinného grafu pomoci
f; pro libovolné nakresleni je stejny. Mimochodem rovinné grafy tzce souvisi s mnohostény, ostatné

proto maji vrcholy, hrany a stény svoje geometricka jména.

ot
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Obrazek 5.20: Nalevo je priklad rovinného grafu, coz je slavny dvanactistén, jedno z péti Platonskych
téles. Pro tento graf je n = 20, m = 30 a f = 12. Jedenact cykli odpovidajicich vnitinim sténdm,
které tvoii bazi Ker(/g), je vyznaceno. Napravo je zvyraznén cyklus s odpovidajicim tokem ¢, ktery lze
vyjadiit jako ¢, + to + t3 + tg + t5 + t11.

Zaméime se pro jednoduchost na souvislé grafy, i kdyz obecné znéni véty je velmi podobné. (Ctenas
si mize rozmyslet obecné znéni a jeho dikaz.) Eulerova véta 1ika:
Véta 5.7 (Euler, 1750). Pro libovolny souvisly rovinny graf plati
m—n+1=f—1.

Diikaz. Existuje celd fada dikazt. Napfiklad standardni dikaz je indukei podle po¢tu hran. Pro strom
zjevné rovnost plati. Pridanim jedné hrany se jedna sténa rozdéli na dvé, coz zvétsi se pocet stén o
jedna. Obé strany rovnosti se tedy zvétsi o jednicku a rovnost zistane zachovana.
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Ukéazeme si alternativni ditkaz pomoci linearni algebry. Leva strana rovnosti by méla byt ¢tenafi
povédoma, je to piesné dimenze Ker(I) pro souvisly graf G. Jak uz ¢asto v matematice byvd, podobné
véci nejsou ndhody. Staci ukézat, Ze Ker(/¢) mé jinou bézi velikosti f—1, a rovnost vyplyne ze Steinitzovy
véty 4.6 o vymeéneé.

Uvazme libovolné rovinné nakresleni grafu. Pro kazdou vnitini sténu (kterych je f — 1) zvolime
tok ¢; ve sméru hodinovych rucicek podél hran této stény. Tyto toky jsou vyznaceny na obrazku 5.20
vlevo. Tvrdime, Ze toky #,,...,ts_; tvori bazi prostoru cyklt Ker(Is).

Mnozina #1,...,t;_1 generuje vSechny cykly v grafu z nasledujiciho divodu. Uvazme libovolny
cyklus s piislusnym tokem ¢, fekneme velikosti jedna po sméru hodinovych rucicek v rovinném nakresleni.
Potom t Ize vyjadiit jako soucet toku t; pro vSechny stény umisténé uvnit¥ cyklu. Hrany uvnitt cyklu
se navzajem odeCtou. Zistanou pouze hrany na hranici se spravnym znaménkem. Toto vyjadieni je
naznaceno na obrazku 5.20 vpravo.

Podobné lze dokazat, Ze mnozina t,...,t;_; je linedrné nezavisla. Argument je, Ze v linedrni
kombinaci libovolné mnoziny stén urcité zustane nenulova hranice téchto stén. Detaily si mtze ¢étenar
rozmyslet. Dokézali jsme, ze £y, ... ,t;_; tvoii bazi, z ¢ehoz vyplyva rovnost. O

Tato véta ma celou fadu zajimavych dusledki a zobecnéni. Napiiklad z ni vyplyva, ze v libovolném

rovinném grafu plati m < 3n—6. Tedy, na rozdil od obecnych grafii, rovinné grafy obsahuji pouze linearné
mnoho hran vzhledem k poétu vrcholi. Poznamenejme, Ze typic¢téjsi zapis rovnosti je n+ f =m +2. Z
naseho zapisu je vsak jasnéjsi diikaz pomoci linearni algebry.
Obraz. Jeden ze dvou zbyvajicich fundamentélnich podprostori, obraz Im(/), se nékdy nazyva pod-
prostor potencidli. Z definice je generovan jednotlivymi sloupci matice I, kterym odpovidaji jednotlivé
hrany. Pokud po hrané z v do v posleme néjaky tok velikosti ¢, zvysime ptebytek ve vrcholu v o hod-
notu t a snizime piebytek v u o hodnotu ¢. Na prebytek vrcholu mtizeme nahlizet jako potencidl, ktery
muze poslat svym sousediim. Potencidly nékterych vrcholt mohou byt zédporné, coz matematicky ne-
vytvari jakykoliv problém. Z pohledu redlného svéta si mizeme pfedstavit, ze vSechny vrcholy zacinaji
s néjakym vychozim mnozstvim, a potencial popisuje rozdil vici poc¢ateénimu stavu. Jedind podminka
pro potencialy je, Ze jejich soucet je v libovolné komponenté nulovy. To napiiklad odpovida fyzikalnim
principim zachovani hmoty nebo energie. (Podle toho, co tok vyjadiuje.)

Vime, Ze dimenze Im(Ig) je n — ¢, coZ je pocet hran v kostie. Pokud chceme poslat tok z u do

v, museji se nachazet ve stejné komponenté. Tento tok muzeme poslat podél kostry, pouze s vyuzitim
hran kostry. Tedy hrany kostry tvoii bazi Im(I). Ctenaf si miize rozmyslet, Ze sloupce odpovidajici
podmnoziné hran jsou nezavisla, pravé kdyz hrany neobsahuji cyklus.
Ten je generovan radky matice. Uvédomme si, ze i-ty fadek odpovidda mnoziné hran, které vedou z
a do i-tého vrcholu. Nechf z je libovolny vektor potencidlt vrchol. Potom y = ILx je vektor, ktery
popisuje pro jednotlivé hrany rozdily potencialit koncovych vrcholti. Radkovy prostor je tedy generovany
zménou potenciali jednotlivych vrcholt. Pri¢teni nasobku i-tého fadku odpovidd zméné potencidlu i-
tého vrcholu o tento nasobek, coz zpusobi stejnou zménu rozdilu potencidlu pro vSechny hrany vedouci
z a do vrcholu i.

Vime, ze dimenze fadkového podprostoru je n — c. Rozdily potencialti hraji roli pouze v ramci
komponent, tedy jednotlivé komponenty lze uvazovat samostatné. Klicové je, ze pouze rozdily potenciali
ovliviiuji hodnotu y, nikoliv jejich absolutni hodnoty. Pokud zménime potencidly v celé komponenté
stejné, rozdily se nezméni. Proto mtzeme v kazdé komponenté zafixovat potencidl jednoho vrcholu
a stadi ménit zbyvajici potencialy k vygenerovani celého Fadkového podprostoru. Ctendi miize zkusit
odvodit jinou béazi R(I) ve cviceni 5.10.

Pro¢ se tomuto podprostoru fika podprostor fezti? Protoze popisuje 7ezy v grafu. Rozdélme vrcholy
grafu na dvé ¢asti, které oznaé¢me A a B. Rez mezi A a B je mnozina vSech hran, které vedou mezi
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vrcholem z A a vrcholem z B. Rozdéleni vrcholi mezi A a B lze popsat nasledujicim vektorem a:

0, pokudie€ A, a
Tr; =
1, pokud i€ B.

Potom y = I}z je vektor, ktery piifazuje hrandm z A do B hodnotu jedna, hrandm z B do A hodnotu
minus jedna a ostatnim hranam hodnotu nula. Tedy y popisuje fez mezi A a B. Obecné vektory radkové
podprostoru popisuji zobecnéni fezit. Mimochodem z rovnosti Lg = 1515 lze vyvodit alternativn{ dikaz
cviceni 5.8.

Shrnuti

Cviceni

Urcete, jak vypada matice transformace zrcadleni v R? podél piimky prochézejici pocatkem
pod thlem ¢ vuci kanonické bazi.

Uréete pro ndsledujici matice uvazované viici kanonické bazi v R?, jakym geometrickjm trans-
formacim odpovidaji. Vynechané koeficienty jsou nulové.

) ) e ) )

Dokazte, Ze inverze linedrniho zobrazeni je linedrni. Budete muset zvlast dokézat pro levou inverzi
f~'o f =id a pro pravou inverzi f o f~! =id.

Necht W je podprostor U. Definujme faktorprostor U/W jako mnozinu vsech afinnich podprostort
W + p spolu s operacemi s¢itani a nasobeni skalarem:

Wp)+(W+qg=W+(p+q a oW+p)=W+(ap).
Dokazte, ze vznikla struktura je vektorovy prostor. Urcete, jak vypada nulovy vektor. Dokazte, ze
dimU/W = dimU — dim W.

Dokaite, Ze neexistuje izomorfismus mezi R a R%. Na druhou stranu sestojte bijektivni zobrazeni
f:R — R% K tomu vyuzijte desetinny rozvoj realného ¢isla x a rozdélte ho vhodnym zpiisobem mezi
dvé realna ¢isla (y, 2).

Dokazte, ze duélni zobrazeni f* je urcené jednoznacné. Tedy ukazte, Ze pro libovolnou volbu bazi
X aY ur¢uje matice AT stejné linearni zobrazeni viici bazim Y a X.

Uvazme matici sousednosti Ag grafu G. Objevte, co popisuji koeficienty A% a obecné Af, pro
libovolné k. Vysledek pochopitelné dokazte.

Necht L je Laplaceova matice grafu G a necht @ je libovolny vektor, jehoz koeficienty jsou pouze
nuly a jednicky. Ukazte, ze viraz «' Lo pocita velikost urcitého fezu v grafu. Rez je mnozina hran,
které vedou mezi dvéma skupinami vrchold.

Dokazte, ze jadro Ker(I) je generované vemi cykly grafu a Ze fundamentalni cykly C. generuji
vSechny cykly grafu.
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Pro jednoduchost uvazme souvisly graf a zvolme v ném kostru. Prostor fezit R(I) mé nasledujici
bazi tvorenou fundamentdlnimi rezy, kazdy odpovidajici jedné hrané kostry. Kazda hrana rozdéluje
vrcholy kostry na dvé ¢asti. Vektor zvétSuje potencial vSech vrcholi na jedné strané o jedna, a na
druhé strané potencidly neméni. Dokazte, Ze zvolené vektory tvori bazi R(I) a urcete, které hrany tyto
fundamentalni fezy obsahuji.
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Kapitola 6

Grupy a télesa

V této kapitole udélame malou odbocku ze svéta linearni algebry a popiSeme si dvé zakladni struktury
abstraktni algebry. Prvni strukturou jsou grupy, které slouzi k popisu symetrii objekti. Také tzce souvisi
se strukturou transformaci aplikovangch na objekty. Druhou strukturou jsou (algebraickd) télesa. Nazev
je malicko matouci, nebot naznacuje souvislost s geometrickymi télesy (napiiklad krychle). Algebraicka
télesa jsou zobecnéni Cisel, napiiklad ¢isel redlnych nebo racionalnich. Myslenka je, ze fada tkont, které
muzeme provadét s redlnymi ¢isly, 1ze stejné dobfe provadét v tomto zobecnéni. Tato zobecnéni lze
aplikovat na radu situaci, které neni mozné popsat realnymi ¢isly.

Tyto struktury jsou zakladnimi matematickymi objekty, se kterymi se ¢tenai setka na kazdém
rohu. Pfirozend otazka je vSak nasledujici. Jak tyto dvé struktury souvisi s linedrni algebrou? Pro¢ jim
vénujeme celou kapitolu? Grupy tzce souvisi se strukturou transformaci, coz jsou naptiklad linearni zob-
razeni popsand v kapitole 5. Naptiklad mnozina vSech automorfismii (bijektivnich linearnich zobrazeni
f:U — ) tvofi grupu. V Feéi matic je to grupa vSech reguldrnich matic.

Motivace pro zkoumani téles je jesté pfimocarejsi. V celém textu jsme uvazovali linearni algebru
pouze nad redlnymi ¢isly: vektory byly n-tice redlnych ¢isel, matice byly tabulky redlnych éisel, typické
vektorové prostory byly R™. Ctenaf si vSak miize poviimnout, Ze redlna ¢isla maji celou fadu vlastnosti,
které jsme nikdy nepouzili. Naptiklad pro libovolné nezaporné realné ¢islo x existuje jeho odmocnina
/. V linedrni algebre vSak uvazujeme linedrni pojmy, a proto jsme existenci odmocniny (alespori zatim)
nikde nepotiebovali.

Myslenka je, ze mizeme linearni algebru provadét nad zobecnénymi Cisly. Potfebujeme, ze tato
¢isla spliuji vlastnosti jako komutativita, asociativita a distributivita. Prozkoumanim vsech vlastnosti
z tohoto textu dostaneme definici algebraického télesa. Algebraicka télesa jsou tedy presné ta ¢isla, nad
kterymi funguje linearni algebra. Vysvétlime si, které vlastnosti se v tomto zobecnéni malicko lisi a které
jsou naopak zcela stejné. A ukdzeme si aplikace téles.

6.1 Grupy

V této sekci zavedeme matematickou strukturu zvanou grupa, ukazeme jeji motivaci a zakladni vlast-
nosti. Také popiseme katalog grup, které se casto vyskytuji v matematice.
Struktura symetrii. Uvazme napiiklad rovnostranny trojthelnik 7' v roviné. Budeme uvazovat vSechny
jeho symetrické transformace (neboli symetrie). To jsou geometrické transformace roviny, které zobrazuji
T presné na T. Budeme uvazovat shodné transformace roviny, coz jsou vSechny rotace, posunuti a
zrcadleni.

Identita je vzdy symetrické transformace, nebot rozhodné zachovava T (a libovolny jiny tatvar).
Dale miizeme uvazovat rotace roviny ve stfedu trojihelnika. Pokud ji oto¢ime o 120° nebo o 240°, bude T'
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zachovan. Nakonec jsou symetrické transformace tii zrcadleni podle piimek, které prochazi jednotlivymi
vrcholy trojihelnika a stfedy protéjsich stran. Tyto symetrické transformace jsou na obrazku 6.1.

id +120° —120° :
N ~__ | - o

Obrézek 6.1: Sest symetrickych transformaci rovnostranného trojithelnika 7.

Celkem jsme ziskali Sest symetrickych transformaci a tvrdime, ze zadné dalsi nejsou. Jak toto
muzeme ukazat? Klicové pozorovani je, ze symetricka transformace zobrazuje vrcholy 7' na vrcholy 7'.
Budeme piedpokladat nasledujici geometricky fakt, ktery nemtizeme dokazat, nebof neméame shodné
transformace roviny formalné definovany. Plati, Ze pokud dvé shodné transformace roviny zobrazuji
vrcholy T stejné, musi byt totozné. Proto existuje pro 7" nejvyse Sest symetrickych transformaci, které
jsme jiz objevili.

Pocet symetrii 7" vSak neni vSechno. Pfirozena otazka je, jakou maji strukturu. Co tim myslime?
Naptiklad ozubené kolo S na obrazku 6.2 ma také Sest symetrickych transformaci, které vsak vypadaji
velice odlisné nez symetrie 7. Strukturou zde myslime to, jak se symetrické transformace sklddaji.
Pokud mame totiz dvé symetrické transformace a slozime je, dostaneme opét symetrickou transformaci;
prvni i druhé transformace zachovavaji objekt, proto i jejich slozeni zachovava objekt a je symetrickou
transformaci. Napriiklad slozenim dvou rotaci 7" o 120° je rotace o 240° neboli —120°.

% 30 3 3 &

Obrézek 6.2: Sest symetrii ozubeného kola S, viechny jsou rotace roviny o nasobek Sedesati stupii.

Dalsi strukturalni vlastnost symetrii je existence inverznich proki. Libovolna symetricka transfor-
mace f mé inverzni symetrickou transformaci f~!, ktera splije

foft=flof=id

Pro libovolné f je inverze f~! jednozna¢né uréend. Napiiklad inverze rotace T o 120° je obracend rotace
0 —120°. Poznamenejme, 7e mize platit f~! = f, tedy symetrickd transformace mize byt sama k sobé
inverzni; v takovém pripadé se f nazyva involuce. Identita je vzdy involuce a dalsi pfiklady involuci jsou
zrcadleni T" a rotace S o 180°. Struktury symetrii S a T jsou odli$né uz jen proto, ze S obsahuje presné
dvé involuce a T' obsahuje pfesné ¢tyfi involuce.
Cayleyho grafy. Abychom mohli ukézat, jak moc je odlisna struktura symetrii S a 7', mtizeme pouzit
Cayleyho grafy. Cayleyho graf je diagram, ktery umoznuje vizualizovat strukturu symetrii. Pravé za
timto celem vymyslel v roce 1878 Cayley tyto diagramy.

Uvazme né&jaky objekt O a jeho symetrické transformace id = fi,..., fn- Vrcholy Cayleyho grafu
pro objekt O jsou jednotlivé obrazy O = Oy, ..., O, objektu po aphkovam symetrickych transformaci,
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kde O; = fi(O). Tedy obrazy lze identifikovat se symetrickymi transformacemi objektu. Tyto obrazy
jsou totozné objekty, které se lisi pouze prejmenovanim bodu. Napiiklad v pripadé rovnostranného
trojuhelniku 7" mtizeme jeho vrcholy ocislovat 1, 2 a 3 a ziskavame obrazy 717, . .., T s rizné ocislovanymi
vrcholy.

Hrany popisuji vztahy jednotlivych symetrii. Pro kazdou symetrickou transformaci f; zvolime
néjakou barvu. Z kazdého obrazu O; nakreslime Sipku této barvy sméfujici do obrazu f;(O;). Protoze
timto zpusobem by Cayleyho graf obsahoval piflis mnoho hran{™ a nebyl by piehledny, zobrazuje se
pouze ¢ast symetrickych transformaci.

Zvolime malou mnozinu symetrickych transformaci zvanou generujici mnoZina. Divodem pro
tento nazev je, ze generuje vSechny symetrické transformace. Prvky generujici mnoziny se nazyvaji
generdtory. Kazda symetrickd transformace se da vyjadiit jako sloZeni nékolika generatori. Obréazek 6.3
ukazuje Cayleyho grafy pro symetrie objekti S a 7. Pokud by zvolené symetrie negenerovaly vSechny

symetrie, Cayleyho graf by nevyjadfoval celou strukturu symetrii.

T
e

\/’

Obrézek 6.3: (a) Struktura symetrii ozubeného kola S. Stadl jednoprvkovy generdtor tvofeny rotaci o
60°. Jednotlivé symetrie jsou uspofddané do cyklu. (b) Struktura symetrii rovnostranného trojihelniku
T. Z4adny prvek sam negeneruje viechny symetrie, a proto zvolime dvouprvkovy generator tvofeny rotaci
0 120° (vyobrazena modie) a zrcadlenim podle vertikdlni pfimky (vyobrazeno zelené). Pov§imnéte si, ze
modra rotace posouva symetrie ,uvniti“ opa¢nym smérem nez ,venku“. Jako cviceni zkuste zkonstruovat
jiny Cayleyho graf pro T, kde zvoleny generator je tvoreny dvéma zrcadlenimi.

(a) (b)

Typicky se voli do inkluze minimalni generujici mnozinu, protoze se chceme vyhnout zobrazo-
vani nadbytecné informace, generatory jiz jednozna¢né urcuji strukturu symetrii. Do inkluze minimalni
generujici mnoziny neobsahuji zadné nadbytecné prvky, tedy zde je prirozena paralela s nezavislymi
mnozinami vektori z kapitole 4. Pro symetrie vsak neplati obdoba Steinitzovy véty 4.6, ze by kazdy do
inkluze minimalni generujici mnozina obsahovala stejné prvka. Napfiklad pro mnozinu symetrii objektu
S tvoii rotace o 120° a 180° do inkluze minimalni generujici mnozinu.

Mizeme si vSimnout, ze struktura téchto Cayleyho grafi je velice pravidelna. To neni nahoda,
podobné pravidelné vypada kazdy Cayleyho graf. Této vlastnosti se v teorii grup tika regularita. To je

(U Ptesngji z libovolného O; by do libovolného O; vedla pfesné jedna hrana néjaké barvy. Ctenaf si miize rozmyslet, pro¢
tomu tak je.
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mnohem silnéjsi nez regularita v teorii graft, kterd rika, ze kazdy vrchol ma stejné sousedi. Grupa-
tskd regularita Cayleyho grafu pfiblizné znamena, ze z pohledu kazdého vrcholu vypada zcela totozné.
Napriklad pro libovolny vrchol Cayleyho grafu pro 7' z obrazku 6.3b plati, ze aplikovani modré, zelené
a modré Sipky z libovolného vrcholu vede do stejného vrcholu jako samotna zelena Sipka. Podrobnéji
vysvétlime na konci kapitoly 6.1
Definice grupy. Vyse popsané struktury symetrii S a 7" jsou konkrétni priklady matematickych struktur
zvanych grupy, a Cayleyho grafy jsou nastroje urcené pro vizualizaci grup. Z popsanych vlastnosti
symetrii vyvodime abstraktni definici grupy jako matematické struktury. Pfipomerite si jejich definici
popsanou v kapitole 2.5.

Grupa G je matematicka struktura tvorena mnozinou prvkiu G a operaci o : G — G. V nasich kon-
krétnich prikladech grup byla G mnozina symetrii a o operace skladani, ktera musi spliiovat nasledujici
t¥i vlastnosti:

e Asociativita: Pro libovolné t¥i prvky f,g,h € G plati
(fog)oh=fol(goh).

Tato vlastnost dava pro symetrie smysl, protoze skladani libovolnych zobrazeni je asociativni.
Neasociativni matematické struktury jsou velice divné, tedy typicky je to rozumna vlastnost.
Ezistence neutralniho prvku: Existuje neutralni prvek e € G, ktery pro libovolny prvek f € G
spliiuje

foe=eof=F[
V pifpadé symetrii tuto roli plni identické zobrazeni id. Ctenaf si mfize rozmyslet, Ze neutralni
prvek je jednoznacné urceny.
Existence inverznich proki: Pro libovolny prvek f € G existuje oboustrannd inverze =1, kterd
spliuje

Joft=f"of=c
ProtoZze symetrické transformace zachovavaji objekt, daji se vzdy invertovat. Poznamenejme, Ze

7 asociativity a existence levé a pravé inverze vyplyva, ze tyto inverze jsou jednozna¢né urcené a
totozné; tohle jsme dokazali konkrétné pro ¢tvercové matice v lemmatu 3.8.

Operaci o budeme v textu také podle situace znacit jako -, + nebo pfimo symbol vynechéavat;
naptiklad asociativita tika, ze f(gh) = (fg)h. Pocet prvki grupy se nazyva 7dd a znadi se |G|. V textu
se budeme prevdzné zabyvat koneénymi grupami (s konefnym fédem), avSak ukdzeme také diilezité
priklady nekoneénych grup.

Na rozdil od vektorovych prostortt nemusi byt operace o komutativni. Obvykle ani nebude, nebot
skladani zobrazeni typicky komutativni neni. Napiiklad v diagramu na obrazku 6.3b dostavame jiny
obraz aplikovanim nejprve zelené a poté modré symetrie, nez aplikovanim nejprve modré a poté zelené.
Pokud je o komutativni, nazyva se grupa komutativni nebo Abelovskd (podle jednoho z velkych mate-
matikil spojenych se vznikem teorie grup). Pozdéji ukdzeme, ze Abelovské grupy maji velice omezenou
struktury, a tedy typické grupy nejsou komutativni.

Povsimnéme si, ze kazdy vektorovy prostor definuje Abelovskou grupu viéi operaci s¢itani. Struk-
tura vektorovych prostorti je velice limitovana operaci nasobeni skaldrem, strukturou realnych cisel a
dalsich vlastnosti. Na druhou stranu obecné o grupach vlastnosti povi velice malo, a proto je jejich
chopit. Néastroje teorie grup vznikaly nékolik stovek let za ucelem lépe pochopit strukturu slozitych grup.
V tomto textu si ukdzeme pouze stiipky z této rozsahlé teorie.
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Historicka motivace. Ruzné vysledky z teorie grup se objevovaly v matematice uz od pradavna, v
souvislosti se studiem symetrii geometrickych objektiu. Napiiklad Platonska télesa a jejich symetrie
fascinovaly jiz antické matematiky, ktefi jim piisuzovali hluboky filozoficky vyznam. Techniky vyuzivani
symetrii se také budovaly v teorii ¢isel pfi feseni rovnic, kdy se uvazovaly rizné transformace mnoziny
feSeni. Samotny pojem grupy zavedl Galois ve své praci, kdyz se snazil pochopit nefesitelnost rovnic s
polynomem patého a vyssiho stupné.

O co se presné jedna? Jiz nékolik tisic let je zndmy vzorec pro feseni kvadratické rovnice az? +
bx 4+ ¢ = 0. Ten 1ika, Ze feSenim je mnozina

{b+ Vb2 —dac —b— /b2 40,0}

2a 2a

V pritbéhu Sestnactého stoleti byly objeveny podobné, ale mnohem komplikovanéjsi vzorce pro feseni
kubick§ch rovnic az® + ba? + cx + d = 0 a quartick§ch rovnic az® + bx® + ca? + dx + e = 0, obsahujici
tfeti a ¢tvrté odmocniny. Zadné dalsi vzorce pro polynomy vysiiho stupné vsak nebyly nalezeny a jejich
existence byla zahadou nasledujicich 200 let. V roce 1823 dokazal matematik Abel, ze zadny podobny
vzorec pro feSeni rovnic s polynomy patého a vyssiho stupné neexistuje; konkrétné neexistuje naptiklad
pro rovnici 2° —x +1 = 0.

Co vsak myslime podobnym vzorcem? Zakladni véta algebry 1ika, ze kazdy polynom s komplexnimi
koeficienty méa komplexni kofen. Kofenem muzeme polynom vydélit a pokracovat dal. Tedy pro kazdy
polynom existuje rozklad:

U™ + a2 4 agr +ag = ap (v — ) (x —x2) - (x— ),

kde xy,...,2, jsou néjakd komplexni ¢isla. Abelova véta vSak fikd, ze obecné tato komplexni ¢isla
nemuzeme popsat vzorecky, které obsahuji pouze koeficienty ay, . . ., a,, dalsi racionalni konstanty a jejich
soucty, rozdily, souciny, podily a n-té odmocniny (které se nazyvaji radikdly), a to ani, kdyZ je povolime
libovolné poskladat a zanofit do sebe. Proto se tomuto vysledki fikd “nefesitelnost polynomialnich
rovnic stupné pét v radikalech”.

Jak toto souvisi s grupami? PovS§imnéme si, ze Abelova véta nefika, ze pro kazdou polynomialni
rovnici stupné alespon pét nelze mnozinu feseni popsat vzoreckem. Napiiklad pro rovnici ” = 1 umime
mnozinu fefeni popsat v radikalech jako /T (co# je mnozina n komplexnich &sel). Pouze ik, e existuji
$patné rovnice, napiiklad 2° — x + 1 = 0, pro které takovy popis neni mozny. P¥irozené otazky jsou:

e Pro které polynomidlni rovnice popis vzoreckem existuje?
e Co je tolik specialni na ¢isle pét, tedy pro¢ podobné vzorce existuji pro vsechny polynomialni
rovnice do ¢tvrtého stupné?

Na tyto otazky odpovédél Galois a vyuzil k tomu strukturu symetrii mnoziny feSeni dané polynomialni
rovnice. V jeho ¢lanku se poprvé objevil pojem grupa a ukazal, Ze existence vzorce zavisi na struktute
této grupy. Grupy, pro které lze popsat feSeni polynomiélni rovnice vzorcem, nazval resitelné. Galoisova
teorie je propojeni mezi grupami a télesy, a podobné tvahy lze pouzit i v diitkazech nefesitelnosti fady
dalsich matematickych problému.

Grupy hraji klicovou roli v fadé oblasti matematiky. Obecnd myslenka je, Ze spousta matema-
tickych objektid méa velice bohatou pravidelnou strukturu. Teorie grup dava silné obecné nastroje pro
zkoumani této struktury a umoznuje se tak vyznat ve slozitych objektech a zjednodusit je. Diky tomu je
mozné tyto objekty efektivné konstruovat, popisovat a analyzovat. Grupy maji také celou fadu aplikaci
mimo matematiku a maji presah napriklad do fyziky a chemie. V krystalografii se zkoumaji krystaly,
coz jsou pravidelné usporadané struktury atomu. Ze znalosti symetrii krystalt se mizeme dozvédét fadu
jejich vlastnosti.
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Revize Cayleyho grafii. Nejprve definujme formalné generujici mnozinu. Podmnozina prvka H C G
se nazyva generujici mnozina, pokud generuje G. Te znamend, ze libovolny prvek g € G lze ziskat
aplikovanim koneéné mnoha operaci na prvky z H a jejich inverze H ' = {h™! : h € H}, formélné:

YgeG3hy,... . hy c HUH g=hpohy_10---0hyohy.

Prvky generujici mnoziny se nazyvaji generdtory.

Obrézek 6.4: Cayleyho grafy maljch grup, s typickym oznacenim pouZivanym v teorii grup. (a) Symetrie
ozubeného kola S jako grupa s¢itani celych ¢isel modulo 6. (b) Dihedralni grupa D3 symetrii rovnostran-
ného trojuhelniku 7. (c¢) Kleinova étyfgrupa, neboli grupa bindrnich dvojslozkovych vektort. (d) Grupa
bindrnich vektort se tfemi slozkami tvori krychli. (e) Grupa imagindrnich jednotek kvaterniont, coz
jsou zobecnéni komplexnich ¢isel ve tvaru a + bi + ¢j + dk. (f) Grupa vSech ¢ty¥prvkovych permutaci
S4, generovand dvéma vyznacenymi permutacemi.

Cayleyho graf pro grupu G je zkonstruovan nasledovné. Jeho vrcholy odpovidaji prvkim G. Zvo-
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lime si libovolnou, typicky do inkluze minimalni, generujici mnozinu H. Kazdému prvku h € H priradime
jednu barvu a v grafu definuje mnozinu orientovanych hran

{(g,hog) :gEG}

této barvy. Piiklady Cayleyho graft pro nékolik vyznamnych grup jsou na obrazku 6.4. Pokud chceme
zjistit, jaka je hodnota prvku g o f, staci nalézt f v Cayleyho grafu a postupné se z néj posouvat podle
gipek hy, ..., hy, piipadné proti sméru pro h; € H~1.

Multiplikativni tabulka. Necht G je grupa fadu n s prvky e = g1, . .., g,. Operaci o lze popsat tabulkou
n x n, kde na pozici (i, j) je umistén prvek g; o g;. Tim je operace jednoznac¢né popsana. Piiklady téchto
tabulek jsou na obrazku 6.5. Poznamenejme, Ze toto neni moc prakticky zptisob popisu grupy, protoze
i pro malé grupy moc neprozradi o jejich struktufe. Proto ho vesmés nebudeme pouzivat. Presto si
v8ak muzeme vSimnout nékolika vlastnosti. Grupa G je komutativni, pravé kdyz jeji multiplikativni je
symetricka podle hlavni diagonaly; podobné jako symetrie matic A = AT. Také si mizeme viimnout, Ze v
kazdém radku a sloupci se vyskytuje kazdy prvek grupy pravé jednou. Jak brzo uvidime, to pochopitelné
neni nahoda.

+10|1]2[3|4]|5 ole|r|r2|z|rz|rz
0[0|1]2[3|4]|5 ele|r|r2|z|rz|r:
1(1|2(3[4|5]0 r|r|r?|e|r2z z |1z
2234|501 2|2 e | r|rz|rz 2
3/3[4|5|0([1]2 z |z |rz|r2zle |27
44501 ]2]|3 rz|rz|riz| z |r2 | r | e
5/5[0[1|2]3]|4 r2zr2z| 2z |rz| r | e |r?
Zg D3

Obrazek 6.5: Multiplikativni tabulky pro Zg a D3 z obrazku 6.4a a b.

Nyni popiseme nékolik zakladnich typt grup, se kterymi se ¢tenai casto setkd v matematice. Tyto
grupy jsou natolik dulezité, ze dostaly specialni jména.
0,1,...,n — 1 a operaci +, ktera se provadi modulo n. Tyto grupy jsou generované ¢islem 1, protoze
libovolné ¢islo lze ziskat opakovanym pri¢itanim jednicky. Cayleyho grafy pro nékolik prvnich velikosti
jsou vyobrazeny na obrazku 6.6. Nazyvaji se cyklické, protoze jsou tvorené jedinym cyklem. Popisuji
symetrie objektt, které lze pouze otacet, ale nelze je preklapét; napiiklad vyse uvedené ozubené kolo S
ma grupu symetrii Zg.

Znaceni 7Z,, je podle celych cisel Z. Ta také tvori grupu vzhledem k operaci +, ktera je tentokrat
nekoneéna. Je opét generovand ¢islem 1. Cayleyho graf grupy Z je na obrazku 6.6 dole.
Dihedrélni grupy. Ttida dihedralnich grup D), je tvofena grupami symetrii pravidelného n-tihelnika. Jak
uz jsme popsali, D,, obsahuje 2n prvki, coz je n otoceni a n zrcadleni. Ozna¢me r rotaci o thel 360°/n
a z jedno symetrické zrcadleni. Plati, Ze {r,z} generuje D, a na obrazcich 6.7 nahofe a obrazku 6.4b
jsou takto generované Cayleyho grafy. Alternativné lze zvolit jako generujici mnozinu dvé zrcadleni,
napiiklad {rz, z}, a ziskdme jiné Cayleyho grafy ukdzané na obrazku 6.7 dole.

Dihedralni grupy jsou nejjednodussi nekomutativni grupy. Duvodem je, Ze rotace a zrcadleni spolu
nekomutuji, tedy rz # zr. Z Cayleyho grafii lze nahlédnout, ze obecné plati
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Obrazek 6.6: Cayleyho grafy pro nékolik zakladnich cyklickych grup, obecné Z, a Z.

Zo

Obrézek 6.7: Cayleyho grafy malych dihedrélnich grup a obecné D,,. Nahofe generované {r,z}, dole
generované {rz, z}. Rozmyslete si, kde by se v hornich grafech vyskytovali ¢ervené Sipky.

a také rzrz = e. Poznamenejme, zZe se nékdy D,, znac¢i Dy, podle poc¢tu prvku prvki; toto vsak nebudeme
nikde v textu vyuzivat.

Permutace. Permutace, se kterymi jsme se jiz zabyvali v kapitole 3 v souvislosti s permuta¢nimi mati-
cemi, hraji kli¢ovou roli v teorii grup. Necht X = {1,2,...,n}. Permutace 7 na X je bijektivni zobrazeni
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7m: X — X. Tedy 7 pfitazuje kazdému prvku ¢ € X néjaky prvek 7(i) € X, a to kazdému prvku X jiny
prvek. Permutaci je transformace, kterd néjak prehazi prvky X.

Permutaci lze reprezentovat nékolik zptsoby. Je mozny maticovy zdpis, kde do prvniho radku
zapiseme prvky X a do druhého fadku jejich obrazy po aplikovani permutace. Tedy napiiklad dvé
permutace 7 a ¢ muzeme reprezentovat jako

V fadé situaci je navic mozné vynechat prvni fadek a zapsat 7 = (2,3,1,5,4,6) a 0 = (2,1,3,5,6,4).
Permutace na mnoziné X lze sklddat a ¢tendf muze ovéfit, ze vysledkem jsou opét permutace na
mnoziné X. Skladani je dobfe vidét v reprezentaci grafem, kde umistime prvky X ve dvou kopiich, do
dvou tadki. Z prvku ¢ v hornim fddku vedeme Sipku do prvku 7(i) v dolnim fadku. SloZeni o o 7 pak
vypada tak, Ze jejich reprezentace dame pod sebe a z kazdého prvku i udélame dva kroky podél sipek;

viz obrazek 6.8.

ORONONONOXO,

™ 96996
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Obrazek 6.8: SloZeni permutaci 7 a o a vyslednd permutace o o 7 napravo.

Druhy zptisob zapisu permutace je cyklova reprezentace. To je graf, kde vrcholy jsou jednotlivé
prvky X a z kazdého prvku i vede pravé jedna Sipka do 7(i). Tato reprezentace se nazyva cyklovd,
protoze se graf sklada z kolekce cykli. Kazdy cyklus popisuje skupinu prvki, které permutace toci
dokola. Cyklus muze byt tvofeny i jedinym prvkem, kterému se fika pevny bod permutace. Obrazek 6.9
obsahuje cyklové reprezentace vyse uvedenych permutaci.

@ D 9\ é@@%
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Obrazek 6.9: Permutace 7 a o a jejich dvé slozeni. Jak je ilustrovano, skladani permutaci je typicky
nekomutativni.

Cyklova reprezentace ukazuje hodné ze struktury permutace. Je obzvlast vhodna pro urdovani
mocnin, nebot 7F je permutace, ve které zobrazujeme kazdy prvek podél cyklu o k Sipek. Pokud délka
tohoto cyklu je presné k, stane se z néj mnozina pevnjch bodi. Ctenaf si mtize rozmyslet, jaké je
nejmensi k takové, ze 7% = id, v zavislosti na struktuie permutace 7. Permutace je involuce, pokud
je tvofena pouze pevnymi body a cykly délky dva. Pro kazdou permutaci 7 existuje také oboustranna

inverzni permutace 7!, kterd vznikne z 7 obracenim sméru sipek.

Symetrické grupy. Symetrickd grupa S, je grupa vsech n-prvkovych permutaci s operaci skladani. Tyto
grupy jsou velmi dulezité v teorii grup kvili svoji univerzalité, coz vysvétlime pozdéji. Neni moc vhodné
je vizualizovat pomoci Cayleyho diagramii, protoze obsahuji prilis mnoho prvka; rad S, je n! a faktorialy
rostou velice rychle. Grupy Sy a Sy jsou trivialni jednoprvkové grupy a S je stejna jako Zs. Grupa Sz ma
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totoznou strukturu jako D3 z obrazku 6.4b, ¢tenar si muze rozmyslet, které dvé permutace odpovidaji
a z. Grupa S, je vyobrazena na obrazku 6.4f.

Specialni druh permutaci jsou transpozice. Ozna¢me permutaci slozenou z pevnych bodi a jednoho
cyklu délky dva tvofeného i a j jako transpozici 7; ;. Transpozice je tedy permutace, kterd prohodi i a
j, a nechd ostatni prvky na misté. Klicovou vlastnosti je, ze libovolnou permutaci 7 lze vyjadrit jako
slozeni transpozic. Obrazek 6.10 popisuje vliv transpozice 7; ; na permutaci 7. Libovolnou permutaci 7
tedy muzeme vybudovat postupné z id vytvarenim jednotlivych cykli. Pokud chceme vlozit pevny bod
j mezi 771(i) a i, stadf slozit dosud vybudovanou permutaci s 7; ;.

(&) [ o)

Obrazek 6.10: Vliv sloZeni s 7; ; na permutace 7. Pokud jsou 7 a j obsazeny v riiznych cyklech, postupuje

se zleva doprava. Pokud jsou obsazeny v jednom cyklu, postupuje se zprava doleva. Tedy pokud jsou
obsazeny v jednom cyklu pted slozenim, jsou v rozdilnych cyklech po sloZeni, a naopak.

Tedy mnozina vsSech transpozic generuje grupu S, avsak tato generujici mnozina neni do inkluze

minimdlni. Existuje fada rozumnych voleb do inkluze minimalni generujicich mnozin. Naptiklad je mozné
zvolit mnozinu n — 1 transpozic {712,713, ..., 71, }. Podobné je mozné zvolit mnozinu n — 1 transpozic
{T,2: 723 .-, Tn—1,n}. Obrazek 6.11 ukazuje takto generované Cayleyho grafy pro S;. Pokud netrvame
na transpozicich, je mozné zvolit dvouprvkovou generujici mnozinu {7 = (2,3,4,...,n,1), 7,41} pro
libovolny index i. Ctenaf si miize ve cviceni 6.1, Ze jsou tyto mnoziny vskutku do inkluze minimélni
generujici mnozin S,,.
Podgrupy. Budeme uvazovat podstruktury v rdmci grupy, podobné jako jsme v kapitole 2 uvazovali
vektorové podprostory uvnitt vektorového prostoru. Definice je témér totoznd, jako obecné pro libovol-
nou algebraickou podstrukturu. Necht G je grupa. Neprazdn4d podmnozina H C G spolu s operaci o
tvoil podgrupu, pokud je uzaviena na operaci o a na inverze. Podgrupu H mizeme také uvazovat jako
strukturu H, nebot je sama grupou. Vztah byti podgrupou budeme zapisovat jako H < G, a symbol < se
pouziva pii ostré inkluzi H C G. Z vlastnosti podgrupy automaticky vyplyva, ze H obsahuje neutralni
prvek e. Protoze je H neprazdna, existuji g,¢~' € H a z uzavienosti na soucin také gg—' = e lezi v H.
Pokud je H = {e} nebo H = G, nazyva se podgrupa trividlni. Obrazek 6.12 ukazuje vSechny podgrupy
dihedralni grupy Dj.

V kapitole 2.6 jsme popsali, ze podprostory vektorového prostoru tvoii usporadanou strukturu
zvanou uplny svaz; tedy Ze existuji infima a suprema. Podobna véc plati i pro grupy a jejich podgrupy.
Infimum mnoZiny podgrup je opét jejich pranik. Pro supremum nejprve definujme algebraicky uzdver (H)
libovolné podmnoziny H C G. Podobné jako v definici generujici mnoziny, necht H=! = {h': h € H}.

(HY ={hohy10---0ohyoh :k€Nahy,....h, € HUH '}

Tedy H je generujici mnozina, pravé kdyz (H) = G. Algebraicky uzévér je obdoba linedrniho obalu,
pouze nazev linedrni obal je typicky rezervovany pro vektorové prostory. Supremum mnoziny podgrup je
uzavér jejich sjednoceni. Ctenaf si mitze zkusit dokazat ve cviceni 6.3, 7e jsme skutecénd sestrojili tplny
svaz. Tento svaz povi ledacos o struktufe grupy, avSak rozhodné nemé tak silné vlastnosti jako svaz
vektorovych podprostorii.
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Obrazek 6.11: Dva Cayleyho grafy grupy S, generované transpozicemi.

Z s,

0 D,
OO O ,‘ \,
NOE) 4

(a)
Obrazek 6.12: VSechny podgrupy dihedralni grupy D3 a Hasseho diagram jejich inkluzi.

Parita permutace. Zminili jsme, ze kazda permutace 7 se da zapsat jako slozeni transpozic. Polozme si
otazku, kolik transpozic v tomto zapisu 7 je. Rychle si miizeme vSimnout, ze toto ¢islo neni jednoznacné
urcené. Pokud totiz lze 7 vyjadrit jako slozeni k transpozic, lze vysledny zapis dvakrat slozit s tfeba
T1,2, ¢imZ se vysledek nezmeéni, a tedy ziskat zapis m pomoci k + 2 transpozic.

Polozme tedy jinou otazku: Pro ktera ¢isla k lze 7 vyjadiit jako slozeni k transpozic? Ctenaf miize
jako cviceni nalézt pro danou permutaci 7 nejmensi takové k. V predchozim odstavci jsme ukézali, Ze to
spliiuje i kazdé vétsi ¢islo se stejnou paritu. Ukazeme si, Ze tato parita je jedna z vlastnosti permutace.
Tedy Ze neni mozné najit permutaci w, kterd by byla sloZzenim sudého poctu transpozic a zaroven
slozenym lichého poctu transpozic. Proto se podle parity k nazyva permutace bud lichd nebo sudd.

Lemma 6.1. KaZdd permutace je bud lichd, nebo sudd.

Drikaz. Méjme libovolnou permutaci a sloZzme ji s transpozici 7; ;. Jiz jsme popsali nasledujici: Pokud i
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a j patii do riiznych cykli v m, budou jejich cykly po aplikovani 7; ; slouceny. Pokud naopak i a j patii
do jednoho cyklu, transpozice 7; j rozdéli tento cyklus na dva. V obou piikladech se pocet cykli zméni
o jedna; bud se zvysi, nebo se snizi.

Proto je parita permutace urcena paritou poctu jejich cykli. Identita id je sudd permutace a ma
n cyklu. Parita libovolné permutace 7 s k cykly je rovna parité ¢isla n — k. Pokud by totiz bylo mozné
vyjadrit 7 jako slozeni poc¢tu transpozic s opacnou paritou, potom by 7 nemohla obsahovat k cykla. O

Ctendf si miize rozmyslet, 7e alternativni definice parity permutace je parita po¢tu jejich sudych
cyklia. Obrazek 6.13 ukazuje paritu vsech tfiprvkovych permutaci. Vzdy plati, ze polovina permutaci je
sudd a polovina je licha. Duvod je, Ze sudé a liché permutace mizeme spéarovat slozenim napiiklad s
T1,2; toto slozeni méni paritu a vytvari bijekci mezi sudymi a lichymi permutacemi. Napiiklad v piipadé
obrazku 6.13 je leva suda permutace sparovana s levou lichou permutaci, prostfedni s prostfedni a prava
s pravou. Tedy sudych a lichych n-prvkovych permutaci je shodné n!/2.

s dd s oo

sudé permutace liché permutace

Obrézek 6.13: Vsechny tiiprvkové permutace rozdélené podle parity.

Typicky se parita permutace oznacuje znaménkem sgu(w) € {—1,1}, kde 1 je pro sudou permutaci
a —1 pro lichou. Divod pro toto znaceni je nasledujici. Dvé permutace miizeme slozit tak, ze slozime
jejich zapisy pomoci transpozic, a tedy délka tohoto zapisu se secte. Proto sloZeni dvou sudych permutaci
je sudd permutace, sloZeni dvou lichjch je také sudd permutace a slozeni liché a sudé permutace (v
libovolném pofadi) je lichd4 permutace. Z pohledu znaménka iika objeveny vztah, Ze

sgn(o o) = sgn(o) - sgn(m).

Alternujici grupy. Jak uz jsme zminili, sudé permutace jsou uzaviené na skladani, a podobné jsou i uza-
viené na inverze. Proto mnozina vsech sudych permutaci tvoti podgrupu S,,, které se nazyva alternujici
grupa a znadci se A,,. Tyto grupy jsou strukturalné velice zajimavé a maji mnoho dusledkii v teorii grup.
Grupy A, a Ay maji totoznou strukturu s S; a Zj. Cayleyho grafy dalsich dvou alternujicich grup jsou
na obrazku 6.14.

Zobrazené Cayleyho grafy pro malé symetrické a alternujici grupy jsou zajimavé objekty souvisejici
s Platonskymi télesy. Naptiklad Cayleyho graf pro As vznikl z dvandctisténu (modré hrany) nahrazenim
kazdého vrcholu ¢ervenym cyklem délky tii zorientovanym po sméru hodinovych ruci¢ek. Pokud uvazu-
jeme pouze rotace, grupa symetrii pravidelného dvanactisténu je presné Aj. Proto tato souvislost neni
nahodna.
Grupové homomorfismy. Podobné jako pro vektorové prostory v kapitole 5, definujeme diilezité zobra-
zeni mezi grupami zvané homomorfismy. Necht G a H jsou dvé grupy. Zobrazeni f : G — H se nazyva
homomorfismus, pokud spliiuje dvé nasledujici vlastnosti:

(i) Zobrazeni f zachovava grupovou operaci. Pro libovolné prvky z,y € G plati, ze

flxy) = f(x) o f(y).

(if) Obrazem neutralniho prvku je neutrdlni prvek: f(e) = e.
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Obrazek 6.14: Cayleyho grafy alternujicich grup A4 a Aj. Jejich generujici mnoziny jsou dvé sudé per-
mutace, vzniklé slozeni sudé mnoha transpozic. V pripadé Cayleyho grafu A5 jsme vynechali z divodu
nedostatku mista popisky, ¢tenar si je mtize zkusit doplnit.

Ctenai miize dokazat, ze z téchto dvou vlastnosti také vyplyvé, ze pro libovolny prvek = € G plati
flx™Y) = f(z)7% tedy i inverzni prvky jsou zachovany. Podobné jako v piipadé vektorovych prostort,
homomorfismus f vnoruje strukturu grupy G do grupy H. Podrobnéji se disledky této vlastnosti bu-
deme zabyvat v kapitole ??. Ve cviCeni 6.5 si muze Ctenaf rozmyslet definici homomorfismu obecné
matematické struktury.

Podobné jako predtim, homomorfismus f se nazyva izomorfismus, pokud je f bijektivni zobrazeni.
Dvé grupy G a H jsou izomorfni, pokud mezi nimi existuje izomorfismus, coz se zna¢l GG = H. Existence
izomorfismu implikuje, ze maji stejnou algebraickou strukturu. Homomorfismus z G do G se nazyva
endomorfismus, a pokud je navic bijektivni, je to automorfismus.
Cayleyho véta. Jiz nékolik stranek se zabyvame strukturou permutaci a symetrickymi grupami. Proto
tyto pojmy musi byt velice uzitené v teorii grup. Nyni si dokdzeme Cayleyho vétu, kterd tikd, ze
symetrické grupy jsou univerzalni.

Véta 6.2 (Cayley). Libovolnd grupa G 7adu n je izomorfni néjaké podgrupé S,.

Pro¢ tato véta dava smysl zjistime po prozkoumani Cayleyho grafti ve vySe uvedenych obrazcich.
Hrany kazdé barvy odpovidajici jednomu z generatoru popisuji permutaci prvki grupy. Totiz z kazdého
prvku vychazi pravé jedna sipka této barvy a do kazdého prvku vchazi pravé jedna sipka této barvy.
Cayleyho graf cely, a tedy i struktura grupy, vznikne zkombinovanim nékolika takovych permutaci.
Podobné v multiplikativnich tabulkdch na obrazku 6.5 se v kazdém sloupci a kazdém fadku nachézi
kazdy prvek grupy pravé jednou. Tedy opét kazdy sloupec a fadek definuje permutaci ve stylu maticového
zapisu. Dokazme toto obecné pro kazdou grupu:

Lemma 6.3. Ndsobeni prokem f zleva definuje permutaci na mnoziné proki grupy.

Diikaz. Staci si uvédomit, ze v grupach muzeme kratit. Tedy jestlize plati fg = fh, potom také plati
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g = h. Dtivodem je existence inverzi, staci totiz vynasobit rovnici zleva f~!. Proto musime pro riizné
prvky g dostat rizné hodnoty fg, a nasobeni zleva je skuteéné permutace. |

Vys8e uvedend permutace se nazyva levd translace prvku f. Podobné nésobeni zprava definuje per-
mutaci zvanou pravd translace prvku f. Poznamenejme, Ze pro nekomutativni grupy jsou tyto translace
typicky rtzné permutace. V souvislosti s timto si ¢tenaf mize rozmyslet cviceni 6.4.

Dikaz Cayleyho véty 6.2. Podle lemma 6.3 vime, Ze kazdy prvek f € G definuje permutaci na mnoziné
prvkil zvanou levé translace, kterou ozna¢me ¢(f). Prvky grupy chceme identifikovat s jejich levymi
translacemi. Tvrdime, Ze toto zobrazeni ¢ je hledany izomorfismus, tedy ze grupa G ma stejnou strukturu
jako levé translace s operaci skladéani.

Pro dokazani izomorfismu musime ukézat t¥i véci:

1. Kazdé dva prvky v G maji rozdilné levé translace, tedy piitazeni ¢ : G — S, je prosté.
2. Levé translace neutralniho prvku ((e) je identita.
3. Skladani levych translaci ma stejnou algebraickou strukturu jako nésobeni v G. Tedy kdykoliv
plati f = gh, potom
Uf)=tg) o L(h).

Prvni bod plati mnohem silnéji, pro libovolné dva rtzné prvky grupy G se jejich translace neshoduji
v zadném bodé. Pokud by totiz platilo, ze {(f)(z) = £(g)(z), potom v Feci G dostavame fx = gz. Protoze
muzeme kratit zprava (vyndsobenim z~! zprava), dostavame f = g. V Cayleyho grafu to odpovida
vlastnosti, ze dva vrcholy mohou byt spojené pouze jednou Sipkou. Tedy zobrazeni ¢ je prosté.

Druhy bod vyplyva trividlng, nebot nasobeni neutrdlnim prvkem e zleva Zadny prvek grupy G
neméni. Tedy /(e) = id.

Treti ¢ast plati z asociativity G. Totiz pro libovolny prvek = € G plati g(hx) = (gh)r = fx.
Tedy leva translace ¢(f)(z) ma stejnou hodnotu jako nejprve aplikovani levé translace ¢(h)(z), a na
vysledek aplikovani levé translace ¢(g)(¢(h)(x)). Coz je pfesné skladani permutaci. Proto je pfifazeni ¢
mezi grupou G a jejimi levymi translacemi izomorfismus. |

Maticové grupy. Zaméime se na ¢tvercové matice n x n. Jako hlavni vysledek jsme v kapitole 3 dokazali,
ze pokud ma ¢tvercova matice inverzi z jedné strany, ma i inverzi z druhé strany. Tedy regularni matice
splnuji vlastnost o existenci oboustranné inverze. Protoze je snadné nahlédnout, Ze i ostatni vlastnosti z
definice grupy jsou splnény, dokazali jsme, Ze regularni matice tvori grupu. Tato velice diilezita nekoneéna
grupa regularnich matic n X n se nazyva linedrni grupa stupné n a znaci se G L,.

Opét plati, Ze maticové grupy jsou univerzalni. Tedy kazdd grupa G fadu n je podgrupa GL,,.
To snadno vyplyva z Cayleyho véty, kterd umoziuje identifikovat prvky G izomorfné s podgrupou S,,.
Kli¢ové je, ze S, je izomorfni s grupou vSech permutacnich matic, coz jsou matice, které jsme definovali v
kapitole 3. Proto mtzeme jednotlivym prvkim G misto permutaci pfifadit pfislusné permutacni matice,
a vysledkem je podgrupa G'L,, izomorfni G. Vyhoda toho piistupu je, Ze ¢asto miizeme i velice slozité (i
nekone¢né) grupy vygenerovat jako podgrupy GL,, pro malé n. Uvedme si nékolik zajimavych piikladi
maticovych podgrup GLs.

Uvazme mnozinu komplexnich ¢isel C* = C\ {0} a operaci ndsobeni. Tato mnozina tvoii grupu a
1ze ji reprezentovat pomoci realnych matic 2 x 2. Pro pochopeni tohoto vysledku je potfeba porozumét,
jak funguje nasobeni komplexnim ¢islem. Na néasobeni z zleva mizeme nahlédnout jako na operaci
C* — C* definovanou jako zobrazeni y +— x - y. Tristam Niedham vyuziva ve své knize Visual Complex
Analysis pro popis této operaci krasnou anglickou slozeninu amplitwist. Nasobeni komplexnim ¢&islem
x roztahuje (amplifikuje) a rotuje (krouti) komplexni rovinu. Konkrétné roztazeni je podle koeficientu
|z| a otoceni je o thel, ktery svird = s redlnou osou. Pokud uvdzime komplexni rovinu bez nuly, je toto

122

nasobeni permutace komplexni roviny, coz je leva translace grupy. Tento geometricky pohled je mnohem

(a+ bi)(c+ di) = ac — bd + (ad + be)i.

Existuje velice elegantni zapis pomoci komplexni exponenciely. Ozna¢me r = || a ¢ tihel s redlnou osou.
Potom x = re'®.

A jaka je tedy maticova reprezentace C*?7 Staci popsat pfislusnou transformaci komplexni roviny
jako linearni zobrazeni z R? do R?, které miizeme uvazovat vii¢i kanonické bazi tvofené 1 a 4. Protoze
potiebujeme, aby kazda matice byla regularni, nemizeme uvazovat nasobeni nulou, které by odpovidalo
nulové matici. Vyslednd matice reprezentujici a + bi = re# je kombinace roztazeni a rotace:

. (cosgo —sin cp) _ (a 7b>
sing  cosp b a)’
kde leva ¢ast je odvozena v kapitole 3. Néasobeni matic odpovida sklddani zobrazeni, coz je presné
nasobeni komplexnich ¢isel.
Jako dalsi piiklad uvedme maticovou reprezentaci grupy D,,, coZ jsou symetrie pravidelného n-
thelnika. Ten vnorime do R? tak, Ze jeho stied umistime do po¢atku a jeden vrchol fekneme na soufadnici

(0,1). Budeme uvazovat linedrni zobrazeni vici kanonické bazi. Rotace n-tihelnika o thel ¢ = 360°/n
odpovidaji rotacim roviny a preklopeni n-thelnika odpovida zrcadleni podle osy y. Dostavame, ze

~ <(cos<p —singo) (—1 )>
D, = . , .
sing  cosy 1
Jesté elegantnéjsi reprezentaci lze vytvorit pro grupu D3 zvolenim jiné baze. Misto kanonické baze

budeme uvazovat bazi tvorenou vektory @ a y ve vrcholech trojihelnika. Tteti vrchol roven —x — y
ozna¢me z. Potom dostavame na obrazku 6.15 jednoduché matice odpovidajici jednotlivym symetrickym

transformacim. Tedy plati, ze
N -1 1
= (( 30 )

+120° —120°

LA A A A

YA V) B 1 B ) B 1 I O

Obrazek 6.15: Elegantni maticova reprezentace grupy D3 pro volbu vhodné baze x a y.

Rad prvku. Jak uz jsme zminili, kazdy prvek definuje permutace zvané levé a prava translace. Pii
prohlédnuti ilustrovanych Cayleyho grafi si miiZzeme vSimnout, ze tyto permutace jsou velice speci-
alni. Vypadaji zcela odlisné napiiklad od permutaci vyobrazenych na obrazku 6.9. Konkrétné kazda
levd/prava translace prvku f je permutace tvofend cykly pouze jedné délky. Tato délka se nazyva 7dd
proku f, 1 kdyz se typicky definuje jinym zptisobem.
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Nejprve se podivejme na mocniny f*, tedy uvazme posloupnost e = f°, f1, f2,.... Protoze je
grupa konec¢na, musi se tyto od urc¢ité hodnoty k opakovat. Ozna¢me k nejmensi mocninu takovou, ze
existuje 0 < ¢ < k splinjici f* = f*. Tvrdime, ze £ = 0, tedy f* = id. Pokud by totiz ¢ > 0, potom by
leva translace prvku f zobrazovala dva rizné prvky f*~' a f~! na stejny prvek, coz neni mozné.

Nyni kazdy cyklus levé translace prvku f musi mit délku uréité délitelnou k, nebot f*z = ex = .
Naopak pokud plati f‘z = x, potom vynasobenim 2! zprava dostavame f¢ = ¢, a tedy £ je nasobek k.
Poznamenejme, ze k musi délit fad grupy.

Akce grupy na mnoziné. Na zac¢atku této kapitoly jsme motivovali grupy pres struktury symetrii geo-
metrickych objektt. Udélejme revizi této motivace, ve které si vysvétlime souvislosti grup se strukturou
transformaci objekti.

Nechf X je libovolnd mnozina. Akce grupy G na mnoziné X pfifazuje kazdému prvku f € G
jednu permutaci mnoziny X. Tedy akce grupy na mnoziné je operace o : GG x X — X. Tato operace
musi spliiovat nékolik zakladnich vlastnosti, aby struktura G byla aplikovana na transformace X:

e Pro libovolny prvek f € G je o permutace, tedy pokud f oz = f oy, potom nutné = = y.
e Neutralni prvek e € G odpovida identité. Tedy pro libovolny prvek z € X plati eoxz = .
e Akce je kompatibilni se strukturou grupy. Pro libovolné f,g € G a libovolny prvek x € X plati

go(fox)=(gf)ou.

Alternativné se akce grupy na mnoziné definuje jako homomorfismus z G do Sy, kde Sy je grupa vsech
permutaci prvku X.

Naptiklad uvazme rovnostranny trojuhelnik 7" z ivodu kapitoly. Jeho grupa symetrii je D5, ktera
definuje akci na mnoziné 7. V uvodu kapitoly jsme uvazovali pouze to, jak symetrie prohazuji vrcholy
trojuhelniku. AvSak muzeme i uvazovat, jak symetrie permutuji vSechny body 7', kterych je nekoneéné
mnoho. Obrazek 6.16a ukazuje, jaké permutace jsou generatory Ds. Pro popséani akce pochopitelné staci
pfifadit permutace libovolné generujici mnoziné grupy, zbytek je jiz jednoznacné urceny skladanim.

¢

Obrézek 6.16: (a) Akce generatortt D3 na mnozinu bodt rovnostranného trojuhelnika, vyobrazeny jsou
nékteré body. Rotace je permutace slozena z cykla délky tii a pfesné jednoho pevného bodu. Zrcadleni
ma pevné body na téznici a cykly délky dva vSude jinde. (b) Riiznymi barvami vyobrazeno nékolik orbit
této akce. Stied trojihelnika tvori jedinou jednoprvkovou orbitu. Body lezici praveé na jedné téznici patii
do triprvkovych orbit, ostatni body trojihelnika patii do orbit velikosti Sest.

Zavedme uzitecnou terminologii pro popisovani akci.
e Orbita [z] - pro libovolny prvek z € X je to mnoZina

{goz:g€G}.

124

Tedy orbita je pfesné podmnozina prvkia X, na které lze zobrazit prvek x zobrazit akci grupy.
Ctenai si miize rozmyslet, ze z vlastnosti akce maji libovolné dva prvky ze stejné orbity stejnou
orbitu, tedy [z] = [gox]. Proto orbity rozdéluji prvky X na tiidy ekvivalence. Na obrazku 6.16b jsou
naznaceny nékteré orbity akce symetrii na rovnostranném trojihelniku 7'. Muzeme si vSimnout, ze
orbity mohou mit riiznou velikost, ale jejich velikost déli fad G; to neni nahoda a plati to obecné.
Stabilizdtor Stab(z) - pro libovolny prvek z je to mnozina

{g:9eGagox=ux}.

Tedy stabilizator = je mnozina viech prvkil grupy, pro které je « pevnym bodem. Ctenaf si miize
rozmyslet, Ze stabilizator libovolného prvku je vzdy podgrupa G. Intuitivné plati, Zze ¢im vétsi
je orbita [z], tim méné prvkil grupy mize fixovat z, a tedy tim mensi je Stab(z). Toto piesné
vyjadfuje véta o orbité a stabilizatoru, kterd ¥ika, ze vzdy plati

|[]| - [Stab()| = |G-

o Akce se nazyva tranzitivni, pokud obsahuje pouze jednu orbitu [z] = X. Tedy libovolny prvek lze
zobrazit na libovolny vhodnym prvkem grupy.

o Akce je semireguldrni, pokud zadny prvek grupy vyjma identity neobsahuje pevny bod. Tedy al-
ternativné jsou vSechny stabilizatory trividlni podgrupy. Muzeme si povS§imnout, Ze semiregularita
implikuje nasledujici: Kdykoliv g o x = h o x, potom g = h.

e Akce se oznacuje requldrni, pokud je soucasné tranzitivni a semiregularni.

Ukazme si dalsi priklady akci grup na mnoziné, kvuli kterym jsme zavadéli tuto terminologii.

Kazda grupa G definuje akci sama na sobé pomoci levych translaci. Tato akce je velice specidlni, je
totiz vzdy regularni. Semiregularitu jsme dokazali v dikazu Cayleyho véty 6.2. Regularita plati, ne-
bot pro libovolné prvky g,h € G zobrazuje leva translace prvku hg~' prvek g na prvek h. Cayleyho
grafy jsou tedy vizualizace generatoru této akce, podobné jako obrazek 6.16 vizualizuje akci symetrii na
rovnostranném trojuhelniku 7'
Grupy automorfismi. Automorfismy jsme v kapitole 5 vidéli definované pro vektorové prostory, avsak
mohou se uvazovat pro libovolnou matematickou strukturu. Necht X je libovolnd mnoZina se strukturou,
tedy néjakymi operacemi a relacemi, jak jsme popsali v kapitole 2.5. Automorfismus 7= : X — X je
bijektivni zobrazeni, které zachovava strukturu X. Mnozina vSech automorfismii X v matematice vzdy
tvor{ grupu, kterd se znaci Aut(X).

Zkoumanim grupy automorfismii se dozvime celou fadu vlastnosti matematické struktury X. Na-
priklad grupa Aut(R") je tvofena reguldrnich maticemi n x n a tvoii jiz popsanou linearni grupu GL,,.
V teorii grup hraji vyznamnou roli grupy automorfismii grup, tedy Aut(G), kde G je né&jakd grupa.
Napiiklad plati, 7e Aut(Z2) = S;.

Grupa automorfismi Aut(X) popisuje akci na mnoziné X. Kazdy automorfismus definuje néjakou
permutaci na mnoziné X, a jejich skladani je skladani téchto permutaci. Libovolna orbita [z] je tvofena
prvky X, které hraji ve struktufe totoznou roli. Napiiklad akce Aut(R™) mé dvé orbity, jedna je tvofena
pouze nulovym vektorem 0 a druhd vsemi ostatnimi vektory. Je jednoduché sestrojit automorfismus,
ktery zobrazuje libovolny nenulovy vektor « na libovolny jiny nenulovy vektor y. Toto rozliSeni prvka
R™ dava smysl, nebot 0 se zdsadné odlisuje od libovolného nenulového vektoru.

Pochopitelné mizeme uvazovat libovolnou podgrupu Aut(X) a akei tvofenou pouze prvky této
podgrupy. Napiiklad zvolme jako podgrupu Aut(R™) mnozinu vSech permuta¢nich matic. Potom do jedné
orbity patii vektory s danymi koeficienty, pouze s prohazenym poiadim. Napiiklad pro R? ziskdvame
orbity

[(1,2,2)] = {(1,2,2).(2,1,2),(2,2,1)},
[(1,2,3)] = {(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3.1,2),(3,2,1)}.
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Ctenat si miize rozmyslet, jak velka je orbita [x] v zévislosti na tom, jaké koeficienty vektor & obsahuje.
Automorfismy grafi. Zamérme se vSak nyni na matematickou strukturu grafu. Kazdy graf X je tvoren
mnozinou prvkad V(X)) zvanych vrcholy a bindrni relaci F(X), kterd popisuje orientované hrany. Tedy
(a,b) € E(X) znamena, ze graf obsahuje orientovanou hranu z a do b. V pfipadé neorientovaného grafu
je relace F(X) symetrickd.

Pro takto definovanou matematickou strukturu je pfirozené uvazovat jeji homomorfismy. Pro dva
grafy X a Y se zobrazeni m : V(X) — V(Y') nazyva homomorfismus, pokud spliiuje

(a,b) € E(X) = (ﬂ'(a),ﬂ'(b)) € E(Y).

Tato definice je zcela pfirozena a totozna s definici homomorfismu ostatnich matematickych struktur
uvaZovanych v tomto textu. Automorfismus grafu X je bijektivni homomorfismus 7 : V(X) — V(X).
MnoZina vSech automorfismi grafu X tvoii grupu Aut(X), kterd popisuje strukturu symetrii grafu X;
priklady jsou na obrazku 6.17.

Xy Xo X3 Xy
Aut(X;) =S¢ Aut(X2) = Ds Aut(X3) 2 Z7 Aut(Xy) =Sy

Obrazek 6.17: Nékolik grafi a jejich grup automorfismu.

Struktura Cayleyho grafu. V textu jsme grupy popisovali pomoci Cayleyho grafii, které jsou zjevné
velice symetrické objekty. Co je vSak na Cayleyho grafech strukturdlné tak specialniho? Rekneme, Ze
mame graf s obarvenymi orientovanymi hranami. Za jakych podminek je to Cayleyho graf, a tedy
popisuje strukturu néjaké grupy?

Ukazme nejprve nékolik piikladu grafi, které nejsou Cayleyho grafy. Predné pfesné jedna sipka
kazdé barvy musi z kazdého vrcholu vychazet a vchéazet; proto graf na obrazku 6.18a. Dale v Cayleyho
grafu nemohou byt paralelni hrany vedouci mezi stejnymi dvojicemi vrcholi jako na obrazku 6.18b.
Dﬁvodem je 2e Cayleyho graf je Vytvofen podle mnoiiny generétorﬁ grupy
z cykli jedné délky rovné fadu daného gencratoru7 coZ ncplatl na obrazku 6.18c. AvSak ani toto neni
postacujici, jak je ilustrovano na obrazku 6.18d. To neni Cayleyho graf, protoze v ném musi byt lokalni
struktura Sipek vSude stejna.

E@@@

Obrézek 6.18: Toto nejsou Cayleyho grafy z nasledujicich dtivodii: (a) S levym hornim vrcholem nesousedi
74dné Cervend hrana a vedou z néj dvé modré hrany. (b) Modré a zelené hrany jsou paralelni, proto je
modry a zeleny generdtor. (c) Cerveny generdtor neni levéa translace, nebot obsahuje cyklus délky &tyfti
a cykly délky dva. (d) Z levé ¢asti vyplyva, ze c om = m o ¢, coz neplati pravé ¢asti grafu.

Co je tedy spravna charakteristika Cayleyho grafu? Ta je pfes jejich grupu automorfismu, ktera,
jak uvidime, je velice specialni. Protoze Cayleyho graf obsahuje hrany rtiznych barev, budeme uvazovat
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pouze automorfismy , které zachovavaji barvy hran, tedy hrany (u,v) a (7(u), 7(v)) maji vzdy stejnou
barvu. Nejprve si charakterizujme, jak vypadaji grupy automorfismu Cayleyho grafu:

Tvrzeni 6.4. Necht X je Cayleyho graf reprezentujici grupu G. Akce Aut(X) je reguldrni a plati, Ze
Aut(X) = G.

Diikaz. Nejprve pochopime, jak strukturdlné vypadd Aut(X). Ukdzeme, Ze akce této grupy na Cayleyho
grafu X je reguldrni. To znamena, Ze pro kazdé dva vrcholy u, v € X existuje pravé jeden automorfismus
7, pro ktery plati m(u) = v. Tento automorfismus musi zobrazit sousedy w na sousedy v. Protoze 7
zachovava barvy a sméry hran, je pro kazdého souseda u jednozna¢né urcen jeho obraz, jak je naznaceno
na obrazku 6.19a. Podobné obrazy sousedt sousedtl u jsou jednoznac¢né urceny, a tak dal. Protoze je
graf X souvisly, je 7 jednoznaéné urcené na celém grafu.

Obrézek 6.19: (a) Automorfismus 7, ktery zobrazuje u na v, je jednozna¢né urceny na sousedech wu,
podle barev a sméru Sipek vychdzejicich z u. (b) Jednozna¢nost procesu, ktery definuje 7. Pokud dvé
posloupnosti sipek vedou z u do z, potom museji odpovidat stejnym prvkim v grupé. Oznac¢ime-li m

modry a ¢ Eerveny prvek, potom v grupé plati m o ¢ om™ = com?.

Zatim vime, Ze existuje nejvyse jeden automorfismus zobrazujici u na v, ktery musi byt urceny
vySe popsanym zpusobem. Musime vSak ukazat, ze automorfismus 7 skutecné existuje, tedy ze tento
proces neptiradi jednomu vrcholu x € X dva rtzné obrazy y € X a z € X. Pfipomenime, jak proces
konstrukce 7 funguje. Kdykoliv ur¢uje obraz m(w) néjakého vrcholu w € X, je tento obraz urcen podle
posloupnosti barevnych Sipek vychézejici v u a konéici ve w. Jako m(w) je zvolen vrchol, ktery je na
konci stejné posloupnosti Sipek vychézejicich z 7(u).

Predpokladejme, ze dvé posloupnosti barevnych Sipek vedou z u do z, jak na obrazku 6.19b, a
tyto posloupnosti definuji 7(z) = y a m(x) = z. Chceme ukézat, Ze definice 7 je korektni, tedy Ze y = 2.
Necht H je generujici mnozina, pomoci kterého je Cayleyho graf X vytvoien. Tyto dvé posloupnosti
sipek odpovidaji nasobeni nasledujicimi prvky:

Posloupnost definujici 7(x) = y: h=hyohyq0---0hy, kdeh; € HUH"
Posloupnost definujici 7(z) = 2: B =hyoh,_,o0---oh), kdeh,c HUH .

Protoze obé posloupnosti vedou z u do x, plati hou = h’' o u. V grupé funguje kraceni, tudiz h = h’.
Protoze vSak y = hom(u) a z = I’ om(u), musi platit, Ze y = z. Tedy automorfismus 7 skuteéné existuje
a akce Aut(X) je reguldrni.

Zbyva ukdzat, Ze i struktura Aut(X) je totoznd se strukturou G. Prvni napad je, ze kazdy z téchto
automorfismi bude odpovida vynasobeni néjakym prvkem h zleva. Pokud 7 zobrazuje u na v, potom
by muselo platit & = vu~t. Toto viak nefunguje pro libovolnou nekomutativni grupu, pitklad je na
obrazku 6.20a.

Méjme automorfismus 7 zobrazujici u na v. Jiz vime, Ze 7(z) je prvek, ktery dostaneme posunutim
z prvku v o libovolnou posloupnost Sipek, ktera vede z u do x. Kazda takova posloupnost Sipek odpovida
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Obréazek 6.20: (a) Akce dvou automorfismit Cayleyho grafu grupy Dy. Cerveny automorfismus zobrazuje
e na r, fialovy e na z. Tyto automorfismy neodpovidaji ndsobeni prvkem grupy zleva. (b) Cayleyho graf
D3 s pravymi translacemi prvky r a z. Automorfismy Cayleyho grafu jsou tvofené pravymi translacemi.

zu~t, a tedy plati 7(x) = (2u~') o v. Z asociativity dostaneme automorfismus 7 jako pravou translaci

prvkem u~tv, tedy 7 : @ + x o (u"lv). Pravé translace Dy jsou na obrdzku 6.20b. Ty nejsou narozdil od
levych translaci generatoru vyobrazeny v Cayleyho grafech.

Ukézali jsme, ze jednotlivé automorfismy Aut(X) Cayleyho grafu X mizeme identifikovat s pra-
vymi translacemi v grupé G. Abychom ukazali, Ze je to izomorfismus, musime ukazat, ze skladani
automorfismii odpovid4 nasobeni v grupé G. Mé&jme automorfismy 7 odpovidajici pravé translaci u~'v
a o odpovidajici v~1w. Slozeni téchto pravych translaci (u='v) o (v~'w) = u~'w piesné odpovida auto-
morfismu o o7 zobrazujicimu u na w. Protoze identité prifazujeme identicky automorfismus, je nalezené
pfifazeni skutené izomorfismus mezi Aut(X) a G. O

Pravé regularita grupy automorfismu je charakterizujici vlastnost.

Tvrzeni 6.5. Graf X je Cayleyho graf, pravé kdyz je souvisly, bez multihran, z kaZdého vrcholu vychdazi
a do kaZdého vrcholu vchdzi presné jedna hrana kazZdé barvy a Aut(X) je reguldrni.

Diikaz. Pokud je X Cayleyho graf, vSechny tyto vlastnosti plati, posledni podle tvrzeni 6.4. Zbyva
dokézat obrécenou implikaci. Mé&jme Aut(X) regularni a tvrdime, ze X je Cayleyho graf reprezentujici
grupu Aut(X). Pro libovolné dva vrcholy u a v existuje automorfismus 7, ktery zobrazuje u na v. Tento
automorfismus musi byt ze souvislosti grafu presné popsany jako v tvrzeni 6.4. Odpovida tomu, ze kdyz
z vrcholu w do jiného vrcholu x vede libovolna posloupnost Sipek, potom z vrcholu v = 7(u) do vrcholu
m(z) vede stejnd posloupnost Sipek.

Nyni chceme pfifadit jednotlivym vrcholim grafu X prvky grupy Aut(X). Protoze je graf sy-
metricky, zvolime libovolny vrchol jako neutralni prvek id. Kazdém vrcholu u pfifadime, z regularity,
jednoznac¢ny automorfismus 7, ktery zobrazuje id na u. Podobné jednotlivym barevnym hrandm muzeme
piifadit prvky grupy, jestlize vede hrana z u do v, odpovida tato barva prvku m, o 7,1, Z regularity
vyplyva, ze takto definované ptitazeni je skuteéné jednoznacné, tedy nedojdeme k rozporu, ze by jedna
barevna hrana odpovidala dvéma generatorim. Je jednoduché ovéfit, ze graf X je skuteéné Cayleyho
graf pro grupu Aut(X), protoZe sloZeni hrany z u do v a hrany z v do w odpovida ndsobeni generatort,
nebot

7ru,o7r;107r,4,o7rgl = 7ru.o7r,,:1. O

Poznamejme, 7e piedpoklad souvislosti je nadbyteény, nebot vyplyva z regularity Aut(X). Ctenar
si mize rozmyslet, pro¢ tomu tak je.
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Fruchtova véta. Ukazali jsme, ze grupy automorfismt barevnych orientovanych graf umoznuji realizovat
libovolnou abstraktni konecnou grupu. Predchozi konstrukei lze snadno upravit i na nekonecné grupy
pomoci nekone¢nych grafii. Zaméfme se vsak na neorientované grafy bez barevnych hran. Fruchtova véta
tikd, ze 1 grupy automorfismu téchto graf jsou univerzalni, tedy libovolna konecéna abstraktni grupa je
izomorfni grupé automorfismi néjakého neorientovaného grafu.

Véta 6.6 (Frucht). Pro libovolnou abstrakini konecnou grupu G existuje neorientovany graf X, Ze
Aut(X) = G.

Dijkaz. Ukazme nejprve konstrukei neorientovaného grafu X, pro ktery je Aut(X) = Z,. Tento graf
sestrojime z grafu X3 z obrazku 6.17. Kazdou orientovanou hranu nahradime malym udéldtkem, které je
asymetricky neorientovany podgrafem. Konstrukee je vysvétlena na obrazku 6.21. Tento postup muzeme
aplikovat na libovolny orientovany graf X a zachovat jeho grupu automorfismi, avsak v udélatkach
prodlouzime dalsi navéSenou cestu na dostatecnou délku, aby se v grafu X takové udélatko predtim
nevyskytovalo.

.o

Obrazek 6.21: Kazdou orientovanou hranu nahradime udélatkem. To obsahuje dvé navéseny cesty, délky
jedna a dva. Proto neexistuje zadna symetrie, ktera by udélatko zrcadlila. Kazdy automorfismus pro-
hazuje udélatka néjakym zptsobem. V ziskaném grafu X je mozné je rotovat pouze jednim smérem, a
proto je Aut(X) = Z;.

K ditkazu véty pro libovolnou grupu G pouzijeme Cayleyho graf Y této grupy. Podle tvrzeni 6.4
vime, ze Aut(Y) = G. Modifikaci Y vyrobime neorientovany jednobarevny graf X se stejnou grupou
automorfismti. Myslenka je, Ze kazdou orientovanou hranu nahradime udélatkem, podobné jako predtim.
Avsak timto zptusobem bychom ztratili informace o barvach, a tim pravdépodobné zvétsili grupu auto-
morfismi. Proto hrany jednotlivych barev nahradime rtiznymi udélatkami, s rizné dlouhymi délkami
dalsich cest. Kazdy automorfismus prohazuje pouze udélatka stejného typu, a proto Aut(X) = Aut(Y).
Obrazek 6.22 ukazuje priklady této konstrukce. O

Cviceni
Dokazte, ze nasledujici mnoziny permutaci jsou do inkluze minimalni generujici mnoziny grupy S,:
() {712,713, - TLa}
(b) {712. 235 - > Taet)-
(c) {W =1(2,3,4,...,n,1), 7‘1’,‘1’,+1}»
Zesilime predchdzejici cviceni 6.1, ¢asti a az b. Nechf T je mnoZina transpozic S,. Sestrojme
graf X, kde ij € F(X), pravé kdyz 7,; € T. Jaké grafy X dostdvame pro mnoziny T ze cvifeni 6.1 v

¢asti a az b? Dokazte, ze mnozina T generuje S,,, pravé kdyz X je souvisly. Dokazte, ze T" je do inkluze
minimalni generujici mnozina (7'), pravé kdyz X neobsahuje zadny cyklus. Jak obecné vypada (T')?
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Obrazek 6.22: Konstrukce neorientovaného grafu X, jehoz grupa automorfismi je stejné jako Cayleyho
grafu Y, tedy Aut(X) = Dj. Pavodni vrcholy grafu Y jsou zvyraznény. Pochopitelné existuji mnohem
jednodussi grafy X s touto grupou automorfismu (tfeba trojuhelnik), ale tato konstrukce funguje obecné
pro libovolnou grupu G.

Dokazte, Ze vSechny podgrupy libovolné grupy tvori vzhledem k inkluzi tplny svaz. Necht H je
mnozina podgrup, potom operace infimum a supremum jsou definované nésledovné:

inf(H)= N H a sup(H) = < U H>.

HeH HeH

Definujme centrum grupy jako mnozinu prvka grupy, které komutuji s kazdym dalsim prvkem. Tedy
jsou to presné ty prvky, které maji stejné levé a pravé translace. Dokazte, ze pro libovolnou grupu tvori
jeji centrum podgrupu. V jakém vztahu jsou centrum a Abelovské grupy? Jaky je vztah se cvidenim 3.47

V tomto cviceni zkusime vymyslet definici homomorfismu obecné matematické struktury. V tomto
textu jsme naptiklad uvazovali tyto struktury:

e Vektorovy prostor je mnozina spolu s binarni operaci + a unarnimi operacemi nasobeni skalarem
«, pro kazdy skalar jedna operace.

Grupa je mnozina spolu s binarni operaci o a nularni operaci neutralniho prvku e; takto lze
definovat konstantu.

Graf je mnozina vrcholt spolu s binarni relaci F, coz je mnozina orientovanych hran.

Barevny graf je mnozina vrchold spolu s bindrnimi relacemi Fj, ..., Ej, coZ jsou mnoziny oriento-
vanych hran jednotlivych barev.

Jaké podminky musel homomorfismus mezi témito strukturami spliovat.

Necht X aY jsou dvé mnoziny opatiené operacemi a relacemi stejného typu: operacemi oy, ..., 05 a
relacemi Ry, ..., Ry. Zobecnéte vyse uvedené definice pro obecné matematické struktury. Jaké vlastnosti
musi spliiovat zobrazeni f: X — Y, aby se nazyvalo homomorfismus?

Necht H je do inkluze miniméalni generujici mnozina grupy G ¥adu n. Dokazte, ze H je nejvyse
velikosti [log, n]. Jak velky graf X dostaneme pomoci konstrukce z ditkazu Fruchtovy véty 6.6, v zé-
vislosti na fadu n grupy G? Zkuste navrhnout efektivnéjsi konstrukei, vytvarejici mensi graf X. Zkuste
také konstrukei modifikovat, aby kazdy vrchol mél nejvyse tii sousedy.
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Priloha A
Napovédy ke cviceni

Nasleduji napovédy k vybranym cvicenim.

Kapitola 4: Linearni nezavislost, kombinace a baze

Pro hodnost plati obecné nasledujici dolni odhady. Ten prvni neni piili§ znamy, ten druhy dokazal
poprvé Sylvester:

rank(A + B)

rank(AB)

\Y

‘rank(A) — rank(B)‘.,
rank(A) 4 rank(B) —n, kde A € R™™ a B € R™".

vV
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