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摘 要

本文考虑求解四阶椭圆边值问题的协调有限元方法：Argyris 元。重调和方程有着非常重要的物
理背景和有广泛的应用。例如，在薄板弯曲问题中，用来描述其弯曲程度，是一个经典的问题。

Argyris 元是四阶问题的协调有限元，也即是 Argyris 元基函数构成的有限元空间是解空间的子
空间。而 Argyris 元的基函数是 5 次多项式，推导而言比较麻烦。本文利用每个单元上的单元信
息求解出来每个单元上的基函数，再利用单元上的基函数构造多项式逼近原函数，这样便不必要

推出其基函数的一般表达式，减少了麻烦的计算。
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岳运

Abstract

In this paper, we consider the coordination finite element method for the fourth order
elliptic boundary value problem: Argyris element. Reharmonic equations have a very
important physical background and wide applications. For example, in the problem
of sheet bending, used to describe the degree of bending, is a classic problem. The
Argyris element is the coordinated finite element of the fourth order problem, that is,
the finite element space formed by the Argyris element basis function is a subspace
of the solution space. But the basis function of Argyris element is a polynomial of 5
times, which is more troublesome to derive. In this paper, the unit information on
each cell is used to solve the basis function on each cell, and the basis function on the
unit is used to construct polynomial approximating the original function, which is not
necessary to introduce the general expression of its basis function, which reduces the
troublesome calculation.
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1. 引言

重调和方程是一个非常重要的概念. 它用于描述非线性系统中的振动，主要以动力学参量表
示，并可以将参量扩展到不同类型的动态系统. 这种描述可以用于扩大动态系统的参数空间，从而
使用有关动态系统的数据, 采集方法来构建出更复杂的动力学模型. 此外，重调和方程还可以使用
来解决系统的不确定性问题，如可靠度、稳定性以及发展性等问题，并能够提供有用的信息来帮

助研究者对某些系统的行为有更好的理解和分析. 重调和方程也可以结合之前研究中使用的经典方
法来解决一些实际应用中的棘手问题，比如利用有限元或非线性参数拟合的方法来得到提高系统

性能的反馈控制算法，也可以基于统计学模型来构建可靠性安全性模型，以及使用状态对系统的

行为进行模拟和估计. 总而言之，重调和方程是一种有用的概念，它在科学、工程、物理、化学等
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多个领域中都有应用. 它主要用于描述多种振动情况，可以用于分析系统行为，并据此提出可靠的
解决方案.

有限元起源于 1943 年，纽约大学的 R. Courant 尝试在一系列三角形区域上定义分片连续函
数，并采用最小势能原理求解 St. Venant 扭转问题。1954 年，斯图加特大学的 J. H. Argyris 了
结构分析的能量原理，并出版了相关书籍，为后续有限单元法的研究奠定了重要基础，其提出的

Argyris 元是解决重调和方程的重要方法，更多的内容看 [1]. 本文基于前人研究四阶问题的方法基
础上，使用 Argyris 有限元数值离散重调和方程，并推导了单元上 Argyris 元的基函数，最后得出
数值解，并分析了误差的收敛阶.

重调和方程起源于弹性力学中周边固定的薄板弯曲问题，这一问题如下描述：

∆2u = f in Ω (1.1)

边界条件：

u =
∂u

∂n
= 0 on ∂Ω (1.2)

这里 Ω ⊂ R2 是有界矩形区域，边界为：∂Ω, n 是边界 n ∂Ω 的外法向量. 其中 f ∈ L2(Ω),∆ 是
Laplace 算子.

问题 (1.1)-(1.2) 的弱形式为：
a(u, φ) = F (φ) (1.3)

其中 φ ∈ H2
0 (Ω) ，且 H2

0 (Ω) =
{
φ ∈ H2(Ω) : φ = ∂u

∂n
= 0

}
, 这里

a(u, φ) =< ∆u,∆φ > (1.4)

F (φ) =< f, φ > (1.5)

2. 弱解的存在性和唯一性
Lemma 1 (Lax-Milgram) [2] 设 B : H ×H → R 是双线性型，且存在正数 α,β 使得

(1) |B[u, v]| ≤ α||u||||v||

(2) B[u, v] ≥ β||u||2

且 u, v ∈ H, 设 f ∈ H∗ 是有界线性泛函，则存在唯一的 u ∈ H 使得 B[u, v] = (f, v),∀v ∈ H

Thorem 1 (Existence and Uniqueness) [2] 设 V = H2
0 (Ω), 内积是 < v,w >=

∫∫
Ω
∆v ·

∆wdxdy, ∀v, w ∈ V . 由内积诱导的范数为 ||v||2,Ω =
(∫∫

Ω
|∆v|2dxdy

) 1
2 . 则 (1.3) 有唯一解.

Proof. 因为 V = H2
0 (Ω), 则 V 是 Hilbert 空间. 显然 a 是双线性型的, 且

a(u, v) =

∫∫
Omega

∆u ·∆vdxdy

≤
(∫∫

Ω

|∆u|2dxdy
) 1

2
(∫∫

Ω

|∆v|2dxdy
) 1

2

= ||v||2,Ω||u||2,Ω
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另外,∀v ∈ V ,a(v, v) = ||∆v||22,Ω, 由于 v|∂Ω = 0 and Poincaré 不等式, 令 ∆v = ▽w, 我们得到

a(v, v) = || ▽ w||22,Ω ≥ C||w||22,Ω

最后, 因为 f ∈ L2(Ω), 我们可以得到

F (v) =< f, v >=

∫∫
Ω

f(x, y)v(x, y)dxdy ≤
(∫∫

Ω

|∆f |2dxdy
) 1

2
(∫∫

Ω

|∆v|2dxdy
) 1

2

= C||v||2,Ω

而且因为 f 是一个在 V 上的连续函数. 由 Lax−Milgram 定理，知道 (1.3) 存在唯一解.

3. Argyris 元

3.1. 有限元空间

在本节中，令 τh 表示区域 Ω̄ 上的三角形单元 [1] [2]，且 h = maxK∈τhhK，这里 hK =

diam(K). 我们以 τh、εh、Nh 分别表示三角形单元、边及其顶点.

现考虑 (1.3) 的有限元空间，区域 Ω 是矩形区域，划分其三角形单元，设其单元 K 直径为

hK ≤ h。

令 Vh 为方程 (1.3) 的有限元空间，则在空间 Vh 寻找基函数 φh，且有：

ah(uh, φh) = (f, φh),∀φh ∈ Vh (3.1)

Argyris 有限元有 21 个自由度，如图 1. 包含了函数节点值、一阶偏导数值，二阶偏导数值以
及边上的中点的法向导数值 ui,

(
∂u
∂x

)
i
,
(

∂u
∂y

)
i
,
(

∂2u
∂x∂x

)
i
,
(

∂2u
∂y∂y

)
i
,
(

∂2u
∂x∂y

)
i
,
(
∂u
∂n

)
i
, i = 1, 2, 3, 它的基

函数是 5 次多项式，如图 1. 更多的 Argyris 有限元空间看 [3]，定义如下：

Sa={ φh ∈ P5(τh) : φh 是连续的对任意 p ∈ Nh,
φh 为 0 对任意的 p ∈ Nh ∩ ∂Ω,
且

∫
e

∂φh

∂n
= 0, ∀e ∈ εh }

Figure 1. Argyris finite element
图 1. Argyris 有限元
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3.2. Argyris 元基函数

下面介绍 argyris 元基函数的推导过程 [4]：∀τh ∈ Ω，其节点值设为 ui, uj , uk, 同理，其一阶
偏导，二阶偏导为：uxi

, uxj
, uxk

, uyi
, uyj

, uyk
, uxixi

, uxjxj
, uxkxk

, uyiyi
, uyjyj

, uykyk
, uxiyi

, uxjyj
, uxkyk

其法向导数为
(
∂u
∂n

)
i
,
(
∂u
∂n

)
j
,
(
∂u
∂n

)
k
. 共计 21 个自由度，便有 21 个基函数，其中 i, j, k 是三角形单

元的三个顶点的序号，按逆时针方向旋转. 不妨设 φk, k = 1, · · · , 21 是每个单元上的基函数, 则有：

令 cT =
(
ck1 ck2 ck3 ck4 ck5 ck6 ck7 ck8 ck9 y ck10 ck11 ck12 ck13 ck14 ck15 ck16 ck17 ck18 ck19 ck20 ck21

)
A(x, y) =

(
x5 x4 x3 x2 x y5 y4 y3 y2 y x4y x3y2 x3y x2y3 x2y2 x2y xy4 xy3 xy2 xy 1

)
故 φk = cT ∗A(x, y).

再令

Ax(x, y) =
(

5x4 4x3 3x2 2x 1 0 0 0 0 0 4x3y 3x2y2 3x2y 2xy3 2xy2 2xy y4 y3 y2 y 0
)

Ay(x, y) =
(

0 0 0 0 0 5y4 4y3 3y2 2y 1 x4 2x3y x3 3x2y2 2x2y x2 4xy3 3xy2 2xy x 0
)

Axx(x, y) =
(

20x3 12x2 6x 2 0 0 0 0 0 0 12x2y 6xy2 6xy 2y3 2y2 2y 0 0 0 0 0
)

Ayy(x, y) =
(

0 0 0 0 0 20y3 12y2 6y 2 0 0 2x3 0 6x2y 2x2 0 12xy2 6xy 2x 0 0
)

Axy(x, y) =
(

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4x3 6x2y 3x2 6xy2 4xy 2x 4y3 3y2 2y 1 0
)

再设其在边上的外法向导数为 nk
1 , n

k
2 , n

k
3 , 故 nk

1 |x = yk − yj , n
k
1 |y = −(xk − xj), n

k
2 |x =

yi − yk, n
k
2 |y = −(xi − xk), n

k
3 |x = yj − yi, n

k
3 |y = −(xj − xi). 再把 nk

1 |x, nk
1 |y 标准化，为了不引起

记号的混淆，仍记标准化之后的法向导数为：nk
1 |x, nk

1 |y. 故有：

nk
1 |x =

nk
1 |x√(

nk
1 |x

)2
+
(
nk
1 |y

)2
nk
1 |y =

nk
1 |y√(

nk
1 |x

)2
+
(
nk
1 |y

)2
同理有：

nk
2 |x =

nk
2 |x√(

nk
2 |x

)2
+
(
nk
2 |y

)2
nk
2 |y =

nk
2 |y√(

nk
2 |x

)2
+
(
nk
2 |y

)2
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nk
3 |x =

nk
3 |x√(

nk
3 |x

)2
+
(
nk
3 |y

)2
nk
3 |y =

nk
3 |y√(

nk
3 |x

)2
+
(
nk
3 |y

)2
则法向导数的大小为：

nk
1(x, y) = nk

1 |x ∗Ax(x, y) + nk
1 |y ∗Ay(x, y)

nk
2(x, y) = nk

2 |x ∗Ax(x, y) + nk
2 |y ∗Ay(x, y)

nk
3(x, y) = nk

3 |x ∗Ax(x, y) + nk
3 |y ∗Ay(x, y)

再随机定义每条边上法向导数的方向，值得注意的是，每条边上的法向导数只有一个方向，这里

提供一种做法：利用每个单元上的节点的全局坐标的大小以及符号函数去定义每个边上的方向. 至
此，Argyris 元基函数在每个单元上的信息就用完了，下一步解线性方程组即可把基函数的系数解
出来得到每个基函数. 最终获得的线性方程组的系数矩阵如下：

M =



A(xi, yi)

A(xj , yj)

A(xk, yk)

Ax(xi, yi)

Ax(xj , yj)

Ax(xk, yk)

Ay(xi, yi)

Ay(xj , yj)

Ay(xk, yk)

Axx(xi, yi)

Axx(xj , yj)

Axx(xk, yk)

Ayy(xi, yi)

Ayy(xj , yj)

Ayy(xk, yk)

Axy(xi, yi)

Axy(xj , yj)

Axy(xk, yk)

nk
1(

xj+xk

2
, yj+yk

2
)

nk
2(

xi+xk

2
, yi+yk

2
)

nk
3(

xi+xj

2
, yi+yj

2
)


21×21

其右端项为 N = I21×21，通过解 21 个线性方程组求出每个基函数的系数，由此便得到了单元上的
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基函数 φk.

4. 数值结果

在本节，使用 Argyris 元计算了三个数值算例并得出了它们的误差收敛阶以及 L∞ 误差. 误差
收敛阶由 ChenLong 软件包里面的 showrate 函数给出，而所谓的 L∞ 误差即是每个划分下的最大

误差. 下面给出数值算例，且考虑的区域都是 [0,1]×[0,1] 的矩形区域. 第一个例子的真解为：

u(x, y) = 256x2(1− x)2y2(1− y)2 (4.1)

数值解的图像（如图 2）及其 L∞ 误差图像（如表 1），误差收敛阶为 5.9231939。

Table 1. L∞ error
表 1. L∞ 误差

划分次数 1 2 3 4

argyris 0.015930107186014 2.290408560303714e-04 3.980622519030030e-06 7.003945135366021e-08

Figure 2. Argyris finite element numerical solutions and error logarithmic graph and error convergence order
图 2. Argyris 有限元的数值解以及误差对数图以及误差收敛阶

第二个数值算例的真解为：

u(x, y) = sin(3πx2)sin(3πy2)(x− 1)2(y − 1)y (4.2)

数值解的图像（如图 3）及其 L∞ 误差图像（如表 2），误差收敛率分别为：4.5915051 .

Table 2. L∞ error
表 2. L∞ 误差

划分次数 1 2 3 4

argyris 0.014590149744577 6.924157812136233e-04 3.572775205996220e-05 9.680799148634178e-07
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Figure 3. Argyris finite element numerical solutions and error logarithmic graph and error convergence order
图 3. Argyris 有限元的数值解以及误差对数图以及误差收敛阶

第三个数值算例的真解为：

u(x, y) = x2(1− x)2y2(1− y)2ex
2

ey
2 (4.3)

数值解的图像（如图 4）及其 L∞ 误差图像（如表 3），误差收敛率为：5.2439747 .

Table 3. L∞ error
表 3. L∞ 误差

划分次数 1 2 3 4

argyris 7.657202532339747e − 05 2.190043267198422e-06 5.608861774130617e-08 1.421075362514012e-09

Figure 4. Argyris finite element numerical solutions and error logarithmic graph and error convergence order
图 4. Argyris 有限元的数值解以及误差对数图以及误差收敛阶

一般来说，对于重调和方程来说，Argyris 元的收敛速度快于 Morley 元与 Bell 元，从上面的
几个例子可以看出，Argyris 元的收敛速度确实是较为快速的.
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5. 总结

重调和方程在生活中应用十分广泛，本文阐述了方程的弱解并给出了重调和方程的弱形式，

用 Argyris 有限元空间近似四阶问题的解空间，效果比较良好，这与理论保持一致。其中较为重要
的便是 Argyris 元基函数的推导，使用面积坐标的话推导出基函数一般表达式是一个非常麻烦的
事情，本文舍弃这种想法，利用计算机在每个单元上求解出对应的基函数，用基函数逼近原函数，

最终求解出重调和方程的解。在下一步的工作中我将会具体考虑重调和方程的有限元解法在离散

液晶张量静力学模型的能量中的应用，这是一个值得探究的问题。
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