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Prefácio 

Análise Funcional é uma disciplina semestral obrigatória para o Dou
torado e optativa para o Mestrado em Matemática da Universidade Fe
deral de São Carlos. Este texto foi escrito para contemplar esta disci
plina, e com uma proposta muito objetiva. A idéia é que cada unidade 
corresponda a uma aula, tentando facilitar o preparo da mesma pelo 
professor e tornar mais prática a primeira leitura de cada tema pelos 
alunos. Este é um ponto importante no qual este texto diferencia-se 
dos demais sobre o mesmo tema. Para atender tal intuito foi necessário 
manter muito rígida a quantidade de material a ser coberto em cada 
Capítulo, evitando ultrapassar os limites esperados de uma aula. Isto 
tornou necessária a seleção de temas com omissões de tópicos e aplica
ções interessantes. Talvez a principal omissão seja a dos espaços vetoriais 
topológicos. 

Este texto nasceu de notas de aulas ministradas pelo autor no se
gundo semestre de 1999; já com o intuito de preparar o texto, o material 
de cada Capítulo foi sendo montado e testado, com adaptaçõel:; para se 
encaixar em cada aula, num total de trinta aulas. Parte dos assun
tos tratados segue, naturalmente, a orientação do próprio programa de 
Pós-Graduação e o gosto pessoal do autor; a ênfase é na Análise Fun
cionaI Linear e o índice resume os tópicos apresentados. O texto foi 
originalmente publicado pelo IMPA e passou por correções e pequenas 
adaptações com o tempo; assim, espera-se que o mesmo ebteja mais 
maduro e melhor concatenado. O resultado final é esta versão do livro. 

Pretende-se que este texto transmita uma visão geral de linhas bási
cas da Análise Funcional e, após segui-lo, que os estudantes estejam 
preparados para consultar textos mais abrangentes, particularmente de 
tópicos que aqui não foram cobertos. A maioria dos exercícios original
mente propostos na sala de aula está presente no texto, embora a lista 
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final de exercícios tenha sido sensivelmente ampliada . No final do livro 

foram inclusas soluções de alguns exercícios propostos, particularmente 

daqueles cujas conclusões são, em algum momento. usadas 110 t.exto; não 
houve regra clara na seleção das outras soluções . 

Foram inclusas Notas na maioria dos Capítulos, as quais objetivlUn 

apresentar alguns comentário:, que normalmente ficam restritos à sala de 

aula, alguns dados históricos e comentar extensões e aplicações que não 
foram tratadas no texto, principalmente devido ao espírito pragmático 
aqui adotado. Com as observações históricas pretende-se, também, lem

brar aos leitores que cada área da !\[atemática se desenvolve com o 

auxílio de muitos pesquisadores; por exemplo, deixar claro que a própria 
definição e principais propriedades dos espaços de Hilbert não surgiram 
em uma tarde inspirada de David Hilbert. Essas Notas foram escritas 

de maneira informal e sem pretensões de trazer quaüiquer apresentações 
ou referências completas. 

Supãe-se que os leitores tenham familiaridade com Álgebra Linear 

(vários re:.ultados em espaços vetoriais de dimensão finita sào propostos 
como exercícios), Topologia Geral (incluindo espaços métricos) e resul
tados básicos de Funções de Uma Variável Complexa e de },Iedida e 
Integração; é suposto que esses assuntos sejam tratados em disciplinas 

específicas. Resultados como os Teoremas de Stone-Weierstrass e Riesz
Fischer podem ser usados lívremente. A bibliografia contém os textos 
que o autor consultou com maior frequência durante a preparação des

tas notas. além de alguns considerados clássicos, com omissão clara de 
textos consagrados: certamente os interessados não encontrarão dificul

dades em localizá-los, além de textos complementares , principalmente 
com o atual grau de informatização de nossas bibliotecas. 

Alguns pontos de notação e nomenclatura merecem destaque . Os 
símbolos N, B, 1t são usados para designar espaços normados, de Banach 
e de Hilbert, respectivamente, sem menção explícita toda vez que são 
lIsados. Deve-se inferir do termo �não-P" que o objeto em questão "não 
satisfaz a propriedade p.." evitando assim algum acúmulo desnecessário 

de definições. O termo enumerável é usado para designar a cardinalidade 

No do conjunto dos números naturais N, enquanto contável se refere a 

finito (incluindo zero) ou enumerável; assim, não-contável indica que é 
infinito e com cardinalidade superior a No. Quando um subconjunto 
{çj} é, em particular, uma sequência, na maioria das vezes optou-se por 

destacar essa propriedade através da notação (ç}). O símbolo := aponta 
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uma nova indicação. Também como é usual, wn espaço vetorial é dito 

trivial se contém apenas o elemento nulo. O símbolo _ indica o final de 
uma demonstração, enquanto • indica o final de um exemplo. 

A página da internet 

http://www.dm.ufscar.br/-olíveíra/AFEuclídes.html 
estará associada a este texto, em particular com uma eventual "Errata"; 
toda contribuição dos leitores será muito bem-vinda. 

Gostaria de agradecer ao Prof. Pedro L. A. Malagutti por ter (co

rajosamente!) seguido de perto a primeira versão do texto em uma 

turma de Análise Funcional; isto possibilitou a correção de vários erros 
tipográficos e imprecisões. Os agradecimentos se estendem aos alunos e 
colegas que c.olaboraram com diversas sugestões desde a primeira versão 
do texto. Finalmente, gostaria de registrar a acolhedora sugestão, do 
Prof. Elon Lima, para que este livro fosse considerado para publicação 
no Projeto Euclides. 

São Carlos, setembro de 2010. 

César R. de Oliveira 
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Capítulo 1 

Espaços Normados 

Grosso modo, a Análise Funcional é urna rica fusão de conceitos de Álgebra 

Linear, Análise e Topologia, com destaque para espaços vetoriais de dimensão 

infinita. Partindo de um espaço vetorial, íntroduz-se uma noção abstrata de 

comprimento de vetor, mais conhecIda como norma- Associada a cada norma 

introduz-se urna distância entre vetores, ou seja, uma métrIca, o que torna o 

espaço vetorial num espaço topológico naturalmente compatível com a estru

tura linear. Neste primeiro Capítulo são mtroduzidos a definição de norma, 

alguns exemplos básicos e várias notações usadas em todo o texto. 

Serão considerados espaços vetoríais tanto sobre o corpo dos números 
reais IR como sobre o corpo dos números complexos IC. A parte real de 
um número complexo z será denotada por Re z e a imaginária por 1m z. 
Em muitas situações não há necessídade de especificar o corpo, assim é 
conveniente indicar por lF ou IC ou IR. Em geral os espaços vetoriais serão 
denotados por X, }� Z, .. " enquanto seus elementos por �,-I], <, ... ; os 
escalares, ou seja, elementos de 1F, por a, (3, À, ... ,ou a, b, c,' ... Recorde 
que um subconjunto A de um espaço vetoria! X é linearmente indepen

dente se qualquer combinação linear finita de elementos �J E A resul
tando no vetor nulo, ou seja, 2:;=1 aj�J = O, só ocorre se aJ = O, para 
todo j (0 é linearmente independente; verifique!). Se a E 1F, a not.ação 
a > O indica que a E IR e é estritanlente positivoi ainda, a ? O será 
também referenciado por "a é positivo" (analogamente para negatim 

e estritamente negativo) . Será usado, muitas vezes, o fato do conjunto 
dos números racionais lQl ser denso em lF (com a topologia usual), sendo 
que no caso de lF = IC entende-se por racionais números da forma r + io5, 
com r,05 E 1Ql. 
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Definição 1.1. Uma norma num espaço vetorial X (real ou complexo) 
é uma aplicação II . II ; X -+ ]R que satisfaz 

i. lIçll � O para todo ç E X. e l Içl l = O se, e somente se, ç = O (mmprimcnlo 
positivo). 
ii. l Iaçll = lolllçll. para todo ç E X e qualquer o E IF (dilatação). 
iii. lIç + '111 $ lIçll + 11'111. para todos ç. ri E X (dt'Sígualdade triangular). 

Se na definição de norma a condição l Içll = O =? ç = O for retirada, 
diz-se que II . II é uma seminorma.. É um exercício simples verificar que 
cada norma define, ou induz. uma métrica d em X por d(ç, '1) = lIç - '111. 
O par (X, II . II) é chamado de espaço normadoj aqui, N,Nt,N'i ... · , 
sempre denotarão espaços normados (com (N, 11·11) quando se quer es

pecificar a norma) . Se não for fornecida outra topologia. fica implícito 
que em N a topologia é a induzida pela norma. 

É conveniente introduzir mais alguma notação. Se (X, d) é wn espaço 
métrico e r > O, então B(Ço; r) = Bx{ço;r) = {ç E X : d{ço,ç) < r}, 
B(ç�:r) = BX{Ço;r) = {ç E X: d(ço,ç) $ r} e S{Ço;r) = SX{ÇOir) = 

{ç E X : d(ço . {) = r} indicam a bola aberta. a bola fechada, e a es
fera de raio r centradas em {o, respectivamente , com formas análogas 
para espaços normados. A notação que não explicita o espaço (nesses 
casos X) será usada quando não houver possibilidade de confusão. Fi

nalmente, um conjunto é enumerável se possui a cardinalidade No de 
N = {I. 2,3, .. ·}, e é contá\--el se for finito (incluindo zero) ou enu
meráveL 

EXERCÍCIO 1.1. a) Verifique que se uma métrica d em X provém de uma 
norma, então d(ç + ( , 71 + () = d({. 71), para todos {, 71, < E X. Interprete 

geometricamente. 

b) Mostre que I 1I{1I-1I7111 I $ lIç -7111. para todo ç, 71 E Xj conclua então 
que a norma II . II : X -> ]R é uma aplicação contínua (]R com a métrica 
usual). 

c) Mostre que num espaço normado a soma de vetores e a multiplicação 
por escalar são operações contínuas, ou seja , as aplicações N x N -> N, 
f'1,ç) .... 71 + ç, e F x N -+ N, (a,ç) ...... aç, são contínuas. 

EXERCÍCIO 1.2. Sejam n um subconjunto compacto de um espaço topo
lógico de Hausdorff e C(n) o espaço vetorial das funções contínuas t/J ; 
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define uma norma em C(fl), e que o espaço normado (C(fl). 1 I . 1100) é 
completo com a métrica induzida. Esta norma é também chamada de 
norma da convergência uniforme. Quando não explicitada a norma em 
C(fl) fica subentendido que se trata de 1 1, 1 1"". 

Lembre-se que um espaço métrico é completo se toda sequência de 
Cauchy, também chamada de sequência fundamental, converge a um 
elemento desse espaço. 

Definição 1.2. Um espaço normado que é completo com a métrica 
induzida pela norma é chamado de espaço de Banacbj em todo o texto 
B, Bl' B2, ... , sempre denotarão esses espaços. 

(C(fl), II . 1 100) é um exemplo de espaço de Banach. Nos próximos 
exercícios aparecem outros exemplos bem conhecidos; várias verificações 
são, de fato, similares entre si. 

EXERCÍCIO 1.3. Denote por {= ({r, ... ,en) os elementos de F". 
a) Mostre que lF" é um espaço de Banach com cada uma das normas 

l Iellp = (L;=llejIPtP, 1 $ p < 00, e l Iel loo = maxl�:5n le,l. Por que 

p < 1 não define uma norma? 

b) Mostre que para todo e E lF", tem-se l Ielloo $lIellp $ n1/Pl lelloo, para 
todo p � 1. 

EXERCÍCIO 1.4. Mostre que I I-,plh = J: 11,b(t) 1 dt é uma norma em C[a, b) 
(funções contínuas V' : [a, b) -+ 1F), e verifique que I I-,plh $ (b - a)I I-,plloo 
para toda função -,p E C[a, b), Mostre também que (C[a, b).1I ' Ih) não é 
completo. Existe A > O com I IlPlloo $ AI I-,plh para toda tP E C[a,b)? 
Exemplo 1.3. Denote por e = (er,e2,"') um ponto genérico de IFN, 
ou seja, as sequências em lF indexadas por N. Para 1 $ p < 00 seja 

lP(N) = {e E IFN: l Iel lp:= (L�llejIPtP < oo} e, ainda, loo(N) = {e E 

IFN 
! l Iel loo:= sUPl:5i<oo lei I < oo}. É uma abordagem padrão verificar 

que lP (N), para 1 $ p $ 00, são espaços de Banach (os casos p = 1,2,00 
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são de verificação bem mais simples). De fonna análoga definem-se os 
espaços de Banach [P(Z). 

Se J é um conjunto, [OO(J) denota todas as funções �" : J -- lF com 
111/11100:= SUPtEJ 1�(11I < 00, e para 1 ::; p < 00, IP(J) é o conjunto das 
funções 1/' : J -- F que se anulam, exceto num subconjullto contável 

de J, e de forma que 1I.pllp:= (LtEJ 11;,(I)IP) I/p < 00. Estt's espaços 
também são Banach (note que 'Banach' já está sendo usado como ad
jetivo). Observe que 1:X(J) C C(J), com J tomado com a topologia 
discreta. e 

Exemplo 1.4. Se (O, A, p,) é um espaço de mooida (positiva), em que A 
é uma u-álgebra em O, emão é um resultado bem-conhecido em teoria 
de integração que, para 1 ::; P ::; 00, o conjunto L� (O) das (classes de 
equivalências, que identificam duas funções que coincidem p,-q.t.p., de) 
funções mensuráveis v.': O -- F com 

/lldl,,:= (lo ItI,(t)I"dp,(t») II" < 00, 1::; P < 00, 

e IIvll"" :=sup e8StEfllrI'(t)/ < ·Xl, são espaços de Banach. Novamente, os 
casos p = 1,2,00 são de verificação bem mais simples que os outros. Nos 

Exercícios Adicionais deste Capítulo é apresentado um pequeno roteiro 

para demonstrar alguns desses resultados. Se a medida é a de Lebesgue 
em subconjuntos de Rn a notação será simplesmente V(O); no CIISO de 
O ser um intervalo [a, b) da reta real e a medida a de Lebesgue . então 

também será usada a notação V[a. b). e 

EXERCÍCIO 1.5.  Verifique que [P(J). para p = 1,2,00 e L�(O) são 
espaços de Banach, e que L�(O) são espaços normados para p = 1,2. 

O espaço vetorial gerado por um subconjunto A de um espaço veto
rial X é o conjunto das combinações lineares finitas de seus ('[ementos, 
e será denotado por Lin(A); note que Lin(A) é o menor subespaço que 
contém A. Lembre, também , que uma base de Hamel, ou simplesmcnte 
base, num espaço vetorial X é um conjunto A linearmente índependente 
maximal, ou seja, Lin(A) = X. Se existe uma base finíta de X com n 
elementos, diz-se que a dimensão algébrica de X, denotada por dim X, 

é finita e igual a n (e todas as bases possuem n elem('ntos) ; de outra 
forma, diz-se que a dimensão de X é infinita. Um subconjunto A num 
espaço normado./ll é total em N se Lin(A) é denso em N. 
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Definição 1.5. Duas normas II . 111 e II . 112 num espaço vetoria! X são 

equivalentes se existem A, B > O de forma que 

EXERCÍCIO 1.6. a) Verifique que normas equivalentes num espaço veto
rial geram a mesma topologia (métrica) e possuem as mesmas sequências 
de Cauchy; portanto, se um desses espaços métricos for completo, então 
o outro também será. 

b) Mostre que se duas normas geram a mesma topologia, então elas são 

equivalentes. 

Exemplo 1.6. As normas I I . 1100 e I I • 111 no espaço vetoria! dos po
Iinômios em [0,1) não são equivalentes, poís se p,,(t) = tn-1, tem-se 

IIPnlloo = I, para todo n � I, enquanto I IPnlll = 11n, que converge a 
zero quando n -+ 00 • • 

EXERCÍCIO 1.7. a) Mostre que num espaço normado de dimensão fi
nita um conjunto é compacto se, e somente se, ele é fechado e limitado 
(Jembre-se que num espaço métrico todo compacto é limitado e fechado). 

b) Seja {n = (6n'])�1' sendo Ók,i = O se t =F k e Ók.k = 1 o "ó de 
Kronecker�. Use essa sequência para mostrar que em lP(N), 1 :5 P :5 00, 
há conjuntos fechados e limitados que não são compactos. 

Como motivação é interessante adiantar algwnas propriedades par
ticulares de espaços normados de dimensão infinita, e compará-Ias com 
o caso de dimensão finita. Tais propriedades serão tratadas futuramente 
neste texto. 

1. Todas as normas num espaço vetoria! de dimensão finita são equi
valentes e todos esses espaços são Banach, o que não ocorre em 
dimensão infinita. 

2. A bola B(O; 1) é compacta se, e somente se, 1\ dimensão do espaço 
normado é finita. 

3. Toda aplicação linear de um espaço normado de dimensão finita 
nele mesmo é contínua, o que não vale necessariamente em di
mensão mfinita. 
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4. Em espaços normados de dimensão infinita há subespaços vetorinis 
densos próprios (sendo possível que dois desses subespaços densos 
tenham como intersecção apenas o vetor nulo). e aplicações lineares 

densamente definidas que não admitem extensões lineares a todo 

espaço. 

Teorema 1.7. Se X é um espaço vetorial de dimensào fimta. então 
todas as normas em X sào eqUIValentes. 
Demonstração, Seja {el ... · ,('TI} uma base de X, de forma que t.odo 

ç E X pode ser decomposto ç = L:"=l o.jej. Basta mostrar que qualquer 
norma II· I I  em X é equivalente a "Içill = L:;=l Io.jl· Uma desigualdade 
segue diretamente da est.imativa 

II( II � I t, o,,, I � t, lo illl' i II � (,'r,�.II" II) 111(111 � B 111(111, 

em que B = maxI0$" lIeill. Para obter a outra desigualdade, suponha 
que não exista A > O com All!çlll � lIçll, para todo ç E X. Assim, para 
todo N E N existe ('V E X com IlIçN1I1 = 1 e 1 = IIlçN11I > NllçNII· 
Como 8(0: 1) é compacta (dimensão finita), existe uma subsequência 
(ÇN;) de (ç,v ) convergindo a ço em (X. III . II I) ; pela continuidade da norma 
vem que IIlçolll = 1. Assim. usando a desigualdade obtida acima, 

1 lIçoll � lIço - çN}1I + IIÇN;II � B IIlço - ÇN} III + N. 
J 

que converge a zero para j -+ 00, ou seja, lIçoll = O e ço 
contradição com IIlçolll = 1 termina a demonstração. _ 

O. A 

Corolário 1.8. Todo espaço normado de dimensão finita X é Banach 
(as,'J'Im. um subespaço de dimensão finita num espaço normado é fe
chado). 

Demonstração. Serão aproveitadas as notações utilizadas na demons
tração do Teorema 1.7. Como todas as normas são equivalentes, basta 
considerar III· III (veja o Exercício 1.6). Seja Çk = L:n=lo.keJ uma se-
quência de Cauchy em (X, 111.111). Como 

J J 

n 
L 10.7 - 0.;"1 = IlIçk - çmlll, j=l 
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vem que, para todo 1 ::; j ::; n, a sequência (a1));';J é Cauchyem F e 
converge para aJgulII a� E 1F. Definindo �o = E;=J aJej em X, segue 

n 
Um III�k - MI = Um L la1 - a:�1 = o, k-oo k-oo ;=1 

ou seja, �k -+ �o e o espaço é completo. • 

Exemplo 1.9. Pelo teorema de Stone-Weierstrass (veja por exemplo, 
[Simmons (1963))), o espaço vetoriaJ dos poUnômios é denso em C[a, b), o 
que imediatamente mostra que C[a, b) tem dimensão infinita. Além disso, 
este é um exemplo de espaço vetoriaJ denso mas distinto de todo espaço 
normado, pois todo polinômio é diferenciável enquando há funções con
tínuas em [a, b) que não são diferenciáveis; por exemplo .,p(t) = Itl 
em [-1,1) . • 

No caso particular dos espaços de Banach L�(n), 1 ::; p::; 00, a desi
guaJdade triangular lI.,pl + '1/J211" ::; 1I.,p111" + 1I'1/J211" é comumente chamada 
de desigualdade de Minkowski. p e q são ditos expoentes conjugados se 
l/p+ l/q = 1 (por convenção, 1 e 00 são expoentes conjugados), e neste 
caso vaJe a desigualdade de Hólder 

I/.,pr,odJLI ::; I l.,pr,oldp. ::; 1It/l1I"lIr,ollq· 

Veja o Exercício 1.20 para um guia das demonstrações dessas duas de
sigualdades padrões. 

Notas 

A Análise Funcional nasceu de vários problemas em equações diferenciais e inte
grais, os quais requeriam o uso de espaços vetoriais de dimensão infimta. O estudo 
sist�mátko desses espaços iniciou-se nn primeira década do século XX, principalmente 
com trabnlhos de S. Ilanach, M R. Fréch�t, E. HcIly, D. Hilbert, F. Riesz, E. Schmidt 

e outros. 
Atualmente pode parecer um passo simples, mas Coi um fato extraordinário notar 

que a definição abstratn de métrica introduz noções precisas de hDÚte, continuidade, 
compacidade, separabilidade, etc., cm espaços distintos de r" (cabe ressaltar que o 
conceito de espaço métrico Coi introduzido por Fréchet em sua tese de 1906, embora 
a expressão "espaço métrico" tenha sido cunhada por Hausdorlf). Isto, juntamente 

com a noção de norma em esp�os vetoriais. possibilitou trlUl8portar muito da ge0-
metria Euclidiana para sistemas de dimensão infinita; em uma dessas contribuiç.oos, 
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E. Schmidt em 1908 introduziu a notação II . II para a norma do espaço partIcular I' 
(o qual foi um dos espaços mais estudados na época), e essa notação fOI adotada 
pela comunidade matemática para designar normas em geral. Um dos primt'iros a 

introduzir a defirução abstrata de norma foi o austríaco Helly (que chegou a ser um 
prisioneiro de gnerra na Rússia), por volta de 1920, mas com uma notação distinta 
daquela de Schmidt. 

Em 1932 o matemático polones S. Banueh (pronuncIa-sE' "Bânarr", de acordo com 
colegas poloneses) publicou um Ii\TO contendo um grande apanhado dos rcsultados 
sobre espaços nonuados até então, incluindo muitos de seus próprios teoremas. V árias 
das próprias notações do h,TO foram adotadas pela comunidade matemática e, em suu 
homenagem, introduzm-se o termo espaço de Bauaeh; é curioso observar que Banach 
não usou os números complexos em seu livro! 

Note que os espaços IP(J) são casos particulares de L�(J), de forma que se pode 

usar os resultados de teoria de integração para mostrar que IP(J) são Banach. De fato, 

escolha a u-á1gebra Á como o conjunto das partes de J e, para .4 E Á, defina !l(A) 

como a cardinalidade de A se esta é 6Dita, senão !l(A) = 00; então, [P(J) = L�(J). 

Exercícios Adicionais 
ExERCÍCIO 1.8. Analise a convergência das sequências (�n(t) = ln - 12n), (<Pn(I) = 
tn _ t·+1) e (",,,(I) = tn /n - ,n+1 /(u + I» em LP[O, 1J, para p = 1 e 00. 

ExERcíCIO 1.9. Denote por C1 [a, bJ O conjunto das funções continuamente diferenci
áveis V : [a, b] - R com a norma (a ' indica derivada) 

IlIi'Uel:= sup 1.;:(t)1 + sup 1I/I'(t) 1 'E[o.bj .e[o.bJ 
Verifique que II Ib é urna norma e C' [a, b] é Baoach; generalize para funções de 

classe Cr• Analise a convel'gência da sequência (CPn(t) = tn /n_tn+1 /(n+ 1)) em C[O , I] 
e C'[O.I]. 

EXERcíCIO 1.10. Qual a dimensão do espaço vetonal das matrizes n x m? Coloque 
diferentes normas nesse espaço. 

EXERcíCIO 1.11. Verifique que todas as bases de Hamel de um dado espaço vetorial 
possuem a mesma carclinalidade. 
EXERcíCIO 1.12. Sejam c (ou c(N) e C() (ou C()(N» os conjuntos das sequências 
(o�) em F cujos liIDltL'S !im On existe e hm On = O, Ttospectivamente. MO!<tre que 
esses conjuDto!! são .uhespaços fechados de [00 (N) e, portanto, são Banach com a 

norma � . li >c' Mostre que dado um elmneDto { E c exIStem um elemento 1/ E: C() c 
oEFde modoqlJl! { = (+1/. com ( =  (0,0,0,· .) E c, 

EXER('ÍCIO 1.13. Verifique que cm [X(N) a expressão 1I1€1II = limsuPn_-x. I{nl é uma 
seminorma e U: E I'X(N): n!{H/ = O} wincide com ("...,. 
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EXBRcíCIO 1.14. Desenhe a esfera unitária 8(0; I) no espaço (R2,1I· IIp) para p = 
1,2,5,00. O que ocorre para O < P < J? Considere e = (1.0).'7 = (0, 1) e mostre 

que II( + '711" > 11(11. + 11'711. se O < p < 1, ou ... ja, a desigualdade triangular não é 
respeitada. 
EXt:RcíCIO 1.15. Seja {. = (i/n, l/n.· " I/n,O, O,, . ) , com 88 n primeiras entradas 
iguais a 1/11 (","(t) = X10,"\(t)/n •... ndo XA a função característica do conjunto A), 
urna sequência em I' (N) (L (R», Mostre que {" � O (ri'. - O) IIDiformemellte, _ 
não converge em I' (N) (L' (R». Adapte para IP(N) (L' (R)). J < p < 00. 

EXt:RcíCIO 1.16. Mostre que uma métrica d num espaço vetaria! X é induzida por 
uma norma 8e, e somente se, d«( + (, '7 + () = d«(, '7) e d(a{, Q1]) = lald«(,I1), para 
todos (, '7,( E X,o E F. 
EXERcíCIO 1.17. Pode ocorrer de duas métricas gerarem a mesma topologia, mas 
apenas um desses espaços métricos ser completo (o que não ocorre no caso de duas 
métricll8 geradas por normas). Verifique isto para as métricas d(l,s) = It - si e 
D(t,8) = If(t) - f(8)1 em R, sendo f(t) = t/(l + Itll· 

EXERcíCIO 1.18. Seja 11 um subconjunto aberto não-vazio de C. Mostre que o 
conjunto das funções holomorfas limitadas em 11 com a norma II· Roo é um espaço de 
Banach. 

EXERcíCIO 1.19. Mostre que o conjunto das funções absolutamente contínuas 
'" : [-1,1] -+ a, com ",(O) = O e ",' E L'[-l,I] (a' indica derivada). é um ESpa<;O 
de Banach com a norma II"'D = (I�,llP'(t)12 dtr/2. Este resultado não é imediato e 
está relacionado 80S espaços de Sobolev. 

EXERCÍCIO 1.20. Considere 1 < p < 00. Encontre o mínimo da função t/>(t) = tP jp-t 
"conclua que t ::; t' /p + I/q, sendo I/p + I/q = 1. Escolhendo t = r/s,lp conclua 
que rB ::; r' /p + s· /q, para quaisquer r, s > O. lise isto para mostrar a desigualdade 
de Hàlder I f ",rpdJlI � f 1,p'l'ldJl ::; 11"'11,11'1'11, para ,p E L� e 'I' E L�. Escolhendo cp = 
",O-I /1I"'II�i., mostre então que 11"'", = sUPII"U.=' f 1,p",ldp, vefl6que a desigualdade 
de Minkowski 1I,p, + 1/'2 11, ::; 11",,11. + 11...,.11, e que II ·lIp é uma norma. LP é completo 

pelo teorema de Riesz-Fischer. Adapte para IP. 



Capítulo 2 

Compacidade e 

Completamento em 

Espaços N ormados 

;'\e;te Capítulo &\0 tratadas duas propriedades �obn' <'Spaços normados. A 
primeira i? (Iue a bola unitária fechada em . \' é compacta �e. e somente se. a 
dimensão de.V é finita (lembre-se que ,V sempre denota Ulll ('spaço normado). 

A segunda é quI' todu ""paço normado "pode Sl'r completado" num C'Spaço de 
Banach. 

2.1 Compacidade e Dimensão 

o seguinte lema é a ferramenta chave para se construir sequéllcias 

limitadas. que não possuem subsequéncias convergentes, em espaços N 
de dimensão infinita. Embora certamente com a intuição prejudicada 

pela aU5éncia explícita de ortogollalidade. uma interpretação geométrica 
de �eu enunciado é importante para tornar natural sua demonst.ração. 

Lema 2.1 (Lema de Riesz). SPjam X um 8ube8paço vetonal fechado 

própno do espaço normado (N.!! . II). Entrio. para cada O < n < 1, 
exISte � E N\ X com II�II = 1 e infryEx II� - 17 1 1  2: n. 

Demonstraç'ão. Sejam ( E N\X e c = inf'1EX Ilrl - (II. C01I10 X é 
fechado, c > O. Assim. para todo d > c existe w E X COIll c :o:: II( - wll ::; 
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d. O vetor � = « -w)/II( -wll pertence aN\X e lIeu = 1. Além disso, 
para todo", E X tem-se 

II� .- ",II = 
II( � wlI ll' - (w + II( - wll",) II � II' � wll � �. 

Portanto, para O < a < 1 dado escolhe-se d = c/o e se.gue o resultado 
desejado infl1EX II� - ",II � o. • 

Teorema 2.2. A bola fechada :8(0; 1) em um espaço vetorial normado 
N é compacta se. e somente se, dimN < 00. 

Demonstl·ação. Se dimN < 00, sabe-se que 13(0; 1) é compacta (veja 
o Exercício 1.7). Se dimN não é finita, será usado o Lema de Ri.esz 
para construir uma sequência em 13(0; 1) que não possuí subsequência 
convergente. 

Seja �l E N, 1I�11l=1. Pelo Lema de Riesz existe e2 E N, com 
lIe211=1. e 1I�1 - M � 1/2 (escolhendo o = 1/2 no Lema de Riesz). 
O espaço vetorial Lin( {eh �2}) é fechado, pois é de dimensão finita. 
Novamellte .. pelo Lema de Riesz. existe �3 E N, com 1I�311 = I, llea -
�lll � 1/2 e 1I�3 - �211 � 1/2. Desta forma, constrói-se uma sequência 
(�n)�=l' lI�nll = I, para todo n, e lIe, - �kll � 1/2 para todos j =I- k. 
Esta sequência não possui subsequência convergente e. portanto, a bola 
unitária fechada :8(0; 1) não é compacta. • 

EXERCÍCIO 2.1. O que se pode dizer se :8(0; 1) for substituída por 
8(0; 1) no Teorl'ma 2.2? 

EXERCÍCIO 2.2. Dê exemplos de subespaços de [l(Z), 1""(Z) e L1(lR) 
que nào são fechados. 

2.2 Completamento de Espaços Normados 

Definição 2.3. Dois espaços métricos (X, d) e (Y, D) são ditos isométJ:í
cos se exi&te uma isometria K : X .... Y bijetora (lembre que K é uma 
isometria se D(II:(e), 11:("'» = d(�, ",) ,  para quaisquer �,'" E X, e que toda 
isometria é injetora) . 
EXERCÍCIO 2.3. Mostre que um espaço métrico isométrico a um espaço 
métrico completo também é completo. 
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Definição 2.4. Dois espaços normados Ni e.N2 são isomorfo:; se existe 
uma isometria linear bijetora 1i:.N1 --+.N2 (ou seja, ,,(� + 'I) = Oli(() + 
"(1'/). para todo (,1/ E N1.a E F e li é sobrejetora) . A aplicação li é 

chamada de isomorfismo entre esses espaços normados . 

Teorema 2.5. Se (X, li) é um espaço mitnco. entào elc é isométnco a 
um subcon)tJnto denso de um espaço métl-ico completo (.X. d); tal X é 
chamado de compleUlmento de X. Além dl.Sso, quoisqlle7' do'ts comple
lamentos de X sào isométricos. 

Demonstração. Será construído o completalllento de forma similar 
à construção de Cantor dos números reais: cada número real pode ser 
identificado com as sequências de Cauchy. de números reais ou apenas 

racionais, que com'ergenl a ele. Não serão apresentados todos os detalhes 
técnicos da demonstração . pois embora ela envolva vários passos, cada 
um deles é simples. 

Seja .Y o conjunto das classes de equivalência de sequências de Cau
chyem X. em que duas dessas sequências lçn) e (ç�) são equivalentes se 

limn_oc d«(n,ç�) = O. Usando a desigualdade triangular segue ,9ue es�a 
relação realmente define classes de equivalência e, ainda, que se ç. ii E X, 
então o limite 

existe e não depende dos representantes «(n), ("1n) de � e ii, respecti
vamente) utilizados, e define uma métrica em X. Para se concluir que 
o limite �ste. considere d(çn, I'/n) S d«(n, (m) + d«(m, "1m) + d("1m, 71,,), 
implicando em 

e sendo (çn), (I'/n) sequências de Cauchy conclui-se que (d«(n, "1n»n é 
Cauchy em R, e portanto convergente. A independência dos represen
tantes mostra-se de forma similar. 

Defina li : X --+ Ii(X) C X, de forma que «(, ç, ç,'" ) é um represen
tante de "({)j então K é uma isometria cuja imagem é densa em (X,d). 
De fato. se (çn) é um representante de � E X, então dado E > O tem-se 
d(�, K({m)) = limn_"" d(çn, çm) < E para m suficientemente grande, já 
que (çn) é Cauchy; disto segue a densidade. 

Utilizando esta isometr� a_ densidade e novamente a desigualdade 
triangular. mostra-se que (X , d) é completo. De fato, se (�n) C X é 



[SEC. 2.2. COMPLETAMENTO DE ESPAÇOS NORMADOS 13 

uma sequência de Cauchy, para cada n escolha T/n E X de forma que 
d(en , 1t(T/n ) )  < l/n; assim, 

d(It(T/n) , 1t(T/m) )  :::; d(It(T/n)i,, ) + d(en , em) + d(em, It(em) ) 
1 - - 1 

< - + d(en , em) + -,  
n m 

mostrando que (1t(T/n)) é Cauchy e, por isometria, (T/n) é Cauchy em X 
e, logo, representa algum ii E X. Usando a desigualdade triangular 
segue que d(en, ii) :::; d(en , 1t(T/n) )+d(It(T/n) , ii) < l/n+liffim_oo d(T/n , T/m) 
mostrando que, para n --+ 00, (en) converge a ii; assim X é completo. 

Se existe outra isometria sobrejetora L : (X, d) -+ (W, D),  com 
W denso no espaço métrico completo (Z, D), então a composição L o 
1t-1 : It(X) -+ W é uma isometria bijetora, a qual tem extensão única 
para uma isometria entre os fechos desses espaços, ou seja, entre (X, d) 
e (Z, D);  portanto quaisquer dois completamentos de (X, d) são iso
métricos. Frequentemente identifica-se o espaço métrico X com t(X) 
ou It(X). • 

EXERCÍCIO 2.4. Preencha os detalhes da demonstração do Teorema 2.5. 

EXERCÍCIO 2.5. Qual o completamento de um espaço com a métrica 
discreta? E dos números racionais com a métrica usual? 

o pr6ximo resultado mostra que a construção realizada para o com
pletamento de um espaço métrico pode ser transladada a espaços nor
mados mantendo a estrutura linear. 

Teorema 2.6.  Se (N, 1 1 - 1 1 )  é um espaço nonnado. então ele é isomorfo a 
um subespaço denso de um espaço de Banach (B, 1 1 1 · 1 1 1 ) ; tal B é chamado 
de complete.mento de N. Além disso, quaisquer dois completamentos 
de N são isomorfos. 

Demonstração. Serão utilizadas as notações introduzidas no Teo-
rema 2.5 e em sua demonstração. Basta mostrar que, neste caso, (X,  d) 
é um espaço vetorial com d gerado por uma norma compatível com 1t(N). 
A estrutura linear em X é definida naturalmente pela classe d e  equiva
lência de !Soma pontual de representantes das parcelas envolvidas, assim 
definindo ': = e + ii, e o produto por escalar ae pela classe de equivalên
cia da qual (O'�n ) é um representante «�n) sendo um representante de 
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{}. Agora. a isometria K induz UU18 norma [.) em ti-(.N) com [,..({») = I I{ I I  
e, n�te por ser isometria, a métrica correspondente é a restrição 
de d a ,,(.N). Estende-se esta nornla a .Y definindo-se I I I�III = d(Õ. Ü ,  
de forma que (X, d) é um espaço normado; como também é completo, é 
um espaço de Banach, • 

EXERCÍCIO 2.6. Preencha os detalhes da demonstração do Thorema 2.6; 
em particular. mostre que 111 · 1 1 1 é uma norma. 

OBSERVAÇÃO 2.7.  Há ainda um análogo desses completamentos para 
espaços com produto interno (veja o Teorema 17. 15 ) .  Outra demons
tração do Teorema 2.6 será proposta quando forem discutidos detalhes 
dos espaços duais de espaços normad.os; veja o Exercício 12.6. 

OBSERVAÇÃO 2.8. Em geral, diferentes normas num espaço vetorial po
dem levar a diferentes completamentos; por exemp lo , se no espaço ve
torial das sequências em F com apenas um número finito de entradas 
náo-nulas for considerada cada norma I I . IIp. 1 � p � 00, então o com
pletamento é isomorfo 80 correspondente lP(N) . 

Notas 
A idéia de compIetamento de espaços métricos é muito importante; várias ope

rações e conceitos só tomam uma Conna. satisfatória após algum tipo de extensão ou 
completamento. Por exemplo. a integral de Lebesgue pode ser definida via extensão 
da integral de Riemann a certo compIetamento do espaço das funções contínuas; com 

a transformada de Fourier ocorre algo similar, sendo L' (R) seu espaço natural . É 
fundamental em Análise Matemátíca. particularmente para a teoria de equações e 
operadores diferenciais, que há subespaços de funções reais infinitamente diferenCIá
,-eis cujos completamentos (com topologias adequadas) resultam em LP (IR) 

Embora o completamento de espaços normados possa ser demonstrado de forma 

elegante usando espaços duaís (veja o Exercício 12.6). a demonstração aqui discutida 
traz uma construção transparente e intuith-a: por isso foi inclusa. 

Note ainda outra característica particular de espaços normados de dimensão infi
nita: pode ha,"CI' dois subespaços vetoriais densos cuja intersecção é apenas o zero, de 
maneira que a soma de operadores definidos em cada um desses subespaços está, em 

princípio, definida apenas no zero! Por exemplo, tome ('m L I (R) o espaço de Schwarz 
(funções infinitamente diferenciáveis decaindo rapidamente no infinito) e o espaço das 
funções simples. 

O importante Lema de Riesz 2. 1 foi publicado por F. Riesz cm 1 9 18, num trabalho 
cujo pnoeípal tema eram os operadores compactos cm espaços de Banach e seus 
espectros; veja também as Notas nos Capltulos 24 e 30. 
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Exercícios Adicionais 

EXERcíCIO 2.1. Mostre que em N de dimensão infinita, qualquer subconjunto que 
contém um aberto (uão-vnzio) não é compacto. Conclua que espaços normooos de 
dimensão infinita não possuem subconjuntos localmente compactos 

EXERcíCIO 2.8. Uma sequêncln ({n );:O�,  num espaço normooo N é absolutamente 
somável se �:= ,  lIço II < 00. Mostre que N é 11m espaço de Banach oe, e somente oe, 
toda sequência absolutament .. somável é somável (ou seja, �:=I {o converge) em N. 

EXERCícIO 2.9. Sejam .p : N, --+ N, uniformemente contínua e .N, e .N. OS completa
mentos de N, e N2, respectivamente. Mostre que a aphcação '" possui uma única 
extensão ;p . .NI -> .N. uniformemente contínua (evidentemente cada espaço normado 
está sendo Identificado com um subespaço denso em seu completamento) .  

EXERC'ÍCIO 2.10. Construa um a  sequência de funções 1/'0 : 10, lJ --+ l!t de forma 
que 111/'0 I I "" = 1, a qual converge a zero em VIO, lJ para todo 1 :;; p < 00, e para todo 
t E 10, lJ a sequéncla de escalares (I/'o (t)) não é convergente. 

EXERcíCIO 2.11. Num espaço normado N, .p(S(O; 1)) é um conjunto limitado para 
toda aplicação contínua 1/' ; N --+ IR? 
EXERcíCIO 2.12. Qual o completamento de CI I-l, IJ com a norma 

I II/JI I  = sup 1'/1(t) 1 + sup 1I/J'(t) 1 + sup ITjI'(t ) ! , tEI- I , 1 1  tEi- I ,OI LE iO, I] 'Í' E C[- I ,  11 ? 



Capítulo 3 

Espaços Separáveis . 

Operadores Lineares 

Neste Capítulo discule-se o conceito d e  separabilidade ['111 espaços normados c 
s,-l.O introduzidos os operadores lineares limit ado,; ent r(' C»SPS espaços. 

3 . 1  Espaços Separáveis 

A noção de base de Hamel aplica-se a espaços vetoriais, necessi
tando-se apenas da definição de conjunto linearmente independente ; se 
a dimensão algébrica do espaço vetorial for infinita, geralmente as bases 
de Hamel não sào contáveis (veja a Proposição 6. 1 1 ) ,  o que as tornam 
potencialmente de pouca utilidade prática. Este fato, associado à ne
cessidade de uma definição de base que requeira urna topologia, levou o 
próprio 8anach a incluir em seu livro a seguinte 

Definição 3.1 . Uma base de Schauder de um espaço normado N é lima 
sequência (çn ) em lv' em que, a cada vetar ç E N, associa-�e lima única 
sequência (Qn)�=l  C iF, de  forma que 

?C 
ç = � Q)ç) ;= Iim '"' QJçJ '  � n-x � 

) � 1 J = l  

Note que a unicidade da sequência de escalares (O'n) para cada ç 
implica em que a base de Schauder (çn ) seja linearmente independente. 
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Também, o caso de N ter dimensão finita N fica contemplada nessa 
definição ao se supor que On = O se n > N. 

Definição 3.2. Um espaço métrico é separável se existe um subconjunto 
contável denso nesse espaço. 
Exemplo 3.3. Um espaço com a métrica discreta é separável se, e 
somente se, é contável . • 

Proposição 3.4. a) Todo espaço normado N que possuz uma base de 
Schauder é .�epará1'el. 

b) Um espaço normado N é separável se, e somente se, exzste um 
subconjunto contável total linearmente independente em N, 

Demonstração. a) Se (�n) é uma base de Schauder, então o conjunto 
das combinações lineares da forma rl6 + . . .  + rn�n, com rJ um número 
racional para todo J, é contável e denso em N. Portanto N é separável . 

b) Um argumento similar ao usado na demonstração do item a) mos
tra que se existe um subconjunto contável {�n } total em N, então esse 
espaço normado é separável, pois o conjunto das combinações lineares 
rl6 + . . .  + rn�n , com rJ racionais, é contável e denso em N. 

Supondo agora que N é separável , seja (�n)�=1  uma sequência densa 
em N. Defina a sequência total (77n) pela seguinte indução: 1/1 é o 
primeiro elemento nâo-nulo de (�n)�=1 j escolhidos (7)n)�=I ' 7)J+I é o 
primeiro elemento de (�n)�=j+1 de modo que (7)n)��; seja linearmente 
independente (se esse elemento não existir a sequência termina) . Por 
construção, (�");;;'I e o conjunto (77n)�=1 geram o mesmo espaço vetorial. 
e esta última é contável e linearmente independente. • 

Todo espaço normado que possui uma base de Schauder é separável ; 
contudo, numa construção elaborada, P. Enfio apresentou um exemplo 
de espaço de Banach separável que não possui base de Schauderj veja as 
Notas. Muitas aplicações e resultados requerem que o espaço normado 
em questão seja separáveL A presença de um conjunto contável denso 
pode simplificar consideravelmente algumas demonstrações. 

EXERCÍCIO 3.1 .  Mostre que um subconjunto E de um espaço normado 
é separável � Lin(E) é separável. 

Exemplo 3.5 . Pela densidade dos números racionais em IR. segue que 
também ]Fn é separável. Outra forma de se verificar isto é observar que 
a base canônica de IF" é uma base de Schauder. • 
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Exemplo 3.6. IP(N) é separável para 1 � [) < 00, pois sua base c8nôni
ca (ou usual) En = (Ón .) �l (ó de Kronecker) é mlU\ bn.'ie de Schauder. 
Aqui também pode-se usar a densidade dos racionais nos reais, de forma 
que a falllllla dos elementos de W(N) com entradas apenRb racionais f! 
enumerável e deMO em IP(N) .  • 

Exemplo 3.7. 1"" (N) não é separável. De fato, dada ç" = (Ç;" )�I uma 

sequência em l""(N) .  defina o vetar ç = (ÇJ )�l c.ujas entradas são çj = O 

se lç� 1  � 1 e ç) = ç� + 1 se lç� 1 < 1 : assim, l Iç l loc � 2 e l Iç - ç" lI"" ;::: 1 
para todo n. Portanto. não existe sequência deM/l em 1O'C· (N) .  Por que 
{en } ,  como acima, não é base de Sch/luder de 1"" (N)? • 

EXERCÍCIO 3.2. �Iostre que IP(J) . 1 � P < 00, é separável se, e somente 
se. J for contável. Quando IX(J) é separáve!'? 

EXERcíCIO 3.3. Aqui e:;tá uma demonstração alternativa de que lOO (N) 
não é separável: preencha os detalhes. Seja X C 1"" (N) o subconjunto 
das sequências cujas entradas são apenas O e 1 . Então a distância entre 
quaisquer dois elementos distintos de X é igual a um e X não é contável 
(lembre-se da representação de números reais na ba5e 2) . 

Exemplo 3.8.  [Base de Schauder que não é de Hamel] Denote por N o 
subespaço de I""(N) formado pelas sequências com apenas um número 
finito de entradas não-nulas. A base (de Schauder) canônica {ej }�l 
também é uma base de Hamel de N, pois N = Lin( {ej}) .  Agora, a 
sequência {'1Ir = ek/k - ek+ t !(k + 1 ) }�1 não é uma base de Hamel do 
espaço não-rompleto N. pois a única representação de e1 = Lbl 1Jk é 

uma soma infinita. Contudo, essa é uma base de Schauder de N, pois 
cada elemento ç = ({} , . . .  , çn , O, O, · · · )  de N pode ser escrito na forma 

n 00 
ç = L akTJk + a.. L 'TJk , 

k=1 k=n+l 

em que {ak }k= l é a solução do sistema l inear Çl = a i , ç) = (aj - aJ- d/J ,  
2 � j � n .  Este exemplo mostra que mesmo se as bases de Hamel são 
enumeráveis, pode haver uma base de Schauder que não é de lIamel 
(confronte com a Proposição 6. 1 1 ) . • 

Exemplo 3.9. C!a.  b] é separável pela Proposição 3.4b), pois a sequência 

(xn )�o é total em C[a, h] pelo conhecido teorema de Stone-Weierstrass; 
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de forma mais geral, C(n) é separável se n é métrico compacto 
[Símmons (1963) ] .  Disto segue que U'[a, b] , 1 :5 p < 00, é também 
separável. já que as funções contínuas formam um subconjunto denso 
em U'[a, b] . • 

EXERCÍCIO 3.4. Suponha que exista uma família contável de conjun
tos mensuráveis An em (n, A, JL) de forma que n = Un An ; identifique 
V'(An) com um subespaço de U'(n). Mostre que se U'(An) for separável 
para todo n, então lJ'(n) é separável. Use este fato para mostrar que 
lJ'(IR) é separável para 1 :5 p < 00. 

EXERCÍCIO 3.5.  Suponha que exista uma faIWlia infinita de conjuntos 
de medida JL estritamente positiva em (n, JL). Encontre uma fanu1ia 
não-contável em L�(n) cujas distâncias entre dois quaisquer de seus 
elementos é maior ou igual a 1. Conclua que L;:,,(n) não é separável. 
Aplique para LOO[a, b] . 

3. 2 Operadores Lineares 

Definição 3.10. Um operador linear entre os espaços vetoriais X e Y 
é uma aplicação T : dom T C X -+ Y, em que seu domínio dom T é um 
subespaço vetoria! e T(ç + (77) = T(ç) +aT(77) . para todos ç, 77 E dom T 
e todo escalar Q E 1F. 

Note que T(O) = O para todo operador linear T, e que o conjunto 
dos operadores lineares com o mesmo domínio e contra-domínio é um 
ebpaço vetorial com as operações pontuais; muitas vezes T(ç) também 
será denotado por Tç. Exemplos simples de operadores lineares são o 
operador identidade 1 ; X -+ X, com l (ç) = ç, e o operador nulo 
Tç = O, para todo ç. Além destes exemplos e dos que seguem, muitos 
outros surgirão no texto. 

Exemplo 3.11 .  Seja ,p E L�(n), com J.L sendo a-finita. Então o opera
dor de multiplicáção por ,p, definido por M<p : Lf,(n) -+ Lr.(n), 

(M<p'!,l,)(t) := ,p(t).,p(t) , .,p E tr.(n), 

é um operador linear para qualque.r 1 :5 p :5 00. Note que (M<pt/J) E L� 
para '!,lI E Lr. . • 
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Exemplo 3.12.  Sejam X e Y e::;paços métricos compactos e u :  Y --> X 
contínua.. Então Tu : C(X) - C(Y) ,  (Tu'/j') (Y) = l"(U(Y» , é um operador 
linear . •  

EXERCÍCIO 3.6. Seja T : dom T C X � Y um operador linelU'. Verifi
que os seguintes itens: 

a) A imagem de T. img T := T(dom T) C Y. e o núcleo de T, N(T) := 
{� E dom T :  T� = O} .  são subespaços vetoriais. 

b) Se dim(dom T) = n < x. então dim(img T) $ n. 

c) O operador inverso de T. T- 1 : img T -. dom T, existe se, e somente 
se, T� = O � � = O e, existindo, é um operador linear. 

d) Se T. S são operadores lineares invertíveis, então (TS) - l  = S-IT-1  
(supondo, logicamente. que as operações têm sentido) . 

Uma rica teoria é obtida quando se fundem os operadores lineares 
com a topologia natural gerada por normas. O próximo resultado é um 
exemplo disto, pois mostra que se um operador linear é contínuo em 
algum ponto de seu domínio, então ele é uniformemente contínuo em 
todo domínio. 

Teorema 3.13.  Seja T : N1 --> N2 um operador linear entre espaços 
nonnados. Entào as segtlíntes proposições sào equwalentes: 

(i) sUPIi{II$ 1  I IT�I I  < 'Xi .: ou seJa, a imagem da bola unitária é límztada. 

(ii) Eriste C >  O de modo que I IT�I I  $ CII� I I , para todo � E N1 , 
(Iii) T é u1IIformemente contínuo. 

(iv) T é contínuo. 

(v) T é contínuo em zero. 

Demonstração. (i)� {ii) Seja C = sUPfl{1I9 I1T� I I ·  Se O =f � E N1 , então 

I IT(Çj I!� I/ ) 1I S C, ou seja, "T�II S C"�I I ,  'v'� E N1 • 
(iz� (iiz) Se �. TI E N1 , então "T� - TTlII = I IT(� - 1/) 1 1  $ C/I� - 1/1 1 . 
(iii)� (w) e (iv)� {v) são óbvios. 
(u)� (i) Como T é contínuo em zero existe 5 >  O em que I IT� - TOII = 

I !T�"  $ 1 se I I{ - 01 1  = I I{ I I  $ 5. Assím, se I I� I I  S 1, vem que 1 1 5� I I  $ 6 e 

I IT(8�) 1I $ 1; portanto, IIT{ I I $ 1/8, e (i) vale. • 
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Definição 3. 14. Um operador linear contínuo é também chamado de 
limitado, e o conjlmto dos operadores limitados de N1 em N2 será deno
tado por B(N1 , N2) . Será também usada 11 notação B(N) como abre
viação de B(N, N) (note o uso distinto do termo linear limitado compa-
rado ao uso em aplicação limitada em geral, ou seja, em que a imagem 
é limitada; neste último sentido toda aplicação Hnear (não-nula) não é 
limitada, verifique! ) .  

Exemplo 3.15. O operador Tu do Exemplo 3. 12 é contínuo, pois para 
todo 'I/J E C(X) tem-se 

I ITu'I/J l I'XI = sup I'I/J(u(t) ) I  � sup 1'I/J(t) 1 = 1 I'l/J l loo ,  tEY tEX 
e Tu é limitado pelo Teorema 3.13(zz). • 

EXERCÍCIO 3.7. Sejam X e Y espaços vetoriais de dimensão finita e 
T :  X -> Y um operador linear. Escolha bases em X e Y e mostre que 
T pode ser representado por uma matriz, e discuta como muda a matriz 
que representa T se outras bases forem consideradas. Discuta o análogo 
de tais resultados no caso em que X e/ou Y possui/possuem dime.nsão 
infinita; qual o papel da base de Scbauder nesta questão? 

Proposição 3.16. Se T : N1 -> N2 é linear e dim N1 < 00 , então T é 
limitado. 

Demonstração. Considerando em N1 a norma I I lç l l l  = l Iç l l l + I ITç l l2 ' 
segue que existe C > O de forma que II lç l l l  � CIIç l l l para todo ç E N1 , 
pois estas normas são equivalentes (Teorema 1 .7). Assim, I ITç l12 $ 
l I Iç l l l  � CIIç lh e T é limitado. _ 

Exemplo 3.17. Seja T : ( (çn ) E lP(N) : En In2çn lP < oo} -+ lP (N) , 
com 1 � P < 00, T(çn) = (n2çn) ;  este operador é linear, mas não é 
contínuo, pois se {en }�=l é a base canônica de lP (N) , então e..,./n -+ O, 
enquanto Ten não converge a zero. Um outro argumento: T não é 
limitado pois l I en l lp = 1 e I ITen l lp = n2 • • 

Exemplo 3.18. [Shifts] O operador deslocamento, ou shift, à direita 
(resp. esquerda) em lP(Z) , 1 � p � 00 , é definido por Sd . lP(Z) -+ lP(Z) 
(resp. Se) ,  1/ = SdÇ (resp. 1/ = Seç) , com 1/i = Çj-l  (resp. 1/i = çj+l ) ,  
j E Z. Note que o operador shift em lP(Z) é uma isometria bijetora 
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e, portanto, limitado. Definem-se também os shifts (,lli lP (N) de forma 
análoga, mas se TI = Sdt; define-se '11 = Oi estes também são limitados, 
mas Sd em LP(N) não é sobrejetor, ('mbora seja isométrico. e 

EXERCÍCIO 3.8. Use bases de Hamel (veja as Notas para comentário 
sobre a existência dessas bases) para mostrar que se todo operador linear 
T :  N -t N for contínuo, então dimN < OC'o 

Notas 
Todo espaço ,,,,torial admite mna base de Mamei (veja a Proposição 10.9); de

monst ...... se isto com o auxilio do Lema de Zorn, o qual será discutido ('lU Capítulos 
sobre o 'Teorema de Hahn-Banach. Em 19i3 Per Enfio (Acta Math. 130. 309-317) apresentou wn exemplo de espaço de Banam separável que não possui base de Schau
der; veja também os trabalhos de A. M. Davie. Buli. London Math. Soe. 5. ( 1973) 
261-266 e J. Approx. Tboory 13. (1975) 392-394. para simplificaçÕEs técnicas. e P. R. 
Halmos. Amer. Math. MontWy 85. ( 1 978) 256-257 em que o problema é destacado. 
Nas Not&'! do Capítulo 25 aparecem outros detalhes sobre a construção de Enfio . 

• Aos condições para que L� (O) seja separável dependem tanto de propriedades de n 
quanto da medida #'; por l'Xemplo, basta que Jl. seja u-finita e tenha base contável. 

Os operadores lineares têm sido amplamente estudados, pois além de uma teoria 
bastante desenvolvida, são importantes em aplicaçÕEs a diversas áreas da ciência. 
Para citar apenas alguns exemplos: oscilações. difusão. Teoria Ergódica, Mecânica 
Quântica. Eletromagnetismo. estudos de bifurcaçÕEs. etc. Uma das técuicas maiS 
utilizadas em Análise e aplicac;iies é a aproximação de operadores gerais por lineares. 

Um operador linear é a generalização de matriz em espaços de dimensão infinita. 
Esta idéia surgiu claramente quando Volterra, baseando-se na construção da integral 
no Cálrulo. USOU discretizaçÕEs para encontrar soluÇÔES aproximadas de uma equação 

íntegral, resuItando num sistema linear de eqUaçÕEs (finito). A solução do problema 
original seria obtida no limite de um número infinito de variáveis. 

A Álgebra Linear foi desenvoMda no século XIX na ordem lógica reversa do que 
é apresentada em textos atuaImente. ou seja, surgiu via equações lineares, deternti
nantes, matrizes e, finahnente, espaços retoriais (de dimensão finita) ; isto é natural . 
pois em geral parte-se de um problema partirulac para a formulação abstrata futura. 
Seria esperado qne tal desenvolvimento desse índJcações preciOS88 sobre os problem88 
em Análise Funcional, contudo, a própria Álgebra Linear teve pouca influênCia s0-
bre a ordem em que a Análíse Funcional se desenvolveu, não otimízando o proCefiSO. 
Eutend.e-se isto ao se notar que até os primeiros anos do século XX, os espaços veto
riais sempre eram associados a alguma base fixa e, consequentemente, os operadores 
lineares apareciam sempre através de suas representaçÕEs matriciais nessas bases. Re
Bumindo. a idéia de vetor como uma n-upla foi abandonada relativamente tarde, pelo 
menos em termos cio desenvolvimento da Análise Funcional abstrata. 
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Exercícios Adicionais 

EXERcfclO 3.9. Seja A um subconjunto linearmente independente do espaço ve
torial X Most.re que A é uma base de Hamel de X se, e somente se, para todo 
vetor e E X existe n E N de modo que e pode ser """TIto na formll e = I:;:, QJçJ ' 
com (J E A, aj E F, 1 :5 j :5 n úustíficando o termo "'maximal" na definição de baBe 

de Hamel) 

EX�RcfcIO 3.10. Mostre que um espaço métrico é separável se, e somente se, ele tem 
uma buse topológica contá ve\' 

EXERCÍCIO 3.11.  Adapte o Exercido 3A para mostrar que L'(R")  é separável, para 
1 :5  p < 00 .  

EXERcíCIO 3.12. Mostre que os subespaços c e Co de lOO (N), os quais foram definidos 
no Exercício 1 .12 ,  são separáveis 

EXERcíCIO 3.13. Mastre que um subconjunto de um conjunto separável (num �'5j>aço 
métrico) também é separável, e que o fecho de um &ubconJunto separável é separável. 
Use estes fatos, e o Exercício 3. 1, para mostrar que um subconj unto A de um espaço 
normado é separável se, e somente se, o fecho do 5Ubespaço gerado par A, Lin(A),  é 
separável. 

EXERCÍCIO 3.14. Encontre uma base de Schauder para C[a .  bJ . 
EXERcícIO 3.15. Mostre que para um operador 8 . N, --> N2 ser contínuo basta 
satisfazer 8(e + 1/) = S({) + 8(1/) , \te, 1/ E N" e ser contínuo em algum ponto de N, . 

EXERcíCIO 3.16. Seja PN o espaço normado dos polinóm,os p [- 1 .  1 J --> IR de grau 
menor ou igual a N, com a norma da convergênc,a umforme 1 1 · 1 1 "'. Seja D : PN --> PN 
o operador derivada (Dp)(t) = p' (t) Mostre que D é limitado. Escolha uma base de 
PN e encontre a matriz que representa D (coDSlderando a função nula um polinómio). 

EXERcíCIO 3.17. Sejam X e Y espaços "etoriais de dimensão finita. Se e E X é tal 
que Te = o para todo operador linear T , X ..... Y, pode-se concluir que e = O? Note 
que esta questão é equivalente a; dados t.. '1/ E X, e i- '1/, CXlste T . X --> }' linear com Te i- T'I/? 
EXERcíCIO 3.18. Sejam X e Y espaços métricos compactos, II : Y -> X uma 
aphcaç.ão contínua, c considere o operador linear limitado Tu C(X ) -> C(Y) ,  
(Tu.p)(y) = .p(u(y)) (v"ja o Exemplo 3 . !5) Mostre que. 

(a) Tu é uma isometria "", e somente se, u é sobrejetora. 

(b) Tu ti .ohreJetor se, e somente se, u é injetora. 



Capítulo 4 

Operadores Limitados e 

Espaço Dual 

:'oieste Capít ulo illtrodllz-�" tuna uonna elU B(jVt . ,V� ) ,  apres(>ntam-sc alguns 
l'xemplos. (' to definido <) e:;paço dllal de wn �paço normado. C'omenta-sc 

o que é IIU! c»pao;o reHexim. embora a defimção predsa apareça somente no 

Capítulo 1 2  

Note que B(-,\':\ . o'\>; ) f! u m  espaço \·('torial com operações pont uais, e 
decorre que 

I I n ;= sup I I T� I !  
� .::: \"1 
.�  1 � 1  

é uma norma e m  B(.VI . N2) .  D e  fato, s e  T E B(Nt , N2 ) ,  então I IT I I == O 
se. e somente se. T� = O, para todo � E .VI . ou seja, T == O; a propriedade 
UaT" = l o l l !T! 1  f! imediat a: se S E B INI , N2 ) .  então 

/ lT + 811 = sup I IT� -+- S� ! I ::; sup ( I IT� I I  + " S� I I ) � I IT I I  + I I S I I ·  :{! i � 1 : ; { i : :S: 1  

S e  não for fornecida explicitamente uma topologia e m  B (NI , N2 ) ,  é su
posto que se t rata da topologia induzida por esta norma. 
EXERCÍCIO 4. 1 .  a) Se T E  B(NI . ,'Vi ) ,  verifique que 

I I T� " I IT I !  == in( {C > O :  I IT� I I ::; q�l I } = sup I IT� I I  == snp -ll e l l . {'Ó.\ J I I� I I = I  {fo ", 
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b) Se T e S são operadores lineares limitados e TS (a composição, mas 
geralmente chamada de produto de operadores) está definida, mostre 
que TS é limitado e I ITSI I � I ITI I I ISII . Portanto, se T" (n-ésimo iterado 
de T) está definido, então I IT" I I  $ I ITl ln .  

Exemplo 4. 1 . O operador nulo é o único operador cuja norma é zero, 
e para o operador identidade tem-se 1 1 1 1 1=1  (supondo que N�{O}) . •  

Exemplo 4.2. Sejam dom D o espaço vetorial dos polinômios em C(O, 1] 
e D : dom D -> CIO, 1] o operador derivada (Dp} (t) = P'(t ) ,  P E dom D. 
Este operador linear não é limitado, pois denotando por Pn(t) = tn , 
para todo n � 1 ,  vem que (Dpn ) (t) = ntn-1 , I IPn l loc = 1, enquanto 

I IDPn l loo = n . • 

Exemplo 4.3. O operador Mq" com tP E L�(íl) (veja o Exemplo 3. 1 1 ) 
é limitado em L�(íl), 1 $ P $ 00, e I IMq,1 I  = 1 11/> 1 100 (= sup ess ItPl )  . • 

Demonstração. Será suposto que I ItP l loo � O e demonstrado para 1 $ 
P < 00. Os casos P = 00 e Ilebl l .X) = O ficam como exercícios. Se 1 I'l/J l lp = 1 ,  
segue de 

I IMq,'l/JII� = ln 1q)(t) IP lll'(t) IPd�(t) $ I ItP l I� I I'I/JII�, 

que Mq, é limitado e I IMq,1 I $ I I  I/'! I I  00' 
Seja O < 8 < l Iebl l",, ; então existe um conjunto mensurável A, com O < 

�(A) < 00 (Iembre-se que � é u-finita) de forma que I ItPlloo � I qi(t) 1  > 8, 
para todo t E A. Assim, XA, a função característica de A, pertence 
a L�(íl) e 

IIMq,XA II� = i 1ci>(t) IP lxA(t) IPdl'(t) � 8Pl lxAI I� , 

seguindo que I IM.., I I � 8 e, portanto, I IMq,1 I  = I Il/'! l Ioo' • 

Exemplo 4.4. Seja K : (íl, A, p) x (íl, A, p) -> F mensurável (espaço 
u-finito) e suponha que exista C > O com 

ln IK(x, y) ldp(x) $ C, para y p - qtp. 
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Então, TK : L�(n) ...... dado por 

é limitado e IlTK H  � c . •  

Demonstração. Para 1/,' E L�(n) tem-se que 

assim, 

Usando o teorema de Fubini obtém-se 

Disto segue que IITK II � c. • 

EXERCÍCIO 4.2. Sejam (e,.):=l a base usual de 12(N) e (an):=l uma 

sequência em F. Mostre que existe um operador limitado T : 12 (N) ...... 
com Te,. = ane,. se, e somente se, (an)�1 é uma sequência limitada. 
Verifique que, neste caso, /lTII = suPn IOn l . 
EXERcíCIO 4.3. Seja cl (O, 1) o conjunto das funções reais continua

mente diferenciáveis em (0, 1 ) , como subespaço de L2 (0, 1 ) (ou seja, 
use a IlOrma de L2) .  Aplique o operador derivada (Dt/J) (t) = t/J'(t) , 
D : C1(0, 1) ...... L2(0, 1 ) ,  às funções tPn(t) = sen(mrt) e conclua que D 
não é limitado. 

EXERcíCIO 4.4. Mostre que o operador derivada D : COO [a, b) ...... não é 
limitado para qualquer norma em COO[a, b) . 

o próximo resultado responde, de forma simples , uma questão im
portante. Sob quais condições B(M , N2 ) é um espaço de Banach? (Veja 

também a Proposição 12.6.) 
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Teorema 4.5. Se N é um espaço normado e B um espaço de Banach, 
então B(N, B) é Banach. 
Demonstração. Seja (Tn)::"=l uma sequência de Cauchy em B(N, B) . 

Como para cada ç E N tem-se I ITnç - Tkçl l � I ITn - Tk ll l lç l l , segue que 
(Tnç) é Cauchy em B e converge a 1/ E B. Defina T : N -> B por Tç = "I, 
o qual é claramente linear. Será mostrado que este operador é limitado 
e Tn --+ T em 8(N, B). 

Dado E: > O existe N(e) de maneira que, se n, k � N(e) , então 
IITn - Tk l l < e. Pela continuidade da norma segue que 

I ITnç - Tçl l = k� IITnç - Tkçll � el l{ l I , n � N(e) ,  
e (Tn - T)  E B(N, B )  com I ITn - Til � e .  Como B(N, B )  é u m  espaço 
vetaria!, e T = Tn + (T - Tn) ,  segue que T E B(N, B) . A desigual
dade IITn - Til � e para todo n � N(e) mostra que Tn --+ T em B(N, B) 
e, portanto, B(N, B) é completo. _ 

EXE!RCÍCIO 4.5. Suponha que Tn --+ T em  B(N) e Çn --+ ç em N. Mostre 
que Tn{n --+ T{. 

EXE!RCÍCIO 4.6. Seja T E B(B). Mostre que, para todo t E 11", o opera
dor etT definido pela série 

IT . _  � (tT)1 e , - L.. . , 
j=O J . 

pertence a B(B) e l IéT I I  � elt il lTtI . 

EXERCÍCIO 4.7. Seja T E 8(B), com I ITI I < 1. Mostre que o operador 
definido pela série S = L:�o TJ pertence a B (B) e que S = (1 - T) -1 . 

FUnções uniformemente contínuas em espaços métricos podem ser 
estendidas continuamente ao fecho de seu domínio; no caso de opera
dores lineares há um resultado análogo, o que é uma consequência da 
continuidade uniforme dos operadores limitados (Teorema 3,13) .  

Definição 4.6. Sejam I : X --+ Z e 9 : Y --+ Z aplicações entre conjun

tos. I é uma extensão de g, ou 9 é uma restrição de I, se Y C X e para 
todo t E Y tem-se f(t )  = g(t). Denota-se Ily = g. 
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Teorema 4.7. Seja l' : dom l' C N -> B, com dom l' denso em N, 
um opemdo7' linear limdado. Então l' poss"U� uma única extensão T E 
B(N, B) . Além disso I IT I I  = 1 11'1 1 · 

Demonstração. Sejam ç E N e I;n -> ç, com (1;,, ) C dom 1'. Como 

\ lTçn -Tçm ll � I ITl l l lçn -çm ll vem que (Tl;n ) é uma sequênc ia de Cauchy 
em B, logo convergente. Defina 

7/ = TI; = lim 1'1;" . n -oo 

Deve-se mostrar que T está bem-definido e que IITII = 1 11' 1 1 .  Se ç:, -> 1; ,  
(1;:, ) C dom 1', então a sequência 1;) , I;� , 1;2 . 1;2 '  . . . -> I; e, pelo mesmo 
argumento ubado acima, 1'ç\ , 1'1;� , 1'1;2 , 1'1;2 ' . . .  , converge a T( Como 
(Tçn) é subsequência dessa última, tem-se que ''7 = 1]', e T :  N -> B está 

bem-definido. T é evidentemente linear e uma extensão de T, pois se 
ç E dom T com .. idere a sequência constante 1;, 1;, 1;, . . .  , e TI; = lim Tç = 
Tç. 

Agora, para I; E N, usando a continuidade da norma, 

de forma que IITII :5 IITII . Por outro lado. 

IITII = sup IITç l l  � sup I ITI;II = IITII · �ElIom T ( I2,N' 
II E II = I  I I E I I= I 

Portanto, I ITI I  = I IT I I · Suponha que S E B(N, B) é lima extelll;ão de l '  
e seja I; E N; então para toda sequência (1;11. ) C dom T, I;n -> 1; ,  1l�1I1-
se TI;" = SI;" e, por continuidade, TI; = SI;. Portanto S = T e a 
extensão é única. • 

EXERCÍCIO 4.8.  Seja T E D(N, B) . Mostre que 7' pOHf;ui ul I la ún ica 
extensão t E  B(.Ji/, B) , sendo .Ãf o completamento de N, e 1 1 1' 1 1  = 1 17' 1 1  
(veja também o Exercício 2.9) .  

Definição 4.8.  Se N é um espaço nOl'l11ado, então o espaço de Dall llch 
B(N. IF) será denotado por N* e chamado de espaço dual (ou espaço 
conjugado) de N. Cada elemento de N* f! chamado de funciona/ line/1I 
contínuo em N (Por que N* é completo'? ) .  
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Exemplo 4.9. A integral 80bre C[a, b) é um elemento do dual de C[a, b) , 
já que '" ...... I: w(t) dt é linear e contínuo. De fato, toda medida (com
plexa) boreliana finita p, em [a. b) define um elemento do dual de C[a, b) 
através da integral "' .... I: ",(t)dp,(t): II: !/-,(t)dp,(t) I :5 11?/1l1oo lp,I ( [a, bJ ) . • 

Exemplo 4.10. [Funcional Não-Limitado) Considere o funcional linear 

! :  C[-l ,  1) C LI [- I , I) - lF, !(7/J) = 1/1(0). 

Escolha uma função !/-, E C[-l,  1) com "'(- 1)  = 7/J(I )  = O e ",(O) =F O. 
Para cada n ;:: 2, defina w,, (t) = fjJ(nt) se I t l :5 l/n, e igual a zero de 
outra forma. Note que 1 17/Jn lh = I�I I7/Jn(t) l dt = ll"'lh/n, o qual converge 
a zero para n - 00. Contudo, !(tPn) = 1#(0) =F O para todo n, e ! não é 
contínuo . • 

Exemplo 4.11 .  Este exemplo é interessante pela simplicidade. A norma 
em N é um funcional não-linear . •  

Exemplo 4.12. Sejam 1 < p < 00 e I/p + I/q = 1 .  Cada ti> E L�(n) 
define um elemento do dual de L� (n), pois pela desigualdade de ROlder 
o produto # E L! ({}) , para todo '1/.' E L�({}), e a aplicação 

tb ...... 10 dnlJdp, 

é linear e limitada com norma :5 I ItI> l Iq (novamente por Hõlder). As

sim, L� ({}) C L�({})· .  Encontra-se em livros de Teoria de Integração a 
demonstração de que L�({})· = L�({}) , para 1 < p < 00 e, se a medida p, 
é O"-finita, também vale L!({})" = L;'({}) .  • 

OBSERVAÇÃO 4.13. O dual dos espaços I" será discutido BO Capítulo 13. 

Note que, para 1 < p < 00, o segundo dual (L� ({})" )" = L�({})* = 
L� ({}) i um espaço normado em que "N"" = N" é chamado de espaço 
reBexi\"Oj a definição precisa do que se entende por essa igualdade será 
apresentada no Capítulo 12. Todo espaç.o reflexivo é um espaço de Ba
ll.8.Ch (veja observações nas Notas) . 

Exemplo 4.14. De forma ingênua poderia-se imaginar, com base no 
Exemplo 4 .12 ,  que o dual de L"" seria LI (veja as Notas deste Capítulo) . 
A seguinte construção mostra que isto não ocorre em geral. Sejam 
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f : C[- 1 , 11 -- lF o funcional linear contínuo f(lj» = 'l/J(O) , para 4' E 

C[- l , 11 (verifique que 1 11 1 1  = 1 ) ,  e F : L"" [- l . l) -- lF \Una extensão de 
f linear contínua (tal extensão existe; veja o Capítulo 10, em particular 

o Corolário 1 0 , 1 5) . Suponha que exista uma função cP E L I [- I ,  1) de 

modo que F(1/.') = J� l c/!t/.' dt, para t.oda '1/' E LOO [ - 1 . 1 ) ;  a sequência de 

funções contínuas 1/In(t) = e-nt2 satisfaz 1 I 1/'n l loo = 1 , FCl/J,,) = f(1/.',, ) = 
1 ,  mas F(t/J,, ) = J�l cP"l/Jn dt converge a zero (por convergência domi

nada) .  Portanto, não existe uma função rjJ E LI [- 1 ,  1 )  representando 
F E L"" [ - l ,  1 ) ' .  Conclui-se que LI em geral não é reflexivo . •  

Exemplo 4.15.  Este exemplo é importante e geral , e certamente de

vido a tais adjetivos, de demonstração longa; assim,  serào apresentadas 
referências para sua demonstração nas Notas. 

TEOREMA DE RIESZ-MARKOV Sejam X um espaço topológico com
pacto de Hausdorff e -'IJ(X) o conjunto das medidas complexas boreli
anas (finitas) sobre X com a norma HJL I I = IJL I (X ) ,  JL E M(X ) .  Então , 
C(X)* = M(X);  mais especificamente, a aplicação M(X) -+ C(X)· .  
JL 1-+ Gp. com 

Gp.(-I/J) = L 1/!dJL, ri1/! E C(X) , 

é uma isometria linear sobrejetora, Destaca-se que a qualquer elemento 

positivo 1 E C(X)* (positivo significa que se '1/-' � O, então f ( l/J) � O) 
está associado uma única medida positiva boreliana finita JL sobre X .  • 

EXERcícIO 4.9 • .1\fostre que se f E C[a, b) * e fW) = O para todo 

inteiro n � O, então f = O. O que dizer se a medida borelialla fin ita JL 
em [a, bJ satisfaz J tndll.(t) = O, para todo n � 07 

O conceito de dual tornou-se uma ferramenta importante na teoria 

de Equações Diferenciais Parcia is , Teoria Ergódica c em vários ramos 

da Física-Matemática, e será explorado com mais detalhes em Capítulos 
posteriores . 

Notas 
o conceito de dual idade cm cspaços vetonais surgiu npem.,; por volt a  de 1 900 , 

mesmo aSSIIIl para t'Spaços de dimensão finita c. como Já observado untpriorll ll'nte, 

surgi,l sempre associado a n-uplas de números. Há o conl'l'it.o de dU1l1 algébriCO dp 
um espaço vetorial X, denotando o conj unto dos fundollais lineares sobre X (sem 
topologia) . Contudo. cm espaços normados de dimensão infinita pode-sc construir 
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exemplos d e  funcionais lineares, não-nnlos, que se anulam num subconjunto denso; 
a exigência da continuidade exclui tais patologias. Os dois dUlllS coincidem se, e 
somente se, a dimensão do espaço nonnado for finita (veja o Exercício 4.23). 

A igualdade entre espaços normados deve sempre ser interpretada como iden
tificação via isomor6smo (aplicação linear isométrica), por exemplo, cm LP[a. W = 
L·[a, b) (para p, q 'Í- 1) ;  esta relação foi demonstrada por F. Riesz por volta de 1910, 
generalizando seus próprios resultados já obtidos para 12(N) e C[a , bJ ;  foi o primeiro 
exemplo de espaços ref\exiVOll distintos de seus duais. Contudo, Riesz não usava ex

plicitamente o conceito de espaço dual, o qual fOl introduzido formalmente por Hahn. 
por volta de 1925. O fato de que L I [a, bJ" = L 00 [a, bJ foi demonstrado por H Steinhaus 
cm 1919, para a caracterização de L! (íl)* no caso geral, veja o trabalho original J 
Schwartz, Proc. Amer. Matb. Soe. 2, (1951) 270-275. A caracterização de L;:"(íl) " , 
com elementos representados por integrais em relação à medidas finitamente aditíY8B, 
pode ser encontrada no §20 de E. Hewltt e K. Stromberg, Real aod Abstract Ana/y
BIS, GTM 25, Sprmger Verlag, Nova Iorque, 1975; outra representação desse espaço 
pode ser obtida a partir da Proposição IIi 1 1  se for possível encontrar o C(X) que lá 
aparece; notando-se que L 00 é uma C' -álgebra comutativa com identidade, pode-se 
encontrar C(X) VJ& a transformada de GeIfand [Rudin (1973») e o importante Teo
rema de Gelfand-Naimark, e então usar �Markov. Para uma caracterização do 
segundo dnal de C(X) , ou seja, M(Xr, veja [Con",ay (1985)], página 79. 

Todo espaço de Hilbert é reflIOOVO. como demonstrado no Capítulo 19. 

Há algumas vanaotes do enunciado do Teorema de lbesz..Markov aqui apresen

tado; por exemplo, pode-se adaptá-Io para espaços topológicos X localmente com
pactos. Para a demonstração veja A. A. Castro Jr., Curso de Teoria da Medida, Rio 

de Janeiro, Projeto Euclides-CNPq, 2004, ou H L. R.oyden, Real Ana/yms, Londres, 
Macmillan Company, 1968. No caso partiCUlar de C[a, h)"  (como já comentado, o 
caso originalmente tratado por F. lbesz) há demonstrações específicas, por exemplo 

em [Kreyszi,g (1978)J. 

Exercícios Adicionais 

EXEo.cíCIO 4.10. Mostre que se T E B(.tv,. , N2) seu núcleo N(T) é um subespaço 
vetorial rochado. Verifique que S ;  '.I(N) ...... , (Se)n = en /n é limitado mas img S não 
é fechado. e que seu operador im.-erso S-I : img S ... I' (N) existe e não é limitado. 

EXERcfclO 4.11 .  Seja ! um funcional linear sobre N 
a) Mostre que I E IV" se, e somente se, existe C > O com I/(e)1 :5 C para todo � em 
alguma bola B('1; r) . Generalize para operadores lineares entre espaços normados. 

b) Mostre que I E N' se. e somente se, N(f) é fechado (embora possa parecer, não 
é trivlal l) .  Isto pode lião valer para operadores lineares; veja o Exercício 9.12. 

EXERcíCIO 4.12. Discuta se o núcleo do funcional I . (1 ' (N) , 1I . 1100 )  .... F, de6nido 
por I(e" e •. · ·  . ) = E;, �,  é fechado. 
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EXERcíCIO 4.13. Se S, T E  B(8), com T invertível em B(8) , e I IT - SI I  < l / I IT- I JL 
adapte o ExercícIO 4.7 para mostrar que S é invertível. Conclua que o conj unto dos 
operadores invertíveis em B(8) é aberto. 
EXERCÍCIO 4.14. Se T E B(8),  use sérics para definir os operadores sen T e  cos T 
em B (8) .  
EXERcíCIO 4 . 1 5 .  Complet.e a demonst.ração n o  Exemplo 4 . 3  pam o caso l' = 00 
EXERcíCIO 4.16.  1\1ostre que o operador I defimdo por (I"')(t) = J: ",(.) ds, 1/1 E 
C[a, b] .  pertence a B(C[a. b] ) .  Mostre também que este operador não possui aut.ovalo
res, ou seja, que não existem À E F e O f. 1/' E C[a, b] de forma que I'" = À1jJ. 

EXERCÍCIO 4.17. Seja T :  NI --> N2 um operador linear (limitado ou não) . Mostre 
que se o �eu operador inverso T-

I 
existe e pertence a B(N2 . Nd,  então existe C > O 

de forma que I I€ I I ::; C1JT�1I para todo € E NI • 

EXERcícIO 4.18. Para cada a E iR considere o funcional em C[- I .  I] dado por 

1. ('1') = ['I W(t) dt + a,p(O). 

Mostre que la é nm elemento do dual de C[- I ,  1] e que 11/ .. 1 1  = 2 + l a J .  
EXERcíCIO 4 . 1 9 .  Seja N = {1jJ E C[O, I) : 1/'(0) = O} . Mostre que N é completo, 
analise para quais valores de r > O O funcional linear 

ri 1/,(t) I. (·!.') = lo pc'" di ,  Ti' E N, 

pertence a N· e calcule sua norma nesses casos. 

EXERcíCIO 4.20. Seja X um subespaço vetorial fechado próprio de N. Se para 
T E  B(N) tem-se que (1 - T)N C X, mostre que para cada O < a < 1 eXiste � E N 
com I I€ II = 1 e mf'/Ex I IT€ - T'111 � o. 
EX ERCÍCIO 4.21.  Se ri> , [- I ,  I I - C é boreliana, mostre que I •. L2 [_ I ,  1] --> C, 

1(1/') = [I ri>(t)1/,(t) di, '" E L2 [_ I , I ] ,  

é contínuo se, e somente se, ri> E L2 [- I , 1 ] .  

EXERcíCIO 4.22. Sejam T, S E  B(8). Se TS - ST = 1 ,  mostre que (S"  é o II-ésimo 
i terado de S) Tsn - snT = nS,, - I ,  '<ln E N; e portanto I Isn - 1 1I ::; 2I 1TII I IS I I I IS,, - I I I /n, 
de forma que SN = O para N suficientemente grande Mostre, então, que O = S " = 
SN - I = . .  = SO = L Desta contradição, conclua que não existem operadores 

contínuos T, S sat isfazendo TS - ST = 1 (este resultado é importante "111 1\1ccânica 
Quântica).  

EXERcíCIO 4.23. iV/os!re que se dim N < 00 ,  então N· coincide com o dual algébrico 
de N (veja as Notas para a definição) Se dim,V = 00, construa um funcional l inear 
em ,V que não é limItado . 
EXERcíCIO 4.24. Seja 1/' . N -+ iR um funcional contínuo com a propnedade 

",({ + 1/) = 1J'(�) + 1/'(1/) ,  
para todos ( .  'I E N. Mostre que "'(o() = o l/J(�) para todo ü E IR 



Capítulo 5 

Ponto Fixo de Banach 

o Teorema do Ponto Fb:o de Banach é um resultado sobre espaços métricos com 
muitas aplicações, particularmente para se demonstrar a existência de soluções 

de equações diferenciais e integrais. Muitas aplicações ocorrem em espaços 

normados e não se restringem às transfonnaçõe5 lineares. Provawlmente oCa) 

leitor(a) já tenha se deparado com esse teorema e algumas de suas aplicações, 

mas devido à sua simplicidade e importância, \'8le a pena reconsiderá-lo. 

Definição 5. 1. Seja M um conjunto. Um ponto lixo de uma aplicação 
A : .�{ +-' é um elemento � E M satisfazendo A(�) = �. 

Muitos problemas em Matemática se reduzem a encontrar pontos 
fixos de alguma aplicação. Assim, torna-se importante dar condições 
que garantam a existência de pontos fixos. Um caso simples é que toda 
aplicação contínua ti' : [O, 1] ......, possui pelo menos um ponto fixo; isto 
segue do Teon>ma do Valor Intermediário ou, de forma um pouco mais 
sofisticada, porque os intervalos são os conjuntos conexos em R. Para 
verificar esse resultado considere a função contínua cp(t) = T/J(t) - t ;  
se 1/'(0) = O ou 1/'( 1 )  = 1 o resultado é imediato, assim, suponha que 
essas condições não ocorram. Então, qj(O) > O e cP(l )  < O, e existe 

If E (0, 1 )  com rj>(tf) = O, ou seja, 1b (tf) = tf e fica demonstrado que 'li' 
possui um ponto fixo. 

EXERCÍCIO 5.1 .  Encontre os pontos fixos das aplicações cp :  IR +-', t/J(t) = 
t3 e T : G''' (IR) +-', (TT/J)(t) = lP'(t) .  
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Exemplo 5.2.  A busca de soluções diferenciáveis ,�, cm [to - a, to -+ 
aJ (a > O) da equação diferencial em IR. t/"(t)  = F(t ,  t/I(t» , com a 
condição inicial Vl (to ) = 1/.'0 , sendo F continuamente difcrenciclvel numa 

vizinhança de (to , V'o) . se reduz, via o Teorema Jõ\mdamental do Cálculo. 

a encontrar todos os pontos fixOIS do seguinte operador <l> : C[to - a, 
to + aI +--' 

(<l>.,p) (t) = 1/,'0 + lt F(s , l{I(S»  ds, t E [to - a, to + aj o 
lo 

Isto será discutido mais adiante. • 

Dada uma aplicação A de um espaço métrico (X, d) nele m�mo. 

uma tentativa para se obter pontos fixos é partír de UIll ponto qualquer 

�o E X e aplicar A, sucessivamente, obtendo-se 6 = A (eo ) , 6 = A(eJ ) .  
. .  , en = A(ç,,-d e .  tomar o limite n --+ 00 .  S e  essa sequência en 
converge a algum ( e A é contínua, então realmente obtêm-se um ponto 

fixo, pois 

Esta idéia é chamada de método das aproxima.ções sucessivas. No caso 

de espaços métricos completos, uma condição que garante a convergência 
desses iterados aparece na 

Definição 5.3. Sejam (X, d) e (Y, D) ebpaços métricos . Uma aplicação 

A : X -+ Y é uma eontTação se existe uma constante O ::; fi < 1 de 
modo que, para todos �. Ti E X, D(A(�) ,  A(Ti» ::; Qd(� , Ti) .  

EXERcíCIO 5.2.  Constate que toda contração entre I'Spaços ml�tricos é 
uuiformemente contínua. 

EXERCÍCIO 5.3.  Seja V' : IR --+ IR uma função derivável de forma <]111', 
pam todo t E IR, It/I'( t ) 1  ::; (.r < 1 . Mostre <]ue 1/' é lima eontraçào. 
Generalize para aplicações de IR" em IRm , 

Teorema 5.4 (Ponto Fixo de Banach) .  Seja R um subconjunto ler'lIudo 

do espaço mét1ico completo (X. d) , Se a apllcação A : R --+ R é u m a  
contração, então A possuz um, e somente um, ponto fixo em R, 

Demonstr8.f,'ào. Se (, e (2 são pontos fixos de A em R, então 
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ou seja, (1 - a)d«(t . (2) :5 O; como a < 1 segue que d«(t . (2 ) = O e a 
contração A não possui pontos fixos distintos em R. 

Para mostrar que existe um ponto fixo basta mostrar que, dado 
� E R, a sequência (�n = AR(m::"=!I (AO(�) = �) é de Cauchy, já. que toda. 
contração é contínua. Usando indução obtém-se d(�t . �) $ ad({, {l ) ,  
d(�2 , {3) $ ad(�I , {2) :5 a2d({, {J ) e, de  forma geral, d(�n, {n+l )  $ 
aRd{�, �d ,  n E N. 

Assim, para todos n, m E N 

d({n , �n+m)  $ d(�" ' {R+l ) + d(�R+l , {n+2) + . . . + d({n+m-l > �n+m) 
$ aR (1 + a + 02 + . . .  + am-1 ) d({, �t } 

aR < 1 - o d(�, �t } .  

Como aR __ O para n -- 'Xi, segue que (�n )  é sequência de Cauchy em R, 
e A possui um ponto fixo na região fechada R. • 

o próximo resultado é uma consequência da demonstração do Teo
rema do Ponto Fixo de Banach. 
Corolário 5.5. Usando a notação do Teorema 5,4, com A : R -- R 
uma contração. então paro qualquer � E R a sequência ({n = An(�» ::,,=o 
converye ao único ponto fixo ( de A e com erro (e "velocidade de con
vergêncIa ") no n-ésamo iterodo estImado por 

DemonstrllÇao. Basta tomar m -+ Xi na expressão 

e usar a continuidade da métrica. • 

Exemplo 5.6. A aplicação 1/.' : lR -+ lR, .,p(t) = 2t, não é uma contração 
em qualquer aberto da reta, mas possui um único ponto fixo. • 

Exemplo 5.7. Permitindo-se o = 1 não se tem, em geral, existência 
nem unicidade de pontos fixos. Considere. na reta real, a aplicação 
identidade (com infinitos pontos fixos) e a translaçãD T� = � + 1 (a qual 
não possui pont.os fixos) . •  
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Exemplo 5.8.  A uniformidade na contração, caracterizada por O ::; 
a < 1, pode ser essencial para a existência de ponto fixo. Isto é bem 
exemplificado por 1/! , cp  : [1 , 00) +-' ,  1jJ(t) = t + l/t, <jl(t ) = t + e-t , que 
satisfazem \1/!(t) - t/!(s) 1 < It - s i ,  Icp(t) - qj(s) 1 < I t - s i ,  para todos 

t, s E [1 , 00), t '" s, mas não possuem pontos fixos. • 

Corolário 5.9.  Sejam R um conJunto fechado do espaço métrico com
pleto (X, d) e A :  R -+ R. Se existe m E  N de manezra que Am : R -+ R 
é uma contmção, então A possui um, e somente um, ponto fixo em R.  
Além disso, pam todo � E R a sequênCia (A" (�) )�=o converge a esse 
ponto fixo. 

Demonstração. Denot.e <1> ;= A"' , o qual possui um único ponto fixo 
( E R, pois é uma contração. Como todo ponto fixo de A é ponto fixo 

de <1>, apenas ( pode ser ponto lixo de A em R. Usando que A e <I> 
comutam entre si , vem que 

<I>(A«)) = A(<I>« ) )  = A« ) ,  
o u  seja, A« ) é um ponto fixo d e  <1> ;  por unicidade A« )  = (, e ( é o 
único ponto fLxo de A em R. 

Dado � E R, para mostrar que An (�) converge a ( quando 

n ..... 00 ,  sejam AI = ma.xO�k$m-- l d(Ak (�) , () e O ::; a < 1 de ma
neira que d(<I>(w) , <1>(17)) ::; ad(w, l/) ,  para todos w, 17 E R. Cada n E N 
pode ser escrito de forma única n = jm + k, com j E N e O ::; /..� < m 
Assim, 

d(A" (�) , () = d(<I>i (Ak({) ) , <1>3 « ) ) ::; a'd(Ak ({) , () ::; nj AI. 
Quando n -+ 00 tem-se que J -+ 00 e d(An({) , ( ) -+ O. • 

EXERCÍCIO 5.4. Sejam S, T : AI +-' .. Discuta a relação ellt. r<, OH ponto!; 
fixos de B e T se eles comutam, ou seja, TS = BT. 
Exemplo 5.10.  Seja 1/' : [ - 1 , 1 ] +-' ,  7p(t) = 1 -2t2 • A aplicação I/J = 4" 01/' 
possui pontos fixos que não ocorrem para 1/J . Esses "novos" pontos fixos 
são "órbitas de período dois de 1/1" . • 

Agora serão discutidas três aplicações padrões do Teorema do Ponto 
Fixo de Banach : equações integrais de Fredholm, equações afins elll 

espaços de Banach e equações diferenemis ordmárias eIIl IR.  Gerallllcnt(,. 

a dificuldade em aplicar esse teorema é encontrar espaços ou normas em 
que o operador de interesse flc:>ja ullIa cont l'ação. 
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Exemplo 5.11.  Seja K : Q --+ ]R uma função contínua dada na região 
Q = [a, b] x [a, b] x IR que satisfaz a condição de Lípschitz 

IK(t, s, u) - K(t,  s, v) 1  s Llu - vi ,  (t , s, u), (t, s, v) E Q, 

sendo L > O. Se <p E C[a, b] , a equação integral não-linear de Fredholm 

7/.,(t) = l K(t , 8, tp(s)) ds + <p(t) .  t E [a, b] , 

possui uma única solução 1/1 E C[a. b] se L(b - a) < L • 

Demonstração. Basta verificar que sob tais condições o operador 

S : C[a, b] <-', (S1/!)(t) = l K(t, s, 1/1(s)) ds + <p(t) ,  

é uma contração e m  C [a, b] . Se 1/1, I/> E C [a, b] , para todo a s  t :S b 

I (S1/1) (t) - (SI/>) (t) I s l IK(t, s, 7/.'(s) )  - K(t, s, I/>(S) )  I ds 

s L l l1/1(S) - 1/>(8) 1 ds 

s L(b - a) 1 11/1 - 1/>1100 '  
d e  forma que I ISI/' - S.;\lIoo  :S L(b- a) II1/1 - <pl loo, mostrando que S é uma 
contração se L(b - a) < L • 

Se na equação integral de Fredholm K(t, s, u) = À,,(t, s)u, À E IR, 
obtém-se a equação integral linear de Fredholm 

'II, (t) = A l ,,(t, s)w(s) ds + <p(t) .  t E [a, b] . 

EXERCÍCIO 5.5.  Mostre que se [(b-a) IAl suPt,.Ela,bj IK(t, s) 1J < 1 , então a 
equação integral linear de Fredholm possui uma única solução em C[a, b] . 

Exemplo 5.12.  Seja T E 8(B). Se IITI I  < 1 então, dado 1/ E B, a 
equação � - T� = 71 possui uma única solução. De fato, definindo o 
operador S :  B <-', S� = T� + 1/ tem-se que 

I IS� - Swll s I ITI I I I � - wll ,  
para todos � ,  w E B, o qual é uma contração cujo único ponto fixo ( é a 
solução procurada. • 
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EXERcíCIO 5.6.  Mostre que no Exemplo 5 . 1 2  tem-se ç == L�o TJ .". 

Exemplo 5.13.  [Teorema de Picard] Dada a função F : U -. IR ('o t' 
- 2 n � 

nua em U = [to - b, to + b] x B(";!o; r) C IR , r, b > O, e satisfazendo a 
condição de Lipsehitz 

IF(t , E,) - F(t ,  11) 1  S; LIE, - 11 1 ,  L > O, 

para (t , E, ) ,  (t , ,,) E U, denote por M = l1lax(t,�)EU IF(t, ç) l · O Problema 
de Cauchy 

d1/-' 
Yt (t) = F(t , '!jJ (t» , 1/, (to) = 1/.'0 E R 

possui uma solução única diferenciável ',p : I -. IR, sendo o intervalo 
I = [to - aJo + a] com O < a < min(r/M, l/L, b) . • 

Demonstração. Seja B = {.,;, E C(I) : I1/-J(t) - 7,/'0 1 S; 1', para todo t E I} 
com a norma I I �! I I  = maxtE I 1'!jJ(t) l . B é completo pois é um subconjunto 
fechado de C(I) .  Como já observado anteriormente (Exemplo 5 .2 ) ,  pelo 
Teorema Fundamental do Cálculo uma forma de mostrar que este Pro
blema de Cauchy possui solução, e é única, é mostrar que o operador rI> 
dado por 

(<I>7,/,) (t) = 11-'0 + lt F(s , 7,/' (s» ds, t E I, 
to 

é uma contração. Será deixado a cargo dos leitores verificar que como 
a S; 1'/1'>1 tem-se que <I> ; B � . 

Para '!jJ, 4> E B tem-se 

1 (<I>7,i,) (t) - (<I>4» (t) 1 S; 11: jF(s, ',p(s» - F(s, ,p(s» 1 ds l 
S; I t - to l sup IF(s, '!jJ(s» - F(s , 4>(s» 1 

sE I 
S; aL sup l1/J(s) - 4>(s ) j , 

sEI 

de forma que I I (<I>'!jJ) - (<I>r/» I I  S; aL l lv; - 4>1 1 e, como a < l /L, segue que rI> 
é contração. • 

EXERCÍCIO 5.7.  1\lostre que, se além de F !:ler contínua, a derivada 
parcial ôF(t, f,)/ôf, é contínua em U do Exemplo 5 . 13 ,  então F satisfaz 

a condição de Lípschitz. 
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EXERCÍCIO 5.8. Mostre que a função real t ..... víti. embora contínua, 
não satisfaz a condição de Lipschitz em qualquer vizinhança da origem. 

EXERCÍCIO 5.9. A função t ..... tk é Lipschitz em R para k E N? 

Notas 
A demonstração do Teorema do Ponto Fixo de Banach é construtIVa, fornecendo 

aproximações para o ponto fixo e uma estimativa superior para o erro cometido a cada 
iteração. Aparentemente foram E. Picard e G. Peano (por volta de 1890) os primeiros 
a considerar SJStematicamente esse método das aproximações sucessivas, mas ainda 
no caso particular de eqwu;ões diIereDclaís. Em sua 'Thse., por volta de 1920, Banacb 
apresentou a formulaA;ão abstrata desse método e o teorema aqui discutldo; resultados 
relacionados foram obtidos por R. Caccioppoli na mesma época. 

A demonstração do Teorema de PICard apresentada neste Capítulo aplica-se 
também a equações dIferenciais em espaços de Banach. particula.rmente a equações 
em Rn (de forma quase imediata), os chamados sistemas de equações diferenciais de 
primeira ordem. Apenas continuidade de F gaZ'8l\te a existência de solução do pr0-
blema de ClIlIChy, mas não a unicidade (veja, por exemplo, J. Sotomayor, Lições de 
Equações 1J1ferenoaIB On:!IRánas, Projeto Euclides, CNPq, ruo de Janeiro, 1979) . 

U&alldo Topologia Algébrica, fundada por Potncaré por volta de 1900. L. Brouwer 
mostrou em 1910 que toda aplicação contínua, de um conjunto homeomorfo à bola 
unitária em an tiele mesmo. possui um ponto fixo, e sem meocimtar o conceito de 
contração. Note que isto é uma � de que toda aplicação continua de 
[0, 1] nele mesmo possui um ponto fixo. Há adaptações para espaços de Banach de 
dimensão infinita. por exemplo o teorema de J.  Schauder de 1930 e de Tychonov 
em 1935 Há uma grande quantidade de trabalhos sobre teoremas de pontos fixos e 
algumas questões relacionadas são tópiaJs atuaia de pesquisa. 

Exercícios Adicionais 

EXERcíCIO 5.10. Seja 8 = C[O. I] real, com a norma I I . U.. .  Encontre condições 
sobre >;> E 8 de forma qu� o operador S , 8 - IS 

(S",)(t) = ,J>(t) f W(8) eis + <p(t), I/J E 8, 
possua pontos fixos e determine-os nesses casos. 

EXERcíCIO 5.11 .  Seja K Q - R uma Cunção contínua em Q = {t E [a, h] , 8 E 
[a, t] , u E R} . ..  qual satisfaz a condição de Lipschitz 

IK( I , s, u) - K(t , s, t') 1  :S Llu - t'l, (1, 8 ,u) ,  (t, s , v) E Q, 
com L > O Se >;> E CIo ,  h] , de/ine-sc a equação integral não-Iinear de Volterra S7/I = 1/J, 
em que 

(S,p)(t) = l' I\'(t, s, I/J(s}) eis + >;>(t) ,  t E [a, h] .  
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Use indução para mostrar que pam todo n tem-se 

1 (8"1/» (t) - (8" <I>) (t) I :ô: Ln(tn� a)O 
I I '" - <1>11", .  

e que para n suficientemente grande SO é uma contração . Conclua que essa equação 
integral não-linear de Volterra possui uma única solução <cm Cla, bJ . 

EXERcíCIO 5 . 1 2 .  Seja T E B(B) Se �XlSte n com I ITo II < 1, mostre que. dado 71 E B, 
a equação � - T( = '1 possui uma única solução. 

EXERCíCIO 5.13. Mostre que o problema de Cauchy dy/dt = 3y2/" ,  y(O) = O, possui 
infinitas soluções diferenciáveis distmtas em qualquer vizinhança da. origem. 

EXERcíCIO 5 . 14. Mostre que ,p(t) = e- t ,  t E IR, não é uma eontração, mas cp = 1/' 0 1/!  
é uma eontração .. Use isto para concluir que a equação t + l n  t = O possui uma única 
solução real. 

EXERcícIO 5.15.  Sejam X um espaço métrico completo e f . IR x X -> X contínua; 
para cada a E IR denote por fa X ---> X a aplicação fa rO = f (a. ( ) Suponha 
que exista O < a < 1 de forma que fa seja uma eontração com constante a (como 
neste Capítulo) para todo a E IR. � denote por (a seu úmeo ponto fixo. Mostre que 
a aplicação a ,..., {a é contínua, ou seja , que o ponto fixo depende continuamente do 
parâmetro a 

EXERCÍCIO 5.16.  Verifique que, para a >  O, a aplicação '1/J(t)  = {t + a/t)/2, O # t E IR. 
possui como pontos fixos ±Jã Em qUais regiões essa aplicação é uma eontração'} 
Compare com o Exemplo 5.8. Analise também 'P(t) = (t + a/t' ) /2, s 2': O .  

EXERcíCIO 5 .17. Seja ,p .  [a , b] +-' de classe C2 • Se r E [a, b ]  é uma raiz Simples de V'. 
mostre que a sequência (tn )  obtida do método iterativo de Newton 

In+1  = tn - ,p(to )N/(to ) , n = 0 . 1 , 2 . 3 , 
converge a r se a condição inicial to estiver suficientemente próxima dessll raiz. 

EXERcíCIO 5.18.  Verifique qne T _ CfO , I/2J <-', (T1/!) (t) = t( l  + ,p(I))  possui um 
único ponto fixo. Encontre esse ponto fixo diretamenlc da eqllllção resultlln!e e, 
também , pelo método das aproximações SUCessivas. 

EX ERcíCIO 5 . 1 9. Sejam (X, d) um espaço métrico compacto c ;\  X o-' de modo 
que, para t.odos ( , '1 E X, ( # '1. d(A(O, A(1)) )  < d(é., 71) . Definll f . X -> lit 
por f({) = d(A(é,) , () . Mostre que f assume um valor mínimo e que t'ss<, valor é 
zero. Conchlll, então, que ;\ possuí um único ponto fixo . l\ loslr<" !amh�\ll, qu(' para 
qualquer { E X .  a sequência (A"On2:1  converge a esse ponto fixo 

EXERcíCIO 5.20. Venfique que Ta ' C[O, I ] <-' ,  

, 3arr l' (Ta 1/!  )(t) = - ,p(,,) cos (rr8/2) d" 4 O 
não é uma contração se 2/3 :5 a < 4/(312) ,  mas J ;; é. Conclua que T.. pOSSUi um 
único ponto fixo para esses valores do pariimetro a .  



Capítulo 6 

Teorema de Baire 

Há diferentes maneiras de se quantificar um conjunto . A primeira delas 
é simplesmente a cardinalidade, e certa propriedade l' seria robusta (ou 

seja, não é desprezível, levando em consider�io eb"'ta discussão intuitiva) 
se vale num conjunto de graude cardinalidade. Mas essa caracterização 
é demasiadamente simples para apli�ões importantes em Análise Fun

cional; isto é claro ao se considerar, por exemplo, que tanto o conjunto 

dos números primos, o conjunto { lOR : n E N}, bem como Z, possuem 
a mesma cardinalidade, mas há diferenças sensíveis se uma propriedade 
de números inteiros valer (apenas) em cada um desses conjuntos. Uma 

vantagem da classificação através de cardinalidade é que ela pode ser 
utilizada em qualquer conjunto. 

Restringindo-se somente a conceitos topológicos, um aberto, ou um 
conjunto com interior não-vazio, traz a idéia de algo robusto, bem como 
a noção de conjunto denso A fusão desses dois conceitos seria um con

junto aberto e denso, algo realmente robust.o. · que excluiria patologias 
de certa propriedade; o Teorema de Baire diz que t>m esp� métricos 

completos, ou topológicos localmente compactos, a densidade é mantida 

após inteI'SE'Cções enumeráveís de abertos densos, e uma propriedade que 

vale num tal conjunto é chamada de genérica. Assim, se 1'1 e 1'2 são pro

priedades genéric8.'l, então o conjunto em que ambas valem é denso; note 
que a densidade se estende para um conjunto em que valem um número 

contável de proPriedades genéricas! Lembre-se que a intersecção de dois 

conjuntos (apenas) densos pode ser vazia. 

O Teorema de Baire e algumas de suas consequências em Análise 

Funcional (Princípio da Limitação Uniforme, do Gráfico Fechado, etc.) 
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são OS assuntos tratados neste c nos próximol; CapítulOl;. (Há também a 
idéia de conjunto robusto via conjuntos de certa medida borelimm total. 
medida de Lehesgue em subconjuntos de rn , mas há casos em que estas 
duas noções. medida de Lebesgue total e ser genérico, não coincidem; 

veja o Exereício 6.13 . )  

Definição 6.1 .  Um subconjunto d e  um espaço topológico X é 
t.) raro em X se o interior de beu fecho for vazio. 

ii.) magro (ou de primeira categoria) em X se ele está contido numa 
uniào contável de conjuntos raros. 

ni.) não-magro (ou de segunda categoria) cm X se ele não é magro 

em X . 

Exemplo 6.2. O conjunto dos racionais 10 é magro em IR, pois cada 

ponto é um conjunto raro em IR com a topologia usual . • 

EXERCÍCIO 6 .1 .  Quais os subconjunt08 magros num espaço com a mé
trica discreta? Encontre um subconjunto magro e denso cm IC. 

EXERCÍCIO 6.2.  Critique a seguinte frase: " C [a, b] é magro em LOO [a., b] :' 

Note que subconjuntos de um conjunto raro são raros, e a união 
de mn ntunero finito de conjuntos raros também é um conjunto raro . 

Contudo , um conjunto lllagro nào é necessariamente raro; veja as equi
valências que seguem, bem como a Definição 6.4 .  

Proposição 6.3. Se X é um espaço topológtco, então as seguintes 
afirmações são eq-uzvalentes; 

a) A untão enumerál'el de conjuntos fechados mms em X é um conjunto 
com intenor vazio, ou seja, a uniào enumerável de fechados com mte7'ior 
{'azia 7Y!sulta num conjunto também com mtcrior vaz1.O. 

b) A intersecção enumerável de conjuntos o,be7"l,os d('n�o .. nn X é um 
conjunto denso em X .  
c) Todo conjunto magm e m  X contém interior vazio. 

d) O complementar de todo subconjunto magm (�m X l dr7!80 em X ,  
e) Todo conjunto não-vazio e aberto em X é não-mag1'O em X .  



Demonstração. Basta considerar os complementares dos respectivos 
conjuntos para concluir que a) e /ii) são equivalentes. c) é claramente 
equivalente a d) e a e) . Agora, a) e d) são equivalentes pela definição de 
conjunto magro. _ 

Definição 6.4. Um espaço topológico no qual são satisfeitas as condi
ções na Proposição 6 .3 é chamado de espaço de Baire.. Um subconjunto 
de um espaço topológico é um G/j se ele é a intersecção contável de con
juntos abertos; é um F" se ele é a união contável de conjuntos fechados. 
Um subconjunto é genérico ou residual se ele é um Gd denso. 

Portanto, num espaço de Baire X todo G/j obtido pela intersecção 
contável de abertO!> densos também é denso, e se X é a união contá
vel de conjuntos Hn, então o fecho de pelo menos um desses Hn tem 
interior não-vazio. Somente a partir de seu enunciado, dificilmente o(a) 
leitor(a) poderá apreciar o alcance desta ferramenta que é o Teorema de 
Baire; veja as aplicações apresentadas nas Proposições 6.9 e 6. 1 1 ,  além 
das Notas. 

Teorema 6.5 (Teorema de Baire). Todo espaço métrico completo é um 
espaço de Batre. 

Demonstração. Será demonstrada a condição b) da Proposição 6.3. 
Sejam X um espaço métrico completo e A = n:=1 An , com An aberto e 
denso em X para todo n. Será mostrado que A é denso em X, ou seja, 
se BI representa 11ma bola aberta qualquer em X,  então A n B1 =f. 0. 

Claramente .41 n BI =f. 0 e é aberto, logo esta intersecção contém o 
fecho E2 de uma bola aberta B2 de raio menor do que 1/2. Novamente, 
existe uma bola aberta B3 de raio menor do que 1/3 de modo que seu 
fecho E3 esteja contido em A2nB2.  Desta forma obtém-se uma sequência 
de bolas abertas B" de raio menor do que 1/n, satisfazendo 

e com En+ I C An n Bn . A sequência formada pelos centros dessas bolas 
é de Cauchy e, como X é completo, existe um único � E X em que 
{�} = n::'=2 En; segue que � E A n BI =f. 0. _ 
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EXERCÍCIO 6.3 .  Adapte a demonstração do Teorema 6 .5  para verificar 
que todo espaço topológico de Hausdorff localment.e compacto é um 
espaço de Daire ( lembl'e-se que tais espaços "ão regulares) . 
Proposição 6.6.  Se X 'um espaço de Ba.!m, então todo abe1'lo não-mzw 
em X e todo subconjunto genérico em X sào espaços de Dai1'e. 

Demonstração. Seja U C X um conjunto aberto: se U nào é um ebpaço 

de Baire, existe uma sequência de abertos Un C U denbob em U cuja 
intersecção não é densa em U. Assim , se U denota o fecho de U. os v" = 
UIl U (X \U) são abertos den:;os em X cuja intersecção não é densa em X. 
A contradição com o fato de X ser espaço de Baire demonstra que U 
também é um espaço de Baire. 

Considere uma sequência (A,, ) de subconjuntos abertos e densos 
em X cUJa intersecção G = nn An é densa em X, ou seja , G é um 

conjunto genérico em X. Se (B) )  é uma sequência de subconjuntos 

abertos e densos em G. existem C) abertos e densos em X de fOfma 

que BJ = C} n G. Assim, nj BJ = nJ (Cj n G) = nJ,n CJ n An é denso 

em X e. portanto, denso em G. Isto mostra qne G também é um espaço 

de Baire. _ 

Proposição 6.7. Se H é um subconjunto magro de um espaço de Bau'c 
X, então seu complementar X\H é um espaço de Baire. 
Demonstmção. Como H é magro em X, o conj unto X\H contém um 

subconjwlto genérico G em X. Se (An) é uma sequência de conjuntos 

abertos e densos em X\Il. então A" n G é aberto e denHo em G para 

todo n. Como G é denso em X, a instersecção nll (A" nG) = (n" A,, )nG 
é dem,a e m  G e em X \ H .  Isto mm.t.ra que o coujunto X \ H  é UIlI espaço 
de Baire . _ 

OBSERVAÇ.ÃO 6.8.  Como o Exercício 6 .3  c a Proposição G . 6  iud icilm, 
o Teorema de Baire é um fato topológico, e não apenas métrico. Por 
exemplo. IR é um espaço (métrico completo) de Baire. honH'oll\orfo ao 
intervalo ( - 1 . 1 ) ,  o qual é de Baire, embora não seja UI1I espaço 11 l0tr ico 
completo. 

EXERcíCIO 6.4. Mostre que o conjunto IR\Q é genérico em R. 
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Em outros Capítulos aparecem aplicações do Teorema de Beire à 
Análise, com ênfase à teoria de operadores lineares. O próximo resultado 
traz um exemplo padrão, respondendo a seguinte pergunta: Há funções 
contínuas que não possuem derivada em todos os pontos do domínio? 
Se sim, são muitas? 

Proposição 6.9. BeJa B = C[O, l) real. Então o conjunto das funções 
em B que não possuem denvada (finzta) em qualquer ponto de [0, 1) é 
genénco em B. 

DemoIlBtração. Sejam I = [O, 1) ,  u� (t, h) = /1/I(t + h) - tl:(t) /  - n/h/ 

(para 1/1 E B e (t + h) E I) e 

.4" = h" E B :  Vt E I existe h com u� (t, h) > O} . 

Se 1/IE n::O=l .4", então 1/J não possui derivada em qualquer ponto de [O, 1 ) .  
Como B é um espaço métrico completo, pelo Teorema de Baire basta 
mostrar que cada An é aberto e denso em B. 

Se 1/1 E A .. existe e > O de modo que para todo t E I existe h = h(t) 
com u�(t, h) > e. De fato, se tal e > O não existe, então para cada J E N 
existe tj com u�(t) ,  h) � 1/; para todo h admissível. ('.orno I é com
pacto, a sequência (t) ) possui um ponto de acumulação to e u�(to ,  h) � O 
para todo h, contradizendo '" E An. Logo, a afirmação está verificada. 

Agora, se rjJ E B, então 

e + n/h/ < l.p(t + h) - ,p(t) 1 
� 11/I(t + h) - �(t + h) 1 + IrjJ(t + ii) - rjJ(t) l  + Itf>(t) - 1/I(t) l ,  

de forma que se I I vI - t/ll loe < e/2, segue que uq,(t, ii) > O para todo 
t E [0, 1) , ou seja, rfJ E An . Portanto An é aberto. 

Para mostrar que An é denso em B, serão usados dois fatos. Note 
que qualquer função contínua em [0, 1) , constituída por um número finito 
de partes lineares, cujo módulo da inclinação de cada parte é maior do 
que n pertence a An o O outro fato é que toda função 1/1 E C[O, l) é 
uniformemente contínua; assim, dado e > O, existe 6(e) > O de modo 
que se t, s E [0, 1] e I t - s i < 6(e) , então Iv'(t) - .p(s) 1  < e.  

Considere uma partição finita de [O, 1) em intervalos de comprimentos 
menores do que 6(e) j o gráfico de t/J E B em cada um desses intervalos 
está contido em um retângulo de comprimento menor do que 6(e) e 
altura menor do que e; em cada intervalo construa uma função'contínua 
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com imagem dentro do retângulo correspondente, linear por partes com 
módulo das inclinações maiores do que n ,  e de forma que nos extremos 
da partição essa função coincida com '1/'. Isto leva a uma função real 'fi 
definida em [O, I ] ,  que pertence a An e com 1 1 '1/' - cp l l"" < t: (faça uma 
figura com os gráficos de t/J e cp) . Portanto A" é denso em B. • 

Corolário 6.10.  O conJunto das funções reais contínuas que possuem 
derivada em algum ponto é magro em Ola, b] real. 

Se o espaço normado não for completo, o Exemplo 3.8 mostra que 
pode haver base de Hamel enumenível mesmo no caso de dimensão in
finita. Segue outra aplicação do Teorema de Baire . 
Proposição 6.11 .  Se B é completo e dim B = 00, então qualquer base 
de Hamel de B não é contátrel. 

Demonstração. Suponha que (ej )jEN seja uma base de Hamel de B. 
Pode-se supor que l I e} 1 I = I ,  para todo j. Para cada par de números 
naturais n, m, seja 

n n 
En ,m = { (L aJej) E B : L la, l ::; m} , 

}= 1 j= 1 

o qual é fechado e B = Un,mEn,m. Pelo Teorema de Daire, algum E" .ln 

contém urna bola aberta B(17; r), r >  O; mas isto é impolSSível poil:i o vetor 
(.,, + ren+l/2) está nesta bola mas nào pertence a En,m ' Tal contradição 

mostra que uma base de Hamel de B não pode ser contável . • 

Notas 
o trabalho de Baire sobre o teorema aqui d t�cutido foi publicado ('lll I S!!H, c 

tratava de IR" (note que Osgood apresentara l1ma versão desse resul t.ado para IR ('111 
1897) ; a demonstração original de Baire adaptou-se pam e"paços métricos complet.os. 
e essa versão mais geral foi publicada independentement.e por Kuratowski  e Ilanoch 
em 1 930 (esses trabalhos apareceram um seguindo o ontro na revist.a Hm.d. Malll ) 
Esse resultado ganltou projeção particularmente quando foi ut. i l izado por Ilaunclt (' 
Steinhaus para dar tuna nova demonstração do Princípio da Limitação Unifom\('. A 
nomenclatura de conjuntos de primeira e segunda categorias é dt,vida no p,'óprio 13ail'l' . 
tn� atualmente é ponco uti lizada; por is.�o o Teorema d" Baire aqui apT<.'scntado l' 
mlllt.as vezes chamado de Teorema de Categoria de Baire. 
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o Teorema de Bue aparece em diferentes contextos · é um resultado básico na 
teoria de sistemas dmâmicos, garantindo que certas propriedades são genéricas; pode 
ser usado para mostrar que o conjuoto t.erná.rio de Cantor não é enumerável; que dado 
um ponto na reta real, existem funções contínuas cujas séries de Fourier divergem 

nesse ponto (veja o Corolário 7 6) ;  que a convergência Simples de funções reais não é 
métrica; aplICações dos Teoremas do Gráfico F\!chado e da Limitação Uniforme. Para 
discussões interessantes sobre o Teorema de Baire, sugerem-se OS textos da Coleção 
Projeto Euclides; C. S Hõnig, ApliCJl9ÕeS da Topologia à Anáh.se, 1976, e E L . Lima., 
Espaços Métricos, 1983. 

Conjuntos robustos dos pontos de vista topológico e de nJedida de Lebesgue não 
coincidem, neces;ariamente; veja o Exercício 6 13. 

O primeiro exemplo publicado de função real ccmtúwa, mas não-diferenciável 
em todo ponto, foi de Weierstrass. em 1872 (embora B. BoIzano parecia conhecer 
um exemplo 40 anos antes) . A existência de funções reais contínuas apenas DOS 
irracionais (Exercício 6.7) foi descoberta por K J Thomae em 1875; dado qualquer 
subconjunto F" de a, em 1903 W. H. Young mostrou como construir uma função 
descontÍDua exatamente nesse conJuoto. 

Exercícios Adicionais 

EXERCÍCIO 6.5. Mostre que um espaço topológico homeomorio a um espaço de Beire 
é também um espaço de Beire. 

EXERCíCIO 6.6. Mostre que todo conjlUlto enumerável E nuo, espaço métrico X é 
magro se. e somente se.. E não possui pontos isolados em X 

EXERCÍCIO 6.7. Mostre que Q não é um COlUuntO G& em R e que.  para cada função 
I ; R - R., o conjunto de pontos de continuidade de I é um G& . Conclua que 
não exist .. uma tal função contínua apenas em Q. Por outro lado; se Q = {P/q} 
(irredutível, com q E !II e p E Z), \wi6.que que a função 9 ; R - R, g(O) = 1 .  
g(p/q) = l/q. e nula em R\Q, é contínua apenas nos Irracionais. 

EXERcíC'IO 6.8. Mostre que a fronteira de um conjuoto aberto (ou fechado) num 
espaço métrico é um conjunto raro. 

EXERC'ÍCIO 6.9. Se X é um espaço métrico completo e eXISte uma sequência de 
fechados (F,,) cuja união é X, mostre que U"intFn é um aberto denso em X (intF" 
indica o interior de F,,) 

EXERcíC'IO 6.10. MostI!' que o conjunto das funções reais em C[a,  bJ que possuem 
derivada li esquerda (A direita) em algwn ponto de (a, b] (de [a. b)) é um subcoujunto 
magro em C[a, b] 

EXERC'ÍCIO 6.11. Seja I/> , R ..... (0, 00). Mostre que existem um intervaJo não-vazío 
(a, b) " no E !II de modo que {t  E (a. b) , I/>(t) > l/no} é denso em (a, b). 

EXERcíCIO 6.12. Um homeomorfismo h , X +-', no espaço métrico separável e com

pleto X, é transitivo se CXlste � E X cuja órbita O(�) = {h" (�) , m E Z} é densa 
em X" Mostre que se h é transitivo, então o conjunto de pontos cujas órbitas não são 
densas é um F" magro. 
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EXERciclO 6.13. Sela (qn) uma enumerru:;ão dos r&:\\}t\ai.s em \\ \ie'únl\\\e I\\\e () 
conjunto 

"' '''' ( . 1 \ \  A =  �� I \q1\ - 'lJ+n , qn +  'li +" ) 
é Ilão-magro em IR embora seia mensurável e llOSl)ua meu\.ua ue Leuesv,\\e, \\\\\a. 



Capítulo 7 

Princípio da Limitação 
Uniforme 

Neste Capítulo são apresentadas algumas das principais consequências do Te

orema de Baire, ou seja, o Teorema de Banach-Steinhaus e o PrincípIO da 
Limitação Uniforme (o termo 'Princípio' é Iustórico). Tais resultados serão 
aplicados em Capítulos fut.uros. particularmente àquelas relacionadas às con
vergências fracas. O Princípio da LImitação Uniforme dá condições para que 

o conjunto das norma,; de uma frurulia de operadores lineares, de qualquer 

cardinalidade. tenha um limite superior finito. 

Teorema 1.1 (Princípio da Limitação Uniforme) .  Toda coleção 
{Ta }oEJ de opemdores no espaço B(B,N) que é pontualmente ltmitada, 
ou seja, pam cada � E B tem-se 

sup { I ITo� 1 I : a E J} < 00 , 

é de fato umformemente ltmitada, ou seja, SUPoEJ I ITo lI < 00. 

Demonstração. Seja Ek = {� E B : I ITa�1 I � k, "Ia E J},  o qual é um 
conjunto fechado pois, como To é contínuo, é a intersecção dos fechados 
T,; J BJ,{(O; k) para todo a E J. Como B = U�J Ek , pelo Teorema 
de Baire existe um Em com ínterim' não-vazio. Seja B8(�O; r) (r > O) 
wna bola aberta contida em Em; então, para qualquer a E J tem-se 
I ITa� 1 I � m para todo � E B8(�O; r) , 
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Se � E B, 1 I� 1 I = 1 ,  vem que 1] = �o + r�/2 pertence a BB(�O ;  r) e 
tem-se 

assim I ITa� 1I � 4m/r para todos o: E J e I I � I I = 1 ;  disto segue que 

sup", I ITa ll � 4m/r < 00 . -

Corolário 7.2. Um subconjunto H C B* = B (B, lF) é l�mdado se, e 
somente se, paro todo � E B tem-se SUPfEH II (�) I < 00. 

Demonstração. Se H é limitado. então AI = SUPfEH 1 11 1 1  < 00 e para 
todo � E B tem-se sUPfEll lf(ç) 1 � MI I� I I  < 00. Para demonstrar a outra 
implicação, utilizando a notação apresentada no Princípio da Limitação 
Uniforme, é suficiente considerar H como a família Ta no espaço de 

Banach B* . _ 

Corolário 7.3 (Teorema de Banach-Steinhaus) .  SeJa (Tn)�l uma se
quênc�a em B(B, N) de forma que, paro todo � E B. extste o limite 

Então !SUPn I ITn l l < 00 e T é um operodor em B (B .N) . 
DemoIlstração. Evidentemente T é linear. Como para todo � E B existe 

limn_oo Tn�' tem-se sUPn I ITn� 1 I < 00 ,  e pelo Princípio da Limitação 
Uniforme sUPn I ITn l l < 00. Da definição de T segue que 

I Inl l  = ,!.!..� I ITn� 1 I  � ( s�p I ITn l l) I I � I I ,  'V� E B, 

e, portanto, T é limitado. _ 

Exemplo 7.4. Seja N o espaço normado dos elementos ç = (çj ) E 
lOO (N) com çj I- O somente para J num conjunto finito de índices. Defina 
Tn ; N -+ [00 por Tnç = (n{n),Ef\!. Então T" E B (N, 1(0 ) para todo n. e 
para cada ç E N existe o limite limn�oo Tnç = O. m8.'3 l imn_ oo I IT" I I  = 
00. Isto mostra que 8.'3 conclusões do Teorema de Banach-SteinhaU!S (e 
do Princípio da Limitação Uniforme) podem não valer se o domínio dos 
operadores não for completo. • 
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EXERCÍCIO 7.1.  No Teorema de Banach-Steinhaus, mostre que NTII � 
lim inf.,._--o"., I IT.,. I I . 

EXERCÍCIO 7.2. Sejam Se : 12 (N) ....... O shift 

Se(�l . �2.  �3, ' . •  ) = (�2 . �3 , �4 , . . .  ) 
e Tn = S,:. Encontre I ITn� l I , e o operador limite do Teorema de Banacll
Steinhaus neste caso. 
Proposição 7.5. Seja {Ta}OEJ v.ma famz'lia em B(B, N) com 

sup I ITQ I I = oco 
oeJ 

Então o conjunto I = {� E B :  sUPo I ITa� 1 I < oo} é magro em B. 

Demonstr�ão. Usando a notação da demonstração do Princípio da 
Limitação Uniforme, tem-se que I = �1 Et, e pela demonstração desse 
Princípio o interior de todo Ek é vazio. pois de outra fonna teria-se 

suPaEJ I ITo l I < 00 . Como Ek é fechado. segue que I é magro. • 

Estes resultados serão aplicados à convergência (ou não!) das séries 
de Fourier de funções contínuas periódicas na reta; no caso de função 
periódica continuamente diferenciável, tal convergência é uniforme (veja 
o Corolário 22.6 e Exercícios 22.10 e 22. 1 1 ) .  Denote por Cp[O. 27T) = {'I/i E 
C[0, 27T) : ?,l' (0) = 1t'(27T) } ,  o qual é um subespaço fechado de CIO. 27T) , logo 
de Banach, e escreva 

(:F?,lJ)n = 2� f" e-··nl'l/i(t) dt, 'I/i E Cp [O , 27T) . 

Corolário 7.6. O conJunto dos elementos 'l/i E Cp[0, 27T] cuJa série de 
Fov.r'ier Enez (:F'I/i).,. eint converge em t = O é magro. 

Demonstração. Thabalhando um pouco com relações trigonométricas 
obtém-se, para cada N, que a reduzida 

(SNtI'l (t) = L (:F'I/J)n e,nt 
Inl:SN 

da série de Fourier de 1/.1 pode ser escrita na forma 

) (  ) _ ..!.. rir sen[(2N + l)(t - S)/2)
'Il
'( ) da 

(SN'I/J  t - 27T 10 sen[(t _ s)/2) 
8 .  
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Observe que lN : Cp [O, 211") -> C, IN ('l/.I) = (SN'I/.·) (O) ,  é um elemento do 
dual de Cp[0. 211") ; assim, para concluir esta demonstração, é suficiente 
mostrar que sUPN I I/N I I = 00 e usar a Propm;ição 7.5 com fN represen

tada por T",. 
Considere cfJN (t) = sen [(2N + 1 ) t/2) , um elemento de Cp [0. 211") de 

norma igual a 1 ;  assim 

IN(cfJN ) = 2. [27r sen2 [(2N + l ) s/2) 
ds 211" lo 8en(s/2) 

1 127r sen2 [(2N + 1 ) s/2) 1 1 (2N+l)" sen2u 2: - ds = - --du 
11" o s 7T o u 

1 2N+l ln7r 2 1 2N+l 1 
2: - L sen 1L 

du = - L -.  
TI 11=1 (11- 1),.. 1/.11" 2T1 n=1 n 

Como a série harmônica é divergente, segue qne limN_oo I I fN I I = 00, 
terminando a demonstração do Corolário. • 

EXERCÍCIO 7.3. Verifique que Cp [O, 27r) é um espaço de Banach, e tam
bém a validade da expressão para as reduzidas da série de Fourier utili
zada na demonstração do Corolário 7.6. 

A próxima aplicação se refere à continuidade de aplicações bilineares. 

São conhecidas aplicações de duas variáveis separadamente contínuas 
que não são contínuas; a seguir aparecem dois desses exemplos, urna 
de aplicação que não é bilinear, mas está presente pela simplicidade (o 
qual é um exemplo típico em disciplinas de Cálculo Diferencial ) .  e uma 
outra de aplicação bilinear definida em um espaço normado que não é 
completo. 

Exemplo 7.7. A função 1b : ]R2 -> ]R dada por 'l/J (t ,  s) = ts/(t2 + s2) 
se (t, s) ::j: (O, O) , e ·l/J(O. O) = O, é separadamente contínua, mas não é 
contínua na origem (considere semi-retas s(t) = mt e v('rifique que o 

limite à origem depende de m) . • 

Exemplo 7.8. Seja N = (CIO, 11") , I I . I I I ) , com l I'l/J I I I = I�-r 11b(t) 1  dt , para 
',p E N. Denote por b( · , · ) a forma bil inear separadamente contínua 
(verifique!) b :  N x N -> C, b('I/.' , cfJ) = Io"' l/J(t)cfJ(t) dt o Definindo 

!I'fI (t) = { v'n se
o
n (nt) se O � t � 7T/n 

se 7T/n < t � 1I" ' 
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segue que l I1/Jn lh = 2/..fii convergindo a zero para n � 00, enquanto 
b(1/Jn , 1/Jn) = rr/2 para todo n, e b não é contínua. • 

Corolário 7.9. Se b : BI x B2 -+ li" é uma aplicação bllinear separa
damente contínua (ou seja, b(- , I)) e b(�, ·) são lineares e contínuas para 
cada I) E � e cada � E BI , respectivamente), então b é contínua, ou 
seja, se �n -+ � e I)n -+ 1), então b(�n , I)n) - b(�, 1)) . 
Demonstração. Por (bi)linearidade basta considerar �n -+ O e TJn -+ O, 

e o objetivo é mostrar que b(�n, TJn)  -+ O. Para cada �n E BI defina 
Tn ; B2 -+ li" por Tnl) = b(�n, TJ), o qual é contínuo e TnTJ converge a 
zero para n -+ 00. Assim, por Banach-Steinhaus, existe C > O de forma 
que ITnl)1 ::; CIITJ I I ,  para todo I) E �, em particular para I)n acima, e 
tem-se que 

o qual converge a zero para n -+ 00. • 

o Princípio da Limitação Uniforme, assim corno o Teorema de 
Banach-Steinhaus, são importantes no estudo de convergências fracas 
em espaços normados, as quais serão tratadas em outros Capítulos. 

Notas 

Não há consenso na literatura sobre o qne é chamado especificamente de Li

mitação Uniforme e Banach-Steinhaus, com as duas denommações usualmente apre

sentadas como sinónimos, e também rererind�se 80 conjunto das principrus resultados 

apresentados neste Capítnlo. Historicamente, \lDla primeira versão d_ resnlta

dos foi devida a Hahn em 1922, mas para funcionais lineares contÍnnos e usava um 

argumento de contradição, a qnal foi adaptada para operadores lineares contínuos 

entre < .. paços de Danach pelo próprio Banach em sna Tese. A demonst.ração através 

do Teorema de Daire é devida a Banach e Steinha\lS cm 1927. Para uma des
crição pormenorizada da história desses resultados, consulte [S"'Mtz (1990)1 (também 
[Hochstadt ( 1979)] ) .  

Exercícios Adicionais 

EXERcícIO 7.4. Demonstre a seguinte versão do Princíp'o da Limitação Uniforme. 

Seja {I/Io lOEJ nma família de funções (reais ou complexas) contínuas definidas num 
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espaço métrico completo X, de forma que, para cada { E X , sUPa e J  I vi., f; I < 00 
Então existe um aberto não-vazio A C X em que 

sup 1>1>., ({) I < 00. 
u E J  E E A  

EXERCÍCIO 7.5.  1\I08trc que todo espaço métrico completo que não possui pontos 
Isolados tem um número não-contável de pontos. 

EXEnCÍclO 7.6. Use os resultados deste Capítulo para mostrar que N = (C[a , bJ , I I 
I I ' ) , sendo 1 I>I> Ih = J: Ivi(t) 1 dt ,  nào é completo, 

EXERCÍCIO 7.7. Seja T ,  NI -+ No , line.u. Mostre que T é limitado se. e somente se, 
T-IBN, (O; 1) possui interior não-vazio. 

EXERcíCIO 7.8. Sejam X um espaço compacto de Hausdorff e ';" n ,  'Í) E C(X).  

a) Usando o Teorema de Riesz-l\Iarkov 4 . 15 ,  e verificando que para cada t E X, 
6, : C(X) -+ IF'., 6, 1> = cp(t). para todo 4> E C(X).  é um elemento de C(X) " ,  mostre 

que se J 1/'ndl' -+ J Wdl', para todo JJ E .!If(X),  então sUPn l I>I>n I I < 00 e tI'n -+ >I> 
pontualment.e. 

b) A partir do Teorema da Convergência Dominada. mostre que vale a rec.íproca do 
resnltado no item a) , ou seja, se SUPn 1 14'" II < 00 e >l>n -> 1/) pontualmente, então 
J 4'ndJJ -+ J 1Pdl'. para todo I' E M(X) 
EXERCÍCIO 7.9. O Corolário 7 9  se generaliza a 

(a) aplicações b : BI X . .  X Bk -> IF' multilineares separadamente contínuas em cada 
variável? 

(b) aplicações bilineares separadamente contínuas b . NI X N2 -> N1 , em que basta 
Ni ou N2 ser completo Verifique. 

EXERCÍCIO 7. 10. Spja (Tn )::"= 1  uma sequeneia lunitada em I3(N, B) (ou seja, tem-'*! 
sUPn IITn II < oJo) em que, para todo { num conjunto H denso na esfera S(O,  1 )  em N, 
existe limn_oo Tnf;, { E H Mostre que para todo ç E N existe 

T{ ;= hm T,,{ 
n-O<) 

e que T E B(N, B). 
EXERCÍCIO 7. 1 1 .  lHostre que existem um subconjunto genérico A em Cp [O, 211"] e um 
conjunto B denso em [0 , 211"J , de forma que a série de Fourier de qualquer elemento 
de A diverge em todo ponto de B. 



Capítulo 8 

Teorema da Aplicação 

Aberta 

Neste Capítulo será discutido um resultado técnico importante em Análise 
Funcional, o Teorema da Aplicação Aberta, devido à Banach. Numa de suas 

cOlliiequências, ele dá condições suficit>ntes para que uma aplicação linear entre 

espaços de Banach contínua e invertível tenha inversa continua, em outras 

palavras, para que seja um homeomorfismo linear. Esse teorema será usado 

para demonstrar o Teorema do Gráfico Fecllado no próximo Capítulo. 

Lembre-se que uma aplicação entre espaços topológicos é dita aberta 
se a imagem de todo subconjunto aberto é também um subconjunto 
aberto. Nem toda aplicação contínua lllvertível é aberta , como atestam 
os exemplos apresentados adiante. 

Exemplo 8.1 .  A aplicação identidade entre an com a topologia discreta 
e an com a topologia usual é contínua e invertível, mas sua inversa não 
é contínua, ou seja, esta aplicação contínua não é aberta. • 

Exemplo 8.2. Seja X = [- 1 , 0] U (1 , 2] em lR. e 'Í-' : X --+ [0, 4] ,  1/J(t) = t2 • 
V' é uma bijeção contínua, mas sua inversa V,-l  : [0, 4] --+ X dada por 

V,- l (t) = { -� 

não é contínua (faça um gráfico) .  • 

se O � t � l 
se l < t � 4 ' 
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EXERCÍCIO 8 . 1 .  1Iostre que T : l l (N) <-', dado por 

é linear, contínuo e invertível, mas sua inversa T- 1 ,  definida na imagem 
de T. não é um operador contínuo. 

Teorema 8.3 (Aplicação Aberta) . Se T E B (B1 , B2) e img T = B2 . 
então T é uma aplicação aberta. 
Demonstração. Primeiramente, uma idéia da demonstração. Ela será 

reduzida a mostrar que existe urna bola aberta B (O; r) de modo que 

T B(O ; r) contém um conjunto aberto (ou seja, isto implicará que T é 
aberta) ; a linearidade de T implicará que este conj unto aberto pode 

ser considerado urna vizinhança da origem , e que se pode supor que 

r = 1 .  Sendo T sobrejetora, pelo Teorema de Baire e linearidade, existe 
8 > O com B(0; 8) C T(B(O; 1 ) ,  e por um argumento final interessante 
B(O: 8) C T(B(O; 1) C TB(O; 2) .  ou sej a, pode-se tomar r = 2 acima, o 
que completará a demonstração . 

Serão utilizadas as seguintes propriedades , das quais somente a últi
ma não tem verificação imediata: 
a) para todos r, s > O tem-se TB(O; 1") = ;TB (O ; s) . 
b) para todos ç E BI e r > O, tem-se TB(ç; r ) = Tç + TB(O; r ) (soma 
de conjuntos) . 
c) se B(O; E) C TB(O; r) , então B(O ; OE) C TE(O; 01') , para toclo Q > O. 
Disto segue que se existe 7' > O em que T B(O; r ) contém uma vizi

nhança da origem , então T B(O; s) contém uma vizinhança cla origem 

para todo s > O (note que tais implicações tamhém valem sem os fccho� 
cios conjuntos) .  
d) s e  BeIJo; E) C TB(O: r) ,  então existe 8 > O em que B(O; 8) C TE(O; ,.) 
(note que também vale sem os fechos dos conjuntos) .  

Para verificar esta última propriedade , escolha Çl E E(O:  r ) de forma 

que 1 1 771 - 1/0 1/ < éj2, sendo 771 = Tçj . Assim. 

e 

B(77I ; E/2) C B(7/0 ; E) C TB (O; r) . 

B(O: Ej2) B(771 i Ej2) - 1]1 C {E(7/o i é) - Tçr} 
C {TB(O; r) - Tô } C T[B(O; 1") - çr ] C TE(O ; 2/') . 
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Então B(0 ; �/2) C TB(0; 2r) e, portanto, B(Oj 6) C TB(O; r) com 6 = 
�/4, demonstrando d) . 
Lema 8.4. Se T E B(Nl ,N2)  e existe r > O de forma que o interior 
de T B(O; r) não é vazio, então T é uma aplicação aberta. 

Demonstração. Como o interior de TB(O; r) :/= 0, segue das proprie
dades acima que, para todo 8 >  O, TB(O; s) contém uma bola aberta 
centrada na origem. Para verificar que T é uma aplicação aberta basta 
mostrar que para todo e E N, e todo s > O, TB(e i S) contém uma 
vizinhança de Te. Como TB(ei S) = Te + TB(Oj s), basta considerar 
e = O e verificar que para todo S > O o conjunto TB(O; s) contém uma 
vizinhança da origem, contudo, isto é exatamente o que foi observado 
no início desta demonstração. _ 

Por este lema, para demonstrar o Teorema da Aplicação Aberta é 
suficiente verificar que existe algum r > O de modo que T B(O; r) contém 
uma bola centrada na origem. Note que apenas a partir deste ponto 
serão usados os fatos de 8" 8.2 serem completos e que T é sobrejetor; o 
Teorema de Baire será decisivo. 

Como T é sobrejetor 8.2 = U::, TB(O; n), e pelo Teorema de Baire 
existe algum m em que o interior de TB(Oj m) não é vazio. Pela pro
priedade c) pode-se supor que m = 1 .  

Pela propriedade d )  pode-se supor que existe 6 > O de forma que 
B(0; 6) C TB(Oj 1 ) .  O objet.ivo agora é mostrar que vale a relação 

TB (O i 1 )  C TB(0; 2) , o que. pelo Lema 8.4, demonstra o teorema. 
Seja Ti E TB (O i 1 ) .  Escolha e, E B(O; 1) com 

(Ti - Te" E B(O; 6/2) C TB(O; 1/2) . 

Na última passagem foi utilizada a propriedade c). Escolha agora e2 em 
B(O; 1/2) de modo que (usando novamente a propriedade c» 

Por indução, escolha en E B(O; 1/2"- ' ) satisfazendo 
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Note que (I:�1 �J ln é uma 8equ�ncia de Cauchy, e como Bl é completo. 
existe � = I:j=1 �J ; sendo T contmuo, segue que 1) = T� . Como I I � I I  < 2 . 
vem que TE (O; 1 )  C TE(O; 2) .  • 

Do Teorema da Aplicação Aberta é ev idente o próximo resultado. 
algumas vezes chamado de Teorema da Aplicação Inversa. 

Corolário 8.5 (Aplicação Aberta 2) . Se T E 13(B1 , B2 ) é bljelor en/l'e 

81 e 82 , então T- 1  também é uma aplicação lmear contínua, ou seja. 

T- 1 E B(82 , Bt l · 

EXERCÍCIO 8.2.  Seja T : C[- I ,  1] --; C [- 1 , 1 ]  dado por (T1/;) (t) = 
J�I 1/!(s) ds. Verifique que T é limitado e invertível, mas T- 1 não é 
contínuo. Discuta este resultado em termos do Teorema da Aplicação 
Aberta. 

Exemplo 8.6. Nebta aplicação será demonstrado que não existe uma 

sequência de números complexos b = (bn )nEN de modo que uma sequên
cia a = (an)n é absolutamente somável se, e somente se. (anbn)n é 

limitada; em outros símbolos, 

Suponha que tal sequência b exista; como ( 1 , 1/2 , 1/3, · · · ) não é 
absolutamente somável, tem-se que limn�"" I bn 1 = 00 ,  e pode-se su
por que bn 'f O, para todo n. Disto segue que o operador l inear r ; 
1':>O (N) --; [I (N) , (rc)n = en/bn , está bem-definido, é l imitado, invertível 
e img T = [ I (N) . Pelo Teorema da Aplicação Aberta 8.5 segue que 
r - I : l l (N) --; [OO (N) , (r- Id)ll = bndn é limitado. Se (('''' );7,'=1 é a bast' 
canônica de I I (N) , tem-se l I eln l l l = 1 ,  enquanto 

e r - I  não pode ser limitado. Esta contradição mostra que tal "sequência 
teste" b não existe. e 

EXERCÍCIO 8.3. Confira que, sob as hipóteses iniciab na argumentação 
no Exemplo 8.6, limn�oo Ib,, 1 = 00 e o operador r sería limitado e 
com img r = [ I (N) . 
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Como outra aplicação do Teorema da Aplicação Aberta, será de
monstrado um resultado interessante que indica, de outra forma (veja o 
Corolário 6.10) , que o conjunto das aplicações diferenciáveis em C[a, b) 
é "pequeno" , 

Proposição 8.7. Todo subespaço vetorial fechado de funções continua
mente dIferenciáveis em C[-l ,  1) possui dimensão finita. 

Demonstração. Seja E um subespaço fechado de C[- 1 ,  1) constituído 
apenas de funções continuamente diferenciáveis, Observe que E é tam
bém um subespaço fechado de CI [- I ,  1) com a norma 

1 1 I'Ii' 1 I I = sup 1.,p(t) 1 + sup l.,p' (t) I , IE I-U] tEI- I .II 
pois, se ('\IIn ) é Cauchy nesse espaço, então '1/-'n --+ 'I/J e 1/.'� --+ t/J. ambos 
uniformemente, e escrevendo 

t.1'n (t) = t,1'n( - 1) + 1/ l['� (s) ds -I 
obtém-se 

t,;.{t) = tlJ( - 1) + 1/ 41(S) ds 
- I 

e assim c/J = '\II' .  Logo (E, I I I , I I I ) é também completo (veja o Exercí
do 1 .9 ) .  Del!lote esses espaços de Ballach por BI = (E, I R  . I I I ) e � = 
(E, I I '  fl� ) · 

Considere a aplicação identidade 1 : BI --+ B2' a qual é linear e limi
tada; pelo Teorema da Aplicação Inversa (Corolário 8.5) é um homeo
morfismo. Seja BI (O; l )  a bola fechada em BI ' O conjunto I (BI (O; l ) )  
é daramente limitado e fechado em � e é também equicontínuo, pois 
para todo 1/' E I(BI (O; 1 ) )  tt'm-se (s < t) 

1 1b(t) - 'd8) 1 = 1[ �l(U) du l :::; [ 1 .,pI(u) 1  du :::; I t  - s i ·  

Logo, pelo tl'Orl'ma d e  Ascoli, I (BI (O; 1 ) )  é compacto e m  �.  
Como 1 é um homeomorfismo, BI (O; 1 )  também é compacto em Bl ; 

pelo Teorema 2.2. a bola unitária (fechada) num espaço normado é com-
pacta se. t' somente se, sua dimensão for finita. • 
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Exercícios Adicionais 
EXERcíCIO 8.4. Mostre qlle �' . [0, 211') ---> Si . ·�,(t) = ed , é cont ínua, <,nquanto sua 
inversa (que existe) é descontínua em t = O (S' = {z E IC : 1 2 1  = I } ) .  

EXERcícIO 8.5. Sejam I I ' Ih e I I · 1 1 2 duas normas no espaço vetorial X que o tornam 
espaços de Banach. Mostre que se existe C > O de forma que 

então estas duas normas são equivalentes. 

EXERcíCIO 8.6. Se T E  B(BI , B2) é bijetor ent.re BI e SI. mostre que eXIstem C" C2 > 
O de forma que 

EXERcíCIO 8.7. Em relação ao Corolário 8.5 ,  \"die a pena conferir o seguinte resultado 
de Topologia Gera.!: se X e Y são e;paços topológicos, com X compacto e Y Hausdorff, 
e f : X ---> Y é bijetora e contínua, então f é um homeomorfismo 

EXERcíCIO 8.8. Discuta a seguinte afirmação: " Todo funcional linear em N' é uma 
aplicação aberta." 
EXERcíCIO 8.9. Considerando o Exercício 8 . 1 ,  deduza que a hipótese de que img T 
é um espaço de Bauaeh não pode ser retirada no Teorema da Aplicação Aberta. 

EXERCÍCIO 8.10. Seja T BI ---> B. linear, sobrejetor e de forma que a imagem T(Bs1 (O; r))  está contida cm algum compacto, para cada T > O. Mostre que dim B2 < 
00. 

EXERcíCIO 8.11. Se T E B(BI , B2) te sohreJetor, mostre que existe C > O em que 
para todo 1) E B. a equação Tf. = 1) possui solução f.o E B, satisfazendo l If.o l l :S; CII1! 1 1 ·  
EXERC'IÚO 8.12. Dados T E I3(B) e 1) E B, considere a equação Tf. = "1- !\Iostrc que 

as scguint�'S afirmações são equivalentes: 

a) Se Tf. = O. então f. = O e essa equação possui solução para todo 1) E B. 

b) Para todo .'1 E B essa equação possui uma única ,olução f. = f.("1) , a qual clepemle 
continuament.e de "1. 

EXERcíCIO 8.13. Seja F · B = L ' [ -11', ,..J � [,>C (Z) o operador que "sRoda " séri" 
de Fourier « (F�')n )nEZ ,  de 1/' E B, elll que (FI/')" = :J. C. (,- ' " ' 1/' ( 1 )  di O collhecido 
Lema de Riemann-Lebcsgue (veja o Exercício 2 1  7) afirma que F(B) C c(, . Sabt'lldo 
que F' é iIlJE'tor, use o Teorema da Aphcação Aberta para lIloslrur que eXlStelll 5(� 
quêndas em C.o que não são séries de Fourier de funções elll B. 

EXERcíCIO 8.14. Use o roteiro que segue para verificar que os el('mentoR sobl'ejetores 
em B(BI • B2) formam um subconjunto aberto neBte ('spaço. Notação os "lelllclltos 
ind'cados por ç) e "11 pertencem a BI c B2,  respectivamente, 

a) Se T E B(8, .. 6, ) é sobre]eto\', mostre que existe G > O de forma que parn 
todo lI 'Idl :$ I, existe f.1 com TE" = 1), c I IE,dl s GII"1dl ·  
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b) Seja 5 E B(8, , 82) com IIT - 511 :;; 1/(2C). Mostre que se 1/2 = (T - 8)(1 , 
entãD K1/2 11 :;; 1/2 e existe 11(2 11 :::; C/2 com T(2 = 1/2. De6nindo '13 = (T - 8)(2, 
ent.ãD 11'/3 II :;; 1/22 . 

c) Usando itadução, encontre 11(; 11 :;; C;V-l de mado que T(, = f/; , defina f/j+l = 
(T - 5)(j e mostre que vale 1If/,+ 1 1l :;; 1/2' . 

d) Verifique que f/I = 8({1 + . . .  + {j) + f/,+ l ,  que { = E;:l (j está bem-definido e 

satisfu ll{1I :;; 2C e T{ = f/J , mostrando que S(Bs. (0; 2C» :> "Ds. (O; l). Conclua 
que 5 é uma aplicação aberta e entãD o resu1tado proposto. 

EXERcíCIO 8.15. Esta é uma boa oportunidade de regIStrar que toda aplicação não
constante holomorfa F : G .... C, definida num aberto G C C. é aberta. Confira. 



Capítulo 9 

Teorema do Gráfico 

Fechado 

Há �árias maJl"iras de se cou:,tmir operadores nãcrcontínuos. A forma mais 

brusca de de>Continuidade de um operador T (entre espaços normados, que é 
o ponto de interes.<e aqui) se apresentaria pela existência de sequências {n -. ( 

com T{n -. 'I. mas II i- T{. A noção de operador fechado evita este tipo de 

descontiuuidade. impondo que se (n -> {, então ou T(n uão converge ou. caso 

com,rja. seja nl'Ce>..<ariamente a TE,. Assim. entre os operadores não-limitados, 
os operadores fechados se aproXlDl8I\1, de certa forma, dos operadores contíuuos. 
Isto exclui operadores que dificilmente aparecem em aplicações. 

Lembre-se que o produto cartesiano NI x N2 de dois espaços norma
dos possui uma estrutura natural de espaço vetorial dada por a(ç, 1/) = 
(oç. 01/) ,  Q E F, " (Çl . 1/t l -'- (Ç2 , 1/2) = ((I + (2, 1/1 + 1/2) ;  além disso, este 
produto cartesiano torna-:>e um espaço normado com a norma 1 1 ((, 1/) 1 1 = 
II ( I I.\': + 1 1 1/ l lx2 '  
Definição 9.1. O gráfico d "  u m  operador linear T : dom T C iVI --+ N2 
é o subespaço vetorial 91T) = { ((o T( ) : ç E dom T} de NI x N2.  

Definição 9.2. Um operador linear T : dom T c  NI -> N2 é fechado 
se para toda "equéncia ((n ) C dom T covergente, (" -> ç E N! , com 
(T(, , )  C .V2 também cOllvergf'nte. TE." -> 77, tenha-se ç E dom T e 
I) = TE,. Em outras palavras, T é fechado se 9(T) é um �ubespaço 
vetorIal fechado de 1V! x JV2 • 
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EXERCÍCIO 9.1 .  Verifique que Q(T) é um 8ubespaço de M x N2 e a 
equivalência apresentada na definição de operador fechado acima. 

EXERCÍCIO 9.2.  Mostre que BI x B2 com a norma I I (�, 1)) 11 definida acima 
é um espaço de Banach . 

OBSERVAÇÃO 9.3. Note a diferença entre ser contínuo e ser fechado: 
um operador T é contínuo se �n -t � em dom T, então necessariamente 

T�n -> T�, enquanto para ser fechado pede-se que tanto (�n) em dom T 
quanto (T�n)  sejam convergentes e, caso sejam, então necessariamente 
� = limn �n está em dom T e T�n -t T�. 

EXERCÍCIO 9.3. Considere o operador linear T : dom T C N1 -t N2, e 
sejam 7l'1 : Q(T) -> dom T e 7l'2 : Q(T) -t img T as projeções naturais 
7l'1 (�, TÇ) = � e 7l'2 (ç, T�) = Tç , para � E dom T. Mostre que tais 
projeções são operadores lineares contínuos. 

É importante dar condições para que operadores fechados sejam 
contínuos, pois a condição de ser fechado em geral é mais simples de 
se verificar; o Teorema do Gráfico Fechado, apresentado adiante, diz 
que tais conceitos são equivalentes no caso de operadores lineares entre 
espaços de Banach. Um primeiro resultado nesta direção aparece na 

Proposição 9.4. Todo operador T E B(BJ , B2) é fechado. 

Demonstração. Seja Çn -t ç com Tçn -> 1). Como � E dom T e T é 
contínuo, vem que Tçn -> T� = 1); logo T é fechado. _ 

EXERCÍCIO 9.4. Mostre que todo operador linear T : dom T C N1 -> 
N2 com dim N1 < 00 é fechado. 

Exemplo 9.5. [Não-Fechado e Limitado] Seja 1 : dom 1 -+ B, com 
dom 1 um subespaço próprio deuso de B, o operador identidade 1(Ç) = � 
para ç E dom 1; tal operador é limitado. Seja (�n) C dom 1 com 
ç" -+ ç E B\dom 1. Como Çn -+ ç e l (ç,,) -t ç, mas ç � dom 1 ,  
este operador não é fechado. É um exemplo artificial, m as  ilustra a 
diferença entre operador linear limitado e fechado. • 

EXERCÍCIO 9.5.  Se N C B, mostre que T E B(N, B) é fechado se, e 
somente se, N é um espaço de Banach. 
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OBSERVAÇÃO 9.6. Se T E B(NI • B2) com NI C BJ , então sua única ex
tensão linear contínua T : NI -> �. definida no fecho de NI , é um ope
rador fechado (Proposição 9.4). Assim, vê--se que todo operador linear 
contínuo é "basicamente" fechado. e a artificialidade no Exemplo 9.5 é 
inevitável. 

Exemplo 9.7. [Fechado e Não-Limitado] Sejam CI [O, 1T) C C[O, 1T) (am
bos com a topologia da convergência uniforme) o subespaço dllS funções 
continuamente diferenciáveis em [O, 1T] e D : CI [O. 1T)-C[O, 11') , (D1/1) (t) = 
t(!'(t) . D não é contínuo, já que rf'n (t) = sen(nt)/n -+ O, enquanto 
(D1/1n)(t) = cos(nt) não converge uniformemente a zero. Contudo , este 
operador é fechado. De fato, se ti'n -+ t' e D�'n = 1/1� -+ :;, então, como 
05 limites são uniformes, 

t 9(S) ds = t lim rt·:. (s) ds = lim t 1/'� (s) ds = 1/1(t) - 1/1(0) . 
10 10 n-� n-x 10 

Assim, li.' E dom D = CI [O, 1T] e (Dt-·) (t) = :;(t) , para todo t, e D é 
fechado . • 

EXERCÍClO 9.6. A partír do Exemplo 9.7, mostre que se (1/1j)':=1 C 
CI [O, ,,) é tal que as séries 1jJ(t) = L;I 1!I) (t) e cp(t) = E;I 1/1j (t) con
vergem uniformemente, então 1/1 é continuamente diferenciável e cp = 1/1'. 

Exemplo 9.8. [Não-Fechado e Não-Limitado] Sejam dom T o conjunto 
das funções contínuas em Ll [-I,  1] e (T1/1)(t) = 1/1(0) , para todo t, como 
elemento de LI [- I ,  1) .  Este operador não é contínuo nem fechado, pois 
t,!'n (t) = e-lt lQ -+ O em LI [- 1 , 1 ) .  mas para todo n tem-se (T1/1n) (t) = 1, 
para todo t . • 

Teorema 9.9 (Gráfico Fechado) . Se T :  BI -+ B2 é um operador linear, 
então T é contínuo se .. e somente se, T é fechado. 
Demonstração. Uma das implicações no enunciado do Teorema do 

Gráfico Fechado já foi discutida anteriormente na Proposição 9.4; falta 
apenas mostrar que, sob taÍ5 condições, se o operador linear T é fechado, 
então ele é limitado : será utilizado o Teorema da Aplicação Aberta . 

Por hípótese Q(T) é fechado em BI x �, logo Q(T) também é um 
espaço de I3anach. As projeçães 1Tt e "2 (veja o Exercício 9.3) são am
bas Jinearp-s e contínuas. Além disso. "I é uma bijeção entre os espaços 
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de Bana.ch g(T) e B1 ; assim, pelo Teorema da Aplicação Aberta (Co
rolário 8.5) , sua inversa 7rl 1 : 8, � Q(T) é contínua. Como T é dado 
pela composição 

T = 7r2 0 7rl l , 

segue que ele é um operador limitado. • 

Exemplo 9.10. [Fechado e Não-Limitado] É essencial que a imagem do 
operador seja um espaço completo . O operador T-1 ; img T -+ I I (N) 
no Exercício 8. 1 possw gráfico fechado mas não é contínuo . •  

OnsERvAçÃO 9.11 .  Poderia-se imaginar que um operador linear não é 
fechado porque se tomou um domínio mwto pequeno, e considerando o 
fecho 9(T) em N1 x N2 obteria-se um operador fechado. Isto pode não 
funcionar, pois g(T) não é necessariamente o gráfico de um operador; 

veja o Exemplo 9.8 em que o ponto (0, 1 )  pertence ao g(T) , contudo não 
é da forma (0, 80) para qualquer operador linear 8. Os operadores T, 
para os quais 9(T) é o gráfico de uma extensão linear T de T, são 
chamados de operadores fecháveis e T é seu fecho. 

EXERCÍCIO 9.7. Seja E um subespaço de N1 x N2• Mostre que E é 
o gráfico de um operador linear se, e somente se, E não contém algum 
elemento da forma (0, 1)) , com 1) =F O. 

Definição 9.12. Se T, 8 são operadores lineares fechados em N, diz-se 
que T é 8-limitado se dom S C dom T e existem a, b � O de forma 

que I ITç l l  ::; a l lSç l l  + bllç l l , para todo ç E dom 8j o ínfinIo dos valores 

de a � O que tal relação vale é chamado de 8-limite de T (em geral b é 
função não-decrescente de a) . 

Em algumas situações este conceito permite tratar 8 como uma per
turbação de T, mesmo para operadores fechados não-limitados, como 
é o caso do conhecido teorema de Kato-Rellich. Segue uma condição 
simples garantindo que T é 8-límitado em espaços de Banach. 

Proposição 9. 13. 8e T, S são operadores lineares fechados em 8 com 
dom S C dom T e eXMte >. E te de modo que 8 - >.1 possm mversa 
em B(8) , então T é 8-limUado. 

Demonstração. Corno dom S C dom T e T é fechado, segue que 
T(8 - >'1)- 1 está definido em todo 8 e é fechado (verifique! ) . Assim, 
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pelo 'leorema do Gráfico Fechado, este operador é limitado � existe a � O 
de modo que IIT(S - À1)- I'l1l � aU,,1I para todo 'I E B-

Se � E dom S, então � = (8 - ..\1)- 1 '1  para algum '] E B;  portanto, 

'I = (S - ..\l)e e 

IIT� II � a l l'l l l  = all (S - ..\l)e l l  � allSe l l  + al..\1 l Ie II , 
para todo e E dom S, e T é S-limitado com b = a l..\ l . • 

EXERcíCIO 9.8. Se S é um operador linear fechado �ID B e T E B(B) , 
confinne que T é S-limitado e com S-Iimite zero. 

Notas 

A noção de operador rechado foi introduzida por J. von NClIIDann, por volta de 
\930. r ma deDlOllllt� de que o teorema da aplkat;ào aberta segue do teorema do 
gráfico fechado Bparece no Capítulo 23-

A introdução da norma do gráfico (Exercicio 9.9) pemlltc estudar operadores 
fecbadcs como limitados ( idéia de Fnedrichs), e isto é mais uma forma de se ver 
que no mundo dos operadores não-limitados os operadores fechados estão, de certa 
Dl8IIeIl8. pr6ximos dos contínuos. 

Se T é S-limitado também diz..se que T é relati\'I1IlIente limitado com relação a S. 
O Teorema de Kato-Rellich ê uma das principais ferramentas utilizadas para mostrar 
que certas perturbações de operadores outo-adjuntos cm espaços de Hilbert são auto
adjuntas: nesse contexto o conceito de operador relal.ivamente limitado, com a < 1, é 
fundamentaI [11my.,r (987)J, [de OJiwira (2009)J . 

Exercícios Adicionais 
EXERC"ÍCIO 9.9. Seja T : dom T c  81 .... Eh e col1llidere a norma do gráJico de T 

1 I�l1 r = n� 1I + HTell, e E dom T. 
Mostre que se T é fechado. eDtão (dom T. n · l Ir) é um espaço de Banach. 

EXERcíCIO 9.10. a) Se UI · iii é uma norma em X = B{}/, 8) para II qual (X, 111 · 1 1 1 > é 
Banach e ilTnlll ... O implica em conwrgência forte T .. .... O (veja II De6mção 14.5) .  
mostre que � ! . lN é equiwJeDle à norma usuaI de B(N. 8) .  

b) Verifique <Iue RI{la .. = max{I!{I I . IIT{!j } c, para todo p > 1 , 1iI{ lIIp = ( WI " + 
IITe li· ) I !v. são normas equivalentes a nOnDa do gráfico d(' T : dom T c N, - N2 • 

EXERcíCIO 9.11. !M!jam dom 'T c dom S 08 COl1junt08 das ç:' em L2 [_I ,  lJ satisrazendo. 
respecti\"BlJleDte. ri;(t) = O Duma vizinhança de zero � fÍ.'{t)/1 E L2 [- I ,  I J .  com 

1!Jit) (Tt')(t )  = (S\:,}(t) = -I- o V t E  [- I . I J ,  

para 1/.' D 06  domíllÍ<ll! apropriadoo. Moore que T não � feehaclo. ma.. q u e  S � um 
operador fio<:·hado. 
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Exr�Rcícro 9.12. Seju T : M ...... No um operador linear fechado. Demonstre que 
a) Se T - '  exi.t .. , então ele também é fechado. 

b) So 8 E B(NI , N.) .  entiio T +  S é ft'Chado. 

r) Se NI = N2 = N. para todo ), E F o núcleo N(T - ),1) é um subespaço vetorial 
fechado de N (T pode niio ser contínuo; compare com o caso em que ), = O e N2 = F: 
Exercício 4 . 1 1 ;  um caso mUlt.o simpl ... ê 1 :  (CiO, 1) ,  1 I · l Id ...... (C[O, I ) ,  U · 1100 »  

EXERCÍCIO 9.13. Mostre que o operador Identidade 

l ' (C [O, 1) ,  1 1 · 1 1" ...... (C[O, I ) ,  II · II� ) ,  .p ,.2... �" 
é fechado, contudo niio é contínuo. Conclua que (C[O, I ) ,  II · )I I )  não é completo (lembre 
que ""'" 1 = J: )"'(t ) )  dt c II 1 100 é a norma da cODvergéncia uniforme) 

EXERcíCIO 9. 14. Use o teorema do Gráfico Fechado para demonstrar o Corolário 8 5 

EXERCÍCIO 9.15.  Mostre que o operador lmear T :  dom T ..... C{O ,oo) ,  com 
dom T = {1/J E erO. oo) . 3A > ° com )1I'(t» )  :::: A.J( I  + tO) , Vt � O} 

(s > O fixo) , (T.jJ)(t) = t''''(t) ,  é fechado e não-limitado. 

EXERCÍCIO 9.16. Use o Teorema do Gráfico Fechado para mostrar que se T : 1"(N) ......" 
1 :::: P :::: 00, é linear e comuta com o operador shut 8({" e,, " ' ) = (O , {I . {2 , "  ) . 
então T é limitado. 

EXEnCÍCIO 9.17. Sejam T, 8 operadores lineares fechados em B com dom 8 C dom T; 
considere dom S com a norma do gráfieo (Exercício 9.9). Mostre que T é S-hmitado 
se, e somente se, T ,  dom 8 ...... B é luDitado. 

EXERcíCIO 9. 18. Se T, 8 são operadores lineares fechados em B com dom S C dom T, 
mostre que T é 8-limitado se. e 50mente se, existem c, d :2: O de modo que nT{1I 2 :::: 
c2 1181; 1 I 2 + d2 ) ).';1 I2, para todo I; E dom 8. Verifique também que o ínfimo dos valores 
de c :2: ° que tal rclru;iio vale comclde com o 8-linúte de T 

EXEncíclo 9.19.  Se T. S são operadores lineares fechados em N e T é S-limitado 
com S-limite h, mostre que se h < 1 entiio T é (T + S)-limitado com (T + 8)-limitc 
h/( 1  - h) .. Concilia qlle se h < 1/2. cntão O (T + S)-limite de T é meno\' que 1 .  



Capítulo 10 

Teorema de Hahn-Banach 

�est .. Capítulo será dÍSl'utido o Teoremll de Halm-BlUl8clI. Aplicações im
portantes. como a na<;ão de operador adjlUlto e con\"l'xgêndas frllCllS estarão 
pm;entes em Capítulo.; posteriol"l'S. formando um dos principais conjuntos de 
resultado> eru Awili<e FUnCionai. O teorema de Hahn-Banach é um resultado 
sobre exteIl!>Õt's. de funcionais definidos em subespaços. a todo espaço \"etorial; 
\lOte que nenhuma topologia é citada. FuturaJllente. esse teorema permitirá res
ponder afirmati\"lIIJlente >IS seguintes questões: Em qualquer espaço nonnado 

existem funcionais lineares contínuos nào-nulo.;? ExiJ;,telll em número sufici
ente para dIStinguir os pontos desse espaço'? Existe um funcional contínuo 
(não-nulo) que se anula num subespaço fechado (próprio) dado? 

A demollStração do teorema de Hahn-Banach será objeto do próximo Capí

tulo. l'ma ferramenta importame neste contexto. a qual trata de famílias de 
infinitos conjlmtos. é o Lema de Zom . 

10.1 Lema de Max Zorn 

Definição 10. 1 .  Uma ordenação parcial llum conjunto X é uma relação 
binária -< em X que é reflexiva (� -< �. V� E X),  transitiva (� -< 1] e 
1] -< ( � t;  -< () e antisimétrica (� -< 1] e '1 -< � � � = 1]) .  

OBSERVAÇÃO 10.2. a) O termo �parcial" aparece porque pode haver 
elementos qlle não são comparáveb de acordo com a ordenação -< dada. 
b) Se -< é uma ordenação parcial em X. então (X, -<) é dito ser UIl1 
conjrmto parcialmente ordenado. 
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Definição 10.3. Um conjunto totalmente ordenado é um conjunto par
cialmente ordenado !lO qual quaisquer dois elementos são comparáveis 
de acordo com a ordenação parcial dada. 

Definição 10.4. Seja (X, �) um conjunto parcialmente ordenado. 
< E X é um elemento maxÍmal em X se para todo e E X com < � ç, 
segue-se que e = ç. Um elemento 71 E X é um limite superior de Y C X 

se e � 71, para todo e E Y. 

o próximo exemplo, bem como pequenas variações, é padrão e um 
ótimo guia para fixar as definições acima. 

Exemplo 10.5.  Denote por P(X) o conjunto das partes de X. A 
inclusão de conjuntos, ou seja, se A, B E P(X), então A � B se, e 
somente se, A C B, define uma ordenação parcial em P(X) . O único 
elemento maximal de P(X) neste caso é X . •  

Exemplo 10.6. O conjunto dos números reais ]R com a ordenação usual 
:5 é totalmente ordenado; note que neste caso ]R não possui elemento 
maximal . •  

Axioma 10.7 (Lema de Zoro) . Um conjunto não-vazio parcialmente or
denado, no qual todo S'lJ.bconjunto totalmente ordenado pOSSUI um lImite 
sUperior, pOSSUI um elemento maximal. 

OBSERVAÇÃO 10.8. O termo "Lema" aparece apellas por razões histó
ricas. O Lema de Zoro é equivalente ao Axioma da Escolha, o qual 
para muitos é intuitivamente aceitável, pelo menos em contraste com 
o Lema de Zom. O produto cartesiano de uma família qualquer de 
conjuntos {XtheJ , denotado por TIteJ X" é o conjunto de funções 

t/J : J -+ UteJ Xl com t/J(t) E XI para todo t E Jj cada t/J é também 
chamada de função escolha. O Axioma da Escolha foi proposto por 
E. Zermelo no início do século XX e diz que "O produto cartesiano de 
uma família qualquer de conjuntos não-vazios é não-vazio." Em 1963 P. 
J. Cohen demonstrou que este axioma é independente dos outros axio
mas da Teoria dos Conjuntos. A noção de produto cartesiano de uma 
família arbitrária de conjuntos aparecerá em outras ocasiões ueste texto. 

O próximo resultado exemplifica como é normalmente aplicado o 
Lema de Zorn. 
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Proposição 10.9. Todo espaço t'l.'torial não-tritrial (ou seja. que C07ltém 
pelo menos um elemento não-nulo) possui uma base de Hamcl. 

Demonstração. Sejam X ::j: {O} um espaço vetorial {' F a ('olcção 
de todos subconjuntos linearmente independentes de X .  EvidE'ntE'mente 
\-' f:. 0 e a inclusão de conjuntos definE' uma ordem pardal E'm l' . A 
união de todos elementos num subconjtmto totalmente ordenado de V 
é seu limite superior (o qual é linE'armE'ute indepE'ndE'nte; verifique!) .  
PE'lo LE'ma de Zom. V possui um E'1E'mento maximal M. Será verificado 
que AI é uma base de Hamel de X. 

Denote por W = Lin(M); é claro que W C X. Se IV f:. X existe 
O -! � E X\ll' e M U {ü seria um conjunto linearmente independente 
(verifique!) contendo propriamente M, o que contradiz sua mnximali-
dade. Portanto, Ir = X e .u é uma base de Hamel de X. • 

10.2 Hahn-Banach 

Como é tradicional, serão apresentadas duas versões do teorema de 
Hahn-Banach, uma para espaç.os vetoriais reais e outra para complexos; 
observe que várias de suas aplicações, garantindo a existência de ex
tensões de funcionais lineares contínuos em espaços normados, também 
são comumente referidas como Hahn-Banach. Será importante o con
ceito de funcional sublinear. 

Definição 10. 10. Um funcionaI sublinear no espaço vetorial X é uma 
aplicação p :  X -- iR que satisfaz. para todos � , ." E X, 

p(� + .,,) :::; p(�) + p(.,,) (subaditividade) 
p(a{) ap({). a � O. 

Exemplo 10. 11. Urna norma, bem como uma seminorma. num <'Spaço 
vetorial é um fundonal sublinear . •  

Teorema 10. 12 (Hahn-Banach real ) .  Sejam X um espaço vetonal real 

I' p : X - iR um funcional sublinear. Se f : Z ..... iR é um func�onal 
lmtar defimdo nf) hube.spaço Z C X que é dominado por p, o u  .�eJa. 

f«() :s p(() . \te E z. 
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então / pos8ui uma extensão linear F : X ..... R que também é dominada 
por p, ou seja, 

F{�) � p{�), 'V� E X. 

F é chamada de extensão de Hahn-Banach de f. 
Teorema 10.13 (Habn-Banach complexo) . Sejam X um e.spaço vetorial 
(real ou complexo) e p : X ..... [0, 00) satisfazendo 

p(� + 71) 
p(a�) 

� p{e) + p(.,,) , 'V�, ,,, E X, 
lalp(e) ,  Ve E X, a E r. 

Se / : Z ..... lF é um funciona/ linear definido no subespaço Z C X (X, Z 
e f sobre o mesmo corpo) com I J(Ç) I � p{(), V( E Z (t. e.,  f é dommado 
por p), então f possui uma extensão linear F : X ..... F dominada por p, 
ou seja, 

!F(e) I � p(e) ,  Ve E X. 

F é chamada de extensão de Hahn-Banach de f.  

OBSERVAÇÃO 10.14. a) Note que o Teorema 10.13 aplica-se também ao 
caso de funcionais reais. 
b) Na versão real do Hahn-Banach o funcional p(e) não é necessaria
mente positivo para todo e; veja o Exe.rcício 10.6. 

c) O ponto principal do teorema de Hahn-Banach não é a simples exis
tência da extensão do funcional linear, mas sim a existência de uma 
extensão linear dominada por p. Por exemplo, se {e,} é uma base de 
Hamel de Z e {ej }  U {gk} uma base de Hamel de X, então para qual
quer coleção de escalares {ad o funcional F definido por (as somas que 
seguem são finitas) 

é uma extensão l inear de f a todo X. 

Uma eOIlsequência importante do Teorema de Hahn-Banach é a exis
tência de extensões limitadas de funcionais limitados definidos em sub
espaços de espaços vetoriais normados. Algumas vezes este resultado é 
enunciado como "Teorema de Hahn-Banach" . 
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Corolário 10.15. Seja M um subespaço de N (ambos SOb1'f o mesmo 
corpo). Então todo I em M' , o dual de M, posb"Ui uma f".xtensào F E N' 
com IIFII = 1 1/ 11 ·  

DemODStração. C.onsidere o funcional p : N ..... R. ,  p(e) = 1 I/ 1 1 1 1{ 1 I , o 
qual satISfaz I/(q) 1 :5 p(q), para todo '1 E /ii. Pelo teorema de Hahn
Banach existe uma exten.são F E N' de I com IF({) I  :5 p({) = I I/ I I I I{ I I , 
para todo { E Nj disto segue que IIFI I  :5 1 1/ 1 1 . Como F é uma exteusão 
de I tem-se 1 1/ 11 :5 I IFIl e, portanto, 1 1/11 = I !FII · • 

Exemplo 10.16. Em yl com a norma 

considere X = Lín({ ( I , l ) } ) ;  então o fW1cional I : X ..... r, dado por 
1({h {l ) = �1 possui as extensões g(�l ! �) = �1 e h(�I , {2)  = 6 satisfa
zendo as conclusões do Corolário 10. 15. Compare com o Exemplo 1 1 .5 .  
Veja as Notas no Capítulo 1 1  para uma observação sobre a unicidade da 

extensão de Halm-Banach . •  

Exemplo 10.17. No caso complexo, tem-se que as conclusões do Coro
lário 10. 15 podem não valer se o subespaço vetorial M for real. 

Dado um espaço nonnado complexo .N de dimeusão infinita, cousi
dere uma sequência (�l .  T/2. I/3, ' "  ) normalizada e linearmente indepen

dente neste espaço. Agora, para j � 2 defina 

e note que (�l !  (2, <3. ' . .  ) também é normalizada e linearmente inde
pendente. No que segue rr (Jj sempre denotarão números reais e serão 
construídas sequências (9j)�1 e (�J := eolJJ (J )�I ' sendo 91 = O e (1 = �1 .  
de forma que para todo n seja satisfeita a condição chave 

Supondo construídas tais sequênCÍIUI, sejam M o subespaço vetorial 

obtido pelas combinações lineares reais de (�j )�1 e I :  M -'> IC dado por 
fh�1 + r2�2 + . . .  + rn�n) = rI ; então, f é linear, pela condição chave 
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lI i l l � 1 e como i(çd = 1 segue que IUI I  = 1. Contudo, se F : }/ ..... C 
é uma extensão linear complexa de i, tem-se que 

'Vj � 2, 

e F nào é limitado. Portanto, todo espaço nonnado complexo, de di
mensão infinita, possui um subespaço vetorial real sobre o qual existe 
um funcional linear limitado que não possui extensão linear complexa 
limitada para todo espaço. 

Resta construir (9J )�2 e verificar a condição chave, o que será 
feito por indução. Essa condição é trivial para n = 1; supondo que 
91 , . .. •  , 9n- l  (e logo Çl , · · ·  , çn-d já foram encontrados, seja An a região 
do plano complexo dada por Z E C de forma que existam r2, ' • •  , rn-l 
com I IÇl + r2ç2 + . .  · + rn-IÇn-1  + z(n ll < I ,  a qual é um conjunto aberto 
e convexo; como a origem não pertence a An, segue que existe uma reta 
{z(r) = reiO" : r E lR} em C, determinada por algum 9n fixo, cuja in
tersecção com An é vazia (logo, sobre essa reta a desigualdade anterior 
não se aplica) . Definindo Çn = e,o" (n , tem-se que ,·e'8R(,. = rçn. Assim, 
se rI = O a condição chave é trivial, e se rI #- O, denotando-se Sj = rJ /rl 
tem-se, pela construção de 9n , que para todos r2, · · ·  , rn vale 

o que é a condição chave para rI #- O. • 

EXERCÍCIO 10.1.  Verifique que a região An , no Exemplo 10. 17, é con
vexa. 

Notas 
A demonstraçiio ele Paul J Cohen. de que o Axioma da Escolha é independente 

dos outros axiomas ele Zcrmelo-Fraenkel da teoria dos conjuntos (inclUindo a hipótese 
do continuo), Coi cl'luncíoda .. m dois trabalhos, The IndependcoC!e of tbo Cootinuum 
Hypothesis, Pme. Nat . MacI. Sei . U.S.A. 50, ( 1963) 1 1 43- 1 148 e The lndependcnce 
01 lhe Contmuum HlIV01heJ/is. II ,  Proe. Nat. Acad . Sei. {j S.A. 51 ,  ( 1964) 1�1 10. 
lIá mna c.QlIstruC;iio famosa (a qual aparece na maioria dos textos sobre Medida e 
Integraçiio) de conjllntos niio-mensnrávcis Lebesgne. dl!Vido à Vitali. que faz uso do Axioma da E4fcoLhl\; se não se snpõe válido este "axioma" , R. Solovay mostrou que há 
um modelo de Matemática 110 qual todo subconjunto de R é mensurlÍvel Ll'besgue. Um 
excelente tratamento a respeito do Axioma da Escollia e snas principais equivnlêneills 
aparoce no livro S.- y. T. Lili e Y.-F Lin, "Set Theory: ao IntuitÍ\1l Approach" , 
Boston, Hought.on Mimin Compaoy, 1 974. 
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Poderi_ imagmar que sempre cxlstem funcionais lineares continuos (nAo-nulos), 
em e&paç05 vet.oriais, caso as operações de solna de vetares e multiplicação por e3-
calar Cassem cootíuuas no topologia dada. ou seja, nos chamados EI,-paços Vt'toriai� 
'Ibpológl<'Ob; como afirmado no início dl!Stt' C.apítulo e demoIlStrndo no Capítulo 12,  
isto é verdadeiro em espaços uormados. nUlS pode não ser em geral. Em 1 94 1 ,  La 
SaUe (Pseudo-Ncwmed Llnmr Space.., Duke Math. J.  8. 131  135) mostrou que tais (UncIOUlllS existem se, o somente se, o espaço possui um aberto, ronteodo o origem, 
convexo e distmto de lodo espaço; um ano antes .. M. M. Day, Til" Spares LP wilh 
0 <  p < I, BuU. Amer. Math. Soe. 46, (1940) 816-823. Já havia mostrado que o único 
funcional linear contínuo em LP. com O < p < 1. é o funcional nulo. 

Neste pouto é uatural indagar sobre a existência de extensões lineares contí
nuas (pre5Cl'\'IUldo norm8S). do operadores lincnros coutínuos, deCimdos em subospaços 
vetorUus próprios de N. com , ... 10"", em • \/a. Se Na = F é o Teorema de Hahn
Banach' em [Nnchbin (1950)] aparece uma interessante caracterização, no CIlS() real, 
dos espaços em que existem essas extensões, em termos de propriedades de int.ersecção 
de bolas (veja J. Mira, .4 unüied approach lo the ext"llSion probJem for normcd spaccis, 
BoU. (;n .  Mat. ltal. A 6 I. ( 1982) 225- 232, para uma adopt.u;ão desse resultado de 
Nachbin, em que se supõe que os espaços em'Olvidos são de Bnnach sobre corpos mais 
gerais).. Existem dJscussões específicas se dimN2 < 00 ou se 1'11 é wn espaço de 
Hilbert (consulte os comentários sobre o Capítulo 1 em [Brezis ( 1983)]) .  A versão complexa do Teorema d e  HaIm-Banach fot publicada em 1938 no traba
lho de H. F. BohnenWI1St e A. Sobczyk, Eztensions of Functionals aR Complex Lllloor 
Spaces., BnIl. Amer. Math. Soe. 44. 91-93. a construção no Exemplo 10.17 também 
apareceu nesse trabalho. Finalmente. lima descrição detalhada e alual do Teorema de 

Habn-Banach e generalizações podem ser encontradas no belo artigo [Buskes (1993)] 
(agradeço ao Prof. Buskes por me enviar uma cópia de seu trabalho) . 

Exercícios Adicionais 

EXERcíCIO 10.2. Mostre que o conjunto dos números complexos C torna-se parcial
mente ordenado com a relação ç -< 'I se Re ç $ Re 'I e 1m ç :s 1m 'I. 
EXERCíciO 10.3. Mostre que um conjunto parcialmente ordenado (X, -<I pode ter no 
máximo UDl elemento lJlÍJIimo, ou seja, um 'I E X satisfazendo 'I -< ( . para todo ( E X. 
Idem para elemento máximo (definição por conta dos leitores). 

EXERcíCIO 10.4. Use a Proposição 10.9 para mostrar que todo espaço vetorial X 
adlDlte uma norma. 
EXERCÍCIO 10.5_ Este exercício indica como ordenações podem se relacionar com o 
Axioma da Escolha, numa tentativa de deixar o Lema de Zorn mais l\Ct!itável (para 
os "pedestres", como dizem alguns autores). Um conjunto totalmente ordenado X é 
bem-ordenado se todo 0 � A C X conlém um elemento DÚnimo em A (veja o Exer
cício 10.3). O Lema de Zorn é também equivalente ao Teorema da Boa Ordenação 

de Zermelo! "Em todo conjunto CXJSte uma ordeoação que o torna bem-ordenado." 

Use a segwnte construção para mostrar que disto segue o Axíoma da Escolha: Dada 
uma Camain de conjuntos nào-vuios {X' }' E J ,  seja X = U,cJ X" o qual pode ser 
bem-ordenado com -<; mostre que ",(t) dada pelo IJlÍJIÍlno elemento de X" com essa 
ordenação -<. lo wna função escolha para {X, he J .  
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EXERCíCIO 10.6. Mostra que p , lOO(N) (reaI) - R definido por 

p({) = lim sup {n , n _ oo  
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sendo e = (e. ,  6, {J , ' "  ), é um funcional sublinear, Note que este é um exemplo em 
que o funcional sublinear p noo é sempre positivo, 

EXERCÍCIO 10.7. Seja p como no Teorema de Hahn-Baoach complexo.. Mostre que 

EXERCÍCIO 10.8. Mostre que se um funcional sublinear num espaço normado N é 
contínuo em e = O, então ele é contfnno em todo ponto de N. 

EXERCÍCIO 10.9. Se o espaço normado N I- {O} (ou seja, é não-trivia\), mostre que 
seu dual N' #' {O} 

EXERCÍCIO 10.10. Verifique as seguintes propriedades do funcional sublinear p , 
X _ IR  a) p(O) � O: b) max{p({),p(-() }  � O, V{ E X: c) q({) = sUPI<> I=I P(a{) é 
uma seminorma; d) se {Pi } é uma família de funcionais sublineares em que {Pi le)} é liDlltado para cada e e x. então p({) ',= SUPj p} ({) também é um funcional sublinear. 



Capítulo 1 1  

Demonstração do Teorema 

de Hahn-Banach 

Este Capítulo destina-se à demOlb·tr'lÇão do Teorema de Hahn-Bauach . Inicl
alment!' será demoru;trada a wl":x"io real. " qual será utilizada 111\ demon�t.rru;iio 

da wrsào complexa A ponHo ('utre "",',as duas \'eJOÕes será feita por um lema. 
o qual relaciona funciouai!; complexos com reai� e possui interesse próprio. 

Demonstração. [Hahn-Banach (real)] Seja G = {gd a coleção de 

extensões lineares 9t ; ZI -+ LI{ de f (com Z C Zt C X, VI) que satisfazem 
gl ([;) � pro em seus respectivos domínios Zt - Como f E G segue 
qUe G # 0 e é parcialmente ordenado. em que se define gt -< g. se 
Zt C Zs e gt (�) = g., (�) para � E Z/ . Se {gdtEJ é IUIl subconjunto 
totalmente ordenado de G. então A = UtEJ Zt , �ndo que a união de 

uma família crescente de subespaços vetoriais é também um subespaço 
vetoriaL e 

g :  A -+ IR. g(�) := 9/ (�) se � E Zt , 

está bem-definido e. aiuda. g((l s: p(�) , para todo � E A. Como para 
todo t E J tem-se 9t -< g. coucJui-&(' que cada famma totalmente ord('
nada em G possui um limite superior e. pelo Lema de Zom, G possui um 
elemento maximal F defi!Údo em Xo C X satisfazendo F(�) s: pro se 
� E Xo. Em seguida será mostrado que Xo = X. pois de outra maneira 
encontraria-se uma contradição com a maximalidade de F.  

Se  Xo = X não há mais o que demonstrar, assim suponha que exista 
O # " E X\Xo, Basta demonstrar que neste caso existe uma exteIlsão 
linear F de F ao espaço vetorial Y = Lin( Xo u { ,, } )  com F s: p. 
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Denote por F uma extensão linear qualquer de F a Y (que sempre 
existe, bastando atribuir um valor qualquer a F(7])) .  Como cada e em Y 
pode ser escrito na forma e = (+Q7}, para algum o: E IR e ( E Xo, tem-se 
que para cada elemento e E Y 

F(ç) = F«( + 0:7]) = F«() + o:F(7]) , 'rI( E Xo, o: E IRi 

a tarefa agora passa ser a de mostrar que se pode escolher F(7]) de forma 
apropriada (veja a Observação 10.14) , ou seja, que satisfaça F :5 p. Para 
quaisquer (I , (2 E Xo tem-se 

ou ainda, 
F«(I ) - p«(1 - 7]) :5 p«(2 + 7]) - F«(2)' 

Portanto, existe À E lR de maneira que 

Usando a construção acima, defina F : Y ...... IR, extensão linear de F 
com F(7]) = À. Para verificar que para todo e E Y tem-se F(e) :5 p(e) , 
será usada novamente .. representação ç = ( + 0:7]. Se o: > O tt'm-se 

F(e) = F«() + oÀ :5 F«() + o: [p (! + 7]) - F (!) ] = p«( + 0:7]), 

enquanto para o: < O (note que o caso o: = O é trivial), 

F«( + 0:7]) F«( - 10:17]) = F«() - lo:lÀ 
:5 F«() - 10:\ [F«(/\o: l ) - p«(/ \o \ - 7])] 
= \o: lp«(/ \o \ - 7]) = p«( + 0:7]) .  

Portanto, F(ç) :5 p(e) para cada e E Y, o que contradiz a maximalidade 
de F se Xo 'Í' X, demonstrando o Teorema 10.12. • 

Note que a demonstração acima no caso real utiliza a ordenação 
em a, urna estrutura que não está presente em C. 

Definição 1 1 . 1 .  Um Funcional linear real num espaço vetorial complexo 
X é um funcional h : X -+ IR que satisfaz h(e + 7]) = h(e) + h(7]) e 
h(o:ç) = oh (e) para todos ç, 7] E X e o: E lR. 



78 [CAP u, DEMONSTRAÇÃO DE HAHN·BANACH 

EXERCÍCIO 11 .1. Se ;: = x + iy é um número complexo, verifique que 

z = Re z - iRe (u:) .  
Lema 11 .2. Seja X um espaço vetorial complexo , 

I,) Se h : X -+ R é um funclOnal lmear 1'001, então I : X --> C, 

I(�} = h({} - Ih(i�} ,  { E X, 
é um funcional linear complexo. 

ii..) Se I : X -+ C é um funCional linear complexo, então existe um 
funcional linear I'eal h : X --> R de lorma que 

I(�) = h(�} - ill (�), � E X. 

Em ambos os cosos tem-se h = Re f. 
Demonstração. A motivação para a construção nesta demonstração 

vem da seguinte observação. Se 9 : X ..... C é um funcional línear, então 
g(.{) = Re g(�) + ilm g(�) = ig(�} = iRe g({) - 1m g({), ou seja, vale 
a relação 1m g({) = -Re g(�). 

I. Dado o funcional linear real h defina I : X --> C, I({) = h({) - ih(ie) . 
Para mostrar que I é linear complexo basta verificar que I(i{) = i/(�) , 
já que h é linear real. ExpliCitamente, 

I(�) = h(ie) - íh( -{) = h(i{) + Ih({) = i/(e) · 

ii. Dado o funcional linear complexo I, seja h = Re I, o qual é clara
mente linear real; usando a motivação acima, 

1m I(�) = -Re I( ,e) = -h(ie) , 

e segue que I(�) = h(�) - ih(I�) . • 

Demonstração. [Hahn-Banach (complexo)] Seja h = Re I, o qual é 
um funcional linear real em Z. Assím, como 

h« ) ::; I/« ) I  :5 p« ) ,  ( E  Z, 

vem do Teorema de Hahn-Banach real (se X for complexo, considere 
X e Z restritos à multiplicação por escalares reais, o que os tornam 
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espaços vetoriais reais) que existe uma extensoo linear real H : X ..... li 
de h com H(�) :5 p(�) , para todo � E X. Se f é real a demonstra
ção já terminou. Suponha então que f seja complexo; pelo Lema 1 1 .2, 
f«() = h« ) - ih(i().  

Defina F : X ..... C por F(�) = H(�) - zH(i�) , que claramente 
estende f e, pelo Lema 1 1 .2, é linear complexo. Falta apenas mostrar 
que IF(�) I :5 p(e ) .  Ve E X. Se F(e) = O isto é claro, pois p(�) � O. Se 
F(e) '" O, então existe O :5 (J < 27T de forma que F(e) = e08 lF(e) ! ; pela 
linearidade de F vem que 

e o Teorema 10 .13 fica demonstrado. _ 

Agora será discutido algo sobre a unicidade da extensãD de Hahn
Banach. 

Exemplo 1 1 .3. Sejam Z um subespaço do espaço vetorial X, e p, f : 
Z -+ C, como no Teorema de Hahn-Banach. Se existem duas extensões 
distintas de Hahn-Banach Fo, FI : X ..... C de I, então para qualquer 
s E [O, 1) considere o funcional F. dado por 

Note que F. é linear e para todo ( E Z tem-se 

F.« ) = sFI « ) + ( 1  - s)Fo« ) = sl«() + (1 - s)/« ) = I« ) , 

e logo F. é uma extensãD linear de I. Já que !Fo(e) ! :5 p(e) e IFI (e) ! :5 
p(e), segue que 

e F. é de fato uma extensãD de Halm-Banach de I para cada s E [0. 1 ) .  
Portanto, existem infinitas de tais extensões. • 

Um espaço normado é estritamente convexo se U (e + 71)/2 1 1  < 1 para 
todo e '" 71 com ue ll = 1 1 71 1 1  = 1 ;  lP(N) é estritamente convexo se, e s0-
mente se, 1 < p < 00 (veja o Exercício 1 1 .9); os espaços de Hilbert, dis
cutidos no Capítulo 17 ,  são destacados exemplos de espaços estritamente 
convexos. Do ponto de vista geométrico. N é estritamente convexo se o 
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ponto médio de qualquer segmento linear ligando dois pontos distintos 
da esfera unitária S(O; 1) está no interior da bola unitária 8(0; 1 ) ;  de 
fato, o raio unitário é imaterial e tem-se inte.rpretações similares para 
qualquer esfera S(O; r). 

Proposição 11.4. Se N' é estritamente convexo, então toda extensão 
linear de Hahn-Banach que preseroa norma (como no Corolário 10. 1 5) 
é única. 
Demonstração. Se ,\-[ é WIl subespaço de N e I E }.f*, sejam FI , F2 E 

N· duas extensões de I que preservam norma. Como (F, + F2)/2 E N* 
é lima outra extensão de I. tem-se que 1 1/ 1 1  $ I I (F, + F2)/2 1 1 . Agora, 

I I � (F, + F2) 11 $ � ( l lFdl + 11 F2 1 1 )  = 1 1 / 1 1 , 

de forma que n (F, + F2)/211 = 1 1/1 1 . ou seja. (F, + F2)/2 também preserva 
a norma de I. Sendo N* estritamente convexo, segue que FI = F2. • 

Exemplo 1 1.5. Seja N = II? com a norma euclidiana, a E IR, Z = 
Za := ( (�" �2) E R2 : �2 = �d, e o funcional linear I :  Za -+ IR dado 
por 

Note que 1/(�1 o �2W = 1{, 1 2 = r.t.;, 1I (�" �2) 1 I2 , de forma que 1 1 / 1 1  
1/1f+ã'l. Seja F : )t2 ...... IR uma extensão de Halm-Banach de I como 
no Corolário 10. 15. Será argumentado que tal extensão é única e F será 
encontrada explicitamente; compare com o Exemplo 10. 16. 

Escreva c = F(I ,  O) ,  d = F(O, I ) ,  e note que F(�" �2) = �l + d{2. 
para todo ({t . �2) E R2• Cada extensão é descrita por um par c, d con
veniente. Como F é uma extensão de I, tem-se que 

o que resulta numa primeira equação c + ad = 1. Como 1 1F 1 I 2 = él + rP 
é igual a 1 1/11 2 = 1/( 1  + a2), uma segunda equação él + rP = 1/( 1 + a2) 
é obtida. Agora, essas equações juntas possuem apenas uma solução 

1 c =  1 + a2 '  
a d = -1 2 ' + a 
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e assim 
( ) 

�l a �2 
F �l t 6 = 1 + a2 + 1 + a2 ' 

o qual é a única extensão de Hahn-Bana.ch de I. No caso a = O, a única 
extensiD de Hahn-Banach é simplesmente F(çl t �2) = �l • •  

Exemplo 1 1.6. Seja N = C[-l ,  1 ) ,  M o  8ubespaço de N das funções 

constantes, e 1 : M -+ C o funcional contínuo 1("") = ",,(O) , para todo 
"" E N. Então, para cada to E [-1 , 1) fixo, o funcional Fto : N -+ C, 
Fto ("") = ",,(to) ,  é uma extensão linear de 1 com I lFto ll = 1 1 / 11 = 1 . 
Logo, neste caso, 1 tem infinitas extensões (como no Corolário 10. 15) 
de Hahn-Banach distintas e parametrizadas por to. • 

Notas 

A versão complexa do Teorema de Habn-Banach surgiu aproximadamente uma 
década após a versão real. O resultado no caso real foi de Habn em 1927 e, de 
forma mais geral, devida a Banach em 1929 (o qual aparentemente desconheaa o 
trabalho de Habn); muito embora, de fata. uma primeira versão tenIla aparecido num 
trabalho de Helly em 1922; veja [Hochstadt (1979)]. Nesse trabalho Banach usou o 
funcional sublinear p, uma contribuição importante para o desenvolvimento da teoria 
dos espaços localmente convexos. 

Hahn-Danach não se refere à urucidade da extensão; de fato. em geral não há uni
cidade, como dISCutido em R. R. Phelps. Uniqueness 01 the HoIm-BafUJCh e:ttenstODS 
and "nique best approximtJtion, Trans. Amer. Math. Soe 95, ( 1960) 238-255. Em S R Foguel, Ou a theorem 01 A. E. Taulor, Proc. Amer. Math. Soe. 9 ( 1958) 325, 
concluiu-se que num espaço normado .N toda extensão de Hahn-Banach que preserva 
norma (veja a Proposição 1 1 .4) é única se, e somente se, seu dual N' é estritamente 
convexo. 

Exercícios Adicionais 

EXERcíCIO 1 1 .2. Demonstre o Corolário 10.15 no caso em que N é separável, sem 
usar o Lema de Zorn. 

EXERcíCIO 1 1.3. Se X é um espaço vetorlal real e p : X - R um funcional sublinear, 
mostre que para cada fi E X existe um funcional boear I , X ..... R que sntÍ8faz l(fI) = P(fI) e fIe) � pIe) , ve E X .  Enuncie e demonstre uma versão deste resultado 
no caso em que X é complexo. 

EX.ERcíCIO 11 .4. Verifique que toda seminllrma num espaço normado é um funcional 
sublinear. Vale a recíproca? 

EX.ERCíCIO 11.6. Se p : .N  ..... IR é subnditivo (p«( + fi) � pIe> + p(,,». mostre que se 

pIe) � O para todo e E .N com l Iel l � r > O, então pIe) � O para todo ( E N 
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EXERcíCIO 11.6. Sejam .�. um espaço normado complexo e h ; N --- R um funciouo.! 
linear real limhado. Mostre que I :  N - C, dado por f({) = h({) - ,h(i() ,  pertence 
ao dual de N e "III = 11 " 1 1 . 

EXERCÍCIO 11 .7. [Versão do Trorenla de Habn-Banach renlj Sejam X um espaço 
""torial real, Y om subcspaço de X e C um cone posiljl'Oem X (ou seja, (� +Ij),  � E C 
se �, Ij E C e t � O), de CorOla que para cada { E X a.'<ista 'I E )r com (Ij - {) E C. 
Suponha que I :  Y - I.  é um funciono.! linear coln 1('1) � O se Ij E (C n n .  Defina 
p :  X - R por p({) = ilú{f(IJ) '1 E I ', (Ij - {) E C} Verifique que p é um funciono.! 
sublinear e demonstre que existe um funCIOnai linear F : X - R que estende I 
e F({) � O se { E C. 
EXERdctO 11.8. Sejam N" N2 dois es� normados niio-triviais. Use o Teorema 
de Hanh-Bauach para mostrar que se qualquer operador linear limitado c não-nulo 
T : N, - N2 é sobrejetor .. então dimN1 = 1 .  

EXERcíCIO 11.9. 17se 8 desigualdade de MinkO'l\'Ski para mostrar que /P(N) é estri
tamente convexo se, e somente Si", 1 < p < )() . 

EXERcíCIO 11.10. Mostre que se existem duas extensões distintas de Habn-I3aoach 
de I E M",  como no Corolário 10.15. então existem infinitas de tais extensões que 
preservam 8 norma de f. 

EXERCÍCIO 11.11. Sejam AI = {{ E / I (N) : &} = O, li] E N} e O # f E M".  Use 
que / I (N)" = /"' (N) (veja a Proposição 13.4) para encontrar explicitamente mfinitas 

extensões Iineares de f que preservam norma (como no C.orolárlo 10 . 15) .  



Capítulo 1 2  

Aplicações d o  Teorema de 

Hahn-Banach 

Neste e nos próximos Capítulos serão discutidas aplicaçiiel; importantCl> do Te

orema de Hahn-Banach, algumas delas confundidas com o próprio Teorema de 
Halm-Banach na literatura. Nos Capítulos anteriores apresentou-SI' esse teo
rema como um resultado de extensão; agora as aplicações referem-SI' prmcipal

mente aos espaços duais e separabilidade. Com tais ferramentas Sl'rá possível 

dIscutir algo da interação entre os e&PI1l<'OS normados e Sl'US duais equipados 

com topologias apropriadas. 

o próximo resultado será utilizado repetidas vezes no texto. 

Teorema 12 .1 .  SeJam ./ll um espaço normado não-trivial e ./11* seu 
espaço dual. Então: 

t.) Se O =/: e E ./II, então enste I E ./II* com I(e) = l Ie l l e 1 1/ 1 1  = 1 . 
zi.) Se 11 e e são elementos dzstintos de ./ll, então existe I E ./II* de modo 
que I(e) =/: 1(1}) (sep<lm pontos). 
zu.) Se e E ./II satislaz I(e) = O, para todo I E ./II· ,  então e = o. 

w.) Se e E ./II, então 

DemollstrllÇão. z.) Basta aplicar Hahn-Banach sob as seguintes condi
ções. O funcional sublinear é p : ./II -+ ]R dado por p(I}) = 1 111 1 1 ; o 
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subespaço Z = Lin( {ü) e o funcional linear 9 : Z -+ F definido como 

g(o�) = o l l� lI ,  para todo o E F. 
ti.) Se � # 1/, então � - 71 # O, e pelo item I.) acima existe f E N* 

de forma que O # I(� - 71) = I(�} - 1(1/)· 
,ii. ) É imediato de i i-J. 
iv) Se � = O o resultado é claro. Suponha que � =J. O; pelo item I.) 

existe 9 E N* com I Igl l  = 1 e g(�) = I I� I I . Assim, 

I I� II = 9{�) < sup If(�) 1  < sup I If l l l l� 1I = I I{ II . U9U - (}F/eN' 1 1/ 1 1 - O;f./e..A!· I If ll 
o funcional 9 acima garante que o 'sup' pode ser substituído por 
'max'. • 

Uma família G de ftmcionais separa pontos de um conjunto X se para 
cada par de elementos �, 71 E X distintos, existe f E G com f ({) =J. 1(1]) ; 
a.o;sim, pelo Teorema 12.1 .  N° separa pontos de N. 

EXERCÍCIO 12.1.  Sejam {�b - - . .  {n } C N um conjunto linearmente 
independente e {ai , ' "  , nn }  C F. Mostre que existe 1 E N* de forma 
que J(�j) = aJ para todo 1 � J � n. 

Proposição 12.2. Sejam X um subespaço vetorial fechado próprio de 
N e � E N\X . Se 8 = d({, X} := infl)€x II� - 1]1/ ,  então existe 1 E N* 
satz.sfazendo 

�f l l  = 1, f(�) = 6 e Ilx = o. 

Demonstração. A distància 8 entre � e o subespaço X é maior do que 
zero pois X é fechado. Defina o funcional linear g :  Lin( {{, X} )  -+ lF por 

g(..\Ç + 71) = '\6, 1/ E X, ,\ E F. 

Evidentemente glx = O. Pela definição de 6 tem-se (para ,\ =J. O) 

Ig(..\Ç + 1/) 1 = l,\ i 161 � l '\ l lI� + 1//,\11 = I I'\� + 1]1 1 ,  

e, assim, "gU � 1 . Para cada 1] E X tem-se 

I . Ig(� - 1/) 1  _ 8 
hgl l � I I€ - 1/11 - II� - 1]1 1 ' 



e disto segue que 

5 5 5 
I Ig l l � :�� I I{ - 7111 = inf"Ex II{ - TlI I  = ;S = 1 . 

Portanto I Ig l l = 1 . 
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Agora basta aplicar Habn-Banach, encontrando a extensão I de u. 
com p«() = 1 1 ( 1 1 . V( E N, que devido à relação acima satisfaz Igl ::; p 
em Lin( {{, X}) (ou envoque o Corolário 10. 15). _ 

Corolário 12.3. Um s'Ubespaço vetorial X de N é denso em N se, e 
somente se, o único elemento de N* que se anula em X é o funCIonal 
nulo. 

EXERCÍCIO 12.2. Detalhe a demonstração do Corolário 12.3. 

Proposição 12.4. Se N* é separável, entào N é separável. 

Demonstração. Se N* é separável, existe uma sequência (fn)�=1 densa 
em N*.  Escolha {n E N. com l I{n l l  = 1 e I/n ({n) 1 � I I/n ll/2 , para 
todo n, e seja X = Lin({{n}) ,  o qual é separável (Proposição 3.4). O 
objetivo é mostrar que N = X, e para isto basta mostrar que se I E N* 
com I lx = 0, então I é o funcional nulo. 

Considere tal I e tome uma subsequência ln; � I. Como para 
todo nj , 

segue que 

1 1/ 1 1  ::; I I I - /nj l l  + I I/n) I I ::; 3 1 11 - ln) I I � 0, j � 00, 

mostrando que / = O. Portanto N = X e é separável. _ 

OBSERVAÇÃO 12.5 .  Há exemplos de espaços separáveis cujos duais não 
são separáveis .  Um exemplo padrão é II (fel)· = l""(fel) , tratado no 
Capítulo 13. 

Como outra aplicação do teorema de Hahn-Banach será mostrado 
que vale a recíproca do Teorema 4.5. ou seja. 
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Proposição 12.6. Suponha que ./ll1 i- {a} . Se B(./II1 , ./II2 )  é completo, 
então ./ll2 é Banach. 

Demonstração. Seja (1/) ) uma sequência de Cauchy em ./112 e esco
lha �o E ./IIl com I I€o ll = 1 .  Pelo Teorema 12 . 1  existe J E ./IIt com 1 1 1 1 1 == 
f(€o) = 1 .  A relação 17) = f(�o)1/J motiva definir T) E B (./II1 , ./II2 )  por 
T)� = J(�)1/j ,  � E ./111 ; segue que (TJ )  é Cauchy em B(./II1 , ./II2 ) ,  pois 

I I (T) - Tk)�1 1 = IJ(�) I I II1J - 1/k i l  � I I I/j - 1/k l l l l� l l ;  
logo eJci�te T E B(./II) ,./II2)  em que T) -. T .  Como 

I II/] - T€o ll = I ITJ�o - TM � 111) - Til 1 1M , 
segue que '1) -+ T€o.  mostrando que ./ll2 é completo . • 

Como ./ll' é um espaço de Banach, está definido ./11** := (./11* ) * ,  cha
mado de seglwdo dual ou bidual de ./ll. Há uma forma natural de identi
ficar elementos de ./ll com elementos de seu segundo dual: a cada � E ./II 
associa-se € E ./II" por 

€U) := f(�) , J E ./11* . 

Esta aplicação é chamada de aplicação canôníca de ./II em ./11** , e vale 

Proposição 12.7. A aplicação ' : ./11 -> ./II" definzda acima é uma 
lsomet1'1,a lmear. 

Demonstração. A linearidade da aplicação canômca . é clara. O fato 
de também ser isometria segue de 

• I€U) I  If(�) 1  I I€ II = :�S. liff = :�T. liff = I I€ I I , 
i lfl l � 1  II f li s l  

sendo que n a  última igualdade foi utilizado o Teorema 1 2 .  L • 

Neste ponto há condições de apresentar (e apreciar) precisamente o 
que se entende por espaço refiexivo (o qual foi comentado no Capítulo 4 ) .  
Definição 12.8. S e  a aplicação canônica • é sobrejetora, então o espaço 
Ilormado ./II é chamado de espaço reflexivo. Em outras palavra..,;, jli é 
refiexivo se ele é isomorfo a ./II" e o isomorfismo sendo dado por essa 
aplicação canônicu. A relação ;ir :=' (./II) C ./II" algllmns vezes 8en1 
indicada (com certo abuso) por ./ll C ./II" .  
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EXERCÍCIO 12.3. Mostre que todo espaço normado re6exivo é Banach, 
e se dim N < 00, então N é refiexivo. 

OBSERVAÇÃO 12.9. Um caso importante de espaço re6.exivo é dado 
pelos espaços de Hilbert; veja o Corolário 19.5. 

Proposição 12. 10. Todo subespaço vetonal Jechado de um espaço nOT
mado reftexzvo é também reflexivo. 

Demonstração. Seja E um subespaço fechado, suposto próprio, de um 
espaço reflexivo B (todo espaço normado reflexivo é Banach); note que E 
também é Banach. Se i E B·, sua restrição fE := JIE ao subespaço E é 
um elemento de E* . Por Hahn-Banach (veja o Corolário 10. 15), de fato 
E· = {JE : i E 8* } .  Assim, para todo h E E·· basta considerar h(fE), 
e o objetivo é encontrar �h E E de modo que h = Ê.J,. 

Defina o funcional linear H :  8* ..... r, H(I) = h(fE) , J E 8*, e como 

IH(!) I  = I h(JE) 1 � I Ih ll llJE I I  � I Ih ll l li l l ,  

segue que H E B·· , e sendo B reflexivo, existe um �h E B de forma que 
H = êh (sendo · a aplicação canânica B ..... B). Por construção 

O próximo passo é mostrar que �h E E. De fato, se �h ri. E, pela 
Proposição 12 .2  existiria i E 8* em que J(�h) #- O e fE = O, mas isto 
contradiz 8 relação logo acima, pois teria-se O #- J(�h) = h(fE) = O. 
Portanto �h E E. 

Assim, h(JE) = i(eh) = fE(�h ) , para todo J E 8*, e como E· = 
UE : i E BO } ,  segue que h(g) = g(�h) ,  para todo 9 E E*, ou seja, 
h = Ê.J" sendo agora ., a aplicação canônica E ..... Ê. Portanto essa 
aplicação é sobrejetora, concluindo-se que E é reflexivo. _ 

Notas 

Um ponto na dE-fillh;ão de espaço reflexivo, que certamente ficou obscuro na dis
C1IlI8ào apresentada no CapItulo 4, é a necessidade da isometria entre N e N"' ser 
através da aplicação canônica .; no trabalho R. C. James, A Nonrellexive Banacb Space lsometric with lts Second Conjugate SpIICE', Proe Nat. Aead. Sei. U.S.A. 37, 
( 1951)  1 74-177, foi apresentado um exemplo de espaço de Banach isométrico ao seu 
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segundo dual que Dão é reHexivo . É iuteressante Dotar que um cspaço vetorial é al
gebricamente reOexlvo (usaudo ' mos ignorando topologias) se , e somente se, possui 
dimeusão finita . 

Resultados como a) um espaço de Banach é re8cxivo se, I' somente se, seu dual 
é re8CX\vo (Exercício 12 1 1 ) ,  b) todo espaço rellexivo é fracamente completo (Te
orema 16.5) , c) um subespaço fechado de um espaço reOexlvo também é re8exivo 
(Proposição 12 10) , apareceram originalml'nte em B. J. PeUis, A Note on Regular 
Banach Spaces, BulI . Amer . Math. Soro 44, ( 1938) 420 428. O termo espaço reflexivo 
foi introduzido por E, R. Lorch em 1939, em substituição a espaço regular usado até 
então. 

Devido no seu raníter introdutório, algumas aplicações importantes de Hnhn
Banach não serão apresentadas neste texto; por exemplo, a separação de cOIlJuntos 
convexos por hiperplanos (tanllJém chamada de versão geomptrica de Halm-Banach), 
o Teorema de KreiD-Mllman , resultados de MaIgrange em teoria de Equaç� Dúe
rencialS Parciais, hmites de Banach, etc. 

Para a recíproca do Exercício 12. 12  (ou seja, se para qualquer / E BO exISte e E B, 
com lIe ll == 1 ,  de modo que II/ II == ICe) ,  então o espaço é re8exlvo) veja R. C. James, 
Chamctenzatiol/S o/ ReflezunLy. Sturua Matbematica 23, ( 1964") 205-216  ou R. C, 
James, Reflc:nv.lll and lhe sup o/ Linear FUncl,onals, Israel J Math . 1 3  ( 1 972) , 289-
300, Finalmente, 'llle a pena informar que os Importantes Teorema 1 2 . 1  e Proposi
ção 12.2 já apareceram no trabaUto origmal de Hahll sobre o tema, em 1927. 

Exercícios Adicionais 
EXERcíCIO 12.4. Seja Z um subespaço vetorial de N. Mostre que todo funcional 
linear linutado em Z é restrição de algum cl�mento de .N'" ,  Conclua, então, que 
ZO = {fIz .  / E N' }  

EXERCÍCIO 12.5. Mostre que se e E N é tal que /(�) = O ,  para todo J num conjunto 
denso em N' , então e == O, 

EXERcíCIO 12.6. Use a Proposição 12 .7 (Jura mostrar que todo espaço normado 
pode ser completado, ou seja, que todo espaço normado é hnearmente isomctm,o 8 
um slIbconjunto denso nmu espaço de Banac\1 (veja o 1eorem8 2.6) 
EXERcíCIO 12.7. Mostre que um subconjunto K C BO é limitado se , c somente "'", 
para cada i E 8 tem-Re SUP/E I( I€U) I < 00 .  

EXERGÍCIO 1 2 . 8 .  Se 'T E B(NI , N2) ,  demonstre que 

IITII == SUl' sup I/(TO I , 
( C.\I'1 IcN; U I1 = 1 1 1 0 "", '  

EXERcíCIO 1 2.9. Seja X u m  subl'SpRÇo d e  N (algumas llfirmaçõcs almixo \'tllE>m se  X 
for apeuU& 11111 subconjunto de IV). O anulador de X é definido por 

Xo :== {J E N° , /(e) == 0, 'te E Xl ·  
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De fonna análoga, define-se o anulador de um subespaço A de N' por 

n) Mostre que XO e A' são subespaços fechados de N' e N, respectl\'8.IIleDte 

b) Verifique que A' = N n Ao (identificando N com j[ C N·· ) .  

c )  Mostre que X C (Xo), e, s e  X for fechado, então X = (XO)' .  
d) Mostre que A C (A' )o e. se N for reflexivo e A fecbado, então (A ')0 = A.  
EXERCÍCIO 12.10.  Se E é um subespaço de um es paço  normado N, mostre que seu 
fecho pode ser escrito na forlDa 

E = n {N(f) : I E N" ,  E C N(f)} . 

EXERCÍCIO 12.11. Mostre que um espaço de Banach é reflexivo se, e somente se, seu 
dual é reflexivo. 

EXERCÍCIO 12.12. Se S é reflexivo, mostre que para qualquer I E S' existe e E B, 
com l Iel l = 1, de modo que 1 111 1  = I(f.) (ou seja .  em espaços reflexivos todo funcional 
linear contínuo atinge o máximo na bola unitária). 

EXERcíCIO 12.13. Seja I ; co -+ R (espaço real) dado por I((f.i );'=. )  = E;;', f.,!J. 
Mostre que I E cO ,  11/11 = E�, 111 mas n ão  existe f. = (f., ) E CO com 1If. :1 = 1 e I(f.) = 11/ 11 ·  l'sando o Exercício 12.12 conclua que co não é reflexivo. 



Capítulo 13 

Operadores Adjuntos e m  

Espaços N ormados 

="est.e Capít ulo defilll�sl' o operador adjunto d e  Bauach d e  Ulll operador hnear 
contínuo entre espaços normados. Além do intere�se próprio, tais operado
res estão dirctamelltc relacionado, ii.� soluções de vári� equações envolvendo 

operadores l ineares. 

Definição 13.1. Seja T E B(Nt , N2) .  O operador T" : N'; -> Nt dado 
por 

é chamado de operador adjunto de Banllch de 1'; note que como T" (q )  
está unicamente definido para cada g E N.; , segue que' o mesmo vale 
para Ta. 

Proposição 13.2. Se T E B(N] , N2 ) ,  então Ta E B(N'; , Nt ) e ,  anuiu, 
I IP I I = I I TJ I · 

Delllollstraçlio. A linearidade de Ta é clara. Como para (odo I/ E N'; 

vem que I IPg l 1  ::; I IT l l l lg l l , ou seja,  Ta E B(N'; , Nn e 1 11'" 1 1  ::; I IT J I  
Assim, se T = O então Til = O e a demonstração t.erm inou:  suponha. 
l'ntiío, que' l' # D. 
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Pelo Teorema 12. 1 ,  dado O # ço E .M  com Tço =f: O, existe I E Ni 
de maneira que O # I(Tçol = I ITM e 1 1111 = 1 . Assim, 

de forma que I ITI I ::; I IT3 1 1 i  portanto I ITall = IITI I .  • 

Exemplo 13.3. Dada uma base de IF", um operador T E B(lF") é 
representado por uma matriz. Então o seu operador adjunto T" é repre
sentado pela transposta dessa matriz. Verifique que isto também se 
adapta ao caso em que T E B(N) e N p05Sui uma base de Schauder. e 

EXERCÍCIO 13.1 .  Mostre que se T, S E B(NI ,N2) ,  então (S + T)& = 
SI' + Ta, e para a E F tem-se (aT)B = aT". Além disso, se o produto 
TS está definido tem-se (TS)8 = saTa, e se T-I  E B(N2,NJ) ,  então 
(T-I )8 = (ra)-I . 
EXERCÍCIO 13.2. Para T E B(NI ,N2) ,  mostre que T" é injetor se, e 
somente se, img T é densa em N2 (veja também o Exercício 13.6). 

Proposição 13.4. [ I (N)" = [oo (N) . 

Demonstração. A cada I E [I (N)* será associado um elemento o = 
(o] ) E P'(N) , e vice-ven>a, e esta associação será linear e uma isometria, 
mostrando que o dual de [ I é isomorfo a 1.JO .  

Sejam {Fj} a base canôllÍca de [I (N) e f E [I (N)" . As&im, para 

ç = (aj )�l = L�I aJe) em [ 1 tem-se 

em que OJ = l(eJ ) ;  desta forma 10J I = II(eJ ) 1 ::; 1 If 1l l1 e] 1 I = I In 
Definindo o = «(l'Jl�1 vem que 1 10: 1 100 ::; 1 11 1 1 e o E [oe. Por outro lado, 

tem-se 

Oll sPja, 1 1 / 1 1 ::; 1 10 1 100 '  Portanto 1 10: 1 100 = 1 11 1 1 e a aplicação linear 1 1--+ a 
definída acima é uma isometria entre [l (N)* e um subconjunto de [oo(N). 
Agora basta mostrar que a imagem dessa aplicação é todo [oo(N). 
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Se i3 = (t3j )  E 100 defina o funcional linear 9 agindo em II por g(�) = 

g(2:, a) e, ) : = L) aA ·  Como Ig(�) 1 $ 1 It3 1 1 00 1l� 1 I 1 ,  segue que 9 E I I (N)* ,  
e a aplicação acima é sobrejetora. _ 

OBSERVAÇÃO 13.5. Por uma V31'iação da construção acima, claramente 
tem-se que I I (N) C I""(N)* , nulS como I"" não é separável, segue da Pro
posição 12.4 que I I não é o dual de loc (veja o Exemplo 3,7) ,  e então I I 

não é reflt'xivo. 
Exemplo 13.6. Seja Sd : I I (N) +-' o operador shift à direita Sd� = 
Sd(�I . �2 , �3 , " · )  = (O. �j , �2 . �3 . " · ) ' Então seu adjnnto Sd : loo(N) +-' é 
o operador shift à esquerda S.(al , a2 , Cta, · " ) = (0'2 , Ct3, Ct4 , " ' ) ' • 

EXERCÍCIO 13.3. Complete os detalhes do Exemplo 13.6. 

Proposição 13.7. IP(N)* = Iq(N) se p > 1 e l/p + l/q = 1 .  Além disso. 

IP é reflexivo pam 1 < p < 00 .  

Demonstração. Esta demOllStração é similar àquela da Proposição 13.4, 
e será utilizada notação semelhante. A cada ! E IP(N)* será associado 
um elemento a = (a) )  E Iq(N) , e vice-versa, e esta associação será linear 
e uma isometria, mostrando que o dual de IP é isomorfo a Iq. 

Sejam {ej }  a base de Schauder canônica de LP(N) e ! E LP(N) * .  
Assim, para � = (aj ):;1 = L;I ale) em L P  tem-&e 

!(�) = 2::» !(e) ) = L ajaj .  

em que Ct) = f(eJ . 
Usando a sC<luê-ncia �(,,) = (�!n»): 1 definida pela� elltradl1s ç�") = 

la} I 'J /a] , se aj " O e 1 $ J :5 n, e ��n) = O de outra forma, obtém-S<' 

J(�(n») = L�' IOj lq ·  Por outro lado, ( ) I /p 

f(�(n» ) $ 1 I ! 1 I 1 I �(n ) l Ip = I I f l l � I O'j lq 

Essas duas relaçôes levam a 
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ou seja, (E�=l lai lqr,q � 1 1/ 11 . Como esta desiguaIdade vale para todo 

n segue-se que l Ial lq � 1 1/11 e a E 19(N) , sendo a = (aj )�I . 
Usando a desigualdade de Hõlder obtém-se 

e conclui-se que 1 1/ 1 1  = l Ia llq. Portanto. a aplicação linear I ...... a definida 
acima é uma isometria entre ll'(N)* e um subconjunto de 19(N) . Agora 
basta mostrar que a imagem dessa aplicação é todo 19(N) . 

Se f3 = (f3J ) E 19, defina o funcional 9 agindo em II' por 9(L, a,e, ) := 
EJ a,f3r USlLIldo Hõlder novamente obtém-se que 9 E ll'(N)*. e a aplica
ção acima é 5Obrejetora. 

Note que esta representação de II'(N)* mostra que lI'(N)** é identi
ficado com ll'(N) pela aplicação ca.nônica • da Proposição 12.7 e, assim. 

II'(N) é reftexivo (1 < p < 00) . • 

OBSERVAÇÃO 13.8. Lembre-se que no caso geral vale LW!)* = L�(n) 
para p > 1 e l/p + I/q = 1 (e são re8.exivos), e se a medida p, é (1-
finita tem-se L1 (fi)* = L�(fi), como mencionado no Capítulo 4. Veja 
particularmente o Exemplo 4.12. 

Exemplo 13.9. Considere K : [- 1 ,  I] x [- 1 ,  I] ..... F mensurável e limi-
tada, e defina o operador linear TK : V[-I. I] ..... L9 [-I , I], 1 < p < 00, 
l/p + l/q = 1 . por 

(TKt/·)(t) = II K(t, 8)tP(8) ds, tP E V[-I , I). 

Pela desigualdade de Hôlder este operador é limitado. Como L9 [-1, 1)*= 
V[- l , I] .  cada elemento F E L9[-I , I)* é representado por um único 
elemento I E V [- I , I] e tem-se 

F(tP) = II l(t)'IjJ(t) dt. 'r/'IjJ E Lq [-I , I] . 
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Assim, definindo tIl(t) = J�l [((s, t )f(s) ds e usando Fubini, para t.p E U', 

(l1F)(t.p) = F(TKt.p) == l� dtf(t) [I dsK(t , s)t.p(s) 

li dst.p(s) li dtK (t , s)f(t ) == [I t.p(s)i/J(s) ds, 
ou seja, t/I (em lJ'[-I , 1] * )  representa o funcional (TJ(F) e, portanto, 

(T}{F) (t) = li ]((s, t)f(s) ds. 

Note que também vale para l�q, p<oo (sem a restrição l/p+l/q=l )  . •  

O próximo resultado, Proposição 13. 10, é uma versão do Teorema 
de Hellinger-Toeplitz para espaços de Banach (a versão original é para 
espaços de Hilbert, veja a Proposição 20.4) . Ele indica que no estudo de 
operadores não-limitados, com um adjunto bem-definido, questões sutis 
de domínio devem entrar em cena, pois tais operadores não podem ser 
definidos em todo espaço de Banach. 

Proposição 13.10. Suponha que os operadores l·ineares T : 81 -> 82 e 
8 : 82 -+ 8i satisfaçam 

g(Tç) == (8g)(ç) , Vç E 81 , g E 82 , 

Então 8 e T são operad01'l�s hm�tados e 8 == Ta. 

Demonstração. Para mostrar que T é limitado será usado o Teorema do 
Gráfico Fechado. Suponha que Çn -+ ç em 81 e Tçn -> TI em 82 . Assim, 
para cada 9 E 82 tem-se 

g(1/) = lim g(Tçn ) == hm (8g) (çn) == (8g) (ç) == g(Tç) , rI-OCo n-oo 

de forma que TI == Tç (Teorema 12 . 1 )  e o gráfico de T é fechado . Logo 

T é l imitado, Ta está definido e, pela definição de operador adjunto de 

Banach, 
(TRg) (Ç) == g(Tç) = (8g) (ç) , Vç E 81 , g  E 82 ,  

portanto, os funcionais Ta(g) e 8(g) coincidem para todo 9 E Bi , ou 

seja, 8 == Ta e 8 é limitado. _ 
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Notas 
Aparentemente foi Lagrange quem introduziu o conceito de operador adjunto, e 

no caso de um operador diferencial particular; ele percebeu relações entre o operador 
adjunto e soluções de equações envolvendo o operador original. Essa idéia de Lagrange 
Cai generalizada apenas pouco antes de 1900 por S. Pindter1e. A noção de adjunto de 
um operador é particularmente importante em espaçai de Hilbert; tais espaços são 
"idênticos" _ seus duais, sendo portanto possível que um operador coincida com 
seu adjunto, os chamados operadores auto-adjontos (vejs os Capítulos 19 e 20). É possível definir o adjunto de operadores �limitados, necessitando apenas 
que estejam denaamente definidos [de Oliveira (2009)] ; fica como exercício para oCa) 
leitor(a) esta verificação (neste ponto houve grande contribuição de J. von Neumann, 
por volta de 1930) .  Essa generalização é importante no caso de operadores diferenciais 
parciais lineares e Teoria de DistnbuiÇÕe&; normalmente nesse eufoque usa-se o termo 
operador tra.nsposto. 

A notlll;ão T"" para o operador adJunto de Banach não é padrão; IDlJ1tos autores 
denotam esse operador adJunto por T' , mas aqui esta notação será reservada ao 
operador adjunto de Hilbert (esta sim uma notação muito usada), o qual será discutido 
DO Capítulo 19. 

Para uma versão bem geral do Teorema de Helhnger-Toeplitz, vábda em a1guns 
esPlll;OS vetonais topológicos localmente convexos, veja V. Pták, The Princtple 0/ 
Um/onn Boundedness and lhe CIosed Gmph Themem, Czech. Math. J 12, ( 1962) 
523-528. 

Exercícios Adicionais 
EXERcícIO 13.4. Se / E .N" ,  determine r. 

EXElRCÍCIO 13.5. Se T E B(.Ni. , N2), mostre que img T C N(T")! (o anulador, defi
nido no Exercício 12.9). Discuta as consequências disto na solução da eq1I8I;ão 

Conclua que o adjunto pode ser útil para ana1isar se um operador é invertível 
EXERcíCIO 13.6. Se T E B(Nl ,N2) ,  então N(T) = (img T")! e N(T") = (img T)o 
(notação como no Exercício 12 .9). Conclua que T é injetor se, e somente se, T"(./If; )  
Sl'para pontos d e  NI 
EXERcíCIO 13.7. Para T E B(N) , N2)  defina T" , identifique Nl e N2 com Nl e N2' 
respectivamente, e mostre que TRGIN, = T. Se Nl for re6.exivo, então 1"'" = 'T (isto 
está relacIonado com o Exercício 25.3) . 

EXERCÍCIO 13.8. Se T E B(8 .. 82) com T" sobrejetor, verifique, por Aplicação 
Aberta, que existe r > O de modo que T" B8' (O; 1) ::l B8j (O; r); usando também 
o Toorema 12. 1 ,  conclua que I IT(I I 2: rllel l . para todo t; E 81 ' Com tais resultados, 
mostre que T é invertível se, e somente se. T" é invertível 

EXERcíCIO 13.9. Verifique que cu(N)" = /l (N) e conclua que CU não é reHexivo. 
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EXERcíCIO 13. 10. SCJa Np C IP(N) , I :5 v :5  00, composto de sequências com apenas 
um número fin ito de entradas noo.nul1l8. Verifique que N; = Iq (N) , I /q + l /V = 1 .  

EXERcíCIO 13.11 .  a) Mostre que se  81 e 82 são isomorfos, então 8j c 8; s ão  iso
morfos. 

b) Se psra algum T E  B(8\ , 8,) tem-se que T" é um isomorfismo entre 52 e 8j 
(sobrejetor) ,  most.re que 81 e 82 são isomorfos. 

EXE;RcíCIO 13.12. Para { =  ({I , {2, {a, " ' ) E I I (N) , defina T{ por 

(T{)n = L (;'  
J �n 

Mostre que T E BW , co) e encontre T' 

EXERcíCIO 13.13. Sejam E mn subespaço vetoria! de N e , : E -+ N a inclusão 
canónica. Confira que i é um operador linear limitado, e mostre que seu adjunto de 
Banach " : N' -+ E' é o operador de restrição i"(J) = I [E '  para todo I E N' 

ExERcíCIO 13.14. Seja T E B(N, I'" (N» Mostre que !.'Xlste uma sequência limitada 

(JJ ) C N' ,  de modo que T{ = (JJ ({) j ,  para todo { E N 



Capítulo 14 

Convergência Fraca 

Neste Capítulo são apenas introduzidab as noções d e  convergências fracas e 
fortes, tanto de Bequencias em espaços normados, como de opel'lldore! lineares 
nesses espaços. A1> topologias fracas . incluindo a topologia fraca' , são assWltos 
para Ollltros Capítulos. 

Definição 14. 1 .  Uma sequência (ç" )  C N converge fracamente a ç E N  
se lirnn_"" I(ç,, )  = I(ç) para todo I E N' .  
OBSERVAÇ.�O 14.2. a )  Çn -'" ç, Çu � ç e w- lim ç .. = ç serão usados, 

indistintamente. para indicar que (ç" ) comwge fracamente a ç. 

b) Convergência de (ç,, ) a ç na norma de N será chamada de con
vergência forte e indicada por ç" -+ ç. ç,. � ç e s- lim çn = ç. 

c) Optou-se pelas indicações 'w' e 's' acima que vêm da língua inglesa. 
já que em português as palavras fraco e forte iniciam-se com a mesma 
letra. 

o próximo resultado garante que a noção de convergência fraca acima 
está bem-definida. 

Proposição 14.3. Suponha que Çn -'" ç em N. Então o lImite ç é único 
e a sequência (çn ) é lImitada. 

Demollstração. Se Çn -'" ç e Çn -'" Ti, então para todo I E N' tem-se 
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Do Teorema 12. 1 segue que � = 1J e o limite fraco é único. 
Para demonstrar que ( l 1�71 I l )  é limitada será usada a Proposição 12 .7 

em particular que �n E N" e l I�n l l = l I�n l l · Para cada I E N* tem-s� 
�n(f) = I(�n) ,  o qual é convergente c portanto limitado. Pelo Princípio 
da Limitação Uniforme segue que 5UPn l I�n l l  = sUPn l I �n l l < 00. • 

Como 1/(�n) - I(�) I :::; 1 I/ 1 I 1 I�n - � II , vê-se que a convergência forte 
em espaços normados garante a convergência fraca e com os mesmos 
limites, justificando a nomenclatura. Será visto que há casos em que a 
convergê.llcia fraca nào garante a convergência forte. 

EXERCÍCIO 14. 1 .  Se dim N < 00, mostre que os conceitos de convergên
cias fraca e forte de sequências coincidem . 
Proposição 14.4. �n ..... � em N se, e somente. se, I (�n) -+ f(�) para 

I num conJunto denso em N' e ( l I�n l l ) lor um conjunto lim�tado. 

Demonstração. Uma implicação segue diretamente da Proposição 14.3. 
Para mostrar a outra . denote por Mi o conjunto dos I E N' que satis
fazem I(�n ) -+ f(�) ,  e seja 00 > C � l I�n l l ,  para todo n .  

Se 9 E N' , dado � > O existe I E W com I I I - g l l < ê.  Assim, 

Ig(�n ) - g(O I :::; 
:::; Ig(�n )  - I(�n l l + 1/(�n) - I (�) I + I/ (�) - g(�) 1  
:::; ê l l�n l l + 1/(�71 ) - I(�) I  + f ll� l I ·  

Para n sufiCientemente grande tem-se 1/(�1I ) -I(�) I < IS e I g(�n )  - g(�) 1 < 
�( 1 + C + I I� I I ) ;  sendo f > O arbitrário conclui-se que g(�n )  -+ g(� ) e, 
portanto, �n ..... �. • 

Agora serão introduzidas diferentes noções de convergência no espaço 
de operadores lineares B(N1 , N2) .  

Definição 1 4 . 5 .  Sejam (Til. ) UUla sequência de operadores no espaço 
B(N1 , N2) e T : N1 -+ N2 linear . Diz-se que 

a) T" converge uniformemente, ou em norma, para T se 

I IT" - Til -+ O. 
Denota-se tal convergência por TlI -+ T ou l irnn_.x; 1�, = T. 



b) Tn converge fortemente para T se 

Denota-se por Tn 2.... T ou s- lim,,_oe Tn = T. 

c) Tn converge fracamente para T se 
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Denota-se a convergência fraca de operadores lineares por Tn � T, 
Tn .....>. T ou w- limn_oo Tn = T. 

EXERCÍCIO 14.2. Mostre que em B(NI , N2) os três tipos de limites defi
nidos acima são únicos (se existirem, logicamente) . Além disso, verifique 
que convergência uniforme :} convergência forte :} convergência fraca, 
e com os mesmos limites. 
Exemplo 14.6. Sejam (e] ) a base cauônica de II (N) e Pn : II (N) <-', 
Pn€ = (6 , 6, · · ·  , €n , O, O, · · · ) . em que € = (€1 . €2,6, " · ) . Como 

oe 
l !Pn€ - € I I = L I€, I  

3=n+1 

vem que Pn � 1 para n -4 00 . Por outro lado, para todo n tem-se que 

l !Pn€ - € I I :$ I I€ I I e 

e segue que l !Pn - 1 1 1  = 1 e (Pn )  não é uniformemente convergente. pois 
se fosse deveria convergir a 1. • 

Exemplo 14.7. Seja T" : Co -> Co o operador linear 
Tn� = (O, O. � . .  , �.6 .6.6. " · ) . 

n �ntrad&.'\ 

Como Có = 1 1 (Exercício 13.9) .  cada f E Có é representado por 1/ E I I na 
forma 00 00 

f(Tnç) = L(Tn€)J1/] = LÇ]T/u+n) .  
j=1 ]=1 



100 [CAP 14' CONVERGÊNCIA FRACA 

Disto segue que If(T"O I S 1 I� l Ioo Z=�1 11J(; 1 ,, ) 1 , o qual converge a zero 

para n --> 00 . Portanto T" ..:!!...." O. 
Contudo, I IT"� I I = II� I I , para todos � E co ,  n E N, de forma que T" 

não converge fortemente a zero . Note que Tn é uma isometria l inear, 
para todo 11 ,  e que converge fracamente a zero ! • 

EXERCÍCIO 14.3. IIIostre que a seqnência de operadores l ineares Tn 
1 2 (N) <-', dada por 

Tn� = �,';n+ I , ';n+2 , ';n+3 , · · · )  
n €'ntradas 

con\'t'rge fortemente a zero. mas nào converge uniformemente. 

EXERCÍCIO 14.4. Mostre que a sequência de operadores l ineares Tn 
12 (N) <-' ,  dada por 

Tn.; = (O, O, . .  · , 0, ';1 , ';2 , 6, " ' ) 
'-".-'" 

n cntrooas 

converge fracamente a zero .. mas não converge fortemente. 

Numa reformulação do Teorema de 8anach-Steinhaus e do Exer

cício 7. 1 ,  tem-se (usando-se uma generalização óbvia de convergência de 
operadores) 

Proposição 14.8. Se (Tn )  em 8(B, N) converge fortemente a o  operado!' 
T : B --> N, enlão T E 8(B, N) e I ITI I  :s lim inf,,_'Xl I IT" I I . 

Exemplo 14.9. A hipótese de B ser completo na Proposição 14.8 não 
pode ser retirada. Considere a sequência de operadores com o mesmo 
domínio dom T" = {.; E II (N) : ';j f. O apenas para um número finito de 
índice� } , 

T,,� = (�1 , 26, 36 , ' "  , n�n, �,,+ I , ETI+2 , "  ) .  
Entào (Tn)  é uma sequência d e  operadores limitados, I IT" I I  = II ,  a qual 
converge fortemente para T, sendo dom T = dom 1�, c (TE), = j�) pum 
todo ] ,  contudo T não é limitado . •  

EXERCÍCIO 14. 5 .  1I·lostre que se (Tn )  em B(B, N) converge unifol'llll� 

mente a T : B -+ N, então T E B(B, N) e I IT I I  = I imn_oo I IT" I I . 

De forma análoga à Proposição 14 .4 ,  pode-se mostrar a 
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Proposição 14.10. (Tn) é fortemente convergente em B(BJ , �} se, e 
somente se, (Tnç) é uma sequêncza de Cauchy para e num conjunto total 
em BI e { IITn l l }  é um conJunto limitado, 
EXERCÍCIO 14.6. Demonstre a Proposição 14. 10. 

O próximo exemplo de I. Schur é um tanto surpreendente! 

Exemplo 14. 1 1 .  Em II (N) a convergência fraca de sequências é equi
valente à convergência forte. • 

Demonstração. Seja (çn ) uma sequência em II que converge fraca
mente; como convergência forte implica na convergência fraca, basta 
mostrar que (çn) converge fortemente. Pode-se supor que (en) converge 
fracamente a zero. 

Se (çn) não converge fortemente a zero, ela possui uma subsequência, 
também denotada por (çn) ,  com l Ienl l l  � &0,  para todo n, para algum 
Eo > O. Como esta subsequência converge fracamente a zero tem-se que 

oe 
lim " 11,(':, = O, "'TI = (f/l , 1/2, 113, ' "  ) E 1 1 (N)" = 1""(N). n�oo .L...J 

,=1 

Escolhendo para TI os elementos ei da base canônica de [ I (N) C [""(N), 
obtém-se que limn ..... oo ç; = O para todo j fixo. Note então que, para cada 
m fixo, E�l lql < EO para 7'1. suficientemente grande, e dado k tem-se 

que E�M lçj l  < EO para AI suficientemente grande; tais propriedades 
serão usadas no que segue. 

Defina mo = no = 1 e, indutivamente, as sequências estritamente 
crescentes (m,,) e (7'1.,,) da seguinte maneira: nk é o menor inteiro maior 
do que 7'l.k- 1  de forma que 

mk_ l 

L: lejk l < �, 
,=1 

e mk como o menor inteiro, maior do que mk-l l satisfazendo 

00 
E lçjk l < �. 

,=m.+1  
Note que nessas desigualdades estão sendo usados, explicitamente, que 
a sequência (çn) está em I I , e que ambos m" e n" convergem a infinito. 
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Construa 1/ E Loo da seguinte maneira: 1/1 = 1 e para mk- I < J ::; mk 
defina 1/) = O se �;k = O e '1/) = �? / I�? I se �;'k =I O (a barra denota 
complexo conjugado) ; note que 1 I 1) 1 1� = l . 

Assim, (usando la l - Ibl ::; la - bl , a, b E IF) 
00 

3co - I  L 1))�;k 1 
j=1 

00 00 00 

::; L 1�;k l _ 1  L 1J)�;k l  ::; 1 L ( 1�;k l - 1/J�;k )  I 
j=1 )=1 )= 1 

mk- l  00 
::; ( L + L ) ( I�? I + I1JJ�;k l) 

)=1 j=mk+l  
::; CO + co = 2Eo· 

Portanto, éO ::; 1 2:;t '1/J�;k l , para todo k > 1 ,  contradizendo a 

convergência fraca da subsequência �"k � O. Esta contradição com-
pleta a demonstração. _ 

EXERCÍCIO 14.7. Por que a demonstração acima não se adapta aos 
espaços LP, 1 < p < oo? Verifique que em LP , p > 1 ,  existem sequências 
fracamente convergentes que não convergem fortemente. 

Notas 

o primeiro a introduzir o conceito de convergência fraca fOI Hilbert ,  em 1906, 
para os espaços [2 , embora selD usar esta termmologia. Hilbert também demonstrou 
que a bola unitária em t> é fracamente sequencialmente compacta (veja os próximos 
Capítulos) ,  ulDa propriedade útil que justifica a introdução da convergência fraca. 
A extensão para os espaços LP[a, b] fOI deVida a F. Riesz, quando estudava soluçÕC8 
em L" de certos sistemas de equações. As demonstrações de qne o dual de /2 l. o 
próprio /2 foi devida u Hellinger e Toeplitz em 1 906 e, no ano spguinlc, E. Landau 
adaptou para os LP . Usando o resultadu de Landuu, lliosz encontrou o dual de LI' O 
Exemplo 1 4. 1 1  foi pubbcado por Schur em 192 1 .  

Exercícios Adicionais 

EXERCÍCIO 14.8. Se T E D(NI , N. )  e Çn � ç cm NI , mostre que T(n � Tç CIII N2 
EXERCÍCIO 14.9. Suponha que V'n � 1/' em C[a, b] Mostre que li'n conve .. p;" pon

tuabnente a !p. 
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EXERCÍCIO 14.10. Seja 1/1 E B = C[-I, I] com ,p(- I )  = t/>(I) = O e 1/1(0) '" O. 
Para cada n ;:: 2, defina 1/I .. (t) = "'(nt) se It l ::; I/n, e igual a zero de outra forma. 
Mostre que para todo / E B· a sequéncia (/("'n» é convergente em F, contudo 
(1/ .. ) não converge fracamente em B (isto não ocorre em espaços reflexivos; veja o 
Exercício 16.8) . 

EXERCÍCIO 14. 11.  Verifique a seguinte versão do Princípio da Linutação Uniforme: 
Se para o subconjunto {T; bEJ C B(B,}/) vale SUP,EJ Ig(T,() 1 < 00, para todos 
E E B, g  E "'. ,  então SUPj E J  IIT; U < 00. Isto generaliza aquele Principio? 

EXERCÍCIO 14.12. A sequência (En ) C '" é dita fracamente Hmitada se (I(E .. » 
é limitada para todo / E IV". Mostre que toda sequéncia fraamlellte limitada é 
limitada e que se (Tn )  converge fracamente em B(B,N), então (IIT .. 11 l  é limitada. 
EXERCÍCIO 14.13. Se ( .. ...... ( no espaço de Banach B, use o Teorema de Habn-Bmw:h 
para mostrar que existe uma sequênCla de combinações Imeares dos elementos «(n ) 
que converge fortemente a ( . 

EXERCíCIO 14.14. Mostre que se T .. ...!... T e Sn ...!:.., S em B(B). então SaT .. ...!:.., ST. 
Escolhendo Tn = 1, conclua que SnTn pode não convergir fortemente a ST. 
EXERCÍCIO 14.15. Sejam {Tn , T} C B(B1 t �) e {S., S} C B(�, B,,) com Tn ..!... T 
e Sn ..!... S. Mostre que SnTn ..!... ST. 

EXERCÍCIO 14.16. Para cada n E N, SItia Tn : /2(N) .... dado por 

Tn( = (0, 0, · · " , 0, (, , (2 , (3 , " ' ) • 
......-..-
n -....l .. 

o qual converge fracamente a zero. Encontre T.: e mostre que T.: ..!... O e, portanto, 
To: ...!:.., O, Mostre, então, que r:Tn = I, para todo n, e portanto não valem as 
conclusões do Exercício 14.15 se CGnvergência furte for substituída por ccmvergêDcia 
fraca. . 

EXERcfClo 14. 17. Mostre que a sequência (" = «(r , (� ,  . ) em /P(N) (1 ::; p < 00) 
converge frllC8lllente a (0 = «(� ,d, · ·  ) em !P(N) se, e somente se, {u(n llp} for um 
conjunto limitado e (; -+ ('] para todo j E N (ou seja, há convergência pontual) . 
Verifique que em I' essas condições coincidem COln a convergência forte. 



Capítulo 15  

Topologias Fracas e 
Teorema de Alaoglu 

Agora S(' r á  int roduzida a noção d ('  cunvergência fram" (pronuncia-se " fraca 

l'Strelu" ) e definidas algumas topologia8 fracas em espaços normados, Termina

se t'bte Capítulo COIII o TeOl'pma de Alll.oghl" e como primeira Il.plic-ação é dada 

llIna t'aracterização geral dos e8paços normlldos, 

1 5 . 1  Topologias Fracas 

Define-�e a convergênda fraca num espaço normado N at.ravés ele seu 
dual N" , De maneira análoga há a noção de convergência fraca em N* 
vía N" ,  Lembrando que Jir C /II" (veja o Capítulo 12 ) ,  sení i n t roduzida 

uma noção de convergência em /II' .  ainela mais fraca, usando-se N, 
Definição 15.1. Dado UIll espaço normado /II, diz-se que uma sequência 
U,, ) C N' cOlJ\wge fracamente" a I E /11* se ocorre I im ,,-ou tU,, ) 
tU), para todo € E ir III � I indicará pst.a cOllvergôncÍa.  

Note que como ÚIII ) = fll (�) -; I(� ) ,  a eonvergl>nda fraca" corr('�

ponde à cOllvergência pontual dI' funciol 1uis! 

Proposição 1 5 . 2 .  SI' III � I cm JV* . en/tio o Imut!'. I é 'lÍnu'o , A lr"m 
disso ,  ii ,�epara pont(),� de N* e, ,;e N é Banach, então { I I I" I I }  é U1II 
c01/)Unto lmll /culo. 
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DemollBtração. Suponha que para todo � E N tenha-se F,(f) = 
F,{g) , I, 9 E N*;  então I(�) = g(ç) para todo � E N, ou seja. I = g. Isto 
mostra a unicidade do limite e, como corolário, que .fi separa pontos 
de N" . 

Para demollBtrar que { l I/n l l }  é limitado será usado o Teorema de 

I3anach-Steinhaus, daí a necessidade de N ser completo. Como I n � I 
vem que para todo � E N, Ii,(fn) I = l/n {�) 1 é convergente, Jogo limitado. 
Segue, por Banach-Steinhaus, que { l I/n l l }  é limitado, _ 

Proposição 15.3.  {ln }  C B" é fracamente" convergente se, e somente 
se, (f" {�)) é uma sequênCta de Cauchy para � num conjunto total em B 
e { II/n l l }  é um conjunto ltmitado. 

EXERCÍCIO 15.1 .  Demonstre a Proposição 15.3, 

Exemplo 15.4. Sejam B = C[O, 1) e I, ln OS seguintes elementos de B" 
(no Exemplo 4.15 aparece uma caracterização desse espaço): 

tio 
I(til) = W(O) ,  1,.(1/!) = n 10 yp(i) dt, 1/.' E B. 

Note que In ('Ii') é a média de V' no internlo [O, l/n). Considere ti'n (t) = 

4nt(1  - 1It) se O :5 t :5 l/n e 'IMi) = O se t � l/n. Então I IlPn l!'" = 1 ,  

f{#'n ) = O e 'n ('I/.'o ) = 2/3 para todo n. e conclui-se que I II - ln II � 2/3 

em B" . No entanto, para cada '/f' E B, dado e > O exíste N E ]\j de forma 
que II/'(i) - '1/.'(0) 1 < ê se 0 :5  t :5 l/n para todo n � N: m;sim, se n � N, 

11/J(fn ) - v'(f ) 1  = 1 /,, (v') - /('1," ) 1 = ln lI" (1/.' (t) - li'(O) )  dt l � o,  

- - � 
concluindo que 'Ij'(f,, ) -> 'ljl(f) para todo ti' E B, ou seja, ln -+ I no 
espaço B* . •  

Será conveniente introduzir explicitamente as topoJogias associadas 
às collVE."rgê-ncias fracas já discutidas. Lembre que uma topologia TI é 
lUenos fina do que a topologia T2 se TI C T2 , ou seja, todo elemento 
de TI pertence a T2 . É bom lembrar que numa topologia menos fina, a 
noção de convergência (veja o Exercício 15.2) é "mais fracan , ou seja, 
um número menor de condições é imposto. 
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Definição 15.5 .  A topologia forte em N é a topologia métrica induzida 
pela norma de N. Uma base (aberta) dessa topologia é dada pelas bolas 
abertas BN(�; r ) , com ( E N, r > O. 

Definição 15.6. A topologia fnlca em N é a topologia r(N, N*)  gerada 
pelos funcionais lineares em N* , ou seja. é a topologia menos fina em N 
na qual todos os elementos de N* permanecem contínuos. Uma su b-base 
(aberta) de r(N, N') é a coleção 

V((; I; r) == ri BF (f(() ; r) = {IJ E N : I /(( ) - 1 (1/) 1 < r} , 

com ( E N, r > O e I E N*. Lembre-se que uma base da topologia é 
dada pela família de intersecções finitas de elementos da sub-base. 

Claramente, a topologia fraca em N* é r(N* , ./1/**) ;  agora será in
troduzida outra topologia útil no espaço dual N* . 

Definição 15.7. A topologia. Fraca' em N* é a topologia r (N* , N) 
gerada pelos funcionais lineares em N, ou seja, é a topologia menos fina 
em N* em que todos os elementos de N permanecem contínuos. Uma 
sub-base (aberta) de r(N* ,N) é a coleção 

V*(f; �; T') == €-I BF (€(f) ; r) = {g E N* : I€(n - €(g) 1 < r} 
== {g E N* : I / (�) - g(�) 1 < r} , 

com I E N*, (  E N e r > O. 

Um elemento típico da base gerada pela sub-ba.�e aCi m a  da t.opologia 
r(N* • .N) é dado por 

V' (f; ÇI . " ·  . �,, ; 1') == {g E N* : max I€J (J) - tJ (g) 1 < r } .  1 :5)::':" 

De forma análoga obtêm-se os elementos da base de r(N, N* ) 

V(ç; ft, . .  · , I,, ; r) == {11 E N : max Ih (ç) - f) (1/) 1 < r } .  
I :SJ:Sn 

Proposição 15.8.  Seja N um espaço normado. Então: 

t .) A topolo.lJta fraca' em N* é menO.9 fina do que a topologia fraca 
em N* . 
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li.) Se N é reflexivo as topologzas fraca e fraca" em N" co,ncidem (veja 
também o E:J:ercício 15. 1 1). 

III.) As topolagias fraca em N e fraca" em N* são de Hausdorf!. 

Demonstração. Os dois primeiros itens seguem diretamente das de
finições. O terceiro item segue do fato de que os respectivos conjuntos 
de funcionais separam pontos (Proposições 14.3 e 15.2) .  Aqui será de
talhado o caso da topologia fraca', o outro caso sendo similar. 

Se I, 9 E N* e I :f g, então existe ç E N de maneira que 

o < Ó = I/(ç) - g(ç)1 = �(J) - �(g) l . 

Assim, V*U; ç; ó/3) e V'(g; ç; ó/3) são vizinhanças abertas não-vazÍ8S 
de I e g, respectivamente; como também são disjuntas segue que a 
topologia fraca* é de Hausdorlf. _ 

EXERCÍCIO 15.2. Uma sequência (:J:n ) num IlI:ipaço topológico de Maus
dorff (X, T) converge a x E X se, para cada vizinhança U E T de x, 
tem-se que xn E U para todo n suficientemente grande. 

(a) Verifique que se Çn converge a ç na topologia T(N, N"),  então 
çn --'- ç em N. 

(b) Verifique que se ln converge a I na topologia T(N*, N) , então 

fn � / em N· . 
(c) Valeriam as recíprOCIIB nos itens (a) e (b) acima? 

Em relação às topologias fracas introduzidas, o próximo resultado 
puramente algébrico é relevante, além de interessante por si mesmo. 

Proposição 15.9.  Sejam I. Ir , . . .  , ln funcionaIS lineares num espaço 

vetorial X (sem topologia!). Eristem escalares aI , ' "  , an  de forma que 

f = allr + . . .  + anln se. e somente se, 

n 
N := n N(3 )  C N(f). j=1 

Demonstração. O caso I = O é trivial; assim, suponha que / I- O. 

Note que se I pode ser decomposto desta maneira / = atll + . . .  + anln , 
então, claramente, nj=1 N(fj )  C N(f) . Resta a recíproca. 
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Primeiramente considere o caso de dois funcionais I, 9 com N (g) C 
NU),  cuja demonstração mais simples ilustra a idéia no caso geral . 
Escolha ( E X \ N (f) ;  assim, g( ) -# O e para t.odo ç E X o vetor 
T/ = ç - g(ç)(jg( ) pertence a N(g) ,  e como então está também em 
N(f ) , segue que O = f(1]) = I(ç) - UI g(ç) ,  ou seja, 

I = a i  g, 
1(0 

a1 = 
g(O ' 

No caso geral, para cada 1 :'S i :'S TI escolha ç; E ln);'" N(J) )  \ NJ ; 
se algum çj não exbte, pode-se excluir I. nos argumentos; caso reste 
apenas um único funcional /k, escolha ( E X \ N (J) corno acima. 

Defiuindo 'It = ç. j I, (çj ) ,  tem-se que 1) (1], )  = Ó'j (delta de Kronec
ker) .  Agora, para cada ç E X note que 1/ = ç - L�'=I I) (0'7J pertence 
a N. logo 

n 
1(1/) = O = j(ç) - I:» I) (ç) , 

)=1 
sendo a) = ! (ç; )j !i (Ç, ) ,  concluindo que f = adi + . . .  + anfn .  • 

15 .2  Teorema de Alaoglu 

Um dos motivos para se introdUZir a topologia fraca* é o Teorema 
de Alaoglu Se dim N* = 00 sabe-se que BN' (O; 1 )  não é compacta na 
topologia usual de N' (Teorema 2.2) .  l\Ias tem-se o 
Teorema 15.10 (Alaoglu) .  Se N é um espaço Tlormado. então a 'iOla 
fechada B* ;= BN' (O; 1) = {J E N* : 1 1 / 1 1  :'S I }  é um espaço topológico 
de Hausdorff compacto na topologia fraca* . 

Demonstração. Já se sabe que B' com a topologia fraca' é de Ilausdorff. 
P�u'a mostrar que B* é compacta será usado o Teorema de Tychonov 
[Simmons ( 1963)J para encont.rar um espaço topológico compacto 1( .  no 
qual B* é um subconjunto fcchado de 1(, logo compacto , l' a topologia 
induzida coincide com a fraca' . Isto demonstra o teorema. 

A cada ç E N associe 1({ = { z  E 1F ;  j z j :'S l Iç l l } ,  o qual é compacto 
em lF e, pelo Teorema de Tychonov, o produto cartesiano 1( de todos 
os Ií."! é compacto na topologia produto. Vale a pena lembrar que a 
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topologia produto é a topologia menos fina no espaço produto de modo 
que todas as projeções 1rt sejam contínuas (veja a página 166) . 

Cada elemento de K é uma função ! que associa a cada { E N um 
escalar !(ç) com 1!(ç) 1 :::; l Içl l ; assim, a bola unitária B' é o subconjunto 
de K obtido pela restrição às funções ! E K que são lineares. Para 
f E BO considere as fanu1ias V' (f; ç; r) (definidas acima) e 

U(f; {; r) := {g E K : I!({) - g(ç) I < r} , 
para { percorrendo N e todo r > O. Tais fa.nn1ias são sub-bases locais 
de vizinhanças de ! E BO na topologia fraca' e na topologia produto, 
respectivamente. Como B' C K n N' , vem que 

V' (f; {; r) n B' = U(f; {; r) n B' 
e a topologia fraca' de B' e a topologia induzida de K em B' coinci
dem. Assim, para terminar a demonstração. basta mostrax que B' é um 
subconjunto fechado de K. 

Seja 9 um elemento do fecho de B* em K. Pela definição de K tem-se 
Ig(ç) I :::; l Iç l l ,  de forma que para mostrar que 9 E B* é suficiente verificar 
que 9 é linear. Toda vizinhança de 9 em K intersecta B'; assim, dados 
{, I) E N e e > O, existe 

h E [B' n U(g; {; e/3) n U(g; 1); e/3) n U(g; { + 1); e/3)] . 

Usando a linearidade de h segue que 
Ig({ + 1) g({) - g(I) 1 

Ig({ + 1]) - h({ + 1) - g({) - g(1/) + h({ + 1/) 1 
Ig({ + 'I) - h ({ + 1)) - g(ç) + h(ç) - g(1/) + h(I)) 1 

:::; Ig({ + 1]) - h ({ + 1/) 1 + Ig(1]) - h(1/) 1 + Ig({) - h({) 1 < e. 
Portanto, g({ + 7/) = g({) + g(1]) . De forma análoga, para todo { E N 
mostra-se que vale g(a{) = ag({) , para todo Q E lF, e conclui-se que 9 é 
uma aplicação linear. • 

EXERCÍCIO 15.3.  Mostre que se B é reflexivo, então a bola unitária B* 
(como na demonstração do Teorema de Alaoglu) e a bola B8(0; 1) sào 
fracamente compactas. 
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A primeÍl'a aplicação do Teorema de Alaoglu é uma caracterização 
dos espaços normados. 

Proposição 15.11.  Se N um espaço norrnado, então existe um espaço 
topológIco de HausdorJJ compacto X em que N é Isomorfo (via aplicação 
lmear ISométrica) a um subespaço de C(X).  
Demonstração. Pelo Teorema de Alaoglu basta escolher X = BN. (O ;  1 )  
com a topologia fraca" e a aplicação canônica · : N -+ N C N" sendo 
a ilIDmetria linear entre N e um subespaço de C(X) .  Observe que tal 
subespaço é fechado se, e somente se, N é um espaço de Banach. • 

Note que a utilidade desse tipo de resultado de caracterização pode 
ser pequena. Usar apenas C(X), com X de Hausdorff compacto, para 
estudar todos os espaços normados tem valor se não for usada qualquer 
propriedade específica de C(X), ou seja, restringinda.se àquelas pra. 
priedades advindas da definição de espaços normados. Isto se reduz a 
usar a definição diretamente. A Proposição 15. 1 1  mostra como é rico o 
conjunto dos subespaços de C(X)! 

OBSERVAÇÃO 15.12.  Será visto que todo espaço de Hilbert é essencial
mente algum 12 (Proposição 22. 1 ) .  

Notas 
o Teorema de Alaoglll foi publicado em L A laoglu . Wcak Topolag.e. of Normed 

Lmear Spaces, Ann . Math . 4 1 ,  ( 1 940) 252··267; na meslUa época apareceram demons
trações reltlCionadns devidns a N Bourbaki e S. Kakutam . Em relação à Proposi
ção 1 5 . 1 1 ,  vale lembrar que .. segundo o Teorema de Banach-Mazur,  todo "'paço de 
Banach separável é ISométrico a algum slIbespaço fechado de C[ - I ,  1 J .  

As topologins fraca e fraca' , como em geral topologias E'uvolveudo n nnção de 
convergência pontual, podem ser introduzidns de forma elegwlte IIsan<lo famflins de 
seminormas 

O ponto forte do Teorema de Tychonov, demonstrado cm 1 930, é qll" ele vale 

para o prodnto cartesmno de uma família qualquer de conjuntos compactos, c �stá 
diretamente relacionado ao Lema de Zorn,  no cnso de cardinalidade enumerável, há 
demonstrações mais simples qUI.' nsam o procl'ssO diagonal de Cantor Pod ... se dizer 

que o Teorema de AI80glu ind ica que a topologia natur,tl no produto l'Rrtcsiallo é 
realmente a topologia produto, menos fina do que a topologia g"rada pdos produtos 

de abertos. Alguns autores arriscam·se a dizer que o Teorema de A laoglu é a aplie"c;.i\o 

DULÍB importante do 'Thorema de Tychollov 
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Exercícios Adicionais 
EXERcíCIO 15.4. Considere N com a topologia fraca. Se ( e N e O 'I- Q e F, 
mostre que as aplicações Mo , T, ; N +-', dadas por T,( = ( + ( e Mo( = 0(, são 
homeomor6smos. Qual o análogo para N' com a topologia fraca'? 

EXERCíCIO 15.5. Uma sequência (T/ln ) C C[-1. I] pode ser colllliderada em C[-I, I] ' 

via I/!,.(t/J) = J� ,  t/J(t)T/ln (t) dt, t/J e C[-I , I] .  Mostre que se "'" � 6, sendo 6(�) = 

�O), então lim .. _"" J�, T/ln {t) tU. = I e existe C > O de modo que J�, I",,. {t)1 dt :5 C 
para todo n. 

EXERCÍCIO 15.6. Se dimN = 00, mostre que, para quaisquer fI . ·  ' . ln em N' 
dados, existe um subespaço vetoria! não-trivial formado por soluções ( de  I, {() = O, 
1 = I , " . , n  (veja a Proposição 15 ,9) . Use isto para concluir que, no caso de dimN = 
00, todo aberto não-vazio de N na topolDgla fraca, bem como todo aberto não-wzlo 
de N' com a topologia fraca' , contêm elementos de norma arbitrariamente grande. 
Mostre, então, que as respectivas normas não são contínuas nessss topologias (veja 
também o Exercício 21 5) ,  

EXERCÍCIO 15.7. Se dimN = 00, com base no Exercício 15.6, mostre que a topologia 
fraca em N. bem como a topologia fraca' em N' , não são geradas por normas. 

EXERCÍCIO 15.8. Se climN é finita, mostre que as topologias fraca e forte em N 
coincidem. 

EXERCÍCIO 15.9. Siga o roteiro abaixo para demonstrar o seguinte resultado, o qual 
st'rá usado em exercícios que seguem: Sejam X um espaço vetoriaI e }' um espaço 
vetorial de funCIonais lineares que separa pontos de X Denote por Z o espaço vetaria! 
X com a topologia T{X. Y) gerada por Y, ou seja. Z = (X. T(X. Y» . Então o dual Z' 
de Z (funcionais lmeares contínuos nessa topologia) ê r. 
a) Se I E Z' então {( e X . IJ«() I < I }  contém um aberto da forma U = {( 
I/J «() I < ., 1 :5 j :5 n}, para funcioD8lS /J e Y e algum ô > O.  o que garante a 
exist�ncia de C > O de modo que 1!(O I :5 C maxlS,Sn 1f, «() I . para todo ( e X. 
b) Conclua Que n;=I N(f, )  C N(f) e, pela Proposição 15,9, que existem escalares 
a, . l :5 1 :5 n. de modo Que I = I:��I aj/, .  Como Y é um espaço vetorial segue 
que / e }' 

EXERCÍCIO 15.10. LSC o Exercido 15.9 para mostrar: 
a) Que a topologia fraca r(N. /v' ) em N não introduz novos funCIonais lineares 

contínuos, ou seja, que o conjunto de funciouais lineares contínuos sobre N, com a 
topologia fraca. continua sendo N' . 

b) Que na topologia fraca' em N· . o conjunto de funcionais lineares contínuos 
sobre N' é precISamente N. 
EXERcíCIO 15.11.  Use o Exercício 15.9 para mostrar que a topologia fraca e a topo
logia fraca· em N' coincidem se. e somente se, N é refle>uvo (veja a Proposição 15.8). 
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EXHlCÍCIO 15.12. a) Mostre que 8e E C N' é fechado na topologia fraca' e limitado 
(lia norma de N' ) ,  então E li fracamente' compa<'to 

b) Most.re qur num espaço de Ballilch B um subconjwlto E C B" é fracamente' 
compa<'to se , e somente se, E e fechado na topologia fraca' e limitado (na norma 
de N' ) .  

c) Se B for reflexivo, verifique que b)  vale com topologia fraca no lugar de fraca' 
(e B no lugar de B' , claramente) . 

EXERCÍCIO 15.13. Se o espaço vetorial X admite 11111 funcional linear f : X ..... F 
com NU) :: {a} ,  o que se Ilode dizer sobre dim X? 



Capítulo 16 

Espaços Reflexivos e 

Compacidade Sequencial 

Continuando com aplicações do Teorema de Alaoglu, neste Capítulo são disroti

das algumas relações entre as topologias fracas e espaços reflexivos e separáveis. 
Em espaços normados de dimensão infinita, sempre há sequências fracamente 

convergentes que não convergem fortemente? 

Propriedades de N são refletidas em /ir e. assim, na topologia fraca', 
Lembre-se que N é separável Se, e somente SE', .I\[ é separável. 

Proposição 16.1 .  Se B* = 13.'/. (0: I )  é metmável na topologia fracu* , 
então N é separável. 
Demollstração. Sendo B* metrizável, e.xiste uma sequência de conjun

tos abertos (A,, ) em B* (na topologia fraca') de modo que nnAn = {O}. 
Cada An contém lU Il  conjunto da base da topologia na forma 

v; (O; JlI ; fn ) = {f  E N* :  IÚf) 1 < Tn . V€ E Jn } , 

sendo Jn C N finito. Assim. J = u,. ) .. é cont,ável e E := Lin( J) é um 
subespaço separáv('l de N pela Proposição 3.4. 

Seja 9 E N* de modo que g lE = O, logo J C N(g) e 9 E An,  para 
todo 11 . Portanto 9 = O e, pelo Corolário 12.3, segue que E é denso 
em N, mostrando que N é separável . _ 

Para discutir a recíproca da Proposição 16.1 e algumas consequências, 
o próximo resultado será útil. 
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Proposição 16.2. SeJa (X, r) um espaço topológico compacto. Se existe 

uma sequência (ln) de Iunções C07ltínuas, I .. : X -> lF, que separo pontos 

de X, então (X, r) é metnzát'el. 
DenlOllstraçào. Pode-se supor que 1 11 .. 1 1"" � I , pam todo n. Como 

(III ) separa pontos, define-se a métrica em X 
oe 1 d(;r, t) = L 271 I In (x) - In (t) l , x, t E X, 

n=) 

cuja série converge uniformemente em X x X,  implicando que para todo 
x E X a função d.E : (X, r) --+ [0, 00) dada por d., { · ) := d{x, · )  é contínua. 

Assim, as bolas B{xj r) = d;l { [O, r ) ) ,  x E X, r > O, são abertos ' em 

(X, T) e a topologia rd gerada por essa métrica em X é menos fina do 
que T, já que tais bolas formam uma base de rd. Para concluir que essas 
topologias são equivalentes será mostrado que todo conjunto fechado em 
(X, T) também é feclIado em (X, Td) '  

Seja F u m  subconjunto fechado em (X ,  r ) .  Sendo (X, r)  compacto 
vem que F também é compacto em (X, r) .  Como rd C r, toda cobertura 
de F por abertos de rd é também cobertura por abertos de ri logo possui 

subcob",rtura finita e segue que F também é compacto em (X, rd) .  Como 

todo compacto num espaço métrico é fechado, segue-se que F é fechado 

em (X, rd) e r C rd. Portanto as topologias r e rd coinc idem . • 

Proposição 16.3. Se N é separável e S C N" é compacto na topologia 
Iroca* , então S é metrizáve/ na topolog/.a fraca" . 

Demollstração. Seja (�n) uma sequência densa em N. Por definição tn 
é contínuo na topologia fraca" ; se para todo n tem-se t,. (f) = � .. {g) , J, g 
em N* , ou seja, I(�II )  = g(�n ) ,  para todo 71, segue-se que 1 = g, pois am
bos são flmcionais contínuos que coincidem num conjunto denso em N. 
Portanto (tn ) é uma sequência de funções contínuas que separa pontos 

de N* e, em particular, separa pontos de S. Pela Proposição 16 .2 ,  sC'gue 
que S é metrizável na topologia fraca" . • 

EXERCÍCIO 16. 1 .  Se N é separável e S C N" é compacto na topologia 
fraca" , mostre que convergência de uma sequência em S na métrica 

associada (àquela da Proposição 16.3) equivale à convergência fraca" 

(veja a Definição 15 . 1 ) .  
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EXERCÍCIO 16.2. Se N é separável, mostre que toda sequência limitada 

(ln) em N° possui uma subsequência fracamente' convergente. Diz-se 
que, neste caso, todo subconjunto limitado de N" é fracamente' sequen
cialmente compacto (veja o Exercício 16.12). 

Como consequência desses resultados, obtém-se uma cara.cterização 
interessante de espaços separáveis. 

Teorema 16.4. N é separável se, e somente se, paro todo r > O, o 
con}tmto BN" (Oi r) é metnzável na topolog,a fraca". 
Demonstração. É suficiente considerar r = 1 (a multiplicação por 

escalar é um homeomorfismo em r(N* ,Jir) . Se Bj é metrizável na 
topologia fraca" , entoo N é separável pela Proposição 16.1 .  Por ou
tro lado, pelo Teorema de Alaoglu, Bj é compacto nessa topologia e, 
sendo N separável, segue da Proposição 16.3 que Bj é metrizável. • 

Relacionado à ProposiçãD 12.4. tem-se: 

EXERCíCIO 16.3. Se B é reflexivo e separável, mostre que B' é separável 
(note que também é reflexivo) .  

Teorema 1 6 . 5 .  Se B é reflexivo, então toda sequêncuJ limitada em B 
possui Stlbsequência fracamente convergente. 

Demonstração. Sejam (&,) uma sequência limitada em 8 e E = 
Lin( en» '  Por construção, E é separável (veja a Proposição 3.4) e, 
sendo fechado, segue da Proposição 12.10 que também é reflexivo. Logo 
Ê = E" é separável e, pela Proposição 12.4, E" é separável. 

Do Exercício 16.2, aplicado a N = E* , conclui-se que (�n) C Ê 
(sendo ' a aplicação canônica E 1-+ Ê = E**) possui subsequência (�n) 
fracamente" convergente a certo � E Ê, ou seja, para todo 9 E E* (sendo v 
a aplicação canônica E* 1-+ E* C E*") tem-se g(€nj )  -> g(�) .  

Lembrando que cada 9 = i, para algum I E E*, tem-se que 

g(�nJ ) = i(€nj )  = €n, (f) = I(en; ) 

é convergente a g(€) = f (e) , e vale para qualquer I E E". Contudo, para 
todo F E B* tem-se que FIE E E", seguindo que F(en, ) = FIE (en, ) -> 
FIE (e) = F(e) ; ou seja, (en) é fracamente convergente a e· • 

Diz-se, portanto, que no caso de espaços reflexivos 8, todo subcon
junto limitado de 8 é fracamente sequencialmente compacto. 
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Corolário 16.6. Se B é 1"l'flexit'o e dim B = 00 , então há sequênczas 
fracamente convergentes em B que nào convergem fm·temente , 

Demonstração, Pelo saudoso Teorema 2.2 , a bola unitária B8 (0; 1 )  
não é fortemenl.e compacta, logo existe uma sequência (çn)  C B8 (0; 1 )  
que não possui subsequência convergente. Apl ique o Teorema 1 6 . 5  à 
sequência limitada (çn ) .  • 

Note que a demonstração do Corolário 16.6 implica também numa 

outra conclusão' Se B é reHexivo com dim B = 00, então este possui 
sequências fracamente convergentes as quais não possuem subsequêncías 
fortemente convergentes. 
Exemplo 16.7. O Exemplo 14. 1 1  mostra que há casos de espaços de 
Banach não-reHexivos em que as conclusões do Corolário 16.6 não valem, 
pois em 1 1 (N) as convergências fraca e forte são equivalentes. e 

EXERCÍCIO 16.4. C [a , b) não é reHexivo (veja Exercício 1 4 . 1 0; além do 
Teorema de Riesz-Markov e as Notas do Capítulo 4 ) .  Mostre que em 
C[a, b) há sequêncías que convergem fracamente mas não convergem for
temente . 
OBSERVAÇÃO 16.8. Se dim N = 00, então as topologias fraca e forte são 
distintas (veja, por exemplo, os Exercícios 15 .7  e 16 . 14) ,  mesmo se as 
convergêncías fraca e forte coincidirem , como em 1 1 (N) (Exemplo 1 4 . 1 1 ) .  

Agora será discutida uma aplicação à Teoria Ergódica. S e  n é um 
espaç"O métrico compacto, uma medida boreliana J.t em n é invariante 

pela aplicação contínua A : O +-' se 

'rlrf.' E C(n).  

Uma medida J.t é di ta de probabilidade se J.t(n) = 1 .  

Teorema 16.9 (Krylov-Bogolioubov) .  Toda aplicação A como aCl71W 

possm uma medida de probabzUdade mvariante, 

Demonstração. Denote B = C (O) . Por Riesz-l'vlarkov B* = .M(n) , em 
que para IJ E M(n), �(J.t) = Jl(l/J) = ln lj.'dJl', '1/) E C(n) . Lembrando 
que B é separável segue , pelo Teorema de A laoglu e a Proposição 16.3.  
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que Rs' (O; r) é compacto e metrizável na topologia fraca* , para todo r >  
O; logo Rs- (O; r) é sequencialmente compacto. 

Para ç E n, seja ó{ a medida ó{ (tp) = lf'(Ç); a sequência lJ.n = 
� E;,:-J ÓAJ ({) está contida em Rs' (O; r) para algum r >  O (veja a de
monstração da Proposição 16.2) e, portanto, possui subsequência fra
camente" convergente a alguma v E Rs· (O; r); tal subsequência será 
também denotada por /l-n. Assim, para toda 'l/i E C(n) tem-se 

Agora, 

" Ir.  
. 1 n-I  

'I/i(v) = 'I/i dv = lim 'I/i(/l-n) = hm - " 'I/i(AJ (ç)) .  
n n-oo n-oo n � j=O 

e sendo 'I/i limitada obtém-se, para n -+ 00 , � (1/.' o An (ç) - 'I/i(0) -+ O 
e, portanto, lo 1/.' o A dv = lo 'l/i dv, ou seja, v é invariante por A. 
Escolhendo 1/.' = 1, conclui-se que v(n) = 1. • 

Notas 

Os espaços de HIlbert constituem exemplos Import .... tes de esP8Ç06 refleXIVOS 

(veja o Corolário 19.5)., e com a VB.Iltagem da noção de ortogonalidade Tal vantagem 
se traduz, por exemplo, em Vl'rsães especificas e menos abstratas do Corolário 16 6; 
veja, por exemplo, o ExercícIO 21.5. Vale a pena mencionar um resultado interessante 
que não foI discutido aqui: B é reflexivo se, e somente se, BN(O, I) é compacta na 
topologia fraca.. Uma bre,..., demonstr�ão deste resultado pode ser encontrada em D. 

M. Oberlill, A measure-theorehc proaf of a theorem on n'ifexw.ty, Proe, Amer Math. Soe 41, ( 1973) 325 326. 
O Teorema 16.5 é de Pettis em 1938; encontra-se a recíproca desse resultado em 

W p, Eberlein, Weak Compactness ln Banach Space.s, Proe. Nat Acad. Sei. USA 33, 
( 1947) 51 53, Mesmo em espaços reflexivos o fecho fraco não pode ser definido em 
termos de convergência fraca; de fato, em 1929 von Neumann mostrou casos em que 
uma sequênCIa possui UIII único ponto de acumulação na topologia fraca, contudo não 
possui subsequência que converge fracamente a esse ponto (veja o Exemplo 22.4)! 

Em N. Krylov (> N, Bogolioubov, La théunc générale de la mesure daus san 
appllcatson à I 'étude des systémes dynamiques de la mécamque nou Iméa.re, Ann, 
of Math. 88, ( 1937) 65 - 1 13, imciou-se a procura de medidas invariantes a partir de 

médias similares àquel!lS na demonstração do Teorema 16,9 ,  
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Exercícios Adicionais 
ExERcíCIO 16.5. Seja ,p,,(t) = e'n' em Lll-lr. Ir] . Mostro que .; ... -" O. m88 não 
converge fortemente. 
EXERCÍCIO 16.6. Mostre qoe num CIpBÇO topológico compacto (X. T). toda topologia 
métrica meDOS fina que T é, de falo, equivalente a T, 

EXERCÍCIO 16.7. Sela 6. E l'lN)' = " (N) definido por õ" ({ .. {, . {., , ,  ) = { • .  
Mostre que 6. � O .  m as  (6. ) não converge em " (N). 
EXERCÍCIO 16.8. Use o St'glunle roteiro pata Dlostrar que t"do espaço re"exivo B é 
fracameDIe sequeocialmeote C'Olnp/eto. 011 seja. se (�. ) C B é uma sequêucia em que 
(f({.)) é convergente em F para todo ! E Ir. então (e.)  é fracamente convergento 
(\'('ja o Exercício 14 10 para um caso de Cip8ÇO não-reHexivo que nõo é fracamente 
sequencialmente completo). 

a) Mostre que sob tais condições existe R > O de modo que lI{n II ::; R. para todo II 
(velB o Exen:ício 14.12). 
b.) Sendo 8 re&xiw. use o Teorema de Alaoglu para concluir que 86(0, R) é fraca· 
mente compacta. logo ({.)  POSSlÚ ponto de acumuIação fraco { E 86(0; R) (definição 
pai" ooo� dos Ieiwres). 
c) Como (f(i;n)) é con\llrgenle. conclua que {. � {. 

ExERcíCIO 16.9. l\lostre que o dual de um espaço de Banacb reHexivo é fracamente 
seq1K!llcialmente completo (veja definição 00 Exercício 16.8) . 

ExERCÍCIO 16.10. Verifique que 00 cubo de Hilbert 
c = {{ = (6 . é. ' - - )  E I"(N) , le, l ::; 1/1. 'ój} . 1 ::;  P < 00. 

a convergêocla fraca é eqlÚvalente à convergeocia forte. 

E.uRCiclO 16.11. AoaIi.sc 8 segumte afirmação: Se num subconjunto limitado e 
fechado X. de um espar;o de Baoacb re8exivo. a convergência fraca de sequêucias é 
eqlÚYlllente à coo.vergência forte, então X é fortemente compacto. Portanto o cubo 
de Hilbert (Exercício 16.10) em " (N) é sequencialmente compacto. 

EXERCÍCIO 16.12. Verifique que a sequência (fn )  C f"' (N) " ,  !n ({) = {,, , é limitada 
mas não posslÚ subsequência fracamente' convergente, ilustrando a Prop06içõo 16.1 
(ou. ainda.. que a hipótese de N ser separável o.ão pode ser retirada 110 Excrdcio 16 .2) 

E.'<ERdClO 16.13. Mostre que se dimN = 'XO. então o interior do conjunto BN(O. I )  
é vazio na topologia fraca T(N.N·),  Use isto para argumentar que III! topologias 
fraca e forte são dilStintas neste caso (ioclnio.do , I (N) em que !IS convergências fraca e 
forte de sequências coincidem; veja o Exemplo 14. 1 1 ) .  

ExERCÍCIO 16.14. Ma;tre que se dimN = ex ,  então O pertence 80 fecbo da  es
fera SNlrF. l)  na topología fraca. Qual seria o fecho de SN(O; 1) na topologia fraca"! 



Capítulo 1 7  

Espaços d e  Hilbert 

Os espaços de Hilbert formam a cl!lSl;e mais importante de espaços de Banach; 

ulém da norma, aparece também a noção de produto interno, nma genera

lizllÇão de prodnto escalar em RJ. O próprio Hilbert estudou principulmente 
os espllÇos [2 e V; foi J. von Neumann quem. por volta de 1930 . introduziu 

a definição abstrata de espllÇO de Hilbert, a qual foi necessária na formulação 

matemática da Mecânica Quântica que acabara de surgir. Neste Capítulo serão 

apresentadas a definição dI' espllÇO de Hlibl'rt e algumas propriedades básicas; 
ao final introduz-se o conceito fundamental de ortogonalidade. 

17. 1 Produto Interno 

Definição 1 7. 1 .  Um produto interno no espaço vetorial X é um fun
cionai (e, 71) t-> (e , 1/) , de X x X -+ F, de maneira que para quaisquer 

e, 1/, ç E X e o E lF, 

i.) (oe + 1/, Ç) = ã(e, Ç} + (1/, Ç) 
ti.) (Ç, 71) = (1/, ç) 
in.) (e, e) � o e (e , e) = o se, e soment.e se, e = o. 
OBSERVAÇÃO 17.2.  Como anteriormente, a barra ã denota o complexo 
conjugado do escalar o. Será usada também a notação l Ie l l  = J(e, e} , 
pois será mostrado adiante que esta função é uma norma cm X. Caso 
seja necessário explicitar o espaço em que l'Isteja definido determinado 
produto interno, será usada a notação (e , II) x .  
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Note que para cada � E X a li.wção '/ ...... (� , 'I) é linear, enquanto que 
para cada '1 E X 8 função � ..... c�, '1} é conjugada linear, também cha

mada de antilinear (S : X .... }" é antilinear Sf.' para todos �,  '/ 110 espaço 
vetorial X e a E F tem-se S(a� + 11) = õ:S(�) + S(I/) ) ;  estas propriedades 
são reCeridas conjuntamentl� 80 se dizer que a função (e, I/) ...... ce, '1/) é 
sesquilinear ( "seSqur significa wna \'e'''' e mela). 
EXERCÍCIO 17.1.  Verifique que se � = O então (� . II) = ('I , �) = O, para 

todo rJ E X. 

Um espaço vetorial X com produto interno (- . .) é chamado de espaço 
produto interno ou espaço pré-Hilbel'tiano e, normalmente, denotado 
pelo par (X, (-, . »  ou apenas por X, quando estiver claro qnal o produto 
interno referido_ 

Exemplo 17.3. Em C{a. b] a função (t/'. l/J) = 1: ",(t)l/I(t) dt é um pro
duto interno. • 

Exemplo 17.4. {�. '1} = E;=l {JllJ é wn produto interno em e n• 
De forma similar em RD (dispensando o complexo conjugado, logica

mente) . •  

Exemplo 17.5. (�. 'I/) = E;'l {;'1j é wn produto interno em [2 (N). 
Esta série está bem-definida, ou seja, é absolutamente convergente, pois 
J2 (N)* = /2(N): explicitamente. como 1{;'1i / $ 1 /2( I�J I2 + 1'11 12)  segue 
que 

x 1 L I{;'/j !  $ ? ( 1I� 1I 2  + 1 1'1 112) < 'XI. 
J=l -

Será mostrado no Exemplo 18.2 que [P não é espaço produto interno 
(compatível com a norma) se P 'Í' 2 . •  

Exemplo 17.6. (�" .p) = 10 fi'(t)tP(t)dp(t) é um produto interno em 
L�(O). Esta integral está bem-definida (por Hõlder ou) pois, como 

ItP(t)ai( t) 1 $ � ( /tú(t) /2 + II/I(t) /2) , 

segue que ijji/) E L! (O). Será mostrado, no Exemplo . 18.3, que L�(O) não 
é espaço produto interno (compatível com a norma) se p .J  2 . •  

Proposição 17.7. Se (X. ( " .) é um espaço produto interno, então paro. 
todos �. 1j E X : 
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i.) (desigualdade de Cauchy-Schwarz) l (e, 1) 1 � 1 I� 1 I 1 I1)l I í a Igualdade ocorre 
se, e somente se, {E:, 1)} é linearmente dependente. 

iI.) (des.gualdade tnangular) I IE: + 1)1 1 � I IE: I I + 1 177 11 ; a zgualdade ocorre se, e 
somente se., E: = O ou 1) = t� paro algum t ;::: O .  

Demonstração. ·i . )  Se (E: , 1/) = O é imediato. S e  (ç, T/) 1= O, então 77 1= O 
e para t E lF tem-se 

O � (� - t77, E: - t1) = 1 I� 1 I 2  - t(�, 77) - [(77, �) + I t 12 1 177 1 1 2 j  
escolhendo t = (77 , ç) 1 1 11) 1 12 vem que O ::; l Iç l l2 - I (ç, 77) 12 1 1 177 1 12 e, portanto, 
l Iç 1 l 2 1 11) 1 I 2 � l (ç , 1) 12 , com a igualdade ocorrendo se, e somente se, existe 
t E lF com ç - t77 = O, ou seja, ç = t77. 

ii. ) Usando o item i.) obtém-se 

l Iç + 1) 1 12 l Iç l l2 + (Ç , 77) + (77, ç) + 1 177 1 12 
::; l Iç l l2 + 2 1 (ç, 77) 1 + 1 177 1 12 ::; l Iç l l2 + 2 11ç l l l l77 1 1  + 1 177 1 1 2 

( l I ç l l + 1 177 l 1f , 
e a desigualdade triangular está demonstrada. A igualdade ocorre se, e 
somente se, 2 1 1ç 1 l 1 l 1] 1 I = (Ç, 77) + (77, Ç) = 2Re (Ç, 77) · Supondo isto, vem 

do item I.) que 

l (ç, 1) 1 ;::: Re (ç, 1) = l Iç l l l l 77 l 1 ;::: I (Ç, 77) 1 ,  
ou seja, 1 (ç, 1) 1 = l Iç l l l l77 1 1 = Re (Ç, 77) = (ç, 77) � O. Estas condições 

incluem a condição de igualdade em Cauchy-SchWlU"'./:; portanto ou ç = O 
ou existe t E lF de modo que 1] = tç, Usando novamente as condições 

acima tem-se que O ::; (ç, 1) = (ç , tç) = t l lç l l 2 ,  e portanto t � O. • 

O BSERVAÇÃO 17.8. Entende-se intuitivamente a condição t ;::: O para 
igualdade na triangular ao lembrar-se que números com parte imagmária 
nào-nula também "giram" os vetores após multiplicação. Números reais 
negativos "giram os vetores de 180°., j por exemplo, para ç 1= O e t = - 1 
tE.'m-se O = I IE: - E: I I  1= I I€ I I + WI = 2 1 1ç l l · 

Ne::.te ponto é claro o seguinte: 

Corolário 1 7.9. Num espaço produto mtemo (X, ( · , · »  (l /unção 
ç ...... .j(ç, €) , ç E X, 
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é uma norma, chamada de norma induzida pejo produto interno. A 
menos de menção explícita em rontráno, esta I a rwnnCl adotada n u m  
espaço produto interno. 
EXERcíCIO 17.2. Aponte os detalhes que demonstram o Corolário 1 ; . 9 .  

EXERCÍCIO 17.3. Se �n - � e 1].. -> I] n u m  1;'8p8<;0 produto interno, 
mostre que {{Q, 'ln)  ...... (�. f/) . ou seja, o produto i lltel'11o é contínuo pela 
con\'ergencia forte. 
Definição 17.10. Um espaço de Hilbert é wn espaço produto interno 
que é completo com a norma induzida pelo produto interno. Em todo o 
texto as notações 1i, 1i 1 . 1i2 .. · · ·  , sempre denotarão espaços de Hilbert. 

Exemplo 17. 1 1 .  12, L!. F" com a norma I I · 1 12 ( incluindo o próprio 
conjunto F) são espaços de Hilbert (na falta de menção explícita em 
contrário. fica subentendido que no contexto de espaços com produto 
interuo, esta é a norma em F") .  C[o, b) com o produto interno do Exem
plo 1 7.3 não é um �llaço de Hilbert , pois não é completo; confira! e 

EXERCÍCIO 17.4. Verifique a identidade de polarização 

(I'/, �) � ( I I{ + 1]112 - I I� - f/1 I2) • 
<.I]. {) � ( I I� + '1 1 1 2 - II{ - 1'/1 12 + i l l� + il'/ 1 I2 - i l l� - i11 1 1 2 ) ; 

a primeira num espaço produto interno real I;' a segunda num espaço 
produto interno complexo. Esta importante identidade mostra como o 
produto interno pode ser recuperado através da norma. 

11.2 Ortogonalidade 

o produto interno, sendo uma generalização do produto escalar em 
R3, pode ser usado para definir ângulo entre dois vetares; contudo, 
será introduzida apenas a ortogonalidade em espaços produto interno. 
Este conceito estará presente em vários argumentos e demonstrações 1I0S 
próximos Capítulos. 

Definição 17.12. Dois elementos �, f/ num espaço produto interno X 
são ortogonais se K 'I} = O. O símbolo � 1. 'I indicará que esses vetort's 
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são ortogonais. Se E. F são IlUbconjuntos de X. então E .i F indica que 

� .L '/ sempre que � E E e '1/ E F; se, além disso. E e F forem Bubespaços, 
diz-se que eles são ortogonaís. Denotllr-se por Elo o conjunto de todos os 
vetores de X ortogonais a E, ou seja, Elo = {� E X ; (�, 'I/) = O, 'rI'I/ E E} . 

EXERcíCIO 17.5.  a) Mostre que se � .L '1/ (ambos não-nulos) , então 

{�. 'I/}  é um conjunto linearmente independente. Note que o vetor nulo 

é ortogonal a qualquer outro vetor, e só ele tem esta propriedade (veri
fique!) . 

b) Confira que se � .i '1/. então I /� + '1/1/ 2 = 1 I�1 I2 + 1 1'1/ 1 12 . 
c) Se �n .L '1/ para todo n. e �n -+ �, conclua que � .L 7/.  

O próximo resultado técnico, uma caracterização de ortogonalidade 
entre vetores, será usado no texto. Analise-o geometricamente. 

Lema 17. 13. Num espaço produto mtemo, tem-se que � .L 7/ se, e 
somente se, 

I I� + t'7l 1 � I I� I / ,  Vt E F. 

Demonstração. Se '7 = O esta relação é óbvia. Suponba que 1/ ::/: O. 

Claramente 

O � I/� + t1/ 1 12 = I I�Jl2 + 2Re (t (�, '7) ) + I t I 2 1 17/ 1 /2 . 

Se � .i 'f/ segue que, para todo t E F, II� + ilJII2 = 1 I� 1 I2 + I t 1 2 1 1'f/ 1 I2 � 1 I � 1I 2 .  
ou seja. I I� + t'f/ I /  � I I� I I . 

Por outro lado, se I I� + t'f/II � I I� I I para todo t E F. elevando ao qua

drado esta expressão e escolhendo o valor particular t = - ('f/, �}/ 1I'f/ 1 I2 , 
obtém-se O � - 1 (� . 1/) 12 , de forma que � .L  'f/. • 

O próximo resultado mostra que também está definido o completa
mento de um espaço produto interno, agora como um espaço de Hilbert. 

Definição 17. 14. Um operador linear U ;  (X. ( - , . ) )  -t (Y, [· , ·) ) ,  entre 
dois espaços produto interno, é unitário se for sobrejetor em Y e (�, 'f/) = 
[U�, U1/J para todos �, 'f/ E X.  Se existe tal operador unitário. então os 
espaços X c Y são chamados de IUlitariamente equivalentes . ElIta é 8. 
noção natuml de isomorfismo entre espaços com produto interno. 

Se os espaços com produto interno envolvidos sào re.aís, USllr-se tam
bém o termo operador ortogollal, como sillônimo de operador unitário. 
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EXERcíCIO 17.6. a) Use a idt-.ntidade de polarização para mostrar que 
todo operador linear isométrico e sobrejetor. entre e;paços com produto 
interno. é unitário. Esta é uma aplicação típiCtl dE' polarização. 

b) Mostre que todo operador unitário é uma isometria, portanto in
vertível, e que sua invel'l!ll também é Wlitário. SE' U é Iwitário. compute 
UU- l e U·- I U. 
Teorema 17.15. Se (X, (. , . ) ) é um espaço produto Interno. então ele é 
unitoriamente equit'alente o um sube.spoço denso num t�spaço de Hilbert 
11.; tal 11. é chamado de completamento de X. A.lém dlS80, quaisquer 
dois completarnentos de X são llnatoriamente equit'Olentes entre si. 
Demonstração. A partir do Teorema 2.6 e sua notação, considere 

11. = _Y, e o único ponto que falta demonstrar é a compatibilidade do 
produto interno de X com o de 11.. ou melhor, a partir da demonstração 
do Teorema 2.6 deve-se definir de forma apropriada o produto intemo 
no espaço de Banach .t. 

Pela continuidade do produto interno (Exercício 1 7.3) pode-Sl' definir 
o produto interno em .t por 

(�. ii) := !im í{n , I1,, ) .  n--oe 

o qual induz a norma de ,Y. Usando a identidade de polarização (Exer
cício 17.4) vem que K é um operador unitário entre X e K(X ) ,  ambos 
considerados corno espaços produto interno. • 

Notas 
Como Já mencionado. a expressão espaço de Hilbert foi uma homenagem a Da, id 

Hílbet que estudou. panicu1armente, (J15 esp8ÇO!I ,2 e L 2 • Por \'Olla de 1 906. E.  
Fischer e F.  Riesz. de forma independente, mostraram q ue  12 (Z) é i.somorfo a L2 [a , bJ , 
o 'lue moti\'Uu a definição abstrata de espaço dI? Hillwrt. levando von Neumann a 
trabalhar "iotriDsicamente - e a apresentar a definição geral pouco antes de 1 9:10. 
embora IDcluindo a condição de separabilidade. Em 1934 Rellich, Ri-. c Uiwig 
IJlCJfitraram (lUA! ,-árias resultados ,-aliam sem a condição de IWparabilidadc, chegando
se à deliJUÇão auJAI de espaço de Hilbert. É interessante Dotar que se sabe aI unlmentc 
qlle todo E'SJlIIÇO de Hilbert é umlariamente equi,-alente a algum (l (Proposiçiio 22 . 1 )  
O-.do em resultados C(JIIl{, o Lema 1 7. 13, há propostllfi interessante.'! d e  SI! l'S1.endPr 
a oo;ão de ortllg',Dalidarle a ""JI8I:'lII d" BaDoch. 08 leitores ínteressatlos podem imdar 
a CODSUlta com F. B. Saidi. AD &ú:ns'OD of th, Nolwn Df Orthogonaldll to Baune" 
Spaty, ... , J . Malh. Anal. Appl . 267 (2002) 29 ·47 
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Exercícios Adicionais 

EXBRl'(CIO 17.7. Verifique que a drsiguaWade de Cnuchy-Schwarz cont inua válida 
se a condiçiio (e , e) = o • e = O. na defioição de pruduto interno. for retirada. 

EXERcíCIO 17.8. a) Se para todu ( num espaço produto interno tem-se (e. C) = (II. () ,  
mostre quP e = '1· 

b) Mostre que a condição l Iell = 111111 num espaço com produto interno real Implica que (e + II. e - II) = o, ou seja, que (e - II) e (e + II) são orl.ogonais 

EXERcíCIO 17.9. Verifique que num espaço produto interno vale a relação l Iel l = 
mllXl.llcl I (e. 11) 1 ·  

EXERcíCIO 17.10. Qual o número máximo de dúerentes produtos internos que podem 
induzir uma norma dada num espaço vetarial? 
EXERcíCIO 17.11.  Seja V N .... 'H linear. isométrico e sobrejetor. Mostre que N é 
um espaço de Hilbert. 

ExERcíCIO 17.12. Sejam el , e •• e. vetares num espaço produto interno. Mostre <Iue 
estes vetares formam um conjunto lmearmente independente se, e somente se, o de
terminante dn matriz « e. , {; »  não é nulo. 

ExERCÍCIO 17.13. Mostre que num espaço de Hilbert a sequência (e. )  converge a e 
se, e somente se, nen II - lIell e (en ,  e) -+ l Ie ll · .  

EXERCÍCIO 17.14. Dado um subconjunto E de um espaço produto interno, mostre 
que EJ. é 11m subespaço vetorlal fechado e, se E t.ambém é um subespaço vetaria!. 
então E n  EJ. = {O} . 

EXERcíCIO 17.15. Se E é um subespaço de um espaço produto interno, mostre que 
II e EJ. se, e somente se, 1117 - ell � n17l l .  ve e E. 
EXERcíCIO 17.16. Seja S :  'H ...... com img S = 'H e (S(e) , S(II» = (e. II) , para todo 

e. II e 'H Mostre que existe o operador IDverso S - I , o qual satisfaz (S- I (e).  S - I (17» = 
(e. II) e, também. (S(e) . II) = (e . S- I (IIl ) ,  para todos e. II  e 'H .  l'se tais resultados 
paro conclUir que S é li near e. portanto. um operador unitário. 

EXERCíCIO 17. 17. Denote por X u espaço C[- I . I I com o produto interno do Exem
plo 17.3 e por Y o espaço C[- I .  II com n norma 1 1 · 1 100 usual. Mostre que as apücllÇÕes 
1 X -+ l' (Idl'ntidadel e S X -+ F, Sv' = V!(O) não são continuas, enquanto 
T :  X _ Y, (Tv,) ( t )  = Io 1/'(s) ds é continua. Encontre a norma de T. 
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Projeção Ortogonal 

Continua-se o f'5tudo dos e.1paça> com produto intemo n<'Ste Capítulo; dois 
pontos importantes ,;ào tratados. O primeiro é uma caracterização de quando 
uma norma � induzida de um produto interno; o ,;egundo ponto ti a introdução 
do operador de projf'Ção ortogonal. wn ingrediente que não está presente em 
espaços normados em geral. 

18.1 Lei do Paralelogramo 

EXERCÍCIO 18. 1.  Verifique, mesmo que por substituição direta, que 

num espaço produto intenlo (X. ( . , . » )  "ale a lei do paralelogramo 

Interprete geometricamente esta �lei� . 

Teorema 18. 1 .  A norma 1 1 · 1 1 num eJJp4ÇO normado N é induz�da por 
um produto interno se, e .,omenle se, ela .,alisfaz a lei do paralelogmmo. 
Demonstração. Se a norma é induzida por um produto interno, então, 

pelo Exercício 18 1 ,  ela satisfaz a lei do paralelogramo. S upondo válida 

a lei do paralelogramo em ,V, esta será usada para mostrar que, no caso 

real iníci--ll:rnente, 
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define um produto interno que induz a norma 1 1 · 1 1 . A motivação para 

tal 1 vem da expansão de l Ie + 7]1 12 e isolando-se o produto {e, 7]) . 
Claramente I(e, e) = l Ie l l 2 e I(M) = O {=} � = Di ainda, f(e , 7]) = 

f(17, �) . Portanto, para mostrar que 1 define um produto interno resta 
apenas verificar a bilinearidade; observe que ainda não foi usada a lei 
do paralelogramo. Serão usadas as seguintes propriedades , facilmente 
verificadas: (a) 1(0, .,,) = O, para todo 7], e (b) se en -+ �, então 

mn, 7]) -+ I (�, 7]) . 
Explicitando I(� , () + 1(7], () , e usando a lei do paralelogramo para 

os doL., pares de vetores (� + () ,  (7] + () e �, 7], sucessivamente, obtém-se 

I(�, () + 1(7], () � ( I I� + 7] + 2( 1 12 - II� + 7]1 12 - 41 1( 1 12) 
21 G(e + 7]) , () . 

Escolhendo 7] = O obtém-se I(� , () = 2/(�/2, () , para todos �, (. e assim 

I (� , () + 1(7], () = I(� + 7], (l . 
Note que escolhendo 7] = -e, vem que I(e, () = -I( -�, () . Das relações 
acima segue que f(nf., 7]) = nl(�, 7]) ,  para todo n E Z. Falta, no caso 
real, apenas generalizar esta expressão para os escalares em IR. 

Se O =? m E Z tem-se (para n E Z) 

Para a E IR escolha uma sequência de racionais (qn) convergindo a a, e 
use a propriedade (b) para obter 

f(a�, 7]) = \im f (qn� , 7]) = lím qnf(�, 'I]) = Clf(�. 17), n-oo n-DO 

e o teorema está demonstrado no caso real. 
Para o caso complexo defina 

F(�, 7]) = f (�, 7]) - if(�. i.,,) , �, ." E N, 

sendo f a mesma função utilizada acima (veja o Lema 11 .2 para a mo
tivação desta definição de F). O objetivo é mostrar que F define um 
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produto interno que induz a non1l3 do espaço. Note que vnlcm F(�. � )  = 
lIeU2, f(iI;, i71) = J(e, 1/) . para todos e, 71 E N, F(� , i1/) = /(ç, hl) -. 
if(e, -1/) = i (f(e, 1/) - i/Ce , Z1/» = i F(e , 71) e. agora, basta Vl'rilicar que 
F(e, 1/) = F(fI, e), o que também mostra que a (sesqui ) li llearidaul' sc es
tende aos números complexos. As outras propriedad('b seguem de forma 
análoga ao caso real. 

De fato 

F(e, II) /(e. II) - i/(e, ill) = /(II. �) - i/(ill, e )  
/(71, e) - if( - 11, ie) = /(fI , �) + i/(II, ie) 
F(II, �) , 

e o teorema está demonstrado. _ 

Exemplo 18.2. [P(N) é um espaço produto intcrno se, e somente se, 
p = 2 . •  

Demonstração. Esses espaços são de Banach, mas a lei do paralelogramo 
não vale se p i- 2. De fato, escolha � = eJ e /I = e2; , sendo {ej }  a base 
canõnica de lP (N) (no caso p = 00 não é base de Schauder! ) ;  assim,  
l Ie l l2 = 1 11/ 1 12 = 1 e lIe - 111 12 = I I� + 1/1 1 2 = 22/p , se p i- oe" e vale 1 
se p =  00. _ 

Exemplo 18.3. Seja (Q, A, Jl) lnu espaço de medida que possua dois 
conjuntos A, B E A, A n B  = 0, O < Jl{A) i- Jl(B) < 00. Então Ll� (n) 
é um espaço produto interno se, e somente se, p = 2 .  Note que essas 
condições são bem gerais. • 

Demonstração. Será discutido apenas o caso 1 ::; p < ,)O . ficando 11 = 00 
como exercício. Basta verificar que as funções w = Xii e ',6 = XII ( funções 
características de A e B, respectivamente') satisfazem 1 I 1/' I I � = 1/ (AflT'. 
1 It/> 1 I� = Jl(B)2/p, 1 I t;:' + cPl I� = 1 1 1/' - t/>I I� = (Jl(A) + Jl (B» 2/1' , e não vale I I  
lei do paralelogramo no caso de p i- 2. _ 

OBSERVAÇ_�O 18.4. Note que ]Fn com a� correspondentes normas II . I Ip 
(similares àquelas de [1' (M» é um espaço produto i nl(,rIlo I'tC, e somente 
se, p = 2. embora todas essas normas sejam equivalentes ent.re s i .  
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Exemplo 18.5. C[- l ,  1] não é um espaço produto interno . •  

Demonstração. Basta verificar que neste espaço de Banach 08 elemen
tos V,(t) = t e rt>(t) = 1 satisfazem 1 14 ' 1 1 = 1 11/> 1 1  = 1 . enquanto 1 1 '1/-' - 1/>1 12 = 
1 11/-1 + Q'>1 I 2  = 4, e não vale a lei do paralelogramo. _ 

18.2 Projeção Ortogonal 

Definição 18.6.  Um espaço vetorial X é a soma direta de dois de seus 
subespaços XI e X

2
. o que se denota por 

se todo '; E X possui uma representação única 

Teorema 18.7 (Projeção Ortogonal).  Se E é um subespaço vetorial 
fechado de um espaço de Hilbert ?t .  então 

Por isso El. é chamado de complemento ortogonal do subespaço E em ?t 
(o Exercíczo 18. 6  complement.a a 1�são geométrica deste resultado' . 1  
Demonstração. Sejam '; E ?t. 8 := ilÚ(EE I I'; - (I I  e (l)n ) C E de forma 

que II,; - 17n I I -- 8. Pela lei do paralelogramo tem-se 

2 1 117" - ';1 1 2  + 2 1 1 11k - '; 1 1 2  = 1 1 11 .. - llk l l 2 + l 11)n + 1)k - 2,; lf,  

e como (l)n + 1)k)/2 E E. segue que 

IIl)n - l)k l l 2  = 2 1 1 11n - ,; 1 12 + 2 1 1 11k - '; 1 1 2  - 4 1 1  ('ln + llk)/2 _ ,; 1 1 2 

� 2 1 1 11n - ,; 1 1 2  + 2 1 1 1)k - ,; 1 1 2  - 482 , 
mostrando que (1)1/ ) é uma sequência de Cauchy em E. e portant.o con
vergente a algum II que pertenre a E. pois esse subespaço é completo 
(fedlado ClU ?t).  Pela continuidade da norma vem que II'; - 11 1 1 = 8.  

Como (t( - I )) E E para todos ç E E e t E F. obtém-se 

l I (ç - 1/) + t( 1 I  = I I,; + (t( - 1)) 1 1  � 8 = I I,; - 1/1 1 ,  
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e portanto (e - ,,) E gl. pelo Lema 17. 13. Assim. chega-se à decolll
posição 

Resta apenas mostrar a unicidade desta decomposição. Suponha que 
e = ri + (', com rf E E e (' E EJ. ; então 

1)' + (' = (e - 11) + 71 => (' - ({ - 71) = ( rI - ,,' ) E E n EJ. , 
de forma que ambos são nulos; assim (' = (e - 1/) 1' 71' = 11· • 

Corolário 18.8. Seja ?t um espaço de. Htlberl.. 

i.) Se E é um SUbe8paÇO fechado de ?t, então (E1.)1.  = E. As.sim. neste 
caso, E é o complemento ortogonal de E1. . 

ii.) Se M é um subconjunto de ?t, então 

vem, da unicidade da soma direta, que E = E1.1. (Iembre-se que E1. é 
fechado) . 

li. ) Sejam N = Lin(lIl) e N seu fecho. Verifica-se diretamentc que 
M':'" = Nl. = Nlo (confira a última igualdade!) .  Assim, 

de fonna que N = ?t se, e somente se, M- = {O} .  • 

OBSERVAÇÃO 18.9. A soma direta de subespaços vetoriais não HUpÕP. 

em princípio, a ortogonalidade entre os subespaços ('l1volvidos ; contudo, 

no caso de soma direta de subespaços E e F' de UIl1 espaço produto 

interno X, nd notação X = E '1> F !)crá suposto que E J_ F.  l\ l u i t.m, 
vezes usa-se F = X G E para i ndicar que F é o complemento ortogonal 

de E em X. O Capítulo 23 tratará, de forma um pouco mais abrangente, 
o conceito de !>Orna direta de !!bpaços. 
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EXERCÍCIO 18.2. Encontre o complemento ortogonal em L2 [- I ,  I] do 
subespaço gerado por: a) polinômiOll com termo constante nulo; b) poli
nômÍos com apenas potências pares. 

A decomposição 1f. = E Efl EJ. . para cada subespaço fechado E C 1f., 
define, naturalmente, o operador PE de projcção ortogonal sobre E 

PE : 1f. --+ E, PE� = �E, 

sendo � = �E + �EJ. · �E E E, �EJ. E EJ. . Diz-se que (�E + �El. )  é a 
decomposição ortogonal de � em relação a E, e PE� = �E é a componente 

ortogonal, ou projeção ortogonal, de € em E. 

EXERCÍCIO 18.3.  Verifique as segwntes propriedades bábicas do opera
dor PE de projeção ortogonal sobre o bubespaço fechado {O} :I- E C 1f.: 

a) Ps é linear e limitado com IIPE I I = 1 .  

b )  PE é sobrejetor, ou seja, img PE = E. 
c) P� = PE ( idempotente) e (PEl IE = 1 (Identidade em E) . 

d) Elo = N(PE) e PEJ. = 1 - PE (1 sendo a identidade em 1f.). 

e) PEPEJ. = PEl. PE = O (operador nulo)_ 

A noção de projeção ortogonal só faz sentido em espaços com pro
duto interno: define-se um operador de projeção num espaço vetorial 
qualquer como um operador idempotente (veja os exemplos abaixo, e o 
Teorema 20. 1 1  no caso de projetores ortogonais) . Se R é um operador 
de projeção no espaço vetorial X, fica um convite, no Exercício 18.16, 
para os leitores verificarem que qualquer � E X pode ser esCrito, e de 
forma única, como e = .,., + (, II E img R e ( E N(R) . 

Exemplo 18.10.  [Projeção Não-Ortogonal] Se {(, .,.,}  é uma base de JF2 e 
I)J. .1 .,., com (.,.,1. . () = 1 , então o operado\' R : JF2 �, R€ = (.,.,1. , �)(, para 
todo e E JF2 , é linear , idempotente, img R = Lin( {Ç } ) .  N(R) = Lin({'1})  
e I IRI I  = 1 1 ( 1 1 1 1 111. 1 1 . Sob quais condições I IR I I = I?  • 

Exemplo 18. 1 1 .  [projeção Não-Limitado] A condição R2 = R, que 
d('linc Ob operadores de projeção (veja também o Trorema 20. 1 1 ) ,  não é 
suficiente para garant ir que R seja limitado . Seja 1t = L2 (IR) , O $ <{i E 1f. 
com l I ep lh = IR <{i(t) dt = 1. Defina dom R = L2 (IR) n LI (IR) , e a ação 

(Rtí,) (t ) := iI'(t ) - ep(t) l ·q,(s) ds, 1/' E dom R. 



132 [CAP. 18:  PROJEÇÃO ORTOGONAL 

Uma verific;ação direta mostra que 'R� = 'R em dom 'R, e R'� '  = �, se, e 
somente se, IR t,l,(t) dt = O. ou seja, 'R é o operador de projl'çào HobH' U 
subespaço de 1t das funções com integral nula. Agora escolha �',, ( I, )  = 
X[O.n) (t)j Jii. de forma que �'n E dom 'R. 1 1 ,,\. 1 1 2  = 1 t' 1 I '�'1I 1 1 1 = .j1i, para 
todo n, e 

1 I'R1{ln ll� la Ilttn (t ) - i;?(t)v'ÍZ12 dt 

1 I �'n l lª + nll\Ol I� - 2 la i;?(th[O,n) ( t )  dt 
� 1 + n l li;? l I� - 2 la .p(t) dt = 1 + n l l." l I � - 2. 

Logo, 1I'Rl!Ín Il2 .... 00 para n .... 00. e o operador de projeção 'R (densa
mente definido) não é limitado. e 

A noção de projeção ortogonal, e ortogonalidade em geral. facilita 
vários argumentos técnicos e demonstrações em espaços de Hilbert ,  pelo 
menos em comparação aos correspondentes em espaços de Balloch, 

Notas 

o Teorema 18. 1 Coi demon.trado pela primeira vez em 1 935 por Jordan " \'on 
Newnaon, Há outras condições técnicas, mais recentes e <,laborad,lS , /IS quais garan
t.em que uma norma é induzida por um produto interno, e Isto pode ser Importaute 
para certas equações diferenciais parciaIS c problemas \'arIRC.onais 

Relações de ortogonalidade e projCÇÕe8 foram usadas em ''bpac;OS de fUlJçõ,', I'S
pecíftcos por Fourier, POIsson e outros (em particular em ,érles trigonométrica..) , 
embora sem esta linguagem, mui to antes da formulação aItslrata a«1II aprl'Sl'ut.adil, 
Contribwções de StUrlIl e Llouvillc levaram a uma formulação mais g"ral rI,'''-<t," rc· 
�ultados, culminando com o famoso "probl<'mo de Sl nrm·LirJ l lvil l,, ' ;  o ll'rl l lo p"de 
ser enganoso, pois eles também apres<,ntaram soluções bem g�rals desse "prohll'IIUI'· 
(w·ja. por exemplo. B. l\1. Levitun e I. S. Sargsjan, Introdllctioll r,o Sl'cclnll T/"",y, 
Trausl. Math.  Monograpbs, AMS, vol .  39, 1 9ir,) , O problrmn <I" St.m' I I I -L ioll\' i 1k 
Coi uma d as  sementes 'Iue originou a (f'Oria espectral de operadores em (,>;paços (i< '  
Hilbert . 

A respeito da cxistcnC'ia � unicidade da mínimn distãlll: Ja 110 ExerC'iuo HU;, h,i 
uma vt'roão importante para '-'"p<'\ços d" Banach I I l1 1formClllcnt" COII\'('XOS (o:; 'l l lais 
indncm LP(iRn ).  1 < p < x ) :  ....... .., resultados apan'cernm cm ,Innws A. Clark,oll , 
Umfonnly Cont',::r; Space •• Traos Amer Marh .  SoC'. 40 ,  ( 1 !l3b) ;j!l(; ,1 1 ,1 .  
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Exercícios Adicionais 

EXERcíCIO 18.4. Seja (€, )  é unlll sequência ortogonal, ou seja, {J 1. (k , VJ '" /C, 
a) Verifique a relação de Pitágoras 

b) Se { = I:;:I a;{; (soma convergente na norma), mostre que 
00 

1 1( 11 2 = L laJ 1 2 11(; 1 12 ,  
J=l 

133 

EXERCÍCIO 18.5. Dado um conjunto J com m8JS de um elemento, mostre que lP(J) 
é um espaço de Hilbert se, e somente se, p = 2 (veja o Exemplo 1 ,3) , 

EXERCÍCIO 18.6. Sejam E um subespaço fechado de ?t e ( E ?t. Assim, da de
composição ?t = E El) EJ. , tem-se ( = < + 'I, < E E, I) E EJ. . Mostre que ( e 1)  
são os úmcos elementos de E e EJ. , respectivamente, cujas distânCIas a ( são mini
mais. Este exercício complementa a vISão geométrica da decomposição enunciada no 
Teorema 18 7 

EXERcíCIO 18.7. Em L2 [0, DO) considere E = Lin(fe-" te- ' } )  e .p(t) = (1 + t2)e '- ' .  
Encontre a decomposição li '  = .pE + t/JE� '  com ,;.,; E E e 1/.'E� E E.!. 
EXERCÍCIO 18.8. Considere R2 com a norma I I I€ !II = 16 1 + 1€o I  (neste �aso R' não é 

um espaço produto interno),. sendo ( = (6 , {2) , e o subespaço E = { ({I , {. ) : {I E R} 
de \!l' . Se 1) = ( - 1 , 1 ) ,  mostre que 

d('I, E) = l�� 1 1 1'1 - (III = 2, 

e que existem infinitos element-os < E 1lt2 com d('1, E) = 111< - '1111 (desenhe as esferas 
centrada em 'I) Compare com o Exercício 18..6 

EXERCÍCIO 18.9. Se E = {{ E /'(N) ; €2j = O, VJ E !II} ,  mostre que E é fechado e 
determme EJ. 

EXERCÍCIO 18.10. SeJs t ; N x N \ {O, O} ..... R dado por 

1 I IE; + 'Iii' + IIE; - 1)112 
t{(, 'I) = 

2 11( 1 12 + 1 1'111' 
Verifique que ( 1/2) inf(( ,") t(E;, 'I) ::; 1 ::; SUP1( ") t(E;, 'I) ::; 2 Quando a norma de N é 
derivnela de UII1 produto interno? 
EXERCÍCIO 18.11 .  Seja E = { �, E L2 [-I, 1] : J� I 1Í'(I) dt = O} . Determine Ee.. 
EXERCíciO 18.12. Um subconjunto M nUIll espaço vetorial é convexo se, para todos 
( , 'I E M, tem-se que tE; + (1 - t)1) pertence a M para qualqu�r I E [O, lj, Mostre que 
num espaço de Hilbert todo conjunt.o (não-vazio) convexo e fechado poosui UIU ÚniCO 
elemento de norma minimal. 
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EXERCíCIO 18.13. Sejam E, F subconjuntos dc 1t !\lastre que' 
a) se E C F, então FJ. C EJ. e EJ. J. :" = EJ. . 
b) EJ.J. é o menor subespaço velorial Cechado qne contém o conjunto E. Conc lua que 
se E Cor snbespaço velorial, então E = EJ. J. 
c) E é subespaço fechado de 1t se, e somente se, E := EJ. J. • 
EXERcíCIO 18.14. l\loslre qne, no CIlSO de espaço de Hilbert relll, lodo operador 
S ; 1t ..... que preserva a distância entre vetares, ou seja, I IS({) - S(I/) I I  = I I{ - ·'1 1 1 ,  para 
todos {, 'I E 11, possui a forma S({) = S(O) + \f{, para alguma isometria I l IIcar l' E 
B(1t). 

EXERcíCIO 18.15. Se E é um subespaço fechado de 1t e T E D(11) ,  diz-se que E � 
invariante por T se T(E) C E. Mostre que E é mvariante por T se. c somente se. 
TPE = PETPE , sendo PE o projetar ortogonal sobre E 

EXERcíCIO 18.16. Seja X um espaço vetorial. Se 'R . dom 'R C X -+ X é um 
operador de projeção, mostre que qualquer { E dom 'R pode ser unÍ<'amente escrito 
na forma { = 1/ + (, com 'I E irng 'R e ( E N('R) 



Capítulo 19  

Representação de Riesz em 

Espaços de Hilbert 

Ne&te Capítulo é apresentado um famoso teorema de Riesz, o qual most ra 

que todo espaço de Hilbert é nat uralmente identificado com seu dual Como 
aplicações det<Se rE'Sultado, será mOl>trado que todo espaço de HIlbert é refleXIVO .  

será dada uma caracterizm;:ão das formas sesquilmeare> limitadas e m  espaços 
de Hilbert, e definido o adjunto de Hilbert de um operador linear limitado. 

19 .1  Representação de Riesz 

Teorema 19 . 1  (Representação de lliesz) .  Sejam 1t um espaço de Hil
bert e 1t* seu dual. A apilcaçào ') : 1t -> 1t* , 1 (�) = k pam ca.da � E 1t, 
dada 1Jor 

é uma isometrza antllmear e sobnôetom em 1t'.  
OBSERVAÇÃO 19.2 .  D�te teorema segue que cada elemento d e  1t* é 
identi ficado com um único � E 1t, via .f� , e Ilh l l = II�II; diz-se que � 
representa f� · Note que foram introduzidas duas notações distintas para 

indicar esta upl icaçiio: 1\0 c f� ;  isto sení convenient.e no que segue. 
De/llOll:,tra�,iio. St> � = O, claramente f{ = O. Se � E 1t, então h é 

um fundonal linear e IMII) I = 1 (� , 1J) 1 s: 1I� 1I 1I71 1 1 , de forma qne h E 1t. 
com IIh l l s: I I� II · Como 1 I � 1I2 = fd�) s: IIh l l l l � l l ,  segue que II f{ 1 I ;::: II � I I .  
Portanto IIfe l l = II� II , e a aplicação "( é uma isometria. evidentemente 
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antilinear (linear no caso real) .  Resta apenas mo"trm que t.ooo plemcut.o 
! E ?i* é da forma h para algum � E ?i. 

Se ! = O, então ! = h para ( = O. Se f t- 0, como o núcleo N(f) 
é um el'opaço vetorial fechado (pois f é contínuo) próprio de 1-f., pelo 
Teorema 18.7 vem que 

?i = N(f) $ N(J)1- .  

e existe ( E N(J)1- com 1 1 ( 11 = 1 .  Agora, obscrvaudo quc o veto r 
(J(q)Ç - !(<;,)q) E N(J) , para todo l/ E ?i (esta observação é simples, 
mas fundamental nesta demonstração), conclui-se que 

{(, !(TI)( - !«()TI) = O, VI/ E ?i. 

ou seja, !(TI) = (f«()Ç, TI) ·  Portanto. f = r(f«()() .  • 

EXERCÍCIO 19.1. Se f E ?ia . qual a dimensào de N(f)1-? 

Exemplo 19.3. A hipótese d o  espaço produto interno ser completo não 
pode ser retirada no Teorema 19.1 . Considere o subespaço N de [2 (N) 
constituído por elementos com apenas um número finito de entradas 
não-nulas; então ! : N -> F, !(1/) = 2::;1 TI)/ j, pertence a N' , mas nao 
existe � E N de forma que ! = h. pois o vetor ( 1 ,  1 /2 ,  1 /3, · . .  ) ri: N. • 

Lema 19.4. ?i* é um espaço de Hilbert com o produto interno 

Demonstração. Como r é isometria. a lei do paralelogramo é satisfeita 
para ?i' = �r (?i) , logo ?ia é um espaço produto interno pelo Teorema 1 8 . 1 
e, sendo completo, Hilbert . Segue de polarizaçào e do fato dE' �! ser 

antilínear. que o produto interno é o acima. • 

Corolário 19.5. Todo espaço de lJiLbert (; reflexIVO. 
Demonstração. Deve-se mostrar qlle ir. = ?i" . 011 seja, se 9 E 1-f., • .  

então existe � E ?i de rmmcira qlle 9 = { Como todo elemento o e  1-f.' é 
da forma ,(1/) = f� . TI E ?i, ba5ta considerar !lU,,) .  
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Pelo Teorema de Representação de IDcsz, aplicado a 9 E 'H. • •  
(lembre-se que 'H.. e 'H.'. são espaços de Hilbert) , existe um único ele
mento f{ E 'H.. , para algum � E 'H., de forma que 

Usando esta expressão e o Lema 19.4. para todo 1/ E 'H. tem-se 

gU,,) = (1/, �}1l = f,, (�) = �(J,, ) ,  
ou seja, 9 = t • 

19.2 Adjunto de Hilbert e Lax-Milgram 

Definição 19.6. Uma forma sesquilinear sobre dois espaços normados 
N1 e N2 é uma aplicação b : N1 X N2 -+ lF, linear na segunda variável e 
antilinear na primeira variável. b é limitada se sua norma 

Proposição 19.7. Se b : 'H.l x 'H.2 -+ F é uma fonua sesquzlmear ltmi
tada, então extste um úmco opemdor Tb E B('H.I , 'H.2) satufazendo 

b(�1 , 6) = {Tb�\ ' �2} , 'v'�1 E 'H.I . �2 E 'H.2. 
Além disso, I ITb l l = I I b l l .  

Demonstração. Para cada �I E 'H. I  o fundona! L�I : 11.2 -+ 1F, L(, (�2)  = 
b(�! t 6) é lincar, e como 

vem que I I L{, I I  :5 I I b l l l l� 1 I I e L� I E 11.2 ' 
Pelo Te.orema de Representação de Riesz existe um únic.o 7}2 E 1i2 

cru que L�, (6) = {1/2 , 6} , para todo 6 E 1i2. Defina n : 11.1 -+ 'H.2 por 
Tb�1 = 1/2 , para o qual b(�J , 6 ) = {nel , e2} ,  para todos el E 'HJ , e2 E 11.2. 
C é linear . Note que Tb = O s e ,  e somente se, b é nula (a definição é claral).  
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Assim, se b l' O (como (Tb6 , n�l)  = b(t:l . nt:t l .  para todo ç i l .  

IITb6 11 l (nt:I . T,,6 ) 1  
I l b l l  I ITb l l = �� M = ���� l It:dI I l Tbt:dl � 

Tb�l �o 'rb� I ;tO 

sup 
l �n�l

l
i6� 1 < sup I ITb6 1 1 1 1 t:2 1 1  = I In l l . 

0;0'(\ 1 ';1 ';2 - 0,.(\ 1 It:1 1 I 1 I';2 1 1 
. 

O�(:! u;é�2 
mostrando que n E B(1tl . 1t2) e I ITb l l  = I Ib l l · A unicidade do operador 
segue da relação (Tbt:" �2) = (S';I , ';2 ) ,  para qUaIsquer ç\ ' 6, implicando 
que os operadores S e Tb coincidem . • 

o exemplo padrào de forma sesquilinear limitada é o produto interno 
nwn espaço de Hilbert, e neste caso com 1tl = 1t2 tem-se Tb = l .  

Os resultados acima permitem definir o operador adjunto de Hilbert 
para cada T E B(1t" 1t2) ,  o qual será denotado por T' para distingui-lo 
do operador adjuuto de Banach P, introduzido no Capítulo 13 .  No 
Capítulo 20 será discutido como esses operadore� se relacionam. 

Dado T E B(1tI , 1t2) ,  então 

define uma forma sesqwlinear Ifr : 1t2 x 1t1 --> F, e como tem-se 
11fr(';2, t:d l � I ITII 1 It:1 1 I 1 1M, segue que bT é limitada com I I bT I I S I IT I I · 
De forrua similar à demonstração do Proposição 19 .7 ,  mostra-se que 

I IIfrIl = I ITI I · Também por essa proposição, existe um único T' E 
B(1t2 . 1tt l  satisfazendo 

(T't:2 , ';1 )  = 1fr(t:2 , '; I l = (t:2 . T';I ) .  Ç l  E 1t1 , ';2 E 1t2. 

e, ainda. I Ir l l = 1 Ib-r 1 l = I IT I I · 
Definição 19.8. Se T E B(1t" 1t2) ,  então o único operador T" E 
B(1t2. 1tI J construído acima é chamado de opcmdoJ' Hilbert adjunto 
ou operador adjunto de Hilbert de T. Quando bC tratar de ('spa<;CJs de 
Hilbert.. normalmente será dito somente "o adjunto" /lO se wf('ri r  /lO 
operador adjunto de Hilbert . 

Definição 19.9. Um operador T E B(1t) é normal se T'T = TT' .  SI' 
T = T' (ou seja, (Tç, T]) = (ç, TIl) para todos Ç . 1/) . (,Iltão est(' operador 
é chamado de Huto-adjunto, um caso particular de operador l IormuJ . 
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EXERcíCIO 19.2. Mostre que mn operador U E B(1i" 1i2) é unitário 
se, e somente se, U- I = U*; equivalentemente, UU' = 1 = U· U,  
EXERcíCIO 19.3 .  Mostre que s e  T E  B(1iI ,  1i2 ) ,  então YO" = (Tt ).  = T. 

Existe uma variação, devida a Lax e Milgram. do Teorema de R.e
presentação de lliesz que é útil no estudo de certas equações diferenciais 
parciais. 

Teorema 19.10 (Lax-Milgram)_ Se b : 1i x 1i ..... lF é uma forma ses
quilznear limitada e eXIste c > O de modo que !b(l1, l1) 1 2:: Cl ll1 I I 2 , para 
todo 11 E 1i .  então para todo f E 1i* existe um único �f E 1i com 

Demonstração. Pela Proposição 19.7, exíste único n E B(1i) de forma 
que b((, 11) = (n(, 1/) , '<1(, 11 E 1i. Como 

Cl l11 1 1 2 ::s I b(l1· l1) j = 1 (Tbl1, 11) 1 ::s 1 I11 l 1 l 1nl1l 1  ::s 1 111 1 1 2 I 1Tb l l . 

ou seja, Cl ll1 l 1 ::s I Inl1l1 ::s 1 I11 l 1 l 1n ll para todo 11 E 1i, segue que n é in
vertível ,  img n é fechada em 1i e Tb-I  é limitado (veja o Exercício 19.14) .  

Seja <: E (img n).L,  Assim O = I (nç, () ! = Ib((, ( ) ! 2:: cl l( 1 I2 , impli
cando que ( = O e img Tb é densa; portanto img Tb = 1i e dom T,;-I = 1i. 
Pelo Teorema de Representação de Riesz, f = h para um único { E 1i 
e, para todo 11 E 1i, f(1J) = (� , 11) = b(Tb-I�, l1) .  Escreva �f = Tb- I� para 
terminar a demonstração do teorema. _ 

Agora apresenta-se lun re:;ultado técmco que, apesar de simples, é 
muito útil ,  embora possa não v-aler no caso de espaço com produto in
terno real,  corno ilnstrado no Exemplo 19 .12. 

Proposição 19 .11 .  Seja (X, ( , . ) ) um esparo produto mtemo complexo. 
Se T : X <-' é um operador lmear e (T�, �) = O para todo � E X, 
então T = O . 

Demonstração, Para todo (t E te e quaisquer � , 11 E X tem-se 

Escolhendo, sucessivamente, Q = 1 e Q = -i obtém-se 
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cuja única solução é (T�, IJ) = 0, para todo..� � . II E X. ou seja .  T (\ o 
operador nulo. _ 

Exemplo 19.12. Considere a rotação R por UIIl áugu lo ret.o no e�paço 
de Hilbert real lR2, de forma que R l' O enquanto que (R�. � )  = O, para 
todo � E R2 (er. , Propo;,ição 19. 1 1 ) .  Se T. S  E B(1í) e (T� , �)  = (S'ç , �) 
para todo ç E 1í, então T = S? • 

o próximo resultado deveria ser comparado ao Exercício 1 4 . 1 3.  

Proposição 19.13. Se ç" � � em 1í. então r.rI�le llma subsequência 
(�n, )  de modo que sua -média aritmétu'a " converge for/emente a �. ou 
seja. 

1 
.\/ 

Iim ' I "" Çll = ç . .lI-x l' � ) 
) = 1 

Demonstração. Para construir a subsequência, primeiro ob�erve que 
para todo 1] E 1í tem-se, para n -> x:, 

já que {n � ç� Seja {nl = �l . Agora escolha n 2  de fonua que 
lf�n2 -dçnl - !;) I < 1. Suponha que n l , ' "  . 11) tenham sido selecio
nados; então use a observação acima para selecionar n)+ 1 de modo que 
If�nJ+ l  -� (�nk -!; 1 I  < 1/(2j) .  para J,: = L 2 . . .  · , j.  Para eHsa subsequência 
(�nJ tem-se que (seja L = sUPn I I!;n - !; 1 I 2 < x; veja a PrupOt;ição 1 ·1 .3 )  

o qual s e  anula para .\1 ..... x .  _ 
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Notas 

o Teorema de Representação de Riesz foi demonstrado, primeiramente, em 1907 
por F. Rj"". e M. Frécltet, de forma independente; por isso é algumas VC2es chamado 
de Teorema de fuesz..Frócbet. Ele foi usado por von Neumann numa demonstração 
elegante do Teorema de Radon-Nikodym, o qUlll caracterIZa uma medida (<r-finita) 
absolutamente contínua em relação ii outra medida ; veja detalhes em [Rudin (1974)] . 

Pode-se demonstrar que todo espaço de Hi lbert é reflexivo (Corolário 19.5) di
retamente da teoria de espaços umforrnemente convexos , sem utihzar explicitamí'nte 
o Teorema de Representação de Rlesz (veja H Brezis. A.nalyse Fonclzonnelle, ParIS, 
Masson, 1983) 

Exercícios Adicionais 

EXERCÍCIO 19.4. Mostre que toda sequência limitada em um espaço de Hilbert 1t 
possui subsequência Fracamente convergente 

EXERCÍCIO 19.5. Mostre que se dim 1i = 00, eutão há sequênCias em 1t que conver
gem fracamente e que não possuem subsequências fortemente convergentes (alguns 
exemplos explícitos surgirão ao se discutlr bases ortonorrnais no Capítulo 21) .  

EXERCÍCIO 19.6.  Enuncie e demonstre um resultado análogo ao Teorema de Repre
sentação de Ries"6 para funcionais antilineares lilllitados em 1i (defiruções por conta 
dos leitores). 

EXERCÍCIO 19.7. Mostre que se T. S E B(1iJ , 1i. ) ,  então (S + T)" = S' + TO , e 
para ", E F tem-se (",T)O = õTo ; se T- 1  E B(1t2 , 1t . ) ,  então (T- I ) "  = (T' )- I . Além 
disso, se o produto TS está definido tem-se (TSf = SOTo e, portanto. (TT = (T" l " ,  
para T E B(1t) C "  E N. 

EXERcíCIO 19.8.  M06tre que existe uma aplicação biJetora � isométrica entre B(1t) 
c o conjunto das formas sesquilineares lim.itadas b( , . ) em 1t x 1t. 
EXEncÍClo 19.9. Se T E B(1il. mostre que N(T) = (ung 1" ) 1. ,  e também que 
N(TO) = (img T)J.. ASSim. o adjunto pode ser útil para analisar se um operador ti 
invertível. 

EXEnCÍCIO 19.10. Use (e verifique) a segurnte variação da identidade de polarização 

para quaisquer f" '1 , (, ii num 1t complí'xo, para apresentar outra demonstração da 
Proposíção 19 . 1 1  

EXEnC'Íuo 19.1 1 .  Sejrun T c S operadores auto-adjulltos em um espaço d e  Hilbert. 
Mostre que o produto TS é auto-adjunto se, � somente se, esses operadores comutam 
entre si 
EXBncíclO 19.12.  Use o Teorema de Representação de ruesz para mostrar que se 
I, 9 E 1t0 possuem o meslllO núcleo, então �JUSte a # O de forma que I = ag . Lembre
se QUI', pela Proposição 15.9, isto já vule com pouca estrutura. 
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EXERciclO 19.13. Verifique: 

8) O conjunto dos operadores unitários em 1t forma lUll grupo ,'lll relaçiio à operaçúo 
de multiphcação de operadores, 

b) Dados um subespaço E C 1t e um operador unitário li ' 1t .-> , então \111" II relação 

U(EJ.) = (UE)';' , 
c) Se U : 1t ....., é unitário c U2 = 1, então ele e 8uto-adjullto. Além disso, lodo 

operador V E B(1t) que é unitário e auto-adJunto !>at isfaz \,2 = 1 .  

EXERCÍCIO 19.14. Mostre que n li a  delllonstraç'io d o  Tt'Orl'1lI11 HU O  l' Ill\'crtível ,  

img n é fechada em 1t e Tb- I {> limitado, 



Capítulo 20 

Operadores Auto-Adjuntos 

Neste Capítulo são apresentadOti vários resultados adIcionais sobre operadores 
adjuntos em espaços de Hilbert (auto-adjuIltOti em particular) , WIla caracteri

zação de operadores de proJeção ortogonal. e discutida a relação entre os dois 

tipos de operadores adjuntos, TO e T" , em espaços de Hilbert 

No Capítulo anterior foi introduzido o conceito de adjunto de Hilbert 
em B(1i); no que segue são apresentados exemplo� simple� envolvendo 
esse conceito. 

Exemplo 20. 1 .  Sejam q, E L� (n) uma função limitada e o operador 
de multiplicação M<t> ; L� (n) � . introduzido lias Exemplos 3. 1 1  e 4 3 ,  

(M<t>!/,) (t) = Ó(t)�,(t) ,  7/, E L� (n) 
Foi mostrado que M<1> (> um operador limi tado e que 1 1M.,; I I  = sup ess IdJ l . 
O adjunto deste operador é M� = )1112).  de forma que ele é um operador 
normal ; note que Mó é auto-adjunto se, e somente se, dJ for uma função 

real (tt-q .t .p . ,  logicamente) . •  

Demonstração .  Como para todos ..", �, E L� (n) tem-se 

(<p, M,?�,) = 1 ",(t) c/>(t)�,(t)dtt(t) 
!l  

1 9(t )'P(t ) 1l,(t)dt/(t ) = (M;y,p, 11') , 
n 

eonclu i-se que Mó = M2), o qual é normal pois M:;'M<t> = M;:.q, 
M1>tj,=M.pM�. Ainda, .M<1> {> aut.o-adJunto s e ,  e �oment(> se, .p=,p. • 
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Exemplo 20.2. Dada uma base de IF" . um opermlor T E B(IF" ) l' repre
sentado por uma matriz. Então o seu operador adj unto de Hilbert. T' é 
representado pelo complexo conjugado da t ransposta des�a I l latril .  • 

Exemplo 20.3. Para cada O 01 s E lR fixo. o operador T" E B(V(lR» ) ,  

(T.�,) (t) ::: l.["p(t + s) + I/J(t - s)] . � '  E t2(lR) . é auto-adjunto . • 

EXERCÍCIO 20. 1 .  Encontre o operador adjunto do operador �hirt à es
querda Se : 12 (N) .--> , dado por Se(�I . �2 , · · '  ) ::: (Ç2 . Ç;I . · · · l ,  

EXERcíCIO 20.2. Mostre que todo autovalor d e  u m  operador linear 
auto-adjunto é real. 

o resultado que segue é devido à Helliuger-Toeplitz, ua versão em 
espaços de Hilbert , publicado em 1 910. Ele t raz consequencias importan
tes na formulação matemática de diversos problemas . A demonstração 
apresentada para a versão em espaços de Banach (Proposição 1 3. 1 0) 
adapta-se aqui, contudo será apresentada uma demonstraçilo alterna
tiva, a qual não usa explicitamente o Teorema do G ráfico Fechado. mas 
o Princípio da Limitação Uniforme. 

Proposição 20.4 (Hellinger-Toeplitz ) .  Seja T H <--> um opemdol' 
lmear satISfazendo 

Então T E 3(H) e é allto-adjunto.  

Demonstração. Para cada '1 E H com 1 1 11 1 1  = 1 tem-se. por Cauchy
Schwarz, que o funcional linear L� : H .... lF, dado por L'I (�) ::: (TT}, �) = 
(T}. T�) é limitado, pois I L� (�) I ::; I IT'I I I I I� I I . Novamente por Cauchy
Schwarz tem-se I L,/(O l = 1 ('1. T�) j ::; I ITç ll .  para todo l/ com 1 1 '1 1 1 = 
1. Pelo Princípio da Limitação Uniforme. encontra-se C > O de modo 
que I I L� II ::; C, para todo '1 com 1 1'1 1 1  = L Assim 

mostrando que T é limitado. Sendo limi tado, Sf'gue diretauH'llte da 
definição que T também é auto-adj unto. • 
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EXERCÍCIO 20.3. Se T : 1Í! --+ H2 é linear e existe S : H2 --+ Hl .  não 
necessariamente linear, com (Tf,, 1]) = (f" S(1]» para todos f, E Hl e 
17 E H2 ' concIua que S é linear, T e S são limitados e T* = S. 

Proposição 20.5. Seja T E B(H) , sendo H um espaço de Hilbert com
plexo. Então T é auto-adjunto se, e somente se, (Tf" f,) E JR para 
todo f, E H. 

Demonstração. Se T é auto-adjunto, então para todo f, E H 

(Tf,. f,) = (f" Tf,) = (Tf" f,) ; 

portanto (Tf" f,) é real . Se (Tf" f,) é real para todo f, E H, então 

((T - T*)f" f,) (Tf" f,) - (T*f" f,) = (f" Tf,) - (r'f" f,) 
(T*f" ç) - (T*f" f,) = o. 

Portanto, pela Proposição 19. 1 1 ,  segue que T = r" .  • 

Exemplo 20.6. O exemplo em que R representa urna rotação de um 
ângulo reto em JR2 mostra que, no caso de espaço de Hilbert real, pode 
ocorrer de (RE" f,) ser (obviamente!) real para todo vetor f" embora R 
não seja auto-adjunto. Basta olhar para a representação desses opera
dores 

R = (� -01) e R
*

=
( O f) 

-1  O ' 

obtida da base canônica de JR2. • 

Proposição 20.7. Se r E 8(H) então I ITT' I I  = I IT'TI I  = I ITII2 . Por

tanto: 

i.) r'r = O se. e somente se, T = O. 

ii.) Se T é normal, então I IT2 1 1 = I ITI J 2 . 

Demonstração. Se T E  B(H) 

I ITI I 2 sup I ITf, 11 2 = sup (Tf" rf,) = sup (T*Tf", f,) 
U{U= J  U{U=l U�II= J  

S sup I IT'TIl I lf,, 1 I2 = I IT'rll s 1 IT* 1 I 1 1T1 1  = I ITI I2 , 
1 I{ 1I= 1  , 



146 [CAP 20 OPERADORES AUTO-ADJUNTOS 

e IIT"TII = IITI I2 .  Adaptando os papéis de T €' T* n('�ta est.imativa. 
obtém-se IITT* II = I ITf. i . )  é imediato desta relação . 

Agora, se T comuta com seu adjunto. então para todo t. E H ( ('1\1-
se I IT"TçIl2 = (T'Tt" T*Tt,) = (T2ç, T2t,) = I I T2t. 1 1 2 ,  implÍC'alldo em 

IIT2 11 = IIT"TI I = I ITII 2 _  • 

OBSERVAÇÃ.O 20.8. Como já mencionado anteriorment.e. os operado
res unitários formam os isomorfismos naturais entre espaços de> H il
bert. Estende-se esta noção para operadores limitados: Os operado

res T E B(Hd e S E B(H2J são ditos ullitnriamente equivalentes se 
existe um operador unitário U : HI - 'H2 de modo que T = U' SU , 
O Teorema Espectral para operadores auto-adjuntos ( tratado parcial
mente aqui apenas no caso compacto no Capítulo 30) diz que todo ope
rador auto-adjunto limitado é wlÍtariamente equivalente a algum Mo 
(veja o Exemplo 20. 1 ) .  com Q sendo uma função real limitada. 

Exemplo 20.9. O operador linear Sd : [2 (N) +-' dado pela lei 

Sd(t,J , Ç2 . 6. ' "  J = (0, 6 , 6. " ' )  é uma isometria entre espaços de Hil
bert, preserva o produto interno (ou seja, (Srt" SrTJl = (( I]) , para todos 
ç, 1]) .  mas não é unitário. pois não é sobrejetor. • 

Serão ainda discutidos dois resultados neste Capítulo. O primeiro 

relaciona as duas definições de operador adjunto em espaços de Hilbert , 
ou seja, o adjunto de Banach TR e o de Hilbert T' . O segundo é uma 

importante caracterização de operador€'S de projeção ortogonal (veja a 
página 131)  em termos do conceito de operador auto-adj unto. 

Proposição 20.10. Sejam ri : HI -> Hi e 12 : H2 -. H2 a.� 1-sornetrws 
anttlzneares admndus do Teorema de Representação de Rlesz cm H I (' 
H2, respectlt'amente. Então, se T E B(HI . H2) ,  tem-se 

1 = 'll o p o '2 '  

Demonstração. Esta demonstração �e resume fi e�crever adequada
mente as definições; assim, é útil recordá-las : IJ (çj } (7]J ) "-' f�,(f/J ) 
(t,J ' 'I) ) ,  'içJ ' 'li E H) ,  para J = 1 , 2 , e P : Hi -.. Hi ,  (T"j) (t. I l f(TçJ ) .  para todos t,1 E HI , J  E H:; . 

Para todos 6 E HI ' Ç2 E H2 , denotando 7]1 = �fi I (Ta r ) telll-�C' J€ • .  , 
(Ç2 ,  Tt,I) 16 (TçJ ) = (P !{, ) (6 J  = 1'11 (Çl ) = (1] 1 , t, I ) 

("1 , 1 (Ph, ) ,  t.1 ) = (<"t, 1  o yn o r� ) (6) ,  t,1 ) , 



147 

Disto segue que T' = II I o Til o 12 (note que esse último operador é 

linear). • 

Teorema 20.1 1 .  Seja P E B(H) . Então P é um operador de projeção 
ortogonal (ou seja, existe um subespaço fechado E C H de maneira 
que P = PE) se, e somente se, p2 = P e P é auto-adjunto. 

Demonstração. Se P = PE para algum subespaço fechado E C H. 
então todo t; E H se decompõe ç = ÇE + t;E" , ÇE E E e ÇEL E E.i. (esta 
notação será usada outras vezes nesta demonstração). Como 

p2ç = P(Pç) = Pt;E = ÇE = Pt;, 

segue que p2 = P (como já se sabia). Para verificar que ueste caso P é 
também auto-adjunto, considere dois vetores ç = ÇE+ÇEJ. e '1/ = 'l/E+'l/EJ. 
quaisquer em H. Como, 

(Pt;. 'I/) = (t;E , 'l/E + 'l/EJ. ) = (t;E, 'l/E) = (ç, 'l/El = {t; , PTJ} , 

segue que P é auto-adjunto. 
Suponha agora que P seja auto-adjunto com p2 = P. Defina 

E := {t; E H :  Pç = t;} = N(I - PJ , 

Já que P E B(H) vem que E é subespaço fechado de H, Será mostrado 
que P = PE,  Note que todo t; E 1í pode ser escrito na forma 

ç = Pt; + (1 - P)t;, 

com Pt; E E, pois P(Pt;) = p2ç = Pt;, e (1 - P)t; E E.l , já que para 
todo '1/ E E vale 

(1/, ( 1 - P)t;) = (PI/, (1 - P)t;) = (1/, (P - p2)t;) = O., 

Segue, da unicidade da soma direta H = E Efl E.l,  que E = img P 
(com Pt; = t;E) e E.l = img (1 - P) (com (1 - P)ç = t;EJ. ) .  

Adicionalmente a essas relações, Pt;E = P(Pç) = p2t; = Pt; = 
ÇE e conclui-se que PIE = I IE , enquanto PÇEJ. = P(I - P)t; = O, 
logo PIEl. = O . Em resumo, P = PE ·  • 



148 (CAP 20' OPERADORES AUTO-ADJUNTOS 

Notas 
É interessante observar que o conjunto d():;, opcrndof{'$ a\lt l�adJlI l ltos l i m i t ados 

forma um subespaço de Banach real de B(H) . Como descrito no EXl'rdllO 20 -I , 
todo operador em B{H) é a combinação lin�nr de dOIs op,'rllllo"" aUlo-adjuntos. 
Pode-se mostrar que qualquer operador auto-adjunto em I3 (H)  ti a wlIlhindçiio li near 
de dois operadores unitários (""ja [d .. Oli\"ira (2009)] ) :  portanto, qnalquer opemdor 
em B(H) é .. combmação linear de quatro opemdores umhíriO$ 

lima analogia intuitiva, Talvez 8 principal diferença cntfl' opl'rllllufl's e CunçÕl" 
é que' no primeiro caso eles podem não comutar Nu mundo dos opcrauul't-s el11 
cspa<:os de Hilbert" os nuto.adjuntos rorI't"Spolldcriam às funçÕt."S reais , � nonna1:; 
às funções complexas (parte real e imaginárill comutam, \'ejs o Exercício 20. 4 )  l' 
os urutários às funções bljetoras com valores na circunferência {z E <C : 1 : 1  = 1 } .  Os proJetor ... corrco;pond .. nam às funçÕl'S característica:; d e  conjnntos (subespaços ) .  
enquanto as funções simples C'orrespoudcriam às combinações hUCMCS L�'= l ar, PE .. 
(são operadores ··'rliagona1izán�is"' )� quaL"i operadores podem 'SCI" nproxlIllados (com 
topologias convementt'S) por <'Ste t ipo de soma? 

Exercícios Adicionais 
EXERCÍCIO 20.4. Seja T E B(H) com H complexo. �Iostre que eXIst.cm íll l icl>' 
operadores auto-adjllntos TR e T, de forma que T = TR + ,T, e T· = rR - ,T, 
Verifique que T e  normal se. e somentt.� se. Tu e TJ comutam entre SI , c que é Ul1lttl.I'lO 
SE", e somente se, Tn e TJ comutam entre SI e T'� + Ti = 1, 

EXERC'ÍClO 20.5. Sejam H um ... paço de Hilbert e (Tn )  uma sl'qui>ncta de operadores 
em B(H) auto-adjuntos com Tn ....":... r E B(H) .  l\'lostre que T também é auto-adjunto. 
Verifique que es....;,a conclusão contínua valenuo se a convergencia fraca d(' operadores 
for substituída por convergência forte ou uniforme . 
EXERcíCIO 20.6. Usando o Exercício 13.8. mostre que r E I3(HI .. H2) é ill\'ertívcl 
se, e somente se, T- ê invertíveL É pos.'õj\"el concluir isso diretall lel1tc d<L."i defi l l lçõcs'" 

EXERCÍ(,IO 20.7. Um operador T E B(H} é tUmor du que À E IR se pura todo 
{ E H tem-se « T  - Àl){, () 2: O. Mostre que qualquer operador dessa forllla. ('om H 
complexo, é auto-adjunto. No caso particular de ,\ = () diz-se que T é 1 1 1 11 Op{'fmJor 
positn·o. 

EXERcíC IO 20.8. Adapte a demonstração da Proposiçfio 1 :1 . l 0  para deHlolIst rnr o 
resultado de Hellinger-Toeplitz 20.4 cm espaços de H ilbert . 

EXERCÍCIO 20.9. [Operador<s Nonmusj Sejam H 1 1 1 1 1  espaço de Hilbert. colllplexo e 
T E  B(1t) Verifique os seguinles Itens: 
a) T é normal se. e somente se, IIr� 1 I = I IT-� II , para todo ( E 1t. Use ist o pam 
mostrar que I Ir TI! = I I Tro ll = I ITI I 2 ,  sr, T for um operador normal. 

h,l Se T "  normal. ('ntão NfT) = N(T" ) = (mlg r) " .  consequc-nternelltl', s(' (l E C " 
um autovruor do operador normal T, então () (! al1tovalor de T-
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c} Se II i- fJ são autovalol'e8 distintos de um operadar nonna1 T, então 0& auto-espaços 
correspondentes são ortogonais entro si. 

d) Se T2 = T e  T é normal, então T é auto-adjunto c operador de projeção ortogonal 

EXERCÍCIO 20.10. Seja T E B(?t) Mostre que N(T) = N(T"T) e conclua que 
img T' = img T'T. 

EXERCÍCIO 20.11 .  Sejam Pe e Pp operadores de proJeção ortogonal sobre os sub
espaços fechados E, F C ?t, respectivamente. Mostre que se ung PE n N(Pp)  i- {O} , 
então I1 Pe - Pp l1 = 1. Quando (PF - Pe) é um operadar de proJeção ortogonal? 

EXERCÍCIO 20. 12. Sejam E. F Bubcspaços fechados de ?t e PE , PF os operadores 
de projeção ortogonal correspondentes. Demonstre que as seguintes afirmações são 
equivalentes' 

a) O operador (PF - PE) é positivo (veja o Exercício 20.7). 

b) Para todo e E ?t tem-se I IPEell .,; I1PF{I1 . 
c) E C  F 

d) PFPE = PEPF = PE . 
ExERCÍCIO 20.13. Sejam E, F subespaços fechados de ?t e PE,  PF as operadores 
de projcção ortogonal correspondentes. Demonstre que E .L F se, e somente se, 
PEPp = PFPE = O. 

EXERCÍCIO 20.14. S .. ja T :  12(Z) - p(Z) dado por (Te). = (� •• , - en- d, sendo 
{ = ( . . • {-2, {- . , {o . 6 , 6, ) . Mostre que T é Linntado. Determine IITII e T" 

EXERCÍCIO 20.15. Seja T (2(Z) _ 12 (Z) dado por (Te).  = ({n+ 1  +{n- d , sendo e = 
( . . .  , {-2 . {- I , {O, {1 , 6. . ) . Mostre que T é hmitado e auto-adJunto . Determine I1TII . 

EXERCÍCIO 20.16. Mastre que o conjunto das operadom; auto-adjuntas hmitados 
forma um subespaço de Banach f<>al de B(?t). 



Capítulo 21  

Bases Ortonormais em 

Espaços de Hilbert 

Um fator conveniente do� espaços de Hilbert c ii !)]'",ellça , le  ("onj unt o� nrt o
normais, os quais podem ser usados para d('("ompuf os \'etofPS dl'SSI'S e'paços, 
ou seja, pode-se falar em -coordenadas ortogoIllUs - .  ü fato de S('["(' l I l  ortogo

naL,;,; traz várias situplificaçi>es técni('a�. aléll1 de ituporl allt('s . e intt'}"('s�ant(·s 

relações entre as normas de \'etores e tai» coord!'llIulas. 

Definição 21.1 .  Uma família {�<r }Q"./ em 'H. é oftollofmal ;,(' l I �n l l  = l .  
para todo fi E J, e �Q 1- çj, se o f. r3 E J .  Uma hase ortonomwl d e  'H. 
é um conjunto ortonormal totaL ou seja ,  Lin( {�" }"E ./ )  = 'H. .  
EXERcíCIO 21 .1 .  �Iostre que uma família ortonofmal é l i neilf l l ll'nlp 

independente. 

Exemplo 21.2.  A base canónÍC"a {cJ g'= l de IP' é uma lm,,<, or tonortllilI 
desse espaço. • 

Exemplo 21.3.  A base canónica de l2 (N )  é uma ba�c ortollor l l la I  d(" s(' 
espaço . •  

Exemplo 21.4. { tini / v'2iT}nEZ é um conjunto ort.ollorInal no ('spaço 
L2 [O, 211) . Será demoIL�trado que também {> uma basl' ortol lorJ n a l (T<'o
rema 22 .5) . •  

o uso de biL�('..s ortonormais simplifica \'ária, abordap;prls (' dem()us
t rações em espaços de Hilbert . Dada uma sequêlleia (1;,, ) l i l ll'arnH'nt ( '  
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independente em 1í, existem Bequénc.ias ortonormais que geram o mesmo 

subespaço vetorial, construídas pelo processo de ortonormalização de 

Gram-Schmidt (discutido à frente) , o qual demonstra a existência de 
baseiS ortonormais em 1í no caso separáveL No caso geral demonstra-se 

a existência de tais bases com auxílio do Lema de Zom. 
Proposição 21 .5 .  Todo espaço de Hzlbert não-trivial (ou seJa, -=f {O}) 
possuz uma base ortonormal. 

Demonstração. Seja 1í -=f {O} . Denote por O o conjunto de todas 

as famílias ortononnais em 1í, a qual não é vazia pois se O -=f � E 1í. 
então {ç/ I IÇ" I I } é um conjunto ortonormal. Ordenando O por inclusão 
de conjuntos , dada uma família totalmente ordenada em O, a uDÍão dos 

membros dessa famHía é seu limite superior (a qual pertence a O).  Pelo 
Lema de Zorn , existe um elemento maximal M em O. Será mostrado 
que 111 é uma base ortonormal de 1í. 

Se M não é base ortonormal. então pelo Teorema 18.7 existe um 

vetor O -=f Ti E Lin(M/ , de forma que 111 U {17/ 1 117 1 1 } seria uma fauulia 

ortonormal, contradizendo a maximalidade de .M em O. Portanto M é 
uma base ortonormal de 1í. • 

Proposição 21.6 (Gram-Schmidt) .  Seja {çn }  uma coleção contável li

nearmente zndependente em 1í. Entáo existe uma coleção ortonormal 

{en } em 1í, com a mesm.a cardmalzdade de {çn } ,  de forma que, paro 
todo 111 , {';I , "  . •  Ç"m} e {e l ,  . . .  , cm} gerom O mesmo subespaço vetorial. 

Demonstração. Note, iniCialmente, que dado um conjunto ortonormal 

{171 , ' "  , 7Jd ,  o vetor (7/ - 2:;=1 (1J) , IJ} 17)) é ortogonal a cada 7/) . logo é 
ortogonal ao subespaço gerado por { III . · · · , 17k } . 

A sequência (En) será construída por recorrênCia Define-se q = 
çJ / l lçr l l ,  e claramentc el e Çl geram o mesmo subespaço vetoria!. Su
pondo quc o processo foi construído para CJ • . • .  , Ck ,  definem-se 

k 
Ç�+ I = Çk+ 1  - 2: (eJ , �k+ 1 }eJ '  Ck+1 = ��·+ I / IIÇk+ 1 1 1 · 

)= 1  

Como {Çl . · · ·  , çk+d (. linearmente independente. vem que o conjunto 

{e ) , · · ·  , ek , çk+d também é lincarmente independente, pois {�I , ' "  , çd 
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e {el , ' "  , elo} geram o mesmo subespaço. As.�illl, pela obserwu;üo 110 
início desta demonstração, ek+ l é ortogonal a Lin( {l'J , . . .  , ed ) .  Por 

construção {{I , ' "  , çk+ t l  e {el , ' "  . ek+ t l geram o mesmo ,mbespaço 
vetoria!, e este último conjunto é ortollormal. _ 

Proposição 21 .7. Seja {eQ }nEJ um. conjunto ortollo1'llwl ( ' 11 1  N. Ell tiUJ 
as seguintes afirmações sào equimle1ltes: 

(i) {e" }OE,] é uma base ol'tonormal de N .  

(ii) Se ç E 1t satisfaz ç .1 eo , pam todo o E J, então ç = O .  

Demonstração. (i) :} ( i i )  SE'jam {e,, }  uma base ortonormal e ç .1 eu , 
para todo o' E J. Por definição. para cada E' > O existe lima combinação 

linear finita E;=I ao, e", (a", são escalarE''') qne satisfaz 
n 11 2 

lIç l 1 2 + L ia", 1 2  = I lç - L lIo, eu) II < :, 
J= I ) = 1 

implicando que lIç l l 2  < E.  Portanto ç = O. 
( l i) :} (i) Se 1\.1 = Lin({eo }oEJ ) '  como ,u.L = ( {e,, },, ) ] , pelo Coro

lário 18.8, tem-se 
1t = ,u � ( ( rO } ',EJ ).L · 

Agora (ii) implica que ({e,, }oEJ).L  = {O} . e as.�illl {(',, } o  é um conjullto 
ortoIlormal maximal, 011 sE'ja, ,\1 = 1t e {('o }  oEJ é base ortonorlllal. _ 

Proposição 21.8 (Desigualdade de I3essel ) .  Se {/;" }nE .] é um coll]ulIlo 
ort01lormal em 1t, então paro elida ç '" 1t 

L l (ç" . ç) i 2 :=; l Iç l l 2 . 
(lE J  

Em particular, (ç"" ç) f. O apenaB n u m  conjunto contável de ín!lw:s 
a E .]. 

Demonstração. Considere inicialmente um conjunto ("ontáv('\ ortol lor
mal {çj } .  Dado ç E 1t, seja 17n = ç - E;'=l (ç) , /;)ç) .  o qual é ort ogollal 
a todo çj com 1 :=; ] :s n. Note que 

n n 
l Iç l l 2 = 1 1 1/,, 1 1 2 + L ! (/;) , ç) 1 2 � L l (ç) , çW ·  

.1= 1  
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Assim, se J é finito a demonstração terminou. Se J não é finito, desta 
delligualdade segue que 

para todo conjunto contável ortonormal {�J } ' Para cada m � 1, denote 
por J", = {oe E J : I (�" , �) I  � l /m} Da relação acima vem que Jm é 
finito para todo m. Como 

00 
{a E J : (�o , �) i: O} = U Jm. 

m=l 
conclui-se que para cada � E 1i o conjunto de índices em que (�o ,  ç) i: O 
é contável. • 

EXERCÍCIO 21 .2. .!\Iostre que um espaço de Hilbert é separável se, e 
somente se, ele possui uma base ortonormal contável. 

Corolário 21.9 .  Todas as bases ortonormais, num certo espaço de Htl
bert dado, possuem a mesma cardmalidade. 

Demonstração. Seja 1i um espaço de Hilbert . Se 1i possui uma base or
tonorInal finita, a demonstração fica como exercício. Suponha então que 
há uma base ortonormal infinita. Sejam U = {Ço}oEJ e V = {1J,al#EJ( 
duas bases ortonormais de 1i. Para cada a E J, segue da dCbigualdade 
de Bessel que o conjunto 

é contável e, pela Propo�ição 21 .7,  cada 1J) pertence a pelo menos um \10 : 
assim , V = UUE.] Vo o 

Sendo cada \';, cont.ável (lembre-se que No é a menor das "cardi
nalidades infinitas" ) ,  segue que [cardinalidade de \r] ::; [cardinalidade 
de U] . De forma análoga mostra-se a desigualdade inversa. Portanto U 
e V possuem a mesma cardinalidade. • 

Essc último result.ado pemüte I\&;odar uma cardinalidade e�pedfi('a 
a cada espaço de Hilbert . 
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Definição 2 1 . 10. A dimensão de Hilbert, ou simpleslllente diwl'llSlio. 
de um espaço de Hilbert é li cardinalidade d\' uma hasc ortonorlllal d('ss\' 
espaço. 

EXERCÍCIO 21.3. Escolha adequadament\' conjuntos J parn !'OlIstruir  
espaços de Hilbert e(J) de dinwnsão (d\' Hilb\'rt.) arbitrária. 
EXERCÍCIO 21 .4. Mostre que se l"xi5te UIII operador unil.lírio U . 'li } � 
'li2, então a imagem por U de uma base ortonormal elU 'li}  é uma ba�e 
ortonormal em 'li2. Conclua então que eS6es espaçOH pOSSUClU n mesma 
dimensão de Hilbert . 

Dada uma base ortonormal num espaço de H i lbert . é pu��ív\'1 usá· 
la para definir coordenadas de vetores desse espaço. Neste contexto as 
coordenadas são também chamadas de coeficientes de Fourier. 
Definição 21 .11 .  Dado um conjunto ortonormal {�o }OEJ  cm 'li. a famí
lia { (�a, �} }nEJ é chamada de coeficientes de FonrieI' dt> � E 'li. t> 11 soma 

é chamada série de Founer de � em relação à {�u } oEJ . 

Em relação às séries de Fourier, o próximo passo é dm cr i tério� sobre 
uma familia ortonormal para que valha a igualdade na dt>sigualdade de 
Bessel, e também critérios para que essa família seja lima base, Tais 
critérios coincidem. 
Teorema 21.12. Seja {�Q }aEJ um conjunto ononorrnal em 'li .  Então 
as seguintes afirmações são equwalentes: 

z .)  {�,, }oEJ é uma base ortonormal de 'li. 

it. ) Se � E 'li, então a série de Fourier de ç, em relaçâo à { �tt }" c "  
COnt'erye em 'li para � (e zndepende da ordem na soma) . ou seja. 

� = L(�Q ' �)�o, V� E 'li. 
oEJ 

IIi.) [Identídade de Paflievalj Para todo � E 'li tem-se 
1 I� 1 I 2 = L I (�" , �W 

nF J 
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Del11on/;;traçOO. Se � E ?t, entoo (�"" �) i: O apenas num conjunto 
contável, que aqui será suposto ser N ou { 1 , 2, , , .  , n} no caso finito, 

apenas pru:a facilitar a notação. 
i . )  � li . )  Por Bessel LjEJ 1 (�J , �) J 2 é convergente, assim 

m 2 m 1 1 2)�J '  �)�j I I :: :E  I (�j , �W -; O, para n, m -; 00, 
J=n J=n 

de forma que LJEJ (�) '  �)�J é convergente, pois as somas parciais dos 
tennos nào-nulos formam uma sequência de Cauchy. 

Definindo 1] :: � - LJ (�) '  �)�) e usando a continuidade do produto 
interno, vem que (�o ,  1]) :: O para todo a E J, e sendo {�o}"'EJ uma base 
ortonormaJ conclui-se, pela Proposição 21. 7, que TI :: O, ou seja, 

� :: :E (�"" �}�o, V� E ?t. 
oEJ 

ii.) � m .) Usando a notação na demonstração acima, tem-se que 
para n < 00 

n n 2 1 1 I� 1 I 2 _ :E 1 (�) , �)1 2 1 :: I I� - :E{�j' �}�J I I ' 
) = 1 J= 1 

o qual converge a zero para n ..... 00. pois II TI I I :: O. 
hi . )  � i.)  Suponha que valha a identidade de Parseval e que 

(�Q ' �) = O, para todo a E J. Então � :: O. e pela Proposição 21 .7 
conclui-se que {Ça }oEJ é base ortonormal de ?t . • 

Notas 

Muitos termos usados em Mat.em,ítica são em homenagem a personagells que d .... 

ram c0ut.ribmções importantes, em casos particulares. no início do desenvolvimento 
de IIIna teoria; por exemplo, o. t.ermo "coeficientes de Fourier" neste Capítulo é de

v ido à similnrldade com o desenvolvimento das Séries de Fourier, 110. caso particular de 

séries trigonométricas estudadas por esse matemático. Algo similar ocorre com a desi

gualdlUl .. de B"""ei e a ident.ldade de Pnrsevul, demonstradas por esses pesquisadores 
também IIU ('MO particnlar de séries trigonométricas, por volta de 1800. 

Como ucone frequentemente. uma tL'CnÍCa desenvolvida para um problema "'" 

pccífico pa&'m fi ser aplicada fi vários casos e, assim,  trunsfornul-se em um método. 

Est.c é o (" 1.'0 do proce.sso de Gram-Schmtdt J. P. Gram introduziu,  em U!83, uma 
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generalizaçiio no processo de mínimos quadrados desenvolvido por Leg('n<lre. C.IlL," " 
Tchehychev e usou., aparentemente pela primeira vez, o processo de ortogonahznçáo. 
o qual tem sido atribuído n Erbard Schmidt. um estudante d,' Hilbert . DISto Vl'lll 11 
nomenclat.ura ortonormll.lJzação de Gram-&hmidt .  E .. ··.ta l� l amb6m uma ferrUll lPllt a 

lilil em Cálculo Numérico. 
Em Teorias de Otimização c Aproximação. t\pcnus tocada no. .... T(,ol'('nm I S . 7  l' 

Exercícios 18.6 e 2L8. é notável um r""ultndo publicado elll 1 !) [ .I pOl' Ch .  II .  l\ h mt z .  

o qunl afirnm que dada uma sequêaclIl ( II, ) C 1'1, entlio Liu«t"' ) )  � denso l'm L' IO, i )  
se ,  e somente se ,  L) l/li) = X'. Ob.ser\,(' que se essa somu di\'f'rge , entAo podt"-se 
retirar qualquer número 6uito de termos (e até alguns I Ilfim(Os) de (ln, ) que o fecho 
do subespaço gerado continua sendo denso em L 2 {O, 1 1 ;  Isto contra.sta fortC'meute cum 
subconjuntos ortollormals. dos qunis não se pode eliminar qualqut'f del1lC"utu  Sl�1ll 
diminUIr o subespaço linear gerado. Pouco depo;" O Sz';"z l>,t pndeu o t rabalho de 
M untz para n, complexos. 

Os leitores que Já tiveram a oportunidade de consultar um Ii\TO sobre 1\leciulIca 
Quântica para físICOS. certamente iriio reconhecer ua relação apresent ada no Exerd
elO 21 9 a chamada "'"Dotação de DiraC''' . ba.."ital1do slnlpl(:"...�nlentc ignoT_w O� "vetore.':>"  
' (f e " 1)' naquela relação e substitmr (( . fl) pelo operador ident idade Com um pOUCO 

mais de experiêncía em Análise Fundonal (e talvC'� em Física também ) pod.,..,c. aiuda 

de tal relação. também apreciar a motivação de Dirac para introduzir " -função ó" . a 
qual foí definida rigorosamente apenas na Teorid de DistribUIções . m\lItos anos mrus 

tarde (cuja abordagem geral fOI iniCIada lia década de 1 940 por L Sch\\"artz) 

Exercícios Adicionais 
EXERciclO 21.5. a) Mostre qne toda sequéncia ortonormal num espaço dp Hilbert 

converge fracamente a zero e não possui subsequencía que (".,()nverge fortem('utc Com
pare com os resultados relacionados a espaços de Billlach reflexivos no Capítulo 1 6  
b )  Contudo, mostre que se Ç n  � ç e m  N, então tem-se 1 1( 1 1  ::; I i m lllf n - '" 1 1(" I I . O 
item a) mostra que a igualdade pode não ocorrer. 

EXE[tcíCIO 21.6. Se ,., E L2[0. 21T] . u'"' a desigualdade de 13",,>;<,1 plU'a demou,t rar o 
Lema de Riemann-Lebcsguc neste caso: 

bOI f" C - , n t l,Ó.(t) dt = O. 
ri - X;  lo 

EXERcíCIO 21.7. L'sando Que L2 [O. 2r.] é den,., cm L' [O. 27T] .. most re '1HC o Ll'IIla de 
Itiemanll-Lebesgllc ( Exercício 21 6) vale para �, E L I [O. 27TJ . 

EXERcíCIO 21.8. SCJam {�j } uma sequência ortonormal 110 c-spaço dc HIIhert U (> Eu = Lin( {(I . · · ·  . �" } ) . Dado ( E  1{, mostre que o mín imo de 
d(ç , En ) = inf II� - TII I "E Eu 
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EXERcfclO 21 .9. Mostre que o conjunto ortonormal {(a JaU é base ortononnal de 1-1 
se, e somente se, para qunisquer {, I} E 1-1 

«(,. 1/) = L «(,. {a ) ((,o , ry) 
o E J  

EXERcíCIO 21. 10. Use o Teorema 2 1 .  1 2  para demonstrar que a aplkação 'l' . 1-1  ..... 1-1 • •  
no Teorema de Representação de Riesz 19 I ,  é sobrejetora. Note que isto pode ser 
usado para se montar uma demonstração independente desse resultado de Riesz. 

EXERCÍCIO 21 .11 .  Em cada um dos casos abaIXO, aplique o processo de ortonorm ... 
Iização de Gram-Schmldt aos três prilIll"iros termos aprC!>cntados 

a) 1t = L2 [-I ,  l J ,  e (,, (t) = ti , j = 0. 1 , 2, 3 . · · Os polinômios ortonormais resul
tantes são chamados de polmómios de Lcgendre. 
b) 1t = L2 (R) ,  e (,i (t) = tie-t'/2 , j = 0, 1 , 2, 3, "  Os polinômios ortonormals 
resultantes são chamados de pollDômios de HermJte 
c) 1t = L' [O, oo) ,  e (,, (t) = tie-t/2 , J = 0, 1 , 2. 3 , · "  Os polinômios ortonormais 
resultantes são chamados de polinómios de Laguerre 
EXERCÍCIO 21.12.  Em espaços normados não há, em geral, uDla noção de ortogona
lidado; contudo existe uma versão do processo de Gram-Schmidt para esses espaços. 
Dado um espaço nonnado separável N de dImensão infinita, baseaado-se na demons
tração do processo de Gram-Schmidt 2 1 .6 e no Lema de fuesz 2. 1 ,  construa, para 
cadn O < a < 1, uma sequência de vetares ({ .. ), com II€" II = 1, para todo 71, de rorma 
que 1 If., - f.. II � a, para todo j "I k, e com Lin( {f. .. }) denso em N. 
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Séries de Fourier 

Inicia-se este Capítulo mostrando que cada e�paço de  H ilbert é unitariamente 

equivalente a algum F. Então são di�cutidas àS Séries de Founer cJássicllS ell1 

seu hábitat natural , ou seja. L2 [a. b] .  surgindo um import ante exemplo d(' basp 
ort<lllormal. No final deste Capítulo o Teorema de Representação de Riesz é 
usado para constrwr IIIDa teoria de integração el1l espaços de HIlbert. 

22.1  Séries de Fourier 

Proposição 22.1 .  Dado um espaço de Hilbert 7-í. existe um C011J1W.lO .I 
de forma que 7-í é unitanamenfe equwalente a [2 (J ) .  
Demonstração. Seja {�a }aEJ um a  base ortonormal d e  7-í:  port.anto a 

cardinalidade de J é a dimensão de Hilbert de 7-í. Defina o ol)('rac!or 
U : 7-í -> 12(J) por 

(UOa = (ç,. . �) ,  Q E .I, 
o qual é linear e isométrico, pois por Parseval 

I IU� I I �2 = L 1 (�" . Ç) 12 = I I � I I� · 
oEJ 

Resta apenas mostrar que U é sobrejetor em [2 (J) . 
Tem-se que {e,, := Uç,, }aEJ é a hase canónica de 12 (J ) .  pois I I I'" I I '" 1 

e suas cumponentes são (eo ) ,:! = (cJ. ('o ) = 80 .3 (8 dc KroncC'ker) .  ASSl I l l ,  

a img U contém Lin( { l'o }"EJ) .  um conjunto c!pnso 1'111 /2 ( ./ ) c. sendo C' 
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isométrico (e com 1í completo) , vem que img U é um conjunto fechado. 

Portanto, U(1í) = [2(J) e U é um operador un itário . _ 

EXERCÍCIO 22.1 .  Siga os seguintes argumentos para mostrar que img U 
é igual a 12 (J) na demonstração da Proposição 22. 1. Use Pitágoras 
para mostrar que, dado f = (lo )  E 1

2
(J),  as somas parciais da série 

Eo fn�Ct formam uma bequêneia de Cauchy em 1í, portanto convergente 
a algum � E 1íj conclua que U� = f. 

Corolário 22.2. Dms espaços de Hilbert são unitariamente. equivalentes 
se, e somente se, eles possuem a mesma dzmensão de Hilbert . 

Demonstração. Sejam 1íl e 1í2 espaços de Hílbert Se existe um ope-
rador unitário U : 1íl -+ 1í2. então a imagem de uma base ortonormal 
de 1íl por U é urna base ortonormal de 1í2· Como U é bijetor . vem que 
esses ebpaços de Hilbert possuem a mesma rumensão. 

Suponha agora que 1íl e 1í2 possuam a mesma dimensão de Hilbert; 
seja J um conjunto cuja cardinalidade coincide com tal dimensão. Pela 
Proposição 22.1  ambos os espaços de Hilbert são unitariamente equiva
lentes a [2 (J) e, portanto, 1í) é lmitariamellte equivalente a 1í2 (basta 
fazer uma composição de operadores unitários, o qual é unitário) . _ 

OBSERVAÇÃO 22.3. Tanto na Proposição 22. 1 quanto no Corolário 22. 2 ,  
há necessidade de se distinguir os casos real e complexo. Para cada 
cardinalidade " há apenru:. um espaço de Hilbert real e outro complexo" . 
Em part icular, para cada dimensão finita 11 "há apenas os espaços de 
Hilbert IRn e C n" .  
EXERCÍCIO 22.2.  Mostre, sem usar o Teorema de Hahn-Banach, que 
num espaço de Hilbert os limites fraco e fraco' de sequências são únicos 
(se existirem) .  
Exemplo 22.4 .  Será mostrado que todo espaço de  H ilbert d e  dimensão 
infinita contém sequências em que zero é um ponto de acumulação fraco, 
mas que não possuem subsequências fracamente convergentes a qualquer 
ponto. Pela Proposição 22. 1 pode-se considerar 1í = 12 e, para facilitar 

a notação , será tratado 1í = 12 (N) (o caso geral adapta-se deste) .  
A sequência S = (�nln;�1 em que �::' = .[ii Óm .n (delta d e  Kronecker) , 

está em 12 (N) e não possui subsequência limitada, logo não p05Sui sub

sequência fracam('nte convergente. Agora, qualquer VIzinhança fraca de 
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zero contém um aberto da forma 

sendo C = {7JI , • . .  , 7Jk }  C 12(N) e ê > O. O objetivo é mostrar que para 

todo aberto dessa forma s n  V(O; Cj ::)  -# 0. concluindo que z.ero II ponto 
de acumulação de S na topologia fraca. 

Se S n V (O; C ; E') = 0, então pro'a algum j tCIU-se que vn,: 1 Ir/, •. 1 = 
1 (7f , çnr } 1 � s para infinitos índicffi II,. e com L,. l /lI r = 00, já que h<Í 
finitas possibilidades para o índicl:' j I:' a série harmónica é divergente . 

Mas isto implica em 

contradizendo 1" E 12 (N)� logo S n V(O: C. s)  f. 0 • 

Agora será discutido o principal exemplo histórico de base ortonor
mal em um espaço de Hilbert de dimensão infinita, as séries de Fouril'r 

em L2 [a, b] .  

Teorema 22.5. O conjun.to enumerável {lt'n }nEZ , em que 
1 12''l'fI ( t - o )  

'!,I'n (t) = 
..Jb - a e� ,  

é uma base ortonormal do espaço de Hzlbert L2 [a , b] complexo. 
Demonstração. Claramente {Wn }nEZ é um conjunto ortonormal no espa

ço L2 [a, b] . Denote E := Lin({Wn}nEz) e S := {1b E C [a , b] : 1/'(a) = w(Ii) } .  
Note inicialmente que a aplicação identidade 

(C[a, b] , I I ' I I� ) ....!... (C[a, b] , 1 1 · 1 1 2 ) 

é contínua, assim existe C > O de modo que 1 1 '1/1 1 1 2  :s: CI I �' I I )G e con
vergência uniforme implica convergência em L2 [a, b] .  

Serão usados dois fatos conhecidos: 1 )  d e  teoria d e  integração tem-se 

que (C[a, bJ . I I · lb) é denso em L2[a, bJ , e 2) o Teorema de Fejér ( tratado 

em textos de Séries de FOUlier em C[a, bJ ) ,  do qual segue que (E, 1 1 · 1 100 )  
é denso e m  (S, I I · I I",, ) .  
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Agora, (S, I I  . 1 1 2 ) é dell80 em (Cla ,  b] ,  I I · 1 1 2 ) .  De fato, se q, E Cla, b] , 
para cada n E N defina 

_ { 
,pU) a � t 'S b - � ,p,, (t) - </J(a) + n(b _. t) (q,(b - � )  - rp(a)) b - � < I S  b 

que pertence a S para todo n e 1 11 - tPn l1 2 --> O para n --t oe 
Resumindo, (E, I I · 1 100) é denso em S (com a norma 1 1 · 1 100) , que por 

sua vez é denso em (C[a ,  b] , 1 1 · 1 1 2 ) ,  e este último é denso em L2 [a . b] ; isto, 
juntamente com a continuidade da aplicru;ão identidade acima, assegu-
ram que E é denso em L2 [a, b] . o que demonstra o temema, • 

Corolário 22.6. A aplicação F : L2 [a .  b] --t f2 (íl) dada por 

(F"':')n = l ll'n (t) 1f;(t) dt,  u' E L2 [a, b] . 

com 1/'n como no Teorema 22.5, é um operador umtário e 

Demonstração. Pelos Teoremas 2 1 . 12 e 22 ,5 segue que 

'lj,(t) = L(ll'n , 1P) !jJ" (t) em L2 [a, b] . 
nEZ 

sendo que o produto interno é dado por (l/!n . l,[') = (F�')JI '  para todo 
índice n E íl. Para terminar a demonstração. basta notar que F faz 
o papel do operador unitário U na demonstrru;ão da Proposição 22. 1 ,  
identificando J com íl. • 

OBSERVAÇÃO 22.7. F é chamada de transformada de Fourier no espaço 
L2 [a , b] .  Note que a ação de F está também definida em Ufa, b] , contudo 
não luí sentido falar em unitariedade se p '" 2.  

22. 2  Integração em Espaços de Hilbert 

Pode-se desenvolver uma teoria de integração para funções com va
lores num espaço de Banarh separável, mas restrillgindo-se aos espaços 
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de Hilbert pode-se usar, de forma elegante e concisa, o Teorcma ul' Re
presentação de Riesz para definir a integral 1'111 alguns casos. Este �ení 
o procedimento adotado no que segue. 

Se 1t é separável. logo com base ortonormal contlÍvel (Exereício 2 1 .2 ) .  

diz-se que l/J ;  (n, A, p) -> 1t é memmrável s e  para todo ç E 1t a função 
n -+ !F. t I-t (ç. 'I/'(t)} , é mensurável. Tal �, é in(('gnh'el M' é mensunlvel 

e 10 I I-rt'(t )  II dp(t) < 00. 

EXERCÍCIO 22.3. Use as identidades de Parseval e polarização para 
mostrar que se 1/'. <jJ : (n. A. IL) -+ 1t são mensuníveis, então a aplicação 
t ...... (<jJ(t) . \'J(t)) é mensurável se 1t for �eparável . Verifique também que 

o conjunto dessas aplicações mensurá\'eis é um espaço vetorial . 

Proposição 22.8. Seja .�', : (n. A, II) -> 1t uma aphcaçcio l1I leg1·ável. 
Então e:=te um úmco ç E 1t de lorma que 

(Ç, 1]) = ln (li' (t ) , 1/) dp(t) .  

Além disso. l Iç l l ::; 10 1 1 /* ) 1 1 dp (t ) .  

OBSERVAÇÃO 22.9. Denota-se tal vetor ç por 1o liJ(t) dJl(t ) ,  o qual é 
chamado de integral de C' em relação à medida Jl. 
Demonstração. Pelo Exercício 22.3. t ....... I l u' ( t) 1 I é mensurável. Defina 

o funcional linear 1 : 1t -> iF por 

Por Cauchy-Schwarz segue que 

para todo 1/. de forma que 1 E 1t* . Pelo Teorema de Hepresenl.açiio <1(' 
Rie;z, existe um único ç E 1t ('m que 1 = 1( . ou seja, para to<lo l/ E 1í 
tem-se 1(1/) = I{ ('fl) = ({, TI) '  Finalmente. também por Rípsz. I l ç l l  "= 
I I/dl = I I!II ::; Jo l I ,p(t) 1 1 dp(t ) . • 
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Notas 

As "<'ries de Fourier surgIram com Joseph Fouríer, por volta de 1820, 80 estu

dar modelos para condução de calor, e aplicadas a problemas de vibraçõc., conside
radOH anteriormente por Daniel Bernoulli, por volta de 1750. A idéia foi represen

tar fenômenos perIódIcos complicados em termos de outros periódicos mais simples, 
generahzalldo-ae, atualmente , no conceito de base ortonormal. Note-se que O tra
balho de Fourier não era rigoroso matematicamente, mas devido à Importância das 
questões ali surgidas, vários matemáticos (como Cuuchy e Dirichlet) foram motIvados 
a desenvolver as bases sólidas do que se denomina atualmellte de Análise Matemática. 

Em 1926 Kolmogorov apresentou um exemplo de '" E L I [a, bJ cUJa série de Fourier 
dIverge em todo ponto desse intervalo; somente em 1966, Lennart Carleson, On the 
Oonvergence and Growth of Part.al Suma of Fou ...... Senes, Acta Math. 116,  135-· 
1 57, foi mostrado que se '" E LP[a. b] , 1 < p :::: 00, então sua série de Fourier converge 

nl1m conjunto de medIda de Lebesgue total em [a, bJ . 
Na década de 1 980 foi desenvolvido um método chamado " transformada wave

let n ,  similar àquele de Fourier, mrus adequado à análise de fenômenos com rápidas 
oscilações e diferentes escalas. Este já é um ramo da Matemática bastante desenvol
vido com aplicações a diversas árens, mduindo Análise Funcional, Teoria de Fractais, 
Processamento de Imagens. etc Há métodos numéricos otimizados para ais) transfor
mada(s) wo.velet. Caso haja interesse, dê uma olhada em M. Holschneider , Wavelet... 
An AnalyslS Tool, Nova Iorque. Oxford University Press , 1999. 

Exercícios Adicionais 

EXERCÍCIO 22.4. Use n Proposição 22.1 para apresentar uma solução alternativa do 
Exercício 21-9 .  

EXERCÍCIO 22.5.  Seja U : L' (R) +--' , (UV,) (t) = 'N-t) .  Mostre que U é umtário e 
U' = 1. Determine o complemento ortogonal de E = {V' E L'(R) : U11' = "c, } .  

EXERCÍCIO 22.6. S .. j a  {�, }�I uma bas e  ortonormal no espaço de  Hilbert separável 
1i. de forma que e = L:�, u,{, . para todo { E 1i. Mostre que as sequências de 
operadores 7�.{ = (lnçn C 8"ç = :L:;: 1 U;ç;+n  pertencem à B(1i), para todo n. que 

Tn. �) O, mns não cOIlverge em norma, enquanto que Sn � 0, mas não converge 
fortementt' . 

EXERcíCIO 22.7. a) l\·lostre que S<.' (U,, ) é uma sequência de operadores IsométrÍ<'oo 
('m 7-f. e Un � V, então U é isométnco. 

b) Mostre que R sequéncl8 de operadores unitárIOS (verifique) Un . I' (N) ...." 

converge fortemente a um operador que, embora isoIDpLnco, não é ullItário, 

c) Dê exemplo de sequência d .. operadort'S isomét.rlcos eru algum espaço de Ihlbcrl 
que converge fracamentl' a um operador que lião é isométrico 
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EXERcíCIO 22.8� Seja N o espaçA) vetorial dos pohnómios triguoomi't.ricos ,. ; IR -.., C, p(t) = 2:;=1 Gje"" , Oj E C e T) E R. parn todo j Verifique' q"" 

1 jr _ 
(p, q) c= !im "T p(I) 'I(t ) dt. T-� ... -T ,.. ' I  E .. Ii, 

é um produto mterno e que {"'r = e1fl'}.·ER é um conjunto ortonormul em JV. Conclua 
que esse o;paço (diretwnente relllCionado às fllnçÕl'S pt'lIcpl'riódi,·as . "almos! I",,-iodie" 

em inglês) não é separáveL 
EXERcíCIO 22.9. Sejam [! um operador unitário em H (' E = {� E H . { ,  ç = ç } .  
Mostre que E = { (  E H . U'{ = €} e ,  cOllsidernodo o operador ( 1  - U)  e o Exerd
do 20.9, mostre que a sequência de operadOl"l'S Iinntados 

converge fortemente ao operador de proJeçào ortogonal PE,' ('stc resultado é couhecldo 
como "Mean Ergodic Tbeorem", originalmente devido à voo Neumalln. )  

EXERCÍCIO 22.10. St'ja f/J E L2[O, 2l1'] de  forma que (n(F":') " )"EZ pertençll " [2 (:1'.) . 
Use Caucby-Scbwarz para mostrar que a série de Fow'ier de �, 

I: (F�I) 1 , '"  
n E Z  n ..j21i 

converge absoluta e unifomlemente a iiI. Conclua que �! é contínua c 0,1(0) = 1/'(2"). 

EXERCÍCIO 22.11 .  Se riI E el [0. 2l1'] com �'(O) = �,(2l1'), verifique que (F';/)" = 
ín(FJjJ)" l'se isto para mostrar que se tJ é continuamente diferenciáve\ . sua sérIe de 
Fourier converge uniformemente (a ' indica denvada).  
EXERCÍCIO 22.12. a) Verifique a linearidade c f'UD = 1.. + ID ' se A n B = 0. para 
a integral definida na Observação 22.9 

b) Demonstre a seguinte versão do Teorema da Convergência Dominadll . Se 
Ii'j . (n. A, p) � H (separável) e integrável mm Vi I� �) , e existe umll função 

g E L�(n) com I Il"j (!}1 !  � Ig(t) 1 . I' -qtp. pntà" t· é integrável e lo t ') di' � 1., I/I d" 
para j � :xl . 

EXERcíCIO 22.13. Sejam T : R � 8(H) contínuo, sendo iR com " medida de Lpbe,guc 
e 1l separável. 

a) Mostre que para todo � E H a aplicação t >- T(t)/; � mensurlh'cl 

b) Considere que s- hm, ."" T(t ) = S em 8(H) .  Mostre que, para todu 6 > 0 ,  

LX. e-Ó'T(t)€ dt, v/; E 1l. 
está bem-definido e vale S I;  = Iim._o+ .s .ro� " ''' T(t)/; dt , Vf. E H. 
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EXllItclCIO 22.14. Seja M o conjunto d88 1/1 .  (H, .Á, p) - 1t  (.Iep8lável) meuauráveu. 
satisfazendo ln 1II/!(t) lI ' d/l(t) < 00. Mostre que M é um EIIJIaço vetaria! e que 

[1Í', d>J := l (,jJ(t), </>(t) 'H dp(t), I/I, </> E M, 

é um produto interno em M. Seria este espaço pré-Hllbertiano completo'l Note que 
no caso em que 'H = F tem-se que M = L!(fl) 
EXERCÍCIO 22.15. Siga os p88S0S adiante para uma indicação de como o Teorema 
de Fl'jér segue de Stone-Well'ratr888 (wja [Simmolls (1963)j ) .  Sejam E e S como na 
demollstração do Teorema 22.5. Note quI' (S, II . 1 100)  pode ser identificado com o 
espaço (C(I) , 1 1 , 11",, ) ,  sendo I o intervalo [a, bJ com os extremos a . b  identificados (uma 
circunferência). Mostre que E é um espaço vetoria! complexo de C(I ) ,  que é uma 
álgebra invariante por conjugação complexa, que separa pontos de I e contém funções 
constantes. Por Stone-Weieratrass, conclua que E é denso em C(I). 



Capítulo 23 

Operações em Espaços de 
Banach 

Há algumas maneiras de se gerar novos espaços de Balluch através de espaços 
dados. Aqui são introduzidas apemlS duas cunstruçoc's importanl<'" a SUl l l , '  
direta e os espaços quocielltC'5 .  

23.1 Soma Direta 

Para fixar a notação é conveniente recordar o conceito de prod uto 

cartesiano de conjuntos. O produto cartesiano de ullla família qualquer 
de conjuntos {Xt } tEJ, denotado por TItU Xt . é o conjunto (h� funções 

l.'J : j � U X, 
tEJ 

cujas componentes 7rtW := ü(t) E XI . para todo I E j, lellllJl'('-�e qu!' ('ada 
�"  é também chamada de função esrolha. Pelo A x ioma da ES('olha S('�I l < '  
que o produto cartesiano de uma famíl ia qualquer dp cOl lj unt.os 1 1 ;'0-
vazios também é não-vazio. Supõe-se. tacitamente. que t.odo X, nno (
vazio. Se Xt = X para todo t E .l , indica-se também TI'''J Xt = X ./ .  ou 
X" se j = { I .  2 . · · ·  , n } , o qual é identificado com as /l- u

-
plas orrl( ' l ladas 

de elementos de X. �'ote qu('. no Clt�o em que Os conjuntos XI sno 
espaços vetoriai<;. então 7r1 : TIJ'õ ./ XJ � X" a chamada projt'<;ào l i a  
f-ésima coordenada. é l inear para todo índice t .  
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Seja { (M, 1 I ' l I t ) }tEJ uma família de espaços normadosj então IltEJ M 
torna-se um espaço vetorial com as operações lineares definidas pontu
almente. Para eada 1 ::; p < 00 define-se a seguinte norma 

no espaço vetorial ffipM = ffip(M)tEJ , o qual é constituído pelas 
'I/J E IltEJ Nt que satisfazem 7rt'I/J =J O apenas num conjunto contável 
de índices t E J, e com I I I 1/J l l lp < 00. Para p = 00 introduz-se a norma 

1 I 1'I/J l l loo := sup l 17rt'I/J l l t 
t.EJ 

no subespaço ffioo M = ffi",, (MhEJ constituído pelas 'I/J no produto 
IltEJ M que satisfazem 1 1 I'l/J l l loo < 00.  

Proposição 23.1 . Para 1 ::; P ::; 00, ffip N; é u m  espaço normado e, 
para todo t E  J, 7rt é um operador linear ltmitado com l 17rt l l  ::; 1 .  Além 
dUJso, ffip N; é um espaço de Banach se todo Nt for Banach. 

Demonstração. Será apresentada a demonstração para 1 :'S p < 00 ;  
o caso p = 00 fiea como exercício. Claramente ffip N; é u m  espaço 
normado com I I I  . I I Ip' 7rt é linear e l 17rt'I/J l l t ::; I I I 'I/J I I Ip' mostrando que se 
tem l 17rt l l  ::; 1 para todo t E J. 

Suponha que todo N; é Banach. Seja (t/,n)�l uma sequência de 
Cauchy em ffip Nt.  A desigualdade 

l 1 7rt'I/Jn - 7rtw"' l I t ::; lI I'l/Jn - v,m l l lp' Vn, m, t, 
mostra que, para todo t E J, (7rt'IjJTI ) é Cauchy em M e, portanto, 
converge a algum V't E N; . Note que para VI := {V'dtEJ tem-se que 
V't =J O apenas num conjtmto contável. 

Dado E > O, existe N(ê) com 1 1 1 4'" - 4,nI l l lp < é ::;e 1I, m 2: N(ê) .  
Assim, para todo conjunto finito de índices f C J, tem-se 

1 (2:  l 17rt'I/J" - 7rt1/.'m l lr) P :'S I IW - 'l/Jfn l l lp < é, n, m 2: N(ê) . 
tE! 

Fazendo m -> 00 vem que LtE! l 17rf�ln - l/Jt l lf ::; êP para qualquer 
conjunto finito fj portanto, LtEJ 11 7I"t'I/Jn - 4't l lf ::; él' se n 2: N(ê) e 
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(�ln - lÍ-') E EBp.Ni; sendo est.e último espaço vt'torial. ( �" - v" ) + ( , , , = 
1P E EBp.Ni· Da desigualdade logo acima tiegue tmllbém qm' �" " � �. t'm 
EBp .Ni .  Portanto, EBpM é completo. _ 

EXERCÍCIO 23.1 .  Demonst.re a PropOtiição 23 . 1  no l'm,o p = OC' . Para 
t.odOti 1 :5 p � 00. t E  J, mOtitre que l 17rt l l = 1 .  

Definição 23.2. O s  termos soma diretu (' produto dirPlo ti l'  l'spa,os no\'
madOti referem-se a EBpM, indlstintame\lt.e. para qualquer 1 � p :S  00 .  

No caso em que os Ni são espaços de Hilbert h,í um produt.o interno 
natural somente se p = 2. e o termo soma dlretll de espaços dt' Hilbert 
será usado apenas neste caso particular. 

Proposição 23.3. Se {1ft } tEl é uma coleção de espaços de lIzllwr1. 
então a soma d/reta destes espaços 

é um espaço de HIlbert eom o produto intel7lo 

(ti', rp)'f! := l>1"t1,", ITtó) . �'. 0 E EB 1ft · 
tEl 

Demonstração. Devido à PropOtiição 23. 1 basta verificar que {W, 0),,: 
está bem-definido e é um produto interno (que gera a norma correta) . 
Verificar que esta expressão define um produto interno é deixado a cargo 
dos leitores. 

Se 11'. tj) E EB 1ft . da desigualdade 

I L (7rt!fr. lTtl/l) I < L ! (lTtI!' . lTtÓ) ! :S L l 17rt �) l l I l rot1/' 1 I  
t 

i:iegue que o produto (lP, I/» "" converge absolutamente e est.á h(,l Il-defi-

nido. _ 

EXERCÍCIO 23.2. Verifique que no cru;o de � = IF', para todo j E J .  
tem-se EBp.Ni = [P (J) .  
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OBSERVAÇÃO 23.4. Em ffi 1ít tcm-se, por construção, que "1ít, .1 1ít/' 
se 1'1 =1= t2 , no sentido que se 1/., I , 1/J2 E ffi 1ít e 11"1"1/ ,1 = O para t =1= t i ,  C 
1I"I W2 = O, para t =1= t2 ,  então ('lj1 1 . lÍJ2)'[1 = O. 

Com base na observação acima, define-se a soma direta interna, in
dicada por ffillll 1ít, de uma família de subespaços fechados {1ít hEJ de 

um espaço de Hilbert 1í, somente se eles forem dois a dois ortogonais, 
e tem-se ffi��tJ 1ít = Lin( {1í, } I E J ) .  Um caso particular de soma direta 
interna é a decomposição 1í = E EB El. , sendo E um subespaço fechado 

do espaço de Hilbert 1í. descrita no Teorema 18.7. 

Exemplo 23.5. Sejam { (nt, A/, JL/ ) ) /E}  uma família de espaços de me
dida, n a união disjunta de {n,} /EJ , A a u-álgebra {A C n : A n n/ E 
At , 'Vt E J} ,  e JL a medida JL(A) = Lt JL/ (A n n/ l , com A E A. Assim, a 
aplicação V ;  ffi L�, {nt l --+ L� (n) dada por 

(V'ljl)(S) = (1I"t1/') (s) ,  s e  s E n/ . 

é uma aplicação unitária. De fato, como t' é linear e 

(Vtt" V'ljl) = r !V7I'(s) 1 2 dJl(s) = L ( I (1I"t1/J)(sW dJlt(s) ln / ln, 
L I I11"tl•il l l f = " 1'lj' I"� .  

vem que V é isométrico. Re�tu apenab mostrar que l' é sobrejetor 
em L� (n) Se u E L� {n) ,  seja 1/'t = uJn" de forma que 

ou seja, 1/.' = Nd/EJ E ffi L�. (nt l e \.'1/.' = u, mostrando que V é 
sobrejetor e, portant.o, um operador unitário . •  

23 . 2  Espaço Quociente 

Dado um subespaço fechado E de um espaço de Banach B, denot.a-se 

por B / E a coleção dos subconjuntos de B da forma 

� + E := {� + 1J : 1/ E E}.  
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o qual será denotado também por I�]E ,  ou simplesmente I�] , quando for 
claro qual o subespaço E considerado . Cada mn desses conjulIt.os Iç-] 
é chamado de coset de E. Note que se ç- E E, entào I�] E = E: em 
particular tem-se [OIE = E, 

Há uma estrutura linear natural em B/ E, COIll as open1ções def1nid'L�. 
para todos �, 1/ E B, a E 1F, por 

[�I + 11/1 
a:[Ç"] 

Ç" + E + 'I + E = ç- + 'I + E = I� + II] , 
a(� + E) = aÇ- + E = loç-] , 

(em que oE = E e pIE] = lEI pura p = O, pois lOis = E) e B/ E lorna-�C' 
um espaço vetorial chamado de espaço quociente de B módulo E. 

Geralmente os elementos de E possuem alguma propriC'dade cOlllum 
que se deseja "descartar" ou " associar" , e a forma de se fazer isto é iden
tificando tais elementos, como na mtegral de Lebesgue em que funções 
que diferem cm conjuntos de medida nula sào identif1cadas. 

OBSERVAÇÃO 23.6. Os cosets são classes de equinllência. Not.e a idell
tificação dos vetores ç- e 'I, ou seja, pertencem ao mesmo coset, se, e 
somente se, (� - 1]) E E. Uma visão ilustrativa do espaço quoc iente p 
obtida considerando-se E como uma reta, no plano [R2 , passando pela 
origem; assim, em R2/ E, cada coset IÇ"] é uma reta em [R2 . paralela a E. 
que contém o ponto �. Faça um desenho. 

Exemplo 23.7. Observe que na constrUl;.ão de B/ E ba.�ta que E e B 
sejam espaços vetoriais. Assim. se I I I  . I I I é uma seminorma num espaço 
vetorial X e E = {Ç" E X : 1 I 1ç- 11 I = O} . então E é um subespaço de X 
e 1 I [�lE l I  = 1 I 1� 11 I é tuna norma em X/E (verifique ! ) .  Este é um 1I�0 
típico de espaço quociente, no qual dois vetores � e TI são identificados 
se 1 I 1ç- - 1] 11 1  = o. • 

Proposição 23.8. Seja E um sulJe.spaço fechado de um espaço de IJIl
nach B. Então 

U A aplu:ação I I - I IQ . B/ E -+ [R dada por 

I I I�] I IQ : = d(� . E) = inf 1 I ç- - 17 1 1 , IJE E  

é u m a  n017na e m  B / E, chamada de  norma qllocieute, 
ii.) Para todo � E B tem-.qe que I I [�I I IQ ::; I I� I I (', portanto. a aplical,'rio 
(B· I I · 1 1 )  � (B/ E, I I · I IQ ) .  ç- ...... [�I , é contínua.. 
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i'ti..} (BjE, I I · I IQ ) é um espaço de Banach. 

Demo1lstração. i.) A verificação deste item é simples. Note que é 
importante que E seja fechado, de outra forma II I IQ pode ser apenas 
uma seminorma. 

n.) I I [�] I IQ = ínf'1EE I I� - T/ I I  � I I� - 011 = I I� I I · Dísto também segue 
que a aplicação � 1-+ [�] é contínua. 

iii.) Seja ( [�n] )�1 uma sequência de Cauchy em BI E. Será mostrado 
que existe �o E B com [�n) -> [�o] . Escolha uma subsequência ( [�nj J )  
de ( [�n] )  em que, para todo j,  I I l�nj ) - r�nJ+ I ] "Q < 2-1 - 1 (que existe, 
confira!) .  Escolha uma sequência (TJj )  C E de forma que, para todo j,  

Como 2:;1 2-1- 1 < 00, segue que (�ni -1/) )  é uma sequência de Cauchy 
em B e, assim, converge a algum �o E B. 

Como a aplicação � 1-+ [�J é contínua, vem que (usando que 1/1 E E) 

e sendo ( [�n ] ) uma subsequência da sequência de Cauchy ( [�n] ) ,  con
clui-se que [�n) -> [�oJ e B I E é completo. 

EXERCÍCIO 23.3.  Apresente detalhes de como são feitas as escolhas dos 

elementos da sequência (TJ1 )  C E na demonstração da Proposição 23.8. 

Exemplo 23.9. Seja E = {JjJ E C[- 1 ,  1] ; 11,(0) = O} .  Então C [- l , lJIE 
é identificado (ou seja, é isomorfo, como espaço nOflnado) com lF, pois 
cada coset [<p] é identificado com o valor de 4>(0) ,  ou seja, [V') = [<PJ se. e 
somente se, V,(O) = ,p(0) . • 

Como aplicação do conceito de espaço quociente, o Teorema da Apli
cação Aberta 8.3 será obtido a partir do Teorema do Gráfico Fechado 9.9; 

como a recíproca foi discutida no Capítulo 9, segue que esses importantes 
teoremas são, de fat.o, equivalentes. 
Lema 23.10.  Se E é um S'ubcspaço fechado de B. então a aplicação 

(B, II ·  I I )  --+ (BI E, I I  . I IQ) ,  � 1-+ [�J ,  é aberta. 

Demonstração. Basta verificar que a imagem de qualquer bola aberta 

B = EB(€O, r )  é aberta em BIE; de fato, será mostrado que [E] = 
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BB/E( !�o) ; r) (lembrando que toda bola aberta é um conjunto abert.o) ;  
claramente [B) = ( [�) : � E B, I I� - ço l l  < r} . 

Se ç E B, então, uSl\ndo a continuidade da aplicação [ . ] ,  de I lç  - �[) I I  < 
r obtém-se que 

l I [ç] - [ço) I IQ = I I [� - �ll] I IQ :::; I I�  - M < 1'. 
mostrando que [B] C BSIE{ [ço); r ) .  Agora. s e  l�] E BU/d [çoJ ;  r) tem-se 
lI [ç-çoI lIQ = Il [ç) - [ço) I IQ < ,. e existe 1/ E E de forma que l I (ç -ço) - rl l l < 
r, ou seja, 

( [ç] - Iço]) = [ç - ço) = [ç - ço - II] E [Bu (O: r ) ] ,  

ou ainda, [ç) E [E] , e portanto BBIE( [ÇO] ;  1') C [B) .  • 

Pelo E.xercício 9.14 tem-se que o Teorema da Aplicação Inversa 8.5 
segue do Teorema do Gráfico Fechado. A:;sím, para atingir o objetivo 
proposto pode-se supor válido o Teorema 8.5. 

Se T E B(B) , B2) com img T = 82 tem-se que N(T) é subespaço 
fechado e TQ : BJ/N(T) --> B2, definido pela relação T = TQ o [ ] N(T) (ou 

seja. TQ(ç + N(T» = Tç, ç E Bd. é linear e bijetor, pois se Td�] = O 
então Tç = O, ç E N(T) e [ç] = [O] . Como para todo l/ E N(T) tem-se 
TQ[ç] = Tç = T(ç - 1/) ,  segue que I ITQ [ç] 1 I :::; I ITl l l lç - 17 1 1  e, então, 

I ITQ [�] II :::; IITI I i�f lIç - 1/1 1 = I IT I I I I [ç] I IQ · �E!I« T) 
concluindo que T Q é limitado. logo um homeomorfismo pelo Teorema 8.5 .  
Isto, juntamente com o Lema 23. 10, mostra que T é a composição de UIll 
homeomorfismo TQ com urna aplicação aherta [ ·] N(T) . logo T também é 
aberta. 

Notas 

Nem todos os aulores cOllindcram que os termo." soma dJreU) e prodll to direLo �fiu 
sinónimos: por exemplo .. algtUls consideram produtos diretos de pspac:o:o:i nOflllados e 
chamam seus completam�ntos de soma d ircta; outros. ainda. re�trll lgelTl a l Iumenda
tUfa a alguma norma !II I II. específica. A soma (como conjuntos) rle rloi, ""I ",sp"';os 
rechados num espaço de Banach pode não ser rechado \'eja o Exercício 23. 1 1 .  

Soma direta de espaços e espaços quocientL1'j possuem rnuítas Hplica�õ('�, por 
exemplo em T<'Orla E.;pectral . W· .á/gebras rrmmlalivas. n'prC'senta<;ões ri" C·  ·;ÍI�t� 
bras, Teoria Quimtica de Camp08, etc l U  também a noçiiD de 1111."1-.'1'/11 direl/l de 
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espaços de Hilbert (introduzida por .1 . von Neumann) ,  generalil.audo a soma dircta. 
Pode-se definir, também, a soma djreta de operadores, Uma constmção não tratada 

aqui. mas também importante cm alguns contextos, é o produto tensoTla' de espaços, 
o qual consiste, de forma muito simplIficado.. na generalização do produto de funções 
definidas em diferentes conjuntos. Em [Blank, Ex & HavI ( Hl94 )J  pode-se ter conlato 
com tal. construções e cnconl rar extensa lista de referencl8a 

Há demonstrações do Teorema do Gráfico Fcc:hado que não fazem uso explícito 
do Teorema da Aplicação Aberta; veja, por exemplo , V TrénogUlne. Analy.e Fonch
onrlclle, Moscou, Mir, 1 985 

Exercícios Adicionais 
EXERCÍCIO 23.4. Mostre que se algum M não for completo, então ESpM não é um 
espaço de Banach para 1 $ p $ 00 .  

EXERCÍCIO 23.5. S e  J é u m  conjunto fimto,  mostre que todas as normllb III . III. são 
equivalentes na soma dlfeta. 

EXERC'ÍCIO 23.6. Mostre que ES.M.  1 :'> p < 00. é separável se, e somente se. J é 
contável e (.ada M é separável E o caso p = ,x;? 

EXBRCÍCIO 23.7_ Se E é um sube'lpaço fechado de 8, use o Teorema da Aplicação 
Aberta pam mostrar que a aplicação (8, I I I I J ...... (81 E, ! I . I IQ ) .  { ..... [€j, é aberta. 

EXERC'ÍCIO 23.8. Use o segwnte roteiro para mostrar que se E é um subcspaço 
fechado de 8 e E" o seu anuJador, defirudo no ExercíCIO 12 9 , "ntão ED = (8/ Er 
com (como sempre) igualdade significando que esses espaços s>io ISOmorfos entre si . 

a) Verillque diretamente que se / E (81 Er então / o [ ]E:  E ED (com (f o [ ]E) (Ç) "" 

f([€]E)) ,  c que a aplicação .4 : (BI Er � EO • .-t(f) ', = / o [ ]E é uma isometria lUlear 

b) Se h E E", mostre que / . 81E ...... F, /([€]E )  . = h(l;) está bem-definido e é linear. 
Mostre então que para todo 1/ E E, 

(f( (ç]El I = (h (€ + 1/) 1 � I Ih ll j jç + 1/! !  
e, portanto, I I/ I I $ 1 1 1.11 . Conclua que f E (8/ Er , .4(/) = h .  e que A é o isomol'hsmo 
procurado. 

EXERcfclO 23.9. 8<> E é um subespaço fechado de li, mostr" que lil E é ISomorfo 
a gt E.xplidtl\mente, mostre que a aplicação [ JE ' Elo - lil E é um isomorfismo 
isomHrico. Condua que lii E é Hilbert e que (lii Et é ISOlIlorfo a E"' , Compare 
com o Exercício 23,8. 
EX ElldclO 23.10. Sejam K um subconjunto finito de III, 1 � P :'>  00 e EK = {I; E 
[P(N) : t;. = o. Vk E K} Mostre que EK é fechado e que [1'(III)/EK pode ."1' 
id<'nhficado (ou seja, é isomorfo, como espaço lIormado) com o próprio /" (N). E se J( 
for ",fimt.o'l 
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EXERCÍCIO 23.11. É interessante observar que o subespaço ;onUl EI + E, = {( + 'I . 
� E Eh 'I E · & }  de dois subespaços fechados Et . E2 de um espaço d(' I3anach nua ,' 
necessariamente fechado. Defina El como os � = (�1 , 6 , ' . ) E f(N) de modo qlll' 
{2;- 1  = 0, para todo j, e E2 como o subespaço dos � com �2J = )�2J - I  em [" (N) . 

(a) Mostre quc EI , E2 são subespaços fechados. 

(b) Verifique que qualquer sequência em EI + E, pode >l'r l'sr.nta IUI sCf!;ninl.e 
Corma única 

(e) Verifiquc que EI + E2 contém todos as sequénda:; que pos>uelll ap('II'''' um 
número finito de entradas niio-nulas; coucllla que EI + E2 " denso cm [ 2 (N) . 

(d) Verifique que { = ( 1 , 0 , 1/2 , 0 . 1 /3 . 0, 1 ;"-1 . 0 . .  ) perh'llCl' a [2(N) mas ",io ii 
EI + &.; conclua que essa soma não é Cechado em [2 (N) .  



Capítulo 24 

Operadores Compactos 

Inicia-se agora Illil e;tudo mms detalhado d e  algwDa.> classes d e  operadores 

limitados em espaços normados: este Capítulo destina-se à introdução e pro
priedades básicas dos chamados operadores compa!"tos. 

Os operadores compactos possuem algumas características sinúlares 
àquelas dos operadores em espaços de dimensão finita e. assim. sua te
oria apresenta simplificações em vários aspectos técnicos; não obstante, 
esse::. operadores são importantes em muitas aplicações, sendo que fre
quentemente aparecem na forma de operadores integrais, Iml exemplo 
historicamente importante de operador comparto. 

É conveniente recordar algumas definições e propriedades, na fonna 

de exercícios, da teoria de espaços métricos. Um conjunto A num espaço 

métrico (X, d) é relati\'umentp compacto, ou precompacto, se seu fecho A 
é compacto . A é totalmente limitado se. para todo f > 0, A está con

tido nwua união finita de bolas abl'rtas em X de raio f: logo, qualquer 

conjlmto t.otalmente limitado é também limitado. 

EXElWÍCIO 24. 1 .  Mostre que se .4 C (X, d) é precompacto. então A é 

totalmente liuutado e, assim, limitado. 

EXERcíCIO 24.2.  Se A C (X. d) é totalmente limitado, mostre que, 
para todo f > 0, A est" cont ido na união de um número finito de bolas 
abertas de raio c centradas em pontos de A. Conclua que um conjunto 

totalmente limitado é sepanlvpl (COIU a topologia induzida) . 
Lema 24.1 .  Todo c07ljunto totalmente llm.!lado num espa.ço métrico 
completo é precompacto. 
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Demonstração. Seja .4 totalmente IUllit ado; então seu fecho t ambém (
totalmente limitado (pois modífic<Uldo uma cobertura do conj unto COlII 
os mesmos centros m� com raios dobrados cobre o fecho do conj ul lt.o) . 

C{)mo este conjunto está contido num espaço métrico complet o ,  parti 
mostrar que seu fecho é compacto basta \'erificar que tuda sequcneia 
(€n)  C A possui subsequência de Cauchy. Sendo esse l'Onj unto total
mente limitado, existe urna subsequência (ç-l . " )  de (ç-,, ) contida numa 
bola aberta de raio 1. Da mesma forma, existl' uma subsequelleia 

(€2,n) de (€ln ) contida numa bola aberta de raio 1 /2 ;  constrói-se, as
sim, subsequências (Ç-k,n)n<,:1 de (€k-I ,Il ) ,, � 1  contida numa bola abert.a 
de raio l/k, para todo k E N. Termina-be a demunstração ao obser\'ar
se que (€k A' )k<,: 1 é. de fato, uma subsequência de Cauchy da sequcnda 

original, _ 

Definição 24.2. Um operador linear T -, /VI -.. /1'/2 é compacto. também 

chamado de completameute COlltílluo, se a imagem T( A j ,  de todo sub
conjunto limitado .4 C JVI , é precompacta em /'v; . O conjunto des
ses operadores compactos é denotado por Bu (NI , N2 )  (ou simplesmente 
Bo(A'), no caso em que NI = /',[2 = /'v') . 

OBSERVAÇÃO 24.3. De forma equivalente, T : NI -.. N2 linear é com
pacto se (T€n) possui �ubsequência convergent e em l<!2 para toda He
quencia limitada (ç-n ) C NI - Confira! 

EXERCÍCIO 24.3. Se dim J\I = X-, mo"tre que o operador identidade 

1 : /1/ � não é compacto. 

Proposição 24.4. Sejam NI e N2 espaço,� n077/1ados e T r 5' operrul()r(',� 
lineares lzmitados entre estes espaços n077nados. Então: 

1 .) Bo(NI . N2)  é um subespaço velo1'ial de B (NI , N2 ) . 

li.) Se T é Cflmpacto. então T8 e ST são opemd01'e,� compactos (sI1]iOndo 
bem-definida.s tazs opemções). 

Demonstração. I.) Seja T E Bo(NI . N2) ;  como T(8(O; I ) ) é prpcolll

pacto, segue que também ti limitado. Assim ,  T E B(JVI . N2 ) ,  Vpr ificar 

que Bo (N! . .  \"2) é subespaço vet.oríal fica para os lei lore�_ 
zi.) Se A é um conjunto lim itado. entào 8(A) tamhém é limitado e, 

assim, T(5'( A)) é precompacto _  Portanto, TS é compacto. 
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Dado um conjunto limitado A, a imagem por T de qualquer sequência 
(';n ) C A possui subsequência (T';71) ) convergente, pois T é compacto. 

Como 5' é contínuo, (5'T';n) ) também é convergente. Assim. 5'T(A) é 
precompacto e 5'T é um operador compacto . • 

OBSERVAÇÃO 24.5. Uma aplicação entre espaços métricos é chamada 

de compacta, se leva conjuntos limitados em conjuntos precompactos. 
A função de Dlrichlet II : IR --.. IR, h(t ) = 1 se t E Q e h(t) == O de 

outra forma, é compacta. mas não é contínua em qualquer ponto de seu 
domínio. Compare com a Propm>1ção 24.4. 

Exemplos importantes de operadores compactos são os operadores 
de pm,to finito. 

Definição 24.6. Um operador T E B(N1 , N2)  é dito ser de posto finito 

se dim img T < 00 .  O espaço vetorial dos operadores de posto finito 

entre esses espaços será denotado por Br(N1 ' .I'V2 ) (também será usada a 

notação óbvia Br(N) ) .  

Proposição 24.7. Todo operador d e  posto fimto é compacto. 

Demonstração. Sejam T E Br(N1 , N2)  e A C N1 um conjunto limitado. 

Como T é nm operador limitado, T(A) é limitado e seu fecho T(A) é 
um conjunto fechado e limitado e, como dim img T < 00, vem que T(A) 
é compacto. • 

Corolário 24.8. Se N é um espaço normado, então seu dual é N* == 
Bo(N, IF) .  

Uma propriedade de operadore.s compactos muito usada, t.anto no 

desenvolvimento teórico como em aplicações, aparece na 

Proposição 24.9. Seja T E Bo(N1 , N2) . Se ';n -' .; em N1 , então 

T';" -+ TE. ,  ou seja, 'It1n operadO!' compacto leva sequências framme1ltc 

convergen tes em sequênci.as fortemente convergentes. 

De/lJun,;t.raçiio. Suponha que E.n -' E. em N\ ; pela Proposição 14.3 {';,, } 
é UIll coujunto limi tado. Se 9 E N; 

g(T';n ) == (T"g) (E.,,) -+ (T"g) (f.) = g(T';) ,  
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mostrando que T�n ..... T�. Se T� .. não converge fortemente a Tf., l'xislp 

ê >  O e uma subsequência (T�nJ ) com I ITf.IIJ - Tf. 1 I � ê .  COlllO T é U IlI 
operador compacto, T�nJ possui uma subsequência forlpmpnte cOI1\'er

gente e, como Tf,n ..... Tf" necessariamente deve convprgir a Tf. .  Est.a 
contradição com a desigualdade acima demonstra a proposiçiio. • 

Exemplo 24.10. O operador identidade em I I (N)  niio é compacto ,  con
tudo todo operador linear limitado em l l (N )  leva sequências fracmnellte 
convergentes em fortemeute convergentes, paio ne,;te caso a convprgenc.ia 

fraca é equivalente à convergência forte (veja o Exemplo 1 .1. 1 1 ) ;  assim, 
essa propriedade nào pode ser usada para caracterizar os operadol'l'l; 

compactos. Contudo, veja a Proposição 25.0 que trata de espaços ref.!e
xivos . • 

Teorema 24.11 .  Bo(:\I'. B) é um subespaço fechado de B (N, B) . Por
tanto, Bo(N. B) é um espaço de Banaeh . 

DemoIl5tração. Seja (Tn ) C Bo(N. B) ,  com T" -> T em B (N, B) .  Será 
mostrado que para todo r > O o conjunto T B(O; r ) é tot.almente l imitado 
e, portanto. precompacto pelo Lema 2-1. 1 .  Disto seguirá que T também 
é um operador compacto. 

FLxe r > O. Dado f > O. existe 11 de forma que I IT" - Ti l < f Ir. Sendo 

Tn compacto, o conjunto TnB (O; r) é tot almente l imitado e. assim. está 
contido numa união de certas bolas 

com f.j E B (O ; r) . para todo 1 ::; J ::;  TIl A5sim, se f. E B(O; r ) ,  existe 
um desses �j em que Tnf, E B(Tnf.J ; f) . A partir disto 

I ITf, - TE,jII ::; I ITf, - Tnf, 1 I + I I Tn� - T"f.J I I + I ITnf,j - Tf.J I I  
< I IT - Tn ll l lf. I I + t: + I ITn - TII I I�J I I 

< �r + ô + �r = 3<:: . 
r /' 

mostrando que TB(O, r) C Uj=l B(Tnf.j ; 3f ) .  Portanto TB(Oj 1' ) é total-
mente limitado para todo l' > O. • 

Corolário 24. 12.  Se (Til ) C Br(N. B) e Tn --> T em B (N, B) . entâo o 
opemdo1' T é compacto, 
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Demonstração. Combine a Proposição 24.7 e o Teorema 24 . 1 1  (veja o 
Exemplo 24. 1 6  e a Proposição 25.6 para resultados correlatos) . • 

Exemplo 24. 13. Seja (en)n� 1  wna base ortonormal do espaço de Hil
bert separável 1í; lembre-se que todo elemento ç E 1í se escreve na 

forma ç = L::'=1 (cn , ç)en. Dados uma sequência limitada (a,. )n� 1 C lF 

e o operador linear T E B(1í) com Te.. = ancn , implicando em 

00 00 
T( L(en, ç) e�) = L(en , ç) anCn, 

n=l n=l 

segue então que T é compacto se, e somente se, limn�oo a.n = O. De fato , 
se an --+ 0, definindo 

00 li! 
TN ( L(en , ç) an en) = L(en , ç) a,. en , 

n=1 n= 1  

o qual é d e  posto finito para todo N e ,  por Pitágoras e Parseval , I I TNç 
Tç l l2  = I I  Ln>N (en , ç) Un en l l2 ::; (SUPn>N jan j2) l Iç l l 2 mostrando que 
TN --+ T e então concluindo que T é compacto . Se an não converge 

a zero, existe E > ° em que J = {j E N :  ja] j 2: E} é infinito : assim, para 
j, k E J, I ITe] - Tek l l 2 = jaJ j2 + ja.k j2 ?: 2E2 e a sequência (Tej )jEJ não 
possui subsequência de Cauchy, embora (eJ )]EJ seja limitada, concluindo 

que T não é compacto. • 

EXERCÍCIO 24.4. I\Iostre que o operador T . [P (N) ........ , 1 ::; p < 00 ,  
T(ç] )  = «(1 !J ) é compacto. 

Exemplo 24. 14. Seja (ej )�1 uma base ortonormal do espaço de Hil
bert separável 1í. Se PN : 1í ....., é o operador 

00 N PNÇ = PN (L(eJ , ç)cJ) = L(e] , ç)eJ •  
j= 1 j=1 

entoo cada PN é compacto, PN � 1 ,  mas 1 não é compacto. Assim, a 
convergencia uniforme não pode ser substItuída por convergência forte 

no Teorema 24. 1 1 .  • 
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Exemplo 24.15. Entre os principais exemplos de operadores compactos 
estão os operadores integrais TK : C[a, bJ �, 

(TK1f') (t) = [K(t, S) 1/;(S) dS, rJ; E C[a , bJ , 

com K : [a, bJ x [a . bJ -+ F contínuo, TK f? denominado operador integral 
com núcleo K. Veja também os Exemplos 25A c 25.5. • 

Demonstração. Denote por Q = [a, bJ x [a , bJ e a estimativa M 
max(t,s)EQ IK(t, s ) 1  < 00 .  Tem-se que I ITK!b l loo :::; M(b - a) I I 1/' I I "" ,  Oll 
seja, I ITK II :::; M(b - a) e. portanto, para ljJ E B(O; R) vale I IT/( lb l loo  :::; 
M(b - a)R e TK é uniformemente limitado nessa bola (para cada R > O 
fixo). A idéia é aplicar o Teorema de Ascoli a T[( B(O; R) , sendo então 
necessário mostrar que esse conjunto é equicontínuo . 

Como K é uniformemente contínuo em Q, pois Q é compacto , para 
todo é > O existe ó > O de forma que IK(t, s) - /« r, s ) 1 < é se I t - r i < ó 
(independente de s) .  Assim, se 'IÍ' E B(O; R) e I t - r i < ó, 

I (TK1/;)(t) - (TKIP)(r) 1 :::; [ I/« t, s) - /((r, 05) I I1/I(s) 1 ds 

:::; é{b - a) I I'i/J l loo :::; é(b - a)R, 

mostrando que TK B(O; R) é equicontínuo. Portanto, pelo Teorema de 
Ascoli, TK B(O; R) é precompacto; como vale para todo R > O, o opera-
dor integraI TK : C[a, bJ � é compacto . • 

Exemplo 24.16. Este exemplo mostra que a lúpótese de B ser com
pleto não pode ser omitida no Corolário 24. 12  (nem no Teorema 24. 1 1 ;  
veja também o Exercício 24. 12) . Sejam 8 1  = CI [O, 1 J com a norma 

1 1 1'1/' 1 1 1 = 1 I'i/J l lx + I I 1iY I I 00 , .Ní = CI [O, 1 J com a norma 1 11/; 1 100 e 1 E I3(81 , NI }  
dado por I(1/;) = 1/; ;  ambos, 81 e NI são tomados reais. Note que 
1 11 1 1  = 1. mas este operador não é compacto; de fato, basta considerar 
uma sequência limitada em 81 de funções continuamente diferenciáveis 
convergindo uniformemente a, por exemplo, 1/;(t) = I t - ! J , a qual não 
pertence a NI .  Portanto, o fecho de 1(1/;n }  não possui subsequência con
vergente. 
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Defina a sequência (Bern) C Bc(Bl , Nd através dos polinómios de 

Berstein, sendo Cn,k = (z) . 

(Bern'l/l) (t) = t Cn,k 'l/.' (�) tk ( l _ t)n-k ,  '1/1 E BI ' 
k=O 

o objetivo é mostrar que Bern -7 I ,  completando o exemplo. 

Diferenciando o binómio de Newton L�=o Cn,k tk (1 - tt-k 1 ,  
multiplicando então por t ( 1  - t) , obtém-se 

n 
L Cn,k tk ( 1 - tt-k (k - nt) = O. 
k=O 

Diferenciando essa última relação e usando o binómio novamente obtém
se L�=o Cn,k tk-1 ( 1 _ t)n-k- l (k-nt)2 = n; finalmente, multiplicando-se 
tal expressão por t ( 1  - t) chega-se à relação procurada (reserve!) 

t Cn,k tk ( 1  _ t)n-k (t _ �) 2 = 
t( l.: t) . 

k=O 
Agora, se 1 1 1 '1,/1 1 1 1  :S 1, tem-se, usando novantente a expressão do 

binómio, 

e como I'I/I(t) - 'I/!{S) I :S It - s i ,  para todos t, s E [O, l J ,  conclui-se que 

Dado ê > O, para cada t E [O, I J  divida essa soma em L '  e L ", sendo 
a primeira restrita aos valores de k com It - � I < ê e a segunda ao seu 
complementar. Assim , L I :S ê e da relação deduzida acima segue que 
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Lembrando que It - � I ::; 1, obtém-se 

e para n > 1/(4c3) tem-se. para todo t E [0, 1] . L "  ::; E. Portanto, 
11 (1 - Bern)1jI1I ::; 2e se n > 1/(4é3) ,  para todo ti' com 1 1 11/' 1 1 1  =o 1 . mos
trando que Bern ..... L • 

Notas 

Em seus estudos de equações lineares. Hilbert costumava usar formas bilineares .  
principalmente e m  12 • co m  destaque para uma clao;se que ele chamava d e  completa
mente contínua; orlgmalmente. completam"nte contínuo se referia 11 opcradorcs quc 
transforma\'lUll sequenclas fracamente convergentes em fortement.e convergente.s; al
guns autores ainda seguem esta nomenclatura, difercnciando-os dos operadores com
pactos. Essa noção foi adaptada para espaços /p. com p # 2, por F. Ries.z que, em 
1918, notou que a propriedade importante era que esses op" radores transformavam 
conjuntos limitados em precompactos, daí o temlO operador compacto. A adaptação 
desse conceito para operadores entre espaços uormados em geral foi imediata. Atual
mente esta última definição é a aclotada na maioria dos textos. e nest.e cm partIcular 
(essas duas definições são equivalentes?). Esse trabalho de Riesz de 19 18  apresen
tou mUIto da teoria estudada atualmente, incluindo resultados que serão t.ratados no 
Capítulo sobre a teoria espectral de operadores compactos. 

Os polinômios de Berstei n ,  bem como partes técnicas do Exemplo 24 1 6 ,  .ão 
utilizados em uOla forma de se demonstrar o famoso Teorema de 'Veierstrass sobre 

aproximações uniformes de funções contínuas por polinômios; veja [Simmons ( 1963) J .  

Exercícios Adicionais 

EXERCÍCIO 24.5. Mostre que T E B(N, 13) é compacto se, e somente se, r(A) é 
tota.Jmente limitado para todo subconjunto limitado A de N. 

EXERCÍCIO 24.6. a) �Iostre que se T E Bo(N, . N2) ,  então r(N, J é separável 
b) Mostre que T ; !-I. -> N2 linear é compacto se, e somente se. TB(0, 1 )  " 

precompacto em J1f2· 
EXERCÍCIO 24_7_ Seja r ; dom T C N -> 13 um operador compacto Se dom r 
é denso em 11/. mostre que sua extensão T ; N -> 13 t.amb�m é compact a  (veja o 
Teorema 4_7). 

EXERC'ÍCIO 24.8_ Suponha que r E D(13) ", .. tisfaça alguma das seguintes relações 

(veja Exercício 4.\<1):  a) TA + an .. , T" - '  + ,  . .  + a, r  + aol = O. a" 1 0; b) cos T = O; 
c) exp( aT) + 1 = O, com a f. O. Mostre que T é compacto se, e somente se, rlim B < cc 
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EXERCÍCIO 24.9.  Sob quaIs condições Bo(N) = B(N)'1 

EXERCÍCIO 24.10. Sejam a, b : [ao , boI � [ao , boI e K : [ao, boI x [ao , bu] --+ F funções 
contínuas. Mostre que o operador TK ; C [ao , boI - ->  C[ao ., bo] ,  

é compacto 

1·(/) 
(TK1/J)(t) = . .  K(t , 8)1/J(8) da, 

a.l ! ) ti' E Clao, boI ,  

EXERCÍCIO 24. 1 1 .  Seja T E Bo(N) bijetor, com dim N = 00 . Mostre que r- I n ão  é 
limitado. 

EXERCÍCIO 24.12. Complemente o Teorema 24.1 1 mostre que Bo(HI , N2) é com
pleto se, e somente se, N2 é Banach. Conclua que D(N"N2) é completo se, e somente 
se, Bo(NJ ,N2) é completo 

EXERCÍCIO 24. 13. Se O i- 4> E L2[a, b) é limitada, mostre que o operador de multiph
cação por "', Mó> : L2 la , b) --', (M .. 1/J)(t) = q,(t)1/J(t)., 'IÍ1 E L2 [a, b] ,  não é um operador 
compacto 

EXERCÍCIO 24.14. a) Se T E Bo(8) e E é um subespaço vetoriaJ fechado de 8, 
invariante por T, mostre que a restrição TIE é compacta 

b) Se O i- 4> E C[a. b) , mostre que o operador de multiphcação M4> . Cla , b] --', 
(M .. 1/J)(t) = I/>(t)1/1(t) ,  '" E C[a ,  b) ,  não é um operador compacto. 

EXERCÍCIO 24.15. Este é o ExercícIO 8 10 com hnguagem maIS apropriada. Se T E  
Bo(8J , 82 ) ,  mostre que img T não contém subespaço fechado de 82 de dimensão 
mfimta Conclua que se T for sobrejetor, então dim B. < 00. 



Capítulo 25 

Operadores Compactos em 

Espaços de Hilbert 

Algumas propriedades d e  operadores compactos c m  �spaços d e  Hilbert são 

<fu.cutidns neste Capítulo. Ao final.  adapta-se um resultado conhecido para 
adjuntos de Hilbert . mostrando que um operador linear limitado entre espaço> 

normados é compacto se. e somente se, seu adjunto de Banach é compacto. 

Nnm espaço de Hilbert o fecho (com a norma usual de B(1t))  do 
espaço vetoria! dos operadores de posto finito coinc ide com o conj unt.o 

dos operadores compactos: para mostrar isto será usado o seguinte re

sultado técnico, o qual também tem interesse próprio. 

Lema 25. 1 .  Se T E BO(1i1 . 1i2 ) .  então img T e N(T).L são subespaços 
separáuels de 1i2 e 1tl .  respectivamente. 

Demonstração. Que img T é separável aparece no Exercício 24 ,6 ,  
deixado a cargo dos leitores. Seja { cn }oEJ uma base ortoIlormal dp  
N(T).L .  S e  .J é filÚto o resultado é claro. 

Suponha que J não é finito: o objetivo é mostrar que J é enllrnení\'l'1 

(veja o Exercício 2 1 .2 ) .  Toda sequência (eOl );;' 1 de elcnH'ntos riois 11 
dois distintos de {ca }aO converge fracamente a zero (Ex<>rC"Ído 2 1 .5)  e ,  
pela Proposição 24.9, vem que Teoj ---; 0, para J ---; 'Xi ,  Assim ,  para 
cada n E N existe apenas um número finito de Q E J com I ITc,, 1 I  2 1 /1 / ,  
Port.anto , J é enumerável ,  pois 

oe 
1 

.J = U {a : I ITeo l l  2 �J 
n = l 
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Lembrc-se que Te", #- 0, para todo (} E J, já que Co E N{T)l. . • 

Teorema 25.2. Um operador T E B{1t) , 1t2) é compacto se, e soment.e 

se, existe uma sequência de operadores de posto finito (Tn )  (ou seja, em 

BC(1t) , 1t2)) que converge a T em B(1t) , 1t2) ' 

Demonstração. Se T é o límíte de operadores de posto finito , então T 
é compacto pelo Corolário 24. 12. Sejam T E Bo{1t) , 1t2) e P o projetor 
ortogonal sobre N{T).L ,  de forma que T = TP. Se dim N{T)l. < 00 
o resultado é claroj suponha então que se tenha dim N(T)l. = 00 e 
escolha uma base ortonormal (ej)�) de N(T)l. ,  a qual é enumerável pelo 
Lema 25. 1 .  Denote por Pn o projetor ortogonal sobre Lin( {e) , . " , en } ) .  
Assim, o operador Tn = T Pn é d e  posto finito. Será mostrado que 

Tn --+ T. 
Para cada n existe �n E 1tl ,  l I�n l l = 1 ,  satisfazendo 

Como (Pn - P) � O e para todo 1] E 1t) 

tem-se que (P - Pn)en � O. Sendo T um operador compacto, pela 
Proposição 24.9 segue que T(P - Pn)�n -> O e, da desigualdade acima, 
segue que I IT - Tn II -+ O. • 

EXERCÍCIO 25. 1 . Seja T E B(1t),  com 1t separável . Mostre que existe 

uma sequência (Tn) de operadores de posto finito que converge forte

mente a T, ou seja ,  Tn � T. 

Corolário 25.3. Seja T E B(1tl , 1t2 ) '  Então T é compacto se, e soo 

mente se, seu adjunto de H�lbert T* é compacto. 

Demonstração. T é compacto se, e somente se, existe uma sequência 
(Tn )  C Dr('1tl , '1t2) de forma que Tl1 -+ T. Como T,� também é de post.o 

finito (Exercício 25. 4 )  e I IT" - T� II = I I (T - Tn)* I I  = I IT - Tn l l ,  conclui-se 

que T é compacto se, e somente se , T" é compacto. • 

Os próximos exemplos estão relacionados ao Exemplo 24 . 15. 
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Exemplo 25.4. Seja K : Q -> JF contúlUo, em que Q = [a, b] x [a ,  b] . 
Então o operador integral TK : L2[a, b] ....., dado por 

(TK1/I) (t) = l K(t, s)1/r(s) ds, '/{' E L2 [a , b] . 

é compacto . •  

Demonstração. Para cada t E [a, b] a função s ...... 1\ (t, s) é UIll elt'lllento 
de L2[a, b] . Sejam ti., E B(O; R) C L2 [a, b] e AI = max(t .• )EQ 1J((t . s) l . 
Para todo t E [a, b] tem-se 

I (TKIP) (t) 1  � l IK(f, s) l l tb(s) 1 ds 

b � 
� (l IK(I ,  s) 12 dS) 1 1 1/' 1 1 2 � M Jb - a R, 

assim IITKtPI I2 � M(b - a)R e TK B(O; R) é um conjunto limitado. 
Este conjunto também é equicont.ínuo, pois, de forma análoga ao Exelll
pio 24.15, para I/J E B(O; R) 

I (TKIP) (t) - (TKI/J) (r) I � I IK(t, · ) - K(r, ) I I 2 I 1 1/' lb  
� eJb - a R. 

se It - ri < 5. Portanto, pelo Teorema de Ascoli , TK B(O; R) é prc
compacto em (C (a, b] , I I · 1 1(0) ' Como 1 11/> 1 1 2 � Jb - a l ll/>I I'>C ,  para toda I/i 
contínua (em particular para ri> = TK1/I) , segue que TK B (O ; R) é precom-
pacto em L2[a, b] . • 

EXERCÍCIO 25.2. Mostre que um conjunto precompacto (resp. com
pacto) em (C(a.  b], I I  . I I",, ) é precompacto (resp. compacto) em L2 [a, b] . 
Isto decorre porque a identidade 1 : (C[a, b] , 1 1 , 1 1",, ) � L2 [a , b] é contínua. 

Exemplo 25.5. Seja K E L2(Q), em que Q = [a, b] x [a, b] . Então 
o operador linear integral TK : L2 [a, b] ....., dado por (TJ\ �lJ ( l )  = 

J: K(t, s)1/>(s) ds. para �) E L2 [a, b] ,  é compacto . • 

Demonstração. Como o conjunto das funções contÍnua.� em Q é denso 
em L2 (Q) , existe uma sequência K" : Q -+ IF de funções contÍnu;L� de 
modo que I IK - Kn Il L2(Q) -> O. Assim, definindo TlI : L2 [a , b] <-o . 

(T"t':) (t ) = l Kn{t, s)1jJ(s) ds ,  '4.' E L 2 [a, b] .  
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e usando estimativas similares àquelas dos exemplos anteriores, obtém-se 

e logo 

I ITn - TI( II ::; I IK,. - K llv(Q) , 

o qual se anula para n --+ 00. Pelo Exemplo 25.4 sabe-se que cada Tn 
é um operador compacto, o que possibilita concluir que TI( é compacto 
(Teorema 24 . 1 1 ) .  • 

No caso de espaços reflexivos, e de Hilbert em particular , pode-se 
dizer muito mais do que a Proposição 24.9 . Veja o Exemplo 24. 1 0  para 
o caso de um espaço de Banach que não é reflexivo em que a caracteri
zação de operadores compactos a seguir não vale. 

Proposição 25.6.  Sejam B um espaço de Banach reflexivo e T 1I,m 
operador em B (B , N) , Então T é compacto se, e somente se, (Tçn ) 
é convergente em N para toda sequêncza (çn ) fracamente convergente 
em B. Note que esta caracterz.zação vale se B é um espaço de Hzlbert .. 

Demonstração. Se dim B < 00 a demonstração é simples. S uponha 
que dim B = 00. Levando-se em conta as hipóte.�es e a Proposição 24.9 , 
basta mostrar que para toda sequência limitada (En ) em B a sequência 
(Tçn ) possuí subsequência convergente. Pelo Teorema 16.5,  (çn ) pos
sui subsequência (Ç71) ) fracamente convergente: por hipótese, (TE"j ) é 
convergente. Assim, a imagem de toda sequência limitada admite sub-
sequência convergente. ou seja, T é um operador compacto . • 

Devido ao Corolário 2.5.3 . surge naturalmente a questão sobre a 
relação entre um operador compacto T. entre espaços normados, e seu 
adjunto de Banach Ta. O seguínte resultado esclarece tal questão. 

Teol'ema 25.7.  Sejam E e N espaços norma dos. Então T E B (E , N) 
é compacto se, (' somente se, seu adjunto TU é compacto. 

DemoIJ.�traçiio, Lembre-se que TU E B (N' ,  E' ) .  Suponha que T E 
B (t: , N) seja compacto. Para cada r > O. denote B,. = Bt"{O; r) e B; = 
BN· (O ; 1') .  PaJ'a conclu ir que Ta é compacto , será mostrado que (TRg,, ) 
pOSbui subsequência convergente em E' para qualquer sequência (g,, ) 
cm n; (para qualquer 7' > O fixo) , 
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Sendo T compacto, T Bl C N é um conjunto compacto. Como para 
todos fI, ( E N  

19n(1/) - 9n(() 1  ::; 1 19,, 1 1 1 1 1/ - ( I I s: r l l 11 - ( I I , 
segue que (9n)  é equicontínuo em N. Para '/ E T BI tem-se Ig,, (l/) 1 s: 
1 19n ll ll'1 l 1 ::; r llTI I , para todo n , e por cont inuidade vale tambôm para 
todo '1 E TB! > mostrando que {9n (TBI l } é uniformemente limitado. 
Pelo Teorema de Ascoli, (9n ) é um subconjunto precompaC'to de CtT Bd 
e possui subsequência de Cauchy nesse espaço. Lemhrando que 9" (T) = 
']'8 (9n ) , 

sup 19n (T�) - 9m (T�) 1  {En. 
1 19" - 9", I I C(TBI l s: 1 1 9" - 9m I IC(TBI l , 

e (T8g .. ) possui subsequência de Caudw em é*. logo wnvcrgente já 
que é' é completo. Portanto, Ta é compacto. 

Suponha agora que Ta seja compacto e denote por 11 1-+ ií a apli
cação canônica de é em é** . Pelo e.xposto acima , Toa é compacto, c 
se B;* = Bt' •• (O; r) ,  então T""B;* C N" é um C'onjunto precompacto . 
Como ,Ilir C N" através da aplicação canônica � I-> { � E N. e usando 
que fi, = Taa�, para todo TI E é, tem-se 

fif,. C TMB;* ,  

e ,  portanto, fif,. é um subconjuuto precompacto. Como ' é u m a  apli
cação isométrica (Proposição 12.7), concluÍ-se que T Br é precompacto 
para todo r > O, e T é um operador compacto. • 

EXERCÍCIO 25.3. Sejam é e N  espaços uOl'mad08 (' T E B(é, N) . tl1os
tre que fi, = raa�, para todo IJ E é. 

Notas 

A primeira versão do TL'orema 25.7 é de, ida a .1 . Sehaudpl' puhl icada <'lll l nO 
lima forma alternativa de dernonstrá�lo é usando o Teorema de A langlu ( v('ja a p;ígi
na 178 ue IConway ( 198:; )! ) .  

Como enundado no Exercício 2 5  7 ,  a presença d ('  uma base de Sf"hauder I IUJ I l 
espaço de Banach garante que todo operador compac to podp Sf'1" aproximado, em 
nonna. por operador�'S de posto finito O exemplo de Per Enfio, most rando que lia 

espaços de Banach scpar:ívpis (f� reAexl\,(lS) que não possuem 1 Ima h}L�P dp Sdli llHkr , 
constou em mostrar que' existem caso em que o conjunto dos op('!radofcs de pOI-'1.n fi n i t.o 
uão é deu!so 0(, ('"()Djl lnto cios opcradorps compactos. Veja iL., Not.a..., do Capít 1 1 10 :J 
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Exercícios Adicionais 

EXERcícIO 25.4. Seja T E B(H" H,) Mostre que T é de posto finito se, e somente 
se, seu adjunto de Hilbert T' é de pORtO finito, e neste caso tem-se dlm img T = 
dim img 1" . 

EXERcíCIO 25.5. Dê condições neccss,írias e sufiCIentes para que um operooor de 
projeção ortogonal num espaço de Hilbert seja compacto. 
EXERcíCIO 25.6. Use o Teorema 25 7 para demonstrar o Corolário 25.3. 

EXERcíCIO 25.7. Mostre que se o espaço de Banach B possui uma base de Schaueler, 
então valem as conclusões do Teorema 25.2 para caracterizar o conjunto Bo(B) . 

EXERcíCIO 25.8. Se X é um espaço métriCO compacto, mostre que Br(C(X)) é denso 
em Bo(C(X))  Isto exemplifica que a caracterização de operooores compactos em 
espaços ele Hilbert, dooa no Teorema 25 2, pode valer em alguns espaços de Banach 
niio-rellexivos. 

EXERcícIO 25.9. Use o Teorema 25.7 e o Exercício 13 9 para mostrar que se B é 
reflexivo , então B(eo(N), B) = Bo(eo(N), B) . 

EXERcíCIO 25.10. Sejam T E B(H) e (Tn )  uma sequência em B(H) : mostre que. 

I) se T:' ..!.... T' , então STn � ST ern B(H), para todo operador compacto S E Bo(H) . 

ii) se Tn ..!.... T, eutão Tn S - TS em B(H) , para todo operador compacto S E 8o{H). 
i i i) considerando os operadores de deslocamento (sluft) em /2(N), verifique que pode 
ocorrer de uma sequência de operooores liueares lumtados convergir fortemente mas 
seus respectivos adJuntos não, 

EXERcíCIO 25. 1 1 .  Seja Ji um espaço de Hilbert separável de dimensão infinita 

a) Se ({ . )  é uma base ortonormal de H., mostre que o operador IlDear T� 

,,�. U (Je , e)e , com UJ supondo apenas os �-aJores O e 1, é limitado Mostre que 
"'J-I ) �J � " 

d _.1 (d" • I ) ' . 
a dIstância, em B(Ji) . entre dois esses oper""ores IstlUtos, e c aro c sempre Igual 

a 1 .  Condua que B(Ji) não é separável. 

b) Mostre que existe uma sequência (Pn)  de operooores de posto finito em B(Ji), 
Colll Pn �� 1 ,  c de forma que pura todo op�rador compacto T E Bo(Ji) tem-se 

P" T Pn - 'T. Condua qne Bo(Ji) é um subconjunto separável de B(Ji) 

EX ICRdclo 25. 12. O''IIote Ji = l' (N) Para cada t E (0, 1 )  defina T, ' H ....., 

T, (e, . 6 , 6 , ' ) = (tç" t"ç" t3€3 , '  . ) . 

Mostre que cada T, é compnc.to. que w- hmt1 1 T, = 1 e que para cada operador 
compocto S E Bo(Ji) vale lilll , "  ST, = S "1Il B(Ji) .  

EXERçÍCIO 25. 13. Se T E B(H" Ji2) e T'T é compacto, mostre que T é compacto. 
Use isto "am apresentar uma demonstração alternativlI de que se T E 8(H" 'H2) 6 
compacto, então T- é compacto. 
EXERcfcIO 25.14. Se B é refl"xivo. most re que B(B, /l (N)) = Bo (B, I I (N)) ,  



Capítulo 26 

Operadores de 

Hilbert-Schmidt 

Uma das cla,;scs mais importantes dE' opE'radores compactos pm espaços de 

Hilbert é constItuída pelos operadores de Hilbert-Schmidt, di�cutida neste 

Capítulo. MUltas vezes, o cammho mab curto para mostrar que um opera

dor é com pado é verificar que ele é Hilbert-Schmidt . 

Definição 26. 1 .  Diz-se quP um operador T E B(1il . 1i2 ) é de Hilbert
Scllmidt se existe uma base ortonormal {eJ } JEJ de 1i 1 com 

I 
[ [T [ [ HS := (2:: [ [Tel 1 l 2) ;; < 00 .  

jO 
O conjunto dos operadores de Hi lberl-Schmidt entre esses espaços de 

Hilbert será denotado por HS(1iI , 1i2) ou, hrevemente. por HS(1i) se 
HI = H2 = H. 

Proposição 26.2. Seja T E B(H I '  H2 ) , Então 
i . .) [ ITI I Hs não depende da base ortonormal wnsulcmda. 
li.) T E US(HI ,  H2 )  se, c somente se, seu adjunto T' E HS(H2 ,  Hd 
Além dlB80, I IT[ [ HS = l lT" [ [ l Is .  
Demonstração. Se {e1 bo e {hhEK são bases ortonormais de 1i1 

e H2 ,  rl"spectivarnente , então. por ParHcval. 

L I[Tcj [ [ 2 = L [ (Tej , h) [ 2  =- 2:: [ (cj , T*t"W = 2:: l lT·h 1l 2 .  
J E J  l U  JU kE [{ 

k E K  k r; /( 
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Sendo essas bases arbitrárias, vem que I IT I IHS :=: I IT' I IHS, e tais valores 
não dependem das bases ortonormais consideradas. • 

Corolário 26.3. Sejam S. T operadores lzmitados entre dois espaços de 

Hilbert. Se um delcs é de Hilbert-Schmldt. então o pmduto TS também 
é de Jhlbert-Schmldt (supondo defimdo o produto) . 

DemolJst.ração. Se S é de Hilbert-Schmidt, então para qualquer base 
ortol1ormal {e) }JEJ de seu domínio 

I ITSI I �,s :=:  L I I TSeJ 1 12 ::; I IT II2 L I ISeJ I 12 :=: I ITI I2 I 1SII�s, 
JEJ jEJ 

e TS é de Hilbert-Schmidt. 
Se o operador T é de Hilbert-Schmidt. então pela Proposição 26.2 e 

da primeira parte deste corolário. vem que s*r é de Hilbert-Schmidt. 
Como TS :=: (s*r)" segue que TS é Hilbert-Schmidt . • 

Teorema 26.4. HS(1í, . 1í2)  é um subespaço de B(1í" 1í2) e é um e.spaço 
de Hilbert com a norma I I · I I HS .  chamada norma de Hilbert-Scbmidt, a 
qual é induzida pelo produto mterno 

(T, S)HS := L (Tej , Sej) ,  T. S E HS(1í, . 1í2) , 
jEJ 

sendo {eJ })EJ uma base ortonormal qualquer de 1í, . Além disso, vale a 
desigualdade I IT I I  ::; I ITI I HS .  

Demollstração. Se T, S E HS(1í , . 1í2) ,  então para qualquer base 01'

tonormal {e) }jEJ de 1í, e todo a: E F tem-se (usando a desigualdade 
de Cauchy-Schwan no produto interno LJEJ I ITej l l l lSej l l em [2 , como 
utilizado no próximo parágrafo) 

I IT + nSllr,S 
::; L I ITej l l2 + 10 12 L I IScJ I I 2 + 2 1a l L I ITej l l llSeJ II 

jEJ 

lIlost.rando que HS(1í1 . 1í2)  é um espaço vetoria!. A partir desta mesma 
dt'Higualdnde segue facilmente que 1 1 · I I Hs é uma norma. 
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Agora será verrncado que (T, S)ns está bem-definido e independe da 
base ortonormal considerada. Por Cauchy-Schwarz 

'L ! (Tej , ScJ ) !  ::s 'L IITeJ II I I Scj II 
jEJ JEJ 

I I 
::s ( 'L I ITeJ I I 2) ' ( � )! SCj I l 2) " 

JEJ JE J 
I IT I I HS I IS I IHS ,  

(note que isso corresponde a ! (T, S)HS ! ::s I IT I I HS I IS l I ns ) e a série que 
define (T, S)ns converge absolutamente; as demais propriedades de pro
duto interno são simples de se verificar. Pela identidade de polarização 
aplicada a (T, S) ns (ou de forma similar à demonstração da Proposi
ção 26.2) vem que 

'L(Tej , ScJ ) = 'L(S*'k , T'/k},  
k 

para qualquer base ort.onormal Ud de 'H.2 , mostrando que (T, S)HS 
independe da base ortonormal e, portanto, está bem-definido. 

Se ç E 7í.1 , l Iç l l  = 1, tome uma base ortonormal de 'H.l da seguinte 
forma {Ç, 1)z } IEM .  Assim, 

I ITç l l 2 ::s 'L I IT1)d! 2 + I ITç l l 2 = I IT l l ts , 
I 

mostrando que I ITI I ::s I ITl lns. 
Resta apenas mostrar que HS('H.I , 7í.2) é completo; para isto , con

sidere uma sequência de Cauchy (Tn)  C HS ('H. I , 'H.2 ) . Da desigual
dade I I . I IB('H, ,'H2} � I I  · l I n8 segue que (Tn) é Cauchy cm B('H.l , 7í.2) 
e, portanto, converge a algum T E B (7í.l , 'H.2) . Será mostrado que esse 
T E HS(7í.I ,  7í.2)  e que Tn -+ T neste espaço. 

Dado e > 0, existe N(e) de forma que I ITn - Tm l l �IS < e s(;' n, m � 
N(e) . Considere uma base ortonormal {Cj }JEJ de 'H.! . Se F C J é finito, 

'L I ITnc} - TmeJ 1 I 2 ::s I ITn - Tm l l �IS < e . 
jEF 

Fazendo m -+ 00 obtém-se EJEF I I (Tn - T)ej l l2 ::s f,  para todo subcon

junto finito F. Portanto, 

I ITIl - TII�IS = L I I (Tn - T)eJ I I 2  S f ,  
JE .I 
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mostrando que (T - T,, ) E HS(1íI , 1íz) e (Tn - T) ...... O neste espru;o. 

Sendo HS(1íI , 1íz ) um espaço vetaria!. vem que T = (T - Tn) + 'In 
pert.ence a HS(1íI , 1íz) ,  e este espaço é de Hilbert . • 

EXERCÍCIO 26. 1 .  Apresente detalhes de que 1I · I I Hs é uma norma e de 

que (T, S)us é um produto interno. 

Neste ponto já estão dispouÍveis resultados suficientes para se verifi
car que todo operador de Hilbert-Schmidt é compacto. 

Teorema 26.5. HS(1íI . 1íz) C Bo(1í! .  1íz ) .  

Demons/ração. Sejam T E HS(1íI . 1íz) e ((R ) C 1íJ,  com �n ->. t; .  
Pela Proposição 25.6, para Illostrar que 'I é compacto basta verificar 
que Tt;" ...... Tt;. Note que, por linearidade, é suficiente considerar o caso 
(n ->. O. 

Seja {cJ }JEJ ullla base ortonormal de 1í2. Para cada n sabe-se que 
o conjunto Jn = {j E J : (e) , TE,n) f O} é contável de modo que 
UnJn também é contável e. por simpl icidade de notação, será denotado 
pelos números naturais (se for finito o argumento que segue adapta-se 
facilmente ) . Assim, 

x N � 
I In, I I 2 = L 1 (') , Tt;n ) 12 ::; L 1 (T"I") . t;n) 12 + M L I IT*Cj Il2 , 

)= 1 ) = 1 )=N+I  

�l'nclo M = sUPnEN I I(n 1 12 (M é finito pois toda sequência fracamente 
convergl'nte é limitada: Proposição 1 4.3) . 

Dado E > O, e�('Qlha N com L�,HI I IT'ej Il 2  < é/AJ, o qual existe 

pois r E US(1í2 . 1í 1 ) '  Agora. como (n -" O. existe [( de modo que L�:I l (rcJ , �n ) 12 < E: se 11 ?: K. Assim, se 11 ?: K tem-se IIT�n Il2 < 2€. 
e conc\ui-�(> que T�n � O. • 

EXEHC'ÍClO 26.2 .  Seja T : [2(1\1) ...., o operador dado por (T�)n = 
)'X' c "" d ( ) . . fi . �j= 1 an) ".I ' n E .. .  sen o u,'J I lJEN uma matflz m mta com 
tn.,1�N  l anJ I2 < 00. Mostre que T é um operador de Hilbert-Schmidt 
(' <!t'tpl'lll i lle sua norma de Hilbert-Schmidt. 

o próximo lema será IIsado no importante exemplo que o segue. 



194 [CAP 26. OPERADORES DE HILBERT-SCHMIDT 

Lema 26.6. Sejam 1-l1 = L� (n) e 1-l2 = L�(A) espaços separáveis, com 
/L, II medidas a-finitas, e 1-l3 = L�xv(n x A) . Se ('!/Jn) e (<Pj )  são bases 

ortonormai.s (contáve7.S) de 1-l1 e 1-l2 , respectivamente, então ('l/J1I!/J) )  é 
base ortonormal de 1-l3 , o qual também é separável. 

Demonstração. Por Fubíni (1/lnrPj ) é um conjunto ortonormal em 1-l3. 
Pela Proposição 21 .7, para demonstrar este lema basta vC'rificar que se 
1 E 1-l3 satisfaz (f, 'IJ'n<P) hta = O, para todos n, j. então f = O. 

Para cada s E A, considere a função setor r : n -> lF por r(t) = 
1(t, s) , a qual pertence a 1-l1 para s num conjunto de medida II total, 
e para cada n denote Fn(s) = (fs , 1/:nhíl (que é mensurável já que II é 
a-finita) , segue que (f, 'IJ'n<P) hí3 = (Fn , !/Jj )'H.2 ' Note que, por Cauchy
Schwartz, II-qtp tem-se IFn (s) 1 � 1 1r 1 1'H." de forma que Fn E 112 para 
todo n, pois 

IlFn ll�2 � l l1rll�, dll(s) = I I f ll�J '  

Assim, a condição (f, 1/lnlP) )'H.3 = O foi reduzida a (Fn , <Pj)'H.2 = O, 
para todos n, ) :  sendo (di) ) base de 1-l2, tem-se para todo n que Fn (s) = O 
II-qtp e, usando que (1/'n ) é base de 1-l1 ,  obtém-se r = o (em 11t l v-qtp. 
Segue que 1 1 1 1 1�3 = IA (Js ,  I')'H.I dll(s) = O. • 

Exemplo 26.7. Sejam 1-lj , 1-l2 e 1-l3 como no Lema 26.6. Então, um 
operador T E HS(1-l 1 , 1-l2) se, e somente se, existe J( E 113 de modo que 

(T1j»(t) = (TK1/l)(t) := ln K(t, s)'I/J(s)dJL(s) , 1/.' E 111 . 

Além disso, I ITI IHS = I I KI I'H.) '  • 

Demonstração. Se (1/ln) e (r/J] )  são bases ortonormais de 1-l1  e 1-l2, 
respectivamente., então, pelo Lema 26.6, (1/Jn!/Jj ) é base ortonormal de 1-l3' 
Suponha que T = Tg ; então 

n 11-,) 

n,j 
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Seja TE HS(1iJ , 1í2) .  Usando a notação acima, tem-se 

n ., n 

o que permite definir a função Ko(t. s) := Ln., (<p" T�'nhf.2I/Jn (s)tjJJ (t) no 

espaço 1í3 ; not.e que l I[(o l l1t3 = I ITI IHs· Será verificado que T = TKo ' 
Se 1/' E 1íl e <p E 1í2 tem-se, usando que T é limitado e a continuidade 

do produt.o interno, 

1 dv(t) (.p(t) ln Ko(t, S)*(S)dJ.l(S») 
(1/J1i, [(o)1tJ = L(4), , T�\ht2 (&1i, ti>J1,I'n}1t1 

n.' 

n.) 

( L(Ój , i/J)1t,Oj '  L(�'n. �')1t,TtI'n )1to j n -

(<p, L (�'n . ljJ)?t, TC'n)?t2 n 
( d>. T L (l!'n . 1b)?t,V'n)?to 

= (1jJ, TI/J}?t • .  
n 

Portant.o, T = TI,o ' • 

O BSERVAÇÃO 26.8. Note que o Exemplo 26.7 propordona outra de

monst.ração de que o operador no Exemplo 25.5 é compacto. 

Notas 

o t ermo operador de Hilbert-Schmidt e uma homenagem a D lúIbert e seu 
"<I IlIlaulc E. Schmidl. que investigaram rormas bilineares simétricas compact&s uo 
mfcio do �(�( lllo XX 

Há uma rnmilia ,k operndorcs compactos em B(1l) para cada 1 ::; p < 00, em 
'lu<> ('crtn norma I ITI I ,. < .:>0 (essa norma é baseada naquela de IP); os operadores 
li,· �h1bt'rt-S('hlllí,lt Sli" obtidos atra",)s de p = 2. O caso p = 1 tem importância 
<'m Físira-I\lnt!'nuil.lca. particularmente em Mecànica Estatístka e Teoria de Espa
Ihalllento, !' tni, operadores silo chamados de " cll\SSe IT�-, noma tradução bvre de 
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trace c1ass em inglês ( lIT[[ t é uma generahzação do traço dos valores absolutos de 
uma matriz finita). Pode-sc mostrar que um operador pertence à classe traço se, e 

somente se, ele é o produto de dois operadores de Hilbert-Schuúdt. Uma referência 

específica para esse assunto é o livro R. Schatlen , N017n Idr.aLs of Completely Conll

nuollS Operators. Berlim. Springer-Verlag. 1960. 

Exercícios Adicionais 
EXE.RCÍCIO 26.3. Dê outra demonstração do Teorema 26.5: com a notação utilizada 
naque-la demonstração. seja PN o projetor ortogonal sobre o espaço Lin( {el , . .  , eN }), 
e defina TN = PNT. Mostre que TN e de posto finito e que TN � T na norma I I · ( [ IIS 
EXERCÍCIO 26.4. Mostre que HS(HI . H,) é o recho do conjunto dos operadores de 
posto finito com n norma ([ ' I IH� 

EXE.RCÍCIO 26.5. Discutn a afirmação: Se n é um espaço métrico compacto e /L 
uma medida boreliaDa u-finita em n. então a todo operador T E B(L! (n» pode-se 
associar uma função [( E L�. x� (n x n) de maneira que T = TJ( , sendo 

(TKV,) (t) = lo [«(t, s)lP(s)d/L(s). V> E L� (n) .  

EXERCÍCIO 26.6. Sejam T,  S E B(H) 

a) Se T e S são invertíveis, mostre que (T - S) é de Hilbcrt-Schmidt se, e somente 
St', (T" I - S- I ) é de Hilbert-Sehmidt, 

b) Se (T - S) é de Hilbert-Schnudt, mostre que (T2 - S2) é de Hilbert-Schmidt. O 
que se pode dizer d .. (1'" - S")? 

EXERCÍCIO 26.7. Fixe 1/ E H com ( [r/ ll = 1 Seja T" : H � H de6mdo por T"ç = 
(1/, ç) 1/, ç E H Mostre que T" é um operador hnear de Hilbert-Schmidt e calcule sua 
norma [ IT([ lIs . 

ExERcíCIO 26.8. SejaDl H separável e T E B(H) um operador que pOSSUI uma base 
ortonormal (Çl )  de H, formada por !lutovetores de T, ou seja, para todo j tem-se 
T�J = Àlej , Àj E IF. Dê condiçõ�'S para que T E liS(H).  Verifique que, em espaços 
de Hilbert de dimensão mfirnta, sempre há operooores compactos que mio são de 
HilbE-rt-Schmldt. 

EXE-RGÍClO 26.9. Existem sequência.. (Tn )  C ! lS(H) que ronvrrgl'm em B(H) mas 

que não convergem "m HS(H)'! 

EXERcíCIO 26.10. Mostre que para concluir que T = n<o no Exelllplo 26.7. b/lsln 
verificar que (':'J ' TI/:n ) = (<1>J ' TK"lj'n ) para t.odos .7, 1/.. 
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Espectro 

Neste Capítulo inicia-S<' o e:;tudo d o  ffiPcctro d e  operadore; lineares contí
nuos em espaços de Banach complexos. Os casos particulares e importantes 
de operadore� auto-adjunto,; e operadores compactos serão tratados em outros 
Capítulos. 

Intuit.ivamente, o espectro de um operador linear se constitui "nos 
valore� em F que esse operador assume" ; a própria definição de espec

tro já j ustifica esta interpret ação. O espectro é uma generalização do 
conj unto de autovalores de operadores lineares. A questão espectral 
está diretamellte relacionada à solubilidade e unicidade de soluções de 
equações lineares cm espaços de Banach, problemas de contorno, apro

ximações dp problpmas não-Iíneares por versões lineares, estabilidade e, 
de forma pssellcial, ao aparato matemático da Mecânica Quântica (veja, 
por eXPlllplo. o livro [de Oliveira (2009)] ) .  No que segue, os espaços de 
I3anach são considerados comple.xos. 

Definição 27. 1 .  Seja T :  dom T C 8 -+ 8 linear no espaço de Banach 
complexo 8 'f  {O} .  O colljunto resolw.>nte de T, denotado por p(T) , é o 
conjunto dos >. E C para os quais o operador resoh-ente de T em >. 

R.\ (T) ; 8 -+ dom T, R.\(T) ;= (T - >'1)- 1 . 

t'xistl' t' � l imitado. 011 S<'ja. pertence a B(8). 

Definição 27.2. O espectro de T é o conjunto u(T) = C\p(T) . 

OI3SERVAÇJ\O 27.3. a) Se T E B(8) e (T - >'1) é bijetor com imagem 
igual  11 8. segue . por Aplicação Aberta, que R},(T) E B(8) e >. E p(T) .  
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b) Todo autovalor A de T (ou seja, existe alltovetor ç '" O com Tç = Aç) 
pertence ao espectro de T, já que (T - AI) não é invertível neste caso. 

c) Notação: T)" = T - AI e, se está claro qual o operador T envolvido, 
R)" = R),, (T) . 

Não se restringe a definição de espectro aos números reais para evi
tar que ele seja vazio para operadores contínuos (veja adiante neste 
Capítulo) .. Por exemplo, se dim B < 00, o espectro é exatamente o con
junto de autovalores do operador, mas no caso do operador de rotação 
por um ângulo reto em JR2 não há autovalor real (confira!) .  

EXERCÍCIO 27.1 .  Seja T : B ...., linear com dim B < 00. Mostre que 
a(T) é o conjunto de autovalores de T e, pelo Teorema Fundamental da 
Álgebra, conclua que a(T) '" 0 neste caso. 

Proposição 27.4. Seja T ; dom T C B -+ B linear. Então os auto· 
vetores {çj beJ de T. correspondendo a autovalores {AJ LeJ dou; a dois 
dist�ntos, formam um conJUnto l�nearmente mdependente em dom T. 

Demonstração. Se aI , a2, . . . • am são escalares, aplicando-se o opera
dor T)"J2 T)"ja • - .  T)", .. a alç)"JI + a2ç)"" + _ .  - + amç),,]m = O obtém-se 

e segue que aI = O, já que os autovalores são distintos. De forma similar 
mostra-se que aj = O, para todo 2 ::; J ::; m; portanto, {çJ }JeJ é 
linearmente independente_ • 

Proposição 27.5. Seja T E B(B) . Então todo operador S E B(B) que 
comuta com T, ou seja, TS = ST, também comuta com R),, (T) , para 
todo A E p(T) . e para quaisquer A, /-l E p(T) vale a primeira identidade 

do resolvente 

Além diSSO, R), (T) comuta com RJ.« T) -

Demonstração. Se A E p(T) e ST = TS tem-se ST), = T),S. Usando 
1 = R),T), = T),R)" segue que 
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ou seja, R>. comuta com S. Como RI' comuta com T, do argumento 
acima conelui-se que RI' comuta com R>., para todos jl, A E p(T). 

Considere agora 

o que demonstra a primeira identidade do resolvente. _ 

EXERCÍCIO 27.2. Use a primeira identidade do resolvente para mostrar 
que, para T E B(8) , R>. (T) comuta com Rp (T) , para todos À, jl E p(T) . 

EXERCÍCIO 27.3. Se para T E B(8) existe Ào E p(T) de forma que 
R>'o (T) é compacto, mostre que R),(T) é compacto para todo A E p(T) 
(esses são os chamados operadores com resolvente compacto) . 

Teorema 27.6. Se T E B(8) e Ào E p(T) , então para todo A no duco 

I A - Ao l < 1/ I IR>.o (T) 1 I  do plano complexo tem-se que R>.(T) E B(8) e 

oe 
R>.(T) = I)A - Ao)j R",, (Ty+ l ,  

) =0  

com a séne convergindo em  B(8) . 

Demonstração. Note inicialmente que R",, (T) i 0, pois é o inverso de 
um operador. Como motivação, considere 

T - ,\1 = T - (Ao + (A - Ao))1 = T"" [1 + (Ao - A)R",,) 

e. ap<,nas formalmrntE', sC'guiria que 
oe 

R).. = ( �)A - Ao)jW",,) R)..o '  
j=O 

Rpstn just ificar esta expressão e mostrar que ela define (T - Al)-I 
em B(8), Para 1 ,\ - Ao l  < 1/ I IR",, (T) 1I vê-se que esta série converge 
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absolutamente em B(B) e define um operador que satisfaz 

N 
( :2)À - ÀoJ1Ri;l) (T - H) 
3=0 

N 

'L(À - ÀO)3 Ri;l [T - (Ào + (À - Ào) ) l] 
3=0 
N N 
'L(À - ÀO)3 Rio - 'L(À - Àop+l Ri;l 
3=0 3=0 
1 - [(À - Ào)R,xot+l . 

Como limN_oo [(À - ÀO)R,xo]N = O em B(B) , pois I À- Ào l  < l/ I IR,xo (T) II , 
vem que 

(t(À - Ào)1 RI;:l) (T - H) = l o  
3=0 

Analogamente, mostra-se que 

(T - À1) (�(À - ,"Y Ri!') � 1 .  

Isto completa a demonstração. _ 

Corolário 27.7. Se T E O(B) , então p(T) é um conjunto aberto e a(T) 
é um conjunto fechado em IC. Além dMso, se I À I > I IT I I , então À E p(T) 
e I IR,\ (T) I I ..... O para I À I --t 00. 

Demonstração. Que p(T) é aberto vem diretamente do Teorema 27.6, 
logo a(T) é fechado. De fonna análoga à demonstração desse teorema 

(escrevendo T - Àl = -À(l - T/À) ) , conclui-se que a representação de 

R,\ (T) pela série, chamada séne de Neumann de T, 
1 00 (T) J R,\ (T) = - �  � 'X 

converge em norma se I À I > I IT I I e, neste caso, que 
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Disto segue que o espectro I7(T) C P. E IC : I A I � I IT II }  e, como con-
sequéncia ,  I im l,xl _oc:; I IR,x(T) I I = o. • 

EXERCÍCIO 27.4. Conclua que p(T) # 0 e é um conjunt.o não-limitado 
para toclo T E 0(8) .  

Corolário 27.8. Seja T E B(8) .  A aplzcação p(T) -+ B(8) dada por 
A ....... R,\ (T) é contínua e unij01wemente holomorfa, no .�entido que pos-
51L1. derillada em B(8) definida pelo lzm ite 

dR,x(T) ' = I R,\+h(T) - R,x (T) = R (T)
2 

dA . h� h ,x .  

para todo A numa. lTlzmha.nça de cada ponto Ao E p(T) .  

Demonstração. Pelo Teorema 27.6,  se Ao E p(T) e I A - .\01 < l/ I IR,xo I I , 
oe 

I I R,x (T) - R,\o(T) 1 I S; L IA - .\01) I IRÀQ (T) Ij1+ 1 
j= l 

oe 
::; IA - Ao l I IR,xo (T) 1 I 2  L 1 ,\ - Ao l} IIRÀQ(T) IIJ 

)=0 

IA - AoI I IRÀQ (T) I I2 
1 - IA _ Ao I I I RÀQ (T) 1 1  -- O 

para 
A ..... ÀQ, 

[)Iost.rando que a aplicação ,\ ......, R,x(T) em p(T) é contúma. 
Da primeira ident idade do resolvente tem-se (R,x+h - R,x)/h 

R,\+" R,\ ;  t.omando o limite h -+ O c usando a cont.inuidade demonstrada 
acima, condui-sc quc a derivada cxiste e vale dR,x(T)/dA = R:.. (Tf · • 

Corolário 27.9. Se T E 0(6) . então I7(T) # 0. 

DelllollstI'llc;ào. Se I E 0(8)* (o dual de B(8)) defina F : p(T) -+ C 
por F('\) = I( R.\ (T» . ASI>im. pelo Corolário 27.8 vem que. para todo 
,\ E p(T).  

dF( ,\) 
= 

r F('\ + /z ) - F(A) = I (R (T)2) 
d'\ ,,�� h ,x ,  

a qual (> contínua: !l..�sim. F é ho)omorfa em p(T). Da desigualdade 
I F(A ) I  S; 1 1 1 1 1 I I R,x ('TlI I  e pclo Corolário 27.7, liml,xl_"" F(A) = O. 
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Se a(T) = 0, ou seja, p(T) = C, por continuidade F é l imitada 
em qualquer bola em C, e como tende a zero para 1 >' 1  -> 00, vem que 
F ; C -+ C é uma função inteira e limitada, logo constante pelo Teorema 
de Liouville. Usando que liml>'l�oo F(>') = O, conclui-se que F(>') == 
f(R>.(T))  = O para todo >. E C, f E B(B) * .  Pelos corolários do Teorema 
de Hahn-Banach (veja o Teorema 12 . 1 ) .  segue que R>. (T) == O, para 
todo >. E C, mas isto não pode ocorrer, pois R>.(T) é o inverso de algum 
operador. Esta contradição mostra que a(T) =f 0. • 

Corolário 27.10. Se T E B(B) , então I I R>. (T) I I  2: l/d(>.. a (T)) pam 
todo >. E p(T) (.�endo d(>', a(T)) :== infI'E,,(T) II' - >' 1) .  

EXERcíCIO 27.5.  Demonstre o Corolário 27. 10. 

Definição 27.11 .  O ralo espectral de T E B(B) é 

r,,(T) := sup 1>' 1 . ),E,,(T) 
A demonstração do próximo resultado será apresentada no Capítu

lo 28, bem como algumas de suas consequências. 

Teorema 27.12. Se T E B(B) ,  então valem 

r,, (T) = lim 1 IT" 1 I 1jn ::; I IT I I . n�:x; 

Exemplo 27.13. Seja Se ; [OO(N) � O operador deslocamento 

Como I ISe l l = 1 vem que a(Sc)  C B(O; 1 ) .  Todo 1 >' 1 ::; 1 é autovalor 
de Se, pois a equação Sce = >'e tem solução e == ( 1 , >., >.2 ,  >.3 ,  . . .  ) em 
[""(N) . Portanto a(Sc) = B(O; 1 ) ,  r,,(S, ) = 1, e todo ponto do espectro 
é autovalor do operador. e 

Exemplo 27.14. O operador de Volt.erra T : elo, lJ �, (Tl/.' ) ( t )  == J� �)(s) ds não possui autovalores. De fato, da equação de autovalores 
(T4»(t) = >'4' (t) == J� 1/J(s) d.� vem que >'1/"(l )  = V'U) (1/-' é diferenciável 
pois é integral de uma função contínua) . Se >. = O segue que 4' = O e 

zero lião é autovalor; se >. =f O, as soluções desta equação diferencial são 
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V'U) = C exp(t/ A) , e como 11'(0) = O conclui-se que a constante C = 0, 
ou seja 1/' = O, e nenhum A E C é autovalor de T. 

Da desigualdade I (T1,!, ) (t) I S t ll1/l l Ioo segue, usando indução, que 

Assim,  I ITn l l  S l/n! e r,,(T) S limn_oo(1/n!) l /n = O. Portanto r,,(T) < 
II T I l , a(T) = {O} (pois f. 0) e o operador de Volterra T não possui 
autovalores. • 

Notas 

A história da l('Oria Espectral é longa c interessante; uma visão abrangente pode 
ser �ncontrada em [St('en ( 1973)1 . embora IUlo seja urna referêncIa recente. 

O ponto de vísta aqu i aprCS<'ntado surgiu, provavelmente, com os trabalhos de 
Fbuncr e seu mHodo de separação de vaná\'eis e com as tentativas de se generalizar a 
teorta de Sturm-LioU\·iI1e no século XIX. Pode-se "perceber" o espectro contínuo nes
ses casos, ou 80 se tomar o limite para o período tendendo ao infinito nas expansões 
em s{>rie de FouriC'r, cm que a soma se torna uma integraL ou ao \'er que os auto
valores dos problemas de Sturm-Liou,ilJe associados a certas equações "preenchem 
mt. .. n·8105" no J imit� de condições de contorno no infinito. Foi Hilbert quem percebeu 
darammtl' o que �ra o espect ro contínuo no início do século XX. Foi o próprio Hilbert 
que popularizou o termo "cspectro" em análise.: observe que os níveIS energéticos de 
um átomo ou molécula "lo tamlx'm cbamados de espectro, os quais podem ser too
riCllnwllte obtidos peJo espectro de certos operadores diferenciais de Schródinger ou 
Dirac [de Oli"eira (2009)1 ( uma coiucid;'ncia linguística a se pensar!). 

Contribuições importantes para o desen\'olvimento inicial da teoria espectral fo

mm dodl15 por F Riesz, E. H.l1inger e J .  von Neum8lU1. Por t'xemplo, foi Riesz 

quem propõs pela primeIra vez a definição de espectro como apresentada neste tt'xt.o. 

von Ncnm8nn adaptou as definições de operador resolVt'nte, espectro, adjunto de Ri\
hert., entre ontrRs, para d""<'I1\'ol\' .. r uma teoria espectral de operadores DOrmais (nãO 
necessariamente li lU i tados) em rspaços de Hilbert (cuja definição abstrat.n ele também 

mt roduzirn) A fórmula para o mio espectral é deVIda a I . Gelfand, que a demonstrou 

no contexto de álgehr/lS dr Banach. na década de 1940; note que ela relaciona, por 

um latia. um limit e que mm fortemente a métrica e, por out.ro, o raio espectral que é 
dl'liuido \'11\ o suprt'mo d .. nm conjunt.o. A primeira identidade do resolvente é devida 
n I l tllwrt . 

Exercícios Adicionais 

EX ERC'ÍC'IO 27.6. Se T, S E 8(8) e S comuto com R.(T) para algum À E P{T), 
most re que S comuta com T r com Rp (T), paro todo f.I E p(T) .. 
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EXERCÍCIO 27.7. Para T, S E B(8) e � E p(T)np(S) ,  demonstre a segunda identJdade 
do resolvente 

EXERCÍCIO 27.8. Sejam A, T E B(H) e S = T + AO A um "operador perturbado" . 
Use a segunda Jdentidade do resolvente para mostrar que para todo � E p(T) n p(S) 
vale AR>. (S)AO = 1 - (1 + AR>.(T)ATJ •  

EXERCÍCIO 27.9. Mostre que a fórmula para o raio espectral (Teorema 27. 12) d e  um 
operador limitado resulta no mesmo valor se for considerada uma norma equivalente 
no espaço de llanach, 
EXERCÍCIO 27.10. Considere o operador. agindo em C 2 , representado pela matriz 

T = (� .:) e com A noo.nulo. Verifique que seu espectro u(T) = { l } ,  logo Ta (T) = 

1 < I ITII = (1 + [Aj2) 1!2 . Confira que Iimn.�oo 1IT" II I!n = 1. Este operador é normal? 

EXERCÍCIO 27. 1 1 .  Se T " elo, I] � é o operador de Volterra do Exemplo 27. 14, 
usando a série de Neumann mostre que para � I- O tem-se 

(R>. (T)l/J)(t) = 1/>it) + -}o [ e'I-8)/>'1/>(8) ds, 1/> E elo, I] . 

EXERCÍCIO 27.12. Se K ; [a, b] x [a, bJ - IR  é contínua e TK : C[a, bJ +-' 
(TK1/>)(t) = I.' K(t. ')1/>(S) ds, 1/> E era, b] . 

mostre que Ta(TK) = O. Este TK também é chamado de operador de Volterra 

EXERCÍCIO 27.13. Mostre que se ST=TS, T, SEB(8), então Ta (TS)�Ta (T)Ta (S), e 
usando o binônuo de Newton que Ta(T + S) � Ta (T) + Ta (S) . 

EXERcfclO 27.14. Se T E B(8) é invertível, com T-I E B(8), mostre que u(T- I )  = 
{À-I  : � E u(T) }.  

EXERCÍCIO 27. 15. Se T E B(8) , mostre que Iiml>' l_oo �R>. (T) = - 1 .  

EXERCÍCIO 27.16. Baseíe-se n o  Exemplo 27. 13 para dar uma demonstr�ão alterna
tiva de que I"" (N) não é separável (veja o Exemplo 3,7) 

EXERCÍCIO 27.17. Para T E B(8), considere V(t) = exp(tT) ,  t E R. Mostre que; 
a) A aplic�ão t 1-+ V(t) E B(8) é contínua com V(O) = 1 e V(t + 8) = V(t)V(s). 
b) Se S E B(8) comuta com T, então também comuta com V (t), para todo t e) Essa 
nplic�ão é uniformemente holomorfa e dV(t)jdt = TV(t) 

EXERCÍCIO 27.18. Em C[O, (0) , restrito às funções limitadas e com a normn da 
convergência uniforme, infira que os au tovalores � do operador (T"') (  t) = J � .. i 01'( 8 )ds 
se relacionam com os autovetores "'>. correspondentes por (supondo 01,>. (0) '" O) 

1 r i  � = 1/>>.(0) Jo "'>. (8) ds , 
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Verifique que À. = (- 1)" (2k - I) - I , k E N, são autovalores de T e que os autovetores 
associados saü.fazcm a relação acima, e que zero é autowlor de multiplicidade infinita (ou seja, dim N(T) = oe). Note que o operador (SImilar?!) de Volterra (V",) (t) = 
J� �1(8) tis não possui autovalores (com ti' E C[O, 'lO) 

EXERcíCIO 27.19. SIga o seguinte rotetro para mostrar que limn_oo IIT" H!/n eoáste. 
Denote por T = iofn I iTn ll l / n  Dado õ > O escolha m de modo que hT"'H1/m :$ r + E. 
Escreva cada número inteiro pOSItivO n = pnm + qn com O :S qn < m, mostre que 

I ITn l l l / n  :S (T + õ)mpn /n I lTI1 9n /n ,  e conclua que 

lim (r + õ)",Pn /n IlTII9./n = r +é'. n - oo  
Portanto existe N(õ) em que (r + õ)",Pn /n IlTIl9./n < (r + 2e) se n ;:: N(õ). Assim, 
r :5 I IT" II I /" < r +  2t: se n ;:: N(õ); conclua que limn_oe IIT" II I / n  CXÍSte e é igual a r. 



Capítulo 28 

Classificação Espectral 

Ncste Capítulo é d('mon�trado o Teorema 27. 12 e são apresentados alguns de 

seus corolários. Em seguida é dada uma classificação tradicional do espectro 

em pontual. contínuo e residual, (' um resultado sobre o espectro dc operado

res unitários em espaços de HIlbert Finalmente. mostra-se que um operador 

em B(B) possui o mesmo espectro que seu adjunto. 

Demonstração. [Teorema 27. 12] Note, inicialmente, que devido ao Co
rolário 27.7 Tu (T) � I ITI I . Para demonstrar o Teorema 27. 12  serão 
usados alguns resultados da Teoria das Funções Holomorfas combinados 
com "toda sequência fracamente convergente é limitada" . e a seguinte 
observação simples: se A E CC e Al , A2 , ' "  , An são suas raízes n-ésimas 
em CC, então 

yn - AI = T),t T),2 . . .  T},n '  

Disto segue que A E 0"(1"') se, e somente se, ÀJ E O"(T) para algum 
1 � J � n. Portanto, 0"(1"') = O"(T)n, em que 

O"(Tt : =  pn : A E O"(T) } .  

Desta relação concluí-se que para todo n E N vale Tu (T) = Tu (1"')I/n � 
I ITn l l l/n. 

Para cada ! no dual de B(B) , defina F : p(T) -+ C por F(A) = 
f(R},(T)) ,  a qual é uma função holomorfa (veja a demonstração do Co
rolário 27.9). Se I A I  > I IT I I , usando a série de Neumann tem-se 

1 00 1 
F(A) = - >: L A" !(T" ) ,  

n=O 
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e da unicidade da expansão de Laurent segue que a série acima converge 
para todo >. E IC na região 1>' 1 > T,,(T) (ou expansão de Taylor ao se 
considerar a variável s = 1 />' com F(O) = O) ,  

Dado é > O. para 1',, (T) < a < T,,(T) + f e todo f E B(8)" ,  a série 
"5::::=0 J (TTl /0:" ) converge. Assim. a sequência T" / aR converge fraca
mellte a zero em B(8) e. portanto, límitada. de forma que e>..;ste e = 
C(n) > o em que 

I ITn/o" l I :'S e =- I ITn ll l /n :'S o el/n , 'ln E N. 

Como l imn_.:lG el/" = 1, existe J'i(é) > O de modo que 

I ITR I I � < T,, (T) +.:. 'ln � N(é) . 

Esta relação, juntamente com r",(T) :'S 1 IT" lI ljn verificado acima. mostra 
que l imn_x I I TI I I /7I existe e é igual a T,,(T). • 

EXERCÍCIO 28. 1 .  Se quaisquer dois dos operadores {TI . ' "  , Tn} C B(8) 
comutam entre si , mostre que o produto TI T2 . . .  Tn é invertível com 
inversa limitada se, e somente se. cada um dos � for invertível em B(8). 

Corolário 28. 1 .  Pam todo T E B(8) . tem-se que u(T" ) = u(T)n e 
7',, (Tn ) = ,·,, (T)n . 
EXERCÍCIO 28.2.  Apresente a demonstraç.ào do C'{)rolário 28.1-, 

Corolário 28.2. Se T E B(H) é nonnal, então r,, (T) = IlTIl (portanto 

tal igualdade j'ale pam operndores auto-adjuntos e unitários). 
Demollstrllçíio. Se T é normal tem-se I I�" I I = I ITII2" (veja a Proposi

çáo 20,7) para todo n E N: assim 

Lplllhrp-s(' que. exist.indo o limite, pode-se tomar qualquer subsequência 
p;U'/t eakulá-lo. • 

Sp T E B(8). então tanto p(T) quanto u(T) não são vazios. Reti
rnndo 1\ hipôtl'se de continuidade do operador, isto pode não valer. Os 
dois ('xpmplos adiante ilustram essas situações; por isto vale a pena in
t roduzir a definição de espectro no caso de operadores não-limitados. O 
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número complexo À pertence ao conjunto resolvente p(T) do operador 
linear (não necessariamente limitado) T : dom T C B ..... B, se existe um 
operador linear limitado R). : B ..... dom T de modo que R).(T - À1)  = 1 ,  
identidade em dom T, e (T - À1)R). = 1 ,  identidade em B. O espectro 
desse operador é O'(T) = C\p(T) . 

Exemplo 28.3. Sejam D : dom D = CI [O, lJ C C[O, lJ ..... C [O, lJ e 
(D.,p) (t) = .,pl(t) , o qual é um operador não-limitado e fechado. Se À E C, 
a função '!/J).(t) = eÀl E dom D e D.,p). = À.,p). , mostrando que O'(D) = C 
e é constituído exclusivamente de autovalores. Portanto p(D) = 0. • 

Exemplo 28.4. Sejam dom d = {1j! E (C1 [O, 1J , II . 1 100) : 1/'(0) = O} ,  
d : dom d ..... C[O, 1 J ,  (d.,p)(t) = 1//(t) , o qual é um operador não-limitado 
e fechado. Se À E C, o operador W). : C[O, 1J ..... dom d, 

(W).I/>) (t) = e).t l e-).sl/>(s) ds , I/> E CIO, 1 ] ,  

é limitado e satisfaz (d  - À1)W), = 1 (identidade em C [0, 1] ) e 
W),(d - À1) = 1 (identidade em dom d) . Portanto W), é o operador 
resolvente de d em À e p(d) = C, mostrando que O'(d) = 0 (a ação do 
resolvente W), é obtido ao se considerar a solução da equação diferencial 
.,pI _ À.,p = I/> com .,p(0) = O) . • 

EXERCÍCIO 28.3. Preencha os detalhes no Exemplo 28.4. 

O espectro pontual de T E 8(B) é o conjunto de seus autovalores, 
denotado por O'p (T); no caso de dim B < 00 tem-se O'(T) = O'p(T) , mas 
se dim B = 00 o operador T), pode ser injetor com img T), f= B. Se T;I 

existe, distinguem-se dois casos: o espectro contínuo de T, denotado 
por O'c (T) , é o conjunto dos À E C cuja img T), é densa em B (mas 
distinta de B; se img T), = B então À E p(T) por Aplicação Aberta) com 
resolvente R),(T) não-limitado, enquanto que o conjunto dos À E C de 
modo que img T), f= B é o espectro residual de T, denotado por O'r(T). 
Com essas definições, 

O'(T) = O'p(T) U O'c (T) U O'r(T) , 

com união disjunta (confira!) .  Esta classificação espectral aplica-se tam
bém a operadores não-limitados. Os leitores devem estar cientes de que, 
em estudos específicos sobre operadores auto-adjuntos, existe um conflito 
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de nomenclatura, pois o termo " espectro contínuo" [de Oliveira (2009)J 
tem outro significado conceituaI. 

É i ntere�sante analisar rapidamente algumas implicações associadas 
aos diferentes tipos espectrais. O termo resolvente é mot.ivado pela 
equação (com TJ E B dado) 

T� - >.� = TJ; 

se >. E p(T) , então R>. (T)TJ é a única solução deste problema (para 

todo TJ) e depende continuamente de TJ. Se >. E O'p(T) e � é solução 

daquela equação, então � + �>. ,  para qualquer O '" �>. E N(T>.) ,  também é 
solução e não há unicidade. Se >. E O'c(T) a solução é então obtida através 

de um operador não-contínuo e, finalmente, se >. E O'r(T) a equação não 
possui soluções para ri num conjunto aberto de B (e quando há solução, 

elas são descontínuas como função de TJ) . 

Exemplo 28.5. O operador do Exemplo 27.13 possui espectro pontual 
puro, ou seja. a(T) = ap(T) . • 

Exemplo 28.6. No caso do operador de Volterra, Exemplo 27. 14, tem
se {O} = ar(T) = a(T), ou seja, espectro residual puro (confira; note 
que liJ(O) = O) .  • 

Exemplo 28.7. Seja Mo em L2 [0, l J ,  com 41(t) = t. Então M.p não 

possui autovalores, pois de .:\lfo rP  = >'t:'. vem que (t - >')1t,(t) = O, ou 
ainda, �' (t)  = O para todo t '" >.. ou seja, tb = O em L2 [0, 1 ] .  

O espectro residual de Mo é vazio. De fato. se 1/-' E L2[0, 1 ] ,  seja 

(lembre-se que \.-\ denota a função característica do conjunto A) assim, 

(M<btPn) (t) - tP(t) � O, q.t.p., 

e como I (M.pli'n )(I) - 1/'(1) 12 :S I tP(t) 12 E LI [O, 1 ] ,  segue por Convergência 
Dominada que I I (M��!n ) - 1/Jlb ...... O, mostrando que img Mtb é densa 
el1\ L2[0. I] e O � ar(T) . De forma análoga, mostra-se que para todo À, 
illlg (Mó - >'1) = img M4>->', é densa em L2[O, lJ e O'r(M.) = 0. Por
t.anto. este operador possui espectro contínuo puro, ou seja, O'(M�) = 
O'c (Mo) ·  • 
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EXERCÍCIO 28.4. Mostre que no Exemplo 28.7 tem-se a(M<I» = [0, 1J .  

Não é difícil verificar que todo autovalor de lUll operador unitário 
U em B(1t) possui módulo igual a um: de fato, se UE.>, = >'6, então 

(�>. , 6) = (U6, U�>.) = 1 >' 1 2 (�>. , 6) , e 1 >' 1 = 1 . Isto se estende a todo 
ponto do espectro de operadores unitários. 

Proposição 28.8. Se U : 1t -> 1t é um operador unitário. então a(U) 
é um subconjunto de {À E IC : 1 >' 1 = I } .  
Demonstração. Como I IU II = 1 segue, d o  Corolário 27.7, que todo 

1>' 1 > 1 está no conjunto resolvente de U. Como U-1  = Ro (U) é uni
tário e (1U- 1 = 1 = U-IU, segue que O E p(U) e se 1 ,\ 1 = I >' - 01 < 
1/ I IU-1 1 1  = 1 vem, usando o Teorema 27.6, que >. t.ambém pertence ao 
conjunto rl'solvente de U Portanto, se >. E a(U) tem-se 1 >' 1 = 1 .  • 

o próximo resultado não vale para o adjunto de Hilbl'rt; por exemplo, 
o operador T = il l'm 1t tem espl'ctro { i } ,  enquanto que alTO) = {-i} ;  
vl'Ja o Exercício 28. 1 1 .  

Teorema 28.9. Se T E B(B) , então alTa) = a(T) . 

Demonstração. Será mostrado qUl' p(T) = peTa) ,  Se >. E p(T) então 
R>. (T) E B(B) ,  l' como (T - >'1)R>.(T) = 1 = R>. (T) (T - >'1) , 

R>.(T)· ('r - >'1) = 1 = (ra - >'1 )R>. (T)a , em B' . 

Isto mostra que >. E p(Ta) .  Portanto, p(T) C p(Ta) .  
Suponha agora que >. E p(Ta) . de forma que R>. (Tn) E B(B' ) e 

tem-sl' 

Tomando adjuntos e denotando S = R)., (Ta)1l E 8(B" ) obtém-se 

(Taa - >'1)S = 1 = S(Taa - >'1 ) , em B" . 

Lembrando que a aplicação canónica ' ;  B -> B" é isométrica e satisfaz 

T� = Taa€, para todo � E B (Exercício 25.3) ,  seguem que 



211  

(' 1 1.; 1 1  = I I t l l  I I sTA.; 1 I � I ISI I I IT).'; I I · Portanto N(TA) = {O} e RA (T) 
e>xiste. Esta condição também garante que img TA é fechado. De fato. 
se>jam 'I] E irng TA e (.;] ) C 8 com TA';] -+ 1]. Desta relação segue 
([ue> (1;) é bequêncía de Cauchy em 8 e, portanto, converge a algum 
elemento '; E 8. Como T). é contínuo conclui-se que TA'; = 1] e img T), é 
fechado . 

Para concluir que >. E p(T) resta apenas mostrar que o operador 
resolvente RA (T) E D(8), o que se reduz a mostrar que img TA = 8, 
pelo Teorema da Aplicação Aberta (Corolário 8.5). 

Se>ja f E 8' de forma que a restrição fl ,mg T, = O. Assim, O = 
f(TA';) = (Tff) ('; ) ,  para todo '; E 8. e f E N(T8 - >.1) ;  logo, f = O 
j{l que >. E p(TR) • Pelo Corolário 12.3, img TA é denso em 8; sendo 
img 1\ fechado,  img TA = 8. Resumindo, p(P) C p(T). Isto completa 
a demonstração do teorema. _ 

Notas 

Há outras classificações espectrais. em geral adequadas à certas classes de ope
radores c ao t ipo d(> problema tratado: a definição aqui apresentada tem a vantagem 
de se aphcar a qualquer operador linear Alguns aul.or .... ul ilizam o termo espectro 
pontual para s(> referir ao fecho do conjunto de autovalores. e os leitores devem estar 
pr(>cavidos desSIls d Iferenças nas nomenclaturas. Apenas para citar outrol termos que 
aqui não são tratados ' espectro essenCIal, "''-pectro absolutamente contínuo, espectro 

contínuo singular. espectro dL""reto. 

Atn!llment(> há grande interesse em se e;tudar a dimensão de Hausdorft' do ES
pectro de operadores lineares (linutados ou não) e generalizações. Como referên<:la 
geral sobre nwdid!ls de HausdorlT consnlt(> C. A. Rogers, HaustÚlrf! Measurr.s. Cam
bridge Uni,' . Press. Londres, )970, e para a relação com a dinàD1lCR de operadores 
de Schrodinger consulte o artigo Y Las! ' Quant um Dynalllics and DecompasitlOns of 
Smgulllr Continuous Spectra, .1 F\mct. Anal. 142 , (1996) 406--445. bem como o livro [de Oli,-eira (2009)1 . 

O su bpspa�o X gerado por um (ou mais) autovetor de um operador linear li
mitado T P Ulvariant.e ou seja, se � E X. entoo T{ E X. O op('J'ador de Volterra, 
Exemplo 27 ) . 1 .  embora não possua antovolores. possui subespaços lll"ariantes distin
l os de {U }  e dp todo espaço (ou seja, niio-triviais). De fato, para cada s E (0, 1), 
E . •  � {� . ( CiO. 1 ]  � , (t) = 0. 0 :5 t :5 s} é um subespnço próprio invariante desse 
op<'Tlldor. Talvez .,ob mftuênria dos espaços de dimensão finita, a falsa Impressão de 
<]u(' todo "uhl"'pnço invariante dp um operador Iinem' está necessariamente associado 
11 Ilutovelorrs tem ol'omdo, e este e,'(cmplo simples esclarece a situação (isto está na 
raiz do <'8p(>(·tro çontínuo) . Tal tipo de resultado é mais geral; em 1954, N. Aron5-
ZIlJ Il e K. T Snul.h. lnt'af'lant Sub"]Jllces of Complctely Contmuous Operolors, Ann. 
� l o\l h  60. 3·15- 350. mostrnrl\lll que todo operador compacto num espaço de Banach 
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complexo pOSSUi subespaços invariantes não-tnviais; cm 1973, V. I .  LOlllonosov ge
neralizou este resultado e simplificou sua demonstração (há também extensões de C. 
Pearcy e A L Shields, e P. Rosenthal, ambl\S em 1974 ) .  Um hvro sobre o assunto é 
H. Radjavi e P. Rosenthal, Invanant Subspaces, Nova Iorque, Springer-Verlag, 1973. 

Exercícios Adicionais 

EXERcfclO 28,5, Sejam V : BI --> B2 um isomorfismo (operador linear isométnco e 
sobreJetor) , T E B(Bt ) e S = l/TV-I Mostre que 8 E B(B2) e CTj (T) = CT) (8), para 
J = p, T, C  

EXERcíCIO 28.6. a) Se T E B(B) é idt'mpotente, o u  seja, T2 = T ,  mostre que 
CT(T) C {O, 1 } .  AnalISe o que ocorre com o espectro se T é Idempotente mas distinto 
do operador nulo e da identIdade 

b) Mostre que se Tn = O para algum n, então CT(T) = {O}. Analise o espectro de 
T : IP (N) """ , 1 $ p :::, 00, T(�t . 6 , · · ) = (0, 6 , �2 , ' "  , {n , O, O, O, '  . ) . 

EXFRcíCIO 28.7. Verifique que se T é normal e CT(T) = {>'ol o  então T = >'01.  

EXERcíCIO 28.8. Se T E B(B), mostre que R,, (T") = R,,(T)' ,  para todo >. E p(T). 
Também que CT,(T) C CTp(T") e que CTp(T) C CTp(TO) U CT,(T") 

EXERCÍCIO 28.9. Combine a Proposição 20.7 com o Corolário 28.2 para mostrar que 
para T E B(1l) tem-se I ITII = Jr,,(T"T) . 

EXERCÍCIO 28.10. Usando os ExercícIOS 19 .2 e 27 14, demonstre que CT(U) C {>. E 
ii: . I), I = 1 } para cada operador unitário U (Proposição 28.8) .  

EXERCÍCIO 28.11 .  Se T E B(1l) , tome adjuntos na relação T"R,, (T) = 1 = R" (T)T,, 
para mostrar que CT(r) é o complexo conjugado de CT(T) Demonstre o mesmo 
resultado a partir de (T;)  - I = (T; I r . 

EXERCÍCIO 28.12. É possfvel usar diretamente do Teorema 28.9 para mostrar que se 
T E  B(1l) , então CT(T" ) é o complexo conjugado de CT(T)? 

EXERCÍCIO 28. 13. Mostre que se r,, (T) > 1 ,  então a série L�o Ti não converge. 

EXERcíCIO 28.14. Se para certo T E B(B) tem-"c lim,,_oo I IT" I I = O , mostre que o 
raio espectral r,, (T) < 1 e conclua que L::=o Tn = (1 - T)- I  E 3(B). 

EXERCÍCIO 28.15. Mostre que se T E B(1l) é normal , então I ITn l l = I ITll n ,  para 
todo n E N. 

EXERCÍCIO 28.16. Se O f q, E C[a ,  b] . mostre que ), E ii: é lllll autovnlor do operador 
de multiplicação M .. : C/a , b] ...... , (M,,1/I)(t) = q,(t),jJ(t) ,  ',p E C[a, b] . se, e somente se. 
o conjunto q, - I (>.) possui interior não-vazlo. 

EXERCÍCIO 28.17. Se T C[O, 2"/1"] ...... , (TV,)(t) = "H,/!{t) .  encontre /1j (T) ,  j = p, r, c. 
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EXEltCÍCIO 28.18.  Sejam K E H = L2 [-1,  1 ] ,  periodicamente estendida ao conjunto 
dos n úmeros reais, c TK . H <--' dado por 

(TK1/J)( t )  = li K(t - s),p(s) ds, til E H. 

Se f{ é uma função par, determlOe os autovetores de TK , mostre que 

up (T« )  = {i', K(s) COS(7r08) <is :  n E Z} . 
e que a(TK )  = {O} Uap(TK) .  Adapte este resultado para o caso de K ser uma função 
ímpar. Generalize para qualquer K E H e mostre que zero é sempre um ponto 
de U(TK) .  



Capítulo 29 

Espectro de Operadores 

Auto-Adjuntos Limitados 

AlgUlL5 resultados da teona espectral de operadores auto-adjuntos limitados em 

espaços de Hilbert aparecem n<'Ste Capítulo Demon.�tram-se que o espectro de 

um operador auto-adJ unto é real e que seu espectro residual é vazio . 

. Muitas propriedades espectrais são simples de verificar quando se 

consideram apenas autovalores. necessitando-se de ferramentas mais ela
boradas para tratar a versão geral (como na Proposição 28 .8) .  Por exem
plo, é fácil verificar que cada autovalor de um operador auto-adjunto é 
real (Exercício 20.2;  vE'ja abaixo) , mas para demonstrar que todo o es
pectro é real s!'rá usado o 

Teorema 2 9 . 1 .  Seja. T E 8(H) um operador a.ulo-adJunto. Para cada 
À E IC. as .5eguzn/es afirowçõrs sào equilJalen.tP-s : 

Z .) À E p(T) . 

u .) ímg T). = H. 

zú.) E:n8fe C > O de J01WU IJue I I T).� I I  2: Cl I � I I , para lodo € E ?-l (e ne,'{I' 
caBO tem-sI' C ::; l / I I RA (T) I I ) .  
DeJJlIIllS/.l'ilÇiio. S e  T€ = À€ , então (sendo T anto-adj unto) À (ç ,  ç )  

(ç. Tç) = (T€.  Ç)  = Ã(€, Ç) e À E IR, mo�trando q u e  ap (T) é l'pu l .  Vale 

éL pena também destacar que se â'Í . )  vale, segue quP HP T).ç = O então 
ç = O. on seja, À não é autovalol' de T. 

i )  �. i i . )  Segue dil'etamente da defi nição de conJ llll(.o resolvent.e.  
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ii .) � i . )  Suponha que img T>. = 1i. Então 

{O} = (img T>.).L = N(T* - 5.1) = N(T - Xl)  
e Â � ap (T) .  Como ap(T) C IR, vem que À � ap(T) e R>.(T) existe 
com domínio igual a 1i. Pelo Teorema da Aplicação Aberta segue que 
R>. (T) E B(1i) e À E p(T) . 

� . ) =* iii . )  Se À E p(T), então para qualquer � E 1i 

I I€ I I = I IR>.(T)T>.�II :5 II R>. (T) II I IT>.€ I I 
e iíz . )  segue com C = l/ I IR>. (T) I I . i.ii . )  � i . )  e ii.) Supondo iii. )  segue imediatamente que T>. é injetor e 
R>. (T) existe com domínio img T>.. Será mostrado que img T>. é fechado 
e denso em 1i, concluindo I . ) e ii.) simultaneamente. 

Sejam T1 E img T>. e (�} )  C 1i em que T>.€} -; 1]. De iii . ) segue que 
(�J ) é de Cauchy em 1i e, portanto. converge a algum � E 1i. Como T>. 
é contínuo conclui-se que T>.� = TJ e img T). é fechado em 1i. 

Seja �o E (img T>.).L = N(T' - Xl) = N(T - 5.1); assim T�o = �o, e 
se �o i- O então X E ap(T) C IR e, portanto, À E IR. Suponha então que 
À E IR; de iii.) vem que O = I IT>.€o ll � CIIM e �o = O; esta contradição 
mostra que img T>. é denso em 1i. Portanto i.) e i i . )  valem. 

Se 1] E 1i e i . )  vale, então existe � E 1i com "I = T>.� .. Assim, 

1 1 
I IR,\ (T) 11 1 1 = I I R>. (T)T>.�I I = 1 I� 1 I :5 C IlTÀ�1I = Cll"ll l , 

de forma que I I R>. (T) I I :5 l /C, ficando verificada a observação adicional 
em ih . ) .  • 

Corolário 29.2, Se T E B(1i) é auto-adjunto. então a(T) é um sub
COIlJltnto dos ntlmcros re.ats contido no intenJalo HITII . IITI I 1 ,  e - IITII 
Oll I IT I I (011 ambos) pertencc{m) ao espectro de T. 
Demonstração. Se À = a + tb, a, b E IR, então para todo � E 1i 

I IT>.� I I � = I ITa� - i�1I 2 = I ITQ� 1I2 + b2 11�1 I2 � b2 11�1l2 .  
Portanto, À E p(T) se 1m ,\ = b i- O e a(T) é real. Combinando isto com 

° CorollÍno 28.2 c a(T) {> fechado, seguem as outras afirmações, _ 

Da (kmonst.rnção do Corolário 29.2, juntamente com o 'Thorema 29.1, 
s<'guC' o 
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Corolário 29.3. Se 1m A 'I- O e o operador T E B(H) é auto-adjunto, 
então I IR>.(T) I I  � l/ 1 1m AI 

Corolário 29.4. Se T E B(H) é auto-adJunto, então O"r(T) = 0 .  

Demonstrllção. Se O"r(T) 'I- 0 ,  existe A E ur(T) C IR de modo que 
img T>. não é denso em H. Seja O 'I- 1] E (img T>.)l. = N(T>.) ;  assim, 
T>.1] = O e À E up(T) , contradizendo A E ul'(T) . • 

EXERCÍCIO 29.1. Sejam {e; };EJ uma base ortonormal do espaço H e 
{À) hEJ um conjunto limitado em IR. Mostre que um operador T E 
B(H) de modo que Te) = AJe) ,  para todo j E J, é auto-adjunto e 
O"(T) = {ÀJ };EJ (a barra indica o fecho do conjunto) . 

No caso de T E B(H) auto-adjunto, tem-se que (ç, Tç) é real para 
todos ç E H, e esses valores estão dlretamente relacionados ao espectro 
de T. Observe que l (ç, Tç) 1 � I ITII se l Iç l l  = 1 . 

Corolário 29.5. Sejam T E B(1í) auto-adjunto, 

m = inf (ç, Tç) e AI = sup (ç , Tç) .  
1 I€1 I= 1 1 I€1 I=1  

Então u(T) C [m, M] e Iml . IMI � I ITI I · 

Demonstração. Basta considerar A E IR. Será mostrado que A E p(T) 
se A > M. O caso A < m trata-se de forma similar. Se A > M, para 
todo ç E H 

Por outro lado. 

I (ç , (AI - T)ç) 1 � l Iç I l I IT,\ç l l .  
ou seja. 1 11\ç l l  � (A - M) lIç l l . para todo ç E H ,  mostrando que À E p(T) 
pelo Teorema 29. 1 com C == (A - A1) .  • 

EXERCÍCIO 29.2. Lembre-se que um operador T E B(H) é posit.ivo R(' 
(ç, Tç) � O, para todo ç E 1í. Se T for positivo. mostre que 11 aplieação 

ç, 1] t-> [ç , 1]] :== (ç. T1]) , ç, 1] E H, 
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satisfaz as propriedades que definem um produto interno em 1i, exceto 
( talvez) lI; , 1;] = O :} I; = O. Conclua que vale a desigualdade de Cauchy
Schwarz 

1 (1;, T1}) 1 :s (1;, 1'1;) 1/2 (1}, T1}) 1 /2 
(veja o Exercício 17.7) . 

Proposição 29.6. Ambos, m e M  mtroduzidos no Corolário 29.5, per
tencem ao espectro do operador auto-adjunto T. 

Demonstração. Será mostrado apenas que m E 0"(1') ; o caso de M é 
análogo. O operador l' m = l' - mI é posit ivo e, pelo Exercício 29.2, 
para qualquer I; E 1i tem-se 

Escolhendo 1} = l' mI; 

Assim. 
inf I ITm1; 1 I4 :S I ITm Il3 inf ( (I;. TI;) - m) = 0, l Içll= 1 Ilç ll= 1 

e não existe C > O corno no Teorema 29. 1 .  Portanto m E 0"(1'). Veja 
também o Exercício 29.4. • 

Corolário 29.7. Usando a notação introduzida no Corolário 29.5. se 
T "é auto-adJunto. então 

1 11'11 = m!1x{ lml , IMI } = sup I (I;, TÇ) I . 
I I�II = I 

DeIllo/lst/'aç.io. A segunda igualdade é dara. Corno TIl, 111 E 0"(1') . a 

primeira igualdade segue das relações 
0"(1') C [m ,  M] C [- 111'1 1 , 1 11'11 ] . 

(' - 11 1' 1 1  ou 1 11' 1 1  está no ei>pectro de 1', já que ro-(T) = 111'1 1 . • 

OO'SERVAÇ,\O 29.8. Segue do Corolário 29.7 que se l' E B(1i) é auto
adj unto p (l'ç . () = O, para todo ç E 1i. ent·ão l' = 0, mesmo em 
espaços de Ililbert reais. Compare com a Proposição 19.11 e com o 
Expmplo 1 9 . 1 2 .  
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EXERCÍCIO 29.3. Se T E B(1í) é auto-adjunto, então verifique que: 
a) I ITII = sUP\l{II=II'1I1=l l (T�, 7)) 1 ; b) autovetores de T correspondentes a 
autovalores distintos são ortogonais, 

Notas 

A teoria espectral padrão dos operadores auto-adJuntos, limitados ou não, cul
mina com o chamado Teorema Espectral (há resultados sllulares para operadores 
normais) . É um dos conjuntos de resultados mais interessantes da Matemática. Tms 
r<.'Sultados não são tratados neste texto, aparecerá apenas urna versão SImplificada 
para operadores compactos normais no Capítulo 30 Veja o m'tigo [8teen (1973») para 
informações histÓriCas; o Teorema Espectral aparece em vários textos, por exemplo, 
em [Conway ( 1985)) e também em [Reed & Simon (1980») .  

Exercícios Adicionais 

EXERCÍCIO 29.4, Considere T E B(H) auto-adJunto. 

a) Mostre que À E O"(T) se, e somente se. existe uma sequência (en ) em H, com l Ien ll = I ,  para todo n. satisfazendo T"en ..... O 

b) Mostre que À E O"(T) se. e somente se, infll� II =1  IIT,,(I I = O 

c) A. carRCterizações em a) e b) acima não vaJem para todo operador (embora valham 
para operadores normaIS). Verifique isto ao considerar o shift à direita cm 12 (1\1), 
mostrar que zero pertence ao seu espectro. mas como esse operador é uma isometria 
a) e b) não valem para .\ = O 

EXERcíCIO 29.5. Como complemento ao ExercíCIO 29.4, dado S E B(H) (não neces
sariamente auto-adjunto), mostre que À E O"(S) se existe (çn ) em 'Ii, l Ien ll = I ,  
com S"f,n ..... o .  S e  À é u m  ponto d e  fronteira de 0"(8), mostre que vale a recíproca. 

EXERcíCIO 29.6. Use a ProposII;ão 29 6 para mostrar que o espectro d .. um operador 
auto-adjunto limItado não é vazio. 

EXli:RcÍCIO 29.7. Mostre que dois operadores auto-adJuntos, que são unitarlamentc 
equivnlent.es entre si, possuem o mesmo espectro. E se não forem auto-adJuntos? 
(Note que é um caso particular do Exercício 28.5,  está incluso por slIa importância.) 

EXERcíCIO 29.8. Se PE é o operador de projeção ortogonal Bobre o subespaço fechado 
próprio E C H, determinE' m e AI para Pg 
EXERCÍCIO 29.9. Mo"tre que se T E B(H) é auto-adJunto e T" = O para algum 11 , 
então T = o. E se T for um operador normal? 
EXERCÍCIO 29. 10. Sejam T, S E B(H) Mostre que: 
n) Se T � 8 (ou ""Ja .. (T - S) é positivo) e 8 � T, entáo T = 8. 
b) O espectro de T'T " real e contido em 10 . 00) .  



c) S é positivo se, e somente se, S é  auto-adjunto e u(S) C [O, x).  

d) Se T é auto-adJunto, então (1 + ÀT2)- 1  E B(H) para todo À ;::: O 

c) (1 + ÀT"Tr 1 E B(H) para todo À ;::: O.  
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EXERCÍCIO 29. 1 1 .  Demonstre a seguinte versão do Teorema 29.1 para operadores 
hmitados em espaços de Banach Se T E B(B), então são equivalentes: 

I )  À E p(T) 
li .)  Existe C > O com IIT .. � I I  ;::: C/I� II . para todo � E B, e lmg T .. é densa em B 
(e neste caso tem-se C '" 1/ I I R .. (T) I I ) . 
EXERcíCIO 29.12. Seja T E B(H) . Use o Exercício 29. 1 1  para mostrar Que se existe 
C > O com I I (T - À1)�1 I ;::: C/I� I I  e II (TO - À1){1 I ;::: C/I{I I , para todo ç E H, então 
À E p(T) 

EXERCÍCIO 29.13. Este exercício requer familiaridade com a teoria geral de medida 

c mtegração Mostre que ueM,,) ,  Mó : L� (n) ...." com </> E L�(n), é dado por À E C 
de modo que /1(</>- 1 B(À, ')) > O para todo , > O (B(À; <:) designa uma bola aberta 
em e ) 



Capítulo 30 

Espectro de Operadores 

Compactos 

Npste Capítulo s ão  discutidas algumas propriedades ger,lis sohre o espectro de 

operadores hneares compactos em espaços de Banach. em seguida é discutido o 

caso importante de operadores compactos normaL., (auto-adjuntos em particu

lar) , e finaliza-se com uma versão do Teorema Espectral para esses operadores. 

30. 1  Operadores Compactos 

Como psperado, a teoria espectral de operadores l ineares compactos 
apresenta algumas simílaridadp<; com a tE'oria esppct.ral em espaços de 

dimens.o'io fimta; por exemplo, sPrá most.rado que, com possível exceção 

do zero, cada aut.ovalor de um opE'rador compacto é de multiplicidade 
finita. Contudo, são cOllhecido� operadores compactos que nào possuem 
autovalores ( vE'ja o Exercício 30.5) . 

Proposição 30. 1 .  Se T E J3() (B) , enlfio lodo O i A E I1p (T) pOSS1U 
multzpl1.cidade ]inda, ou MJa, riim N (T.\ )  < 00 .  

DcmoIlstmçllo. Seja B I a bola fechada d e  cent.ro 7.ero e raio igual II u m  
n o  espaço vet.orial N(l\ ) .  Será mostrado qUE' B I  é ('ompa('t.a e ,  portanto, 
d i lll N (T,\ ) < 00 pelo TE'orema 2 . 2. Dada ulIla sequôncia (�,, ) C BI ' 
como T é ('ompact.o . (T�n = Aço ) possui uma subsequência ('onvergente 
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(T�nJ ) e.  assim , (�nJ = T�71) A) também converge a wn elemento de BI ' 
mostrando que essa bola é compacta. • 

EXERCÍCIO 30. 1 .  Use o seguinte argumento como variante da demons
tração da Proposição 30. 1 : suponha que BI não seja compacta; assim 
deve existir  uma sequência (�n ) C BI que não possui subsequência con
vergente; use a compacidade de T para chegar a uma contradição. 

Proposição 30.2.  Se T E Bo(B) , então paro todo f > O o número de 
aulO1.'alorcs A de T (contados com multiplicidade) com IAI ;::: E é fimto. 
Demonstração. Suponha que se possa escolher ê > O de modo que exis

tam infinitos autovalores {Aj }jEN de T com módulo maior ou igual a f. 
Pela Proposição 30. 1 pode-se supor que esses autovalores são distintos 
dois a dois e denote por {�J } os respectivos autovetorcs. Lembre-se que 
este conjunto é linearmente independente (Proposição 27.4). 

Denote por Eo = {O} e En = Lin( {�[ , " " '  . �n} ) ,  que é fechado para 
todo n. Pt>lo Lema de Riesz 2. 1 ,  t>xiste uma sequência {71n } ,  TJn E En, 
1 1 71,, 1 1  = 1 e I I 71n - � I I ;::: 1 /2. para todo � E En- I ·  O objet ivo é mostrar 
que I IT71n - T71", 1 I ;::: õ/2 para todos n , m distintos. li qual então não 
possui subsequpnda convergente, contradizendo a compacidade de T. 

Supondo m < 1 / .  tem-l*' 

de forma que (In := - [(T - '\71 1 )7171 - TTJml/An pertence ao subespaço 
E" - I .  Portant o, 

(' { TI}1I } mio possui subsequência convergente. • 

Dpsta:; propo�ições (e algum argumento extra) l*'gue o importante 
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Corolário 30.3. Se T E Bo (8) , então: 

i.) O únzco ponto de acumulação possít'el de up(T) é o zero. 

ii.) up(T) é contável e, se À 01 O, então dim N (I\ ) < 00 .  

ui.) Se  up(T) é infinito, então os  auto'valores de T podem ser ordenados 
numa sequência convergindo a zero. 

iv) Se dim 8 = 00, então zero pertence ao espectro de T, 

EXERCÍCIO 30.2.  Detalhe a demonstração do Corolário 30.3. 

Exemplo 30.4. Todo operador de posto finito é compacto e possui 
espectro finito. • 

Exemplo 30.5. Considere o operador linear T ; 12 (N) +-' dado por 
T(6 , �2 , 6, ' _ ' ) = (ô/2, 6/3, �.1/4, - · · ) . T é compacto e O E Up (T) , 
pois T( I ,  O, O, , . .  ) = O . •  

Exemplo 30.6. Considere o operador linear T ; 12 (N) +-' dado por 
T(�l t ô , 6, " ' )  = (0, �J/ l , 6/2, 6/3. "  - ) . T é compacto e O E ur(T) 
(veja o Corolário 30.3iv.)) . Este operador não possui autovalores (Exer
cício 30.5) .  • 

Exemplo 30.7. Considere o operador linear T ; 12 (N) +-' dado por 
T(6 , �2 , 6 , " ' )  = (6/1 , 6/2 , 6/3, " ' ) '  T é compacto e O E uc(T) . De 
fato, zero não é autovalor de T, contudo pertence ao seu espectro, pois 
{ I ,  1/2,  1/3, · · · }  C up (T) e o espectro é fechado. Sendo este opera
dor auto-adjunto, tem-se que ur(T) = 0. Portanto zero pertence ao 
espectro contínuo. Pode-se também inferir díretamente que o operador 
resolvente Ro(T) existe, com domínio denso, mas não é limitado. • 

30.2 Operadores Normais 

Agora será considerado o caso particular ele operadores compactos 
normais num espaço de Hilbert . Muitos dos resultados adaptam-se para 
operadores compactos em espaços de Banaeh, mas mm diferentes argu

mentos (aqui não tratados) . 
Lema 30.8. Todo operador não-nuLo T E D(H) compacto e a.uto-a(�71tn
to possuz um autovalor não-nulo, pois - I ITI I  ou I IT I I  é autovalor de T. 
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Demonstraçã.o. Por ser auto-adjunto, pelo Corolário 29.2, - IIT II ou 
IITII pertence ao espectro de T (note que este fato não é usado nesta 
dpmonstração); usando a compacidade dp T será mostrado que um de

les é autovalor , o que equívale a mostrar que existe O i= ( E 1t com 

(T2 - IIT1 I2 1 )( = O. 
Seja (ç,, ) ,  l Iç,, 1 I  = 1 ,  para todo n, de modo que IITçn l l  -+ 11TH .  

Sendo T compacto, existe subsequência d e  (Tçn) , também denotada 
por (Tçn ) ,  convergente: como T é contínuo, (�çn) também converge. 

A estimativa 

O ::; I I T2çn - IITçn l l 2çn l 1 2 = I IT2M2 - I ITM4 
::; IIT II2 1 1Tçn l 1 2 - IITçn 1 14 - O para n -+ 00, 

mostra que a sequência 1/n = T2çn - IITçn l l 2çn converge a zero e, assim. 

converge a um vetar ( com 1 1 ( 1 1 = 1 . Portanto, denotando por À = I IT II 
e lembrando que T é contínuo, 0 = T2( - IITII\ = T>.T_>.(. Disto segue 
que ou L>.( = O (' - IITII é um autovaIor de T, ou T_>.( i= O e I IT I I  é um 
autovalor de T. • 

Teorema 30.9 (Hilbert-Sclunidt) .  Se T E  Bo(1t) é um operador auto
adjunto. então 

1t = [ EB N(T>.)] e N(T) . 

O#>'E"p(T) 
Demonstraç/io. Como T é auto-adjunto N(T>.) .1 N(TI') se À i= p., e a 

soma diret.a acima está bem-definida. Seja 

E = EB N(T>.) ;  
O#>'E"p(T) 

�c '} E E l. ,  cnt.ão para todo ç>. E N(T>.l ,  À =I- O, tem-se que (T1], ç>.) = 
(I}. TÇA) = '\ ('1, 6) = O, mostrando que TI) E N(T>.)l.. Como isto ocorre 
para t odo ,\ E 17p (T) .  segue que T1/ E El. , ou seja, El. é invaríante por 

T; t ambém t.em-se que 1t = E e El. , 
Notl' q\lP N(T) C El. ; será mostrado que El. = N(T), encerrando 

n cle1\1onstração. Como E t.ambém é invariante por T, conclui-se qtre 
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S = TI E-L ,  a restrição de T a Elo , está bem-definida e é um operadO!' 
auto-adjunto compacto. Se S f O, pelo Lema 30.8, existe um autovetor 
O f ( de S com autovalor nào-nuloj assim. por construção, ( E E e 
( E Elo , e necessariamente ( = O. Isto mostra que S = O. ou seja, 
Elo = N(T) . • 

Corolário 30.10. Se T E Bo(1í) é auto-adjunto, então 1í possuz uma 
base ortonormal de autovetores de T. 

Demonstração. Para cada autovalor ).. f O de T, denote por d), = 
dim N(T),)  < 00 e escolha uma base ortonormal {�;}��l de N(T),) .  Seja {1/j hEJ uma base ortonormal do núcleo de T. Pelo Teorema 30.9, 

[ u {�;}��Il U {1/JhEJ 
O#),E",,(T) 

é uma base ortonormal de 1í. • 

Este último resultado se generaliza para operadores normais com
pactos. Para verificar isso, o seguinte lema será útil. Lembre-se que dois 
operadores R, S comutam se RS = SR. 

Lema 30.11 .  Se R, S E  Bo(1í) são auto-adjuntos e comutam, então 1í 
possuz uma base ortonormal de autovetores simultâneos de R e S. 

Demollstração. Para cada autovalor ).. de S, Se = )..e>. .  tem-se que 
S(Re) = R(Se ) = )..�\ e N(SÀ) é invariante pO!' R (bem como seu 
complemento ortogonal) . Como o operador restrição RIN(S.\) é auto
adjunto e compacto, pode-se escolher uma base ortonormal de N(S),) 
(como no Corolário 30. 10) fO!'mada por autovetO!'es de R e, logicamente, 
também autovetO!'es de S. Tomando a umão sobre todos os autovalores 
de S o resultado segue, novamente pelo Corolário 30. 10. • 

Corolário 30. 12.  Se T E Bo(1í) é normal, então 1í possuz uma base 
orton07wal de autovetores de T (' mie a decomposzção de 1í romo no 
Teorema de llilbert-Schmidt .'10. 9. 
Demonstração. Bast.a lembrar que se pode escrever T = TR + i1i , 

com TR. TI auto-adjulltos e compactos (T' também é compacto pelo 
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Corolário 25.3 e Tn, TI são obtidos de combinações lineares de T e  1"')  
e ,  sendo T operador normal , Tn comuta com TI (Exercício 20.4) ,  e então 
usa-sc o Lema 30. 1 1 .  Note que se Te = ÃÇ,\ então TRe = (Re ÀJe 
(' TIçA = (1m À)�>., e que autovetores correspondendo a autovalores dis-
tintos são ortogonais. • 

Teorema 30.13 (Teorema Espectral) .  Sejam T um operador linear 
r.ompacto e normal em H, {,\ J } C IC os autovalores não-nulos de T 
e, para cada ] ,  P; o proJetor ortogonal sobre N(T,x) . Então 

com a série convergmdo em B(H) . 

Demonstração. Lembre-se que dim N(T,xJ ) < 00. Seja Po o projetor 
ortogonal sobre N(T) . Pelo Corolário 30. 12 tem-se 1 = Po + Lj Pj� 
assim,  para todo � E H 

Disto e PJ Pk = O. se j # k. segue que (supondo que j percorre 05 
naturais. por simplicidade) 

n 
2 00 

I I (T - L ÀJPJ )� I I = L IÀJ I2 1 /Pj�1I2 }=l ;=n+l 
00 

s: ( max I À} 1 2) L IIPJ�1 I 2 s: ( .max IÀiI2) 1 I�1I 2 .  J::':n+ l 
j=n+! Jcn+1 

Portanto. I IT - L�'� l ÀJ PJ II 2  s: maxJ�n+l IÀJ I2 . Como, pelo Corolá
rio 30.3, AJ forma lima sequência conve.rgindo a zero, vem que T = 
Iim .. _oc Lj'= 1 AJP) em B(H).  • 

EXERCÍCIO 30.3. �Iostre que todo operador da forma Lj ÀjPj . sendo 
PJ pwj\'tOrt'S ortogonais em subespaços de dimensão finita dois a dois 
ortogOlmis, e Àj -> O, é compacto e normal. Verifique� além disso, que 
ct<Se o!wrador é auto-adjunto se, e somente se, {Àj }  C R. 
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Corolário 30.14. Se T E BaCH) é positivo, então existe um operador 
posztivo compacto S de forma que S2 = T (S é chamado de raiz quadrada 
de T, e freque.ntemente denotado por Tl/2 ou VT). 
Demonstração. Como T é positivo ele é auto-adjunto com todos seus 

autovalores nào-nulos À] > O. Pelo Teorema Espect.ral T = L] Àj Pj .  
Defina o operador S por S = L) APj,  o qual é compacto, pois como 
À] --+ O para j --+ 00 , S pode ser aproximado por operadores de posto 
finito em I3(1í) (explicitamente por L;'=I APo, ) .  Fica como exercício 
verificar que S2 = T. • 

OBSERVAÇÃO 30.15.  É possível mostrar que S no Corolário 30. 1 4  é 

o único operador positivo com aquelas propriedades. Veja o Exercí
cio 30.22. 

EXERCÍCIO 30.4. Seja T E  Bo(1í) positivo. Qual o espectro de VT? 

OBSERVAÇÃO 30.16. Seja T E Bo(1í) normal. Dada uma função limi
tada f : a (T) --+ IC, define-se o operador f(T) := L) f(Àj )Pr Qual o 
espectro pontual de f(T)? Pode-se garantir que f(T) é compacto? 

Notas 

Foi F. Ricsz quem percebeu que a propriedade importante na "alternativa de 
Fredholm" (veja ExercícIO 30. 10) era a compacidade dos operadores lineares envolvi
dos. Num trabalho de 1916 escrito em húngaro, Riesz adotou a visão de operadores 
de Fredbolm, ao invés das formas bdmeares de HIlbert (como já mencionado em ou
tras Not8B) . e desenvolveu a teoriu espectral de operadores compactos em espaços de 
Banach Grande parte dos resultado. aqui discutIdo.. para espaços de H ilbert vale 
para espaços de Banach, veja as referências bibliográficas para detalheó. 

Exercícios Adicionais 

Ex[·:.Jtck·lo 30..5. Verifique que para o operndor T definido no Exemp lo 30.,6 t�m-sc 
<1p(T) = (1« T) = 0 Logo, um operador compacto pode niio possuir autovalores; �s..e 
operador é normal? 

EXERcíCIO 30..6. Encontre o espectro do operador compacto TI( ; CIO, ) I ..... , dado 
por (T« I/Ji(t) = foI /((t, .• )1/'(") d .•. com K(I, .. ) = (t - .• ) 
EXEnciclo 30..7. Seja T E B(ll) , com dlm lt = 00. Mostre '11'" se existe C > o. com 
I IT( II 2: CI I( I I  para t.odo I; E 11, então T não " compacto 
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EX�;HcíçIO 30.8. Se T E Bo(H) é auto-adjunto, mostre que m = infWr=1 (t;.  T{) e 
M = ,uPII ( I i � )  ((. T() são o menor e o maior autOV-dlor de T, respectivamente. 

EXlIlcÍCIO 30.9. D" monstre a Proposição 30.2, no caso de espaço de Hilbert e op .... 
radores compactos auto-adjuntos. sem usar o L("ma de Riesz 

EXFIlC'ÍCIO 30.10. [Alternativa de Fredhohn) Seja T E Bo(H) normal. C.QIL,idere a 
equação T( - J.{ = 'I, J. E C. 'I E H, e a equação homogénea correspondente T( - � = 
O. Mostre que para cada J. f. O, uma, e apenas uma, das segumtes possibtlidades 
ocorre (note que, n""te caso, unicidade implica em eXlStcncia de solução'): 

,.j A equação homogénea possui apeDas a solução trl\lal e a equação onginal possui 
uma úruca "olução para tada 'I E H 

".j A equação homogénea pOSSUI O < dim N (T, l < :x: soluções linearmente indepen
deut"" e a equação origmal ou possui infinitas soluções ou nenhuma solução. 

EXERCÍCIO 30.11 .  Encontre os autovalores e autovetores do operador compacto TI< : 
C[O. lj ..... , (TK �')(f)  = i; K(t, sl ... ·(s l ds com K(f. s) = Is( 1 - ts) .  
EXERcíCIO 30.12. Sejam O =ft " E L2 [0. 1 ]  e K(t . s) = -;(I),:-(s) .  1. 5 E [0 , 1) .  
Mo.,trc que J. = 1 1-; 11 5 é o único aUlovalor nào-nulo d o  operador TK L2 [0. 1) ....." 
("TK • .' ) ( f )  = i� K(I, s)li'(s) ds. Encontre a autofunção correspondente (note que ê 
comum usar o termo autofunção para designar autovetor num espaço vetorial de 
funções ) .  Determine também as autofunçõ<>:> correspondentes ao ButO\lIlor nulo. 

EXERcíCIO 30.13. Fixe 'I E H com II IJI I  = I . Seja To H � H definido por 
1�( = ('I: () ''1, ( E H (Exercício 26. i). DeterlUm� o esp..,tro e o ratO espectral d .. Tq . 

EXERCÍCIO 30.14. Seja T _ /'(Z) � /2(Z) dado por (n). = ( lft)({n+' - (o- I ) ,  
sendo { = ( . . .. , (-2 , Ç- ) , (o , 6 , Ç2 .  ' l ·  Mostrc qlle T � hmitado. que seu espectro é 
real e calcule seu raio espectral. 

EXERCÍCIO 30.15. Encontre os anto\lIlores e autovetorcs do operador compacto TK : 
L ' [O. I J <-' ,  ( TK I" )( f )  = iol K(f, .. )�,(s) ds. com K(I , s) = a sen(t - si, O # a E C-
EXERcíCIO 30.16. S�Ja U E B(H) unitáriO, logo nonnal; mostre que ele só pode ser 
compacto se dUll H < :x:  Qual II conS<"quêuda disso sobre ° Teorema Eôpectral 30.13 
no caso de (>�paços de dimensão mfinita'? 
EXERcícIO 30.17. Analise o que ocorre com o espectro de T, do ExercíCIO 25.12  
pnl'l\ I r I &,,"a convergênell\ d e  operadores é unúorm,,? Justifique. 

EXERCÍCIO 30.18. Para 11 E )II denote por SIO') uma raiz n-ésima do operador T E 
13(H),  ou seja, (S( n ) ) "  = T (verifique a "xistenda de S(o) para operadores compact06 
posit ivos) .  �Io."t re que T (; invertú-eJ se, e somente S<', S(.) é invertível para algum II ?: 
2, " qu� por sua \"('z nnplim que S, n) ,; tnvertívcl todo todo II ?: \. 

EXFRdclO 30.19. �Iost rt' que uma sequência (To )  de operadnres positivos em Bo(H) 
converge fort."1l1cnt� " T se. � ""mente se, v'T. � J'f. Use ",io para concluir que 
parn seqn�ncUls crt':<emtl'S de operadores (ou seja, (To - To- t l  ?: O) em Bo(1í), H 
complexo, n convergência fortc de tais operadores é equhlllente ii convergência fraca. 
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EXERCÍCIO 30.20. SejaUl A, T E B(H) , COUl T aut<>-oojullto de modo que para 
todo z E C, 1m z i O, AR. (T)A" � compacto. Considere 8 = T + A'A,  uma 
"p�rturbação de T' Se o número real À E p(T) mllS (1 + AR,\(T).4. " )  noo possui 
inversa em B(H), mostre que À é autovo.lor de 8 (veja também o Exerdcio 27 8) . 
EXERCÍCIO 30.21. Sejam A, T E B(H) c aut<>-oojuntos, com A compacto c Ar = r A. 
MosLre que /7(T + A) C /7(T) U /7p(T + A). 

EXERCÍCIO 30.22. Mostre que existe um único operador compact.o e positIvo S de 
forma que 82 = T no Corolário 30. 14. 

EXERCÍCIO 30.23. Seja T : f(N) - f(N) ,  T(ç. , 6, �3 , " ) = (0, �2 . 6, · · ) . Mostre 
que T é limItado, pOSitivo e auto-adjunto, e que fi = T. 



Soluções de Exercícios 
Selecionados 

Sol. 1 .6 :  b) Suponha que I I . 1 1 1 e II . 1 1 2 geram a mesma topologia 
cm X :  será mostrado que essru; normas sào equivalentes, 

Sejam Xl = (X, 1 1 , 1 1 1 )  e X2 = (X, 1 1 · lb ) · Sendo Bx, (O: 1 )  também 
aberto em X2 , esta bola contém uma vizinhança da origem e existe f: > 
O com EX2 (0; ê) C Ex, (O; 1 ) .  Dado O #- � E X. o vetor c:�/(211� 1 12) 
pl'rt.encl' fi Bx, (O: 1) :  a.%iIn 

A outra desigualdade com'lui-se de forma similar. 

Sol. 1 . 7: a) Todo subconjunto compacto num espaço métrico é limi
t.ado l' fechadu. Entào é suficiente mostrar que para qualquer r > O a 
bola fechada TI(O: r) {> compacta em todo espaço normado de dimensão 
fi uit,\' 

Seja { (' I , ' "  J,, } uma basc de N; assim, qualquer � E N pode ser 

('"crit o na forma � = l:�'� 1 €)f) Inicialmente será most.rado que neste 
ca;;o dl' din1l'nsão finit a existe I .... > O de modo que I I� I I  � h' l:'j=l I�j l , 
para todu � E }I/o ou, de forma equivaleute, existe h' > O em que 

fi t1 
1 1 /1 1 1  :::: K, VII = L 11JI') com L \T/j \  = 1 : 

o ('a�(l dI' vetor nulo é trida!. 

j=l )= 1 
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Se essa relação não é satisfeita, existe uma sequência 1Jm = 
L;=1 17'!'ej ,  com LJ=I I1J'!' 1 = 1 e l 11Jm ll -t O para m -t 00. Como 
cada sequência (1JJ' );:'{=1 é limitada em !F, essa possui subsequência con

vergente, e usando o processo usual de tomar subsequências consecuti
vamente, encontra-se (Tnn ) C N de forma que para t.odo 1 ::; j ::; 11. existe 

1JJ E !F, com 1J';'" -t TJJ quando m" -) 00. Definindo TJo = LJ=t 1JJe} , 
tem-se uma contradição, pois por um lado LJ=I I TJJ I  i- O e, por ou

tro, I I TJo l I = limm_co I ITJm l1 = O, o que não pode ocorrer já que {eJ }  é 
linearmente independente. 

Para ver a compacidade de B(O; r ) ,  considere uma sequência qualquer 
TJm = LJ=l TJ;'e} nessa bola, e usando a relação acima obtém-se que 

LJ=l l l7j l :s; r/K, para todo m, e então pode-se seguir os argumentos 

acima para encont.rar uma subsequência de (TJm) convergente em B(O; r) . 
Portanto e.ssa bola fechada é compacta. 

Sol. 1 . 17: Para D(t. s) coru;idere a sequência tn = n. Como tem-se 

que D(tn , 1m) = D(n. m) -+ O para n, m -+ 00, vem que (tn) é de Cauchy 
em (lR, D); por outro lado, para qualquer t E lR o limite 

lim D(tn. t) = !im l -
n

_ - _t _, , 1  n-:>o n-oo 1 + 11. 1 + t 
não pode se anular, poi'5 teria-se dm = 1 . o qual não possui solução 

em lR, Conclui-se que (]R, D) não é completo. 

Sol. 2 .11 :  Se dim N < 00 a resposta é afirmativa, pois 8(0; 1) é 
compacto e sendo 1/1 contínua tem-se que 1/1(8(0; 1 ) )  é compacta em lR, 
logo é um conjunto limitado. 

Se dimN = 00 a resposta é negativa. Considere a sequência (e,, )::"=l 
na esfera 8(0; 1 ) ,  construída a partir do Lema de Riesz, de forma que 

I IÇ"" - €k l l � 1/2 ,  para todo n i- k. 
Para cada 11. seja ln : N --> lR uma função contínua que vale um em 

B(€,, ; 1/8) e zero no complementar de B(en ;  1/5) ; tais funções existem 

pelo Lema de Uryshon e para 11. i- k o suporte de I" é disjunto do suporte 

de Ik . Assim, a função 1/1 ; N -+ lR definida por 

00 
1/I(e) = L n ln(e) , Ç" E N, n� I  
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é contínua e 1/'(5(0; 1 » não é limitado. 

Sol. 3.1 :  Será mostrado um resultado mais geral de uma das im

plica�,ões. ou seja, que todo todo subconjunto de um espaço métrico 

separável {o separável. Seja (X, d) separável e E C X. Se (xn) é 
denso em X, para cada j E N tem-se X = Un B(Xni 1 /) . Escolha 

lIn .) E ETI .) := E n  B(3.·n ; I /) , n .j  = 1 . 2. 3  . . .  · •  e seja Y a união des

ses lIn . .1' Afirmação: Y C E é denso em E. logo E é separável. De 
fato, se x E E, para qualquer j existe n de modo que x E En,) ;  assim, 
d(X, lIn.J ) < 2fj (pela desigualdade triangular). 

Sol. 4.11 :  b) O ponto importante é que ímg I é unidimensional (como 
deveria! ) .  Se I E N* segue que K(f) é fechado por continuidade. 

Agora. suponha que para certo funcional I lincar sobre N t�mha-se 
que NU) é fechado e I f. O (o caso de funcional nulo é trivial). Então 
existe O f. ç E N com I(ç) f. O. Se I não é contínuo, existem lIçn ll = 1 
e (an) C C com la .. I ""' x., de forma que I(çn l = anI({) , já que I({) 
gera img I. 

Assim, Tln = (çn - an{) E N(f) e como {n/an --> O, da relação 
l/TI /a" = {,. fan - ç tem-se que Tln/an -+ -ç , e seudo o núcleo fechado, ç 
deveria pertencer a NU). Esta contradição mostra que I é limitado. 

Sol. 4.13:  Escreva 5 = T - (T - 5) = T(l - T-1 (T - 5)) . Assim, 
se I I T- 1  (T - 5) 1 1 < 1 .  segue que 5 é invertível (veja o Exercício 4.7) . A 
condição no cnunciado do exercício I IT- 1 1I 1 I (T - 5) 1 1  < 1 implica essa. 

Sol. 4.19 :  Que N é completo é simples. Se O < l '  < 1 , então 

mostrando qUI? Ir E N* C I I Ir l l  s: 1/ ( 1  - r) . A sequéncia l/'n (t) abaixo 

mo",tra IjUl' I I Ir l l  = 1 /( 1 - r) .  
Para 1 � r < 2 considere ti'n (t) = n t  se t � l/n e igual a 1 se 

f � 1 /11 . Ent.ão 1 I �'Tl l loc = 1 e 

'. _ nr- I + { (nr-I - l)/(r - 1 )  se r >  1 Ie (  � TI )  - 2 _ r ln n se r = 1 ' 
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mostrando qUE' limn �oc Ir ( IPn ) = 00 para 1 ::; r < 2; logo Ir não é 
limitado nesses casos. Para r :::: 2 as funções 7j!n não pertencem ao 
domínio do funcional Ir e o mesmo não pode pertencer ao dual do espaço. 

Sol. 5.19: Como se e # 1) tem-se d(A(e) , A(1) ) < d(e, 1) ,  segue que A 
é contínua, bem como a função I : X -> IR, /(0 = d(A(e) , e ) ;  sendo X 
compacto, essa função assume mínimo mo = /(eo )  = d(A(ço ) ,  ço) ,  para 
algum ço E X . .  4 possui ponto fixo se, e somente se, mo = O. 

Se mo # O existe ço # A(ço) e O < d(A2(ço ) , A (ço» < /(eo) = mo, 
contradizendo a definição de mo; logo, mo = O e A possui ponto fixo. 

Se eo, 1/0 são dois pontos fixos distintos de A, então 

0 < d(eo , 1/0) = d(A·(eo) . A(1/O» < d(eo, 7/0),  
e essa contradição mostra a unicidade d o  ponto fixo. 

Sendo A contínua, sabe-se que se (An, (e» é convergente, então con
verge ao seu único ponto fixo eo. Agora, por compacidade, para cada e E 
X a sequência (An(e» possui subsequência convergente (An, (e) ) ,  ou 
seja. dado é >  O, existe Nê em que se nJ 2: N. tem-se d(Anj (e) , ço )  < é. 
Como para todo n (supondo An(e) f:. eo, para todo n) 

d(An (e) , eo) d(An (e), An(ço ) )  < d(An- 1  (e) , An- 1 (eo» 
< d(Ak(e) . Ak(eo» , 'r/k < (n - 1 ) ,  

segue que d(An (ç) , ço) < d(Ani (e) , ço) < é se n > nJ 2: Ne , o u  seja, 

An(e) -> ço . 

Sol. 5.20: Sejam IPo(t) = t e t/Jo (t) = o. Como d('l/Jo .  t/Jo) = 1 e 
d(T1/Jo , Tt/Jo) = 3a/2, segue que T não é uma contração se a 2: 2/3. Para 
quaisquer tP. t/J E C[O, 1] tem-se 

ITtP(t) - TtjJ(t) 1  ::; }1T rl l'I/J(s) - tjJ(s) I cos(1Tsj2) ds 
4 lo 

::; d(1/" t/J)a31T rt cos(1Ts/2) d8 
4 lo 

d('I/J, rjJ) 3; sin(1Ttj2) .  
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ARsim,  

IT21i' (t) - T2tjJ(t) I S a 
3; l ITI/;(.5) - Tq,(s) j cos{r.s/2) ds 

3r. 
(

' 3a lt . ( / )  S a - d Ui, 1» - Slll r.s 2 cos(r.s/2) ds 
4 2 0 

S C
4
ar d(,\ ó) ( l - cos(nt)) ,  

e d(T2�" T2r/J) S 2 (3a/4)2 d(u,' ,  4» ;  portanto T2 é uma contração se O S 
a < 4/{3vÍZ) . Aplique o Corolário 5.9. 

Sol. 6.7: " Q  não é um G.·· . Se que Q fosse um Gá ele seria escrito 
como intersecção contável de abertos densos em IR. Seu complementar 
IR \ Q seria. então. uma união contável de fechados com interior vazio, 

mas isto implica que IR = UtEQ{t} U IR \ Q também seria uma união 
contável de fechados com interior vazio, contradizendo o fato de ]R ser 
espaço de Baire. Portanto Q não é um G •.  

"O conjunto dos pontos dI' continuidadl' de f : IR ..... R é um G.� . 
De fato. para cada 11 E N seja .4,. o conjunto dos t E IR para os quais 

existe um aberto \-." contendo t .. de modo que If(s) - f(r) 1 < l/n para 
todos s. ,. E I , .  Tem-se que An é aberto. pois se t E .4n. então Vt C .4n .  
Agora. da definição d e  continuidade segue que nnAn é o conjunto de 

pontos de continuidade de f; logo tal conjunto é um Go. 

Sol. 6 .12 :  Como X é separávl'l existe uma sequêncin (� .. )nEN densa 
('m X. Assim. o conjunto dos pontos que possuem órbita densa em X é 

dado por 

D = n u il rn (B(�n , l/k) ) ,  m E  Z . .  n, k E N. 
n.k 111 

logo um G,I . pOIS ii é homeomorfismo. Se h é transitivo, exi.,te � E X com 
O(() = { h"' (�)  : m E Z} densa em X; obse.rvando que. para cada m E Z 
lellHe que O(h"' (Ç ) )  também é densa, conclui-se que neste caso D é 
UII I  (;8 denMl em X; portanto seu eomplementar, ou seja, o conjunto de 
pontus (,llja.� órbitas nào sào densas. é um F" magro. 
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Sol. 8.8: Suponha f E N* não-nulo (e N " {O} ) ;  então a resposta à 
questão formulada é sim. Com efeito: 

Se 0 " A C N é aberto, considere a E f(A) ;  logo existe � E A 
com a = f(� ) .  Será mostrado que a E int f(A) (o interior de f(A)) .  
Escolha 1/ E N com f(1/) = 1 (isto é possível pois f é sobrejetor) .  
Por cont.inuidade da multiplicação por escalar, existe o > O em que 
(� + t1/) E A, 'Vltl < o. Assim, f(� + 11]) E f(A) , 'Vlt l < ê,  e como 
f(� + t1]) = f(�) + t f(1]) = a + t, segue que a E int f(A) . 

Valem duas observações. Primeiramente essa solução não usa expli
citamente a continuidade do funcional linear f e, segundo, se N for 
completo o resultado segue por Aplicação Aberta (J " O) .  

Sol. 8 .13:  F é linear e como para todo n vale (F1j.')n � 1 11/' lh , tem
se que I IF1/' l Ioo � 1 11/% .  e levando Riemann-Lebesgue em consideração. 
segue que F E B(B, Co) . O ponto no exercício é verificar que F não é so
brejetor. Suponha. então, que esse operador é sobrejetor; por Aplicação 
Aberta segue que seu inverso F-1 seria limitado. Se <pm = E::'=-m eint 

(que pertence a B), então (Fci>m)n = 1 se In l  � m e zero nos outros 
casos, de forma que I IF4>m ll"" = 1 para todo m; contudo, no que segue 
argumenta-se que l lci>ml l 1 ..... 00 para m ..... 00, mostrando que F-1 não é 
limitado, logo F não é sobrejetor. 

Para estimar adequadamente l lci>m Il 1 ,  note que 

t/r (t) = sen((m + 1/2)t) . t " O, sen(t/2) 

e IjJm(o) = 2m + 1. Assim, lembrando que Isen(t) 1 � I t l ,  uma estimativa 
análoga àquela que aparece na demonstração do Corolário 7.6 leva a 

8 m 1 
l I,pm lh 2 - L - ..... 00 para m -+ 00 .  

11' n=1 n 

Sol. 9 .14: T E B(BI , B2) possui gráfico fechado. Como é invertível 
T- I  : B2 -+ BI . tem-se Q(T- I )  = HQ(T) , em que H :  BI x B2 ...... B2 X BI 
é o homeomorfismo ( isométrico) H(�1 , 6) = (6 , 6 ) ;  portanto Q(T-1 )  
também é fechado. Pelo Teorema do Gráfico Fechado T -I é l imitado. 

Sol. 9.15: Para cada n E N defina W7I (t) = n/{n + tS ) :  tem-se 1 1 1/'n l l = 
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1 , e para todo t 2: O, l1Pn (t) 1 :s n/(I + 1!). ou seja, 1/'n E dom T. Como 

I I (T1Pn) (t) 1 I  = IWn/(n + tS) 1 I = n, vem que T não é limitado. 
Para ver que T é fechado, sejam V'n -+ '1/-' e T'Ij'n = tS1Pn -+ IP, com 

convergências uniformes. Como 1 + 1! 2: 1 ,  tem-se, para todo t 2: O, 

l 1Pn (t) - 1P(� : t�(t) I :s 1 ( 1 + t8)l/Jn(t) - (!fJ(t) + <ti(t» I , 

e como o lado direit.o dessa desigualdade se anula unifonnemente para 
n -> 00, conclui-se que 

'/fl (t) = lim lb,, (t)  = ?,l(t) + i,?(t) , em C [O , oe) . 
n-oe 1 + ts 

Disto segue que Il/J(t) i S ( 1 Il/J 1 I  + 1I<tiID/( 1 + tS ) ,  ou seja, �) E dom T, e 
que <ti(t) = t'l/J(t) = (T1P) (t) .  concluindo que T é fechado. 

Sol. 9.16:  Pelo Teorema do Gráfico Fechado. basta mostrar que T é 
fechado para concluir que é limitado, o que se reduz a mostrar que se 
�J -+ O e T�i -+ 'fi em B (para j -+ oe), então .,., = O. Seja {ej } a base 

canônica de B = lP(N) , 1 S P < oe. Para cada par j, k E N defina o 
funcional linear li,k : B -+ IF, li.k(�) = çj (Te} )k ,  o qual é limitado pois 
IP,k (ç) 1 S I ITejj l l l� l I · 

Suponha que �j = (çi , ç� , . . .  ) -+ O e Tçi ..... .,., em B. Para cada 
par j, k denote por (l,k = (Ç�+ 1 , Çl."2, · · · ) j assim 

k 
çi = L Ç�, em + S" «(j,k ) ,  

m = l  
e como T e S comutam entre si ,  tem-se 

[T(Sk « J''' ) )L = [Sk (T«(J·k))L = O 

e, portanto. 

(T{J )" = [ti ç;nT(em)L = t r'''(Ç' ) ·  
Sendo esses fm " • . lClonms contmu08 e é,' -+ O, segue que cada componente 

" 
'fi" = }.!!! (TÇJ)k  = L f"" "(O) = O. 

rn= l  
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conc\uindo-se que 1/ = O e T é fechado. Os mesmos argwnentos se 
adaptam para p = 00. 

Sol. 10.1:  Sejam I, z"EAn; assim, existem r2 ' ' ' '  , r� _ 1 e r� , ·  . .  , r�_1 
de forma que I I�I + r2�2 + . . .  + r�_ I�n- 1  + z'(n l l < 1 e I I�I  + r�6 + . . .  + 
r'LI�n-1 + Zll(" II < 1 . Denote r( ;= r2�2 + . . . + r�_lÇn- 1 e r/' := r�6 + 
- . .  + r�_ I�n- l .  Se O ::; t ::; L então, pela desigualdade triangular, 
1 16 + t1/' + (1 - t)rl' + (tz' + ( 1 - t)z")(n l l  

I I t (6 + 1/' + z'(n ) + ( 1 - t) (6 + 1/" + Zll(n ) I I  
< t + ( 1 - t) = 1 , 

mostrando que (ti + (1 - t )z") E An. 

Sol. 12.10: Seja F = mN(f) : f E N* e E  C N(f) } . Como cada f 

é contínuo, segue que F é fechado e, por construção, E C F � Fi C F. 
Se �o � E, então por Hahn-Banach existe f E N* , 1 1/ 1 1  = 1 e I(ço) = 
d(�o, E) > O, ou seja, �o � F, Portanto F C Fi e Fi = F. 

Sol. 12.11: a) Informalmente: se B = B** , então B* = B" * .  
Em detalhes: É conveniente distinguir as duas aplicações canôrucas 

envolvidas - : B -+ B" e " : B' -+ B··· .  Como B é reflexivo , a cada 
9 E B" existe �g E B com {g = g. Assim, se h E B" ' ,  para todo 9 E B" 
tem-se 

h(g) = h({q) = (h o- ) (�g) = u(çg ) ,  
sendo que u = ( h  0 - )  E B· . Segue então 

h(g) = u(çg) = {g(u) = g(u) = ií(g) , 

mostrando que h = ii e - é sobrejetor, ou seja, B' é reflexivo. 

b) Serão usadas as mesmas notações para as aplicações canônicas da 
parte a) . Se B é rellexivo a parte a) mostra que B' é reflexivo. 

Suponha agora que B' seja reflexivo. Se B não é reflexivo, existe 
9 E B·' \8. Então, sendo B completo. 8 é um 5ubespaço fechado próprio 
de B" e existe h E B'" com h(g) i' O e h lê = O (Proposição 12.2) , 

Sendo B' l'('lIexivo, existe f E B* com h = /; assim 
O i' h(g) = l(g) = g(1) =? I i' O. 



237 

Por outro lado, para todo f, E B, 

0 = h(Ü = lei,) = €U) = I(f,) :} 1 = 0. 

Tal contradição mostra que B é reflexivo. 

Sol. 13.2:  9 E N(Ta) <=} Ta(g) = O <=} (Tag) (f,) = O, 'rIf, E M <=}  
g(Tf,) = O, 'rIf, E NI . Como Ta é linear, ele é injetor se, e somente se, 
N(Ta) = {O} ,  e como 9 representa funcionais contínuos, vem que 

[g(TÇ) = O, 'rIf, E NI :} 9 = O) � [img T é densa em N2) ,  

o u  seja, Ta é injetor se, e somente se, irng T é densa em N2• 

Sol. 13.6:  Que N (Ta) = (img T)O aparece na solução do Exercí
cio 13 .2.  Para a outra relação: f, E N(T) <=} T(f,) = O <=} g(Tf,) = 
O, 'rIg E Ni. <=} (T"g) (f,) = O, 'rI9 E Ni <=} f, E (img TR)t .  ou seja, N(T) = 
(img Ta) t . 

Sol. 13.9:  Escreva C{) '3 f, = Lj�1 f,)ej . Se I E CÕ. então I(f,) = 
Lj�1 f,JO:J ' com O:J = I(e) . Tomando o elemento f,n E co com entradas 
f,; = O:j/ lO:J I (ou nulas se O:j = O) se 1 ::; j ::; n e zero se j > n, segue 
que l If,n I I ::; 1 e 1 1/ 1 1 2: I / (C ) I  = L';=I IOj ! .  e como isso vale para todo n 

tem-se que o: = (0:1 , 0'2 , 0:3 , " ' )  E I l (N) and l Ia lh ::; 1 1/ 1 1 .  
Note que a aplicação linear acima Cô :3 / ...... O' E I I (N) é injetora, pois 

o: ,,; O se, e somente se, I = O. Agora será mostrado que tal aplicação é 
sobrejetora e isométrica. De fato. se o: E II então defina / : co � F por 

f(f,) = LJ?l f,jO:j ,  logo 

1/ (f,) I ::; 1 If, 1 I ·:x: l lo I l 1 '  'rIf, E CO, 

de forma que / E CÕ e I I / I I  ::; l Io lh .  Segue também que a aplicação acima 
satisfaz I I / I I = 1 I0: 1 1 t ·  

Sol. 14.9:  Como 8/ : C[a, b) ..... F, dado por c5t (t;ÍI) = q;.(t ) ,  1> E Cla, b) , é 
um elemento de C[a, b)* para todo t E [a , bJ , segue que V'n (t) = c5t (1/'n) � 
c5,, (I/J) = V,(t) .  

Sol. 14. 10: Por Riesz-Markov cada I E C[- I ,  1 ] *  é representado por 
uma medida J.l finita (boreliana) . Assim, para a sequência ('I/1n)  dada, 
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1(1/'n ) = ft-l,l ) 1/Jn djl -> 4,(0)jl({0}) pelo Teorema da Convergência 
Dominada, logo I(�'n) é convergente para toda f E C[- 1 , 1 ) ' .  Pelo 
Exercício 14.9, se 1/'n converge fracamente a alguma .p, então converge 
pontualmente a 'P, mas 'P não pode ser representada por uma função 
contínua . 

Sol. 14.13: O enunciado do exercício é equivalente a � E E = 
Lin((�n)) . Se � � E, então � =I- O e, pelos corolários de Halm-Banach , 
existe f E .N"  com f(�) =I- O e fiE = O, o que contradiz f(f,n) -> f(�) · 
Portanto, � E E. 

Sol. 15.6: Será discut.ido apenas o caso da topología fraca, pois o outro 
caso é similar. Como dim N = 00, note que N(f) =I- {O},  I;f I E N' . Seja 

{/J , . . . , ln}  em N* linearmente independente (basta tratar este caso), 
e considere o sistema I] (�) = O, 1 � j � n, cuja solução é o espaço 
vetorial U = n�=lN(fJ ) ; U =I- {O} , pois em caso contrário { /I , ' "  , ln} 
seria base de N*, pois para qualquer I E N* teria-se U C NU) e pela 
Proposição 15.9 esse funcional seria linearmente gerado por {/I , "  . , ln} .  
Isto conclui a primeira parte do exercício. 

Um aberto básico em T(N, N*) é da forma V(�; /I , ' "  , ln ; e) = {1) E 
N : maxl�:O;n II] (�) - 1] (1)) 1 < ó} ,  o qual contém � + U, U = n�=lN(f] ) ,  
pois para todo ç E U tem-se que 

Assim, todo aberto não-vazio na topologia fraca (dim N = 00) contém 

elementos de norma arbitrariamente grande (de fato, um subespaço ve
torial não-trivial) 

Como a imagem inversa pela norma do aberto (-00, 1 ) em IR é 
BN(O; 1 ) , o qual, Bendo limitado, não é um elemento de T(N. N* ) ,  tem-se 
que a norma não é uma aplicação contínua na topologia fraca. 

Sol. 15.7: Se ,(N, N*) fosse gerada por uma norma 1 1 1 , 1 1 1 , então a 
bola aberta nessa norma Bill ' III (O; 1) seria um aberto que conteria um 
8ubespaço (dim N = 00) vetorial U não-trívial (veja a solução do Exer
cício 15.6) ;  mas isto é impossível , pois se � E Bill 111 (0; 1 ) n U, com I I I� I I I  = 
1/2, então -1� E Bil l 111 (0; 1) ,  o que é um absurdo pois 1 1 I 4� 1 I 1 = 2. 
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Sol. 15 .9:  Os abertos básicos de T(X, Y) podem ser escolhidos na 

forma 

com {fI , · · ·  . in } C Y. 
a) Se i E Z' , então {ç E X : l i(ç ) 1  < I } = Ifr1 ( -00, 1 )  é um aberto 

que contém zero, logo contém U := U(O; fI , · · ·  . in: �) para algum � > O 
e algum conjunto { fI , · · ·  , in }  C Y. Se ç E X. então denotando por 
M = AI(ç) = maxl ::;;'Õn l i} (ç) l ,  se M ",  O tem-se que 

2
�
:1 E U =? j I (;1I�) 1 < 1 =? li (ç) i < �M. 

Se M(ç) = O então para todo t > O iJ (tç) = O, Vj; logo l i(t�) I < 1 , 

l i(ç) 1 < l/t e fazendo t -+ oc' segue que i(ç) = O e a desigualdade 

também é válida. 
b) De a) segue que se i E Z', então n�=l N(Ii ) C NU) para algum 

{fI , · · ·  , in } C Y e, pela Proposição 15.9, existem escalares aj . l :::; j :::; 
n, de modo que i = 'E.J=l aJ Ii  e i E Y .  

Sol. 16 .1 :  Seja (f} )  C S. A convergência Ii -+ f na métrica equivale 
à convergência de �n (Ii ) -+ �" (f) para um conjunto (�" ) denso em N* 
(veja a demonstração da Proposição 16.2) ,  e como S é compacto, ele é 
também limitado nessa métrica; agora aplique a Proposição 15.3. 

Sol. 16.2: Sendo (fn )  limitado, existe r > O de modo que essa 

sequência está contida no conjunto compacto BX' (O: r) na topologia. 
T(N' , N). Como ]l{ é separável . a correspondente topologia induzida 
nessa bola é metrizável (Proposição 16.3) e. logo. sequencialmente com
pacta. Pelo Exercício 16. 1 ,  essa convergência métrica é equivalente à 
convergência fracu" de sequências. 

Sol. 16.3:  Como S é reflexivo, tem-se que S** = B: como S é 
separável , segue que B é separável. logo S" é separável. Pela Pro
posição 12 .4 .  S* é Reparável . 

Sol. 16.7: t5n E t2 (1'\f)* = /2(N) . 15,, (6 , 6, " ' )  = çn . Para todo { E 
2 • w' l (N) tem-se ç(t5" ) = t5" ({) = ç" que se anula para n -> oo. logu t5" --+ 0. 
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Por outro lado, como 8n é "representado" por en (elemento da base 
canônica) em 12(l\l), tem-se 1 18n - 8k 1 l 2  = ,,'2 para todo n =I- k e (8n) nem 
possui subsequência de Cauchy em 12 (l\l) . 

Sol. 17.16: Se S(Ç-) = S(1)). então O = (S(€) - S(1)) , S(ç) - S(1)) } = 
(S(Ç-) , S(Ç- )} - (S(Ç-) , S(1))} - (S(1)) , S(Ç-) } + (S(1]) , S(1J) } = (Ç- , ç) - (ç, 11) 
(1) , ç-) + (1), 1) = I I € - 1)112 , portanto S é injctor e S-1 ; 7-l -+  7-l existe. 

Se S-I (6 ) = ç- e S-I (1)! l = 1J, como (S(ç) ,  S(1J) } = (ç, 1J) segue que 
(Ç-I ,  1)1 )  = (S-I (6) ,  S-I (1)I )} ; sendo S bijetor tal relação vale para todos 
os vetores do espaço. Nessa relação, se Çl = S(6) , então (S(6) , 1JI ) = 
(Ç2 , S- I (1)! l) ,  novamente para todos os vetores de 7-l. 

Agora, para todos 1), Ç- , ( E 7-l e a, b E !F, tem-se que 

(S(aç + b1]) , () (aÇ + b1], S- I (Ç) 
ü(ç, S- I (() } + b(1J, S-l (Ç) 
ü(S(ç) , () + b(S(1J) , () 
(aS(ç) , () + (bS(1J) , () 
(aS(ç) + bS(1)) , () , 

mostrando que S(aÇ + b1]) = aS(ç) + bS(1]) , ou seja, que S é linear. 

Sol. 18.14: Note que como IIS(ç) - S(1J) 1 I  = l Iç - 1J I I , escolhendo 1J = O 
obtém-se que I IS(ç) - S(O) I I = I lç l l , e V(ç) = S(ç) - 8(0) é uma isometria 
em 7-l. Por polarização real, 

expandindo os quadrados e usando que V é isometria, encontra-se que 
(V(Ç-) , v(1))) = (ç, 1]) . Como na solução do Exercício 17. 16, deduz-se 
que V é linear. 

Sol. 18.15: Se E é invariante por T, então para todo ç E 7-l, TPEÇ E 
E, o que leva a PETPEÇ = TPEÇ, e TPE = PETPE.  Agora, se essa 
relação vale, então para 1) E E, T1J = T PE1] = PET PgT/, o qual pertence 
a E. Portanto, T(E) C E. 

Sol. 19.14: Se n1) = O tem-se que O = I In1)I I  � cl l 'T/ 1 I e 1J = Oi assim n 
é invertível. Se 1] = Tb-1Ç-, então cIITb- lç- 1 1  ::; l Iç l l  e Tb-

1 é limitado. Agora 
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se ( E img Tb, existe nTJn -. ( , e da desigualdade na hipótese segue que 
TJn é de Cauchy Uá que nTJn é Cauchy) , logo convergente TJn - (. Sendo 
T contínuo, TE, = ( e ( E img Tb; logo img n é fechado. 

Sol. 20.4: Para T E B (1i) defina TR = (T + T*)j2 e TI = (T 
T* )j (2i ) j  é imediato que T = Tn + íTI e T* = TR - iT/ .  Se TR comuta 
com TI segue diretamente que T comuta com seu adjunto, logo T é 
normal . Agora , se T comuta com T* , então usando essa decomposição 
encontra-se -i(TRTI - T/TR ) = i (TnT[ - TITR) ,  e (TRT[ - T/TR) = O. 
Explicitando TT* = 1 = T*T e igualando as partes reais e imaginárias 

encontra-se a caracterização dos operadores unitários. 

Sol. 20.9:  a) Combine 

I ITE, 1 I2 - I IT*( 1 I 2  = (T(. T() - {T*(, T*() = (E,. (T*T - TT* )E,) 
com a Proposição 1 9. 1 L 

d) De ( 1  - T)E, = ( - TE, " em que E, E N(1  - T) se, e somente se. 
TE, = ( ; assim, img T :) N(I - T). Usando que Tl = T, se E, E img T. 
então E, = TTJ e TE, = T2'1] = TTJ = E,. mostrando que, de fato, irng T = 
N ( 1  - T) , logo um conjunto fechado. Como ( 1 - T)2 = 1 - T. de forma 
similar conclui-se que img ( 1  - T) = N(T). 

Sendo T normal, I IT( I I  = I IT*( I I e �(T) = N(T* ) .  Combinando 

as relações acima com N(T* ) = (img T).1 ,  tem-se que img ( 1 - T) = 
(img T).l e img T = (img ( 1  - T) )-'- .  Assim. 

(TE,. 1]) = (TE,. T'l + ( 1  - T)TJ) = (T(, TIl) 
= (E, - ( 1  - T)E,. TTJ) = (E" TI]) , 

e T é auto-adjlUlto, logo operador de projeção ortogonal pelo Teorema 
20. 1 1 .  

Sol. 2 1 .2 :  Partindo-se da definição de base ortonormal. bast.a combi
IIar a Proposição 3.-1 (ou seja, que 1i é separável se, e somente se, ele 
possui um conjunto contável (linearmente independente) total) com o 
processo dp Gram-Schmidt. 

Sol. 2 1 .5:  a) Seja (ç) J  ort.onormal em 1ij então lIçj - çk ll2 = 2 se 
j 1 1.., .  Portanto não possui subsequência de Cauchy. Pela Desigualdade 
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de Bessel, para todo ç E 'fi a série Lj I (€J '  €) 12 é convergente, logo 
(çj , ç) -+ O se j -+ 00; conclui-se que ç) � O. 

Sol. 21.10: Sejam f E 'fi*, {€n}nEJ uma base ortonormal de 'fi e ao = 
f(€,,) · Se JI denota o conjunto de índices a E J de modo qut' ao i- O, 
será mostrado inicialmente que JI é contável. COIl."lidere o subconjunto 
finito €) , ·  . , Çn e 82 = LJ=) laJ I2 ;  se cí > O, introduza ç := l/o l:j= )  aJ€j 
e, por Pitágoras. l Iç l l  = 1 e f(ç) = o; logo I I/ I I  2:: I/(€) I = o e no máximo 
n - 1 desses €,,'s pode sat.isfazer la,, 1 > I I/ II I  y'n. Disto segue que JI é 
contável. 

Restringindo J a JI e, para facilitar a notação, supondo que JI = !Ii 
(se JI é finito o argumento abaixo se adapt.a) , como LJ=l laJ 1 2  ::; 1 1/ 1 1 2  
para todo n ,  segue que L1=1 ãjçJ é sequência de Cauchy e converge 
a 1/ = L,;"' ãjÇJ ' Agora, para ç = La(Ço , Ç} ço (soma sobre conjunto 
contável) é fácil verificar que /(ç) = (1], €) . ou seja, / = 11) ' Portanto, 'Y 
é sobrejetora. 

Sol. 22.3: Sendo t >-+ (ç, tJ,{t)} mensurável para todo € E ?t, então se 
(VI) ) é uma base ortonormal (contável) de ?t, por Parseval 

seguindo que t >-+ 1 11/I(t) 1 12 é limite de mensuráveis, logo também é men
surável. Por polarização vem que t >-+ (l/>(t) , 1/!(t)) é mensurável. 

Sol. 22.9: Denote E = {ç E 'fi : U€ = O e F = {€ E ?t ; U*ç = O; 
verifica-se facilment.e que ambos são subespaços vetoriais fechados. Se 
ç E E, então Uç = ç, € = U'Uç = U'ç, e E C F. De forma análoga 
mostra-se que F C E; logo. E = F. 

Como E = N(l - U) c (1 - U) é normal, segue do Exercício 20.9 que 
E = (irng (1 - U))1. :  assim, ?t = E (E) img ( 1 - U) .  

Se  ç E E, então UJ€ = €, 'Vj E Z, e Tn€ -+ € . Se € E ímg ( 1 - U) , 
então ç := ( 1 - U)TJ e UJ€ = (Ul - UJ+) )1/, de forma que 
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Agora, se ç E gl = img ( 1  - U).  aproxima-se este vetor por uma 
sequência Çk = ( 1  - U)T/I .. em img ( 1 - U) ,  e da dffiigualdade triangu
lar sel-,ruc que o l imite acima também se anula para tais vetores. Como 
qualquer vetar ç E 1i se decompõe ç = PEÇ + PE�Ç.  o resultado segue. 

Sol. 22.13:  a) Sendo T(t) contínuo. vem que t ...... {T] .  T{t)ç} é men

surável. 

b) Como para cada ç E 1i. T(t)ç converge para t ..... 00, segue por 
Banach-Steinhaus que 111 = SUPtE[O,x) I IT(t) ! I  < x.; assim. 

{O:- (X M 
lo l I e-ó1Y(t) / /  dt ::; M lo e -ót dt = T ' 

e Jooc, e-ótT(t)ç dt está bem-definido (Proposição 22.8) .  
Agora, para cada E >  O existe s E R com I I (S  - T(t» t; 1 I  < E se t > .�. 

Assim, a integral c5 Jo:>O e-6tT(t)t; dt iguala-se a 

c5 L' e-ótT(t)t; dt + c5[
X 

e-ót (T(t )  - S)ç dt + ó[X e-ótSt; dto 

Para c5 -> 0+ a primeira integral se anula . A segl1Dda integral 

enquanto a terceira imegral 

com'erge fi St; para c5 ..... 0+ .  Seudo ê > O arbitrário. segue o resultado 

proposto. 

Sol. 24.3: É uma consequência direta do Teorema 2.2.  

Sol. 24.6: a) Como /VI = U�I B(O: ) ) ,  ve m  que para T : NI --> N2• 
img T = U�I T(B(O: ) ) .  Para concluir o exercício, basta mostrar que 
p,U'fi cada .i E N o conjunto T B( O: J )  po::;sui um subconjunto contável 
denso. 

S(' T (> compact.o. T B(O; ) é totalmente limitado; assim, para cada 
ln E N ele pode ser coberto por um número finito de bolas abertas 
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de raio 11m, centradas em pont.os de TB (O ; j ) . A união dos centros 
dessas bolas abertas para todo m E N é um conjunto contável denso 
em TB (O; j) .  

Sol. 24.12:  Note que na  demonstração da  Proposição 12 .6 os operado
res T} sào de posto um, logo compactos. Portant.o, aquela demonstração 
usa apenas o fato de Bo(Nl tN2) ser completo para concluir que N2 é 
completo., Em resumo, apenas substitua B(N1 ,N2) por Bo(N1 , N2) na
quela demonstração. 

Sol. 24.13: Considere, para facilitar a notação, L2 [0, 21l"J ; então a 
sequência V'n (t) = emt IJ2ri, n E N, é ortonormal e converge fracamente 
a zero; como 1IA1<1>'l/'n Il2 = 1 Ic/J(t) 1 1 2 =I O, para todo n, A1",l/Jn não converge 
a zero e esse operador não é compacto pela Proposição 24.9. 

Sol. 25.3: Para TJ E & tem-se TTJ E N e TTJ E N" .  Assim, para todo 
9 E N*, (7"'g) E &* e como 

TTJ(g) = g(TTJ) = (1"'9)(17) = ií(1"'g) = (TaaiJ) (g) ,  

conclui-se que TTJ = T8aií. 

Sol. 25.4: Sejam T de posto finito e {6, ' "  ' �n }  uma base ortonormal 
de img T. Assim, para todo � E 1í tem-se T� = 2::;'=1 aj�} e segue que 
a] = (�j , T�) = (T'�] , �) ; denotando TJ) = T"�} , encontra-se a forma 
geral de operadores de posto finito em espaços de Hilbert 

n 

T· = L(TJ} , ')�] '  }=I 
Desta expressão segue que T" ·  = '[.;':1 (�J '  · )TJj ·  

Suponha que {TJ1 . · - .  , TJn} é linearmente dependE'nte; pode-se supor 
� n - I  A '  que TJn = L-j= 1 c}TJ} . S81m, 

n n - I  
T� = L(TJ} , �)�} = L(TJJ ' �) (�} + a}�n ) ,  

j= 1 ]= 1 
e dím img T::;(n- l ) ;  esta contradição com a hipótese de que dim img T= 
n, mostra que {TJ1 , . , , • TJn } é linearmente independente e dim img T* = 
n .  



Sol. 25.8:  Se T E B (C(X» ,  então para quaisquer 

{Çb ' "  , çn } C X e {fI . . .  · , ln } C C(X) ,  
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O operador (Tn1jJ) = 2:J=I (T1,iJ)(çJ ) Ii , ·ljJ E C(X) ,  pertence a Br(C(X)) .  
Se T é compacto, então TB(O; 1 ) é limitado e equicontínuo, assim 

para quaisquer é > O e ç E X existe B(çj T{ ) de forma que para todo TJ 
nessa bola I (T1,iJ) (ç) - (T1jJ) (TJ) 1 < é, "<li!; E B(O; 1 ) .  Sendo X compacto, 

ele é coberto por um número finito dessas bolas X = U1=I B(Çj j Tj) .  
Tomando {fI " "  , ln } como a partição da unidade associada a essas 
bolas (ou seja, O ::; IJ ::; 1 ,  Ii = O fora de B(çJ ; TJ ) e, para todo ç E X, 

2:J=1 fj (ç) = 1) tem-se, para 1,iJ E B(O: 1 ) .  

n 

I (TnlP) (ç) - (TlJl) (ç) 1  = I L (Tt:,) (çJ ) Ii (ç) - (T1,iJ) (ç) Ii (ç) I 
J=I 
n 

::; L I (TJ,J) (çj )  - (T�r')(ç) 1  IJ (ç) ·  
J= I 

Lembrando que Ii (ç) "I O só pode ocorrer se ç E B (çjj rj ) ,  vem que 
cada termo na última soma é nulo, com a possível exceção de apenas 

um deles que é < éj portanto, I ITnt:· - Tti' l I < é, Vtj, E B(O; 1 ) .  mostrando 

que I ITn - Til ::; é, e Br(C(X)) é denso em Bo(C(X». 

Sol. 27.5 :  Pelo Teorema 27.6, se ..\o E p(T) e IIRÀo (T) II IÃ  - Ão l < 1 , 

então Ã E p(T) .  Assim .  se Ã E a(T) . necessariamente I IR.\o (T) II IÀ-..\o1 ;::: 
1, ou seja, 1 

I I R,\o (T) I I ;::: lÃ _ Ão l ' 'rI>. E a(T) ,  
e m  particular val e  o que pede o exercício (lembre-se que a(T) "1 0) .  

Sol. 28. 1 :  Seja S = T) T2 · . .  Tn . S e  cada Tj é invertível em B(8), é 
claro que S- I = T;; 1 . • •  TI- I  existe e é limitado . Agora suponha que 

S- I E B(8) ; então 

são l im itados e inversas à esquerda e à direita de TI, respectivamente 
(basta fazer o produto para verificar isto) . De forma similar para Tj , 
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] :2: 2.  Ocorre que se um elemento 'U possui inversa à esquerda 'Ue e 
também à direita 'Ur, es5es elementos inversos coincidem. De fato, tem
se UUd = 1 e UeU = 1 ; multiplicando-se adequadamente essas relações 
por Ue e Ud obtém-se 

Sol. 28.15: Como (Tn)*  = (T* )n , é claro que 1"" também é normal 
se T o for. Nesse caso, como 0'(1"") = O'(T)n , 

1 1m I I  Tq(m) = sup{ IÀ I  : À E O'(m) } = sup{W I : À E O'(T) } 
(sup{ IÀ I : À E O'(T) }t = Tq (T)n = I ITl ln . 

Sol. 29.5: Se existe tal (çn) .  então À não pode pertencer a p(S) ,  pois 

teria-se 1 = l Içn l l  = I IRÃ(S)S,\çn l l  ::; I IRÃ(S) II I ISÃçn l l  -+ O para n -+ 00 . 
Se À é ponto de fronteira de 0'( S) (então pertence ao espectro, pois 

esse é fechado) , então exíste (Àn) C p(S) , Àn -+ À. Como pelo Coro
lário 27. 10 I IRÃ. (S) I I :2: l/d(Àn , O'(S» , pode-se associar uma sequência 
sem elementos nulos (17n) C 1í de modo que 

e simultaneamente com Çn = RÃ. (S)17n normalizado. Assim, 1 = l I çn l l  = 
I I RÃ. (S) n:w " I l17n l ,  e segue que l 117n l l -+ O; assim, 

I I SÃçn l l  = l 117n + (Àn - À)çn l l  ::; l117n l l + I Àn - À I -+ O . n -+ 00 . 

Portanto, (çn) é a sequência procurada. 

Sol. 29.10: d) Seja S = 1 + ÀT2 (À 2: O). Para todo ç E 1í tem-se 

que I ISç l l 2 = l Iç l l 2 + À2 1 1�ç1l 2 + 2À(Tç, Tç) :2: l Iç l l 2 . Do Teorem!t 29 . 1  
conclui-se que O ri: O'(S) .  logo (1 + ÀT2) 1 E B(1í) para todo À ? O. 

e) Idêntica à parte d),  pois o fato importante foi que T2 é positivo, 
o que também ocorre com T*T e TT* . 
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Sol. 29.13:  Se existe êo > O com J1.«(/>- 1 D(>'; êO» = O, então Q :;::; 
M1/(q,->.) satisfaz [denotando n' = n \ rP- 1B(>'; éO)] 

I IQ1/I 1 I �  k / <jJ(t)l- >. /2 11jJ(t) 1 2  dJ1.(t) 

k, / <jJ(t)l- >. r 11Ó(t) 12 dJ1.(t) 

::; f 12 1i;1(tW dJ1.(t) ::; � 1 I 1/' I I� ,  \11/1 E L�(n). ln' êO êO 

mostrando que Q é limitado com I IQ I I  ::; I/éo, e como QM(�_>.) 
M(q,_>.)Q = 1 , segue que .>.. E p(Mó). 

Agora, se >. E p(Mç,) existe um operador limitado R (não-nulo) de 
forma que RM(ó->.) = M(<I>_>.) R = 1: assim, para toda 1/.' E L� (n) 
tem-se I IlP I I 2 ::; I IR II2 I 1M(q,_>.)'l/'f,  ou seja,  

O ::; k ( 14)(t ) - '>"12 - 1 I�1 I 2 ) Iv(t) 12 dJ1.(t) . 
concluindo-se que I/ I IRI I ::; I(/>(t) - >'1 p-qtp;  em outros termos, esse 
resultado diz que p(4)- 1 B(>'; I / II R I I» = o. 

Sol. 30.2: iv.) Seja T E  Bo (8):  se zero não pertence ao espectro de T, 
então T- l = Ro(T) E B (8) e 1 = TT- l é um operador compacto; então 
E(O; I) = l (D(O; I »  é um conjunto compacto e, portauto . dim 8 < 00. 

Sol.  30.20: Como S é auto-adjunto. seu espectro é real; por isso reg
tringe--se a >. E ]R. Tomando uma sequência Zn ....,. >.. com 1m Zn � O. 
tem-se que 

por continuidade. logo. pelo Teorema 24. 1 1 ,  AR>.(T)A* é compacto para 
todo ,\ E p(T) : note que é também auto-adjunt.o para >. real. 

Por hipótese. ( 1  + AR>.(T)A* ) não possui inversa em B(1t ) ,  entiK 
- 1  E u(AR.\ (T)A* ) e por compacidade deste operador é autovalor 
assim, existe O =I- { E 1t em que -ç = .4R>.(T)A*{ = Ar7. send( 
O =I- r] = R.\ (T)A*ç. Agora, 

S.\r] = T.\"7 + A* Ar] = T>.R>. (T)A*{ + A*(  -ç) = O, 
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mostrando que TI é autovetor de S a.�sociado ao autovalor À.  

Sol. 30.21: Se À E a(T + A) n p(T) , então À E lR e, da relação, 

T + A - À1 = (T - À1) [1 + RÀ(T)A] 

segue que -1 é um autovalor do operador compacto e auto-adjunto 
RÀ (T)A (pois RÀ(T) E B(1t) e À E lR) , e o núcleo de T + A - À1 não é 

trivial, ou seja, À é autovalor de T + A. Note que a comutatividade entre 
T e A só é usada para concluir que R), (T)A é auto-adjunto, mas, de fato, 
esta solução vale mesmo sem a hipótese de comutatividade (basta saber 
que, excetuando o zero, o espectro de qualquer operador compacto é 
formado exclusivamente de autovalores) .  

Sol. 30.22: Denote por �) os autovetores de T = E] À] p] .  e S = 
Li A PJ '  Seja Q um operador compacto positivo com Q2 = T; 
pretende-se concluir que Q = S. Da relação QT = QQ2 = Q2Q = TQ e 
do Lema 30. 1 1 ,  tem-se que Q�j = q]�] , para todo j (q] são os autovalo
res de Q), e isto implica que QS = SQ. Como (S - Q) é auto-adjunto, 
ambos os operadores RI = (S - Q)S(S - Q) e R2 = (S - Q)Q(S - Q) 
são positivos e 

logo, pela Proposição 19. 1 1 ,  RI = R2 = O. Agora 

(S - Q)4 = (S - Q)(S - Q)3 = (S - Q) (RI - R2) = O, 

e. pela Proposição 20.7zt.), segue que 

Portanto Q = s. 
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