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Resumen

El objetivo de esta tesis es estudiar el grupo algebraico Aut(X) de los automorfismos
de una variedad térica (X, Ox) (completa) sobre un cuerpo K algebraicamente cerrado y
de caracteristica cero y que siempre estd asociada a un tnico abanico A (en general no
simplicial) de conos cuyas aristas (generadores de los conos de dimensién 1) estdn en un
reiculo N, por lo que escribiremos X = X (N, A). El conjunto finito de las aristas es A;.
Su toro maximal es T' = Spec K[M] donde M = N*.
Demostramos que Aut®°(X) (que es su componente conexa en la identidad) es el producto
semidirecto del radical unipotente y de un grupo reductivo. Nos referiremos a ellos como
parte unipotente y parte reductiva. Ademads se demuestra que el radical unipotente es
el producto semidirecto de grupos aditivos y se calcula, en términos de A;, la cantidad
minima de grupos aditivos en cuyo producto semidirecto puede descomponer el radical
unipotente y se dan explicitamente tales grupos aditivos. Se demuestra que la parte re-
ductiva es el cociente por un grupo multiplicativo del producto directo de grupos lineales
que también se calculan y dependen sélo de A;. Ademads se calcula como opera la parte
reductiva sobre la parte unipotente y sobre cada uno de sus subgrupos aditivos. También
calculamos las raices en T' de cada uno de estos subgrupos y sus algebras de Lie.
Demostramos que el cociente del grupo Aut(X) por su componente conexa es un grupo
isomorfo a cierto subgrupo del grupo finito de la permutaciones en A; que no afectan al
abanico A, médulo aquellas que permutan raices parejables 6 semisimples. Estos resulta-

dos se presentan en el Teorema de estructura 8.1.



Introducciéon

Existe una apreciable literatura sobre las variedades toricas como parte importante
de las variedades algebréicas. Las referencias habituales son [19], [4] y el libro de Fulton
[8]. No ocurre igual con la busqueda de teoremas de estructura que permitan clasificar el
grupo de automorfismos de una variedad térica y en este sentido la referencia es el trabajo
de D. Cox [2] en el que supone que X es simplicial. También indirectamente T. Oda [18]
en la busqueda de grupos de Cremona y M. Demazure [5] en la de sistemas de Enriques
saturados y subgrupos del grupo de Cremona, bajo el supuesto de X variedad térica no
singular, tratan este problema.

Oda ([18], p. 140) afirma que, para X no singular, Aut®(X) estd generado como grupo,
por el toro T'y por los automorfismos de los grupos uniparamétricos asociados al conjunto
R(A) de raices del abanico segin la definicién de Demazure (Definicién 4, p.572 [5]); esto
significa que todo automorfismo se puede poner como composiciéon de tales automorfis-
mos, pero en numero y orden indeterminados.

Dice que ademds Aut®(X) es producto semidirecto del radical unipotente por un subgru-
po reductivo. El radical unipotente, como subgrupo, no lo calcula pero dice que es como
variedad de dimensién igual al nimero de elementos del conjunto R*(A) de las raices no
parejables (no semisimples) del abanico y que como variedad estd generada, en este caso
si, por el producto ordenado de los grupos uniparamétricos asociados a las raices R*(A).
Afirma que el subgrupo reductivo tiene como raices del grupo en 7' a las raices parejables
del abanico, que denotamos R*(A). Estas afirmaciones son ciertas y no sélo como varie-
dades sino también como grupos algebraicos y se cumplen para cualquier variedad torica
completa X no necesariamente no singular ni simplicial, como se demuestra en esta tesis.
T. Oda se refiere a este enunciado como ”Teorema de estructura de Demazure” y remite a
la, proposicién 11, p. 585, [5]. En ese trabajo M. Demazure no intenta dar un teorema de
estructura para Aut X sino determinar para X no singular, las condiciones para que un
subconjunto R C R(A) sea un sistema de enriques saturado y la condicién que enuncia
(teorema 4, p. 577, [5]) es que exista un subgrupo afin conexo en Aut X cuyas raices en
T sean R; en el caso R = R(A) el subgrupo seria el propio Aut°X y esto traducido al
lenguaje de esta tesis significa que el tangente en la identidad a Aut X es como T'—mddulo
no nulo sélo en los a € M tales que o € R(A).

La demostracién en dos partes de este teorema (una parte es el lema 6. p.577 y la otra



el punto B. p. 579, [5]) junto con la citada proposicién 11 dard el enunciado de T. Oda
al que nos estamos refiriendo. En el punto B. p. 579, [5], enuncia lo relativo a la parte

reductiva y no da una demostracion, pero si un esquema de ella.

En el supuesto de X no necesariamente no singular pero si simplicial, es decir, los
conos del abanico estan generados por vectores Q—independientes, D. Cox da enunciados
similares. Tanto M. Demazure en el caso no singular como D. Cox en el caso simplicial,
calculan el grupo finito Aut X/Aut®°X (proposicién 11, p. 581, [5] y corolario 4.7, [2]).

D. Cox también utiliza los grupos uniparamétricos de automorfismos asociados a las
raices pero no como automorfismos en X sino en un élgebra graduada que llama anillo de
coordenadas homogéneas a la que nos referiremos como dglgebra de Coz, Ac, que ya habia
sido definida por V. Danilov (ver [4] y [18], pg. 133-134) como el dlgebra simétrica asociada

al Z—moédulo Divyp(X), en adelante A,,_; de grupo multiplicativo asociado T4 de los

net
divisores de Weil T'—invariantes, pero con otra graduacién diferente a la que utiliza Cox;
mientras que esta no depende del abanico inicial A, la que da Danilov es la del anillo de
Chow que si depende de él y por tanto de la variedad X.

D. Cox demuestra, en el caso simplicial, que los abieros afines que recubren el esquema
X son ciertos invariantes de Spec A¢ por la accién de Ty, , y deduce que Aut®°X es el
cociente AutyAc/Ts

como producto semidirecto de su radical unipotente y un producto de grupos lineales

.. ([2], teorema 4.2) y calcula Aut,Ac, sin la hipdtesis simplicial,
que es su parte reductiva, como puede verse en la proposiciéon 4.3 de [2] y [3]. A mi
parecer la demostracion no es correcta 6 al menos es incompleta porque como explico en
la observacion 18 lo que demuestra es que el pretendido radical unipotente es el conjunto
de ciertas matrices unipotentes, pero no determina exactamente cuales y no demuestra que
el producto de tales matrices sea una de ellas, de modo que el conjunto sea un subgrupo
del grupo lineal. El resto de enunciados referidos a Aut°X los basa en la determinacién del
radical unipotente de Aut,Ac y como considero que no estéd suficientemente demostrado,
aunque los enunciados de Cox en [2] y [3] son correctos, me referiré a ellos en tal sentido.

Por tanto podemos resumir que lo conocido hasta la fecha, al menos que tengamos

conciencia de ello, es:

s T,(Aut X) cuando X es no singular es un T—modulo graduado no nulo en los
grados o € R(A)



s Aut®°X es producto semidirecto de su radical unipotente y un subgrupo reductivo

G (teoria general de grupos algebraicos afines, [1], propos. 5.4.1)

» En el caso no singular, Aut°(X) estd generado por el toro Ty por los auto-
morfismos de los grupos uniparamétricos asociados al conjunto R(A) : El radical
unipotente es isomorfo como variedad al producto de los grupos uniparamétricos
asociados a las raices no parejables y el subgrupo reductivo simplemente esta ge-
nerado por los automorfismos de los grupos uniparamétricos asociados al conjunto
R*(A) de las parejables

» En el caso simplicial (no suficientemente demostrado), Aut®(X) estd gene-
rado por el toro Ty por los automorfismos de los grupos uniparamétricos asociados
al conjunto R(A)

= En el caso simplicial Aut°X ~ Aut,Ac/T4, ,

» En general (no suficientemente demostrado), el radical unipotente de Aut,Ac
estda generado por los automorfismos de los grupos uniparamétricos asociados al
conjunto R*(A) y es isomorfo como variedad a un espacio afin de dimensién igual
al nimero de elementos en R*(A), mientras que su parte reductiva es el producto

de grupos lineales cociente por un toro

» El grupo finito Aut X/Aut°X en el caso simplicial (suponiendo cierto que los
automorfismos que llevan el toro en el toro sean téricos) es el cociente del grupo de
automorfismos Z—lineales que conservan el abanico A por el subgrupo de Weyl de

G que esta generado por ciertos automorfismos asociados a las raices parejables

La aportacion de esta tesis, concentrada en el teorema final de estructura, teorema
8.1 es:

» Se generaliza lo anterior a toda variedad térica completa X = X (N, A)

= Se calcula el radical unipotente como subgrupo de Aut®°X demostrando que es pro-
ducto semidirecto de grupos aditivos que ademads son subgrupos normales en todo
el grupo, dando de antemano la cantidad minima de ellos en los que puede descom-
poner y la férmula explicita de la operacion interna. En particular se demuestra que

esta generado como grupo por el producto de los grupos uniparamétricos asociados



a las raices no parejables y se dan los subgrupos uniparamétricos que generan cada
subgrupo aditivo de la descomposicién. Ademaés se calculan sus respectivas algebras
de Lie

= Se calcula el radical de Aut°X que es el producto semidirecto del radical unipotente
antes calculado y el toro maximal del radical que es el toro asociado al cociente de

M por el submédulo generado por R*(A)

= Se da la operacion de la parte reductiva sobre la parte unipotente dando la operacién
(luego la representacion lineal) de cada subgrupo lineal de la parte reductiva sobre

cada subgrupo aditivo de la parte unipotente

En esta tesis también utilizamos un algebra graduada A’ a la que llamamos dlgebra de Cox
generalizada que permite facilmente recuperar el cuerpo de fracciones K (X) y deducir que
Aut®° X es el cociente de los automorfismos graduados de A’ por un toro y demostramos
que tales automorfismos coinciden, salvo un toro, con los automorfismos graduados de
Ac deduciendo en particular la equivalencia entre Aut®°X y Aut,Ac sin necesidad de la
hipétesis simplicial. Este trabajo se desarrolla en tres grandes bloques: Uno consiste en
reducir el célculo de Aut X al de Aut,Ac; otro consiste en dar un teorema de estructura
para Aut,Ac y por tanto para Aut X. Utilizamos la equivalencia entre subgrupos norma-
les conexos y sus dgebras de Lie ([12], teorema 13.1) que dependen del espacio tangente
al grupo en el elemento neutro. Para poder utilizar este resultado, dedicamos un tercer
bloque a calcular las derivaciones del anillo (haz) Ox de la variedad térica y de un algebra
graduada, con las que es mas facil trabajar porque dependen de las condiciones iniciales
de X,y a demostrar que tales derivaciones, con su estructura de algebra de Lie graduada,
coincide con el dlgebra de Lie del grupo Aut(X) y de automorfismos graduados respec-
tivamente. A lo largo de todo el desarrollo esta presente el concepto de raiz, introducido
por M. Demazure (ver [5], p. 572) como caso particular de Sistema de Enriques saturado;
en la definiciéon, Demazure incluye una tercera condiciéon con respecto a la definicion que
en general se da después y en este trabajo aunque en el caso regular coinciden porque
esta tercera condicién se deduce de las dos anteriores ([5], nota p. 572) y por tanto es una
propiedad que se tiene en el caso regular pero no en el general que tratamos. No tener
esta propiedad dificulta el célculo del grupo finito Aut X/Aut®°X que solventamos con la

proposiciéon 8.9.



El desarrollo por capitulos con los resultados mas relevantes es el siguente:

El capitulo 1 se dedica a fijar los conceptos iniciales y a los elementos bésicos de
una variedad térica. En el teorema 1.4 se demuestra que toda variedad torica es del tipo
X =X(N,A)

En el capitulo 2 se calcula el grupo A,_; de las clases de los divisores de Weil
T—invariantes. Primero se ve en el teorema 2.6 cudles son las subvariedades cerradas
integra de los abiertos afines, que son invariante por el toro 7'y en el teorema 2.8 se

calculan las hipersuperficies T' — invariantes de X

En el capitulo 3 se calculan las derivaciones en el anillo de una variedad térica afin y
de la variedad térica completa X; esto se hace respectivamente en los teoremas 3.8 y 3.1
demostrando que si D = Der (Ox,Ox)) es el haz de derivaciones sobre X, entonces las

secciones globales de D son el subespacio vectorial de M* @ K[M] :
I'(X,D) =

(M* ®z K[Sa]) + Z{xm.DU: me M, vim)=—-1ye(m)>0Vv#eec A}

vEA]
En el capitulo 4 se demuestra la equivalencia entre espacio tangente y derivaciones:
Teorema 4.6 Sea G = AutX el grupo de automorfismos de la variedad térica X
y K[G] su anillo de funciones. Entonces el morfismo funtorial f : G — F define un

isomorfismo candnico entre los espacios vectoriales M — graduados

G = Derg(K|[G], K) = ®acmGa L Derg(Ox) = ®acmDa

tal que f(G.) = D_, v ademés conserva los paréntesis de Lie:
fID,E]=[fD,fD|¥ D, E€g

Diremos por tanto que G y Dergk(Ox) son algebras de Lie M — graduadas canénicamente
isomorfas y las denotaremos T.G.

El hecho de que f(ga) = D_,, habida cuenta de que las raices o definidas por Demazure
son las —a tales que D_, # 0, prueba que en efecto las raices de Demazure son los grados
en M no nulos del espacio tangente al grupo, definido como las derivaciones en K de su

anillo de funciones, tal y como afirma Demazure en el caso no singular.



El teorema 4.7 ofrece un resultado similar cuando el grupo de automorfismos es el de un
algebra graduada.

El capitulo 5 se dedica a la construccién (simplificada) del anillo de Cox y del anillo de
Cox generalizado; se calculan sus grupos de automorfismos graduados y sus algebras de

Lie. Lo primero se hace en el corolario 5.5. Después se da un resultado fundamental que es:

Teorema 5.8 El grupo Autzs A’ es el producto semidirecto AutgAc x T(B) donde
T(B) es un toro contenido en el toro maximal inicial 7' = T'(M).
Este teorema y el corolario 5.9 reduce el célculo de AutzsA’ al de Aut,Ac y la relacion
con el objeto de estudio Aut X se ve en la seccién siguiente. En el teorema 5.10 se calculan
las algebras de Lie de Autzs A"y AutgAc.

En el capitulo 6 se demuestra la equivalencia entre Aut® X y los automorfismos gra-
duados del anillo de Cox generalizado médulo un toro, de donde se deduce la equivalencia
entre Aut® X y los automorfismos graduados del anillo de Cox, lo que es clave y funda-

mental en este trabajo. Esto se enuncia y demuestra en el teorema 6.8 y corolario 6.9

En el capitulo 7 se calcula el grupo de automorfismos graduados de Ax dando las
partes unipotente y reductiva. Se demuestra cémo descomponer el radical unipotente en
producto semidirecto de grupos aditivos dando un invariante que es el niimero menor de
tales subgrupos en los que se puede descomponer. La parte reductiva se demuestra que es
el producto de grupos lineales y se demuestra cémo la segunda opera sobre la primera y
lo hace operando cada subgrupo lineal de la parte reductiva en cada subgrupo aditivo de
la parte unipotente.

Mientras que Demazure, Oda y Cox basan sus demostraciones en los grupos uniparamétri-
cos de automorfismos asociados a cada raiz y tal vez por el desconocimiento previo de
estos textos, la forma de proceder en este trabajo es la opuesta; cada automorfismo se
corresponde con una unica derivacion hasta el punto de dar una estructura de grupo al
espacio vectorial de las derivaciones (las asociadas a raices no parejables) y este grupo, al
que denotamos (Der*Ox, o), va a ser el subgrupo de los correspondientes automorfismos
que denotaremos 1+ A, como se ve en el corolario 7.12. Los resultados més relevantes de

este capitulo son:

» En el teorema 7.10 y corolario 7.11 se demuestra el el grupo 1+ A, que a la postre
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va a ser el radical unipotente de Aut,Ac y también de Aut X, estd generado por los

grupos uniparamétricos de las raices no parejables

» En el teorema 7.14 se demuestra que 1 + N es unipotente viendo que es resoluble

por subgrupos normales cuyos cocientes son aditivos

» En el teorema 7.15 se demuestra que 1 + N es el producto semidirecto de grupos
aditivos en cantidad minima e igual a [(A;) definida como la mayor de las longitudes
de los elementos de A; con el orden definido en 99 y sélamente es abeliano si tal

cantidad es uno, es decir, cuando es un grupo aditivo

= En el lema 7.17 se calculan los &lgebras de Lie de los grupos que van a ser el
radical unipotente, la parte reductiva y también de los subgrupos aditivos en los

que descompone el radical unipotente
» En el teorema 7.18 se prueba que efectivamente 1 + N es el radical unipotente

= En el teorema 7.19 se prueba la Existencia de parte unipotente y parte re-
ductiva:
AutyAc =14+ N x Auty Ao

donde Aut,.Ac se define en la pagina 94

= En el teorema 7.20 se calcula la parte reductiva de Aut;Ac como producto de
grupos lineales y en el corolario 7.21 se da la estructura de Auty;Ac como producto
semidirecto por un lado de grupos aditivos que es su parte unipotente y por otro
del producto directo de grupos lineales que es su parte reductiva y se describe la

operacion interna en el radical unipotente

» En el teorema 7.23, la proposicién 7.26 y el corolario 7.25 se demuestra la operacién
de la parte reductiva sobre la unipotente dando la operacién de cada subgrupo lineal

de la parte reductiva en cada subgrupo aditivo de la parte unipotente

Este resultado va a ser exportable a Aut°X gracias a los teoremas 5.8 y 6.8 que dan

la relacion entre Aut®X y Aut; Ao y al corolario 7.31 que afirma que el grupo T, _, es un

n—1

subgrupo del toro Spec K[Z*] que como subgrupo de la parte reductiva opera en R, por

la identidad. Esto ya se ve en el capitulo siguiente.
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En el capitulo 8 se enuncia el teorema 8.1 que consiste en traducir a Aut X los resul-
tados dados en el capitulo anterior para Aut,Ac; su escueta demostracién es poner las
referencias de los resultados convenientes de los capitulos anteriores, salvo el grupo finito
Aut X/Aut® X que se calcula en la seccién 8.1.

Se concluye con el capitulo 9 dando ejemplos con los que se muestran como funcionan
los algoritmos concretos para calcular los elementos descritos en las secciones anteriores.
En cada caso concreto es més facil obtenerlos sin aplicar las formulas generales de la teoria;
en algunos de ellos las aplicamos para mostrar su correcto funcionamiento y en otros lo
hacemos de manera particular mas sencilla. El primero de los ejemplos es de superficies
regladas, en concreto suferficie de Hirzebruch y se obtienen los resultados de las dos
maneras, con las férmulas generales y de forma particular.

Otro de los ejemplos es el cono en el que se demuestra que en la parte reductiva no ocurre
como en la unipotente, que sea el producto de los grupos uniparamétricos, en este caso

de R*(A), estd generada por ellos pero no es el producto como variedad.
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1 NOTACION Y DEFINICIONES 14

Capitulo 1

1. Notacion y definiciones

Sea S un semigrupo abeliano y para K un cuerpo algebraicamente cerrado la K —
algebra
KI[S] = {Z Nax® 1 A € K todos nulos salvo finitos}

ses
., ’ ’ .
con la operacién z°.2% = 5% . El morfismo s ~» x*® define S < K[S] como subsemigrupo

y V K — algebra B con la estructura de semigrupo con el producto se cumple:
Homgemig(S, B) = Homp_g,(K[S], B)
Por tanto K[S] es el representante del funtor sobre la categoria de K — algebras
F(B) = Homsemig(S, B)

Sea M = G(S5) el grupo generado por S y supondremos que es Z — médulo libre y su
rango es n. En particular S C M no tiene torsién y por tanto K[S] es integro.
Definicién: Se dice que S es finito generado si 3 sucesion exacta N — S — ( para algin

p €N

Proposicién 1.1. Son equivalentes:
1. K[S]es noetheriano
2. S es finito generado
3. KI[S] es de tipo finito

Demostracién: Todo es trivial salvo 1 = 2, luego supongamos que K[S] es noethe-
riano. Sea S* C S el subsemigrupo de invertibles y el ideal de K[S] ps = {>_ cq 5+ As?°}
que por hipétesis es finito ngenerado = pg = () + -+ + (2°) y entonces S = S* +

(€1,...,€ep)n y se acaba porque S* es un Z — médulo libre de rango finito.

O
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Definicién: Decimos que S es saturado en M cuando cumple:
{a € M : na € S para algin n € N} C S

Si S es saturado = K[S] es integramente cerrado y como también es integro = K[S] es
normal.
Definicién: LLamaremos variedad torica afin a la variedad algebraica normal Spec K|S]

donde S es un semigrupo que cumple las siguientes condiciones:
1. Es finito generado
2. El grupo M = G(S) que genera es un Z — médulo libre de rango n
3. Es saturado en M
Un ejemplo de tales variedades son las definidas por conos y como veremos a continuaciéon
son las tnicas.
1.1. Variedad térica afin de un cono

Sea N un reticulo, esto es, un Z—modulo libre de rango n y consideremos el grupo
M = Homy (N, Z)

Se denotard por V = Ng el espacio vectorial de dimensién n asociado a N y V* = My

serd su espacio vectorial dual. Sea el cono

g = <1]1,. .. ,’Uk>Q+
que supondremos racional es decir, v; € N. Su cono dual es
o' ={weV':wkv)>0 Vveos}

que también es racional. Por tanto se tiene 0¥ = (us, ..., u,)q, con u; € M Vi. Supondre-
mos que o es fuertemente convezro esto es, 0¥.Q = V* o equivalentemente, o N (—o) =0,
que es la menor cara del cono. Se dice que o es simplicial si el sistema minimo de vec-
tores generadores del cono es linealmente independiente. Se dice que o es regular cuando
ademas de simplicial, tal sistema minimo de vectores forma parte de una base del reticulo.

Obviamente si o es regular y 0.QQ = V entoces tendremos una base del reticulo y el dlgebra



1 NOTACION Y DEFINICIONES 16

multigraduada K[S,] donde S, = ¢ N M consiste en el anillo de polinomios.

El hecho de que sea fuertemente convexo es importante porque implica que las direcciones
dadas por los generadores fundamentales v; € o son la intersecciéon del cono con algin
hiperplano a soporte es decir del tipo v No para algtin u € ¢¥. También el resto de caras
de o son 7 = ut Mo para cualquier u € (7-No")° el interior topoldgico de la cara 7-NoV.

Ademas toda cara de ¢V es del tipo 7 N ¢" para una tnica cara 7 C ¢ y se cumple
™V =0"4+Qy.(~u) para T=u"No

En particular las hipercaras de ¢" son el ortogonal de los generadores v; de 0. Considere-
mos ahora el subsemigrupo
S, =c'NM

que cumple las condiciones de la definicién dada de variedad térica afin; en efecto:
1. S es de tipo finito por el Lema de Gordon [§]
2. G(S) = M porque o es fuertemente convexo y por tanto Q.c¥ = Mg
3. S es saturado en M porque ¢V es la interseccién de semiespacios

Ademés se cumple el reciproco (ejercicio [8]):

Proposicién 1.2. Si S es un semigrupo abeliano que comple las tres condiciones anterio-
res entonces 3 v : M — Z% morfismo de Z — médulos tal que para cada i € {1,...,d} la
correspondiente coordenada x; : Z¢ = 7 con x;(a) = a; y v; = x;ov € Homyzy(M,Z) = N
el cono

o= (v1,...,va)0, CM®;Q= My

es fuertemente convexo y S = S,

Demostracién: Sea {ej,...,eq} = {e;} un sistema generador de S y el cono 7 =
({ei})g,. Como M =S -85 = M = ({e;})zy Mg = ({e&;})o = 7+ (—7) y por tanto
o = 7V es fuertemente convexo. Resta ver que S = ¥ N M es decir, ver que S = 7N M.
Una contencién es trivial y para la otra, por el teorema de Carateodory todo elemento de
TN M esta en ({e;})g, luego multiplicando por un natural esta en S'y se concluye por la
hipétesis S saturado en M.

O
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A partir de ahora una variedad térica serd Spec K[S] para S = S,, con o cono fuértemente
convexo y M = S, — S, un Z — médulo libre que define al toro T' = Spec K[M]. El toro
es el caso particular de variedad térica cuando S = M y por tanto representante del
funtor, para cada K — élgebra B, Homgemig(M, B) considerando B como semigrupo con

el producto. Denotaremos 7" a su funtor de puntos. En los puntos racionales es
T (K) = Specroc K[M] = Homy (K[M], K) = Homg,,(M, K*)
y si se elige una base de M entonces en los puntos racionales es
T (K) = SpeceoK[w1, 271, ... 2, 2, = K*"

donde K* = K \ {0} con la estructura de grupo multiplicativo.

Si 7 C o es una cara entonces S, C S, y
X, = Spec K[S;] C Spec K[S,] = X,

es el abierto principal dado por la localizacién de K[S,]| por el sistema multiplicativo que
genera 71N S,. Siu € (t1NoY)° & u(o\7) > 0 < utNo = 7, entonces S, = S, + (—u)y
y por tanto X, = Spec K[S,],« es un abierto basico. En particular si consideramos el
abierto principal dado por la cara minima de ¢ obtendremos un abierto denso de X, y
por ser el cono fuertemente convexo, la minima cara es el cero de modo que X, contiene al
toro T = Xy = Spec K[M|] como abierto denso. Con més precisién, como o es fuertemente

convexo, podemos elegir u € o¥ tal que u(o \ 0) > 0 de modo que

ue (0-NaY)°

M = SU —|— <—U>N

con lo que el toro es el abierto basico
T = Spec K[S,]u.

Luego podemos definir variedad térica afin la que tiene como anillo el dlgebra K |[S] para
S = S,, vy que es finito generada, normal e integra (cociente del anillo de polinomios por un
ideal laticial y primo) que contiene como abierto denso al toro 1" = Spec K[G(S) = M]. Si

A es un punto de 7" denotaremos A(m) = A™. En caso de elegir una base M = (my, ..., m,)
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= X = (\;) siendo A\; = A(m;) y A(m) = A\ es elevar a las coordenadas de m respecto la

base elegida. T' es un grupo algebraico con la operacion:

TxT — T
(AX)  ~ AN donde (AX)™ = AmAm

Ademas el toro T opera sobre toda la variedad térica afin X, = Spec K[S,] dando a X,

la siguiente estructuta de T' — esquema:

Homg,,(M, K*) x Homg, (S, K) — Homygg,(S, K)

9, f — g.f

Esta accion de T sobre X, prolonga la operacion sobre él mismo como grupo y ademas
es la tinica operaciéon que lo cumple gracias a que 71" es abierto denso de X,.

Hemos visto pues que toda variedad torica afin es X, para ¢ un cono racional fuértemen-
te convexo y la variedad X, resulatante es una variedad algebraica afin, normal y que
contiene al toro T" como abierto denso y que opera en X, extendiendo la operacion sobre
si mismo como grupo algebraico. También se cumple el reciproco, si X = Spec K[S] es
afin y normal (K[S] es integra e integramente cerrada en su cuerpo de fracciones K (.5))
que contiene al toro T' = Spec K[M] como abierto denso y que opera en X extendiendo
la operacion sobre si mismo, entonces como M = S — S y por tanto S es de tipo finito y
ademds S es saturado en M porque si p.m € S para p € N entonces x™ es solucién de la
ecuacién en y con coeficientes en K[S], y? — aP™ y como K[S] es integra e integramente

cerrada entonces ™ € K[S] y m € S con lo que se ha demostrado:

Teorema 1.3. Tota variedad algebraica afin, normal X y que contiene un toro T como
abierto denso y que opera en X extendiendo la operacion sobre si mismo es una variedad

torica X = X, de toro T para un cono fuertemente convezro o.

O

1.2. Variedad torica de un abanico

Sea N un reticulo de rango finito. Un abanico es una familia finita A de conos fuerte-
mente convexos en Ng tales que si 7 es una cara de 0 € A entonces 7 € Ay si 0y £ son

conos de la familia, entonces la intersecciéon o N ¢ es una cara comun de o y &.
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El soporte del abanico es |A| = |J,ca 0 v se dice que es completo cuando |A| = Ng en
cuyo caso el semigrupo Sa = (,c 0" se reduce al cero. Denotaremos con A; al conjunto

finito de todas las aristas de todos los conos de A que sean minimales, esto es, v tal que

v ¢ Zy{(0)g N N}

Al conjunto A; nos referiremos simplemente como el de las aristas de A y siempre supon-
dremos que Q,.A; = Q" y nos referiremos aello como el caso semicompleto que es una
condicién menos fuerte que la de que A sea completo, lo cual es necesario cuando hable-
mos del grupo Aut X para garantizar su existencia. Consideremos ahora las variedades
toricas afines X, = Spec(K|[S,]) de modo que la interseccién de dos de estas variedades
X, N X¢ es la variedad torica afin asociada a la cara comin o N ¢ y tenemos el esquema
X = J,ea Xo asociado al abanico A.

Definicién: Se llama variedad torica a toda variedad algebraica separada y normal X
que contiene a un toro 7" como un abierto denso y dotado de una acciéon sobre X que
extiende la accién sobre ¢l mismo.

Como se ha visto, un ejemplo son las variedades X, y son todas segiin el siguiente teorema

cuya demostraciéon puede verse en [18], teorema 4.1:

Teorema 1.4. FEl esquema Xa definido por un abanico es una variedad torica cuyo toro

es T = Xo = Spec(K[M]) y ademds toda variedad torica es de este tipo

Demostraciéon: X es nomal porque hemos visto que los abiertos X, son normales.
Para ver que X es separada, sean o y ¢’ conos del abanico. Entonces (c No’)¥ C oV No’v
=

K[S,] ® K[S,] = K[Sono] = 0

es exacta y el morfismo diagonal
Xono = Xo N Xy = Xy X Xy

es cerrado. El toro es abierto denso de X por serlo de todos los abiertos X, y opera en
todo X como lo hace en cada X, siendo compatible con el recolement ya que o N o’ es
otro elemento del abanico.

La demostracién del reciproco se debe a Sumihiro [21], que demuestra que toda variedad

que cumple las condiciones del enunciado posee un recubrimiento por abiertos afines que
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cumplen las condiciones de la definiciéon dada de variedad toérica afin y por tanto son del
tipo X, .
O
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Capitulo 2

2. Subvariedades T'— estables y Divisores 7' — Weil

Sea pues X una variedad torica de toro Ty A el abanico asociado tal que X = Xa.
Para calcular las subvariedades invariantes por la accion de T" vamos a calcularlas en cada

abierto afin del esquema X dado por las variedades téricas afines X, tal que o € A.

2.1. Calculo de las orbitas

Para cada cara 7 C o consideremos el punto z, € X, definido por z, : S, — K

1 mertngY

x7<m>:{0 men }

que es morfismo de semigrupos porque 7+ N ¢V son las caras de ¢. Este morfismo de

semigrupos induce morfismo de dlgebras

[z;] : K[S] — K
2] (2%) = 27(s)

y también denotaremos por z, al punto racional asociado, cuya parte homogénea es K[S'\
71] que como veremos es un ideal primo homogéneo al que denotaremos P.

La érbita de x, se denotara por O, y es el toro
O, =TN7"=Hom(M N7+ K*)

Se cumple que cada punto de X, estd en la érbita de un punto z, para una tnica cara de
oy se tiene ([8], Sec. 3.1)

Proposicién 2.1. Toda variedad torica afin es la union (disjunta cuando se supone que

el cono o asociado es fuertemente convezro) de las drbitas de los puntos asociados a sus

X, =]Jo-

TCOo

caras:
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En cuanto a la érbita de una cara y la de otra que la contenga se tiene:

Proposicién 2.2. Para 7 C o cara, el cierre de la orbita de 7 en X, es la union disjunta

de las orbitas de las caras de o que contengan a T

O_T:HOw

wDT

En particular la tnica érbita de X, relativamente cerrada es O, .

2.2. Subvariedades invariantes por T'

Vamos a ver que las subvariedades invariantes por la accion del toro se corresponden

de forma biunivoca con las caras del cono.

Proposicién 2.3. Todo ideal primo homogeneo de K[S] es del tipo K[S \ F] para una

unica cara F de oV

Demostracion:

Los primos homogeneos son K [S’] para S’ C S subsemigrupo con la propiedad
s1+s,€8 & s5€858 65,8
Por otra parte un subconjunto F' C S es cara cuando cumple la condicién:
S1+8¢Fes1¢Fbsy ¢ F

lo cual equivale a que S = S\ F sea subsemigrupo con K[S’| primo homogeneo y en

definitiva se tiene la correspondencia biunivoca antiorden:
K[S'] primo homogeneo < F = S\ S’ cara de 0"
O

Observacién 1. Como toda cara de ¥ es F, = 7+ N oY para 7 C o cara unica, si
denotamos P, = K|S\ F;| se tiene

wCTEP,CP, conw yT caras de o

Vamos a ver cuales son los puntos del toro, que obviamente consisten en la érbita
dada por la cara menor del cono, que es cero, de modo que T' = Orb(z) y el Gnico primo

homogéneo que contiene es el ideal nulo.
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Proposicién 2.4. El toroT = X es el abierto de Xg que consiste en los puntosp : S —
K que tienen inverso, es decir, p(s) # 0 Vs € S y por tanto sus puntos son los puntos de

X que no contienen elementos homogéneos

Demostracion:
Por ser o fuertemente convexo, 0 = ¢ Nu' para cualquier u € (6Vv)° de manera que Xy

es el abierto complementario de los ceros de z* en K[S] y entonces
p € Xy < p(u) #0 para u € S°

Como p transforma suma en producto y u es interior a 0¥ = (uq,. .., Ur)r,, U = Y ._; QU

con a; > 0 Vi se deduce que lo anterior equivale a que p(u;) # 0 Vi con lo que se concluye.

O

Consideremos el primo homogeneo P, = Klkerz.] dado por el nucleo del morfismo de

semigrupos f = z,. Este morfismo induce
/] o KIS — K
[f1(z%) = f(s)
El primo asociado a f no es el ideal homogéneo K [ker(f)] sino ker([f]) 2 K[ker(f)]. Por

la proposicién anterior sabemos que Vg € Xy, ker(g.f) coincide con ker(f) de modo que
toda la orbita de = estd formada por puntos que contienen a P, que por tanto es el mayor

primo homogeneo de O,. Hemos visto por otra parte que
wCT<s P, CP;conwy T caras de o

y por tanto se tiene

P. ) (ﬂ y)

™w \yeO-

Vamos a ver que los ideales primos homogéneos de X, y como luego veremos, las subva-
riedades invariantes por el toro, quedan determinados por la 6rbita correspondiente segin
la proposicién 2.3.
La proposicion 2.1 dice que cada punto racional y estd en la érbita de un tnico punto
x, para 7 cara de o. Esto significa que la parte homogénea de y genera un ideal primo
homogéneo que denotaremos por P, y que es el primo homogéneo P, para una unica cara
7 C 0, de modo que P, = K[ker(z,)] = K[S\ 4].
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Proposicién 2.5. Dada una cara w C o y el ideal primo homogeneo asociado P,. Se

Po= 1Py

y€0,

cumple la igualdad

Demostracion:

En primer lugar conocemos la igualdad O, = [] 5 O,. Siy € X, es tal que y O P,

TOw
entonces P, = P. D P, para unica T que necesariamente debe contener a w y como
y € O, de la igualdad anterior se sigue que y € O,. Por otro lado al ser K[S] finito

generada, es la interseccién de los maximales que lo contienen que por lo visto estdn en

Pw:ﬂy

y€O0,

O,, es decir,

Se concluye porque al ser P, homogéneo, los y pueden sustituirse por los homogeneos

asociados P,,.
O

Observacién 2. Notese que de la igualdad anterior se sigue:

~n(p)

TDOw \y€O,

Teorema 2.6. Toda subvariedad cerrada integra de Spec K[S| = X, invariante por el
toro T es del tipo Y = Spec (K|[S]/P.) cociente por el primo homogeneo asociado a la

cara w C o

Demostracién:

Sea Y = Spec (K|S]/P.) que por lo visto antes se tiene
y=][o-=0.

que obviamente es cerrado e invariante por G.
Reciprocamente, sea Y = Spec (K|[S]/P) subvariedad cerrada invarante con P primo. Por

ser X, unién de orbitas y por ser Y invarante, se deduce que

Y:HOTdonde}":{TCa:PCPT}

TEF
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Si escribimos P como interseccién de los primos que lo contienen, P = () .- P- = P es

primo homogeneo y vale P = P,, donde w = (), .7 y se concluye.

O

Se ha probado que las subvariedades algebraicas afines T estables son el cociente por los
ideales primos homogeneos P, = K[S \ F,] siendo F, = 7+ N ¢". Las subvariedades T'
estables de codimension uno vendran entonces dadas por los primos homogeneos minimales
y entonces hipercaras de ¢¥ que a su vez dependen de las aristas v; del cono o y son

Py, = K|S \ v}] y la coorrespondiente variedad de codimensién uno es
Spec (K[S]/Pum,) subvariedad T" estable maxima

Por contra las subvariedades T' estables minimas estan dadas por el cociente por el punto
distinguido xg = K[S'\ S*] (donde S* es la cara minima de ¢") que es primo homogeneo
maximo. Este ideal serd el irrelevante cuando S* =0 < SN—S =0 < ¢ es fuertemente

convexo es decir, cuando el cono ¢ genere todo V.

Proposicion 2.7. Sea Xg variedad torica afin y Xy el toro contenido como abierto bdsico
que opera en Xg. Entonces su cerrado complementario Z = Xg\ Xy contiene a todos los

primos homogeneos de K|[S| y ademds:
Z = Spec K[S|/Py, U ...U Spec K|S|/Pu,
donde H; = v son las hipercaras de 0" y Py, = K[S \ v;"]

Demostracién:
Sea P el ideal primo dado por el morfismo p : S — K de modo que P = ker[p] y como se

vio en la proposicion 2.4
P e Xy < kerp=0<[p](z®) = p(s) # 0Vs € S < P no tiene homogeneos

Luego todos los primos homogeneos estan en el cerrado complementario Z.

Como Z es cerrado descompone en unién de sus componentes irreducibles Z = Y; U
-+~ UY, que ademés son cerrados invarantes por la acciéon del toro conexo 7T, por tanto
son el cociente por un primo homogeneo y necesariamente minimal por ser componentes

irreducibles Z que contiene a los primos homogeneos. Se tiene pues que

Y, = SpeCK[SV,PHi
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y se concluye.
O

Denotaremos para cada arista v; € o, H;(0) = H,,(0) a la correspondiente subvariedad

de X, T — estable de codimensién uno:
H;(o) = Spec (K[S]/Pu,) subvariedad T" estable maxima

Sea Ay = {vy,...,v,.} el subconjunto de todas las aristas de los conos del abanico A cuya
variedad térica es (X, Ox) recubierta por los abiertos afines X,. Sea v € A; y para cada

cono o que contenda a v, la hipersuperficie afin invariante por T’
H,(0) = Spec (K[S,]/Pu, ) donde Py, (o) = K[S, \ v] = K[ker(z,)]

Entonces
Hy=H,= | Hy(o)

es una hipersuperficie de toda la variedad térica X, de codimensiéon uno e invariante por

T y necesariamente estas son todas, por tanto

Teorema 2.8. Si A; = {vy,...,v,.} es el subconjunto de todas las aristas de los conos
del abanico A cuya variedad torica es X entonces Hy,...,H, son las hipersuperficies

T — invariantes de X

2.3. Divisores T — Weil

Como hemos visto H; son divisores de Weil primos y ademaés son los tinicos invarantes
por T. Denotaremos [H;] a su clase médulo la equivalencia lineal respecto la cual dos
divisores primos son equivalentes si difieren en un divisor principal. Entonces [H,|, .. ., [H,]

generan un grupo cuya relevancia se vera en la seccion 5.
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Capitulo 3

3. Derivaciones de una variedad torica

En la teoria de grupos algebraicos el espacio tangente al grupo en el neutro da mucha
informacion sobre el propio grupo. En esta seccion vamos a calcular las derivaciones de
una variedad torica X que como ya hemos visto siempre esta asociada a un abanico. En la
seccion siguiente se demostrara que tales derivaciones son el espacio tangente en el neutro
al grupo Aut X.

Pretendemos ahora demostrar el siguiente Teorema:

Teorema 3.1. Sea (X, Ox) una variedad torica y A el abanico que la define segun el teo-
rema 1.4. Sea D = Der (Ox,Ox)) el haz de derivaciones sobre X. Entonces las secciones

globales de D son el subespacio vectorial de M* @y K[M] :
I'(X,D) =

(M* ®z K[SA]) + Z{xm.Dv: me M, vim)=—-1ye(m) >0V v#eec A}

vEA]

Demostracién:
I'(X,D) = () Der (K[S,], K[S,])
oeA

luego para la demostracion del teorema debemos calcular las derivaciones en cada abierto
afin de anillo K[S,].
Para calcular las derivaciones de K[S,| vamos a describirla en funcién de las aristas v de
o y de M. Consideremos el morfismo v : M — Z cuyo niicleo es v y que contiene a la
hipercara H, = v No". Las aristas se suponen fundamentales y minimales como gene-
radores del cono, de modo que como elementos del reticulo no tienen divisores comunes
entre sus coeficientes y por tanto podemos asegurar que el morfismo v es epiyectivo y
existe a € M tal que v(a) = 1. Sea ahora S, = v¥ N M semigrupo que contiene a « y si
elegimos u € (vt NoV)° es decir, ut No = v, S, = S, + (—u)y; como v(u) =0, si @ € S,

es tal que v(a) = 1 entonces podemos suponer que a € S,.
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Lema 3.2. Si Py es el primo homogeneo de altura uno dado por la hipercara H = v*+NoV
entonces K[S]p,, es anillo de valoracion discreta y es igual al anillo de valoracién discreta
O, dado por la extension natural de v a los invertibles del cuerpo de fraccciones de K|[S].
Ademds todo anillo de valoracion discreta de tal cuerpo que centre en un primo homogeneo
de K[S] es de ese tipo.

Demostracion:
Que K[S]p,, es anillo de valoracién discreta es claro. Para ver la igualdad del enunciado,

consideramos v : M — Z epiyectivo a € S tal que

SO (w@PH ve)=1 M2(PH,

Las contenciones son igualdades cuando Py es principal.

Sea >* los invertibles del cuerpo de fracciones de K[S] y

v (%j) — min{o(s)} — min{v(s)}

de modo que si &% € K[S]p

S entonces

H

v (%i;) >0& ZZ:C;H € Pu.K[S|p,

luego P, N K[S]p, = Py.K|[S|p, = (%)

por lo que K[S]p,, — O, es dominante y por tanto son iguales.

Reciprocamente,
K[S] — O, v(S)>0 P, =(z% conz” € ¥*

donde P, denota al ideal maximal de O,.
Por hipétesis P, N K[S] es un primo homogeneo y hemos visto que es de la forma Py =
K|S\ H] dado por una hipercara de S luego v(z") = 0 = K[S]p,, — O, es dominante y
se tiene la igualdad.

O

Lema 3.3. Sea O, = K|[S]p,, el anillo de valoracion discreta de mazimal P, y que centra
en el primo homogeneo Py de K[S]. Entonces O, N K[M] = K[S,] donde S, = vY N M.
En particular P, N K[M] = K|S, \ v*]
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Demostracion:

Sea u € (vt NaY)°, de modo que
K[SU] = K[SU]{xu} - K[So-]{xh:he(vJ_ﬂo-\/)} - K[Sv]

luego todo son igualdades. Ademads la primera contencién implica que K[S,] C K[S]p, N
K[M] y la otra contencién es clara.
(]

Lema 3.4. K[M] es la interseccion de todos los anillos de valoracion discreta que con-

tienen a K[S] y que centran en los puntos no homogeneos de altura 1.

Demostracién:

Sabemos (puede verse en [15], Th. 11.5) que
K[M] = A K[M]o
hi(Q)=1y QXN
En la Proposicién 2.7 hemos visto que tales puntos Q € X, son los del enunciado. Por
otro lado,
K[M]o = (K[SJ{zvuesy)
y como Q es no homogeneo, (6 equivalentemente, no contiene elementos homogéneos,
por ser h(Q = 1)) el sistema multiplicativo K[S] \ Q contiene al sistema multiplicativo
{z*,u € S} de lo que se deduce

K[M|g = (K[Szvuesy) o = K[Slo

con lo que se acaba.
O

Lema 3.5. K[S,] es la interseccion en K[M] de los anillos O, cuando v C o es decir,
K[S,] = m KIS,]
vCo

Demostracién:

Sabemos que K[S] descompone (ver Matsumura, Th,11,5)

K[S] = A K[S)o N M K[Slp,

ht(Q)=1 Q no homogeneo h¢(Py)=1 P, homogeneo
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Ahora aplicando los tres lemas anteriores tenemos

KIS, = KM (ﬂ ov> - N (KM]NO,)

y eso es justo el enunciado, con lo que se acaba.

O

En la demostracién habria que incluir en la interseccion los primos de altura uno que no
contienen elementos homogéneos pero ya estan contados pues es equivalente, para altura
uno, ser homogéneo que tener algin elemento homogéneo no nulo.

Utilizando este resultado vamos a calcular las derivaciones de K[S] para lo cual se calcu-

lara previamente las derivaciones de K[M] y de los anillos K[S,| dados por las aristas de

o.
Proposicién 3.6. Sean © = (z1,...,x,) y para cada u = (uy,...,u,) € 2", " =
it zin siendo K[M) = Klwy, 27", ..., 2,,2,']. Entonces las derivaciones de K[M)]

son el K[M]—mddulo:
Derg (K[M]) = M* ®z K[M]

donde para cada w € M*, D, es la derivacion D, (z") = w(B).2".

Demostracion:
Las derivaciones factorizan a través de la localizacion y K[M] es el localizado del anillo de

polinomios por las potencias de las variables luego tenemos la igualdad de K[M]—mddulos
Derg (K[M]) = Deryg (Klz1, ..., 2], Kz, 27", ... 20, 2, 1])

y por tanto
Derg (K[M]) = (7".0u,) k(o) = (Or;) k(M)

y lo dltimo coincide con M* ®z K[M] mediante la asignacién 0,, <> w; ® x; I donde w;
consiste en la coordenada 7.
O

Corolario 3.7. Si v C o es una arista del cono racional fuertemente convero o y K|S,]

es la K — dlgebra correspondiente, se cumple:

Derg (K[S,]) = (Dw)k|s,] + (. Dy)ks,) donde w € M* : w(a) =0 yv(a) =1
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0 equivalentemente
DGTK (K[SUD = M* ®Z K[SU] + <JZ_OC.DU>K[SU]
estando tal suma dentro de las derivaciones de K[M]

Demostracion:
Sea o, el cono generado por v € N que por otra parte es morfismo epiyectivo v : M — Z
y sea v : v(a) = 1. El cono o, es fuertemente convexo y S, = v¥ N M genera todo M por

lo que
S, = (Ker(v))z @(a}N rg(Ker(v)) =n—1

Sea entonces Ker(v) = (u1,...,u,—1)z independientes =
K[S,)=K[Y,, Y ', ... Y, )Y, Y =2 Y;=a%
Aplicamos de nuevo la factorizacién de las derivaciones a través de la localizacion,
DergK[S,] = Dery (K[Y1,...,Y, 1, Y], K[Y1,Y7 ', Y, YY) = (V70v;, Oy ) ks,

donde ¢t = (t1,...,tp—1) E N1y Y = (V3,...,Y,_1). Sean w;(u;) = d;; todas nulas sobre
a, = Oy, = Y;_l.Dwi y es inmediato comprobar que dy = x~*.D,, de donde se concluye la
primera igualdad. Para la segunda es inmediato observar que {wy, ..., w,_1,v} es base del
modulo M* y entonces dada w € M*, se puede escribir w = p.v + > p;.w; con wy(a) =0
=

D, = (p.x®).(x™*.D,) + Zperi
y se concluye.

O

Nétese que el conjunto (x~*.D,) puede sustituirse por los z™.D, tales que m € M y
v(im) > -1 =

DergK[S,] = M* @z K[S,]@{{«™.Dy, : m € M, v(m) > —1})x (1)

Teorema 3.8. Las derivaciones del dlgebra finito generada, integra y normal del semi-
grupo S = 0¥ N M asociado al cono o = (vy,...,va)o+ Yy que contiene al toro T = K[M]
como abierto denso y que extiende su operacion como esquema en grupos a la operacion
de G — conjuntos sobre K[S] son el K[S|—mddulo M— graduado,

DergK|[S] =
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(M* @z K[S])+ > ({2™.Dy, : m €M, vi(m) > —1yuv(m) >0V j#i})x

i=1
Demostracion:
Por el lema 3.5, Derx K[S] = (1, Derx K[S,,] y aplicando ahora la igualdad 1 del corolario
anterior se tiene que
DergK[S] = () (K[S,,] @k M* + ({z".Dy, : vi(m) > —1})x)
y por tanto Dery K[S] contiene a los elementos del enunciado.

Reciprocamente, si 2™.D,, es ademds una derivaciéon en K[S, ] V j, entonces tomando
B € Ker(vj) \ Ker(v;) se tiene

2" Dy, (z7) = v;(8).2™*P € K[S,,]
luego necesariamente v;(m) > 0. Ahora bien, si v;(m) > 0 =

2™.D,, € () K[S,] ®2 M* = K[S] @z M

y siv;(m) = -1 =
z™.D,, € {x".D,, : v;(m)>—-1ywv;(m)>0Vj#i}

Por tanto tenemos demostrada la igualdad del enunciado como espacios vectoriales. En
cuanto a la estructura de K [S]—médulo M —graduado, una derivaciéon D,, de grado o € M
en K[S] es una derivacién que transforma homogéneos de grado s € S en homogéneos de
grado a + s,

De : K[S]s = K[S]ays
Si 2% € K|S], entonces (z°.D,)(x%) = 2°.D,(2*) que tiene grado 8 + a + s y por tanto
2%.D, es una derivacién de grado B + . Lo que se ha probado es que los elementos

homogénos en Derx K[S] son de la forma

aeSy weM*
Dy = Maz®Dy, : 6
w=1v;, vi(a)>—-1ywv(a)>0

La operaciéon como K[S]—mdédulo coincide porque x°.D, = Az#**) D, y por tanto se

tiene la igualdad como K[S]—médulos M —graduados.

O
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Con estos resultados podemos concluir la Demostracion del Teorema 3.1:

['(X,D) = () Der (K[S,], K[S,])

y las derivaciones en cada K|[S,] las conocemos por el teorema 3.8 por tanto es claro que
toda derivacién del enunciado es una seccion global de las derivaciones y se tiene una
contencion.

Para la otra, obviamente podemos suponer que A tiene més de un cono. Sea D una seccién
global, luego D € Der(K|[S,]) y por el Teorema 3.8 descompone en una suma, de modo

que basta ver que cada sumando es del tipo descrito en el enunciado:

» Sea D =2am.D, € M* @k K[S,]. SIV £ € A m(€) >0 entonces D € M* ®@g K[SA]
con lo que D estaria en el primer sumando del enunciado. De lo contrario, sea & € A
tal que m ¢ &Y y por tanto 3 u € & (arista) tal que m(u) < —1.

Ahora bien, por hipétesis D = 2™.D,, € Der(K|[S¢]) luego ¥V t € £ se cumple
2. Dy (2") = w(t).a™ € K[Se] es decir, (m +t) € £'. En particular si w(t) # 0
entonces m(u) + t(u) > 0 con lo que t(u) > 0 estricto y en definitiva se ha probado

utNeEY CwtNéEY de donde, salvo el signo, D, = D, v la situacién ahora es
D =a2™.D, € Der(K[S¢]) :m(u) < -1, u e

Elegimos entonces t € £V N M : u(t) = 1 que existe como se ve en el Lema 3.2.
Aplicando ahora z™.D,(x') se deduce que necesariamente m(u) = —1 y sélo resta
ver que m es no negativa sobre el resto de las aristas de &.

Sea pues v € £, v # u y sea t € (vL ﬂfv) \ (uL ﬂﬁv) que existe porque cada
hipercara de £V estd determinada por una unica arista y se ha supuesto v # u.

Derivando se tiene

2. Dy(x") = u(t).2™" con m +t(v) = m(v) >0
luego D es del tipo descrito en el enunciado.
» Supongamos ahora que D = 2™.D, € Der(K|[S,]) \ M* @k K|[S,]. Entonces
—1
m(v) > 0 Yveo v#e

3
—~
N

I
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Por hipétesis D € Der(K[Se]) y hay que ver que para toda arista u € &; conu # e, se
tiene u(m) > 0. En efecto, dado u # e arista de £, seat € (uNEY)\ (et NEY) y basta
aplicar la derivacién a ! que por ser una derivacién en K|S se tendrd e(t).z(m+t) €

K[S¢] luego m + t(u) = m(u) > 0 con lo que se concluye.
O

Observacion 3. En el caso semicompleto, el semigrupo S = 0 y el primer sumando de
las derivaciones se reduce a M* ®z K. St ademds se cumple que ¥ H hiperplano afin y ¥V
veE A, HN((A1\v).Q4) # 0 es decir, todo hiperplano afin no vertorial corta al menos

dos de las semirectas generadas por las aristas del abanico entonces
HNX,D)=M"®K

Pretendemos ahora encontrar una base o al menos sistema de generadores de las derivacio-
nes que es un espacio vectorial de dimension finita y que coincide con dimg (Gl(n + 1)/ K*)
que es n? + 2n siendo n el rango del reticulo. En el caso semicompleto, el primer suman-

do de las derivaciones es M* de dimensién n luego el otro sumando tiene dimensién n?+n.

Ejemplo 1. Vamos a construir el plano proyectivo a partir de un abanico en Z* que tiene

rango 2 y por tanto tendremos una base del sequndo sumando con seis derivaciones.

Sea {eg, €3} una base del Z—mddulo libre Z?, y del espacio vectorial Ng, por ejemplo

es = (1,0) y es = (0,1). Sea {mq, m3} la base dual de modo que si denotamos z = ™2,

y = 2™ tendremos el toro K[M]| = K[z,27',y,57!] que nos va a permitir calcular las
derivaciones en coordenadas. Sea e; = —(e2 + €3) y el abanico completo cuyos conos son:
o1 = <6’2,63> 09 = <€1,€3> 03 = <€1>€2>

y los duales:
\% \% \Y%
o, = <m2, m3> 09 = <—m2, —ma + m3> 03 = <—m3, —ms + m2>
y las respectivas variedades toricas afines cuyos anillos de funciones son:

Klz,y] Kz 'aly] Ky 'y ']
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Las intersecciones son las variedades téricas afines asociadas a las caras comunes entre los
conos del abanico y se observa facilmente que el esquema obtenido es el plano proyectivo
X = Py. Para calcular las secciones globales de las derivaciones aplicando el Teorema
3.1 y dar una base en las coordenadas z,y hay que observar la siguiente relacién que se

comprueba facilmente:
D., = 2.0, D., = y.0, D., = —x.0, —y0, = 2.0, + y0,

Teniendo en cuenta que M = (mg,ma)z y M* = (e2, m3)z, vamos a calcular los ™.D,,
con las condiciones del teorema anterior.
Para D., :

m(
m = a.my+bmz: < m(e)
m(

de donde se deduce que necesariamente a =0y b =16 biena =1y b= 0y por tanto se

obtienen las derivaciones:

(2. Dey, 2™ Dey) = (x.(20, + y0y), y.(x0; + y0y)) = (x 29, + 2y0y, ry0, +y28>

Para D., :
m(ez) = —
m=a.mg+bmg: < m(e) > O
m(es) >0
de donde se deduce que necesariamente a = —1 y b =0 6 biena = —1y b =1y por

tanto se obtienen las derivaciones:
(7™ Dy, ™ ™2™ Dy, = (0, y0y)

Para D., :

m(
m=a.mg+bmg: < m(
m(es
b

0
0
=-196

de donde se deduce que necesariamente a = 0y bien a =1y b= —1y por

tanto se obtienen las derivaciones:

(7" Dy, ™7™ Dey) = (0y, 0y)
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En definitiva se ha calculado las derivaciones del plano proyectivo:
T (Py, D) = M* @z K @)(0s, 0y, Y0, 20y, %0, + 1.90,, 1.y0 + 40, i

obteniendo ademaé&s una base.

3.1. Derivaciones y raices

Como hemos visto, las secciones globales de las derivaciones a las que simplemente nos
referiremos como derivaciones (globales) y que denotaremos Derg(Ox) son el subespacio
vectorial de Deryg(K[M]) = M* @k K[M] y como tal M — graduado:

l)eTK(Clx)ZZ G{)ZZ}

aeM

donde D, esta generado por las derivaciones z*D, tales que v(a) = —1 y u(a) > 0V
v # u con u, v € Ay. Evidentemente D, es de dimensién uno 6 cero.

Definicién: Llamamos raices de X en M alas o € M tales que D, # 0. Obsérvese que
las opuestas de tales raices coinciden con la definicion de raices de Aut® X respecto el toro
maximal 7" dada por Demazure [5]

Sea Ay = {vy,...,v,} el subconjunto semicompleto de todas las aristas de los conos del
abanico A y sea A7 las aristas de A; que no dependen R, — linealmente de las otras

aristas es decir,
Al={veA :v¢éQr.(A\v)}
Podemos describir también las derivaciones mediante la suma

['(X,D) =M@, K& P D(v)

vEAT
donde
D(v) = ({z™.Dy, :m € M,v(m) =—1ye(m)>0Vv#eec A}k

que son espacios vectoriales si se incluye, en cada sumando, la derivacion nula y claramente

D(v) =0 para v ¢ Aj. La dimesién de D(v;) es el numero d; de soluciones del sistema:
Si=8) ={ae M :vi(a) =—1,vj(a) > OVv; € (A1 \ {v;})}

de modo que, en el caso semicompleto, se tiene:

dims (T (X, D)) = n + Z d;

i=1
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En esta suma, si v; ¢ A} entonces d; = 0. De otra manera, si d, para cada i : v; €
{v1,...,v,} es el nimero de soluciones del sistema S} = {a € M : v;(a) > —1,v(a) >
0Vj # i}, luego d} = d; +1 y por tanto la dimensién de las derivaciones es n+y ;_, d} —r

que es la dimension del reticulo mas el niimero de raices.

Definicién: Decimos que S(v) es el conjunto de las raices asociadas a v para cada v € AF.

Proposicién 3.9. Sean dos aristas v, u € A} y sean a € S(v) y S € S(u). St u(a) >0
y v(B) > 0 entonces a« = —f3 y por tanto u(a) =1 yv(f) =1

Demostracién:
Sea m = a +  de modo que por hipédtesis u(m) > 0, v(m) > 0y e(m) > 0 para todo

e € Ay, luego m € Sa = 0 en caso semicompleto, con lo que se concluye.

O

Este resultado nos da una relacién entre las derivaciones D, y 2°D,, segin la cual
f=—-adv(a) =006u(f) =0, lo que nos lleva a plantearnos cudl es la relacién entre

dos sistemas que comparten soluciones opuestas.

Observaciéon 4. Ndtese que si a« € M es tal que a € S(v) y = —a € S(u), entonces
e(a) = 0 para toda arista e # v,u. Sia € S(v) y —a € S(u) diremos que v € S(v)NS(—u)

es decir, a es solucion del sistema de ecuaciones diofdnticas:
{v=—lu=1lye=0Ve€ Ay, e#v,u}
Proposicién 3.10. S(v) N S(—u) tiene a lo sumo un elemento

Demostracion:
Seaa € S(v)y f=—a € S(u). Seaa € S(v) y ' = —a’ € S(u) de manera que 2°="*D,
y % D, son derivaciones tales que (o) =1 >0y v(B) = 1 > 0. La proposicién anterior

afirma que necesariamente 8 = —a/, es decir, @’ = « con lo que queda demostrado.

O

Definicién: Si S(v) NS(—u) # () entonces diremos que su dnico elemento « es una raiz

parejable respecto de v,u y al resto de raices en S(v) las llamaremos raices no parejables
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y al subconjunto de S(v) de tales raices lo denotaremos S*(v).
En la seccion 5 se hard un estudio detallado de la propiedades de las raices que sera de-

terminante para el cdlculo del grupo Aut X.

3.2. Algebra de Lie de una variedad torica

Sean I' (X, D) las derivaciones globales y para cada a € M sea D, el subespacio vec-
torial (z®D, )k, que sélo serd no nulo cuando o € S(v) para algin v € A} necesariamente
unico. El grado cero estd representado por Dy = M* ®; K de modo que se tiene la
M —graduacion:

I'(X,D) =P D
aeM
Consideremos el paréntesis de Lie de dos derivaciones,
[xO‘DU, a:BDu] = 2*D,o02’D, — 2°D, o 2“D,
y basta aplicarlo para ver que

[2°D,, 2" D, ] = 2**P(v(B) D, — u(a)Dy)

Proposicién 3.11. El corchete de Lie de dos derivaciones es la siguiente derivacion:

Dy—vy € M*  siv(B) >0 yu(a) >0

N ) —u(a).z*tPD, siv(B) =0 yu(a) >0
[+*D,,2°D,] = v(B).2°*PD,  siu(a) =0 yv(B) >0
0 stu(a) =0 yv(B)=0

Demostracion:
El primer caso es consecuencia del estudio que se hizo de los sistemas en la seccién anterior,
segun el cual en tales condiciones « = —f( y por tanto la derivacién resultante es D, — D,

que es de grado a + § = 0. El resto de los casos son evidentes, con lo que se acaba.

O

3.3. Derivaciones y divisores T'— Weil

Como hemos visto en el teorema 2.8, si A; = {vy,...,v,.} son las aristas de los conos

del abanico A cuya variedad térica es (X, Ox) entonces las hipersuperficies Hy, ..., H,



3 DERIVACIONES DE UNA VARIEDAD TORICA 39

son los divisores de Weil estables por la accién del toro T' = Spec K[M]. Sea pues v € A

y H, uno de ellos y O(H,) el haz coherente asociado cuyas secciones globales son:
D (X, O(H,)) = {f € S : (Div(f) + H,),,_ > 0}

El que el divisor H, sea invariante por el toro implica que tales secciones f € ¥ son
de hecho elementos de M, porque I'(X,,O(H,)) C I'(T,O(H,)) que son las secciones
globales del toro y por tanto K[M]. Luego sea f € K[M] una seccién y se tiene:

(Div(f) + Hy(0)) [x,, = vi(f).-Hy,(0)
(Div(f) + Ho(0) |x, = v(f)-Ho(0) + Hy(0)
)

de lo que se deduce que v;(f) > 0y v(f) > —1, por tanto, como para f = > . Aqz® es

v(f) = min{v(a) : A\, # 0} se tiene:

I'(X,,O(H,)) = ({2 1 v(m) > —1,v;(m) > 0V v; € O'}>K =
= K[S,] + ({2 s v(m) = —1,v;(m) > 0Vv; € o},

Obviamente es un Ox— médulo M —graduado y en cada grado m € M \ S, coincide con

las derivaciones.

Teorema 3.12. Sean Ay = {vy,...,v,.} las aristas del abanico y Ay semicompleto. La

siguiente sucesion de haces es exacta:

0—>®Ox—> M* ®ZOX@®O %pDQTK(Ox,Ox) —0

=1 =1

donde
i(fla--wfr) :(flvl+"'+frv7“7_fla---7_fr)
p(fw7f17"'7fT> :wa+f1Dv1+"'+frDvT

Ademas la sucesion es exacta al tomar secciones en cualquier abierto invariante por el

grupo y también tomando secciones globales.

Demostracion:
Para ver que es exacta de haces y que es exacta al tomar secciones en cada abierto inva-
riante por el grupo, veamos que es exacta en los abiertos afines Spec K[S,|. Reordenando
podemos suponer 0 = (v1,...,Vs) ¥ Usi1,-- -, 0 & 0. La sucesion al tomar secciones en el

abierto, teniendo en cuenta las secciones de los haces L,, que hemos visto es:

O—>iK +ZK ] = M* @ K[S,]+

s+1
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—l—Z (({z*M vi(@) = —1,vj(a) > OVv; € 0}) + K[S,]) + Z K[S,] —
= (M* @7 K[S,]) + Y _({2*Dy, ¢ vi(e) = =1,y vj(a) >0V j #i}) =0

=1

y los morfismos:

i(glﬂ vy 95y Gs41y - 791“) = (Z GiVi, (07 _gl>7 sy (07 _98)7 —0s+1y- -+ _gr)
=1

p(gwa(flagl)7~"7(fs798)7gs+17"'7gr‘) :ng+ZngUz +f1DU1 +'“+st1)5

i=1

El ultimo término de la sucesién que corresponde a las derivaciones, es una suma direc-
ta y es claro que la sucesién de K [S,|—mddulos es exacta y ademés escinde. Los morfismos
conservan la graduacién y por tanto la sucesion es exacta como mdodulos M —graduados.
Veamos la sucesién de K[Sa] = K —espacios vectoriales que resulta al tomar secciones

globales en el caso completo:

0— ZK — M* ®ZK+Z (({z*M vi(@) = —1,vj(a) > OVj £ i}) + K) —

= (M* @7 K)+ Y _({2°D,, : vi(a) = —1,v5(a) > 0Vj #i}) = 0
i=1
con los morfismos
’i()\l, Ce )\r) = (Z::l )\i'l}i, (O, —>\1), ey (O, _)\r))
p (va (f17 >‘1>7 BRI (fT7 AT)) = (/\Dw + Z::l AlDWz‘) + Z::l levz

que también es exacta.
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Capitulo 4

4. Espacio tangente al grupo Aut X

Sabemos que las derivaciones del anillo (haz) Ox de la variedad térica X es un
subespacio vectorial de las derivaciones del anillo de su toro maximal, Derg(K[M]) =

M* @ K[M] y como tal subespacio vectorial es M — graduado:
Derg(Ox) = ®acmDa

donde D,, esta generado por las derivaciones z®D, tales que v(a) = —1y u(a) > 0V
v # uconu, v € Ay. Evidentemente D, es de dimensién uno 6 cero. A las o € M tales que
D, # 0 las llamamos raices de X en M. Ademas tiene un paréntesis de Lie natural que ya
hemos calculado luego es un dlgebra de Lie sobre la que opera el toro T = Spec K[M] :
SiAeT(K)=Homg(K[M],K)y D € D, = A\.D = \*D (donde A\* denota A\(«)) y
por tanto Der(Ox) es un T'—médulo M — graduado. El toro T es el siguiente subgrupo
algebraico del grupo G = Aut X : Para cada punto racional A € T, 7, es el automorfismo
Ta(x®) = A*z® de modo que las derivaciones de grado « coinciden con las derivaciones D
tales que 7y o Do 75 ' = X\*D. En general para los puntos A € T"(B) = Homg(K[M], B)
con valores en una K — algebra B la operacion es 7y(z%) = 2° @ A(s) € Ox ®k B.

Para estudiar el grupo G = Aut X de haz de funciones K[G] es muy util conocer su
espacio tangente en la identidad, T.G = Derg(K[G], K) que nos permite calcular sus
subgrupos normales. Como puede verse en 16.4 [12] G = T.G es un T'—mddulo gracias a
la representacién adjunta Ad respecto la cual H = Ad(T) es un subgrupo diagonalizable
de GI(G) y se tiene G = @acy(1)Ga donde x(H) es el grupo de caracteres de H y donde
T opera a través de la representacién adjunta: \.D = Ad(\)(D) y como la representacién
adjunta induce morfismo inyectivo x(H) — x(7") tenemos una x(7') = M — graduacién
en 1,G :

T.G = BacriGa donde G, = {D, : Ad(\)(D,) = X\*D, ¥ X € T}

Cada vector D, € G se identifica con una derivacién D € Derg(K[G], K[G]) (9.1 [12]) de

modo que el espacio vectorial G es isomorfo a cierto subespacio de tales derivaciones (las
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que conmutan con la traslacién por la izquierda que luego veremos) y via este isomorfismo
se dota a G de estructura de algebra de Lie tal que el isomorfismo de espacios vectoriales lo
sea también de édlgebras de Lie. Pretendemos ver la relacién entre Derg(Ox)y G = T.(G)

como algebras de Lie M — graduadas.

4.1. Funtor del grupo de automorfismos

Sea X = X (N, A) variedad térica completa y el funtor para cada K — esquema Z :
F(Z) = Autz(X x Z) = {automorfismos del Z—esquema X x 7}

que sabemos por [16], teorema 3.6, que es representable y su representante es el grupo
algebraico que denotamos G = Aut X y por tanto si G" es su funtor de puntos entonces
hay isomorfismo entre este funtor y F. Para dar el isomorfismo f: G — F hay que fijar

el elemento universal z (ver [20]) que ademés define la estructura de G—esquema en X :

T = J(Id) € F(G) = Aut(X x G)

En los puntos es
z: X xG — XxG

p,o  ~ oa(p)o
En las funciones el automorfismo z : Ox ® K[G] — Ox ® K[G] de K|G] — algebras viene
dado por un morfismo z : Ox — Ox ® K[G] de K — élgebras que en los puntos sea

Z(p, o) = o(p) luego
Z: OX — OX(X)K[G]

a ~ > fa

donde f, = b, ® y, (no unicos) tales que

> ba(p)yalo) =alo(p)) Vpe X, 0 €GC

Tenemos entonces para cada esquema Y

Vamos a estudiar con precision el isomorfismo f viendo la relacion entre las funciones
de transicién de los respectivos funtores. Denotaremos Id a la identidad en K[G] y I a

la identidad en Ox. Sea V' : K[G] — K un punto de G con valores en K (después lo
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veremos en general para puntos con valores en una K — dlgebra B) que denotaremos
V=V,eGK)yseal=Il, e F(K) el correspondiente por f de modo que f(V,) = I,.
Por tanto I, = F(V,)(Z) es decir, I, = I ® V, 0 Z y se tiene

si z(a) = Zba R Yo = ly(a) = Zba-Vo(’ya) (2)

En particular si V., = e es el neutro en G'(K) = f(e) = I de donde de la ecuacién anterior

se deduce
si Z(a) = Z b @Yy = a = Zba.ya(e) (y(e) denota V. (y)) (3)

Si consideramos [, como automorfismo de K[G]—médulo de Ox ®x K[G] operando en
K|[G] por la identidad entonces z o l, € F(K|[G]) y llamamos traslacion por la izquierda

al correspondiente L} € G'(K[G]) tal que f(L%) =Zol, y por tanto

si z(a) = Zba ® Yo = z0ls(a) = Zba ® Ly, (4)

Dadas I, y I, en F(K) = AutgOyx denotaremos l,o, = l,» 0 l, ¥ su correspondiente por
fseré Voo €8 decir, f(Vaoa/) = lyoor = lgr 01,. Al inverso de I, lo denotaremos ;! =1, ;

y su correspondiente f(V,-1) = [,-1 de modo que como f(V,.) = I se tiene V,,,-1 = V..

Se cumple la igualdad:
Vooor = Vi 0 Lj; v Vaa Vo € G(K) (5)

En efecto, basta aplicar el isomorfismo fva ambas partes. A una parte es f(VUOU/) = ly0l,.

A la otra es

F(Voro L) = F(Vo)(F(LL) = F(Vo)(Zoly) = f(Vr) ol =y 0,

De igual modo vamos a definir traslacion por la derecha: Sil = 1, € F(K) sea el auto-
morfismo l,-1 ® [ o Z € F(K|G]) donde

e ®@IoZ(a) =Y ly-1b, ® ya
luego 3" R: € G'(K[G]) tal que

f(RE)=1l,-1®I0Z (6)
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y decimos que es la traslacion por la derecha asociada a .

Sea V, : K[G] — K para este morfismo sea el cuadro conmutativo:

G(KIG) L F(K[G)
G(Vy) i i, F(Vor)

G(K) L F(K)

Aplicando el cuadro a R € G'(K[G]) vemos que se cumple G(V,/)(R%:) = Vo0 es decir
se tiene la igualdad
Vyi 0 Ry* = Viypoger ¥ Vi, Vi € G'(K) (7)

Para comprobarlo, aplicando fva la segunda parte obtenemos

f(vo’oafl) = lyroo-1 = lg-1 01y

y por la conmutatividad del cuadrado hay que ver que eso coincide con F (Vgr)(f(R:;)).
Aplicado a a € Ox da:

FVo)(F(R)(a) = F(Va)(lpr @ T 0 3) Vo) O lo1by @ ya) =

= lo-1ba.Vir(ya)

y esto por la igualdad (2) es justamente [,-1(l,(a)) con lo que se concluye.

Sea ahora un punto p de la variedad térica, p : Ox — K y V, : K[G] — K un punto de
G. Entonces p ® V, (b ® y) = p(b).V,(y) define un punto p ® V,, : Ox ® K[G] — K de
X xG=

p®Vyoz(a)=> p(ba)Vo(ya)

Por otro lado por la ecuacién (2) se tiene

(pols)(a)=pO> baVala) =Y p(ba)-Volya)

y se ha probado:
pRVy,0zZ=pol,VV,eG(K)ype X (8)

y como V [, se cumple

poly,=(poly)(lz-10ly) =x(p) 0 lyop—1
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donde z(p) : Ox — K denota al punto pol, : Ox — Ox — K se deduce

p®vooz(i)polcr = 37(])) olao:p—l (i) fI?(p) ®Vaom_1 oz

que por la ecuacién 7 es z(p) ® (V, o R:) o Z de donde para z(a) = > b, ® y, se tiene

aplicando ambas partes:

Zp(ba)'va(ya) = Zp(lx(ba))'VU(R;ya) Vp, Vs

PRV, (Z b ® ya> =peV, (Z lo(ba) ® RZ%) Vp, Vs

Ha) = ba®@ya=D lulba) ® Riya V1, € F(K) (9)

Vamos a generalizar estos resultados para los todos los puntos. Sea pues B una K —algebra
que contiene a K y ahora el isomorfismo es f : G'(B) — F(B). Sea como antes V =V, €
G (B) y sea l =1, € F(B) el correspondiente por fde modo que f(Vg) = l,. Por tanto
ly = F(V,)(2) es decir, [, = I ® V, 0 Z y se tiene para z(a) = > b, ® y, la igualdad:

ly(a) = Z be @ Vo (ya) (2) generalizada
En particular si V, = e es el neutro en G'(B), que es el neutro de G'(K') por la composicién
V.:K|G] - K — B
= f(e) =1:0xQ®r B — Ox Qg B de donde de la ecuacién anterior se deduce
a®l= Z ba @ Ve(Ya) (3) generalizada

SeaZ®1p: Ox ®x K[G]® B = Ox ®x K|G]® B = zZ® 1pol, € F(K[G]®k B) y sea

entonces Lf € G'(K[G] ®k B) tal que f(L:) =Z® lgol, y por tanto

Z®1pgoly(a) = Z be @ Ly, (4) generalizada

Sea como antes Voo tal que f(Vioos) = lpoor = lo 0l con f(Vy) =loy f(Vyr =l y

como

J(Voro L) = F(Vo)(f(L2) = F(Vo)(E® 1p o l,) =

- (Va’) Ola - la’ ola
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Voot = Vo L, (5) generalizada
La traslacién por la derecha asociada a l, € F(B) es R: € G'(K[G] ®k B) tal que

f(RY)=1l,-1®[07Z (6) generalizada
Sea V, : K[G] ®x B — By para este morfismo sea el cuadro conmutativo:

G (K[G)®x B) -5 F(K[G) @k B)
G(Vor) | B L F(Ver)
G'(B) N F(B)
Aplicando el cuadro a R; € G'(K[G]) vemos que se cumple G(V,)(R:) = Vyopr y s
comprueba como antes en el caso B = K que F(V,)(f(R:)) y por tanto se tiene la
igualdad
Voo R = Viyige-1 (7) generalizada
Sea ahora p : Ox — B un punto de X con valores en SpecB y V, : K[G] — B.

Entonces p ® V, (b ® y) = p(b).V,(y) define un morfismo de K — dlgebras
pRV,:Ox @k K|G] - B

Si z(a) = Y by ® Yy, = por (2) generalizada l,(a ® 1) = > b, ® V,(y,) vy por tanto si
denotamos o(p) al morfismo de K — algebras p® 1ol, se tiene o(p)(a) = > p(ba) @ V5 (ya)
y la igualdad:

pRV,0Z=0(p) (8) generalizada

y €Omo
op)=p®lol, =(p®1lol,)o(ly-10l;) =x(p)olser—
y aplicando (8) generalizada al punto x(p) se deduce
x(p) o laox—l = Q7(]9> ® Vaoz—l oz

luego
P&V, 07 =a(p) ® Vyoy 105 2 (Voo RY) @ 2(p) 0 F

y aplicando la primera y tltima parte de estas igualdades a z(a) = > b, ® y, obtenemos
P Ve (Db @) = 3 pllb)) Vol Rina) = 0@ Vo (3 1alba) © Riva) V1. Vi

=
Z(a) = Z boe @ Yo = Z l:(by) ® Riy, ¥ I, € F(K) (9) generalizada



4 ESPACIO TANGENTE AL GRUPO AUT X 47

4.1.1. Algebra de Hopf

Como G es un grupo algebraico, debe tener estructura de algebra de Hopf (ver [20])

luego debe tener un producto

K[G] % K[G] &k K[G]
y oo i@y

tal que:
Va’ ® Va’ o ,u* = Vo’oo’ N Vcn vo’ (10)

Este producto queda definido por f(u*) para que sea compatible con la estructura de
G — modulo en X y por tanto
Fu) =20 1doz

Veamos que en efecto verifica (10). Como f(V,osr) = Iy 0l, basta ver que también f(V, ®
Voo p*) =ly 0l,.

(Ve @ Vorop®) = F(Vo @ Vor)(f(17)) = F(Vo @ Vo) (2@ Id 0 Z) =

Zf(Va)(?)@?Va/ngf(Va)@’Va'OZ: (l0/®l0)05:lalolg

El producto en G debe restringir a su toro maximal. Sea 7" = Spec K[M] el toro de X
representante del funtor F' definido por Homg(K[M], B) que es el siguiente subfuntor
de ,F(B) = AutB(OX R B) .

si A € Homg(K[M], B) = 1\(z°) = AM(2°)(2* ® 1)

En los puntos cerrados A € Homg(K[M], K) denotaremos A(s) = A(z®) = 7\(2°) =
A(s)x®. Luego T" es subfuntor de G' y T' C G es subgrupo algebraico = existe 7 :
K|G] - K[M] — 0 tal que 7* : T" — G" define T' como subgrupo de G y por tanto el

producto p* debe extenderse a K[M] a través de m con lo que el cuadrado

K[G] X% K[G) ok K[G]
7T¢ \[,7r®7r
KM X5 KM@k K[M]

es conmutativo y como T' = Spec K[M] es un grupo multiplicativo =

p(z®) =2 @z vV ae K[M]
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Ademas, la estructura de T'— mdédulo en X debe ser conpatible a través de 7w con la de

G — moédulo definida por z, luego si denotamos 2z’ = I ® 7 o z a la composicién:
Ox 2 Ox @k K[G] 'S Ox ®x K[M]

entonces z' define la operacion de T en X que como sabemos debe ser extensién de la

operacién de T sobre T' lo que quiere decir que el siguiente cuadrado es conmutativo:

Oy —» OxoxK[M]
il * Li
K[M] = K[M]®x K[M]

y por tanto como T es multiplicativo se cumple
?(xs):xs®xSszEOX<i>K[M] (11)

Proposicién 4.1. Sea un punto A : K[M| — K. Si 7\ denota al automorfismo en Ox

definido por T\(z°) = A(s)z® y V\ = Ao 7 entonces f(V\) = T»

Demostracion: Basta comprobarlo para cada a = x° homogéneo:

fO) () =T V)EZ(*) =T Nom)oz(z®)=T@ N ol @moz(z°) =
= 1@ o7 (2*) 2 I®Nz* @ 2°) = 2°\(2*) = 7\ (2*)
y se acaba
O
4.2. Espacio tangente y derivaciones

Veamos ahora que el isomorfismo funtorial festablece un isomorfismo (candnico) entre
el espacio tantente T,G y la derivaciones de Ox. Sea A una K — dlgebra y ¢ € SpecA un
punto racional de morfismo V : A — K y por definiciéon el espacio tangente a Spec A en
q es T,Spec A = Derg (A, A/q ~ K). Sea también la siguiente K — élgebra :

Kl¢]={a+b:a,beK}~ Klz]/z*

que es el anillo K[¢] tal que €2 = 0 y sea & : K[¢] — K el morfismo (punto de Spec K[€])

que consiste en hacer £ = 0 es decir §y(a + b¢) = a. Entonces T,Spec A se identifica con
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los morfismos de K — élgebras A — K] que al componer con & dan V' y denotaremos
HomY.(A, K[¢]) a tales morfismos. Efectivamente la identificacién consiste en asignar a
cada derivacion D : A — K el morfismo hp : A — A[¢] dado por hp(y) = V(y) + D(y)€
tal que £ o hp = V. En el caso que nos ocupa V =V, : K[G] — K es el neutro de e € G

y tenemos
T.G = Homi (K[G], K[§]) — Homg (K[G], K[¢]) = G'(K[¢])

Por otro lado, las derivaciones Derg(Ox,Ox) se identifican con los morfismos Ox —
Ox[€] que al componer con I ® & : Ox @ K[¢] — Ox dan la identidad en Oy y los
denotaremos Hom% (Ox,Ox[€]) y de igual modo a los correspondientes automorfismos
Auté[ﬂ(OX[f], Ox[€]) : Cada derivaciéon D : Ox — Oy se identifica con hg : Ox = Ox[¢]
definido por hz(a) = a4+ D(a)¢ y por tanto tenemos

Derg(Ox,0x) = Homi(Ox, Ox[€]) = Autieg(Ox[E], Ox[€]) = F'(K[E])

Como f es una transformacion natural de funtores de grupos, sea el cuadro conmutativo

a(KlE) L FEE)
G

G(K) -5 F(K)=AutOx
e ~ I

luego G (&)(h) = e < F(p)(f(h)) = I y por tanto f : G (K[£]) — F(K[¢]) restringe
a f : Hom(K[G],K[¢]) — Homk(Ox,Ox|¢]) de donde se deduce el isomorfismo f :
T.G — DergQOx definido por fN'(De) = 176 que es la unica derivacién en Ox tal que

hg, = f(hp,) es decir, hy, y = F(hp,)(z) = (I ® hp,) o Z que segin se ha definido antes

es el siguiente morfismo de Ox — Ox|[¢]

hp,(a) = (1d@ hp.) <Z ba ® ya> = ba-(yale) + De(ya)€) =
=3 Velwaba + (D baDelwa)) € = a+ (3 baDe(ua) ) € € Oxe]

(la dltima igualdad estd justificada por 2) y por tanto

F(De)(@) => " baDe(ya) donde > " bu(p)ya(o) = a(o(p)) Vpe X, 0 € G (13)

y obviamente f(q.D.) = q.f(D.) V q € K.
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Observacién 5. Notese que se ha probado que

hip,y =1 +&F(De) = f(V.+£.D,)
Vamos a ver finalmente que finduce isomorfismo candnico entre espacio tantente a GG
y derivaciones que ademas conserva las representaciones adjuntas y por ende los paréntesis
de Lie que como veremos se obtienen de tales representaciones.
Definicién: Sea B una K — algebra que contiene a K y un punto V =V, € G'(B).
Sean las traslaciones por izquierda y derecha L} y R} y la composicion ¢, = R} o L
llamado automorfismo interno. Se llama representacion adjunta en G del morfismo V, a

su morfismo diferencial, el automorfismo
Adg(Vy) = dy : Derg(K[G] ®k B, B) — Derg(K|G] ®k B, B)
es decir
Adg(V2)(D) = D' donde D'(y ® 1) = D(y') para y' = ¢, (y)
De igual modo, se define la representacion adjunta en F del morfismo [ € F(B) al siguiente
automorfismo en Derg(Ox @k B) :

Ad}‘(l)(ﬁ) :l_loﬁol paralN? € DerB((’)X KK B)

Teorema 4.2. f : G 5 F induce isomorfismo candnico entre Derg(K|G] ®x B,B) y

Derp(Ox ®k B) tal queVV =V, € G(B) yl =1, = f(V.) se cumple

T (Ade (V) (D)) = Adz () (F (D)

Demostracién: Sea e = V. : K[G] - K — B el neutro en G'(B) y f(e) = I la
identidad en Ox ® B. En primer lugar veamos que la restriccién de finduce isomorfismo

entre G °(B[¢]) y F1(B[€]) siendo:
G“(Bl¢]) = Homy (K[G], B[¢§]) = {h : K[G] = B[¢]: §oh=e}
y
F!(BJE]) = Hompg(Ox ®k B[], Ox @k BlE]) = {g: Ox = Ox @k B[¢]: &og=1}

En efecto, f restringe porque si h € G(B[¢]) = h(y) = y(e) + p(§) (y(e) denota V.(y))
con p(§) € B[] =

fh) (@) =1@h(Z(a) =D ba® (yale) + pa(€)) =
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= b @yale) + Y ba®pal§) =a+ > by @ pal§)

donde la tltima igualdad estd justificada por (3) generalizada. Para concluir la primera

parte del teorema resta ver que:
G (B[¢]) ~ Derp(K[G] @k B,B) y F'(B[¢]) ~ Derp(Ox @k B)
En efecto, el primer isomorfismo viene dado por
hp(y) = y(e) + D(y ® 1).§ para D € Derp(K[G] ®k B, B)
y el segundo por
gp(a) =a+ D(a® 1).€ para D € Derg(Ox @k B)

Veamos ahora que f conserva la representacién adjunta. Sea Z(a) => b, Ry, y I = f(V) y

R*y L* las traslaciones a derecha e izquierda asociadas. Queremos ver que f(Ad(V)(D)) =

[71o f(D)ol. Para ello, por definicién de f(D), para calcular f(D)(I(a)) hay que calcular
Z ol(a) que por las igualdades (4) y (9) generalizadas es:

Zolla) =) ba® L'y =Y I(bs) ® R*L"y,

es decir Z(I(a)) = > I(b,) ® y., y entonces

F(D)(U@) =D 1(ba)-D(y,) = > 1ba)-D'(3a)

para D' = Ad(V)(D) =

o f(Dyol =Y D' () = F(D)(a)

con lo que se acaba.
(]

Sea T' = Spec K[M] el toro maximal en Gy como definimos al final de la seccién anterior,
para cada punto del toro A : K[M] — K, [, denota al automorfismo en Ox 7, definido
por T\ (2%) = A(s)z® y Vi = Ao 7 donde K[G] = K[M] define T como subgrupo de G.

Corolario 4.3. Para G = ®aecnGa y Derg(Ox) = @acnDa se cumple f(G,) = D_,
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Demostracién:
Que son isomorfos lo acabamos de ver para B = K. Que D, € G, significa que Ad(V))(D,) =
D! = Ma)D, para todo A € T. Para comprobar el grado de f(D.) tendremos en cuenta
que D € DerxOx es de grado € M cuando 7y o D o T\-1 = A($)D. Por hipdtesis,

D, = Ma)D = f(D.) = Ma)f(D.). Por otro lado el teorema anterior demuestra que

f(Dé) =["1o f(De) ol donde | = f(V,\) y por tanto bastard probar que f(VA) = T, y esto
es justo lo que afirma la proposicion 4.1 con lo que se acaba.

O

Observacién 6. En el caso particular de B = K yV =V, = e el neutro en G'(K),

el Teorema 9.1 [12] demuestra que hay un isomorfismo de K — espacios vectoriales entre

Derg(K[G], K) y Derk(K[G]) donde
Dert(K[G)) ={D € Derg(K[G]): LioD=DoL:VV,€G(K)}

El isomorfismo wviene definido por las condiciones D, = V.o D y V, 0D = D.o L: ¥V
V, € G(K), D. € Derg(K[G],K) y D € Derk(K|G]). Por tanto se tiene

(R* 1 oDoR:).=VioR: ,oDoR. 2 V,0Do0R" =

= D.o L, o Ristoy" =dp*(D.) = Ad(V;)(D.)

luego

Ad(V,)(D.) = (R;-10 Do R}). V'V, € G(K)

Las igualdades utilizadas tanto para la demostracién del citado teorema como para la
iguldad anterior, son las ecuaciones 2...9 que hemos visto que son ciertas en general para

V, € G'(B) de modo que se cumple:

Proposicién 4.4. Para V. : K[G] - K — B el neutro de G'(B) existe isomorfismo
Derg(K|[G) @k B, B) ~ Deri(K[G] @k B)
donde

Dert(K[G) @k B) = {D € Derg(K|[G]|®x B): LoD =DoL:VV, €G(B)}
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dado por las condiciones

D. = V.oD V. neutro de G'(B)

V,oD = D,oL:  VV,eG(B) (14)

y tal que
Ad(Va)(De) = (Rir o Do Ry). V'V, € G(B)

O

Teorema 4.5. Sea f : G° — FI(B[¢]) y el correspondiente isomorfismo entre Derp(K[B]®x
B, B) y Derp(Ox ®k B) segin el teorema 4.2 y sea

7 : AUtB (DGTB(K[B] KK B, B)) — AUtB (DGT’B(OX XK B))

isomorfismo inducido de modo que f(¢) = fo ¢o ffl. Entonces el siguiente diagrama es
conmutativo:
G (B) 7, F(B)
Adg | 1 Adr
Autg (Derp(K[G] @k B, B)) —» Autg (Derg(Ox @x B))
Demostracién:
SeaV € G (B)y D € Derg(K[B] ®x B, B) =

F(AdV (f(D)) = f(AdcV (f~1(f(D)))) = f(AdaV (D))

y por el teorema 4.2 f(AdgV (D)) = Adx(l = f(V))(f(D)) con lo que se concluye.

|

Teorema 4.6. Sea G = AutX el grupo de automorfismos de la variedad térica X y K[G]
su haz de funciones. Entonces el morfismo funtorial ]7: G — F define un isomorfismo

canonico entre los espacios vectoriales M — graduados

G = Derg(K|[G], K) = ®acmGa L Derg(Ox) = @acmDa

tal que f(Go) = D_, y ademds conserva los paréntesis de Lie:
fID.E) = [fD,JDV D, E €G

Diremos por tanto que G y Derg(Ox) son dlgebras de Lie M — graduadas candnicamente

isomortfas y las denotaremos T,G
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Demostracion:

Consideremos el diagrama conmutativo del teorema anterior para B = K[¢] :

G (K[€)) L, F(K[E])
Ade | | Adr

Aut ke (Dergig (K[G[E], K[€])) S, Aut g (Dergg(Ox[€]))

La igualdad como espacios vectoriales M — graduados ya se ha visto en teorema 4.2
para B = K[¢] y el corolario 4.3. Queda ver la cuestién referida a los paréntesis de
Lie. Sea &, el morfismo ya definido que consiste en hacer £ = 0 y sea V, el neutro. Si
FLK[¢]) = Aut! Ox[€] denota los automorfismos que al componer con &, dan la identidad,

es decir,

FUK[E]) = I + €.Der(Ox) ~ Der(Ox)
entonces F(K[¢]) D FIK[E]) v

Adr (F'(K[€))) C Autkig (Dergy (Ox[€])) = I + £.Endg (Derg (Ox))

Por otro lado sea G °(K[¢]) = V. 4+ {.Derg(K[G], K) que por la proposicién 4.4 es
GC(K[¢]) = V.o (Id+ & Derk(K|[G])) donde la igualdad esté determinada por las condi-
ciones 14 de modo que si D € Derk(K[G]) = hp = V.o (Id+&.D) =V, +&£.D, con D, €
G¢(K[€]). Si tomamos V = hp a la que denotaremos Vp = lp = f(Vp) = [+£.fD, = hip
y como I' =1_p = Vp-1 = V_p (notacién explicada en la ecuacién (5)). Si restringimos
Adg a G°(K|[¢]) C G (K[]) valorard en:

Autﬁl[ﬂ (De"’K[ﬁ](K[G] €], K[f])) = Aut%l[ﬂ (De'f’qug}(K[G] [f])) =

= I + (. Endg(Derk (K[G])) ~ Endg (Derk (K[G)))

Luego [ restringe a G°(K[€]) — F(K[¢]) y del diagrama conmutativo anterior se deduce

el siguiente diagrama conmutativo:

V.o (Id+ €. Derk (K[G)) I +€.Der(Ox)
Adg | | Ady

I + &.Endg(Derk (K[G])) I + & .Endg (Derg (Ox))

lw

Sea D € Der(Ox) y lz =hs =1+ ¢D.Sea E € Der(Ox) = E®1 € Derke(Ox[€])
=
Adr(I5)(E®1)=l50E®1lol 5= (I+&D)oE®1o(I—£.D) =
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:(I—i—f.ﬁ)o(E—f.Eoﬁ):E—é.E’oﬁ—l—f.EoE

y por tanto
Adr(l5)(E®1) = E®1+¢.[D, E)

Sea D € Derk(K[G]) yV € G(K[§]) esV = Vp = hp = V, o (Id + £.D) es decir
Vb = Ve+£&.D.. Vamos a ver que la translacion por la derecha asociada es R}, = Id—¢.D.
Para ello veamos que se cumple la ecuacién (7) es decir, V V,» € G'(K[¢]) se cumple

Voo R}y = Vyop que por (5) es V_p o L*,. En efecto,
Vyo(Id—€D) =V, — &V, oDV, —¢D, oLt
Por otro lado,

VopoLl =(V.—&V,oD)oL:, =V,0L: —&VeoDo L,

y eso de nuevo por (5) es Vyr — £.D, o L*, luego en efecto R}, = Id — £.D. Sea E €
Derg(K[G]) y E® 1 € Dergg(K[G][£]) = por la proposicién 4.4
Ade(Vp)(E® 1) =R poE®1oR), =({Id+&D)oE®1lo(Id—¢£.D) =

—(Id+¢D)o(E—¢(EoD)=FE—£(EoD+¢DoE=E®1+E[D, E]

Para concluir, sea D = f(D) y E = f(E) y hemos visto en esta demostracién que

f(Vp) = Iz = hp = por el teorema 4.5 tenemos:

F(Ade (Vp)) (E) = Adz(l5)(E) = Adz(l7 ) (f(E))

que como acabamos de ver es f(E) + [f(D), f(E)] y como por definicién de f

T (Adg (Vi) (B) = (o Ade (Vb) o J1) (F(E)) =

= f(Ade (Vp) E) = f(E + [D, E)) = f(E) + f[D, E]
se deduce que f[D, E] = []?D, fE] con lo que se acaba.

O
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4.3. Espacio tangente al grupo de automorfismos graduados de
una K — algebra

Sea Z un Z — médulo libre y v : Z — Z" morfismo tal que ({v; = z; 0 V})q, sea un
cono racional y fuertemente convexo, donde z; : Z" — Z es x;((ay, ..., a,)) = a;. Seaen Z
el subsemigrupo S = v~ }(N") y gr : Z — J morfismo epiyectivo de Z en un Z — médulo
J y supongamos el caso completo que significa que Ker(gr)N.S = 0. Entonces A = K |[2”]
es el anillo de una variedad térica afin de toro Spec K|[Z] y ademés es J — graduado con

la siguiente graduacion:
grad(z®) = gr(s)

En particular y por hipépesis en grado cero es Ag = K.
Sea el grupo Aut i A representante del funtor F(B) = Autg(A®k B) y como hemos visto
T.(Autix A) = Derg A es el dlgebra de Lie de Autx A, que es Z — graduada y opera el toro
Spec K[Z] =

DergA = @ D,

acZ

Si consideramos solo las derivaciones de grado cero, obtenemos el subespacio vectorial y

@ .

ac”Z
gr(a)=0

subalgebra de Lie

que denotaremos Der ;A y consiste en las derivaciones graduadas de A. Como en la seccion
4.2, tales derivaciones graduadas son las derivaciones asociadas al subfuntor F' C F de

los automorfismos J — graduados :
F'(B) = Aut%" (A @k B)

donde la graduacion de A ®x B es la inducida por la J — graduacién de A de modo que

grad(a ® b) = gr(a) € J. En efecto, en la igualdad:
Derg (A, A) = Homi (A, A®k K[€]) = Homiq (A[€], A[€])

es inmediato observar que una derivacion D : A — A es de grado cero cuando el morfismo
correspondiente hp(a) = a+ D(a)é = a®1+ D(a) @ € es J — graduado. Luego si Autj- A

es el representante del funtor F’' y subgrupo de Auti A se tiene:
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Teorema 4.7. Si A es una K — dlgebra J — graduada con las condiciones que acabamos

de definir y en los términos del teorema 4.6 se cumple el siguiente isomorfismo candonico
de dlgebras de Lie:

T[(AUIJA) = DGT‘JA
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Capitulo 5

5. K — Algebras graduadas de A,

Como en §1.2 sea N un Z—modulo libre de rango n y consideremos el grupo
M = Homy (N, Z)

Sea un abanico A cuyas aristas estan generados por los elementos del conjunto A; =
{v1,...,v.} C N que supondremos semicompleto, lo que significa que A;.R; = Q" (esta
condicién es més débil que la de que A sea abanico semicompleto). Supondremos que v;
es minima (6 fundamental) para todo i, es decir, v; # p.e para todo p € Z y e € N.
Un abanico A formado por conos cuyas aristas son Aj, generan, como ya es sabido, los

abiertos afines de una variedad térica X que contiene como abierto denso al toro
T = Specyoc K[ M| = Homy (K[M], K) = Homg,,(M, K*).

Como hemos visto en la seccién 2, H; son los divisores de Weil T'— invariantes asociados
a las aristas v; calculados en la seccion 2.2. Consideremos el grupo A, _; de los divisores
de Weil médulo la equivalencia lineal, esto es, el cero es el divisor de una funcién ¢ divisor
principal. Denotaremos por [H;| a la clase de H; en A,,_1(X) y [Hi],...,[H,] es un sistema

generador via la sucesién exacta ([8])
0= M—=7Z% = A, 1(X) =0 (15)
donde el morfismo M — ZA1 esté definido por
a— Div(z®) = Xv;(a) H;

Se denotara por F f(X) al subsemigrupo de A,,_1(X) de los divisores efectivos. La sucesion
exacta implica que dos divisores T —estables son de la misma clase en A,,_;(X) si difieren
en un divisor principal del tipo D(z®). Para cada a = (ay,...,a,) € Z", aH es el divisor

Ya;H; y v(a) = (v1(«),...,v.(a)). Denotaremos:

Ia)={a€e M:aH + D(z%) > 0} es decir a+v(a) >0
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En el caso semicompleto en el que estamos, es obvio que I'(H;) son las raices asociadas a
v;, es decir los o € M para los cuales 2*D,, es una derivacién, luego siguiendo la notacién

de las derivaciones se tiene la igualdad:
K" D, = D(v;)

y ademds Kz''(@ es isomorfo a H(X, Ox (D)) para cualquier divisor de Weil equivalente

a aH, luego es un espacio vectorial de dimension finita.

5.1. Sistema generador minimo de 4, (X)

Definicién: Diremos que el divisor H; es irreducible cuando su clase [H;] no es com-
binaciéon N—lineal del resto de clases [H;| diferentes de [H;]. En el caso de [H;] = [H|]
que se corresponde con la existencia de una raiz parejable y en adelante diremos que H;
es parejable con H;, obviamente H; es irreducible si y sélo si lo es H;. Como ya se ha
visto, [H;] = [H}] equivale a que S(v;) N S(—v;) = {a} para un unico o € M que es

la raiz parejable. Nétese que irreducible equivale a decir que no tiene raices salvo a lo

sumo parejables. Reordenando si es necesario, escribiremos Hy, ..., Hg, Hgy 1, ... Hy gy
donde Hiy,..., H, son irreducibles y el resto bien son reducibles o bien parejables con
alguna [H,|, ..., [H,]. Por ejemplo en el plano proyectivo P2, las tres hipersuperficies H,

H, y Hj son parejables de modo que s = 1, kK = 2 y r = 3. La sucesion exacta 15 im-
plica que A,—1(X) = ([Hi],...,[H:])z v Ef(X) = ([Hi],...,[H,])n. Se comprueba con
facilidad que en el caso semicompleto, si [Hy, 1] se escribe N—linealmente dependiente
del resto entre las que estd [H,o], entonces en toda combinacién N—lineal de [H2] no

puede aparecer [Hgi1]; con este procedimiento y reordenando se consigue que [H,y | no

dependa de [Hyi1], ..., [Hstj—1] demostrando pues que [H,, ;] depende N—linealmente de
[Hi],...,[Hs] y por tanto:
Ana(X) = (], [H)z  Ef(X) = ([H],...,[H])n (16)

Consideremos por tanto la dependencia:
Hej=nlH, + - +nlH, + D(x~ ™)
con msy; € M tal que:

Vsyj(msyj) = —1 vi(Msyj) = ni >0
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v(msy) =0V 1>s con 1+

Alguna de las mg;; puede ser una raiz parejable, como ocurre en el espacio proyec-

tivo que lo son todas. Consideremos la matriz resultante N = (n!) cuya columna j
es N7 = v'(myy;) y donde v' denotard (vi,...,vs). También convendremos en deno-
tar U = (U1, Vsqk) ¥ M = (Mgi1,...,Msyx), de modo que v = (v/,7). También

H' = (Hy,...,Hy). Dado el vector p = (p1,...,px), p-N denotard vector de s coor-
denadas correspondiente al producto matricial por el traspuesto de p, esto es, N.pt =
pNY 4+ - 4 ppNF= (pN1,...,pNg) y P serd pymgiq + + -+ + ppMmsyg. Siguiendo esta
notacion, se tiene la siguente formula general que permite pasar de la dependencia de un
divisor de Hi, ..., H, a depender de Hy,..., H, :

niHy+ ... ,nsHy + prHsi1 + - + ppHspr, = (n+ pN)H' + D(z7P™)

or tanto si 2™ denota al monomio z"*. . ... s P 2Pk tendremos:
1 s s+1 r o

P = PN ge(=rm) (17)
conn+pN€Zy —pm e '(n+p.N).

5.2. Descomposicion del médulo M

Definicién: Llamaremos submddulo fundamental de M al Z—mobdulo de los ceros
en M de v, es decir: B = { € M : 9(8) = 0} de modo que Vj = 1,..., K se tiene

/US-‘rj(B) =0.
Sabemos que vsy1,...,v, son parte de una base del reticulo, luego B es libre de rango

n —k =1t y se tiene la descomposicion:
M =B @& C donde C = (mgy1,...,Mresik)z

De la propia definicién de B y por estar en el caso semicompleto, se deduce que el morfismo
de médulos v' : B — Z*, v'(B) = (vi(B), . .., vs(B)) es inyectivo; sea J el conticleo de modo

que se tiene la sucesion exacta
0—>B—=72"—J—0 (18)

Por (16) es obvio que J es A,,_1(X) siendo claro el morfismo final epiyectivo. Denotaremos
n] = [n.H'] para [n] € Jy [n.H'] € A,_1.
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5.2.1. Identidades necesarias

Como hemos visto tenemos la suma M = B@ C' de modo cada o € M descompone

a = ap + ag¢. Sea entonces [ € Z° y supongamos que « € ['(1). Es claro que
ac = —0(ac)m (19)
Por otro lado de o = ap + a¢ € I'(I) se deduce inmediatamente
v(ac) =v(a) =0 (20)

es decir, todas las coordenadas de a¢ son negativas. Sea p = U(a¢) de modo que sus
coordenadas son todas positivas; como v'(pm) = p.N y N es matriz positiva, se deduce

v'(pm) > 0y como a¢ = —pm se deduce
V(ag) <0 v'(ap) =v'(a) +0(a).N (21)

y por ultimo como por hipétesis {40/ () = v'(ap)+v'(ac) > 0, de la desigualdad anterior
se deduce necesariamente
[+ (ap) 20 (22)

5.3. Anillo de Cox. Anillos Z’—graduados

Definicién (Anillo de Cox): Para cada arista v; introducimos la variable x; cuyo

grado serd [H;] de modo que se tiene el dlgebra A, _;(X)—graduada
Ac = K|xy,...,z,] donde grad(z® = fo’) = [aH] = [Z a; H;)

)

De otro modo, para cada [D] € A,,_1(X) donde por la sucesién exacta (15) podemos elegir

como representante un divisor T'—estable D = aH con a € Z", el anillo de Cox es

Ae= P K2 {z"“:ael(a)}

[DleAn-1(X)

Noétese que no importa el representante elegido ya que si @' = a + v(f) entonces I'(a") =
-5+ T(a).
A continuacion veremos que la expresion del anillo de Cox se puede simplificar. Los tinicos

sumandos no nulos corresponden a los divisores efectivos de modo que a + v(a) € N" y
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en este sentido Ao = K[N"] con la graduacién definida.
Entenderemos Z" como Z* @ Z* y sus elementos serdn de la forma (n, p). Consideremos el
morfismo de Z —médulos Z° @& M — Z" definido por (n,a) — n+v(a) = (n+v'(a),v(a))

que es epiyectivo gracias a (17).

Proposicién 5.1. El morfismo 7" — 7° & C, h ((n,p)) = (n+ p.N,—pm) es un iso-
morfismo de Z — mddulos y su inverso es h=* ((I, —pm)) = (I + v'(—pm), v(—pm))
Demostracion:

Es obvio que h es morfismo de Z —médulos y de (17) se deduce que hoh™ = h™'oh = Id

si tenemos en cuenta que v(—pm) = p y que v'(pm) = p.N.
O

Sea
I'(n)={aeM: n+v(a) >0yv(a) >0}

Restringiendo h a N”| se tiene Ac = K[N"] ~ K[h(N")] y por tanto
Ac ~ @ KAz ap € (m)_w NT(n)}
neNs

donde como algebra graduada, si n =n' + p.N y ac = —pm entonces
gr (:p(”’O‘C)) = gr (x(",’p)> = [n.H +p.H| @ [(n +p.N)H'] = [n]

con [n] € J definida en (18) y como [n] = [n 4 v/(B)] se tiene que gr (z(m¢)) =
gr (x(”Jr”/(B)’”C)) para todo B € By 7o € C' de modo que:

Definicién simplificada(Anillo de Cox):
El Anillo de Cox es el dlgebra A,,_;(X)—graduada:

Ae= P K29 nen] ac € (m)_wNT(n)} (23)

[n]€J~An_1(X)
Nétese que la condicién a¢ € (m)_nx NI'(n) implica necesariamente n € N°. Los elemen-
tos de grado cero son z(V'(¥-2c) tales que f € B, ac = —pmcon p; >0Vi=1,.... Ky
v(B) — p.N > 0 luego v') > 0 lo que en caso semicompleto implica § = 0. En tal caso
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—p.N = 0 y se tiene que los unicos elementos de grado cero son las constantes.

Definicién (Anillo de Cox generalizado): Consideremos el semigrupo de M € Z°

siguiente:

S ={(na)eZ@M: n+v'(a) >0y v(a) >0}

es decir a € I'(n).
K[S'] es M @ Z°—graduada y por tanto Z°—graduada. Lamaremos Anillo de Cox gene-

ralizado al dlgebra Z°—graduada:

A =K[S'] = P KA, para A, = 2™

nezs

Proposicion 5.2. A’ es una k-dlgebra de tipo finito.

Demostracién: S’ es el conjunto de soluciones enteras de un sistema de inecuaciones.

Sabemos que este espacio de soluciones es finito generado. Si (a1, 1), - .., (aq, 5;) es un
sistema minimo de generadores, entonces z% € I'(V,Ox(5;H)) v A = k[z*,... z*].
En efecto si z* € I'(V, Ox(BH)), entonces («, 5) = ny(aq, B1) + -+ - + ns(ay, f;) . Luego
x® = (o)™ . ()™,

A sus monomios de grado n se les denotard por Az(™®. Vamos a ver la relacién entre

este anillo y el anillo de Cox.
Lema 5.3. Sia = ag+ac € I'(1) paral € Z*, entonces ag € T'(1) y ademds x+V'(@s)ec) ¢
A/

Demostracién:

Que | + v'(ap) € N* ya se vi6 en (22) y como v(apg) = 0, ya se tiene la primera
afirmacion. Para la segunda, [+ v'(ap) + v'(ac) = [ +v'(a) que es > 0 por hipétesis. Por
ultimo T(a) > 0 es la desigualdad (20).

O

El morfismo de anillos 7’ : A" — A¢ donde 7’ (x(”’o‘)) = gntv'(en)ac) eg epiyectivo y
su nticleo es el ideal I = (x(=(¥%) — 1) de modo que el anillo de Cox es el cociente del
anillo A" :

Ac~A'/I
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Teorema 5.4. 1. El morfismo
Z2oM S Ba(Z°aC)

definido por
¢ ((n,a)) = (as, (n +v'(ap), ac))

es isomorfismo

2. Si tal isomorfismo se restringe al subsemigrupo S’ se tiene S’ 2 B @ h(N")

Demostracion:
Sea la sucesion exacta
0BSZaMSZ°®&C -0 (24)

donde
i(B) = (=v'(8),8) ' ((n,a))=(n+v"(ap) ac)

La identidad es una seccién para 7’ y el morfismo inverso de ¢ es
¢~ (B, (l,ac)) = i(B) + (lac) = (I = '(8), B+ ac)

Es inmediato comprobar que las composiciones con ¢ dan la identidad, con lo que se ha

probado el primer enunciado.
Para el segundo, sea a = ag + a¢ y ag = —pm.

¢((n,a)) = (as,(n+'(ap),ac)) =
= (aph (b7 ((n+2'(ap),ac)))) = (ap,h((n+0'(e).p)

donde la tltima igualdad es por definicién de h=! y porque
n+v'(ag) —p.N =n+v(ag) +v'(ac) =n+1'(a).
Se concluye observando que (n,a) € S’ < (n+v'(«a),p) € N
(]

Observacién 7. Si se compone ¢ con el isomorfismo (Id,h™"): B® (Z*® C) — B Z"
se tiene el isomorfismo (Id,h™') o ¢ : Z° ® M — B Z" tal que (n,a) — (ag,n + v(a))
y el inverso es (B, (n,p)) = (n +pN, —pm) + (=v'(), 5)
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En el anillo de Cox todos sus monomios se escriben de modo tnico salvo costantes
de la forma (™) y por tanto también es una algebra Z*—graduada. También Aq[B] es
75 —graduada siendo el grado de z(™*?)z? igual a n — v'(B) € Z°. Considerados A’, A
y Ac[B] como &dlgebras Z°—graduadas, denotaremos Autzs A', Autzs Ac y Autzs Ac[B] a
sus respectivos grupos de automorfismos Z°-graduados mientras que en el caso del anillo
de Cox como élgebra A,_;—graduada denotaremos Aut,Ac al grupo de automorfismos

A,,_1—graduados de Ac.
Corolario 5.5. Considerando A" y Ac[B] con la Z°—graduacidn se tiene:
1. A’ ~ Ac[B] siendo el isomorfismo K[S'] 4 K[h(N")][B] definido por
6 (") = gV (@n)ac) gos
y el inverso ¢! (:E(l’aC),xﬁ) — p(=Y'(B),f+ac)
2. El isomorfismo anterior induce el isomorfismo

Autze A% Autz Ac[B] (o) = oo o¢!

3. El morfismo
Autzs Ac ‘i> AUtZsAc[B] @(0’) (xnvacxﬁ) — O_<xn,ac)x/8

es inyectivo y H = 571 (i(Autz: Ac)) son los automorfismos Z°—graduados de A’

tales que sobre B son la identidad y ademds restringen a Ac, es decir:

H = {U’ €S: VaceC o (x("’O‘C)) = Z :B(””C).A(n,aoﬁc)}

Yol

siendo S el subgrupo de Autzs A" definido por:

S = {0'/ € Autg: A o (x(_”/(ﬁ)’ﬂ)) = x(_”l(ﬂ)’ﬂ)}

Demostracién:
El primer punto del enunciado es el Teorema 5.4 en términos de las respectivas K —
algebras asociadas. El punto segundo se deduce del anterior y el tercero es una simple
comprobacion.
O
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5.4. Automorfismos graduados

Utilizaremos las siguientes Notaciones: Autyzs A', AutzsAc 'y Autzs Ac[B] seran los
grupos de automorfismos Z°-graduados de A'; Ac y Ac[B] mientras que en el caso del
anillo de Cox como algebra A,,_; —graduada denotaremos Aut,Ac al grupo de automorfis-
mos A,,_;—graduados de A¢. Veremos que Autzs A’ es el producto semidirecto de Aut,Ac
por el toro K*' = Hom(B, K*).

Sea o' € Autzs A’y sea a € T'(n). Como z(+V'(Bre=8) — z(ne) 4("(8).-F) = V3 € B se

tiene
o' <x<n+v'<ﬁ>,a—ﬁ)> = o' (z™) o' (x(v’w),—ﬁ))

En particular si elegimos = ap = ap € I'(n) (Lema anterior) y tendremos
o' <x<n+v'<ﬁ),ac>> = o' (z™) o' (x(v'(as),—as))

En el caso de que 0 € Autzs A sea la restriccién de o/, sin e N*, a € I'(n) y 5 € BNI'(n)

=
o (x(mrv’(ﬁ),a—ﬁ)) = o (2) o' (xw(ﬁ),—ﬁ)) (25)

Proposicién 5.6. Seann yl en N* y seanu € I'(n), e I'(l) y 5 € BNT'(n)NI(1). Se

tiene la igualdad en A’: (con abuso de notacidn)

o (x(n-i-v’(ﬁ),u—,é’)) o (x(z+u'(ﬁ),e—ﬁ))

o (x(n,u)> o o (x(l,e))

Demostracién:
Hay que multiplicar en cruz y comprobar la igualdad. Para ello basta aplicar ¢ a las

siguientes igualdades en A :

L (B)e=B) pnw) _ o (nH+v (B)etu—p) _ p(no!(B)u=) (L)

O

EL grupo Hom(B, K*) = K*' opera en A’ del siguiente modo: Dado A € Hom(B, K*)
y denotando para cada 3 € B, A’ = A(f), se define la operacién en A’ a través del

automorfismo graduado 7y :

T (x(”’o‘)) = g(m) \oB
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Se ha definido el morfismo de grupos Hom(B, K*) Y Autg. A, 6(\) = 7\ que claramente
es inyectivo y por tanto Hom(B, K*) es un subgrupo de AutzsA’. A continuacién vere-
mos que los automorfismos A,,_;—graduados del anillo de Cox son un subgrupo de los

automorfismos Z°—graduados de A’.
Lema 5.7. Se cumple la siguiente relacion entre Autyzs A" y Aut,Ac :

1. Para todo o' € Autzs A" y todo B € B existe un () € K* tal que

o <x(*v’(ﬁ)ﬂ)) = \(B).z"V @D

2. Sea el subgrupo:

S = {a’ € Autys A+ o <x(_“,(5)’5)> = x(_”/(ﬁ)’ﬁ)}

entonces existe un isomorfismo S LA AutyAc

3. Si ademds en S se considera el subgrupo obtenido en el apartado 3 del Corolario 5,

H = 5_1 (1(Autzs Ac)) , es decir,

H = {a’ €S: VYaceC o (x(”’O‘C)) = Z :U(n”m)-)\(n,(%cﬁc)}

Yol
entonces

¥ (H)

{O’ € AutyAc @ Yac € C, o (x(”’aC)) = Z x("”C).)\(n, Ozc,’Yc)}

vcel

que ademds es la imagen de la inmersion natural de Autzs Ac en Aut,Ac.

Demostracién:

Para la primera parte, como o’ es graduado se tiene
o (x(wm),ﬁ)) =3 Aa(B).a T
aeM

Hay que ver que o = (3. Por definicién de A’, v'(—f) + v'(a) > 0 y () > 0 y como

v(f) = 0 se tiene que v(aw — ) > 0 lo en el caso semicompleto implica o = f.
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Para la segunda parte del enunciado, sea ¢’ € S y hay que definir ¢(¢”) para lo cual

basta definirla sobre los monomios z™*¢. Como ¢’ es automorfismo Z°—graduado =

Entonces definimos ¢ (o”) :

w(a— (”ac anﬂi (yB)yo) (n OéC,Q)

Para mostrar claramente la relacién entre o’ y 1(0’), sea el elemento e :

e = Z x(v/(yB)Vin)

yeM

—_Zx v (yB),yB)

yeM
Para cada h € A" homogeneo de grado n, h =} (™% \(n,y) donde légicamente si
denotamos \,(n) = A(n,y) = A, = 0 para toda y € M tal que n+ v(y) # 0, definimos la
operacion:

hoe= Z 2 ws)u=s) \(p y)

yeM

Por otro lado sea u € Ac homogeneo de grado [n] = u =3 gt WB)ve) \(n,y) y

definimos la operacion:

Uy €™ an-i-v yB)— yB)chryB))\ny any))\ny

yeM yeM

que depende del representante n elegido. Si elegimos otro representante n’ = n+v'(f8) =
u= ZyEM m(n—i-v/(ﬂ)-i-vl(ys)vyc)')\(n + v’(ﬁ)) y) de modo que

U ot () € Z 2+ (8):) An 4 0'( Z gt An,y+p) =
yeM yeM
(denotando y =y + 3 )
= Z :L.n‘i’vl(ﬁ)vgfﬁ)\(n?y) —

yeM

= Z $n7y.$v,(6)7_6‘)\(n’ y) — (u . 6—).$(Ul(ﬁ),—ﬁ)
yeM
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y por tanto:

U ap/=ntv/(B) € = (U vy 67).1’(“/(’3)’75)

Con estas notaciones, la relacién entre ¢’ y ¥(¢’) por definicién viene dada por las
identidades:

w(OJ) (x(n,ac)) — (x(n,ac)) e
o' (ztmee)) = (') (™)), e (26)
W estd bien definido:

Si o' = Id entonces el tinico coeficiente no nulo de o’ (™)) es A\(n, ac, ac) = 1 luego

por (26) tenemos
Y(Id)(z0)) = gt Osac) = glnac)

Veamos ahora que 1 (0’) es morfismo con el producto:

?/)(O'/) <x(n,ac)'l,(n’,o/c)> _ w(o_/) <x(n+n’,occ+0/0)> —

=0 <$(n+n’,ac+a’c)> e = Z g ER) ) \(n 40/ e + ol 2)
zEM
donde
(nac) Zx n,y) A(n, ac,y)

yeM

y
o (x(ngoac > Z 2y n Ofcwy)
yeM

Por otro lado
¢(0/) (w(n,ac)) 'w(a/) (l'(n/’alc')) — o (w(n,ac)) .e.o (x(n/7a’c)> e =

— Z x(nﬂ/(ys)yyc).)\(n’ ac,y). Z x(”/ﬂ/(y;?)’y'o).)\(n’, o y) =

yeM y'eM

_ Zx(n+”'+“'(y3+y39)’yc+ylc)./\(n, ac, y)./\(n’, 0/07 y/) _
Y.y’

— § (n+n'+0'(2p),2c) E An, ac,y) A\n', aq, y')

zeM y+y'==z
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de modo que para probar que

W(o") (x(n,ac)w(n’,a’c)) = (0") (2™)) (o) (x(n’va’c)>

basta ver que A(n + 1, a0 + ag,2) = 32, . An, ac, y). Mn', o, ') para lo cual utili-
zaremos que o’ es morfismo y por tanto o’ (x(”J“”"aC’La/C)) =o' (x("vaC)) N (m(”lvo‘/c)) : lo
primero es

E ") Nn 41, ae + al, 2)
zeM

y lo segundo es
an+n Y+ Tl aC>y)'/\<n/7aIC'>y/) -

S e A ) A, ) =

y+y'=z
_ Zx(mn’,z)_ ( Z An, ac,y). M7, ac,y’))
zeM y+y'=z2

y como o’ (x(”Jr"/""CM/C)) =o' (z(mee)) o’ (a:(”/’alc)) se deduce que A(n+n', ac+ag, z) =
D yiy— AN, ac,y) A1, g, y') con lo que en efecto (o) es morfismo y obviamente
graduado. Si vemos que (0" o 0') = ¥(0”) o (0’) ya tendremos que ¢ es morfismo de
grupos y que ¢(¢’) es un automorfismo cuyo inverso es ¥ (c'~!). Sea pues ¥(0’) = o1 y

(") = oy y vamos a utilizar la siguiente notacién:

A(n,y, z) es el coeficiente en ="' ¥8)2) de o' (x(”+”/(y3)’yo))

(n,y, z) es el coeficiente en z™'W8)*) de o” <x(”+v/(y3)’y0)>

luego que por definicién de v se tiene:

si o’ (x("’O‘C)) = 2,2 \(n, ac,y) =
0-1 (x(n,ac)) — Z x(n‘i’vl(yB)vyC).)\(n, ao, y)

si o’ (:L’(l”C)) = 2,289 u(l, e, 2) =
oy (x(ln/c)) — Z (+v'(zB):20) w(l, e, 2) (27)

z
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Vamos a calcular (0" o ¢’) ((n, a¢)) para lo que necesitamos (0" o ¢’) ((n, o)) :

(6" od”) ((n,ac)) <Zx ) A(n ao,y)) =
" (Z x("“’/(yB)’yC).x(_”/(yB)’yB).)\(n,ac,y)) o'l€S
y

o”__GS Z o <I(n+v’(y3)7yc)> ‘x(_”/(yB)’yB)./wn, ac, y) =

Yy

- Z )\(n ac, y) Z x(n—i_vl(yB)’Z)'x(_v/(yBLyB)'lu(n + U/(yB)a Yo, Z) =

Y

- Z$nz+y3 n aC>y)'M<n+v/(yB)ay07Z)
Luego por la propia deﬁmclon de 1 tenemos

(0" 0 o) (amee)) Zaz (4 etm) 26) \(n, i, y).uln + o (y5), Y 2)
Por otro lado

Yy
- Z A(n, ac, y). Z R0 40 (yp), yo, 2)

con lo que coinciden.

La inyectividad y epiyectividad de 1) se deducen directamente de (26); la inyectividad
es clara y para demostrar que 9 es epiyectivo, dado o € Aut,Ac y teniendo en cuenta la
segunda igualdad de en (26) hay que definir ¢’ € Autzs A’ tal que sobre los elementos del
tipo (V)8 gea la identidad y sobre los elementos del tipo z(™*¢) debe cumplir (26)

siendo 1 (0’) = o, luego o’ queda necesaria y suficientemente definida como sigue:
o () = o (x<n+v'(as>,ac>_xev’(aB),aB)) _
= o (JZ (n+v'(ap), ac) :E "(ap)ap)

p(=V(aB)an) —

(n+v'(aB),ac)
n4ov’ (e
C

(n+v'(aB),ac)

) e pW(ag),—ag) L(=v'(ap)ap) —
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es decir
o' (x(n,a)) =0 <$(n+v/(a3),ac)) o € (28)

con lo que se ha demostrado el segundo enunciado. El tercero se deduce de la primera

igualdad de (26), ya que si

(Tbac) Z €T v'YC n Oéc,pyc)

Yc€eC

entonces por definicién se tiene

(o) (m(n,ac)) = (gg("v“C)) e = Z 2 N(n, ac, vo)

vc€el
con lo que se acaba.
(I
Observacion 8. El primer enunciado del Lema afirma que o’ (a:(_”/(ﬁ) ) AB).x=
Nétese que A(B) = N para A\ = (\;) donde o' (x=VB)B)) = X\,.(—=v/(B;), Bi) siendo

B ={pf1,..., i=n_xK} una base de B.

Teorema 5.8. El grupo Autzs A’ es el producto semidirecto AutgAc X Hom(B, K*) y la

sucesion exacta de grupos asociada es
0 — AutyAc ~ S % Autz: A' 5 Hom(B, K*) ~ K*' — 0

donde p(0') = X = (\;) para o' (27 BDB)) = N, 2=V (8)B5) y donde 0 es una seccion
de ¢ tal que O(\) = T\ que es el automorfismo T (x(”’O‘BJraC)) = A8 3" Ademds tal
producto semidirecto serd directo < Aut,Ac ~ AutzsAc. En particular en el caso trivial
t=0.

Demostracién:
S es un subgrupo normal en Autzs A’ v K*' opera en S por conjugaciéon. Tenemos que

comprobar que el siguiente morfismo asociado a la sucesion exacta es isomorfismo:

SxC* — Autg A

o\ = o =001
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Luego
o (xev'wm)) = N3V OBy o7 (3(00)) = o (zll00))

es decir,
o (zm)) = o (x(n+v’(a5),ac)_x(*v’(ﬂ)ﬁ)) _

- <$<n+v/(a3),ac)> B (v(8).8)
- <x<n+v’(a3>,ac>) Mo (x(—v'(ﬁ)m) = Mg (zm)

Dado ahora o’ € Aut, A’ se tiene o’ = o o 7, eligiendo A = (\;) con

o' (£ (B)80)

Ai = 2 (=v"(B:),8)

y o ($(”’°‘)) =o' (z(”’a)) A8 habiendo probado que el morfismo es isomorfismo y como
obviamente S N C*' = Id se acaba.
Para concluir, la condiciéon de que el producto semidirecto sea directo equivale a que

K** opere en S por la identidad lo cual equivale a que para todo ¢’ € S se cumpla:

o' (2)) = 37 29 con yp = ag
y
y utilizando la descomposicién z(™®) = grtv'(es)ac) p(=v(@8).28) ge comprueba inme-
diatamente que el conjunto de tales ¢’ € S es justamente H y por tanto el producto
serd directo si H = Sy como por el apartado 3 del Lema 5.7 H ~ Autzs Ac, se concluye

que el producto es directo cuando Autzs Ac ~ Aut,Ac.

O

5.4.1. Toros maximales como subgrupos de Autz:A’, Aut;Acy AutX

En general para un toro Spec K[N] si A € Spec K[N] es un punto (con valores en una
K — algebra) escribiremos A(z%) = A(a) = A%
Los anillos A" y A, son los anillos de variedades téricas afines en las que operan, como ya

hemos visto, sus respectivos toros Spec K[Z° ® M|y Spec K[Z* & C| :

= (', \) € Spec K|Z® ® M= p.x™®) = /" Nz ()
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p=p i € Spec K[Z* ® Cl= p.x™ee) = /" foc gmac)

A partir de estas operaciones vamos a ver como operan los toros T'(r) = Spec K[Z"]
y T(s) = Spec K[Z?] en Ac y deducir la necesaria operaciéon en A’ obligada por el
teorema 5.8 y en concreto por la equacién 28. Para ello, hemos visto que el toro T'(r)
es isomorfo a Spec K[Z* & C| por el morfismo h : Z" — Z° & C donde h(n = n',7n) =
(' + aN,—nm) y h™'(n,ac) = (n + v'(ac),v(ac)). Ademds, si m : Z° & C — Z° es
la proyeccién natural = T'(s) a través de 7 es un subgrupo del toro Spec K[Z* & C] de
modo que 7 y h definen Spec K[Z*] como subgrupo de Spec K[Z"] y el epimorfismo que

los relaciona es
z 2 7
(n',n) ~ n'4+aN
que hace conmutativo al siguiente diagrama:

rec 5 oz
L e
ZS
Por tanto la operacién del toro Spec K[Z"| en Ac es:
si A€ Spec K[Z'] y 2(90) € Ag == \.g(mae) = N\ (mac)g(nac)
y como h™(n,ac) = (n+v'(ac),v(ac)) = (n + v(ac)) la operacién es
si A € Spec K[Z7] y 2\2) € Ac = Xz = \(n 4 v(ag))z™c) (29)

La operacién del toro Spec K[Z¢] < Spec K[Z] teniendo en cuenta que

P (V) (e(h ™ (n, ac))) = 1"

[SSH

M'x(nzaC) — Mﬂ(n’aC)x(n’aC) — /uLn]?(n’OéC) (30)

Con estas operaciones los toros Spec|Z?] £y Spec|Z"] son subgrupos de Aut,Ac que a su

vez es subgrupo de Autzs A’ (teorema 5.8) y la estructura de subgrupo viene determinada
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por el epimorfismo 7' : Z* & M — Z° & C, 7'(n,a = ap + a¢) = (n + v'(ap), ac). Por

tanto para conservar la cadena de subgrupos
* —1
Spec K[Z°] £ Spec K[Z'] < Aut,Ac R Autzgs A’

tal que Spec K[Z"] (luego Spec K[Z°]) sea subgrupo de Autzs A’ contenido en su toro ma-
ximal Spec K[Z® @ M], las operaiones de Spec K[Z"| y Spec K[Z°] en A’ vendran definidas

a través de los morfismos

e M 5 kY. oo 4 A

(n,a) ~ (n+v(ap),ac) ~ n+uv(a) ~ n+v(ap)

luego deben ser:
i\ € Spec K[Z7] y o™ € A" — X" = A(n + () ") (31)
si A € Spec K[Z°] y 2™ € A/ = A\.z™ = \(n + v/ (ap))z™ (32)

Observacién 9. Con la operaciones definidas, los toros Spec K[Z"| y Spec K[Z?] son
ejemplos de los subgrupos H de Autzs A" que consisten en los automorfismos que son la
identidad sobre V" P)B) y tales que restringen a Ac, de modo que sobre ellos 1 es la
restriccion a Ac C A’ = A¢[B]; si T y 7, denotan respectivamente a los automorfismos
en A’ asociados a las operaciones de A\ € Spec K[Z"] y u € Spec K[Z?] definidas en las
ecuaciones (31) y (32) entonces (7x) y¢(7,) son los automorfismos en Ac asociados a las
operaciones definidas en las ecuaciones (29) y (30) y que ademds de ser A,_1 — graduados

lo son también Z° — graduados.

Para entender la operaciéon de Spec K[Z"] y Spec K[Z*] en la variedad térica X en

la que opera el toro Spec K[M] de la forma A.z®* = A“x® consideremos el diagrama
conmutativo
0 - M UﬂmZT%An,lﬁO
- o (33)

0 - B 5 75 o A — 0

donde los morfismos son:
p=hom es decir p(n = (n/,n)) =n' +n.0' (M)

y () = ap para o = ag + ac.
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En efecto es conmutativo porque
n=v(a) < p(n) =v'(ap)

con las relaciones

a=ap+acyoac=-—nm

Aplicamos Homy(, K*) a la ecuacién 33 y tenemos el diagrama conmutativo

0 — Homz(Ap1,K*) — K7 2  Homg(M,K")=T — 0
I Pt 1 (34)
0 — Homy(A, 1, K*) — K* 2= Homy(B,K*)=T(B) — 0

con

0() = (1, V) = (¥ s41) | ()
m(7)(e = ap + ac) = 7(ag)

Es inmediato comprobar las igualdades
v* (0" () (@) = p" ) =7 (V" (1)) (a)
Ademéds como V o’ = (ay,...,as) € K** se cumple
(p*(a’))”(a) _ (a/7 a/N)(v'(a),a(a)) _ a/U,(OCB)-FU/(OlC)‘a/i(a).N
y como a¢ = —0(ac).m = v'(ac) = —0(ac).v' (M) = —v(ae).N luego lo anterior es
(" ()" = ™) (35)
con lo que se ha probado:

Homg(A,_1, K¥) ={dcK*: a"® =1V e B} z
= {a=(d,a) € K= " =1V ac M}

Las operaciones de K*" y por tanto K*° Ly K*" en X estaran determinadas por la

operaciéon de Homyz(M, K*) =T a través del diagrama conmutativo anterior, luego:

e K = Aa® = v*(\).z® = \(@g
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pe K™ = pa® =o' (p(n)a® = 7 (v () .a® = p"®) .2®

de donde se deduce que Homgy(A,_1, K*) opera en X por la identidad.
Por 1ltimo, las proyecciones naturales Z* @ M — M = B + C = B definen Spec K[B]
como subgrupo del toro T' = Spec K[M] y éste como subgrupo de Spec K[Z* & M| por
tanto si a € Spec K[B| =

a.x® =" (a)(a).x® = a*Px”
(n,a)

a.x™ = q“Byg

es la operacién del toro Spec K[B] en A"y en Ac C A’ opera entonces por la identidad.

5.4.2. Igualdad entre AutyA'/T(s)y Aut,Ac/Ta, ,

Denotamos T'(s) = Spec K[Z°] y T(B) = Spec K[B] y Ta,_, al grupo multiplicativo
de puntos racionales Homy(A,_1, K*). Ahora la segunda parte de la ecuacién 34 es la

sucesion exacta
0—=Ty, , — T(s) = T(B) =0 (36)

con

v N(B) = A0
Escribiremos abreviadamente X? = z(-v"(9).8) ¢ A’ para cada § € B. Sean los morfismos

t(A)(zm)) = A (me)

t
/
T(S) f AutZSA m(A) (x(np[)) — )\n+UI(QB)x(n7a)

(37)

que definen las dos maneras de operar el toro T'(s) en A’ y los dos corrspondientes sub-

grupos t(T'(s)) y m(T'(s)).
Como en el lema 5.7, sea el subgrupo

S = {0’ € Autz. A’ : o/ (XP) = X"}

m(T(s)) C S

Por otro lado tenemos la sucesién exacta del teorema 5.8

0— S — Autzg: A' =S xT(B) 5 T(B) =0
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y la seccion de ¢ es 0 tal que
00" () (@) = D)
= t(A) =m(\) o (" (A1) = t(X) = (m(N\),v"" (A1) € S x T(B) y por tanto
t(T'(s)) C S xT(B)
Es evidente que ¢ y m coinciden sobre T}, , =
0— T4, , = T(s) :t; Autzs A’ es exacta

Sea el morfismo
0—T(B) 3 S/Ty, |

tal que el siguiente diagrama sea conmutativo:

0 0
1 1
0 = Tu , — T(s) S T(B) — 0 (38)
| ml ml

0 = Tu,, - S — S/T4,, — 0
= m(v'"(A.e)) = [m(A\).m(e)] = [m(N\)] Ve €Ty, , y definimos el epimorfismo siguiente:
Autys A =S xT(B) 5 S/Ta, , =0 r(a,b) = [a].m(b)
Corolario 5.9. Con los datos anteriores se cumple:

1. La sucesion
0— T(s) 5 Autz A' =S x T(B) 5 STy, —0

es exacta

Aut,Ac/Ta, | ~= Autzs A'Jt(T(s))

AutyAc/Ta,_, ~ Auty, A'[t(T(s))
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Demostracién:
Veamos 1: Como t(A\) = (m(A\),v* (A7) =

F(EN) = r(m(V), 0" (A1) = [m(A).m(A )] = 1

= Imt C kerr y para ver la igualdad, sea (a,b) € S x T(B) tal que r(a,b) = 1. Como
b=v"(p) =v*(ne) Ve €Ty ,yucT(s)tal que b(X?) = p@X8 sir(a,b) =1=
la.m(p)] = [m(j)] para un j € Ty, , y si tomo otro representante = [a.m(u.€)] = [m(j.€)]
y en todo caso debe existir un j € Tya, , tal que a = m(p~'.5) = m((pe)~t.j.c) = sea
A= \(j) = p~".j v j queda determinada por la condicién aob(zx™2)) = (u~1.5)(n)z (™)
= (a,b) = t(\) y se acaba.
El enunciado 2 se deduce del anterior y del isomorfismo S ~ Aut; Ac probado en el lema
2.7.
El enunciado 3 se deduce del anterior tomando componentes conexas y teniendo en cuenta
que T'(s) es conexo.

(]

5.4.3. Algebra de Lie del grupo de automorfismos graduados Autz: A’ y AutyAc

Para calcular T7(Aut;A) cuando A = A"y J =7Z° y cuando A = Acy J = Ap1(X)
pretendemos utilizar el teorema 4.6 que identifica candénicamente el espacio tagente en la
identidad al grupo de automorfismos graduados con las derivaciones graduadas, conser-
vando el corchete de Lie y de este modo para calcular el algebra de Lie sélo tendremos
que calcular tales derivaciones y el corchete de Lie de ellas. Veamos entonces que A = A’
y A = A¢ son los anillos graduados de variedades toricas afines, es decir, cumplen las
condiciones de la seccién 4.1 :

Para A=A, sea Z =Z°OM yv: 72— Z~* est=h"ton' con hy ' ya definidos

en la seccion 5.3, de modo que
¥((n.a)) = n+v'(),5(a) y A'= K" ]

El morfismo gr (notacién seccién 5.3) en este caso es gr = m :

=L &M — 7
(n,a) ~m

que da la Z* — graduacién. Hay que comprobar que Ker(gr) N7 (N") = 0. En efecto, si
v((n,a)) =n+v(a),v(a) e N yn=0= v(a) >0y 0(a) >0y como v(a) = v(ac)
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implica que ac = —pm con p € N pero entonces v'(ac) = —pN < 0y como v'(a) =
Vv'(ag) + v'(ac) > 0 = v'(ag) > 0 con v(ag) = 0 = en caso semicompleto ag = 0 =
v(ag) =0=p=0y a=0 con lo que se ha probado que Ker(gr) N '(N") =0 con lo

que se puede afirmar que el dlgebra de Lie de Autzs A" es:
T] (AUtZsA/) = DerZsA’

Para A= Ap,sea Z =70 Cyo=h"":7°®C — Z"=** de modo que como v~ = h
=
U ((n,a0)) = n+v'(ac),v(ac) y Ac = Klz"™)]

El morfismo gr en este caso es
grZ=7'aC"S 7" = A,_1(X) =0
o equivalentemente, por el diagrama conmutativo (33) :
gr:Z:ZSEBC'}i;ZTgZS%An_l(X)—>0

donde como hemos visto en la seccién anterior ¢ o h™! = m; y entonces gr((n,ac)) = [n]
luego gr((n,ac)) = 0 & n = V/'(B) para algin § € B. Si (n,ac) € h(N") = n > 0,
U(ac) > 0y ac € I'(n). Sin = v'(B), como () = 0 entonces en caso semicompleto
necesariamente 5 =0 = n = 0y T(a¢) > 0 implica que ag = —pm con p € N™ pero
entonces v'(a¢) = —pN < 0 de donde se deduce que a¢ € I'(n = 0) < a¢ =0 con lo que
se ha probado que Ker(gr) Nv !(N") = 0. El dlgebra de Lie de Aut,Ac es por tanto:

T] (AutgAc) = DergAc

Calculemos pues tales derivaciones.

Notaciones: Al subespacio vectorial de las derivaciones de Ox generado por las deri-
vaciones asociadas a raices, esto es, 2" D, tales que r € S(v) lo denotaremos DerR(Ox).

Luego por el teorema 3.1

Deri(Ox) =~ Derg(Ox)/M* @4 K

Derg(Ox) = M* ®z K + Deri(Ox) (39)
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Teorema 5.10. Sea M = B @ C la descomposicion ya descrita y A" y Ac las dlgebras

7°— graduadas y A,_1—graduadas respectivamente.

1. El dlgebra de Lie del grupo Autzs A" es el dlgebra 7° & C'—graduado
T.(Autzs A") = (Z° © M)" @z K + Derg(Ox)
con el corchete de Lie natural en Derk(Ox) calculado en la proposicion 3.11
2. FEl dalgebra de Lie del grupo Aut,Ac es
T.(Aut,Ac) = (Z° ® C)" @z K + Derg(Ox)

con el corchete de Lie natural en Derg(Ox) calculado en la proposicion 3.11. Ademds
la 72 ® C—graduacion de la parte DerR(Ox) coincide con la M —graduacién por la
inyeccion M — 7° & C.

Demostracion:
Como se acaba de justificar, hay que calcular las derivaciones de grado cero en A" y Aq
con la Z*® — graduacion y la A, _; — graduacién respectivamente.
Para 1, sea v; : Z° & M — Z definida por:

vi((n,a)) = ni+uv(a)sil<i<s

Bi((n,a)) = vla)sis+1<i<s+k=r
El semigrupo S’ definido en la seccién 5.3 es:
S'={(n,a): 5((n,a))>0V0<i<s+k=r}

Luego A" = K|[S'] = K[v; > 0] que es &lgebra Z*—graduada y por tanto segin vimos en
el capitulo de derivaciones se tiene
Derg A’

[
(Z° @& M) @z AP ({2 D5 : Gi((n,0)) = =1y Gl((n,0)) >0V 1 #i})

De estas hay que calcular las que sean Z°—graduadas es decir las de grado cero. Las
del primer sumando son f.D,, con f € A’ tales que f.Dy(x™) = fw((n,a)).z™™ €

Al luego f € Aj = K en caso semicompleto, de donde s las derivaciones graduadas
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correspondientes al primer sumando son (Z* @ M) ®z K. Las del segundo sumando deben
verificar V (n',v) € Z° & M

20 Dy (o) = (0, ) a4

=n=0= 1(0,0) =vi(a) = -1y 95((0,a)) =) >0 = a € S(v;) es una raiz y

por tanto la derivacién graduada es
209Dy = 2°D,, € Derg(Ox)/M* @4 K

con lo que se demuestra 1.
Para 2, tenemos que calcular Der,(Ac). Para ello sea como antes v; : Z° @ C — Z la
restriccion de v; del apartado anterior a Z° ® C = A¢ = K|[21%=%] en Z° @ C y por tanto

sabemos que
DergAc

I
(Z° ® O)* @z Ac @ ({2 D5 : 5i((n,a0)) = =1y 6((n,ac)) > 0V L #i})

y hay que calcular las que son A,,_;—graduadas. El primer sumando es el espacio vectorial

generado por las deriaciones z™*¢) D,, con (™) € A~ v que verifiquen que
22 D (MY = w((n/, ye)).amF e te) seq de grado [n]

donde [n'] = {n' + V(6 € B)} = n = V/(8) para algin § € B y por tanto como
z(=v'rec) ¢ An = v(B 4+ ac) > 0 lo que en caso semicompleto significa que = 0y
ac = 0 de donde se deduce que las derivaciones graduadas correspondientes al primer

sumando son

{Dw: we(ZoC) =2 0C) @z K

El segundo sumando son las derivaciones 2% D5 que ademas cumplan que

290 Dy (20)) = (', y¢)).a ' eete)

3

sea de grado [n'] = {n' + /(8 € B)} y por tanto n = v'() y entonces por hipétesis se
tendran:
—1=ui((n =v'(8), ac)) = vi(B) + vi(ac) = vi(B + ac)



5 K — ALGEBRAS GRADUADAS DE A, 83

B((n = v'(8), ac)) = u(B,ac) 2 0V 1 #1

Luego B + ag¢ es raiz respecto v; de modo que como vimos en el capitulo de derivaciones
aPtec D, € Derg(Ox)/M* ®7 K y teniendo en cuenta ademés que V 3 € B v'(8) =0 <

G =0y por tanto que B ~ v'(B), se ha probado que la derivacién graduada es
DDy = gftee D, € Derg(Ox)/M* @z K
O

Observacién 10. Para demostrar 2, bastaria aplicar el teorema 5.8 que relaciona Aut,Ac
con Autzs A" y la relacion se basa en el isomorfismo del teorema 5.4 que haciendo cociente

por B C M es el morfismo epiyectivo
ZroMS7acC

definido por
¢ ((n, @) = (n +v'(ap), ac)
y pasando al dual obtenemos la relacion entre los tangentes a los respectivos toros mazima-

les ya estudiada en la seccion anterior. Estos tangentes son (Z° ® C) ' ®zK en T, (Aut,Ac)

y (25 ® M)" @z K en Autzs A', y el morfismo inyectivo es el siguiente:
SiD, €(Z°®C) @z K = Dy € (Z°® M) @z K

tal que

w(n,a = ap+ac) =w(n+v'(ag),ac)
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Capitulo 6

6. Aut X como automorfismos de una
K — algebra graduada

En esta secciéon vamos aver la relacion entre los grupos Aut X y Aut,Ac que va a ser

fundamental para el calculo del primero a través del segundo.

6.1. Divisores y haces de linea de una variedad tdrica

Si Z es una variedad algebraica, denotaremos por Cl(Z) al grupo de los divisores de
Weil modulo la equivalencia lineal y Pic(Z) el grupo de los divisores de Cartier modulo la
equivalencia lineal o equivalentemente el grupo de los haces de linea modulo isomorfismos.

Sea X una variedad térica completa de toro Ty = Spec K[M] e hipersuperficies
invariantes Hi, ..., H,. Como siempre, Ty ~ Uy = X\(H,U---UH,) y [Hi],...,[H
el sistema minimo de generadores de los divisores efectivos de CI(X).

Llamaremos V" al abierto de puntos no singulares de X. Como X es normal V' contiene
todos los puntos de codimensién 1 de X y se tiene que Pic(V) = CIl(V) = CIl(X) y que
para cada divisor D de X, I'(X, Ox (D)) = I'(V, Oy(D)). Llamaremos L; = Oy (H;).

Al cuerpo de fracciones de X o V' o Uy, lo llamaremos Y y al cuerpo de fracciones de
un esquema integro Z lo llamaremos .

Para cualquier K-esquema Z, llamaremos 7 : V Xgpeex Z =V 'y p:V Xgpeex 4 — Z

las respectivas proyecciones candnicas.

Teorema 6.1. Supongamos que Z es una variedad algebraica lisa.
a) El morfismo Pic(V) x Pic(Z) — Pic(V Xgpecx Z) dado por:
(L1, Lo) — 7Ly @0y, D*La es isomorfismo.

b) Ovyz(V X Z) = Oz(Z)*

Demostracién:

a)
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Veamos cuales son las valoraciones discretas de Xy .z que centran en V X Z en
codimensiéon 1: Sea H una hipersuperficie integra de V' x Z que define el anillo de
valoracién discreta O,,,. Por célculo de dimensién o bien p(H) = Z o bien p(H) = H'
es una hipersuperficie de Z y entonces H = p~'(H'). Es decir Oyyz(H) = p*Oz(H').

Luego o bien vy centra en V Xg Spec¥z o bien vy = v,-1ys para alguna
hipersuperficie H' C Z.

!/

El morfismo es epiyectivo: Sea H # p~'H’ una hipersuperficie integra de V x Z.

En la variedad térica V Xspeex SpecXy es H — S n;H; = D(f) porque Ovxz(H) es
i=1

trivial en el abierto Uy;. Luegoen V x Z, D(f) = H- S niH;+Y m;p~'Hj . Por tanto
[H] = > ns[H;] + > my[p~'H]] y se concluye.

El morfismo es inyectivo. Si 7*L; ® p* Ly =~ Oy« restringiendo a p~1(z) =V x {z}
se tiene que Ly ~ Oy y andlogamente tomando un punto de V' se tiene que Ly ~ Oy.

b) f € Oyxz(V x Z)* siysolosi vy(f) =0 para todo hipersuperficie integra H
de V x Z. Luego f € ¥z[M] y ademas es invertible. Luego f = Az* donde \ € ¥ .
Como vyxp(f) =vg(A) =0 para todo hipersuperficie H C Z se tiene que A € Oz(Z)*.
Como vg,xz(f) = vm,(z*) =0 para todo i se tiene que z® € Oy (V)" = K de donde se
concluye.

O

Proposicién 6.2. Sea f:Y' — Y wun morfismo de K-esquemas y N un Oy-mddulo

coherente. Tenemos los diagramas conmutativos.

Vxy T yay &y
p P \
Y’ EN Y —  Speck

a) C(V,N) @k Oy ~ p,*N.
b) El morfismo natural f*p,m*N — p,f*m* N es isomorfismo.

Demostracién:
a) Aplicamos el teorema del cambio de base al diagrama conmutativo de la derecha.

b) Como mo f = m, se tiene que p, f*m*N = p,m*N ~T'(V,N) @k Oy aplicando la
parte a). Por otra parte f*p,m*N ~ f*(T'(V,N) @k Oy) = T(V,N) @k Oy

O
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6.1.1. Automorfismos y haces de linea

Sea L un haz de linea en V. Denotaremos Aut;,V al siguiente funtor: Para cada
K-esquema Y, Aut,V (Y) es el el conjunto de parejas (7,¢) donde 7 € Auty(V xY)
y ¢ 7n*L ~ 7*L es un isomorfismo. Si f : Y’ — Y, es un morfismo de esquemas,
entonces tenemos que f*1=7:V xY’' — V xY’ es el automorfismo obtenido tomando
xyY'en 7: VXY VXY y ffo=¢:7rL=7frL=frrL 2 L =L
es el isomorfismo inducido por ¢ teniendo en cuenta quesi f = Idx f, entonces mof =7

y que el siguiente diagrama es conmutativo:

VxY 5 VxY
fd lf (1)
VxY 5 VxY

Este funtor es un funtor de grupos : Si (71, ¢1), (72, ¢2) € Aut,V (Y) , entonces

(11, 1) 0 (T2, o) = (1072, pr0¢y) donde ¢10¢p, esla composicion de los isomorfismos
L & L 2 pe L.

Sea £ =T'(V, L). Veamos que existe un morfismo de grupos entre los funtores Aut,V
y Autg E. Para cada K-esquema Y, AutxE (Y) = Auto, (E @k Oy) = Auto, (pm*L) .

Dado (7,¢) € Aut )V (Y) definimos 74 : E®k Oy — E®k Oy como la composicién
de los isomorfismos: p,m*L < DT T T L = pm*m* L g pe*L.

Veamos cual es este morfismo cuando Y es un punto racional: Sea 7 € AutgV un
automorfismo y un isomorfismo ¢ : 7L ~ L.

LLamamos del mismo modo al haz constante .

Si L = Oy(H), entonces 7L = Oy (7 }(H). Las secciones de estos haces son ele-

mentos del cuerpo de fracciones . y se tienen los siguientes diagramas conmutativos:

Oy 5 7Oy O\/(H) 5 T*Ov<T71H)
3 \ 3 \
Yy 5 =X by 5 by

El isomorfismo ¢ : 7*L ~ L induce un isomorfismo en el cuerpo de fracciones que es

multiplicar por algin 0 # f € X..

L 5 1.7L g 7. L
4 { {
z b

[2<
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Tomando secciones globales se tiene que si a € F se considera como un elemento de

¥, entonces 74(a) = 7(a) - f.
Teorema 6.3. a) La correspondencia (7,¢) — 74 es funtorial. Es decir si (T,¢) es como

antes y f:Y' =Y es un morfismo, entonces f*(74) = (f*7) 4.
b) La correspondencia anterior es morfismo de grupos :

Si 1,19 € Auty (VXY) y ¢y :fn*L — %L, ¢g: T5m*L — w*L son isomorfismos,

entonces (T2 © T1)ppopy = T2y © Tig, -
Demostracién:
a)Sea 7= f*r, f=1Idx f (diagrama (1)) y ¢ = f*¢.
El morfismo f*74 se obtiene tomando f* en p,m*L < PeToT "L = p, 71" L g P L
= E®g Oy

Se tiene que po f = fop ,mof=mx, for=7o0f
¢

frpem*L ~ oL ~ f*p,o*L
|

E®kg Oy =
Prop 1.2 || \J
pofrmL < pefrrim*L g pfrm*L
| I |
Pyt L < p T frr*L g P L
|| T
E®g Oy =  pu*L Z PT T L @ P L = FE ®g Oy
b) Los cuadrados de arriba y abajo del 1¢" diagrama son conmutativos:
Ll B m.ritinL Ll B3 ramrsrintL
1o ) Lo Lo
L B Ly tomando 7. T L T1aToxTo T L
1 2 7 )
T1aToxTo T L 3 TixToxT L

I 7
@
ToxTo T L 2 TouT L
. T
Componiendo con 7*L — 7, 777" L y tomando p, se concluye:

P L SEN PuTi T L SES DTy T T L
1 &

1 é
P L DTy L
17 1 92
P L

PuTy T L ﬁ

diagrama
== (p0T0¢Q 0T = T2¢py © T1¢y -

(72071)¢Z:¢20¢107'207'1
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O

Corolario 6.4. Sea Y liso. S1 7 = 71 = Ty, entonces Ty, = Ty, 0 hy donde hy es el

morfismo multiplicar por A € Oy (Y)*.

Demostracién:
¢10 (/52_1 es un automorfismo de 7*L. Luego viene dado por un h) donde A € Oy y(V X

Y)* = Oy (Y)* . Luego aplicando la parte a) a (7,¢2) y (Id, hy) se concluye.
O

6.2. Anillo de Cox generalizado

Sea Li,...,Ls como siempre. Para cada o = (ny,...,ns) € Z°, llamaremos L* =
LT ®o, -+ ®o, LY , haz de anillos de Cox generalizado de X al haz de anillos en
V dado por A = @D L* y la deficién estd justificada porque veremos que sus

secciones globales son el anillo de Cox generalizado definido en la seccion 5.3. Es decir:

TV,A)= & TV.Ov(mH +-- +nH)) =PIV, L

(n1,...,ns)EZLS a€Zs
que es una K-algebra Z°-graduada.

Observacion: Los elementos de I'(V, A) se multiplican como elementos de X.

Teorema 6.5. T'(V,A) =K y T'(V,A) = A" = K[S'] donde
S" = {((by,...,bs),a) €e ZZ & M [ vi(ar) +b; > 0 Vi < s yv;(a) >0Vj > s}. Por

tanto es una K-dlgebra de tipo finito gracias a la proposicion 5.2

Demostracién: Los elementos de grado cero son los elementos (0, ) tal que v;(a) =
0 para todo ¢. Luego a = 0.
D(V,Ox(biHy + - -+ + bsHy)) esta generado por los elementos M-homogéneos.
Pero 2* € I'(V,Ox(BH)) siysolosi vi(a)+b; >0Vi<s y vj(a) >0Vj>s.
Es decir (B,a) € S .
(]

Observacién 11. El cuerpo de fracciones de X se recupera con A’ porque

Yx = {]—9 / p,q € A" homogéneos del mismo grado }.
q
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En efecto: S" — S = Z° & M (se prueba despues que Z°* @& M ~ 7" @ B y via este

isomorfismo es S" ~ N" @ B). Luego si m € M, entonces m = s; — s donde s1, 82 € S'.

z51
52

Reciprocamente: Si p, ¢ son elementos de A" de grado b € Z*, entonces
> Map® 2 Ap ™

Es decir 2™ =

. Como m es de grado 0, s; y sy tienen el mismo grado.

p _ aEM _ aEM €Yy
DSOS AL D DY T
acM aeM
6.2.1. Grupo de automorfismos
Veamos cual es el funtor del grupo de automorfismos graduados de A’ = @& Asg.

BEZL*
Para cada esquema Z sobre K, llamaremos Autp,_,(A®kOz) alos automorfismos

de Oz-dlgebras 7: AQx Oz = A®k Oz de modo que T(Ag®k Oz) = Ag®k Oy para
todo B e€Z* .

Llamaremos Autzs A’ al grupo de K-automorfismos graduados de A’; es decir al
representante del funtor anterior. Este funtor se sabe que es representable por ser subgrupo
de un producto grupos lineales.

El toro T7zs = T(s) es el grupo cuyo funtor de puntos es : Z ~» Oz(Z)**.

Por ser A’ un élgebra Z*-graduada, se tiene que Tz = Spec K[Z®] es un subgrupo
de Autzs A. Veamoslo:

Para cada A= (A1,..., ) € Oz(2)* y = (n,...,ns) € Z°, llamaremos

N = AT ... X%, El automorfismo Oz-graduado que produce es:

hy: A'®@kg Oz - A®x Oz dado por hy(ag) = N - as para cada ag € Ag.

Llamaremos G = AutzsA'/T(s) . Para dar un morfismo Z — G basta dar un

recubrimiento de Z = 'UIUi v para cada i, [1;] € Autzs(A @k Op,) | Oz(Uy)** de
1€

1

modo que coincidan en las intersecciones; es decir 7; o Tj_w_mU_
il

Oz (U, NU;)*>.

= h) para algin \ €

6.3. Morfismo entre Aut°X y Autyz:A'/T(s)

Aut X es el representante del funtor de grupos dado por: Y ~» Auty (X xY) .

Sea 7:V XY — V xY un automorfismo sobre Y y para cada ¢, ¢; : 77" L; ~
7 L; un isomorfismo. Estos isomorfismos producen para cada o = (nq,...,ns) € Z°, un
isomorfismo ¢, : 7T LY ~ 7*L* y por tanto tenemos un isomorfismo de algebras Z*

graduadas ¢ : 7*7* A — 7" A . Esta pareja (7,¢) produce un elemento
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Ty € Auto, _z:(A' @ Oy) como ya hemos visto en la seccién cap6l. Por el teorema

6.3 se tiene:

Teorema 6.6. a) La correspondencia (7,¢) — 74 es funtorial. Es decir si (T,¢) es como
antesy f:Y' —Y es un morfismo, entonces f*(74) = (f*T) 0.

b) La correspondencia anterior es morfismo de grupos :

Sea 1,1 € Auty(V XY) y ¢ : 1A — 1A ¢o: i1 A — 1A isomorfismos
7* graduado. Si ¢ es la composicion de los isomorfismos 3T iT" A 2 Ty A 2 T A,

entonces (T30 T1)g = Tog, © Tig, -
Del corolario 6.4 deducimos:

Corolario 6.7. Sea Y liso. Si 7 =1, = Ty, entonces T4, = Ty,0hy donde A € Oy (Y)*.

Por tanto, [1y,| = [T4,] como elemento de G(Y).

Sea Z = Aut°X la componente conexa de Autx X que por estar en caracteristica 0
sabemos que es lisa. El automorfismo Id da un punto racional e € Z.

Si 7: X xZ — X x Z es el automorfismo universal, induce un automorfismo sobre
los puntos no singulares y por tanto un automorfismo 7:V x Z — V x Z. Sabemos que
Tivxfey = 1d

Por el teorema 6.1 7*7*L; ~ 7*L ® p*L}. Restringiendo a V x {e} se tiene que
7 L; ~ 7L y por tanto 7m*L; ~ 7*L; @ p*LL..

Existe un recubrimiento por abiertos afines 7 = LZJUZ de modo que para todo ¢ y [,

L v, = Oy,. Sea f:R=]]U, — Z el recubrimiento. Denotaremos f*7 = 7 pues nos es

mas que restringir 7 a cada labierto del recubrimiento. En V x R, tenemos un isomorfismo
¢; » T L; ~ w*L;. Luego tenemos un isomorfismo ¢ : 7*7* A ~ 7* A y por tanto un
automorfismo, 74 : A ®x Op = A @k Op.

Sea p1,pe:V X Rxz R=2V x R las dos proyecciones canénicas. Los isomorfismos
¢; dan isomorfismos ¢y; : piT'T L, ~ L,y o : 7T L; >~ w*L; . Luego ¢ o %—1
es un automorfismo de 7*A (en V x R xz R) y por tanto ¢, o ¢, = hy donde
A € Orx,r(R xz R)*. Por el corolario 6.4, 7,, = 74, 0 hy. Luego [75,] = [7,] en
Aut(A' @k Orx,r)/Orx,r(R Xz R)* .

Luego tenemos un elemento ¢ = [7| de G(Z).

El morfismo definido para cualquier K-esquema Y es: Si g : Y — Z es un morfismo;

tenemos un recubrimiento de Y, Ry = R Xz Y — Y, y un morfismo ¢’ : Ry — R. Luego
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9”7y € Auto, —7:(A' ®K Op,) que coinciden en las intersecciones y por eso produce un
elemento de G(Y).

Teorema 6.8. Sea ¢ : 7 = Aut°’X — G el morfismo construido.

a) ¢ no depende del recubrimiento R — Z ni del isomorfismo ¢ : 7*1* A ~ 7" A en
V X R.

b) ¢ es un morfismo de grupos.

c)o:Z =Aut°’X — G es inyectivo.

d) El morfismo inducido en los espacios tangentes . : T.Aut°X — T.G es isomor-

fismo.

Demostracién:
a)Sea f:R—Z y f':R — Z recubrimientos de Z con isomorfismos ¢ : 7*7*A4 —
A enVxRy ¢ : 7" A—= 1A enV xR.Sea R=Rx,;R — Z el recubrimiento
interseccién 'y p; : R — R, po : R — R’ las dos proyecciones canénicas. Tenemos que
Pl y pi¢’ son isomorfismos de 7*m* A en A en V x R. Luego pi¢ = pi¢'ohy donde
A € Op(R)*s.

Por tanto 7,:4 = Tpse0hy ¥ se tiene que pj7y = P57y mod T'(s)(R). Luego [1y] = [74]

en G(Z) como queriamos demostrar.

b) Si 71,79 € Auty X, entonces hay sendos recubrimientos Ry y Rs de Y donde 777*A
y Tom* A son isomorfos respectivamente a 7*.A. Tomando el recubrimiento interseccion
R = Ry Xy Rs, se tiene sendos isomorfismos en V' x R de 7fm*Ay m7*A en 7" A que
producen sendos automorfismos de A ®x Og. Por la parte b) del teorema 6.3 se concluye.

c) Basta probar que Ker ¢ =0 y para ello basta probarlo sobre los puntos racionales.
Esto se deduce de que el automorfismo en A" da el automorfismo inducido en el cuerpo
de fracciones ¥ (Observacion 11). Veamoslo: Por estar definida por un divisor, hay un
morfismo inyectivo L; — ¥ que es isomorfismo en el punto generico. Luego hay un
morfismo inyectivo Z°* graduado A — X[z1,...,xs] dado por L% — ¥ -x% que es
isomorfismo en el punto generico.

Sabemos que el isomorfismo ¢; : 7*L; ~ L; induce un isomorfismo en el cuerpo de
fracciones que es multiplicar por algin 0 # f; € X. Por tanto el isomorfismo ¢, : 7L ~
L* induce un isomorfismo en el cuerpo de fracciones que es multiplicar por f* € X.

Luego tenemos el diagrama conmutativo:
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A 5 T, 7*A L T A
+ + i
h
N[r1, ... 1] 5 Slag, ..., x) L Yl[zy, ..., x4

Tomando secciones globales se tiene que si a € A, se considera como un elemento
de X, entonces 74(a) = 7(a) - f. Por la observacién 11, si 2 € ¥ donde p,q € A son del

mismo grado a, entonces 74(%) = :zg; = :%;z = 7(%). Si 7 = hy para algun A € K**,

entonces 7 = Id en Y.
d) Por la parte c¢) solo hay que probar que los espacios tangentes son de la misma

dimension.
O

Corolario 6.9. Se cumple el isomorfismo de grupos:

Aut® X ~ Aut;Ac/TA

n—1
y las respectiva raices en el toro T coinciden

Demostracion:
Basta aplicar el teorema anterior y el corolario 5.9. Que las raices en T' coinciden se ha

visto en la seccién 5.4.3 teniendo ademds en cuenta que Ty, , < T'(r) y el cociente es 7.

O
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Capitulo 7

7. Calculo del grupo Aut,Ac'y AutzsA’

Para calcular Aut,Ac (v por tanto Autz:A") basta conocer cémo valora el automorfis-
mo en las variables xq, ..., z,. Si denotamos ¢g; = (0,...,1;,...,0) las variables del anillo

de Cox en la expresién (23) serdn:

1 = ZL‘(gl’O) c A[gﬂ = Ac($1)
Ts = J,‘(QS:O) c A[gs] AC(I’S) (40)
1
Tep1 = pNH=msi1) < A[Nl] = AC(fEs-&-l)
Ttk = aVE=mesk) € Aney = Ac(Tsir=r)

En el capitulo 5 hemos definido la A,,_; — graduacién del anillo de Cox por el morfismo
7°®C — Ay, (n,ac) ~ [n] y grad(x™*)) = [n] con [n] = [n+B] V B € B. Si
pensamos A¢c como K[N'] el morfismo es:

~

gr: 7' — 7 e C — A,
(n',n) ~ (0 +nv'(m),n.m) ~ T
Sea ahora el morfismo
z" 5 Z
a=(a,...,a,) ~ >, q

Al nimero g¢.(z%) = ¢(a) lo llamaremos € — grado del monomio z* € A que es su grado

(41)

habitual como anillo de polinomios; de este modo, el € — grado de z; es 1 para toda las
variables del anillo de Cox.

Definicién: Diremos que un automorfismo 7 del anillo de Cox es € — graduado cuando
ge(a) = ge(7(2))

Consideremos ahora el morfismo

(gr,e): 7= — A1 BZ
(n',n) ~ [0 4+ nv'(m)],e(n,n)
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equivalentemente
(grie): 22 C — A, 1DZ
(n,ac) ~ [n],e(n+v(ac))

entonces A¢ es un algebra (gr, ¢) — graduada con grad(z™*¢) = [n],e(n + v(a¢))

Notaciones: Denotaremos Aut(, . Ac al subgrupo de Aut,Ac de los automorfismos
e —graduados. Veremos que Aut,Ac tiene una parte reductiva que es de hecho el subgrupo
Aut (g Ac.

Denotaremos Ac(x;) a los elementos de As de grado igual al grado de x; con la
gr — graduacion.

Denotaremos AZ(x;) a los elementos de Ao de grado igual al grado de x; con la

(gr,e) — graduacion.

Como en capitulos anteriores, S(v;) son las raices de la variedad térica X en M tales
que v; = —1.
Definicién: Diremos que r € S(v;) es una raiz parejable respecto v;, v; cuando v;(r) = —1,
vi(r) =1y vy(r) =0V 1#1i,jyla denotaremos r = «;;; en tal caso diremos que v; y v;
son de la misma clase y lo expresaremos con [v;] = [v;] (6 también [z;] = [z;]). El conjunto
de los representantes de la clase de v; lo denotaremos F,, (6 también F,,.) Esta relacion
es de equivalencia si se considera r = a; = 0 como raiz parejable trivial, para garantizar
la propiedad reflexiva. La transitiva se cumple porque o;; +aj; = a;. Denotaremos S*(v;)
al subconjunto de las raices no parejables. Obviamente en caso resoluble S(v;) = S*(v;)
Vi.
De la definicién se deduce que las raices parejables son aquellas raices r en las que (v(r)) =
0 mientras que en las no parejables e(v(r)) > 1.

Cuando hablemos de grado 6 graduacién en Ag nos referiremos siempre sélo a su

gr — graduacion.

Proposicién 7.1. Sean z; = x99 y = eWN=mss) as variables del anillo de Cox

graduado.

(Nj+UI(TB),Tc—mS+j>

1. Todo monomio de Ac(xsij) es, salvo escalares, x donde r =rg—+

rc o bien es cero obteniendo la propia xsy; o bien es una raizr € S(vsy;). En el caso

(NI+0' (rp) yo=ro—msy;)

de que r sea parejable respecto veyj,v; el monomio x serd la

variable x; cuyo € — grado es uno y en el caso de que r sea no parejable el monomio

m(Nj+”/(TB)7yc=To—ms+j) v (r)

serd el producto H#j x;" cuyo € — grado es > 1
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. . / s’ .
2. Todo monomio de Ac(z;) es, salvo escalares, 91V "B)rC) donde r = rg+re J bien
C ’ ) C

es cero obteniendo la propia x; o bien es una raiz parejable de S(v;)
3. Y 1=1,...,r se cumple A% (z;) = {x; : [v;] = [u]} = F,

4. Si denotamos x = w1,...,x, las variables de Ao, entonces para todo a € 7 la
imagen de x* por un automorfismo graduado de Ac es el producto de x® por una

suma de monomios, salvo constantes, del tipo x°“") donde ¢ € N y r son las raices

Demostracion:
Sabemos ya que todo monomio en Ac(z,4;) es, con la notacién simplificada, (N7 + v'(zg), yc)
siendo yo = —pm y p = (p1,...,px) con p; € Z* tales que N7 + v'(zg) + v'(yc) > 0.

Bastard ver que r = xp + yc + Mgy es raiz respecto vsyj:
V' (r) = v (myyy) + V' (28) + V' (ye) = N7 +0/'(zp) + ' (yo) > 0 por hipétesis.
Ademas,

Vs4i(1) = Vs1i(yYc) =pi > 0
Vs (1) =pj — 1= —1

y como estamos en el caso semicompleto, s6lo hay dos opciones; la primera es p; = 1,
pi = 0, V/(r) = 0 en cuyo caso r = 0 y por tanto 25 = 0y yo = —msy; de donde
(N7 + ' (2p),yc) = (N7, —myy;) = xs4j. La otra opcion es p; = 0y vg4j(r) = —1 con
lo que 7 es raiz no nula perteneciente a S(v,;). El monomio obtenido en tal caso y en

términos de las variables x4, ..., x, es

!
JJ(N +v (yB),yc) _ xy(T)-Ierj

que es producto de las variables x1, ..., xs4, ..., 2, y la potencia de z; es v;(r) y por tanto
si 7 es parejable respecto vy, ;, v; entonces v(r) = (0,...,0,—1,0,...,1,0,...,0) con —1
en lugar (s+j) y 1 en lugar [ de lo que se tiene que x”(r).xsﬂ = x; y si r no es parejable

= v(r) = (p1,- -+ Ps+j—1, — 1, Pstj+1, - -, pr) con la suma de los coedficientes > 1.

En cuanto al segundo enunciado, sabemos que los monomios de A¢(z;) son zloitv'(B)ve)
de modo que y, = —prm, g +v'(8) + v'(y) = 0y 9(B +ye) = oye) = P = 0 =
u(B +yc) > 0V [ #iluego en el caso semicompleto o bien § + yo = 0 obteniendo la
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propia x; o bien v;(8+yc) < 0 en cuyo caso como 1+ v;(8+yc) > 0= v;(B+yc) = —1
con lo que B + yo € S(v;) es raiz parejable. El tercero se deduce de las anteriores y de la
propia definicién.
El dltimo se deduce de las anteriores, ya que si 7 es un automorfismo graduado se ha visto
que 7(x;) es suma de monomios del tipo M.z;.2"") y se concluye porque 7 es morfismo de
algebras.

O

7.1. Representacion ordenada de las raices

Definiciones: Diremos que una raiz r € S(v;) es semiparejable respecto (v;, v;) cuando
se cumple:

vi(r) =—1 vi(r)=p=>1 u(r)=0Y1#1,j

Lo denotaremos con la expresion r/(v;,v;) v el caso parejable se considerard un caso
particular del semiparejable cuando p = 1.

En caso semiparejable se tendré entonces 2" .z; = x? .

Denotaremos II(z;) 6 I1(v;) al subconjunto de Ac(z;) de los monomios [],; 2} tales que

e(p) = >_;m > 1. De la proposicién 7.1 se deduce
(x;) = {x”(”).xl 1 € S*(v)}

que es nulo para [ =1,...,s.
Siendo F,, al conjunto de las variables del anillo de Cox que son de la misma clase que

x;, de la proposicién 7.1 se deduce:

Ac(x) = A% () = KA{[z|}Vi=1,... s

Ac(@syy) = K.Fp,, ® ((@s4))) g Az () & (I(ws45)) 42)

y en caso de no existir raices parejables sera

Ac(x) =Ko Vi=1,...;s Ac(rsyj) = Kwoy; & (I(xss))) i

Endomorfismos graduados de Ac: Denotaremos EndyAc al K—espacio vectorial
de los endomorfismos g—graduados de A¢. Por definicién, la suma en End,(Ac) se define

de modo que para f, g endomorfismos graduados, (f + ¢)(x;) = f(z;) + g(x;) y (f +
9)(@y) = (f+9)(@).(f + 9) ().
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Para cada raiz r; € S(vsy;) sea el endomorfismo graduado n,, € End,Ac :
ny () =0Vi#s+y Ny, (Tsyj) = 2Dz

Como n, es morfismo de anillos, si  no es parejable entonces valora en II(x;) y por tanto

n, € ®_ Homg (Ac(x;),II(x;)) . Para cada pareja r; € S(vs4) ¥ vst; sea la funcién

1 st/ (Vsgis Ustyj)
0(ri, Vstj) = { 0 en otro caso

y sea para r; € S(vsy;) v 1; € S(vsyj) el elemento de M : a(r;,rj) = ;i + vsyj(ri).1;.
Nétese que por estar en el caso completo, a(r;, 7;) € S(vsy;) U{0} v es cero si y solo si r;

es parejable respecto vsi; ¥ Vst j, €1 CUYO €aso 1j = —T;.
Proposicién 7.2. Sir; € S(vsyi) yr; € S(vss;) entonces
Ny, O Ny = o(ri, vsﬂ).na(mm)

Demostracién:
Hay que probar la igualdad sobre cada variable. Es obvio que ambas expresiones son nulas

sobre x; V | # s+ i. Veamos sobre x4y; :
(nT’j 0 Ny ) (Tsts) = Ny (xv(ri)>-x8+i #0 & xv(ri)-xs-i-i = x?ﬂ' & 1/ (Vstis Vstj)

con p = v;(r;) es decir es no nulo si y solo si (7, vs4;) = 1 en cuyo caso tendremos

v(r; _ v +,'(7“') _ Vs+45(T:) __
N, (.CIZ’ ( )~xs+i> = ny, (:st i (T ) = n, (JE]) +5i(re) —
_ 0(T5) V44T Us+*(7”i) A u(ritvsyi(ri).ry _
=X (J) +J( ).IS_’_]‘J = ( +J( ) ])-xs—&—i — na(r,-,?”j)(‘xs—s—i)
O

De capitulos anteriores conocemos las derivaciones de la variedad térica X que en caso

semicompleto es
K

Derg(Ox,0x) = M* @z K ® (D) D(v,1;)

j=1
de modo que toda derivacién de Derg(Ox,Ox)/M* @z K es:

r
g A, 7 Dy

L \r;€S(vs+j)

k
D =

J
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El conjunto de todas las raices es R = S(vy)[][---][S(v.). Por simplicidad en la
notacién escribiremos D = ) A,.z"D,, considerando que v, = v; si r € S(v;). Para
cada raiz r se ha definido el morfismo n, y ahora para cada derivacion D se define el

endomorfismo graduado np tal que:

D(Zs4j) E Ar 't $s+]

r€S(vs+;)

np(z.y) = np(x).np(y)

Obviamente n, = n,rp, . Es importante observar que si f = np y g = ng con D, F/

derivaciones, entonces f + g = np,g y por tanto el conjunto
{TLD D e D€TK(O)(,O)()}

es un subespacio vectorial de End,Ac.

Los coeficientes de np(z;) son los coeficientes de las derivaciones D N D(v;) de donde se
deduce que np = np < D = D’.

Denotaremos Derl, (Ox, Ox) al subespacio vectorial de Derg(Ox, Ox) de las derivacio-
nes dadas por raices no parejables y denotaremos Ders.(Ox, Ox) al subespacio vectorial
de Derg(Ox,Ox) de las derivaciones asociadas a las raices parejables o semisimples de

modo que, abreviando la notacion,
Derg(Ox) = M* @z K + Dery(Ox) + Derj(Ox) (43)
y como en la pagina 80,
DerR(Ox) = Der't(Ox) + Ders,(Ox) (44)
Por tanto,
D € Dery(Ox,0x) < D = zk: Z Ar, 2Dy
i=1 (
Para tales derivaciones D se tiene
k

np € @Hom (Kx;, 1 (z5)) ~ @H(xs+j)

i=1 j=1

y evidentemente el conjunto

N =(np: D € Dery(Ox,Ox)); C End;Ac



7 CALCULO DEL GRUPO AUTgAc Y AUTys A 99

donde ny = 0 y npypr = np + np es un subespacio vectorial de los endomorfismos
graduados de A¢ tal que (npyp/)(x;) = np(x;) +np(x;), es decir, npip = np + n'p.

Como todo endomorfismo graduado de Ag esta determinado por la imagen de las
variables z; = N C End,(Ac) son los endomorfismos ¢ € End,(Ac) tales que ¢p(Kz;) C
I(z;) Vi'y como o(II(z;)) C II(x;) ¥V ¢ € End,(Ac) se deduce que (N, +) es un subespacio
de (End,(Ac),+) cerrado respecto la composicion. Vamos a calcular la derivacién de
Der.(Ox) asociada a np, onp, a la que denotaremos D; ¢ Dy de modo que np, onp, =
np,ep, ¥ N serd un semigrupo. Para ello veremos que existe un orden en el conjunto R de
todas las raices, lo que nos permitira encontrar una férmula més simplificada de np, onp,
y deducir que (N, 0) es un semigrupo nilpotente.

Definicién de Orden:

Diremos que v; < v; cuando exista algina raiz no parejable r; € S*(v,) tal que v;(r;) >

0. Necesariamente 7 > s.

n caso de que [v;] = [v;] es decir, existe una raiz parejable respecto v;,v;, tal raiz es
E d i j decir, t bl to v;, vj, tal
necesariamente tnica y opuesta de la raiz parejable respecto v;, v;. Entonces las variables

x;, x; tendran el mismo grado y al menos uno de los indices 4, j debe ser mayor que s.

Proposicién 7.3. La relacion definida establece un orden parcial en el conjunto {vy, ..., v}

es decir,
1. Siv; <v; = v;(S(v;)) =0 y por tanto v; £ v;
2. Sty <v; <vp =y <

Demostracion:
Sea por hipdtesis r; € S*(v;) : v;i(rj) > 0y sea r; € S(v;). Sea o = r;j + v;(r;)r;. Como
vi(o) =0y v(a) >0V I#14,jyvj(a) > —1=vj(e) = —1 0 bien a = 0 ya que en el caso
completo si v(a) > 0 entonces a = 0. Si &« = 0 = r; = —r; serfa raiz parejable, contra
hipétesis, luego v;(a) = —1y v;(r;) = 0 con lo que se concluye el primer enunciado. Para
el segundo, sean 1, € S(v;) y r; € S(v;) tales que v;(r;) > 0y v;(r;) > 0 y es inmediato
comprobar que o = r; + v;(r;)r; € S*(v;) es una raiz que cumple el enunciado porque

vi(a) = v;(ry) + v (r;).vi(r;) > 0 con lo que se concluye.

O
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Teorema 7.4. Siendo M = B& C' la descomposicion fundamental ya definida se cumple:
lLvj<ve3dpeB:a=F+mj—m; € S*(v;) conm; =0V i<s
2. 81 [v;] = [v;] entoces se cumple:

w Siayj € S(v;) es la raiz parejable respecto v, v; = S*(v;) = ayj + S*(v;)
w 0;(S*(v)) =0 yv;(S*(v;)) =0 es decir, v; £ v; yv; £ v;

<y <y V1I<I<rl#il#j

<< VIKISrl#il#j

n II(z;) = I(z;)

» Sii<syj=s+n;>s=m; es laraiz parejable respecto v;,v;

» Sit=s+mn;yj = s+mn; = se pueden elegir Myipn, Y Msyn, tales que

Mgin;, — Msin; Sea la rai z parejable respecto vy, v;

» Todas la raices parejables estdn en C' y son del tipo m; —m; paral, j > s tales

que [v] = [v;] y del tipo my~ tales que [v)] = [v;] yi <s

Demostracién:
Para la primera afirmacién, la implicacién < es obvia. Para la otra, sea r; € S*(v;,) tal
que vi(r;) > 0y su descomposiciéon en M = B@® C r; = f+1;, € S*(v;). Como Vi > s
vi(1j0) = vi(ry) >0 = rj =m; — Zlﬁpl.ml tal que p; > 0 =

0<V'(B+ri0) =0 (B)+ N = p.N' <v'(8) + N —p;.N* < /(8) + NV — N

donde alguna desigualdad es stricta, ya que r; no es parejable. Por tanto o = S+m;—m, €
S*(v;) con lo que se concluye. En caso de i < s es trivial que 8+ m; € S*(v;).
Para la segunda afirmacion, sea por hipétesis a;; € S(v;) la raiz parejable respecto v;, v; y

comprobemos que r; € S*(v;) & 1, = ay; +1r; € S*(v;). Sir; € S*(v;) entonces V [ # 4,5

v(r;) = v(r;) >0y wvi(r;)) =1—-1=0yv(r;) = —1+wv(r;) > —1y como estamos
en el caso completo hay dos opciones, o bien r; = 0 con lo cual 7; = —a;; = a;; que es
parejable contradiciendo la hipdtesis r; € S*(v;), o bien v;(r;) = —1y por tanto r; € S*(v;)

habiendo demostrado una implicacién. La otra se deduce igual porque a; = c;;. Ademas
para r; = ay; +1; € S*(v;) es claro que 200 g = :L’”(Tj).xj con lo que se demuestra el

primer punto. El segundo punto se deduce diréctamente del primero.
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Para el tercer punto, V r; € S*(v;) se tiene la igualdad v;(r;) = v;(o; +7;) y por tanto
v(ry) > 0= vay; + ;) > 0y se concluye porque S*(v;) = ay; + S*(v;). Para el cuarto
punto, si 7, € S*(v;) es tal que v;(r;) > 0 entonces (a;; + 1) € S*(v) y vj (i + 1)) =
14 vj(r;) > 0 con lo que se acaba. EL quinto punto se deduce del primero y del segundo
teniendo en cuenta que v(ay;) =0V v # i, j.

Para el punto sexto, como S*(v;) = () entonces por el punto primero S*(v;) = @) luego sélo
tiene parejables y necesariamente H; = H; + Div(z™™).

El punto siete se deduce del quinto ya que fijado m,.,, si «a es la parejable respecto v;, v;
= tomamos Mgin; = Mstn, + Q.

El dltimo punto se deduce directamente de los anteriores

O

Observacion 12. FEste teorema muestra que el comportamiento de todos los representan-
tes de [v] es el mismo respecto al orden y respecto a los valores que sobre sus raices toman
las u € Ay, lo que permite dar la siguiente definicion en la que el orden dado es ampliable

a los bloques [v;] pues no depende del representante elegido:

Definicién: Diremos que [v;] < [v;] cuando v; < v;. Sii < s entonces S*(v;) = 0y

por tanto [v;] £ [v;] V1 < j <1y en este sentido diremos que [v4], ..., [vs] son maximales
en /\;.

En base al orden definido, reordenamos los indices s + 1,...,s + k de modo que la
secuencia vsy1, . . ., Usq) esté ordenado de menor a mayor en el sentido de que vsy; £ Vs j

Vi > jy por tanto vei; (S*(vsti)) = 0 de modo que se tiene:

Vr; € S*(vstj) Tic = Meyj — Zpi.msﬂ' con p; € N (45)
i>j
La forma de reordenar los indices s +1,...,s 4+ k tal que vsy; £ vsy; V 7 > j, no es unica

ni es especialmente relevante; veremos de hecho varias maneras de hacerlo. Si S*(v) = ()
= [v] = [vi<s] = [v] también es maximal por ese motivo tales v deben estar al final de
la secuencia vg1,...,vsyk. Para dar un orden total en el conjunto R* de las raices
no parejables, en primer lugar damos un orden arbitrario a vy,...,vs y una vez dada una
secuencia ordenada s + 1,...,s 4+ k tal que vs; £ ver; V @ > j, (veremos que existen)
diremos simplemente que r < r’ cuando r € S*(v;) y ' € S*(vj=;) lo que eqivale al

respectivo orden de los niimeros enteros de digitos o(r),v'(r) y o(r’),v(r’) es decir

Vs 1(1) o Vs (M1 (1) .o vs(r) < vgt (7)o vs i (T or () v (1)
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y ahora sélo resta definir un orden vertical en cada conjunto S*(vst;), que si va a ser
relevante porque permitira entender los conjuntos I1(vs; ;) definido al inicio de esta seccién
como bases.

El orden en S*(vs4 ;) estd basado en las coordenadas de cada raiz en C'y en caso de empate
dependera de v de modo que se sigue el criterio anterior: Para cada j < i € {1,..., K}
MZ denota a las raices de S*(vs;;) cuya primera coordenada negativa es la i—ésima es

decir
k

sz ={r e S"(vsyj) 1 re=Mm4y; — Zpl.m3+l con p; > 0}
I=i
Luego S*(vsyj) = ]_[f:j+1 M TT({B @ myy;} N S*(vsy;)) v dentro de este conjunto se
define el siguiente orden: A cada r¢ = mg4; — ZD i Di Mgy le asignamos el niimero entero

de digitos o(r),v'(r) que es
0...0 —1pjp1 ... prur(r) ... vs(r)
de modo que si p;41 # 0 entonces
0—1pjy1...pk--<0—=10...0¢q ... q --.. conl>j+1 (46)

y este es el orden asignado a las respectivas raices asociadas, por tantosi l > > 7+ 1

J J d J
yr; € My, r; € Mj entonces r

7 < r]. Los elementos méximos de S*(v,,;) son los de
{B@®m,,;}NS*(vey;) alos que denotaremos M; +1 (que sdlo es vacio cuando [vsy;] = [v;]
paraun ¢ < sy en tal caso toda la columna serd vacia) y el orden de sus raices depende sélo
del valor en ellas de v'. Podemos entonces escribir M j b <M JJ o< <M / +1- Notese que

Mf # 0 < vsy; < Vg4 Podemos representar R* con el orden definido, matricialmente:

M o ... 0 0
. A2 . .
R = : : D : :
M. M: ... METY @
MliJrl M]3+1 T lek_ll Ml§+1

Observacién 13. Cada columna de la matriz representa el conjunto S*(vsy;) y el orden
vertical es estrictamente creciente. Horizontdlmente el orden no es unico ya que vgy;
puede no estar relacionado con vsy;. Del teorema anterior se deduce que las columnas
correspondientes a los conjuntos {[v]} son consecutivas y todas ellas son vacias en las

mismas filas.
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Cada derivaciéon D € Dery(Ox,Ox) y por tanto cada elemento de A lo escribiremos

Z Z ug(r).mrDUS+j

i>je{l,...k} \rem;

que matricialmente es la matriz triangular:

uhoo0 0 0
: 7 S : :
D= i (47)
N
Mrt1 Mg --- Nk+71 M1

que es una matriz en <(Kd5 X oo x K1) x - x (Kd’;§+1)> siendo d el nimero de ele-
mentos de M7 y p} un vector de K 4 pues el orden de sus coordenadas ha quedado
definido. El nimero de raices en S*(vyy;) serd d; de modo que d; = dgﬂ +- ~—i—d{;+1. Para
calcular Dy ¢ Dy tal que np, o np, = np,on,, vamos a utilizar las siguientes notaciones

que simplifican la expresién de los resultados. Para cada [ € {1,...,k} denotaremos:
A1) = )\ll,...,)\ill
A1) = OVd =0
l
Al)z"D,,,, = Na"D, , + -+ Nya"uD,_,
A = (A9 ()
- _ | Y B 0_
c.r = G.ryp gy y 0 =1
cl! = ... dly |dl=c+ -+ con0l =1

Teorema 7.5. (Férmula general) Sean dos derivaciones

D, = Z /\(l)leDvs+l y Dy = Z Z ,uz (r).2" Dy,
=1 i>je{l,k} \rem?
con Dy y Dy € Der}.(Ox,Ox).
Entonces la derivacion Dy o Dy tal que np, o np, = np,ep, €S la siguiente derivacion
perteneciente a Dery.(Ox,Ox) :
Do Dy
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k K o
0+ Z i (r). H Vs (1)!. Z (H %) TR Dy,

i>j€{_1 »»»»» k} =i \ci|:vs+i(r)“. =1
7‘61\43 no’ m|ck\:vs+k(r)
Demostracion:
En primer lugar es inmediato comprobar que np o (n, + n.) = np o n, + np o N,
basta aplicar sobre las variables xsi1,..., 251 porque en xy,...,xs ambas son nulas.

Luego vamos a demostrar la férmula suponiendo Dy = pu(r).z"D,, . con r € Mf . Ademas

Us+j

podemos suponer que v'(r) = 0 porque en caso contrario la derivacién de la férmula

es nula y también lo es np, o n, porque es cero en z; Vi # s+ j y en x4y, se tiene
, _

np, 0N (Terj) = np, (%27 2., ;) que es cero porque en tal producto aparece alguna

variable x; parai=1,...,s y np,(x;) = 0. Por tanto supondremos que r € C’ siendo
C'={aeM: v (a)=0}

Por otro lado es obvio que si 7 € S(vs;;) entonces a = r + Zf:z d.rt € S(vgy ) porque

vi(a) >0, vgp(e) =0V 1 < j, vs4j(a) = vs44(r) = —1 y por dltimo V [ > j se tiene que
Vsa(@) = vpa(r) +p= | ¢ [= v (r) = | |

que es > 0 por hipétesis. Por tanto np, onp, v el n asociado a las derivacion de la férmula

se anulan en todas las variables salvo x4, ;; veamos cuanto valen ambas expresiones en
Lgtj -

v(r T Vs+i T Vs r
M, © 1y (T15) =y (02" 2015) L, (u(r) iyl =

la tltima igualdad se debe a que v/(r) =0y aquesir € M) = v(r) =0V j #A1 <

)>vs+i(r) ))Us+k ()

= u(r). (np, (s

))vs+z(r)

Basta pues calcular (np, (254 paral>1i>j:

Vs41(7)

v(r!
(nDl (strl))USH(T) = (Allxv(rll)-strl +oeee )‘ldlm ( dl)'strl) =

o)y o
— <)\ixv(’rl1) S Aéll'v(rél)) + -xsjjl( ) —

=Y A ) el

s+l Cl!

|Cl ‘:'Uerl(r)
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y para concluir solo resta probar que

H'TU(C rt Zf:ll(r _ xv(r+c b Loy (48)

es decir hay que ver

ZU(Z )+Us+l —UT—l—chr 0,...,0,154,,0,...,0)

donde vs1(r) denota (0,...,vs4(r),...,0) y como v = (v/,v) hay que ver que

Zv’(cl.rl) +o(crt) +ve(r) =

y como v'(r) = 0 hay que ver

k
> vep(r) =o(r) +(0,...,0,1,45,0,...,0)
I=i
Lo primero es (0,...,0,v54:(r),...,vs1k(r)) y para lo segundo, como vs(r) = -+ =
Ustim1(r) = 0y vsp(r) = =1 =
o(r) =(0,...,0,—154;,0,...,0,054(r), ..., Vsyi(r))
y por tanto:

o(r)+(0,...,0,145,0,...,0) = (0,...,0,v514(r), ..., vs3(7))

con lo que se acaba. Por ultimo es claro que las rafces r + >, cl.r!

no son parejables
si r no lo es; para ello basta aplicar el morfismo ¢ definido en la ecuacién 41 = (v(r +

Zf:i d.rt)) > e(v(r)) que es > 1 siy sélo si r es no parejable.

O
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Observacién 14. En la demostracion del teorema se ha visto que siv'(r) # 0 = npon, =
0V D luego si C" = {a € M : V() =0} y Dy es una derivacion podemos separar sus
raices de modo que
Dy = Z A(r').a" Dy + Z A(r).z" D,
rec rgC’

= Np, ONp, = Np, ONY _, Ar).arD,, Y Por tanto si C" (YR =0y Dy € Der(Ox) entonces
np, onp, = 0 lo cual no ocurre necesariamente si Dy contiene raices parejables.

Es importante observar que la misma demostracion vale si Dy incluye también las
raices parejables. Por tanto la demostracion vale para generalizar la formula al caso en
que Dy sea cualquier derivacion, en cuyo caso la formula quedaria con las siguientes

modificaciones:
= En el producto de la igualdad 1 habria que incluir zV'") = v (r)

» Los indices utilizados en las notaciones previas descritas | € {1,...,k} se amplian
al € {—s,...,0,1,...,k} y por tanto hay que considerar en D; los coeficientes

correspondientes a las derivaciones x" D con r € S(v;)

Vi<s

= Por tanto si Dy = S1_  AM(1)a" D,,, donde A\()z" D,, = S°%  NaiD,, yrt e S(v),

la formula es:

; s+k s+k )\(l)cl r+zs+k g
> wd) ol > HT a"TZ= e D, | (49)
=1 ’

i>jef{l,....k} lct|=vy(r) y [estTI|=0 \I=1
J =
TG]\/[i led{1,..., S+7,eey r}

considerando —1! = 1. Hemos ordenado las raices segin sus componentes en C' para
M = B@C. Las raices que intervienen en np, o np, son o = r + y_,_. c.rl y vamos a

calcular o para ver la relacion de orden entre r y o :

! son tales que sir € M entonces

e 2, IT- 11 M

, k
Lema 7.6. Las raices a =r+ Y, c.r

Yy por tanto o > r

Demostracién:

Sea v = 1+ Y21t con | & |= vepi(r). Como sabemos, ag = —(veii(a)mayy + - +
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Verr(@)Mgyr) v como v € M! = v ,(r) = 0V p # j, p < iy vey(r) = —1. Por
otro lado ve,(r') = 0V p < 1 # i luego si p < i = vep(a) = vsy,(r) vy en particular

Ustj(@0) = vsy(r). En definitiva:

sij#p<i=vgp(a) =0y vgi(a) =—1

v queda por calcular v,y;(), ..., vep(a). Para ello, veyi(a) = vei(r) + gy (r') + 0y
como
Usi(r') = (Usi(r1), -+ vsi(rg,)) = (=1, = 1)
=
Cvgpi(r') = =( 4 -+ 4 ¢) = —vs44(r)

luego vsii(a) = vspi(1) — veqi(r) = 0.

Ustir1 (@) = Vspip1(r) + gy (1) + ¢ g (K" + 0 =
= Vsyip1(r) + Ci-Us+z‘+1(7“i) + CiH-(—l, oy —la,) =

= Vspir1(r) + Ci-”s+z‘+1(7‘i) — Voqir1 (1) = Ci-“s+i+1(7"i) >0

Us-l—k(a) = Ci.U5+k(7“i) + .. 4 CK_l.US+k(7“K_1) >0
con lo cual se tiene:

k—1

Qo = Msyj — Ci'vs+i+1(ri)ms+i+1 - (Ci-Uerk(?”i) +tet Ckil-Uerk(?" ) )Mk

por tanto o € M} con 1 >i+1yserdal =i+ 1si ¢ >0y vsp441(r") > 0. En todo caso
a > r con lo que se concluye.
O

Corolario 7.7. (N, o) es un semigrupo nilpotente tal que N* =0

Demostracion:
Del teorema y lema anterior se deduce que en N*~! todas las raices que definen sus
derivaciones asociadas estdn en M} ; = {B 4+ my1} y como v'(b+ myq) # 0 en caso

completo, se concluye de la observacién anterior que N* = 0.

O
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7.2. Radical del grupo de automorfismos graduados

Sea como antes el subespacio vectorial N' C End,Ac y 1 denota la identidad, (que
no es el neutro del espacio vectorial) entonces 1 + np € End,Ac es el endomorfismo en

general ya definido:
1+ np(x;) = i + np(z;) 1+np(zy)=1+np(x).1+np(y)

Definicion: Con la operacién anterior, denotaremos (1 + N, +) al subespacio vectorial
de End,Ac :
(1 —|—N, —|—) = {1 +np:dEe€ DGT%(OX, Ox)}

Veremos que 1 + N con la composicién, es un subgrupo unipotente de AutyAc que de
hecho es su radical unipotente al que denotaremos (14N, o) 6 simplemente 14N cuando

no haya confusién. Para ello se define la siguente operacion en Dery.(Ox, Ox) :

Definicién: Sean las derivaciones

rl ] r
D, = Z A(l)z" D, ,, Dy = Z Z i (r).a" Dy,
I=1 i>je{l,k} \rem?
Entonces D; ® Dy es la derivacién (suponemos 0 = 1)

i>je{l,....k}
J
reM] N Dy

L i A R
/Lg(?“).lli[USJrl(’/’)!. Z (H Cl!.(vs+l<(7a))_ | Cl |)'> " =i DUs+j

et <vgyi(r)... =i
ek Svgy g ()

que estd en Derl, (Ox, Ox) segin se demuestra en el final de la demostracion del teorema 7.5.

Teorema 7.8. D e Dy es la derivacion tal que se tiene la igualdad de endomorfismos

graduados
(14+np,)o(14+np,) =1+ np,ep,
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Demostracion:
Hay que ver que coinciden en cada variable x; : Sii =1,..., s es claro porque ambos auto-
morfismos son la identidad sobre ellas. Luego resta probar la igualdad sobre x4y1, ..., sk

y para ello vamos a calcular (14 np,) o (1 +np,)(zst;) :
(1+np,) o (1 4np,)(2s15) = (1 +np,) (Tarj + 1y (7515)) =

= Toyj +np, (Tsyj) + (1 +np, ) (N, (7415))

Observemos que Zsij + np, (Ts4;) forma parte de (1 + np,ep,)(Ts+;) ¥ por tanto resta

calcular (1 +np,) (np,(Tstj)) -

(L4 np,) (np,(ws45)) = (1 +np,) | > op(r)at gy | =

i>j€{1,....k}
T‘EMZ.J
= > (+np) (p(r)a"D.a,y)
i>j€e{1,..., k}
T'GJW.j

(Lt npy) (plr) 20 ) = (). (L mp, )0l

= pu(r).(zy + np, (z1)) 0. (25 4+ np, (z4))"").

(Ts41 +np, ($5+1>>vs+1(7‘) ,,,,, (Tsx + 1, (xs+k))vs+k(7')

y como np, (z;) =0V i=1,...,s denotando z°' " = 2" ... 2% eg

’ a; . Vs44\T
ua S et el ()

a;
a;i+bi=vs4i(r)

3 e, (“S“f(r)) _

ag
ag+bp=ve (1)

y este producto da

k
o (r Vs Z(T) a; a Vs+i(T)—a; Vs4+k\T)—Q
(). ™. Z H ( Z' ).a:sﬂ- ..... Tk np, <xs+§( e a78++kk( ) ’“)

a;<vgyi(r)... =i
ceap<vgyp(r)
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donde para calcular np, (foi"(r)_ai ..... xv”k(r)_a’“) ya se ha probado en la demostracién
del Teorema 7.5 que
!
very(r)—a v r—a Cc
nDl (xsf:il( ) l) — :L,sjjl( ) l' E )\(Z)Cl,xv(d.rl). ’

4
C'.
|ct=vs41(r)—a

y por tanto

vsyi(r)—a; vsrk(r)—ax ) __ v(ctrt) (vsyi(r)—ar)
np, (xs+i ..... r = E H . Lo Ty

‘CZ| Vs+i (r)—a;..

ek |=vgy (M —ag

También como en la demostracion del Teorema 7.5 en la igualdad 48 pero ahora v'(r) # 0

con lo que se multiplica V(") en ambos lados de la igualdad se deduce

v'(r) ,.aq v vs+l(7“)*al) _ ok dl
T Tk S+k H X Ty = ! Lsyj

k ¢
Z H (Us+l ) Z H )\(cll? || :v”(’"’LZf:icl'rl)-strj

a;<vgyi(r)... =i |ci\:us+i(r)—ai“ =i
aK<Us+k:(T> »-»\ck|:vs+k,('r)fa,K
y para concluir, por un lado obsérvese que las condiciones a; < vy1y(7), | ¢ |= vsi(r) — ay

equivalen a | ¢* |< va4y(r) y por otro como

(Us+l(7")) (A1 van(r)! [

a )l gl | d el
_ U5+I(T>! _ Us+l(r)!
a!.c! (Vs (r)—| !

y por tanto
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k

o r ! Vs+1 (T)‘ Iv(r—l—Zf:i c.rh) Tt
= 2w > DO e

. . = \U
i>j€{17-<_»»k} [t <vgyi(r)... =1 s+l
J
reM; "'|Ck\§Us+k(7“)

con lo que se acaba la demostracion.
(I

Observaciéon 15. Es conveniente observar que Dy @ Dy = Dy + Dy + P(D1, Dy) donde
las raices de P(Dy, Dy) son o =1+ > c'rt parar € Do, | ¢ |< veyi(r) y | " |> 0 para
algun h.

Lema 7.9. Para toda derivacion D, sea Py = D y P, = P(D, P,_1). Entonces existe ¢ € N
tal que Py =0

Demostracién:
Puesto que el conjunto de la raices es acotado respecto al orden definido,basta ver que si
r es una raiz de una derivaciéon E entonces las raices en P(D, E) que resultan de ella son
estrictamente mayores. Para ello, sea r € M; raiz de E. Las raices correspondientes en
P(D, E) son

k
o — r—i—ch.rl 10 <| " |< ven(r) con | " |> 0 para algin h
I=i

Es claro que vy (o) = —1 y para todo | > 1,

V(@) = vgp(r)— | ¢ | + Z o (r’) > 0

<l'<l

luego o € S(vs1j). Segun el orden definido r vendra representado por el nimero entero:

r=—1,0,...,0,051(7), Vssiz1(7), ..., Vsi(r)

h—1 ’:

Supongamos que | ¢ |=]| ¢ 0y | c"|> 0 es el primero no nulo. Entonces «a viene

representado por el nmero entero
a=—1,0,...,0,0505(r), ..., Vern1(r), vern(r)—| " |,

Vs (1) = | P+ g (),
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y como por hipdtesis v, p(r)— | ¢ |< veyn(r), se deduce que o > r con lo que se concluye
que para un ¢ € N todas las raices de P,_; estdn en M,Lrl I1---11 M,fH y por tanto en el
siguiente paso obtentremos P, = P(D, P,_;) = 0.

O

Observacion 16. Se puede dar una formula exacta del valor de q en funcion de las
condiciones iniciales vy, ;(r?). La férmula se obtiene representando cada raiz r € D como

un grafo cuyos nodos son las raices que cumplen cierta condicion respecto .

Teorema 7.10. Sea el 1 + N = (1 + N, o) el grupo de endomorfismos graduados de
Ac con la operacion que acabamos de ver en el teorema anterior. Sea el subconjunto
U = {vsi1,...,Us11} T Ay con los indices ordenados de manera compatible con el orden

definido en Ay es decir tal que v; £ vj si i > j.
1. Todo elemento de 1 + N es de la forma ®' o --- o0 ®* donde

& =1+ np; para D’ = Z A(r7).2"” D

rI€S* (Vstj)

Us+j

s Ademds si S*<U5+j) - {T{7 s 7T§j} =

¢j=¢{o"'0¢§j ¢l =14n

)\(rg).a;Tz]' Dy,
y esta descomposicion de ®I es conmutativa

» 57 para cada A € K denotamos gzﬁi()\) =1+ N entonces

(r]).z"i Dy,
91(N) 0 61 (N) = ¢l(A + X)
w Si Vs £ Vsyj Y Vsij £ Vspy = PPo® =PI o P!

2. 1+ N es un subgrupo del grupo Aut; Ac en el que el morfismo inverso de 1 +np es

1 +np-1 para

D'=-D+P —P+--%+ P, conP,=0

3. 1+ N es subgrupo cerrado conexo de Aut; Ac
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Demostracién:
Toda derivacion D € Dery.(Ox,Ox) es

D = Z Z )\(rj).xerij:Dl%—---—l—Dk

1<j<K rieS*(vey,)
Como 4 (S*(vstju1) [T+ 119" (vsyr)) = 0 = P(DI, DIt + ... 4+ D*) = 0 luego
Dl e (DIt ... 4 DF) =
=D+ DM . DY+ P(DY, DI - DFY = DI 4 DI . DF
y por tanto aplicando la férmula del teorema anterior,
(14+mnpi) o (1 +npjtipipry)) = 14+ Npiypitipipr

y procediendo por induccién k — 1 veces se deduce 1 +npi .. pr =14+npio---ol+npk

es decir
1+np=>®'o.0d*

Ademis si S*(vey;) = {rl, ... ,réj}, como

P()\(rg),xﬁ D,,,,, Z /\(le).xrl D, ,)=0

I

y . .

P(Z )\(le).xrlj D,,,;, A(r?) .2 D,.,,)=0

I#i

se deduce

( /\(TZ).;J:Tg Dugy; ) ( 2 A(sz)'fcrl] Do,y j )

siendo tal composicion conmutativa luego se concluye por induccién, quedando demos-
trado el primer punto de 1. El segundo punto de este apartado se deduce due que
P(D,D)=0.

Para el tercer punto, de la hipétesis y la Observacién 15 se tiene P(D?, D) = P(D?, D7) =
0= DieD/=D)eDi =D+ DI,

Para 2, ya hemos visto que 1 + N es cerrado respecto la composicién. Veamos ahora
que V D € Dert(Ox,Ox) el endomorfismo graduado 1+ np es automorfismo. Para ello
veamos que tiene morfismo graduado inverso en 1+ N. Como 1 +np = ¢y 00 ¢ bas-

tard ver que ¢; son automorfismos graduados pues en tal caso ya tendremos (1+np)~! =
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(pr) L o---o(p1)"!. Sea entonces ¢; = 1+ np; y como P(D?V, —DV) = P(—=D7, D7) =0
= Die(=Di)=0=

(1+npi)o(l+n_pi)=04+n_pj)o(l+np;)=1
Por tanto

(p;) ' =1+n_piy(Q+np) ' =0+n_pe)o---o(l+n_p)=1+np

donde

D'=—-D"e(—D""'e(...(~D*e—D")...))
Veamos para concluir este segundo enunciado que D' = —D+ P, — P, +---+ P, con
P,=0:

De(—D+P, —Py+---£P,_;) =
=D+ (-D+P =P+~ F 1)+ P(D,~D+P =P+ -+ P ) =
Pi—Py+---+ P,y —P(D,D)+P(D,P)—---F P(D,P_5) £0 =
P-P+--xP  —P+P—-FF_ =0

= (14+np)o(l+n_pip_pyrtp,,) = 1 y aplicando a esta igualdad (1 4 np-1) por la
izquierda se acaba.
Para el enunciado 3, hemos visto que dar ¢ un endomorfismo graduado en A¢s es dar los

coeficientes respecto las raices

{Ma): aeR}
y ademas otros r coeficientes j, ..., p, de modo que
o(x;) = px; + Z )\(a).az”(o‘).xi
aceS(v;)

que serd automorfismo cuando los coeficientes cumplan ciertas condiciones. En el caso de

¢ € 1+ N las condiciones son:
i =1vV1<i<s, pey; =0V1<j<K, ANa)=0V «raiz parejable

que es un ideal primo en el anillo de coordenadas K[, A(«)] y por tanto un cerrado conexo

del grupo AutyAc con lo que se concluye.
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Definicién de Grupo Uniparamétrico: Siguiendo la terminologia de Demazure, Oda
y Cox ([5], [18], [2]) y gracias al segundo punto del apartado 1 del teorema anterior,

llamaremos grupo uniparamétrico asociado a la raiz r € S*(v) al grupo
De la definicion y del teorema se deduce:

Corolario 7.11. El grupo (1+N,0) esd generado por el producto ordenado de los grupos

uniparamétricos asociados a las raices no parejables

O

Corolario 7.12. Con la operacion e definida en Derl,(Ox) se cumple que (Dery-(Ox, o)

es un grupo isomorfo al subgrupo (1 + N, o) de AutyAc

Demostracion:
El elemento neutro es la derivacién nula D = 0 y el inverso de D es D™! = —D + P, —
Py+ .-+ P,y con P, =0y la operacién definida en Derj.(Ox,Ox) es la que hace que

la aplicacién D ~» 1 4+ np sea isomorfismo.

7.2.1. Resoluciones del grupo (Der",e)

Abreviadamente escribiremos (Der", o) para referirnos al grupo (Derl(Ox,Ox), o).

En 7.1 hemos dado una expresién matricial R* para representar las raices no parejables,
de las que depende el subgrupo 1+N. Cada columna corresponde a un conjunto S*(vs4;)
que estd ordenado si previamente hemos dado un orden (arbitrario) al conjunto {v;<s}
y a los indices s +1,...,s 4+ k tal que vsy; £ vs4; V @ > j. Vamos a concretar algunas
maneras de ordenarlos.

Sea para cada vs;; el conjunto

M(vsyj) ={veAr: vy <wv}
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Es evidente que vy ; < v44; = el nimero de elementos x (M (vsy;)) > x (M (vs4)) y vamos
a dar un orden a los indices s+ 1,...,s+ k de modo que se cumplan los dos condiciones

siguientes:

s . VUs+ti % Vst
S11> ) =
/ { XM (vsy)) 2 x(M (vs)
Sea ahora para cada natural n el conjunto

S(n) = {5"(v): x(M(v)) =n }

ue consiste en la unién ordenada de las columnas de R* comenzando por S*(ve.1).
s+

Obviamente S(0) = R* y S(r) = (0. También, si vs;; < vsy; (necesariamente i > j) =
X(M (vss5)) > X (M (vs4i))
luego si x(M (vsyi)) =n =
S*(verj) € S(n+1) y S(veys) € S(n)\ S(n +1)

En particular si u, v € S(n)\ S(n+1) = ufvyv £ u.

Denotaremos L,, al subgrupo de (Derl(Ox), e) de las derivaciones (automorfismos)
asociadas a las raices de S(n). En particular L, = 0y Ly es el grupo total. Abreviadamente
escribiremos v € L,, para referirnos a los S*(v) € S(n) y respecto de lo cual es importante
tener en cuenta que en los términos de la Observacién 13, si [v] = [v] entonces S*(v) € Ly,
& S*(v') € L. De la propia definicién se deduce L; C L;_; y a la cadena de todos los
subgrupos L, la denotaremos L.

Definicién: Diremos que una derivacién a = Y . Ag.2"D,, cumple a N S(v) # 0
cuando 3 r, € S(v) tal que A\, # 0

Definicion: Diremos que una cadena
T=0=T,CTy, , - CTy~ (Derg(Ox),e)

de subgrupos de (Dert(Ox), e) (equivalentemente de 1+ N segtin Corolario 7.12) cum-
ple la propiedad aditiva cuando cumpla la siguiente propiedad: Si Ty T pertenecen
aTeconT CTyaecTybeT= Plab) € Ty P(ba) € T' para algin T" € T
tal que 7" C T. En particular se deduce de la propia definicién que si a y b € T para
alguno de los subgrupos '€ T = 37" € T conT" C T tal que P(a,b) € T"y P(b,a) € T".



7 CALCULO DEL GRUPO AUTgAc Y AUTys A 117

Teorema 7.13. Toda cadena T con la propiedad aditiva es una resolucion normal de
(Dert-(Ox), o) es decir, Vi Ty es subgrupo normal de T; y los cocientes sucesivos T; /T4

son grupos aditivos. Ademds cada elemento Ty, es normal en el total Tj.

Demostracion:
Que los cocientes T;/T;y1 son grupos aditivos se deduce directamente de la propiedad
aditiva de la cadena T, ya que si a y b pertenecen a T; = P(a,b) y P(b,a) pertenecen a
T;+1 luego son nulos en el cociente T; /T;11 y como aeb = a+b+P(a,b) y bea = b+a+P(b, a)
se concluye que
aeb=a+b=b+a=beaqa en T;/T; 1

Veamos ahora que T;,1 es normal en T;. Para ello sean b € T;11 v a € T; \ T;41 de modo
que P(a,b) € Tiy1 y P(a™',b) € T;11. Como

O=aea'=a+a '+ Pla,a?)

= Pla,a™) = —(a+a') = aebea ! =ae(bt+ta'!+Plbal)=a+b+al+
P(b,a™') + P(a,b) + P(a,a™ ') + P(a, P(b,a™)) = (a+a ') + b+ P(b,a ') + P(a,b) —
(a+a ')+ P(a, P(b,a™')) = b+ P(b,a™ )+ P(a,b)+ P(a, P(b,a')) que pertenece a T},
porque a, a~ ! pertenecen a Ty y b € T;; v T cumple la propiedad aditiva. Por 1ltimo para
ver que T;,1 es normal en el T se procede como antes con b € T; 1 y a € Ty y aplicando
la misma descomposicién en a e b e a~!, ahora como b € Ty 1 = P(b,a™') € Ty, C Tiyq,
P(a,b) € Tyy1 y P(a, P(b,a™)) € Ti1o C T;11 con lo que se acaba

O
Definicién: Diremos que una cadena
T=0 :Tn - jjAni1 c...C TO >~ (Der“K((’)X),o)

de subgrupos de (Der(Ox),e) (equivalentemente de 1 + N segin corolario 7.12) es

completa cuando verifica las siguientes condiciones:
1. Cumple la propiedad aditiva

2. Vi se tiene, v € T; \ Ty1 < [v] C T; \ Ti41, equivalentemente, si [v] = [v/] con vy
v’ € T; entonces los automorfismos asociados a las raices de v son la identidad en el
grupo cociente T;/T;1 si y s6lo si los son los automorfismos asociados a las raices

de v/
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3. Situ, v ei\Tiygm=vLduyuLv

Observacion 17. Es facil comprobar que la tercera condicion de cadena completa ya
implica que sea aditiva y por tanto se puede prescindir de la condicion 1 en la definicion

de cadena completa.

Definicién: La logitud de una cadena 7T es el nimero de elementos 7T; distintos y
distintos de cero que contiene. El siguiente teorema prueba la existencia de cadenas com-

pletas. Mas adelante veremos que ademas existe cadena de longitud minima.

Teorema 7.14. Sea la cadena antes definida
L=0=Lg CLy1C--C Ly~ (Derg(Ox),e)
donde L,, es el subgrupo de las derivaciones asociadas a las raices de S(n). Se cumple:
1. La cadena L es completa
2. 1+ N es un subgrupo unipotente de Aut; Ac

Demostracion:
Veamos que £ cumple la propiedad aditiva. Sean pues L C L elementos de la cadena y

a € Lybe L. Las raices en P(b,a) son del tipo

a=r+ Zcb.rb Ty € S (vspy) N
ryEb

donde 7 € a N S*(vsy;) para algin j y vey(r) > 0y por tanto j <! < g con vey; < Vsyy
= X(M(vss;)) > x(M(vs4q)) de donde necesariamente 3 L(a) C L tal que S*(vsy) €
L/L(a) y r € S*(vs4j) € L(a) = a € L() para cada o € P(b,a) y basta elegir L’ el
mayor de los respectivos L(a) encontrados de modo que P(b,a) € L'. Que P(a,b) € L
es trivial porque b € L. Para la segunda condicién de cadena completa, sean [u] = [v] =
por el teorema 7.4 en su tltimo apartado [[(z,) = [[(z,) y en particular se deduce que
u € Sn) < v e Sn)y por tanto u € L,/Lyy1 < v € L,/L,11, con lo que se tiene
la segunda condicién. La tercera se deduce de que si v < u = x(M(v)) > x(M(u)) y
entonces para algin i se tiene que v € L;; mientras u € L;/L;,;.

La afirmacién 2. se deduce directamente del corolario 7.12, el teorema 7.13 y el punto

anterior que prueba que 1+ N tiene resolucién normal con cocientes aditivos.

O
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Observaciéon 18. Otra demostracion es utilizar el Corolario 7.7 y la demostracion del
teorema 9-12 de [20]. También vamos a dar una demostracion directa determinando 1+ N
como subgrupo unipotente del grupo lineal; para cllo, sea Vi, el espacio vectorial
Ac(z) para v = x; € Ac cualquier representante, pues no importa cudl gracias al punto
5 del teorema 7.4. Como todo elemento de 1+ N es un automorfismo graduado, opera en
cada espacio vectorial Vi) = 1+N C H[w] GL(Vi)) y por tanto la matriz asociada A a un
automorfismo ® = 1+np queda definida en cada espacio Vi,). Sea entonces la base de Vi
formada, en este orden, por {[z;]} y I(z;) = {IL(x;) : r € S*(v;)} con I, (z;) = 2.2,
El orden de esta parte de la base viene determinado por el orden estricto definido en cada
S*(v;) en la pagina 102. Sobre la parte {[z;]} de esta base, ® =1+ np es la identidad

mas una suma del tipo Y, b,I1,(x;) = en esta parte la matriz es

con 1(j) la matriz identidad de orden el nimero de raices parejables asociadas a v;.
Sobre cada 11,(x;), por ser ® morfismo de dlgebras, debe dar una combinacion lineal

de elementos de I1(x;) = en esa parte la matriz es

()

Segiin el teorema 7.8, ®(IL.(x;)) es una suma pll.(x;) donde en el caso ¢ = 0 da
r(c=10) =7 ypeo = 1 y en el resto de casos las raices r(c) son, como se ve en la

demostracion del lema 7.9, tales que r(c) > r =

O(TL () = Te(;) + Y pelley (27)

con Il (x;) posteriores en la base al I1,(x;) = P(j) es una matriz triangular inferior

con 1 en la diagonal y la matriz de ® en la base fijada de Vi) es

. I(y O
A(J) = ( B((J])) P(J) > (50)
que es unipotente = la matriz A asociada a ® es unipotente y se ha probado que 1+ N es
subgrupo unipotente del grupo lineal H[w} GL(Viy)). Notese ademds que tal subgrupo queda
determinado por las matrices de la forma 50 que cumplan la condicion de que P(j) sea

invertible (ya dada en [3]) y que ademds P(j) dependa de B;s; en los términos del teo-

rema 7.8, lo que garantiza que el automorfismo de espacios vectoriales lo sea también de
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dlgebras. No obstante y este es a mi parecer un error en [3], habria que dar exactamente
tal condicion de dependencia de P(j) y demostrar que el producto de las matrices corres-
pondientes a sendos automorfismos del tipo 1 + np da una matriz en la que P(j).P'(j)
sigue verificando esa condicion de dependencia de las matrices B(i) + P(i).B'(i) para que
la composicion de endomorfismos lineales lo sea de dlgebras y por tanto 1 + N quedaria

efectivamente definido como subgrupo unipotente del grupo lineal.

7.2.2. Resoluciones minimas y producto de grupos aditivos

Vamos a ver que existen cadenas completas, resolucién de 1 + N, de longitud mini-
ma cuyos cocientes da una descomposicion del grupo R, en producto de grupos aditivos,
también de longitud minima.

Si T es una cadena completa resolucién de R,, la condicién tercera de la definicién afirma
que en los cocientes T; \ Tj41 A u y v tales que u < v ni v < u lo que implica que la
longitud de la cadena, I(7), es mayor o igual a la mayor secuencia ordenada de elementos
de Ay, de modo que si existe v;; < --- < v con v, € Ay = I(T) >1—1, luego para ver
que existen cadenas de longitud minima bastara encontrar las que tiene longitud igual
exactamente a la de la mayor secuencia ordenada en Aj.

Consideremos pues el conjunto de todas las cadenas maximas v;, < --- < v; que son
<uyPue:

aquellas que verifican que Fue A :u< Vi, ¥ hue A : v,

v, < u < ;. Notese que si v;, es el mayor de una cadena maxima entonces [v;] = [u]
para algin u € {vy,...,vs} y en tal caso vy, ...,v;_,,u también es cadena maxima con
lo que podemos suponer que todas ellas finalizan en un u € {vy,...,vs}.

Definicién: Llamaremos longitud de v € Ay al nimero I(v) que v ocupa en la mayor
secuencia ordenada con final en v. En caso de que v no sea mayor que ningin u se
entendera que [(v) = 0. Por ejemplo en el caso visto del plano proyectivo donde A; =

{e1, €2, e3} las longitudes de todos ellos es cero. Lamaremos longitud de A; al ntimero:

I(A) =méx{l(v) : v e A}

Sean los conjuntos X; = {v € Ay : [(v) =i} parai = 1,...,q siendo ¢ — 1 la mayor
de las longitudes y sea Z; = Xo[[---[[ X; v R; el subgrupo de 1 + N generado por los

automorfismos asociados a las raices S*(v) tales que v € Z;_; empezando por Ry = 0.
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Como es obvio de la propia definicién, se cumplen las siguentes propiedades:
1. Sive X; = [v] C X;
2. Siu,2weX;=ufvyvLu
3. Xom S{{lwnl} Aoy, Xg =0y Rey = Ry =1+ N
4. Sive Xy =Jue X, tu<w
5. SiveX;yue Xjconj>i=udv
6. Sii<qgq= R;1 CR;

(51)

En el caso del plano proyectivo g = 1, 1 + NV = R; = Ry = 0 y la longitud mdxima es
qg—1=0.

Teorema 7.15. Sea 1 + N el subgrupo conexo unipotente de Aut;Ac y candnicamente

isomorfo a (Der',(Ox),®) que abreviadamente denotaremos (Der",e). Se cumple:

I. R=0=RyCR C--CR,=R;1=1+N es una cadena completa resolucion
de (Der", e) de longitud minima igual a ¢ — 1 en la que los grupos R; son subgrupos
normales de 1 + N (veremos de hecho que son normales en todo AutyAc) y los
cocientes R;/R;_1 son grupos aditivos. Ademds se cumple Z(R;) C R;_1 donde
Z(R;) denota el centro del grupo R;

2. 14+ N es el producto semidirecto de grupos aditivos en cantidad minima e igual a
[(Ay) definida como la mayor de las longitudes de los elementos de Ay y sélamente

es abeliano si tal cantidad es uno, es decir, cuando es un grupo aditivo

Demostracion:
Probemos 1 : Que es completa se deduce de las propiedades 1 y 2 pues como ya obser-
vamos 2 implica la propiedad aditiva. Por el teorema 7.13 ya sabemos que la propiedad
aditiva implica que los cocientes R;/R; 1 son grupos aditivos y que R; son subgrupos
normales en (Der", o) De la propiedad 4 anterior se deduce por induccién que existe una
secuencia ordenada méxima ug < --- < u,—; de longitud ¢ —1 y que no existe ninguna de

longitud mayor (ya que X, = )) luego en efecto R es resolucién de (Der", o) de longitud
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minima igual a ¢ — 1.

Por dltimo veamos que Z(R;1) € R;. Sea b € Z(R;y1) v lo podemos escribir b =
\a" D, + S para v, € X; vy .S C Z;_;. Por la propiedad 4 anterior, sea v, < v, con
v € X;_ 1y v.(r") > 0. Sea entonces a = x’"/Dvr, € R\\Ri_1 = P(b,a) = /\Tx’"'JF“T(’”')'TDUT,
en R; \ R;_; mientras que P(a,b) € R;_; y por tanto siaeb=bea = P(a,b) = P(b,a)
= A\, =0 = b€ R; con lo que se acaba.

Probemos 2: Sea para cada i, R;_1 — R; y el subgrupo aditivo de R; generado por los
automorfismos asociados a las raices no parejables de X;_; al que denotaremos R; y que
como hemos visto opera en R;_; ya que este es normal en R;. Por tanto existe el producto
semidirecto de grupos R;_; X R; C R; y son iguales porque la misma demostracién del

teorema 7.10 sirve para afirmar que si

{Us+1, e ,Us+k} N Xi_l == {Us+li_2+1, ce 7Us+li_1}

= R, es el subgrupo de los productos ordenados ®! o --- o ®'-1 v R; es el subgrupo de

los productos ®—2*lo...o Pli-1 =
Ri=R;_ 1« Ri Rz’ = Ri/Ri—l
y aplicandolo sucesivamente se tiene
Rq_lzRq_QNRq_lz---:RlMRQM---NRq_I con Ry = Ry

Que el nimero de elementos del producto es minimo se deduce de que la igualdad R; =
Ri 1 x R; con Ry = Ry y Ry = 0 permite reconstruir 0 = Ry C By C -+ C R, = R, | =
1+ N que es de longitud minima.

O

Observacién 19. Hemos visto que cada grupo aditivo R; es producto (composicion orde-
nada) de los automorfismos ®, uno por cada arista v de l[(v) = i y por el teorema 7.10
cada uno de ellos es producto (ordenado) de automorfismos de los grupos uniparamétricos
(definicion dada en p. 115), tantos como raices tiene S*(v), luego cada grupo aditivo R;

estd generado por los subgrupos uniparamétricos asociados a las raices Uyy)=iS*(v)

Cabe plantearse la unicidad de las resoluciones minimas de 1+A y su correspondiente
descomposicion en producto semidirecto de grupos aditivos de la mayor dimension posi-

ble para que la cantidad de ellos en cuyo producto semidirecto descomponga sea minima.
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Vamos a ver que la unicidad total no se cumple, aunque seguramente si con ciertas con-
diciones.

En la cadena R que acabamos de definir, la propiedad 4. de la ecuacién 51 permite cons-
truir una secuencia ug_1 > --- > u; > g de longitud igual a la longitud de la cadena
minima R siendo ¢ — 1 = I(A) la longitud maxima en A;. Esta cadena se puede utilizar
para ordenar s+ 1,...,s + k para que vsi1,...,Usir estén ordenados de menor a mayor;

en primer lugar, las ubicamos por bloques;

{Us+1> e ,Us+i0} = Xo, {Us-l—io—i-la e ,Us+z‘1} =Xy, ...

y dentro de cada bloque se ordenan de manera arbitraria por clases de equivalencia. La
propiedad 5. de (51) siempre garantiza la condicién [vsy;] £ [vs4;] V@ > j pero plantea un
poco relevante inconveniente en el sentido se que si [v] = [v;<5] entonces v es maximal y
deberia aparecer al final de la serie vgy1, ..., vs1k, mientras que con el criterio dado para
la construccién de R puede ocurrir {(v) = 0 y entonces v € X.

Vamos a construir una resolucion minima similar a la anterior y sin el inconveninete re-

ferido:

Definicién: Llamaremos anti-longitud de v € A; a la mayor de las longitudes de
todas las cadenas méaximas estrictamente crecientes en /A; con inicio en v. A tal niimero
lo denotaremos A (v).

De la propia definicién se observa que [v] es maximal cuando A (v) = 0y también que
I(A)) =maz{Y(v): ve A} =mix{l(v): veE A}

Sean ahora los conjuntos Y; = {v € Ay : A(v) = i} parai = 1,...,¢q siendo ¢ — 1 la
mayor de las longitudes y sea W; = Y;[[---[[ Yo v T; el subgrupo de 1+ N generado por
los automorfismos asociados a las raices S*(v) tales que v € W;. Por tanto Ty = 0 porque

S*(v) = 0 para todo v € A; maximal. Obtenemos entonces la cadena
OZTE T(]CCTq,l:l“—N

y asignando los indices s + 1,...,s + k a A; de manera consecuente con los bloques

Y,~1,...,Yy de modo que

Y:;—l = {Us—i-la ce ,Us+iq_1}, ce ,XO = { .. ,’l)s+k}
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y ahora un orden arbitrario en cada bloque pero por clases, obtenemos un orden en A;
con las condiciones pretendidas que ademas nos permiten dar un orden al conjunto total
de las raices.

La propiedades de esta cadena son similares a las de R vistas en la ecuacién (51). Se

cumplen las siguentes propiedades para T :
1. SiveY, = v CY;
2.5u,veY,==udvyvLu
3.Yo C{{lvl} - Ao}, Yo =0y Yo =Y =1+ N
4. SiveY, 1 =dJueY,:v<u
5. SiveY,yueYjconi>j=ufv
6. Sit<q=T,_1 CT;

(52)

Luego el teorema 7.15 y los resultados que se deducen son igualmente validos si se utiliza
la cadena T. En tal caso la descomposicién de 1 + A en producto semidirecto de grupos
aditivos contendra la misma cantidad de ellos pero sus la distribucion de sus dimensiones

puede variar.

Como hemos visto en la seccién 5.4.1 el toro T'(r) = Spec K[Z"] que cuando no de
lugar a confusién denotaremos como puntos racionales K*" opera en Ac de modo que cada
punto p define el siguiente automorfismo 7, € AutyAc : 7, 1 Ac = Ac es T,(x:) = piw;
es decir, Tu(x(”’aC) = prtvlec) gnec) Es el toro maximal de AutyAc que logicamente

estd contenido en el radical del grupo que denotamos R(Aut;Ac) y obviamente
T.K"=Z®C) @z K C T, Auty Ac

Proposicion 7.16. EL radical y el radical unipotente de Aut;Ac no tienen raices pare-

jables

Demostracién:

Basta verlo para el radical unipotente ya que difieren en un toro y por tanto tienen las
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mismas rafces. Como es un subgrupo normal, entonces por 10.4 [12] T.1+ A es un ideal en
T.(Aut;Ac) de modo que si D € T,1+ Ny D' € T.(AutjAc) = [D, D'] € T.1+N. Pero
si a es parejable respecto v, v' y D = 2*D, € T.1 + N entonces tomando D’ = 7 “D,,
se tendria [z*D,,z~*D,| = D,_, que es derivacién del toro T' = K[M] y por tanto
Dy w €ET.14+NNT)=0=v=1v"ya=0con lo que no es parejable.

O

Lema 7.17. Sea Aut(y . Ac C AutyAc el subgrupo de automorfismos (gr,e) — graduados
definido en la pagina 93. Se cumple:

1. 1+ NN Aut(gyg)AC =1

2. El toro T(r) = Spec K[Z"| como subgrupo de Aut,Ac definido en la seccion 5.4.1

estd contenido en Aut(g.)Ac

3. EL toro T(r) C Aut,Ac opera en Aut,Ac por el automorfismo interno, como se de-
fine en general en la pagina 50 y que como se muestra en el teorema 4.5 la operacion

en los puntos F(B) a través de ]7 es
peT(r)=p,: AutyAc ®x B — AutyAc @k B, ¢, (0) = 1,06 07,1

y su morfismo diferencial por el diagrama conmutativo del teorema 4.5 da la re-
presentacion adjunta que define la operacion de T(r) en T.Ac ~ Der,Ac y que es
Adj(p ) (D) = 1,0 D o1,-1. Se cumple:

» p, restringe al subgrupo 1 + N siendo

Tu01+nDOTu—1:1—|—n#D

donde
siD=Y Ma'Dy=p-D=>» p'"A.a"D,

» Ademds
pD = Adj(p")(D) 'y p(DyreDg)=p.Diep.Dy
4. Tangente al subgrupo de automorfismos (gr,e) — graduados :
T Aut(yo)Ac = (Z° ® C)* ®z K + Dery(Ox)

como dlgebras de Lie Z" — graduadas (Ders.(Ox) estd definido en la pagina 98)
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5. Con el corchete de Lie, Der},(Ox) es subdlgebra de Lie Z° & C = 7" — graduada y
M — graduada de T, Aut,Ac y se cumple la igualdad

T.(14+ N) = Dert O

6. Para todo R C 1+ N subgrupo, su espacio tangente T.R estd contenido en el
subespacio vectorial de Der'.(Ox) generado por las derivaciones D € Der}(Ox)

tales que 1 +np € R. En particular si R es aditivo =
T.R=D € Dery(Ox): 1+np € R
y via (R, +) C 1+ N =~ (Der®, o) =
(R,+)=T.R
que ademds es subdlgebra de Lie 7° & C = Z" — graduada de DeryAc

Demostracién:
Veamos 1 : Sea 7 € 1+ N = por definicién y la proposicién 7.1 7(z;) € {x; U(II(z;))x} C

Ac(x;) cuyos elementos de € — grado igual a g.(x;) que es 1 son A% (x;) = (Fy,)x =
Ag (i) N {a; U (Il(2:)) x } =

luego 7(z;) tiene € — grado 1 & 7(x;) = z; V i.

El enunciado 2 es trivial porque por definicién si p € T'(r) = 7, es el automorfismo
T,(z;) = piz; que es € — graduado.
Veamos 3 : Comprobemos que en efecto 7,01 +npo7,-1 = 1+n,.p. Aplicamos sobre las
variables del anillo de Cox x; y 2545 con 1 <7 < sy 1< j < K siendo trivial la igualdad

sobre z; y veamos sobre x4, ; : Por un lado

(1 +nup)(Tesj) = Toyj + Z u”(r))\r.:c”(’").xsﬂ

r€S* (vstj)

por otra

—1 —1 v(r
Tpol+npoT1(Tery) =7y | 1 Tary + E WA ™ 2oy
r€S* (vstj)
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y ambas cosas coinciden. Para ver que uD = Adj(u=')(D) se puede suponer que D =

A" Dy, con r € S(vj) = ambos son nulos sobre x; Vi # jy en ; :
T, © Do Ty-1 ({L’J) = Tli(:uj_l/\rxv(r)‘xj) — /\TMU(T)xv(T)_Ij

y eso es justo uD(z;). Para finalizar este punto, veamos ahora la igualdad p.(D; @ Dy) =
w.D1 e p.Dy; para ello aplicamos la férmula del teorema 7.8 y podemos suponer que
D, = erv y

K
w.Dy = i’ 2" D, w.Dy = Z A(l).u”(Tl).a:Tles+l
1=1

= los coeficientes de p.D; @ u.Dy obviando los elementos factoriales que claramente coin-
ciden, son:
K 4 K .
T 7’l vr l.”U Tl
¢ )'H (x\(l).,u”( )) — H)‘(l)"u (M)+21= ¢ o)
=1 1=1
que es el coeficiente de it e D,. Por otro lado el término gis et D, en D e D es,
salvo factoriales,
[T @) .a==< "D,
=1

y por tanto el correspondiente coeficiente de p.(D; @ Ds) es

K

H )\(l).uv(vdrz{ilcl.rl)

1=1
y ambos coinciden.
Veamos 4 : En los términos del teorema 4.7, ahora J es el Z —modulo A, 1 ®Z y Ac es
J — graduada por el morfismo ya definido (g,,¢) : Z" — J y por tanto aplicando el citado
teorema se tiene

TiAuty . Ac = DerjAc

donde Der ;A son las derivaciones en Aq de grado cero con la (gr, €) — graduacién. Como

son entonces de grado cero con la gr — graduacién hemos visto en el punto segundo del
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teorema 5.10 que estdn generadas, en su parte Derk(Ox), por los vectores D, con
acSw)yae MenZ es

v(a) = (ay,...,aq11,—1,a141,...,a,) con a; >0V i
Como por hipétesis ademas e(v(a)) = 0=a; =0y v(a) = (0,...,0,—1,0,...,0,1,0,...,0)

= « es parejable. El resto de derivaciones son (Z° & C)* @z K = T,T(r).

Veamos 5 : Daremos dos demostraciones, una es la que sigue y la otra se dara en la

demostracién del enunciado 6. Como
T]AutgAc = (ZS D C)* X7, K D DeT}L((Ox) D DeT’;((Ox)

= de los apartados anteriore se deduce que necesariamente T.(1+N') C Derl:(Ox); para

ver la igualdad veremos que tienen la misma dimensién. Sea la cadena normal y completa
L del teorema 7.14
0=Lg CLp1C---CLy=1+N

donde hemos visto que la operacién e en los cocientes L;\L;_; coincide con la suma de

derivaciones como espacio vectorial, luego
dimgT, (L\Li—1) = dimg (L;\Li_1) 5
Por otro lado como
To(Lo) = To(Lo\L1) ® T.(L1) = To(Lo\L1) ® Te(L1\L2) ® Te(Lo) = . ..
y como T.L; = 0 se tiene

T.(Lo) = Te(Lo\L1) ® - - - @ T.(Lo) = Te(Lr—1\Lx)

dimKTe(Lo)dimKLo\Ll DD Lk—l\LK

que es el espacio vectorial generado por las derivaciones asociadas a las raices no parejables

con lo que se ha demostrado:

dimKTe (1 +N) = dimKDGT}L((Ox, Ox>
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y por ende la igualdad. Que Der}.(Ox) es cerrado respecto al corchete de Lie se deduce
del calculo que se hace en la proposicién 3.11 y sélo es distinto de cero en los grados
(v'(ap),ac) € Z° & C para o = ap + ac € M = coinciden su Z" — graduacién y su

M — graduacion.

Para demostrar el enunciado 6, en primer lugar vamos a calcular directamente 7, (1 +
N) sin utilizar como en el apartado anterior, los enunciados 4 y 1; de modo que de esta

demostracién se deduce el enunciado 4. Veremos:
D € (Der",e) < D e T.(1+N) (53)

y que esa caracterizacién es funtorial de modo que se cumplird para todo subgrupo R de
L+ WN.

Denotaremos G al funtor de puntos del grupo G = Aut,Ac de haz de funciones K[G] y
N denotard al funtor de puntos del subgrupo 1+ N canénicamente isomorfo a (Der", e).
Como en la seccién 4.2 G* es isomorfo por fal funtor que representa, F(B) = Auty,,Ac®x
B y como hemos visto en la ecuacion 12 el isomorfismo funtorial ]7: G — F aplicado
B = KI¢] restringe a los morfismos que al hacer ¢ = 0 dan la identidad y tenemos el

cuadro conmutativo:

Ge(K[e]) = Hom*x (K[G], K[€]) L5 FU(K[E]) = Hom! (Ac, Acl€))

| I
T.G = Derg(K[G], K) 1+ DergAc.€ ~ DergAc

donde DergAc se refiere a las derivaciones de Ax que son de grado cero con la gr —
graduacién 6 A,_; — graduacién y que como hemos visto es (Z°® C)* @z K & Der®(Ox).
En el cuadro, si D € Derg(K[G],K) = hp € G'(K[{]) es hp(y) = y(e) + D(y). vy
f(hp) =1 + D.€ para un tinico D € Dery Ac.

Por definicién 1 4+ A es para cada K — dlgebra B el subgrupo N (B) tal que f(N"(B))
son los automorfismos de B — algebras ¢ : Ao ®x B — Ac Qk B tales que ¢ = 1+ F
para un E € Der},(Ox ® B). En el caso B = K[¢],

¢ € N(K[{]) & ¢ =1+ E para un E € Derp(Ox @ K[{]) (54)

Como N° C G = T.N° C T.G y queremos calcular f(T.N") en F!(K[£]) y por tanto
dentro de DerxAc a través del cuadro conmutativo anterior. Aplicando el subfuntor
tenemos

T.(1+N) = Derg (KN, K) = Hom* (KN, K[¢])
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y como Hom®(K[N], K[§]) c GY(K[¢]) =
T.(1+N) = N*(K[¢]) C G(K[E])

y restringiendo f en el cuadro anterior resulta el cuadro conmutativo:

N(K[€]) = HomS (KN, K[€]) I, Homj(Ac, Acl€])

I I
T.(1+N)=Derg(K[N],K) < 1+ DergAc.§~ DergAc

f(Ne(K[g])) ={p € AutggAclé]: p =1+ D.€ paraun D € DergAc}

Comparando esta condicion con 54 = se debe cumplir ¢p = I + F =1 + 15.5 para un
E e Der}%[g]((’)x[{’]) y un D¢ DergAc =

pla+b) =a+b§+ E(a) + E(D)() =
que separando E = E; + Es¢ es
— 0+ b + By (a) + Ex(a)é + By (b)E = a + By (a) + (b+ Ey(a) + By (b))€
y tiene que ser igual a
pla+b8) =1+ D.£(a)+£(1+ D)D) =a+ (D(a) +b).€

= FE =0y Ey=D = FE=D®E¢y por tanto como Ac[£] tiene la graduacién de A =
E y D son del mismo grado con lo que D € Der'(Ox) = T.(Der*, o) C Dert (Ox) y se
concluye como antes utilizando la cadena completa resolucién de (Der*, o) ~ 1+ N que
son iguales por tener igual dimension.

Si R C 1+ N es un subgrupo algebraico, tendrd un subfuntor asociado tal que en
Aut kg Ac[€] serdn los automorfismos ¢ = 1+ E para un E € Der(Acl¢]) que ademds
cumpla cierta condicién que caracterice a Ry que es vélida para B = K[{] y en general
para toda B luego para B = K, si De Der}.Ox es tal que 15.5 = F cumple la condicién
entonces D € Der}(Ox también la cumple y se tiene la contencién del enunciado; en el

caso de que ademés R sea aditivo es una igualdad porque dimT,R = dim (R, +).

O

Teorema 7.18. El radical unipotente:
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1. (14 N,o) es el radical unipotente R, de Aut; Ac y de Autzs A" y su dlgebra de Lie

es Dery,Ox
2. Euxiste el producto semidirecto
(1+N)x K*" ~ (Der", o) x K*"
donde la operacion de K*" en (Der",e) es u.D

3. Inverso en Der* x K*":
(D,p)~ = (D7)

Demostracion:
Veamos 1. Por comparacién de sus espacios tangentes, por el Lema anterior T,(1+ N) =

Der.(Ox) mientras que de la proposicion 7.16 se deduce

Te (R (AutgAc)) Q (ZS D C)* ®Z K + De’f’l;((O)(, O)()

T, (R, (Aut,Ac)) € Dery(Ox, Ox)

luego
T, (R, (Aut,Ac)) CT. (1 +N)

Por otro lado de los Teoremas 7.10 y 7.14 1 + A es un subgrupo unipotente cerrado y
conexo de AutyAc = bastard ver que es normal pues en tal caso 1 +N C R, y se deduce
por comparacion de sus respectivos tangentes que coinciden efectivamente y en particular
se deducird que R, contiene todas las raices no parejables. Para ver que es normal, por
13.3 [12] equivale a probar que T.(1 + N) es un ideal en T.(Aut,Ac) con respecto al

paréntesis de Lie. Para ello, hemos visto en el capitulo dedicado a derivaciones que

Dy € M*  siv(B) >0y u(a) >0

o ) —u(a).z*tPD, siv(B) =0y ula) >0
[#°Dy,2"D.] = v(B).x*PD,  siu(a) =0y v(B) >0
0 siu(a) =0y v(B)=0

El primer caso implicaria que las raices son parejables lo cual es imposible si al menos

una de las derivaciones estd en T.(1 4+ N') donde todas sus raices son no parejables. El
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cuarto caso nada que decir. Si el resultado es el segundo 6 tercer caso, si suponemos que
z*D, € T,(1+N) y por tanto a € S*(v) = puede ocurrir u(a) > 0 y puede ocurrir
u(a) =0. Siu(a) >0=0v(p) =0, u(f) =—1y w(f >0) para algin w € {vy,..., v} =
a+peS*(v) =
—u(a).z*PD, e T.(1+ N)

Si u(a) = 0 entonces se trata del tercer caso es decir v(f) > 0 = u(a+ 5) = -1y
v+ ) > 0y como a € S*(v) se deduce 6 bien existen w y w’ estrictamente positivas
sobre a4 ( o bien existe w tal que w(a + ) > 2; en ambos casos se deduce que o + 3 es

no parejable, o + 8 € S*(u) y por tanto que
v(B).x*PD, € T.(1+ N)

con lo que se ha probado que T, (1+N') C T.(Aut,Ac) es un ideal y por tanto el enunciado
1 del teorema.

El punto 2 se deduce del punto anterior y del Lema. Por ultimo,sea

(B.p) = (D)
es decir
(B,1).(D,p) = (Eop'.D, ' .p) = (0,1)
= =ptysi E=pt.D! se tiene
Eepy D=y "' Doy D=p". (D'eD)=0
y de igual modo se comprueba que es inverso por la derecha.

O

Teorema 7.19. Ezistencia de parte unipotente y parte reductiva: El grupo Auty;Ac
es el producto semidirecto del subgrupo R, = 1+ N que es su radical unipotente y el sub-

grupo Auty . Ac que por tanto es reductivo, es decir,
AUt;AC =14+N x AutngC

Demostracion:
El producto existe porque R, = 1+N es subgrupo normal y la interseccién es la identidad.

La igualdad se deduce de la igualdes entre sus tangentes que ya hemos calculado.

O
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Hemos visto que Aut;Ac (y por tanto Aut®°X) es producto semidirecto de grupos
aditivos y de un subgrupo reductivo; para determinar totalmente este producto y por
tanto Aut®° X resta calculal tal parte reductiva y cémo esta opera sobre la parte unipotente
y sobre cada subgrupo aditivo que la compone. Esto lo veremos en las dos secciones

siguientes.

7.3. Parte reductiva del grupo de automorfismos graduados

Veremos que la parte reductiva es el producto directo de los grupos lineales asociados

a los automorfismos de los espacios vectoriales (F},) k. Sea el anillo de Cox

AC:K[xi:x(g“o),xj:x(m’_mj) parai=1,....,syj=s+1,...,7+k
donde g; = (0,...,0,1;,0,...,0) y N7 ='(m;)

Vamos a distribuir las variables 1, ..., z, segun las clases [z;] con la definicién dada en

7.1 resultando:

{Il, e ,:L‘T} = {Il(o), e ,xl(,ﬂ)} H c. H {l‘h(o), Ce ,:L‘h(,{h)}

con h > s, W] = Wi V1 <i<h, Vg <Ky ki +---+ K, +h=rydonde v, es
la arista asociada a la variable z;(;). A cada uno de estos h conjuntos lo escribiremos A;,
es decir A; = [x;] y denotaremos de igual modo al anillo que generan. La Proposicién 7.1
garantiza que en cada uno de los conjuntos disjuntos definidos estan y solo estan todas las
variables del anillo de Cox que tienen el mismo grado con la A,,_;—graduaciéon y que son
los generadores del espacio vectorial A% (z;) para cualquier representante x; de su clase.
Denotaremos aéyp a la rafz parejable respecto v;(g), vj(p). Se tiene entonces que

0‘6710 — Qog = _(aévq - aé,p) = T %p = Ypg
que es la rafz parejable respecto v;g), vi(g)-
El nimero total de raices parejables en S(vio)) [+ [1S(vige,)) € fi-(k; +1) =
h
Nuimero Total de raices parejables = Z Ki-(ki + 1)
i=1
que es la dimension del espacio vectorial Ders,(Ox) = por el teorema 7.17 La dimensién

del tangente en el neutro a la parte reductiva Aut, . Ac de Aut;Ac es:

h
dim T.(Auty Ac) = () ki (ki + 1) + dimT, (K*") (55)
i=1
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y como dimT, (K*") =7y r=h+ Y. r; se tiene que tal nimero es
(k1 + 1) 4 -+ (kp + 1)
Para cada i € {1,...,h} sea el anillo A; = K[z;), . .., Zi(x,)] que pueden ser de dos tipos:
Tipo 1: Cuando ;) = 2000 4o < g

Tipo 2: Cuando @) = 2 (™@)=m@) con §(0) > s

y en ambos casos el resto de variables es z;(;) = 2"’ ™®)}~™i) con i(j) > s. En am-
bos casos el anillo A; es Z—graduado siendo grad(z;;)) = 1V 0 > j > k;. Esta es la
¢ — grduacion definida al inicio de este capitulo = AutzA; = Autj; A; que denota los
automorfismos € — grduados del algebra A; y es subgrupo de AutjAc porque los ani-
llos A; se han elegido de modo que todos sus elementos de grado 1 tengan la misma

A, _1—graduacién, lo cual se cumple gracias al punto 1 de la Proposicion 7.1. Por tanto
AutzA; C Auty Ac C Aut;Ac

Sea I; = (Yo = Ti(0),---»Yns = Ti(w;)k €l espacio vectorial generado por los elementos
de grado 1 de A; = Aut§ A; = AutkE;. Sea G(k; + 1) el grupo lineal de orden x; + 1
que opera naturalmente en E; : Si {wy, ..., w,,} es la base dual de {yg,...,ys,} v M =
(Ypg) € G(ki + 1) = Ty € Autg E; es wy(Tar(yy)) = Ypg ¥ G(ki + 1) = Spec K [ypglaer €s el
representante del funtor Auty ,, (A; ® B) y el isomorfismo funtorial, con las notaciones

del capitulo 4 es:

Kl (B) & Autsy(A; ® B)

M = (bpy) ~ Tm(yg) = Zq bpa¥q
y el morfismo universal es Z(y,) = >, y; ® yp;. En este sentido escribiremos G(k; + 1) =

Veamos cual es el dlgebra de Lie de la parte reductiva de Aut,Ac :

Teorema 7.20. La parte reductiva de Aut;Ac es el producto directo de los h grupos

lineales G(k; + 1) donde h es el nimero de clases [x] en el conjunto inicial A; :
Autg@AC = G(l‘il + 1) X oo X G(Hh + 1)

Ademds el dlgebra de Lie de cada subgrupo G(k; + 1) = Auty A; de Aut,Ac esd generada

B ol es la raiz parejable

2 R 3 v’ O¢B ,OcC - _
por las (k; + 1)? derivaciones (v (%%.0) P»q)Dvi@) donde oy, g = o), ap



7 CALCULO DEL GRUPO AUTgAc Y AUTys A 135

respecto Vi), Vitq) ¥V P 7# q Y oy = 0 y donde vy es la aplicacion sobre Z° @ C' definida

en la seccion 5.4.3, es decir

vi((n, o)) = n;+v(a) sil <i<s
Ui((n,a)) = vi(a)=v(a)sis+1<i<s+k=r

Como derivaciones en Ox son:

B

$(U/(ap,q)7ag:q)D — xaP‘ID )
Yi(p)

i(p)

Demostracion:
Como G(k; + 1) = Aut5; A; = G(k; +1) C Auty Ac =

G(k1+1)x -+ x G(kp+ 1) C Auty - Ac

y se concluye porque como se ha visto en la igualdad 55 sus espacios tangentes coinciden
al tener la misma dimensién siendo ambas partes grupos conexos.

Calculemos ahora el espacio tangente T,G(r;+1) : Simplificando la notacién sea A = A; =
Klyo = %0y, -y = ziy] y E = E; = (Yo .., y) k. Como T,G(l + 1) = Derg(K[yp])
que estd generado por las derivadas parciales d,, , las correspondientes derivaciones de A;

de € — grado cero seran f(0,, ). Se cumple que tales derivaciones son:

f(aypq) = yqayp

Para comprobarlo aplicamos la ecuacion 13, pg. 49 =
FOp)W3) = Y YOy (yin)

el inico sumando no nulo es n = q =

7 0 j#p
0 ) = vy,.0. i) = .
F(Opa)(Y5) = Yq-0y,, (Vjq) { Yo J=D
= f(aypq) = Y40y, Para concluir, hay que encontrar las derivaciones DeryAc que en A;
coinciden con y,0, y fuera son nulas; bastard comprobar que las del enunciado lo cumplen
va que por dimensién se acaba al haber exactamente (I + 1)2.

Sea pues Y40y, = Ti(q)0u,(p) :
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Si A = A; es del Tipo 2 : Todas la variables de A; son ;) = W (M) =mig) con

i(J) > s = Vi) = Vi) =

Dy, <x(v/(mi(p))’7mi("))) = Uiy (V' (Migp)), _mi(p)>-x(vl(mi(p))ﬁm“”))

y como
0 0 sip#J
Yi(5) (U/(mi(p))v —Mi(p)) = { 1 sip=y
= Ti(j)0s,,, = Ds,,, ¥ veamos ahora que i)y, = 2V (@505 Dy, ,, para ay, la rafz

parejable respecto v, vi(q). Para ello sea s < j" #i(p) :

x(v/(o‘gq)’a’?’q)Dmp)(xj/) = Tip) ((V'(my), —myr)) (V@ grminaf—m;) _

porque Ty (V' (myr), —mjr) si j',i(p) > sy j' # i(p) = coinciden sobre x4 y veamos

que en ;) da justamente x;() :
V(w50 Dy sic (Zip)) = Vi(p) (V' (mig), —mip))) (VO atmi) e —mip )

donde lo primero es
Uiy (V' (i), —mip)) =1
para lo segundo, como v(ape) = (0,...,0,=1;4),0,...,0,1;q),0,... ,0) = por un lado
c

Qyly = M) — Migg) es decit ap, — M) = —Mig) ¥ por otro v'(ay,) = V' (mig) —

Mig) +v'(af,) =0 = v'(af, + mip) = v'(miq) y por tanto queda
1 (Vi) —mig)) — Ti(g)

luego en efecto coinciden.
Veamos ahora en caso en que A = A; es del Tipo 1 : La unica variable diferente a las del

tipo anterior es yo = ) = 2909 con iy < s, luego hay que comprobar las igualdades:

xi(o)aﬂﬁi(o) = Dﬁi(o)
L _ W (f)e§ ).
xl(])axi(o) = 097770 Dvi(o)
/(B c
xi(o)aﬂﬁi(j) = (ag,o)»%,o)me

La primera se comprueba como antes teniendo en cuenta

Ui0) ((9i0:0)) = 1 g0y (v (i), —miz))) = 0
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Para la segunda, sobre x;(;;y con j' # 0 ambas expresiones a comparar son nulas. Veamos

que en x;) da z;:;). Para ello,
20D Dy, (2900) = wio) (g3, 0)) (400005
—
y como ag; es la raiz parejable respecto v;), vi(j) = ozgj) = —myj) ¥ V(o) = =iy €5
decir, v'(af;) + gi, = —'(af ;) = la expresién anterior queda

@8 V010,08 ) _ (@G ) ma) (0 (mmig)—magy)

que es x;(j). Para la tercera igualdad, ambas partes son claramente nulas sobre ;). Sobre
xijry con 0 # j' # j estd comprobado que ambas son también nulas y resta ver que en
Zi(j) da i()-

x(vl(afo)7ajc’o)Dvizj) <$(v'(mi(j))ﬁmi(j))) = vig) ((U/(mi(j))y _mi(j))l.x(v/(afo—&-mi(j)),afo—mi(j))

-~

=1

y como ajo es la raiz parejable respecto vj(;), Vi) siendo i(0) < s = ajc,o = M) ¥

v'(aj0) = gi(0) = lo anterior es
2V (@ tmig)af—mi) _ (' (efgt+aSs)afy—mig)
— W (@50)=miy=mi)) — 4:(9i(0),0)

con lo que se acaba.
Noétese que como vimos en el teorema 5.10 y después en el teorema 7.17 las derivaciones
correspondientes al T, Aut,.Ac es la suma (Z° @ C)* @z K + Derj(Ox) de modo que

/(~B C . . .
s (O‘pvq)’%»q)Dgi(p) en el caso p # ¢ dan las derivaciones x*» D, € Der5.(Ox) mientras

Yi(p)

que el resto son los generadores del espacio vectorial (Z° & C)* @z K.
O
Denotaremos I; =k, +1Vi=1,...,h

Corolario 7.21. El grupo Aut;Ac es el producto semidirecto de grupos aditivos, que es

su radical unipotente, y el producto de grupos lineales que es su parte reductiva:
Aut;AC = (Rl X X Rl(Al)) X (Gl(ll) X - X Gl(lh)>

donde:
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es el radical unipotente del grupo y R; son subgrupos aditivos. La operacion como

grupo es: Sia=ay,...,a; yb="bj41,...,b5 y

6=l(A1)
(a,b):al,...,aj,bj+1,...,b5€ H NAni,.
i=1

de igual modo (c,d) con (a+ ¢); = a; + ¢; y lo mismo para b+ d =

(a,b) e (¢,d) = (a+c+ P(a,c)+ P(b,c), b+ d+ P(b,d)

2. Si h es el numero de clases [z] en Ay entonces
(GIl(ly) x -+ x Gl(1y))
es la parte reductiva y GIl(ly) son grupos lineales

Demostracién:
Se deduce directamente y por este orden de los teoremas 7.19, 7.18, 7.15, 7.20. En cuanto
a la operacion en R, = (Der",e), cada a; (respectivamente b; etc) consiste en una suma
de derivaciones asociadas a una o varias clases [v] y se cumple que si [v] y [u] son dos
de estas clases cuyas derivaciones asociadas estan (combinacion lineal de ellas) en a; 6 en
b; entonces u £ vy v £ u = por la observacién 15 se cumple que P(z;,y;) = 0 para
cualesquiera x =aéx=b6y=aby=>bysia; (resp. b; etc) es combinacién lineal de
derivaciones asociadas a [v] y a; (resp. b; etc) lo es de derivaciones asociadas a [u] y i < j
= v £ u y por la citada observacién se cumple P(z;,y;) = 0 luego se puede resumir con
la siguiente propiedad:
Sii<j = P(z;,y;,) =0

Aplicamos ahora la operacién en (Der",e) =
(a,b) @ (¢,d) = (a,b) + (c,d) + P ((a,b), (c,d))
y de la definicién del operador P y la observacién 15 se sigue

P((a,b), (¢,d)) = P((a,b), ¢)+ P((a,b), d)
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y ahora de la propiedad anterior (exactamente aplicada al caso i < j) se deduce que
P((a,b),d) = P(b,d). Finalmente se obtiene el enunciado porque las raices de la derivacion
P(z,y) estan asociadas a las v € A; a las que estén asociadas las raices de y con lo que
se acaba. Nétese que P((a,b),c) = P(a,c)+ P(b,c) donde en realidad habria que denotar
P(a,c) = P((a,0),(c,0)) y P(b,c) = P((0,b), (¢, 0)).

O
Corolario 7.22. El radical de AutyAc es
R(Aut;Ac) = Ry x T'(h)
donde T(h) es un toro contenido en [['_, GI(I;) que como subgrupo del toro T(r) es
P (T(h) ={AeT(r): i = AV [vi] = [v]}

siendo p* el morfismo dual del morfismo de mddulos H?zl GUL) B Z" yp=pyx---xpp

con pi(ny,...,ny,) =n1+ ... +ny

Demostracién:
Como AutiAc = R, x[[l_, GU(l;) = R(Aut2Ac) = R x[[1_, R(GI(L;)) y como R(GI(l;) =
Ty = [, R(GI(1,)) = [T}, Tz luego si T'(h) es [\, T entonces

R(AutSAc) = R, x T(h)

Como Ty, en GI(I;) consiste en las matrices diagonales constantes = T'(h) en [[\_, GI(L;)

en la expresion G(A) x G(B) son las matrices diagonales con la diagonal del tipo

A1y e o5 A1y ey Apsy oo Qpsy Uy e vy Ty vy sy o5 s

que abreviaremos con la expresién, que tiene en cuenta el nimero de repeticiones:

a; X ll, Lol X lh/,ul X lh’-i—la ceey g X lh’—i—s:h
que, denotando p' = pq, ..., ps, corresponde al elemento del toro T'(r) :
I
piay Xy, oooap X Dy iy X Kprga, .oy fs X Kprgs—=h

lo que define la inyeccién p* : T'(h) < T'(r) que es

* /. _ /.
pr(usa) = p'sar X, ooap X Uy i X Bpga, - s X Kprgps—
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que obviamente es el dual del morfismos de moédulos del enunciado.
Esta distribucion ordenada y en bloques de los indices 1,...,s;s +1,...,s + k = r

corresponde, en términos de vy, ..., Vs Vsi1, .- ., Uy a la secuencia
. * *
/017--'71}871417'--7Ah’7Ah/+17--'7Ah

donde los conjuntos A; ya han sido definidos y consisten en los representantes de cada
clase de equivalencia y Ay, ., = Ap; \ v; es la clase [v;] menos el v; para todo i < s.

Se concluye observando que para toda raiz parejable «
v(a) =(0,...,0,4£1,0,...,0,F1,0...,0)

y los +1y —1 estdn ambos en los bloques Aj<; 6 Ay, ; 6 bienes 1 en el lugari < sy —1
en el bloque Aj, ;
O

7.4. Producto semidirecto del radical unipotente y la parte re-
ductiva

Una vez hemos calculado el radical unipotente R, y la parte reductiva de AutyAc
(equivalentemente de Aut5.A’) vamos a ver cémo opera la segunda sobre la primera, de-

mostrando que lo hace operando sobre cada subgrupo R;.

Notaciones: Como en la seccién anterior, vamos a descomponer el conjunto de las
variables de Ag {x1,...,%s, Ts11, ..., Tsik=r} asociado a los datos iniciales en los subcon-
juntos A; antes definidos, pero ahora de forma mas detallada teniendo en cuenta si son
del Tipo 1 6 Tipo 2 y teniendo en cuenta el Teorema 7.4 que nos va a permitir elegir los

elementos de A; de forma consecutiva en relacién con las columnas de la matriz R de 7.1.

Sea pues
{Z1,. . T, Tsi1, .-, Tsyn} :AHB
A=Al I[4  B=8]] ][5
donde A; son del Tipo 2, A; = {z;q), ..., 7;u;)} con j(p) > sV 1< p <y caracterizado

por la siguiente condicién:

Ti)s Ti(q) € Aj = i) = Vi)
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S*(vjp) # 0 Y j(p) > s de modo que todos los A; contienen raices no parejables pues en
otro caso sus clases estarian en los conjuntos de la parte B que son los conjuntos B; del
Tipo 1,

B = Apyi =[] = {zi} H{ﬂf(h’+z‘)(1), e 7$(h’+i)(1h,+i)}

caracterizado también por la condicion
Tj>s € By < [vj] = [v]
Segin hemos visto, la parte reductiva de Aut;Ac es el producto de los grupos:
G; = Gl(l;) ~ AutzA; Ghyi = Gl(lw i + 1) = Auty B,

Definicién: Sea7 = 0= Ly C --- C L, = R, cualquier resolucién del radical uniponente
como las definidas en las secciones 7.2.1 y 7.2.2 en las que los subgrupos L, dependen
de algunas de las columnas S*(v) de la matriz R*. Dado z; € {z1,..., 25, Tst1,. .., Lotk }
diremos que z; € L, (indistintamente v; € L, indistintamente S*(v;) € L,,) cuando los
automorfismos de la parte unipotente asociados a las raices de la columna S*(v;) estén

en L.

Observacién 20. Es importante tener en cuenta que cada conjunto A; definido consiste
en {[z]} que son todos los representantes de [x] para x € {Tysi1,..., 2515} Todos estos
representantes son x;) y para todos ellos S*(vjy)) # 0 Y j(p) > s de modo que todos los
A; contienen raices no parejables pues en otro caso sus clases estarian en los conjuntos
de la parte B que son los conjuntos B; que consisten en {[2]} con un dnico representante
en {x1,...,xs} y el resto en {xsi1,...,Tsik} Sin Taices no parejables. Por tanto toda
resolucion T de Der" completa tiene las diferencias sucesivas disjuntas T;\

T;—1 formadas por los conjuntos A;.

También sabemos por el teorema 7.4 que para cada A; el nimero de elementos en
S*(vj(p)) v el conjunto II(x;(,) (notacién de la seccién 7.1) no dependen de la variable
T € Aj elegida, es decir, () = Il(xjq) V 1 < p,q < 1; y se deduce:

V0<i<s Ac(r) = (Bi)g

Vs<j<hyax, €4 Ac(z,) = (A KH (z;1)))
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Al ntimero de elementos en S*(v(,)) lo llamaremos d; pues no depende de p y como
H(?c’j(p)) = H(acj(l)) V p, tal conjunto lo denotaremos simplemente II(j). Si S*(v;q)) =
{r{(l), o ,rﬁél)} =

I(j) = (xj0)) = {nr{m(ﬂ?ju)), . ,nrg(_n(ﬂ?jm)}

Denotaremos n_ja) (1)) = I1(j); y todos ellos dan un vector fila que también denotaremos
I1(j) es decir,

y denotaremos x(j) = (), - .-, Tjq,))-
Sea por otro lado la matriz de la parte reductiva M € M(A) x M(B) donde:

M= M(Ay) XX M(Ap) X M(By) X+ X M(Bs) € Gy X+ X G X Gpryg X -+ X Gpogg

y Tm € AutjAc es el correspondiente automorfismo de la parte reductiva. M(A;)? de-
nota la columna p—ésima de M(A;). Como Ty (Ac(xjp))) = Ac(zjp) v Ac(zjp) =
(A IIXTTG)) e y T ((Aj) k) = (Aj)ic =

{ ™™ (%) = x(j).-M(A;)P donde p € {1,...,1;}
v (I(y);) = (5).M(j)* dondei e {1,...,d;}

y donde M (j) es una matriz cuadrada de orden d; que, por ser 7); morfismo de algebras,
dependerd de M(By),...,M(Bs) v las M(A;s;) y puede calcularse explicitamente alpi-
cando la féormula del Teorema 7.5 en términos de los coeficientes de las matrices anteriores
y las soluciones de un sistema de ecuaciones diofanticas en un politopo. Esto lo veremos
después de ver como opera la parte reductiva del grupo Auty A sobre su radical unipoten-
te R, = 1+ . Es obvio y basta aplicarlos a las variables para deducir que (737) ™! = 71
y que M- = (M)

Sea D = Der'(Ox,Ox) dada por las raices no parejables = la escribimos

% L dj
. . 73 (P)
D=Y%"D@), DG =YD Aopla Dy, (56)
j=1 p=1 \ ¢=1
luego (Ap(7)); es la matriz de la derivacion D y la columna p—ésima de (Ap(j)) es (Ap(j))P
=

np(zp) =1(7).(Ap(7))?  np(z(j)) = (). (Ap(4))
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En el siguiente teorema pretendemos dar la operacion de la parte reductiva H?:lh/+s Gl(l;)
sobre la parte unipotente R, y de hecho veremos que lo hace operando en cada subgrupo
de automorfismos de R, asociados a las raices de cada clase [u] = [u )] que hemos

denotado 1 + np(j). Por tanto tenemos que calcular
Tmol4+npory-—1=1+ng
tal que para cada j se cumpla:
v ol +npgy oty =1+ ngy

Por comodidad en las cuentas vamos a calcular 7y;-1 o 1 +np o 73y v se deduce de la

menera obvia 7y 0 1 +np o Ty-1:

Teorema 7.23. Con las notaciones anteriores, sea Ty el automorfismo de la parte re-
ductiva de AutyAc y (1+np) € Ry y para cada 1 < j < I', M(j) denota la matriz tal
que o (T1(5);) = T(5).M(5). Entonces:

TM7101+nDo7'M:1—|—nE

donde E € Der}.(Ox,Ox) es:

lj

h' d;
. . . 3 (P)
B=2 EG):  BG) =3 | 2™ Dy,
j=1 q=1

p=1

de coeficientes

Ao(j) = M () Ang). M(A;)

Demostracién:
Hay que comprobar en cada variable. Como 7y,((B)x) = (B)x v 1+ np es la identidad
sobre (B) i para toda D € Der}.(Ox,Ox) = en (B)g

Tmy-1ol4+npory =1y-107m = 1d

y coincide con 1 + ng para cualquier £ € Derl.(Ox, Ox). Resta comprobar la igualdad
sobre 7, V1< j<hyl<p<l;:

Tyv-1 O 1 + np o TM(:L'j(p)) = Tp—1 ((1 + TLD) (JI(])M(AJ):D)) =
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= a1 ((2(4) +np((5))) -M(A;)F) = Tap— (2(5).-M(A;)P +11(5) Ap(j).- M (A;)P) =
= (j). (M(A;) ™" M(A)))" + (). M~1(j)-Ap(5).M(A;)P =

. N1 . . p
= 2 + T1G). (M) Ap () M (A7) = (14 np) ()
para Ag(j) = M~1(j).Ap(j).M(A;) con lo que se acaba.
O
Ahora, como M1 = M se tiene:

Corolario 7.24. En los términos del teorema, si Tyy 0 1 +np o my-1 = 1 4+ ng entonces

E es tal que sus coeficientes son:

Corolario 7.25. Con la notacion de la ecuacion 56, se cumple:

1. La parte reductiva opera en cada subgrupo del radical unipotente (Der", ) generado
por las derivaciones D(j), es decir, ¥ M € M(A) x M(B)

Ty-101 + Np) O TM = 1 + npgy)

2. La parte reductiva opera en cada subgrupo R; de la descomposicion

(Der*,e) = Ry X -+ X Ra,

3. La parte reductiva opera en cada elemento R; € L de una cadena completa L reso-
lucion del grupo unipotente 1+ N, es decir, si 7, es un automorfismo de la parte
reductiva de AutgAc y R; € L donde L es una cadena completa resolucion de su

radical unipotente entonces

TM—loRZ‘OTM:RZ‘
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Demostracion:
Lo primero se deduce directamente del teorema anterior, observando que los generadores
del gupo del enunciado son los D tales que Ap;ry = 0V j' # j y esto ocurre, en la notacién
del teorema, cuando Ap(jy = 0

Para lo segundo, sea ®p(j) = 1+ np(;) y hemos visto que
Twm © q)D(j) O Ty—1 = @E(])

Por la primera propiedad en 51 y la demostracién del teorema 7.15 todo elemento en R;

es una composicion, en cualquier orden, de automorfismos ®p;,y 0«0 Pp;,) =
v © Loy © 0 P © Tt = Tar © Lo Tar—1 © -+ 0 Tag © L) © T

que por el enunciado anterior es ®gjy 0 -+ 0 Pg(;,) € R;

El tercer apartado se deduce del anterior porque R; = Ry % --- X R;

O

Observacion 21. La formula que determina la operacion de la parte reductiva en la
unipotente no depende de su descomposicion en producto semidirecto de grupos aditivos,
sino de las clases [v] que contienen los conjuntos asociados X; ¢'Y; de la seccion 7.2.2 y

por tanto no depende de si los subgrupos aditivos se obtienen con una U otra resolucion
de R,.

Para el calculo de M, siguendo con la notacién anterior, sean:

Bi = {fﬂi:(h/ﬂ')(owx(h’ﬂ')(l), e a-’ﬂ<h'+i><nh/+i>} Aj=A{zj, - map} i<
x(i) = (xi,x(hw)u), e ,$(h/+i)(nh,+i)> 2(j) = (@i, - ziay) ) > s
M(By) = (W (0)7) poren® maa(xesam) = 2(0)-M(B) = Y085 1 (D wria
M(Ay) = (G, 2) Tula) = 20)-M (A = S i)y
Denotaremos D(M(B;)) y D(M(A,)) a las derivaciones dadas por las raices parejables
en B; y Aj, que son a;’q parejable respecto V(n1i)(p), Vi+i)q) ¥ @(J)pq Darejable respecto

Vj(p), Vj(q) de modo que

p:’ih,Jri ,q:KZhLH

DM(B))= > W@haDy,,, .
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DM(A) = > plihaWrD,

En el caso p = ¢, @(j),, = 0 no es raiz pero en todo caso verifica como el resto de casos,

que para v = (v',0) ya antes definida, como v(a(j),,) = 0 se cumple (lo mismo para )

Na(is (Tiw) = 2P 250 =250 nagy,, (@) =0 i(g) # j(p)

Teniendo esto en cuenta, si
h/
D(M) =Y D(M(B;))+ > _ D(M(4;)) (57)
, =

= npoay = ™m y V D € Derf(Ox,Ox) podemos utilizar la férmula del Teorema 7.5

teniendo en cuenta la Observacion 14 para calcular

TM ©Np = ND(M)oD
Para calcularlo, vamos a simplificar la notacién y escribir D(M) con la notacién del
Teorema 7.5. Utilizaremos la siguiente Notacién:

= ntmero de raices parejables aj ;) € S(v;)
Z( = raiz parejable respecto v;, Vi) ¥ i(j) #1i

) 4
( ) = (a[), 1(1)7 PR ,O{;(nl)) ao -_— 0
)

QQ3

A(i = ( '67 %‘2(1)7 e ’,Aﬁ("i)i) c(i) = (Cé>?§(1)> - ’CZ(ni)>
i)z D, = Xz D, + Ag(l)xaiﬂ)Dvi +-+ /\ﬁ(m)xai("i)Dvi
c(i).a(2) = - + Gy 2(1) ot Cg(m)_'ai(ni)l

)\(z)C@) = ()\g)Co (AZ(I)) .()g(m))cz'(nn 00 =1 |

Ademds ¢, > 0,0 =1y -1l = 1.
Con esta notacién D(M) es

s+k
D(M) =Y A(i).a*"'D,, (58)

i=1
Observacién 22. En relacion con la notacion anterior expresada en la ecuacion 57 se
tiene que cada (i) es una columna de D(M(B;)) o D(M(A;)) pero siguiendo el orden

que consiste en comenzar por la diagonal resultando que

para i < S A(Z) = (ﬂ/(i)g)QSni:’ih’H



7 CALCULO DEL GRUPO AUTgAc Y AUTys A 147

M +)(@) = () 0Nl Y ) ), )

Kh! 4
y para [z(p)] # [ics] €s
A(](p)) — (,u(j)g)qgnj(p):lj,1 = (M/(.])gﬂ Ml(l)%]), e 7,u,(i)£717 /’L,(i)g+17 e ;M,(Z.>Z;L]-<p))

Aplicando la férmula de la Observacién 14, si r € S*(vyy;) =

s+k (i
_ U(T)!. Z Hi:l )‘<Z) ) xr+zfif c(z)a(z)D

stk N Us+j
le(@)|=vi(r) y |e(s+3)|=0 [Tz e(®)!
ie{l,..., SHGyees r}

(59)

La condicién del sumatorio la simplificaremos con la notacién | ¢() |= v(r) y denota-

remos también c().a() = 325 ¢(i).a(i).

Proposicién 7.26. Sea S*(v;q)) = {r{(l),...,rﬁél)}. La matriz M asociada a M €

M(A) x M(B) tal que Tar (11(5),,) = T(j).M(5)P V1 < j < h' es
() = (m()) ==y

(1)

donde sir =13 =

S+k‘ )\

(i) = v(r)L > Iy MO (60)
0 =on M
r+ c().c) = rg(l)
[e(s+5(1) [ =0
Demostracién:
Sea el K —espacio vectorial de dimensién d; de base {II(j)1,...,11(j)a,} v {wi,...,waq,}

su base dual. Entonces
(), =y (rar (1G),)) = g ((noony v, ) (550)) =

= Wy (nD(M)OJ:TDUj(D (13](1))>

y se concluye por la ecuacion 59 en cuyas condiciones del sumatorio se ha tenido en cuenta

(1)

que II(j)q = n i (xja)) de modo que la condicién 7+ c().a() = ™ son los sumandos de
Tq
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s+k

tal ecuacion tales que r+ ) > 71 c(i).o(i) = rg(

2 y donde ahora vy, ; = vj(1), con lo que se
acaba.
O

Para cada matriz invertible M correspondiente a la parte reductiva de AutyAc que es
G1 X X Gp X Gpryq X -+ - X Gys y que abreviadamente denotamos G(.A) x G(B) hemos

definido el automorfismo 7, de modo que hemos definido el homomorfismo:
G(A) x G(B) & Aut;Ac 7(M) =7

Para definir una secciéon de 7, sea para cada 0 < j < h' el K—espacio vectorial de
dimension [; de base {x;q),..., 20y} ¥ {wjq), .., wjq;)} su base dual. De igual modo,

para cada 1 < i < s el K—espacio vectorial de dimensién kpo; + 1 de base
<$ia T(n'+i)(1)y -+ - J(h’ﬂ‘)(nh,ﬂ))
y su base dual sera
{w(h’+i)(0)7 W(h!+i) (1) - - - 7w(h'+i)(nh,+i)}
Entonces 7 es una secciéon del homomorfismo
Aut; Ac = G(A) x G(B)  w(o) = M(0)
donde
(M (0) ()2 = mo ()2 = witg) (0 (x) N [2)])
matriz de G(A) y de igual modo
(M (0) (i) g = mo (i) = wwririg) (7 (T+im) O [Tim)])
matriz de G(B) = de los resultados anteriores se sigue el siguiente teorema:

Teorema 7.27. Sea el grupo AutyAc y los subgrupos (Der®, e) y G(A) xG(B). Se cumple
el isomorfismo:
AutyAc ~ (Der", 8) x (G(A) x G(B))

y la sucesion exacta asociada es:
0 —> (Der", o) > Aut2Ac = G(A) x G(B) — 0

donde (D) = 1 +np y 7(M) = 7y son los automorfismos en Aut;Ac ya definidos y

donde T es una seccion de w
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O

Corolario 7.28. Los elementos L € L de una cadena completa L resolucion de R, =
(Der*, e) son subgrupos normales en todo el grupo AutyAc. En particular lo son los

subgrupos R; de la resulucion minima

Demostracién:

Del teorema anterior se deduce que todo elemento de AutyAc es 1+ np o7y y como
(14+npory) toLo(l+npory)=7y10l+npioLol+npory

se concluye por el teorema 7.13 que afirma que L es normal en R, y por el teorema 7.23

y posterior corolario segin el cual V 7y € G(A) x G(B), tpyy-1 0 Loy = L.

O

Veamos cémo es el toro Spec K[Z"] de puntos racionales K*" y maximal en Aut;Ac,
como subgrupo de su parte reductiva y cémo opera en R,. Para cada p € Spec K[Z"] se
tiene el automorfismo Tu(a:("’ac )) = M“r”(ac ) 2(™2¢) v vimos en el Teorema 7.18 que opera

transitivamente en R, del siguiente modo:

e K, Z Ar.x" D, = L. Z A" Dy, = Zu“(”.)\r.x’"Dv
Tenemos entonces el homomorfismo inyectivo de grupos algebraicos

Spec K|Z'] (G(A) x G(B))
g e (MG = (100 cper,) ¥ TT(ME) = (K@)
siendo
pi)g =t H 0§ = e+
La imagen son las matrices invertibles diagonales, en parte A y B respectivamente:
(1) (i) (0) = Mi

@ (p)(j) = w(p)(i) =
Hi;) Hh4+0) (0 10)
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Esta matriz se puede obtener directamente aplicando 7, o en los términos de la ecuacién
(59) siendo ahora A(i = j(q)) = (tj(g),0,...,0) Vi € {1,...,7}. Para obtener la matriz
asociada w(y)(j) utilizamos la ecuacién 60 y observamos que los tinicos sumandos son
los | ¢(i) |= ¢ = vi(r) que en la expresion c(i).a(i) = cf.af = 0 de modo que se obtiene
r+ > c(i).a(i) = r cuando r € {Tf(l), . ,rﬁ_l)}. En este caso la matriz asociada @ (1) (5)
también es diagonal:

v(r{(n)

- H
@ (p)(7) = ri)- (62)

y como no puede ser de otro modo se tiene:
Proposiciéon 7.29. El homomorfismo w es compatible con la operacion en R,

Demostracién:
SiDeR,= Der*es

=
<.
\‘&.

B lj dj
. ) () @
pD =3 pDG)  pDG) =3 | D Apgpa™ Dy,
j=1

p=1 q=1
Si Apgj) ¥ Aup(;) denotan respectivamente las matrices de coeficientes de D(j) y p.D(j),

hay que comprobar, teniendo en cuenta que por el teorema 7.23 los coeficientes de 7, o

l+npo T;(lu) € R, son w(w)(j)-Apg)-(w(w)(j))~F, que se cumple la igualdad matricial:

@ (1) (7)-Ap(i)-(@ (1) (7))~ = Awpii)

Para ello, observermos que los coeficientes del producto de la primera parte de la igualdad
a probar son

_ oWy vl o(r(P)
‘)\D(j)g':uj(;)) — )\D(j)z‘:u (ra )U ( J(p)j(l)) — )\D(j)slu (rg™)

j (1
U(Tz( )

(1)1

y la ultima igualdad se debe a que si oz;:(p)d.( ) €8 la raiz parejable respecto v, vj1) =

1
W g i)
et Qg0 =T

con lo que se acaba.
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Proposicién 7.30. El toro T'(s) como subgrupo m(T'(s) de G(A) x G(B) es el subgrupo
de las matrices diagonales, para ' € T(s), con p' = py, ..., ps, del tipo

10" (Msy ) ' (msyjy) ' (msj,,) ' (Msyj, )

yeees s yeeeg M s MLy ey 1yttt sy ey s

donde el numero de repeticiones coinciden respectivamente con los numeros de represen-
tantes de cada clase es decir con el nimero l; de elementos en los conjuntos A; de A y
Iy 1 de los conjuntos B; de B. Ademads opera en el radical unipotente haciéndolo en cada

cada subgrupo aditivo R; del siquiente modo:
WA Dy) = " A7 D,

Demostracion:
Para lo primero, veamos la matriz en la parte G(B) : Como en la ecuacién 61 hay que

calcular la matriz (p) (i) donde ahora = (p/, p/* =1 /M=) Como [hr4i(0) =

Vimiti@) donde por definicién

p; hay que calcular el resto, fip1iq). Como fipiiq) = 1
[Th1ig)] = [Tics] = Mivtitq) = Qw4i)(g) . €5 la ralz parejable =

0 (M4 4(g))

'U/(mh/+l(q)) == (0,},,0) y ILL/ :/'L’L

con lo que se tiene el enunciado en la parte B. En la parte A, calculamos como en la
ecuacion 61 p';q) y pt';(,) donde por definicion [z;4)] = [z = mj0) = M) + @050
= V' (j(1)) =v"(J(q) i) = 1y = 1" (1) como afirma el enunciado. La segunda parte

del enunciado se sigue directamente de la ecuacién 35

|

Corolario 7.31. El grupo Ta,_, es un subgrupo del toro Spec K[Z°] que como subgrupo
de G(A) x G(B) opera en R, por la identidad.

Demostracién:
Consideremos el homomorfismo Spec K [Z?] Z Spec K[Z"] donde segun la ecuacién 35 si
= p(p) = p*" = @8 que es 1 si p € Ty, , v por otra parte el grupo Ty, _, en
G(A) x G(B) es w(p*(Ta,_,)) de modo que Yu € Ty, _, la matriz w(y) es, por la ecuacién
62, pjy.d = Tool+npo 7';(1#) = 1+ ng donde por el Teorema 7.23 E viene dado por

el producto Nj_(ll)-/\(D)-Nj(l) = A(D) y por tanto E = D con lo que se acaba.

O
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Capitulo 8

8. El grupo Aut X

Sea Aut®(X) la componente conexa en la identidad de Aut X. En esta seccion se da el
buscado teorema de estructura de Aut®(X) y se calcula el grupo finito Aut X/Aut°(X).
Para ello primero utilizamos los resultados de la seccién 5.4.2 y 6.3 que nos permiten
pasar de Aut®°(X) a Aut,Ac y ahora utilizamos los resultados para Aut,Ac obtenidos en
la seccion anterior.

Como en secciones anteriores, T4, _, es el grupo cuyos puntos racionales son Homg(A,—1, K*)
y los toros T'(s) = Spec K[Z°] y T'(r) = Spec K[Z"| y T =T(M) y T(B) = Spec K|B|.

Teorema 8.1. Si Aut X es el grupo algebraico de los automorfismos de la variedad torica

completa X = X(N,A) y Aut®°X es su componente coneza en la identidad se cumple:

1.
5=1(A1) h
Aut*(X) = [ ] =A™ e | x[[Gi(1)/Ta,_,
i=1 Jj=1
donde

a. R, = [[2=/%) xA™ es el radical unipotente de Aut®(X) y de Auty Ac

=1

b. El radical de Aut®(X) es
R(Aut®(X)) =R, xT(B® C)

donde Ty es el toro asociado al médulo M = B & C que es el cociente
del médulo inicial M por el submddulo C' C C generado por todas las raices

parejables. Este toro contiene al toro T(B)
c. A" son grupos aditivos de dimension n; = 3y, _; X(S*(v)). El producto semi-
directo de ellos es el espacio vectorial generado por las derivaciones asociadas

a las raices no parejables. La operacion como grupo es: Si a = ay,...,a; ¥y
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b:bj+17"'7b5y

5=1(A1)
(a,b):al,...,aj,bj+1,...,b5€ H XA" e

i=1
de igual modo (c,d) con (a+ ¢); = a; + ¢; y lo mismo para b+ d =
(a,b)e(c,d) = (a + ¢+ P((a,0), (¢, 0)) + P((0,0), (¢, 0)), b+ d + P((0,0), (0, d)))

donde P(z,y) se calcula en la formula del Teorema 7.8. Ademds la condicion

necesaria y suficiente para que tal producto sea abelano es que (A1) < 1.

d. Cada subgrupo aditivo A™ del radical unipotente R,, estd generados por el produc-
to de los grupos uniparamétricos asociados al conjunto de raices U= S*(v).
En particular R, estd generado por los grupos uniparamétricos asociados a las

raices no parejables

e. H?:1 Gl(l;)/ T4, , es la parte reductiva de Aut®°(X). La denotaremos Gy y se
tiene
Aut®X = R, x Gy
es el producto semidirecto de su parte unipotente y su parte reductiva

f. GIl(l;) son grupos lineales de dimension l; que es el nimero de elementos de

F; = F, para cualquier uw de su clase y h = s+ h' > s es el numero de clases
en A\

g. T'(s) es el subgrupo de [[GI(l;) de las matrices diagonales, para p € T(s), con
W= 1y sy del thO

,u”’(merh)’ o ,,uvl(msﬂl), L 7,uv/(ms+jh/)’ o 7le(ms+jh/)7/*'bl7 R T P | SO TN

donde el nimero de repeticiones coinciden respectivamente con los l;.

h. T,
=1, 1s € T(s) tales que

es el subgrupo de T'(s) y por tanto el correspondiente en [[ Gl(l;), de los

-1

Pt ® = 1v8 e B

i. Ty . opera en el radical unipotente de Aut°X por la identidad

n—1
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2. La parte reductiva G opera sobre la parte unipotente R, haciéndolo en cada sub-

grupo aditivo A™ del siguiente modo: Sea a € R, =
a=(a(l),...,a(l(A1))) a(i) = (ap), ap), - - - ) tal que l(v) = 1(u) =i
Cada vector ap,) que en este caso denotaremos alj] es
alj] = ap) = oy, . . ., 4y, donde v; € {[u]}

y cada uno de tales a,, tiene a su vez d, coordenadas en K correspondientes al
numero de raices en S*(u). Sea entonces u € Fj para algin j y lasl;, d, = dj—uplas

correspondientes las escribimos

. . N? N?
a(j)1,---a()g,s- - ald)is - alh)d,

y trasponiendo cada una de ellas obtenemos una columna alj]?='Y de la matriz

(alf])i=y . con alf)? = a(j)?

-----

Sea [M] € Gy la clase de M en el cociente mddulo Ty, |, y como este opera en R,
por la identidad sea M € H?Zl Gl(l;) cualquier representante y lo escribimos M =
[1(M(y)) tales que M(j) € Gl(l;) = denotando de igual modo a los correspondientes
automorfismos en Aut X donde la operacion . corresponderia a la composicion, se
tiene

M.a.M™' =b donde bj] = M(j).a[j].M ()™

donde los coeficientes m(j)q de la matriz M se calculan segun la férmula de la

ecuacion 60. Este producto matricial es de orden
(dj x dj).(d; x 1;).(I; x ;) = dj x

a. En particular el toro T(s) cociente por el subgrupo Ty, ., como subgrupo de G,
opera en el radical unipotente haciéndolo en cada cada subgrupo aditivo del
siguiente modo: Si a(j) es el coeficiente en K de un vector de un elemento de
uno de los grupos aditivos de R, y 17 es la raiz asociada, y ' € T(s) entonces:
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3. El cociente de Aut X por su componente conexa en el neutro es el grupo finito
Aut X/ Aut® X ~ Auty AJW

donde Auty A es el grupo finito de los automorfismos Z, — lineales en N = M* que
dejan invarante al abanico inicial A y W es el grupo de Weyl de Aut®X respecto el
toro maximal de X T, y coincide con el grupo generado por las permutaciones entre
los conos de dimension uno Ay de la misma clase, es decir, las aristas u, v tales
que existe oy, raiz parejable. En particular es un subgrupo del grupo finito de las

permutaciones de v elementos, {v,...,v,.}.

a. Si suponemos que X es no singular, equivalentemente, el abanico A es reqular,
entonces el isomorfismo anterior se cumple aunque X no sea completa, pero

st semicompleta (A, completo) suponiendo que el grupo Aut X existe.

Demostracidn:

Veamos 1: Por el corolario 6.9 sabemos que
Aut® X ~ Aut;Ac/TAn_l

y por tanto del corolario 7.21 se sigue:

6=I(Aq) h
Aut° X ~ xA" o | x [[Gl(1)) | /Ta,_,
j=1

=1

Ahora por el corolario 7.31 sabemos que Ty

n—1

es subgrupo de H?:l GI(l;) que opera en
Hfj(Al) xA™ por la identidad con lo que se tiene el enunciado 1 y por tanto el 1.a
Para 1.b, de la igualdad Aut®X ~ R, x [[_, GI(I;)/Ta,_, v el corolario 7.22 se deduce
que el radical es

R = R(Aut°X) = R, x T(h)/Ta,_,

Con la notacién del corolario 7.22 y gracias al teorema 7.4 en su ultimo apartado, las
raices parejables generan un submoédulo C' C C'y sus generadores son los m — m/ tales

que m, m’' € Aj<p y los m € Ay, ;. Sea entonces la sucesion exacta

0>C">M-—->M=B®C —0
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y la dual de toros asociados

0=T(B®C)—T(M)— T(C')—=0

T(M=Ba®C)={teT(M): t(a) =1V parejable a}
Por otro lado, para calcular el cociente T'(h) /T4, _,, como todo estd en T'(r) consideramos

las sucesiones exactas:
0 = Ta,, — T(h) — T(h)/Ts,, — O
I a0 } (63)
0 = Tu , — T(r) 5  TM) = 0
con

v(A)(a) = A"

Hay que ver que T'(M) es la imagen de v* o p*. En efecto, por el corolario 7.22 se tiene
pr(T(h) ={AeT(r): =XV [v] = [v]}

y si a es la rafz parejable respecto v;,v; entonces v*(A)(a) = AT A que es 1 &\ = ),
con lo que se acaba.

1.c se deduce de 1 y 1.a porque como el radical unipotente es R(Aut°X), = R, que es el
producto de grupos aditivos que afirma el enunciado, como demuestra el teorema 7.15 y
el corolario 7.21 y teniendo en cuenta que A™ = R;.

El apartado 1.d se ve en la observacién 19 con A™ = R;

El apartado 1.e se deduce de 1 y 1.a.

El apartado 1.f también se demuestra en el corolario 7.21 y el 1.g se demuestra en la
proposicion 7.30

El apartado 1.h se ha visto en la pagina 76

El apartado 1.i se deduce del corolario 7.31 y 1.a

Veamos 2: Como T4 opera por la identidad en R, = G, opera en R, como lo hace

no1
H;.Lzl Gl(l;) y esto se ve en el teorema 7.23, el corolario 7.24, el corolario 7.25 y la pro-
posicién 7.26 teniendo en cuenta que los coeficientes a[j] del enunciado consisten en los
coeficientes Ap;y de la derivacién D(j) que se define en la ecuacién 56

El apartado 2.a se deduce como el anterior porque T'(s)/T4, , opera como T'(s) y esto se
muestra en la segunda parte de la proposicién 7.30

El enunciado 3 se ve en la siguiente seccion.

O
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8.1. El grupo finito Aut X/Aut°(X)

Definicién: Un morfismo torico 6 morfismo equivariante en la variedad térica X, T
es una pareja ¢, h donde ¢ : X — X es un morfismo de esquemas algebraicosy h: T — T

es un homomorfismo tales que
d(Ax) = h(N)op(x) VieTyzrzeX

Si ¢ y h son automorfismos entonces se dice que la pareja (¢, h) es un automorfismo térico
6 automorfismo equivariante. Tales automorfismos son un subgrupo del grupo Aut X y lo

denotaremos Aut;,X.

De la definicién se sigue que los automorfismos equivariantes llevan cerrados T —
invariantes en cerrados 7' — invariantes y como T = X\{J,cp, Ho = ¢(T) = T. El
homomorfismo h es tnico para cada ¢ ya que de la condiciéon ¢(Ax) = h(\)p(z) para

r = e la unidad en T se deduce que h = 7Ty(e)-1 © @,
Proposicién 8.2. ¢ € Aut;, X & poT ot =T

Demostracion:
Si ¢ es térico = poTy = Ty 0P = poTy0 Pt = T ¥ tenemos una implicacion.
Para la otra sea p o7y 0 ¢~ = 7, = ¢(Ax) = u¢(x). En particular para x = e se deduce
= i((z)) = h(A) si definimos h = 7y()-1 © @), y resta comprobar que es homomorfismo,

h(A) = h(A)h(u) lo cual se deduce de la igualdad:

pomuod !l =¢onor, 0 =¢onod logor, 00
(]

Definicidén: Si ¢ € Aut;,, X y h = ¢, equivalentemente, ¢(e) = e, entonces decimos que
¢ es automorfismo torico especial y al subgrupo de tales automorfismos lo denotaremos

AutprX. De la proposicién anterior se sigue:
p € Auty X < p(Ar) = p(A)p(z)

Teorema 8.3.
Aut, e X =T x Autyr X
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Demostracion:
T N Aut X = Id porque el tinico automorfismo del tipo 7, que es morfismo de grupos en
el toro es 7, = Id. Por 1ltimo, si ¢ € Aut;,. X = Tye)-1 0 ¢ = ¢ € Aut) X y por tanto el

isomorfismo es ¢ ~ (Ty(e), To(e)-1 © @) con lo que se acaba.

O

Definicién: Sean (N, A) el dato inicial de una variedad térica X formados por un lattice
y un abanico y que como sabemos por el Teorema 4.1 [19] es tinico. Se llama automorfismo
de abanicos a los automorfismos Z — lineales h* : N — N tales que 0 € A & h*(0) € A
para todo cono o € A. Al grupo de tales automorfismos lo denotaremos AutyA. En par-
ticular restringida a A; es una permutacién. El morfismo Z—lineal inducido N — N ®7Q
6 equivalentemente el morfismo Q—lineal N ®7 Q — N ®7 Q es tinico porque A; contiene
una base del espacio vectorial Ng = h* queda determinado por la permutacién y por

tanto AutyA es un grupo finito.

)
Teorema 8.4. Auty X ~ AutyA con lo que ademds Auty X es un grupo finito.

Demostracién:

Ver Teorema 1.3 [18§]
O

Corolario 8.5. Denotemos G = Aut X, G° su componente coneza y Cgo(T') el conmuta-
dor del toro. Entonces Cgo(T) =T

Demostracion:
Como G° es un grupo liso y conexo = Cgo(T") es un subgrupo liso y conexo (11.14 [20])
que contiene al toro Ty como Cgo(T) C Auty, X = T x Autpy X y Autp X es finito =
Cgo(T) =T x Id =T con lo que se acaba.

O

Teorema 8.6. Sea Ngo(T') el normalizador de T. Se tiene el isomorfismo natural de
grupos
AuttOX/NGo (T) ~ Aut X/Auto X
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Demostracion:
Como Aut X/Aut® X es un grupo finito, basta verlo para los puntos racionales. El mor-
fismo natural es [¢]y ~~ [@]ge que manda la clase en N = Ngo(T') a su clase en G° que
obviamente es inyectivo por la caracterizacion dada de automorfismo toérico. Para definir
el morfismo inverso, sea [¢]ge con ¢ € Aut X y el automorfismo I, : G° — G° tal que
©(g) = pogop™! (estd bien definido porque la componente conexa siempre es un subgru-
po normal) = I,(7T") aunque no es necesariamente 7', es un toro maximal y como todos

son conjugados ([12]) =
Jz € G° tal que I,(T) = 2Tz~

es decir T ! = 2Tz ! =
(@) T(a ) =T

= 2 '¢ € Aut;,X; sea pues el morfismo inverso el que manda [p]ge a [¢] siendo ¢ =

O(z,p) = 27 1p y veamos que estd bien definido.

1 1

En primer lugar, si y € G° es tal que [,(T) = yTy' = y 'z € G° es tal que

(y ') T(y ') =T =y 'z € Ny ®y,p) =y '2®(y, ) y por tanto [®(y, p)|n =
[®(z, p)]n con lo que no depende del z tal que I,(T) = Tz .

Tampoco depende del representante ¢ de [p]go elegido. En efecto, si g € G°y gy es otro
representante entonces I, (7)) = 2Tz~ &< (gz)T(gz) ™ = Iypry y como z o = (9z) " 'gp

se tiene ®(gx, gp) = P(x, ) con lo que se acaba.

O

SeaW = W (G°,T) el grupo de Weyl de G° respecto el toro maximal T, W = Ngo (1) /Cgqe (T)

y se cumple:

Corolario 8.7. Se tiene el isomorfismo natural de grupos
Autyy X/W ~ Aut X/Aut® X

Demostracién:
Basta hacer cociente por T' en el isomorfismo natural del teorema anterior y aplicar el
teorema 8.3 teniendo en cuenta que Cgeo(T) = T tal como se ha probado en el corolario
8.5.
O



8 EL GRUPO AUT X 160

Sea la descomposicion A; = ]! "A(i) donde Aj(i) son las aristas asociadas a los
conjuntos A;, B; definidos en &7 de modo que v, u € A;(i) < [u] = [v] es decir existe una
raiz « parejable respecto u,v. Denotaremos S(A;(i)) al subgrupo de las permutaciones
en Ai(i) y que dejan fijas al resto de aristas de A; y el subgrupo generado por ellas
para todo i es Hf:f/ S(Aq(7)). Para simplificar la notacién, sea Ay = {v1,...,0,} y
denotaremos Hf:f S(A1(i)) = S*(Ay) al subgrupo de S(A;) de las permutaciones de
r elementos de modo que P € S*(Ay) & P(v;) = vp( tales que [v;] = [vp)] V i. Sea
o p(;) la correspondiente raiz parejable y P(v;) = v; cuando a; py) = a;; = 0. Si P’ es
otra permutaciéon entre varibles de la misma clase y ;) pr(p(;)) €s una raiz parejable =
(P'o P)(v;) = vp/(p(iy) ¥ la raiz parejable es o; pr(pay) = i p) + ap@),pr(piy de modo que
la raiz asociada a la composicién es la correspondiente suma de raices.

Vamos a ver que estas permutaciones definen automorfismos de abanicos y por tanto

en virtud del teorema 8.4 son automorfismos toricos especiales.

Teorema 8.8. En el caso completo, es decir, A es un abanico completo, S*(A1) es iso-
morfo a un subgrupo de AutyA y el isomorfismo cumple: Si manda P al automorfismo
Z—lineal by = hi(u) = P(u)

Demostracién:
S*(Aq) estd generado por las trasposiciones P(u) = v, P(v) =uy P(w) =w Y w # u, v
con [u] = [v]. Vamos a ver que cada generador de este tipo define un automorfismo de
abanicos.
En primer lugar vamos a definir el automorfismo Z—lineal en M y el inducido en el dual
M* = N asociado a P. Como en [5], prop. 11 6 [18], pag. 140,

h:M— M h(m) =m — v(m)ay, — u(m)ay,

)

h:N—=N  h'(z)=2—a(ay,)(u—0)

Se observa facilmente que h*(u) = v, h*(v) = uy h*(w) = w. Ademas h*(z)(h(m)) = z(m)
y efectivamente h* es el dual de h. El inverso de h es h = la trasposiciéon P define
un automorfismo Z—lineal que cumple las condiciones del enunciado y en general, si

P e S°(A1) v {a;,pa) hi<i<r son las raices parejables asociadas entonces el automorfismo
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Z—lineal que define en M y su dual en N son:

hp: M — M es hp(m)=m— vp@)(m).a; pa) (64)
1

hp:N =N es hp(x) =2 x(ap-ia)-(vi — vp-i) (65)
i=1
Resta ver que h* ademas de ser Z—linel también conserva la estructura de abanicos; para

ello veamos la siguente proposicion:

Proposicién 8.9. St X = X(N,A) es una variedad torica completa, equivalentemente,
Useao = Q" entonces toda trasposicion en Ay entre aristas de la misma clase (parejables)

extiende a un automorfismo en el abanico A

Demostracion:
Sean wu, v aristas de Ay y a = a,, la raiz parejable correspondiente. Sea ¢ un cono
del abanico A de aristas o(1) que contiene como cara a u es decir u € o(1) y hay que
demostrar que el cono que consiste en cambiar u por v en o es un elemento de A, es decir,
ver que (v,0(1)\u)g, € A. Suponemos que v ¢ o pues en caso contrario es trivial. En este
caso, 0, = at N o es cara de o y por tanto o, € A. Bajo este supuesto la demostracién

se hara en cuatro pasos:

1. Sice Atalqueu € o(1) y v ¢ o(1) = existe K € A tal que (v) y o4 son caras de
K

2. Sioce A, v ¢ o(l) y a= ay laraiz parejable respecto u,v. si o y (v) son caras de

un cono del tipo K = (v,0") con 0™ C {a =0} = (v,0) € Ay es cara de (v,0™")
3. Con las notaciones anteriores se cumple:

(u,07) € Ay es cono maximal < (v,07) € A y es cono maximal

4. Sea 0 € A con o C {a = 0}. Entonces (u,c) € A es un cono no maximal cara del
cono maximal (u,o") € A siy solo si (v,0) € A es un cono no maximal cara del

cono maximal (v,0") € A para un cono c* C {a =0}
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En efecto, para la primera afirmacién seap = v+ e y como el abanico es completo

eGUﬁ(I)
existe un tnico cono K € A tal que p € K° y como «a(p) > 0 = v € K(1) y genera una
cara. Adema4s,

p=1v+ Z e=kv+ Z e con k>1

e€oy(1) e’e(1)\v

p—v= Z e=(k—-1v+ Z age € oiNK

€e€Tq(1) e’eL(1)\v

0 también es una cara de K con lo que se acaba.

Para la segunda afirmacién, sea por hipétesis y* N K = o, y(o+ \ o) >0, y(v) > 0 =
z =y —y(v)a es tal que:

) = y(v) —yv) =0
z(0) = y(o) =0

"\o) = ylet\o) >0
= 22 NK = (v,0) y 2(K) > 0 con lo que se acaba.

Para la tercera afirmacion, basta ver la implicacion —: Sea, segiin hemos visto, K € A

tal que (v) y ot son caras de K = sea 3 tal que B NK =0t =

B(e*) = 0
Bv) > 0
BIK) >0

Obviamente o™ es cara de (u,0") = o™ € A y en el caso completo dimo™ =n—1y
comoot € {f=0}N{a=0}=pF=ayfK)>0=>u¢ K=

K={v,0", {ec{a=0}})

Si algunos de esos e es tal que e # 0, como a((c7,¢)) =0y a(v) > 0= (oF,) es cara de
K = (o",) € Ay contiene a la cara ¢ que tiene la misma dimensién, luego coinciden y
por tanto e € 07 = K = (07, ) que es cono maximal, como se anunciaba.

Por tltimo para la cuarta afirmacién, sea por hipétesis 3 tal que S+ N (u,0") = (u, o)
es decir f(u,0) =0y B(c"\o) > 0. Adems del apartado anterior sabemos que (v,0") € A
y que ot € A de dimensién n — 1. Sea f(v) =k :Sik=0= f(v,0) =0y B({v,0%) >0
= (v, 0) seria cara de (v,o) y por tanto (v,0) € A, con lo que se concluirfa. Si k > 0 =
y=pF—|k|aestal que y- N (v,0") = (v,0) y por tanto (v,0) € A. Si k < 0 entonces

y = B+ | k| a cumple la condicién anterior, con lo que se acaba.

O
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Observacién 23. La hipdtesis de X completa se utiliza en la demostracion de la pro-
posicicion anterior pero en el caso de que X sea reqular, la hipotesis de completa no es
necesaria ya que la proposicion resulta trivial de la condicion tercera de la definicion de
raiz que da Demazure en [5], pag. 572 y la nota posterior que afirma que en el caso reqular
la tercera condicion es una propiedad pues se deduce de las dos condiciones anteriores que

coinciden con la definicion de raiz que se da y se utiliza en este trabajo.

Teorema 8.10. Sea W el subgrupo de Weyl antes definido contenido en Aut°X y con-
sideremos el isomorfismo Auty X g AutyA del teorema 8.4. Denotaremos S*(A1) al

subgrupo de AutnA que S*(A1) define segin el teorema 8.8. Entonces
O(W) = 5°(A1)

Se deduce por tanto que la identidad es el unico automorfismo térico de la componente

conexa que restringido al toro da la identidad.

Demostracion:
Como O es morfismo de grupos, basta verificar la igualdad para los respectivos gene-
radores. Hemos visto que la parte reductiva de G° es Gy = G°/R, donde R, es (iso-
morfo) el radical unipotente de Aut;Ac y por tanto las raices de G en T son todas
las parejables. El toro T no corta a R, y por la proposicion B, 24.1 de [12] se tiene
W = W(G°,T) = Ng,(T)/T y como Gy es liso, conexo y reductivo = por el teorema
12.30 [20], W esta generado por los automorfismos que en el toro, sobre su grupo de
caracteres, son h : M — M tales que sobre una raiz parejable a es h(a) = —a siendo
el conjunto de tales raices un sistema abstracto de raices. Por otra parte sabemos (24.1,
[12]) que el grupo de Weyl a través de la representacion adjunta opera permutando los

espacios de derivaciones D,, :

Ad w(Da) = Dh(a)

Sea f € Autpyy X y h: M — M correspondiente a su restriccion a T'y P = h* : N, A —
N, A la permutacién P(v;) = vy con vyi)(m) = vi(h(m)) de modo que m € (P(0))" &
h(m) € 0¥ ¥V o € A.
Se cumple
Ad f(z"9D,)) = z*D

’Upi

En efecto,

Ad f(z"D,)(a™) = 7@MD, f(2™) = f~ (i (h(m)).zMetm)
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y esto es justo x*D,, (™).

En el caso de f = w € W se deduce que Adw(z~*D,,) = x*D,,_ y por tanto [v;] = [vp,]
con lo que se ha demostrado ©(W) C S*(A;). La otra contencién es trivial porque segin
la ecuacién 64 el homomorfismo asociado a la permutacion P(v;) = vpg) con [vpg)] = [v4]

S}

hp(m) =m — Z vp @) (m).cu,p)
i=1
En particular si m = «; p;) =
h(m) = a; pe)y — i, pe) + Op); = —Qupe) = —M

y por tanto el automorfismo f € Autp X equivariante a través de h efectivamente

pertenece a W con lo que se acaba.
O
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9.

Capitulo 9

Ejemplos

En esta secciéon vamos a ver como los resultados anteriores sirven como algoritmos

para calcular el grupo Aut X. En concreto vamos a calcular los grupos aditivos de su parte

unipotente, la operacion en el redical del grupo, la parte reductiva y las operacién de la

segunda en la primera, deduciendo si los subgrupos son o no abelianos. Enumeramos los

parametros que necesitamos calcular con las correspondientes referencias de los resultados

tedricos de secciones anteriores en los que se basan:

1

Los abiertos afines
Las derivaciones y las raices (§3)
Divisores y descomposicién fundamental (§5)

Anillos de Cox y derivaciones en las coordenadas de Ac, en A’ y en las coordenadas
de X (Utilizaremos 40 p. 93) y el Corolario 5.5, p.65

Orden en A; y matrices R* y D = (,uf ) de coeficientes asociados a las raices no
parejables(§7.1)

. Conjuntos X; y grupos aditivos R; de la parte unipotente R, = (Der", o) (§7.2.2)

Expresién de D € (Der, o) en la forma de la ecuacién 56, p. 142 y célculo de Ap(j

en relacién con la expresion matricial de la ecuaciéon 47, p. 103

Expresién matricial M € M(A) x M(B) de la parte reductiva y célculo de los

términos A(7) de la ecuacién 58, p. 146 relacionadas por la Observacién 22

Célculo de M segin la féormula de la ecuacién 60 y deduccién del automorfismo de
la parte unipotente, 1 + ng, que define la operacién del automorfismo de la parte

reductiva M sobre el automorfismo de la parte unipotente 1 + np (Teorema 7.23)
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10. El grupo Aut X y Aut® X como cociente de Aut,Ac por el subgrupo T4, , de
la parte reductiva, de los divisores de Weil efectivos mdédulo la equivalencia lineal.
Veremos como opera un automorfismo en las variables de A¢ y como se traduce en el
correspondiente automorfismo en X. Para ello, tendremos en cuenta el isomorfismo
entre los espacios tangentes en el neutro a Aut,Ac y Aut X que segin hemos visto
viene dado por el morfismo inyectivo M — Z* & C m ~» (v(mp), m¢) de modo
que el cuerpo de fracciones de X, K (M), se mete en el cuerpo de fracciones de Ac.
Las coordenadas de (v'(mpg), m¢) respecto las parejas (n, ) generadoras del anillo
de Cox son justamente v(m) de modo que si Y = yy,...y, denota las variables de
Ac entonces la relacion entre las coordenadas de X y las de A¢ vienen dadas por
2™ = Y™ Las relaciones entre las variables de X, de Ac v de A’ se resumen en
los morfismos inyectivos:

K(M) — K(Ac) — K(A ~ Ac[XB))
™~ (V(mp),me) = YU o~ yv(m) xms

donde X™5 en A’ es x(=V'(m8)m8) de modo que el morfismo K(M) — K(A') es
2™ ~~ (0™ como debe ser segtin el teorema 5.10.
El apartado tercero de la Proposiciéon 7.1 permite concluir que si 7 es un automor-

fismo graduado en Ao entonces

A ). Yv(pr”")
T(yv(m)) _ Yv(m)z (p ) Hr
> Mgy HT Yv(grr)

que estd en K (M) — K(Y') y por tanto
A ). Pr.T
Py = gm 2 M) L
22 Mgr)- T1, o

y estos productos son potencias de los monomios que definen las derivaciones en

Ox.
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Ejemplo 1 : Superficies regladas (Hirzebruch)
dim M = 2, base {ej, es} v {wq, wy} base dual. A; es:

Vg = Wy Vg = Wa; Vg = —Wg; U] = —wy — nwsy (n > 0)
El abanico
A = {01 = (v3, va)4; 02 = (U2, V4)4; 03 = (V1, V3)4; 04 = (U1, Vo) 4}
= Los abiertos afines tienen por anillos, para x = ', y = £
o) = K[z, yl; o3 = Kz, y]

oy = k[z7', gy 0f = klaT!, 2"y

Como esquemas los abiertos U,, y Uy, (también U,, y U,,) se "pegan” en la variedad
K x Py que es reglada (ver cap. v.2, [11]) y los cuatro forman un P;—haz sobre Py
que es P(Op, ® Op,(n) llamada Superficie de Hirzebruch

= Las derivaciones y raices:
D(vg) = 0 porque nvy = v; +v4 = S(vg) =10
D(’U4) = <£L'_61DU4> = S*(U4) = @yS(m) = {—61 = &41}
D(vy) = (' Dy,) = S*(v1) =0y S(v1) = {e1 = s}
D(v3) = {2P"D,, : 0 <p<n}) = S(v3) = S*(v3)
con S*(vs) = {ri_p =p.e; —es: 0 < p < n} que son las unicas raices no parejables.

» Divisores y descomposicién fundamental: Como [H;| = [H,], el semigrupo de

los divisores de Weil efectivos es Ef(X) = (Hy, Hy), con las relaciones:
H4IH1+D(.CU&14) = My = Oy v(m4) = (1,0,0,—1)

Hs; =nH; + Hy + D(2?) = m3 = —ey v(ms) = (n,1,-1,0)

luego M = 0@ C con C = (ms, my)z y B=0.
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» Anillos de Cox: En este caso s =2y k =2 y la matriz N tiene columnas v'(ms3)

y v'(my4) = las variables son:

1,0),0.

— 071 70- — n)l y—m3=e2.
gy = 0D, g )

s py = gh0)hmma=er

I = ZL‘(
y por tanto como B = 0 se tiene
A=A =Ky = £ (1:00.0) Yy = £(0:10.0) ys = LD g x(17o,1,0)]

de grados respectivamente (1,0), (0,1), (n,0), (1,0). También podemos definir y3 =

TL,I,

(1710 ¢ g, = (100~ expresando respecto de la base {ms, my} de C' en lugar

que respecto de la base {e1, ex} de M.

Las derivaciones en las coordenadas de K(M) y de K(Y = y1,...,y,) :

Teniendo en cuenta que

v(og =€) =(—1,0,0,1) v(ry_, =per —ey) = (n—p,1,—1,p)
las derivaciones estan generadas por:

2Dy, = Yy 'yaDuy; 2%y Doy = Y1 yays Yy Dug; @7 Doy = Y1 ya Doy

lo que da las relaciones * = y; 'y, ¥ = y; "Y5 'ys que definen el morfismo inyectivo
K(M) < k(y1,...,y.) y que utilizaremos en el tltimo punto para ver como un

automorfismo graduado en A¢ se traduce en uno en X.

= Orden y matrices R* y D: De los valores de v en las raices no parejables asociadas
a v se tienen que [vs] < [v4] ¥ [vs] < [v2] de modo que la longitud méxima es [(vy) = 1

y por tanto la parte unipotente R, es un grupo aditivo en el que opera el toro

T(4) = K*.
e My 0
= (3 o)

Las matrices son
donde My = {m3z —pmy: 1 <p<n}y Mj=m;

1
_( k2 O
D=
(uéo)
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donde pd = (an, ... a;) € K"y ul =ag € K y todo D € (Der",e) = R, serd

D= E p pxrpfm:s (n— P)m4DU3

» Conjuntos X; y R; para el radical del grupo: Los conjuntos son

Xo=Y = {U3} X1 =YY= {Uh V2, U4} Xq:2 =

Ro =0 Rl = S*(Ug) RQ = Rl

= R, = (Der*, o) = (A" +) y el radical del grupo es
R(Aut,Ac) = (A", +) x T'(h = 3)

porque hay h = 3 clases de equivalencia. Vamos a ver que no es abeliano y para
ello en lugar de T'(h) utilizamos T'(r = 4) y aplicamos el Teorema 7.18, p. 130 y
después utilizaremos la caracterizacion de T'(h) como sugrupo de 7T'(r) dada en el

corolario 7.22. Sea pn € K** vy D = (u1a; p13) € Ry y v(ry) = (p,1,-1,n —p) =

0,1,— n—11,-1,1) . .  (n,1,-1,0
7o Doty = (uO " ay, ol Jag; pf Jag)
que abreviadamente denotaremos, para 73 =r3,... r3 | como
v TB . v T3
Tuo Doty = p'" ) ey p) g

y por tanto la operacién en R, x K** es

7‘3 v T3
((p12; pas) Tu) © ((N,m; M,13)7 T,i) = ((Mm + (MU( ).u'm) ; M1z + ( ").;/13> , TW/>

y ahora la condicién de que u € T'(h) es que sea de la forma pu = pq, p2, ps, f11 que
en todo caso no evita que el radical no sea un subgrupo abeliano mientras que el

radical unipotente si lo es.

= Célculo de Ap(j): En este caso D = D(j = 1) como antes si D = (125 p13) =

H12
Apay = ( L )

Apq) es la columna
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» M y A(i): La parte reductiva del grupo es G(A) x G(B) con G(A) = GI(1) determi-
nado por vz y G(B) = GI(2) x GI(1) determinados respectivamente por [v1] = [v4] ¥

por vy siendo pues la matriz M que define un automorfismo de la parte reductiva:

M(4) 0 0
M = 0 M(B) 0
0 0 M(B)

con M(A;) = A} matriz de orden 1, M(B;) la matriz de orden 2
_( Mo M
o= (3
y M(By) = A3 matriz de orden 1 de modo que los A(i) son

ML) =, A1) A2 =) AB) =) AM4) = (A, AY)

» Célculo de M y E: Con los datos anteriores calculamos los coeficientes m(j = 1){]’
de la matriz M = M(j = 1) de orden d;—1 = n+1. Para ello, las raices no parejables

son el conjunto ordenado
* _ .3 3 3
S*(v3) =A{rg, ... 4,10}

Para m(j = 1)? hay que calcular | ) = v(r3) = (p,1,—1,n — p) donde ¢() es ¢(1),
c(2) y c(4) tales que

o
—~

—_
~—

O./(l): (0,0[14)
= (0,&41)

i
_T_
_ 33
|
i)
2
i

o O
/N TN
N\

NN

c(l)= (z,p—2x)
c4)= (y,n—p—y)
1

c(2) =

donde z, y son naturales que deben cumplir la relacion

ry 7'2 +2.(0) + (p — x).(a1g = —y) +y.(0) + (n —p — y).ax

q pr—
de donde se obtiene

=n—(p+q)+z x<p y<n—-p 0<p<n
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Vamos a suponer quen =1=p =0, 1 ¢ =0, 1y obtendremos una matriz de orden
dos.

mg :

La tnica posibilidad es z =0, y = 1 = ¢(1) = (0,0) c¢(4) = (1,0) =

(A0)"- (A" (A" (A9) - (A)°
1

my = 1. = A2

~0 .
ml.

Las condiciones ahora son y = 1 —(0+1) 4z, < 0 luego la unica solucién es z = 0
y=0=¢c(1)=(0,0) ¢(4) = (0,1) =

0 _ 42

—1
mg

Las condiciones ahora son y =1 — (1 +0) + x, x < 1 luego las solucioes son = = 0
y=06bienz =1y =1= ¢1) = (0,1) ¢(4) = (0,0) 6 bien ¢(1) = (1,0)
c(4) = (1,—1) que queda descartada por ser negativo =

—1 _ y1 42
My = A1-Ag

.
Las condiciones ahora son y =1 — (1+1) + z, < 1 luego la tnica solucién valida
esr=1y=0=¢(1)=(1,0) ¢(4) =(0,0) =

0 — A2\l
- A2 AL A2\
M = 00 MM )
()\3./\% AL
En definitiva, si D = (u12 = a1; i3 = ag con 1 + np € R, el correspondiente

automorfismo de la parte unipotente y s es el automorfismo de la parte reductiva
de matriz la matriz M antes definida entonces E € (Der", o) = R, tal que 1 +ng =
Ta—1 0 1+ np o 7y es, utilizando la férmula del teorema 7.23, siendo M (A;) = \J v

Apq) de coordenadas a, ag :

E )\g )\é —)\41L aq
AN = AAD N = AG T\ a
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y si utilizamos ahora el corolario 7.24, si:

cocof
oo O
o0 o

coo

K2

y D = (ay,a0) = o1l +mnpory-1 =14 ng donde ahora F es:

- /\(1) —)\11’L aq -1

Como comentamos en la introduccion, se puede obtener E y por tanto la operacion
de la parte reductiva en la unipotente de manera mas sencilla, operando en este caso

particular y no utilizando la férmula del teorema 7.23; vamos a verlo:

Sea como antes la matriz M formada en la diagonal por M (A;), M(B;)y M(Bs) y
como no estamos tan sujetos a la terminologia de la teoria simplificamos su notacién

para mayor comodidad, de modo que M (A;) = a matriz de orden 1, M (B;) = B la

(b d
2= i)

y M(Bs) = ¢ matriz de orden 1 y si 73 es el correspondiente automorfismo de la

matriz de orden 2

parte reductiva =

() = biyr + bays
Tm(y2) = cy2
™m(ys) = ays
Tm(ys) = diyr + daya

y si D = (A; Ao) es decir, D = \2"8 D, + M\oz"  D,,, y como v(rd) = (0,1,—1,1) y
o) =(1,1,-1,) = 1+np(y) =w Vi=124y

1+np(ys) =ys + Alys-y(o’l’_l’l) + Aoys-y(l’l’_l’o) = Y3 + AMy2ys + Aoy1ye
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= Ty-10l+npory(y) =y Vi=1,24y

T ol+nporn(ys) = T (ays + adiys.y T + adgys.yth )

= Ta-1(ays + adiyoys + adoy1ys)

— e aXi  —bgyi +biys aly  dayy — diya
s det(B) c det(B)

(I.()\lbl — )\0611) a.(>\0d4 — )\1b4)

cdet(B) cdet(B)

= Y3 + Yoya.( + 192 (

CL.()\lbl — )\0d1) ) a.()\0d4 — )\1()4))

_ 1 =
Tarr© LD O T ( cdet(B) = cdet(B)

E= a by —dy A1
~cedet(B) \ —bs dy )\ o

= El grupo de automorfismos de la variedad térica:

que es como antes

Del abanico se deduce que la tnica permutacion en las aristas A; que conserva el
abanico es la trasposicién entre vy y v4 que justo son tales que [v1] = [v4] de modo
que de la seccién anterior se deduce que Aut X coincide con su componente conexa

en el origen y por tanto
Aut X = (A" +) x (GI(1) x GI(2) x GI(1)) /T,

donde Ty, ~ Spec K[Z*7?] es el subgrupo de G(A) x G(B) de las matrices

(1, M2)v/(m3) 0 0 0
g = 0 1 0 , 0
0 0 (p1, )"0
0 0 0 Lo
que es la matriz
ny.pe 0O 0
9= 0 wm.d 0
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T4, opera en G(A) x G(B) : Si

=
1y-pe.a 0 0
0 0 po.c

Simplificando la notacién escribirenos
gM = (/L?:U’Qv ,LL1], :u’?) : (CL, Ba C) = (/’L?'MZ-CIM :ulBu /JJ2~C)
luego si [M] es su clase en (GI(1) x GI(2) x GI(1)) /T4, se tiene:
[M] = [CL, B7 C] = [lu’l Zv :U’1B7 1] = [:ul Ev ,ulB] =

llamando A\ = uy" es

= [)\%, VAB] =1, %B] = [{/~B]

a

por tanto tenemos la sucesién exacta de grupos, siendo p,(K) el subgrupo de las
raices n—ésimas de la unidad,

0 — T4 — GIU1)xGI2)xGl(L) — GU2)/u(K) — 0
M ~ [¢/<DB]

a

luego se ha probado

Aut X = (A" +) x GI(2)/ i (K)

con las operaciones que se han descrito antes. El toro maximal de su radical es el
toro T'((ms3 = eq)z) y el toro maximal de Aut X es T' = T (M) que por el isomorfis-
mo de Aut X con Aut,Ac/Ta, da T'(2)/pn(K).

Veamos por iltimo la operacion de los automorfismo de la parte reductiva y de la

parte unipotente en K (M) :
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Automorfismos de la parte reductiva: Sea M la matriz

a 0 0 O
. 0 b di O
M=1"0 1 d 0
0 0 0 ¢
entonces
TM(IK) = TM(yil y4) _ dlyl + d4y4 _
! biyr + baya
— diyiyy "+ da . dixz™ +dy
L 'b1+b4y4y;1 o b1+b4l’
luego
( ) d1 + d4ZE
Tv(z) = —m—
M bl + b4l’
y por otro lado,
ays

R —n, —1
T =T, = -
m(y) = T (Y1 "Y2 ) cya-(bryr + baya)™

-1, —n a
=Ys3lYs Y1 - —
372 c.(by + byyay; )"
luego
(1) =y ——
T = .
MY y C.(bl + b4l’)n

y como es inmediato comprobar, el resultado es igual si se cambia M por la matriz

equivalente

B

= O O

1
gM =1 0
0

3
Soa &

En definitiva, si [B] € GI(2)/u,(K) donde

U.bll U.b12
B =
u.b21 u.b22
para cualquier u raiz n—ésimas de la unidad, entonces el automorfismo asociado en

X es:
. b12 -+ bggiL‘

N bll + 621$

(y) = !
T[B} v =9 (bu + lefL')n

TB] (x)
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Automorfismos de la parte unipotente: Como 74, , es subgrupo de la parte

-1

reductiva de Auty,Ac, la parte unipotente de Aut X y Aut,Ac coinciden.
Sea pues 7 = 1 +np con D = ap a0 Dy, + - - + agr™ Dy, ¥ v(ry) = (p,1,=1,n —p)
=

T(y1) = T(Y2) = Y2 (Y1) = ya

7(ys) = ys + anysy Y 4 -+ agygy™ T

T(Y3) = Y3 + anloyy + -+ + a0y Ya
En X, como z = 2% = Y() = yrly, yy =y = YVe2) = grylyy =
(@) =7y ) =y = = T(z) =

T(y) = Ty Y5 ys) = Y1 "y (Y3 F anyoyy -+ aryayl e + agyys)

T(y) =y + a2+ -+ a1x + ag
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Ejemplo 2 : Variedad torica con grupo de automorfismos resoluble
dim M = 2, base {ej, es} v {wq, wy} base dual. A; es:

Uy = W1 — We; V3 = —Wi; U2 = Wa; U1 = Wy + 2Ws
El abanico
A = {o1 = (v1, v2)4; 02 = (U3, Va)+; 03 = (U, U3)+; 04 = (U1, Va)4}
= Los abiertos afines tienen por anillos, para x = 2, y =
o) = K[z, y,a7; 0 = klr,y, 2y~
o5 = kly, 27 of = Ky a7y
= Las derivaciones y raices:
D(v1) =0, D(v2) =0 = S(v1) = S(vy) =0

D(v3) = (' Dy,, 27 D,,) = S(v3) = S*(v3) = {eq,e1 + €2}
D(vs) = (2°Dy,) = S(va) = 5*(v4) = {e2}

Las raices son todas no parejables, no hay raices semisimples (parejables) y por

tanto el grupo es resoluble.

= Divisores y descomposicion fundamental: El semigrupo de los divisores de
Weil efectivos es E f(X) = (Hy, Hy), con las relaciones:

H3 = H2 + 3H1 + D($7(61+e2)> = M3 =¢€1 + ey U(mg) = (3, 1, —1, 0)

Hy=2H,+ Hy+ D(z™%) = my = e v(my) = (2,1,0,—1)
B={v3=0}N{vy =0} =01luego M = 0@ C con C = (mg3, my)z y S*(v3) =

{r3 =mg —maq,rs = mg} y S*(v4) = {r} = my}, conjuntos ordenados conforme se

describe en la teoria.

» Anillos de Cox: En este caso s = 2 k = 2 y la matriz N tiene columnas N!' =

v'(m3) y N2 =v'(my) = las variables son:

((1,0),0,0).

gy = 2(0D00).

_ (Nt,—ms3).

2 _
7‘%'1:'17(]\[7 m4)

1 =
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y por tanto como B = 0 se tiene

A= Ay = K[m(l,O,O,O)’ x(O,l,0,0)’ x(3’1’_1’_1), x(z,1,o,-1)]

de grados respectivamente (1,0), (0,1), (3,1), (2, 1). También se podrria definir y3 =
(1710 ¢ gy = £(100-1) expresando respecto de la base {ms, my} de C' en lugar
de la base {eq, es} de M.

Las derivaciones en las coordenadas de K(M) y de K(Y = yi,...,y,) :

Teniendo en cuenta que

v(r? =e) = (1,0,—1,1)
vimg=e;+e) = (3,1,—-1,0)
vimg=e) = (2,1,0,—1)

las derivaciones estan generadas por:

2Dy = Y195 'yaDyy; ¥YyDyy = y1y2y5 " Doy yDu, = yiyays ' Do,

lo que da las relaciones x = y1y3 'ya, ¥ = ¥2y2y; © que definen el morfismo inyectivo
K(M) < k(y1,...,y-) y que utilizaremos en el dltimo punto para ver como un

automorfismo graduado en Ao se traduce en uno en X.

= Orden y matrices R* y D: De los valores de v en las raices no parejables asociadas
avg se tienen que [vs] < [v4] ¥y [v4] < [v2] de modo que la longitud méxima es I(vy) = 2
y por tanto la parte unipotente sea el producto semidirecto de dos grupos aditivos
en el que opera la parte reductiva que consiste en el toro 7'(4) = K**.

Las matrices son

donde My = {r3}, M3 = {r3} y M2 = {ri}

DE(M% 0)
s M3
donde pu} =ay pt =b € Ky pu2 =c; y todo D € (Der",e) = R, serd

3 3 4
D = a2 D,, + byz"2 D,, + 12" D,,



9 EJEMPLOS 179

= Conjuntos X; y R; para el radical del grupo: Los conjuntos son

Xo={v} Xi={wu} Xo={v,v} Xe3=10

Ro =0 R1 = S*(Ug) Rg = {S*(Ug), S*(U4)} Rg = R2
= Ry = Ri/Ry= D(v3) y Ry = Ry/R1 = D(vy) =

R, = (Der", o) = (D(v3),®) x (D(vy),®) = (A%, +) x (A, +)

producto de dos grupos aditivos y no menos, por tanto no es abeliano. El radical
del grupo es
R(AutyAc) = ((A% +) x (A", 4)) x T'(4)

En este ejemplo vamos a ver la operacion en el radical unipotente R, :
Para D = (ablzzj’"?Dv3 + blx’"gDU3) + clx’"ile, sean Dy = (aq, b1;¢1) y de igual modo
Dy = (ag, by; c2) =

Dy e Dy =Dy + Dy + P(Dy, Dy)

y como vy(rd) =1 # 0y va(r3) = 0 queda

P(Dy, Dy) = P(c1a"i D, ayx"iD,,) =

1
= alll.i

r341rd)=r3 r3
T 1'.x( ) 2Dy, = ag.c1.7"2 D,

(a1,b1;c1) ® (az, bo;ca) = (ay + as, by + by + ascy; g + ¢2)

con lo que se ve como ya se sabia que R, no es abeliano.

= El grupo de automorfismos de la variedad torica: En este caso la parte

reductiva es el toro T'(4) y por tanto Aut® X es el grupo resoluble conexo
Aut® X = ((A% 4) x (A", +)) x (T(4)/T4,)

que coincide con su radical y el cociente Aut X/Aut® X = 0 porque es el subgrupo
asociado a las permutaciones de 4 elementos generado por las trasposiciones (2,4)

y (1,3) que conserva el abanico pero no es isomorfismo en M =2,
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Para calcular (T'(4)/T4,) que debe dar el toro maximal T'= T'(M), como B =0 =
Ta, ~ Spec K[Z=2] es el subgrupo de T'(4) de los elementos p = (3, pta, p1, pto) del
tipo
9= ((a,0)"(@,0)" " a,b) = (a8, ®', a, 1)
que opera en T'(4) :
9.1 = (a®0' g, a®b' s, apa, o)
= tomando clases se tiene [(us, pia, pt1, pt2)] = [(ap*py b, papy 2ps ', 1,1)] = v te-

nemos la sucesion exacta

0 = Ty, — T4 — GmxGm — 0

weoo G k)

luego se ha probado

Aut X = ((AQ, +) X (Al, —l—)) X Gm x Gm

con las operaciones que se han descrito antes y su toro maximal es ciertamente
T ~T(2) en Gm x Gm. Veamos por tltimo la operacién de los automorfismo de la

parte reductiva y de la parte unipotente en K (M) :

Automorfismos de la parte reductiva: Sea entonces [u] = (p,q,1,1) € GmxGm

Y Tu(1) = v, Tu(Y2) = o, Tu(y3) = pys, Tu(ys) = qya, =

T (SE) = r u(y1y4 _ Y1qY4
g Y3 pys
luego
qx
T,(x) = —
g p

y por otro lado,

luego
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Automorfismos de la parte unipotente: Como 74, , es subgrupo de la parte

—1

reductiva de Auty,Ac, la parte unipotente de Aut X y Aut,Ac coinciden.

Sea pues T = 1 +np con D = (a,b; c) es decir

D = ay1ys 'yaDyy + byiyoys ' Dy, + cyiyays Do,

T(yl) =N T(yz) = Y2
T(ys) = yrayiya + bylys  T(ya) = ya + cyive

= en X, como x = 27 =Y = yyrty, y y =y = YUE) = ylyy !t =

7(x) = yi-(ya+cyiye) y1ya-(1+ cyiyays ')
ys +ayiys +bytys  ys.(1+ ayiyays ' + bydyays )
=
1+cy
() =g — Y
14+ ax + bxy
2
— Y1Y2 2 -1 1
)= Pyt
yst eyt TN T 4 cydyys !
=
Yy
T(y) =

1+cy
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Ejemplo 3 : Variedad torica con grupo de automorfismos reductivo
dim M = 2, base {ej, es} v {wq, wy} base dual. A; es:

U] = Wy; U2 = Wa; U3 = —Wy; U4 = —W2
El abanico
A= {01 = <U1, U2>+; 02 = <U3, 02>+; 03 = <U4, U3>+; 04 = <U1, U4>+}
» Los abiertos afines tienen por anillos, para x = 2, y =
o = klz,yl: 03 = K[y, y]

oy = k[z7hy s of = Kz, yT
= X = ]P)l X ]P)l

» Las derivaciones y raices: Las raices son
S(v1) = {auz = —e1}; S(v2) = {an = —ea}; S(vs) = {e1}; S(va) = {e2}

y las derivaciones asociadas a ellas. Las raices son todas parejables, (semisimples) y

por tanto el grupo de automorfismos es reductivo.

» Divisores y descomposicion fundamental: El semigrupo de los divisores de Weil
efectivos es Ff(X) = (Hy, Hy)4 con [Hs] = [Hy] y [Ha| = [H,] y las relaciones:

Hsz = Hy + D(z™") Hy = Hy+ D(z™%)
luego
mz=e;;my=ey  v(mg)=(1,0,-1,0); v(m4) = (0,1,0,-1)

B={v3=0}N{vy =0} =01luego M =0® C con C = (ms, my)z.

Anillos de Cox: En este caso s = 2 k = 2 y la matriz N tiene columnas N! =
v'(m3) = (1,0) y N2 =v/(my) = (0,1) = las variables son:

=2
y por tanto como B = ( se tiene

A =Ac = Ky, = g1000) o OL00) o p(10,-10) x(o,1,o,—1)]
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de grados respectivamente (1,0), (0,1), (1,0), (0,1).

Las derivaciones en las coordenadas de K(M) y de K(Y = y1,...,y,) :

Teniendo en cuenta que

v(ags = —e;) = (=1,0,1,0)
v(agy = —ey) = (0,—1,0,1)
vimg=-e€;) = (1,0,—1,0)
vimy =€) = (0,1,0,—1)

las derivaciones estan generadas por:
—1 _ -1 c—1 _ 1
Doy =Yy YsDus Y Doy = Yy Ya Do,

xD,, = ylyg_le?,; yD,, = yQyZIDM

lo que da las relaciones z = y1y3 ", ¥ = %2y, - que definen el morfismo inyectivo
K(M) < Ek(y1,...,y.) y que utilizaremos en el dltimo punto para ver como un

automorfismo graduado en Ao se traduce en uno en X.

= Orden y matrices R* y D: Son nulas porque no hay raices no parejables y por

tanto el subgrupo unipotente es nulo. La longitud es cero y ¢ = 1.

» M y A(i): La parte reductiva del grupo es G(A) x G(B) con G(A) =0y G(B) =
Gl(2) x G1(2) determinados respectivamente por [vi] = [vs] y por [vs] = [v4] siendo

pues la matriz M que define un automorfismo de la parte reductiva:

w= (M0 sy )

con M(B;)y M(B,) las matrices de orden 2

. aq bl o a2 b2
(3 4) - (3 )
de modo que los A(i) son

A1) = (a1, a3)  AB) = (b3, b1)  A(2) = (a2, a1)  A4) = (ba, b2)
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= Conjuntos X; y R; para el radical del grupo: Son nulos y el radical se reduce
al toro T'(h = 2).

= El grupo de automorfismos de la variedad toérica: Las tinicas permutaciones
en A; que son isomorfismos lineales en el reticulo y ademéas conservan el abanico
son las dadas por las trasposiciones entre aristas de la misma clase y por tanto el

grupo Aut X/Aut° X =0 =
Aut X = (Gl(2) x GI(2)) /T,

y vamos a calcular el cociente. Como B = 0 entonces Ty, = m(Spec K[Z7?] que

son las matrices

im0 0 0
0o w0 0
971 0 0 mw 0
0 0 0

y que operan en M

gM = ( S ,ugj\/.?(Bg) )

= el cociente es
(GZ(Q) X Gl(?)) /TA1 = GPQ X GP2

producto de grupos lineales proyectivos cuyo radical es trivial como ya era sabido

porque las raices parejables generan todo M.
El automorfismo en X que define [M] € GP, x GP; es:

TM(yl) = a1y1 + asys TM(yz) = QoY2 + A4Ys

v (ys) = bsys + biy 7o (Ys) = bays + boyo

o () = (Y1) _ oy +asys _ iyt & + asysy; !
M ™(ys)  bsys + b 5 by + biyrys '
luego
a T + as
) = 5,
y de igual modo,
a9y + ay
(y) = 75—

- bgy + b4
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Ejemplo 4 : Variedad torica con grupo de automorfismos resoluble y B # 0
dim M = 2, base {ey, ea} v {wq, wy} base dual A es:
V3 = W1} Vg = —w1 + 2wWo; v = —2w1 — 3w

El abanico

A = {01 = (v1, v2)4; 02 = (va, V3)4; 03 = (V3, V1)4}

Los abiertos afines tienen por anillos, para © = x°, y = 1
of = ka7l a7y ey ey 0y = Ky, y, 2y
o5 = klyy e,y 0]
» Las derivaciones y raices:
D(vy) =0, D(v2) =0= S(v1) = S(v2) =0
D(v3) = (7 D,,) = S(v3) = S*(v3) ={—e1}
No hay raices semisimples (parejables) y por tanto el grupo es resoluble.

= Divisores y descomposicion fundamental: El semigrupo de los divisores de
Weil efectivos es E f(X) = (Hy, Hy), con las relaciones:

Hs = Hy+2H, + D(z®) = m3 = —e; v(mg) = (2,1,—1)
B ={v3=0} = (es)z luego M = B&® C con C = (m3)z y S*(v3) = {r} = ms}

» Anillos de Cox: En este caso s = 2 k = 1 y la matriz N tiene columna N! =

v'(mg) = (2,1) = las variables son:

((1,0),0,0).

gy = (D00,

y Ys = l,(Nl,—m:;)

nh=x

y por tanto
Ac = K[y = $(1,0,0,0)7 Yo = x(0,1,0,0)7 Yz = x(2,1,1,0)]

de grados respectivamente, siendo v'(es) = (-3, 2),

(1,0) mod Z(—3,2) (0,1) mod Z(—3, 2) (2,1) mod Z(—3, 2)
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Como debe ser, grad(ys) = grad(ys.«*?) = grad(z2.z,). El anillo de Cox gene-
ralizado se obtiene de A’ = A¢[B] dado por el Corolario 5.5 de modo que para

3,—2,0,1)

B = ey € B el isomorfismo viene dado por 2 = V08 = gl y por tanto

A=Ky = x(l,0,0,0)’ Yo = x(O,l,0,0)’ ys = 33(2’1’1’0), Yy = x(3,72,0,1)’ ys = x*(3’*2’0’1)]

de grados respectivamente (1,0), (0,1), (2,—1), y £(3,—=2).
Los generadores de las derivaciones: Teniendo en cuenta las relaciones

K(M) — K(Ac) - K(A ~ Ag[XP))
™~ (V(mg),me) =Y~ (0,m) = YU X™e

Los generadores en K (M) son
v D,
Los generadores en Ag son
Yiyays D,
Los generadores en A’ son
Y1y2y5 Doy
y las relaciones entre las variables en X y en A¢ es ¢ = 4, %y, 'ys v también y = y; ?’y%

y con A’ es y = y; *y2y,4 aunque en 44 todo automorfismo de A como automorfismo

de A’ es la identidad, como prueba la teoria.

= Orden y matrices R* y D: De los valores de v en las raices no parejables asociadas
a v3 se tienen que [vs] < [v1] v [v3] < [va] de modo que la longitud méxima es
l(v;) =1 = q— 1y por tanto la parte unipotente serd el producto semidirecto
de un grupo aditivo en el que opera la parte reductiva que consiste en el toro
T(3) = K*3.

Las matrices son

donde Mj = {r3}.
D = (1)

donde u} = Xy todo D € (Der",e) = R, serd

D = "t D,,



9 EJEMPLOS 187

= Conjuntos X; y R; para el radical del grupo: Los conjuntos son

Xo = {vs} Xy = {v1,v2} Xy=2 =10

Ry=0 Ry = S*(v3) R, =R,
= R =R/Ry=D(v3) y =
R, = (Der",e) = (D(v3),8) = (A", +)
por tanto es abeliano. El radical del grupo es

R(Aut,Ac) = (A, +) x T(3)

= El grupo de automorfismos de la variedad torica: En este caso la parte

reductiva es el toro T'(4) y por tanto Aut® X es el grupo resoluble
Aut® X = (A", +) % (T(3))/Ta, = R(Aut® X)

y el cociente Aut X/Aut® X es nulo porque las permutaciones generados por la tras-
posicién (1,3) que es la dnica que conserva el abanico no es isomorfismo lineal.
Vamos aver que la operacién en Aut,Ac consiste en el producto de matrices. Sea

D=Xe"{D,, =\ yT= Tl pe,hs) B2l que

Y1 H1Y1
Tl Y2 = H2Y2
Y3 A3Y3
=
Y1 H1Y1
Yo HaY2
l4+np)or =
( p) Y3 , )\3?/32+ )\.)\3(2y1)2y2
(?Jl) Yo (Ml) -,M2(y1) Y2

y la matriz asociada a (14 np) o7 en la base {y1, y2, ys, (y1)2y2} es

w00 0
_ | 0 p2 0 0
(Itnp)or=| o g 0

0 0 AXs (Ml)z-NZ
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y de igual modo el automorfismo (1 + np/) o 7’ tiene matriz

w0 0 0
| 0 py O 0
<1+nD/>OT = O 0 )\é 0

00 N (1) b
y la composicion es
(1+TLD)O7' o (1+TLD/)O7'/: (1+nD)O(To(l—l—nD/)oT*l)oToT/
donde como se ha probado, 7o (1 +np/) o7 ! =1+ n,p siendo

D" = N (1, pio, Ag)”(r?)x’?Dvg = X.(ul)?ug.()\g)’lxr?Dvg

(L+np)o(l+n,p)=1+npep =1+npip =1+ n(Aﬂ/.(m)?.uz.(As)‘l)xT‘;’Dvs

de modo que la operacién buscada queda:

(L+np)oro(l+np)or =(1+ n(A+A/.(u1)Q.MQ.(AS)—I)Q;T?DUS) © Tl iy pamiy A3 Xy)

cuya matriz es

papy 0 0 0
0 pops 0 0
0 0 AN, 0
0 0 (A N(ua)p2- (M) ) ANy ()2 pdt

que efectivamente es el producto de las matrices respectivas.
Para calcular (T'(3)/T4,), como B = ey = T4, C Spec K[Z*7?] es el subgrupo dado

por g = (1, p12) tales que g¥'(¢2) = 1 luego o = p1+/fi1 y por tanto T4, son en T(3) los
elementos del tipo

9= (u, 11, (u,ux/ﬁ)”'(m”) = (1, /10, 1%/ 12)

que opera en 7'(3) de modo que la clase de (a, b, c) es

[(a,b,0)] =[(1,p,q)] = [(Lup,uq)]  u € pa(K)



9 EJEMPLOS 189

Aut X = (A", +) % (T(2)/pa2(K))

con las operaciones que se han descrito antes y 7(2)/us(K) ~ T (M) que es su toro ma-
ximal. Veamos por tltimo la operacion de los automorfismo de la parte reductiva y de la

parte unipotente en K (M) :

Automorfismos de la parte reductiva: Sea entonces [u] = [(1,p,q)] € T'(2)/u2(K)
Y (Y1) = Y1, Tu(y2) = py2, 7u(ys) = yys =

T.(x) = 93
! YiDys
luego
qx
Tu(r) = —
g p
y por otro lado,
2,2
Py
Tu(@/) = _32
luego
u(y) = Py

Automorfismos de la parte unipotente: Como 74 _, es subgrupo de la parte
reductiva de Auty,Ac, la parte unipotente de Aut X y Aut,Ac coinciden.
Sea pues 7 =1+ np con

D= ax_leg = aynyyngv3

)=y  TR) =y  T(ys) =ys +ayiye

Siempre la parte unipotente es la identidad en z”.
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Ejemplo 5 : El cono. Afirmacién de Oda ([18], (i) p. 140)
dim M = 2, base {ej, es} v {wq, wy} base dual. A; es:

U] = 2w + We; U3 = Wa; Vg = —W1 — Wo

El abanico

A = {0y = (v1, v3)4; 03 = (va, V3)4; 03 = (V1, V2) 1}

» Los abiertos afines tienen por anillos, para x = 2, y =
o) = k[z,y,a7'y’]; 0 = kly w27 0f = klay T oy~

» Las derivaciones y raices:

D(vy) = (@7%2D,,) = S(v1) = {—e1 +ea}
D(vs) = (" Dy,) = S(vs) = {e1 — ea}
D(vy) = <{x_el+262Dv2; 22Dy 24D, 1) = S(vg) = {—e1 + 2e3, €, €1}

con los valores v(—e; 4+ e3) = (—1,0,1), v(e; — e3) = (1,0, —1), v(—ey + 2e3) =
(0,—1,2), v(e2) = (1,—1,1) y v(e1) = (2,—1,0) de modo que son parejables las

raices:
S(v1) = {anz = —e1 + e}y S(vs) = {az1 = e — e} = [Hy] = [Hj]
Son no parejables las raices de los conjuntos ordenados:
S(vg) = S*(v2) = {r] = —e1 + 2e9; 15 = €95 75 = €1}
y los valores son v(r?) = (0,—1,2), v(r3) = (1,—1,1) y v(r?) = (2,—1,0)

» Divisores y descomposicién fundamental: Como [Hs| = [Hy] y Hy = 2H; +

D(z~°") el semigrupo de los divisores de Weil efectivos es Ef(X) = (Hy), y ademas:
m2:€1:7”§ m3 = €1 — €2 = 31

luego B=0y M =0& C con C = (may, ms)z.
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» Anillos de Cox: En este caso s = 1 k = 2 y la matriz N tiene columnas v'(mgy) =

(2) y v'(m3) = (1) = las variables son:

(1),0 (2),—ma=—e1.

y3 — :La(]-)v_m3:_el+62
Y

,0. _
n=x Y2 =

y por tanto como B = 0 se tiene
A= Ag = Klyy = 2100, yy = 2710 gy = g(Lm1HD)]

de grados respectivamente (1), (2), (1).
Las derivaciones en las coordenadas de K(M) y de K(Y = y;,...,y,) : En
K[M] estan generadas por

2~'yD,,

271y’ Dyy; yDyy; 2D,

vy D,
que en A son respectivamente

Y1 ys D,

Ys Y3 Dusi 195 Y3 Dus; Y15 ' Doy
193 ' D,

lo que da las relaciones z = vy, ', ¥ = 1195 “y3 que definen el morfismo inyectivo
K(M) < Ek(y1,...,y-) y que utilizaremos en el dltimo punto para ver como un

automorfismo graduado en A¢ se traduce en uno en X.

= Orden y matrices R* y D: De los valores de v en las raices no parejables asociadas
a vy se tienen que [vy] < [v3] de modo que la longitud méxima es {(vy) = 1y por tanto
la parte unipotente R, es un grupo aditivo en el que opera el toro T(3) = K*3.
Como hau dos clases de equivalencia = h = 2 de manera que R = R, x T'(2) es el

radical del grupo y veremos que no es abeliano. Las matrices son

. [ M} D
RZ(%@)

donde My = {r?, ri} y M3 = {r3 = my}

1
—( M2 0)
D=
(/&%0
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donde uj = (a1,a2) € K* y p3 =b € K y todo D € (Der",e) = R, seré

D = 12"t Dy, + asx" Dy, + ba"3 D, = (a1, as, b)

» Conjuntos X; y R; para el radical del grupo: Los conjuntos son

Xo = {v2} X1 = {v1, v3} Xg—o = 0

RO =0 Rl = S*(UQ) RQ = R1

= R, = (Der*, o) = (A3, +) y el radical del grupo es

R(Aut,Ac) = (A, +) x T(3)

» Célculo de Ap(;): En este caso D = D(j = 1) y si como antes si D = (u3; p3) =

Apq) es la columna
aq

>\D(1) = az
b

» M y A\): La parte reductiva del grupo es G(A) x G(B) con G(A) = GI(1) deter-
minado por vy y G(B) = GI(2) determinado por [v1] = [v3] siendo pues la matriz M
que define un automorfismo de la parte reductiva:

M= ( M(OAI) M(OBl) )

con M(A;) = (u(1)} = p) matriz de orden 1, M(B;) la matriz de orden 2

q t

M) == (17 )
de modo que los A(i) son
A =@a) M2 =)  AB)=(t2)

» Célculo de M y E: Con los datos anteriores calculamos los coeficientes m(j = 1)k
de la matriz M = M(j = 1) de orden d;—; = 3. Para ello, las rafces no parejables

son el conjunto ordenado

§*(va) = {ri, 13, 13}
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La primera columna m(j = l)é se obtiene fijando la primera rafz r?, donde hemos
visto que v(r?) = (0, —1,2) y hay que calcular | ¢() |= v(r?) = (0,—1,2) donde ¢()
es ¢(1) y ¢(3) tales que

le(1)|= 0 a(l) = (0,a3)
| c(3) |= 2 a(3) = (0,as)
=
(0,2)
¢(1) = (0,0) c(3)=<¢ (1,1)
(2,0)

Se tiene que cumplir la condicién
r? =71 +c(1)a(l) + ¢(3)a(3)

luego la tinica solucién es ¢(3) = (2,0) =

(A(3)®

42 .0 _ 42
0(3)! =tz =1

_]_ .
my = 2L.
La condicion ahora es

= ¢(3)=(1,1) =

-1 .
m3.

La condicion ahora es

= ¢(3) =(0,2) =
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2 .
ml.

En este caso r = r2 y como v(r) = (1,—1,1) se debe cumplir:

[c(1) [= 1 a(l) = (0,a3)
[ c(3) [= 1 a@3) = (0,as)
- (1,0) (1,0)
W=1f  ®={
y tales que

m§ :
La condicion ahora es
rs =13+ c(1)a(l) + ¢(3)a(3)

= hay dos posibilidades, una ¢(1) = (1,0), ¢(3) = (1,0) y la otra ¢(1) = (0,1),
c(3)=(0,1) =
ma = 1AL B NB)E0 L (1)OYNB) OV =2t 4 y.2

—2
m3 .
La condicion ahora es

r3 =15+ c(1)a(l) + c¢(3)a(3)

= ¢(1) = (1,0), ¢(3) = (0,1) =

En este caso r = r2 y como v(r) = (2,—1,0) se debe cumplir:

2
= 0
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0
¢(3)=(0,0) (1) = (;,

y tales que

r? =13+ c(1)a(l) + ¢(3)a(3)
= ¢(1) = (0,2) y ¢(3) = (0,0) = m? = ¢* lo cual ya se sabia por ser [v;] = [vs] lo
que implica que ™? se obtiene de m' sin més calculos que intercambiar las columnas

en M(Bj;) de modo que cambiamos p por z y ¢ por t =

ms = 2¢.p

=9 2
ms =p

y la matriz buscada es

t2 qt q2

M= | 2tz pt+qz 2pq
2 pz P
Por tanto, si D = (ay, as,b) con 1 +np € R, el correspondiente automorfismo de la
parte unipotente y 7, es el automorfismo de la parte reductiva de matriz la matriz
M antes definida, en la que M(A;) = (m), entonces E € (Der“ o) = R, tal que
l+ng=myol+npory, es
ai
E=M.| ay |.(u7h
b
que muestra cémo opera la parte reductiva en la unipotente. EL toro T'(r = 3) es
subgrupo de la parte reductiva representado por las matrices M3 en lasque g =2z =0

es decir T'(r) son las matrices del tipo

Ms =

~— oo
o O
~+ O O

donde el automorfismo asociado es Ty (y1) = py1, Ta(y2) = pye, Ta(ys) = tys, = la

matriz asociada M es

2 0 0
M, = 0 pt O
0 0 p?
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t2 0 0 aq
E=(0 (pt) 0 |.| a2 | .(uh
0 0 p? b
es decir
ap.ptt?
E=| ayput.(pt)
b.u=t.p?

con lo que se tiene la operacion del toro en el radical unipotente y de lo que se

deduce, como en el Ejemplo 1, que el radical no es un subgrupo abeliano.

El grupo de automorfismos de la variedad torica:

Del abanico se deduce que la tnica permutacion en las aristas A; asociada a un
automorfismo Z—lineal que conserva el abanico es la trasposicién entre v, y v3 que
justo son tales que [v1] = [v3] de modo que de la seccién anterior se deduce que

Aut X coincide con su componente conexa en el origen y por tanto
Aut X = (A%, +) x (GI(1) x GI(2)) /Ta,

con la operacion vista en el apartado anterior que no se ve afectada por el cociente
porque Ty, opera en R, por la identidad.

Para calcular el cociente, como B = 0 entonces T, = m(Spec K[Z*7']) que en el
toro T'(3) es

(st " ) = (s i}, )
que como matriz en GI(A) x GI(B) es
pi 00
g=1 0 wm O
0 0 m

En relacién con la operacion del toro en R, que acabamos de ver en el apartado an-
terior, seria t = p = p; y u = p? de modo que la derivacién asociada al automorfismo

de R, resultante de la operaciéon de 1)y, en R, es

al.p2.p*2 ai
E=| ap’ptlp?t | =] a
b.p?.p2 b
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lo que muestra que en efecto T4, opera en R, por la identidad.
Ty, opera en GI(1) x GI(2) : Sean

)\2
0
0

( Npo 0 ([ p z

g.M—( 0 )\B) CODB_(qt)

luego tomando A = /u~! se tiene la sucesion exacta de grupos, siendo ps(K) el

w 0 0 0 0
M= 0 p z g= A0
0 g t 0 A

subgrupo de las raices 2—ésimas de la unidad,

0 — T4, — GI1)xGl2) — GU2)/ux(K) — 0
[/ B

M -~ \/IB
I

Aut X = (A, +) x GI(2)/p2(K)

luego se ha probado

con las operaciones que se han descrito antes. Su radical tiene toro maximal T'({e;)7)
porque C' = (e, e;—es)z v €1 —eq es laraiz parejable. Veamos por dltimo la operacién
de los automorfismo de la parte reductiva y de la parte unipotente en K (M) :

Automorfismos de la parte reductiva: Sea pues M la matriz de clase

1 00
M= 0 a ¢

0 b d
entonces si 7 = 7] se tiene

B U B L) G bysy, *)?

7(y2) Y2 Y2

luego
(ax + by)?

X

7(z) =

y por otro lado,

7(Y2) Y2
que operando y sacando factor comin da

T(y) = T(y1ys)  (ayr + bys)(cyr + dys)

Y 'y1ys.(acyiyst + bdyy M ys + (ad + be))
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luego
acx?® + bdy2 + (ad + be)xy

X

T(y) =

Automorfismos de la parte unipotente: Como 7T, es subgrupo de la parte

n—1

reductiva de Auty,Ac, la parte unipotente de Aut X y Aut,Ac coinciden.

Seapues 7 =1+np con D = ale%sz —i—a2xr§DU2 +b:z:7"§Dv2 yseaT=7p=14+np

=
) =un  T(y3) = ys
7(y2) = Y2 + ary3 + ayrys + byt
= 2
_ 2 —1 1
T =T ) = e T eyt + )
luego

1.2

x + ary? + asxy + ba?

7(x) =

por otro lado
Y1Ys3

Yo (1 + arv3ys ' + asyrysys - + bydys ')

T(y) =

ry
x + a1y? + asxy + bx?

T(y) =

y se observa que 7(x.y ') = z.y!

Afirmacién de Oda Veremos que, como afirma T. Oda en [18], (i) p. 140 y D. Cox
en [2], Prop. 4.5, los automorfismos de la parte reductiva pueden estar generados por el
toro y los grupos uniparamétricos de las raices parejables pero no es en general cierto
que sea el producto de ellos. En efecto veamos en este caso qué matrices (clases) [M]
pueden obtenerse con tales productos.

Sea pr € T'(3), p = (1, p2, p13) y el automorfismo asociado 7,(y;) = v; y los automorfismos

de los grupos uniparamétricos asociados a las raices parejables a3 = —mg y az; = ms :
T = 1+ npze1sp,, =1+ Ngze31 D,

tales que 71(y1) = y1 + pys y 73(y3) = ys + qu1 y ambas respectivamente la identidad en
el resto. Sea entonces el automorfismo de la parte reductiva 7 = 7, o 7 o 73 y aplicando a

las variables da:

T(y1) = vy + psys 7(ys) = pagyn + ps(1 4 pq)ys
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de modo que las matrices (clases) obtenidas son del tipo:

p2 0 0
[M] = 0 H1q
0 psp ps(l+pg)

y nunca saldrian las matrices del tipo:

ot OO
QL O O

1
M =1 0
0

199
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Ejemplo 6 : Dimension 3 y no simplicial y B # 0
dim M = 3, base {ej, e, e3} v {wy, wa, w3} base dual y Ay es:

v = —wi+ 2wy + ws
Vg = 2w1 + wy + ws
V3 = W] — Wy + ws
V4 = —Wip — Wy + W3
Vs — —Ws3
El abanico A es
g1 = <U1,U2,03,U4>+ 09 = <U1,U2,U5>+
03 — <'U2,U3,U5>+ 04 — <1)3,’U4,’U5>+ 05 — <U1,U4,U5>+

= Los abiertos afines tienen por anillos, para z = z°, y = 2, z =
% -1, -35 -2 3 ~1.2
03 3]{:[271‘ Yy 2T Yz, Yz, rz,y Z]

oy = klz~ 'y 2Py, 20y, 27

oy = kloy 2 oy, 2%y 23 27t 0

1

o = klz "ty oy 2 ey

oY = klz Py ey, 2 e 2

200

= Las derivaciones y raices: Planteamos los correspondientes sistemas de inecua-

ciones diofanticas y obtenemos D(v;) =0V i € {1,2,3,4} y veamos D(vs). Hay que

resolver

—a+20+1 > 0

2a+b+1 > 0

a—b+1 > 0

—a—b+1 > 0
conc=1ysetraduceenb<1yb—1<a< —b+1lo que da como soluciones

(0,1,1) = ey +e3, (0,0,1) =e3, (1,0,1) = e; + e3 con los valores

( ?2624-63) = (3,2,0,0,—1)
(Tg =e; + 63) = (O, 3, 2, 0, —1)
v(ry =ms=e3) = (1,1,1,1,-1)

= S(vs) = S*(vs) = {r?, 3, ms} son las tnicas raices. No hay raices semisimples

(parejables) y por tanto el grupo es resoluble.
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= Divisores y descomposicion fundamental: El semigrupo de los divisores de
Weil efectivos es Ef(X) = (Hy, Ha, Hs, Hy)4 con las relaciones:

Hs =Hy+ Hy+ Hs+ Hy+ D(z™%) = ms =e3 v(ms) = (1,1,1,1; 1)
B ={vs =0} = (€1, €9)z luego M = B® C con C = (my = e3)z

» Anillos de Cox: En este caso s = 4 k = 1 y la matriz N tiene columna N =

v'(ms) = (1,1,1,1) = las variables son: y; = (10000 4 = 2((0.1,0.000), g, —

I((0707170)90) ((0707071)90) (171’1:1)70»0:71

T Ys =T T UYs =X y por tanto

AC = K[yh Y2, Y3, Ya, y5]

de grados respectivamente (1,0,0,0); (0,1,0,0); (0,0,1,0); (0,0,0,1); (1,1,1,1)
moédulo
(=1,2,1,-1),(2,1, -1, 1))z

siendo V(1 =e1) = (=1,2,1,-1) y V(B2 = e3) = (2,1, —1,—1)

El anillo de Cox generalizado se obtiene de A" = A¢[B] dado por el Corolario 5.5

de modo que para 3 € B el isomorfismo viene dado por z° = 2=V #)F y por tanto

A, = K[yh Y2,Y3,Y4,Ys, Ye, y6_17 Y7, ?/7_1]
donde Yg — x(_vl(el)vel) — m((—l,Q,l,—l),l,0,0) y donde Y7 = x(_v/(32)7€2) — x((2717_17_1)’071)0)
Los generadores de las derivaciones: Teniendo en cuenta las relaciones

K(M) — K(Ae) — K(A ~ Ac[XP))
x ~ (V(mp),me) =Y s yvm) xms

m
Los generadores en K (M) son

yzDy; 2D, 2D,
Los generadores en A son

Yy3Ys " Duss Y5y3s " Duss y12ysyays Do
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Los generadores en A’ son los mismos que en Ag. Las relaciones entre las variables
de X y Ac son

T =y YaYsys s Y = YiYeys Ur s 2 = YiYelsyays
y con las de A’ son
T =y YRysys e, Y = Yiyeys ur e, 2 = YiYeysyays

» Orden y matrices R* y D: Como v5 < v;la longitud méxima es [(v;)) =1 =¢q—1
y por tanto la parte unipotente sera el producto semidirecto de un grupo aditivo
en el que opera la parte reductiva que consiste en el toro T'(5).

Ahora s =4 y k =1 y las matrices son
R* = (M)

donde My = {r?, 75, ms}.
D= (1)
donde pd = (a,b,¢) € K3 y todo D € (Der",e) = R, serd

D = az"? D, + bz'3 D,. + cx™ D,,

» Conjuntos X; y R; para el radical del grupo: Los conjuntos son

XO = {U5} Xl = {Ub V2, V3, /04} Xq:2 = @

Ry=0 Ry = 5*(v5) Ry =R,
= Ry = Ri/Ry=D(v5) y =
R, = (Der",e) = (D(vs),8) = (A®, +)
por tanto es abeliano. Como hay h = 5 clases de equivalencia el radical del grupo es
R(Aut,Ac) = (A®, +) x T(5)

con la operacion del toro en R, dada por A = (A1, A2, A3, \s, A5) vy D = (a,b,¢) € R,
= A.D = (X0 \003) | \v(ms)y,
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= El grupo de automorfismos de la variedad torica: En este caso la parte

reductiva es el toro T'(5) y por tanto Aut® X es el grupo resoluble
Aut® X = (A%, +) % ((T'(5)) /Ta,)

y el cociente Aut X/Aut® X es nulo.
Para calcular (T'(5)/T4,) , como B = {ey,ea} = T4, C Spec K[Z°="] es el subgrupo
dado por g = (z,y, z,t) tales que

J]Q

NG

y como m(Spec K[Z*=*]) en T(5) es (x,y, z,t;x.y.2.t) = T4, son en T(5) los ele-

gv/(el) =1, gvl(ez) —1 = »=

;=YY

mentos del tipo

)\2
g= (A7M7;2§;,M A#4A3M2)

que opera en T'(5) de modo que la clase de (a,b, ¢, d;p) es

uv abc d p
a2 uJabh aPb?

[(a, b, ¢, d;p)] = [(1,1, )]

Aut X = (A®, +) x (((Gm x Gm) [pa(K)) x Gm)

donde Gm denota el grupo multiplicativo y u € pus(K) son las raices cuadradas
de la unidad. En este caso como no hay raices parejables el toro maximal de su
radical es el toro inicial T'(M) que por el isomorfismo de Aut X con Aut,Ac /T4, da
((Gm x Gm) [u2(K)) x Gm

Veamos por 1ltimo la operacion de los automorfismo de la parte reductiva y de la

parte unipotente en K (M) :

Automorfismos de la parte reductiva: Sea entonces [u] = [(u1, o, f3, fa, 1t5)]

con 7,(y;) = p;y; = como

=y eysyn s U = Uiyeys a2 = Yiyaysyays |

se tiene )
Ha 3
H1fha

Tu(z) = x
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2
Hik2
T.(y) =
o) 3t
Mo fh3 g
Tu(2) = ————=
M5

luego como [u] = [(1,1,[a,b],¢)] en ((Gm x Gm) /us(K)) x Gm =

1 ab

a
(@) = v ) =y Tule) = 2

Automorfismos de la parte unipotente: Como 7,4, , es subgrupo de la parte
reductiva de Auty,Ac, la parte unipotente de Aut X y Aut,Ac coinciden.

Sea pues 7 =1+ np con
D = az"? D, + b3 D, + cx™ D,,

= sabemos que 7(x) = x y también 7(y) = y porque z = z°, y = y** y R, siempre
es la identidad sobre K[B] C K[M]. Sobre z es

T(Z) Y1Y2Ysya
ys-(1 4+ aytydys ' + bysylys ' + cyryoysyays )

z
14 ayz+brz+cz

7(2)
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Ejemplo 7 : Variedad térica en dimensién 3 con grupo de automorfismos
reductivo

dim M = 3, base {ey, €2, e3} vy {w1, wy, w3} base dual. Ay es:
v1 = —2w1 + we; Vo = 3wy + W3} U3 = —Wsg; Vg = —W3
El abanico
A= {01 = <U1, V2, U4>+; 02 = (Ul, U3, U4>+; 03 = (112, U3, U4>+; 04 = <U1, V2, U3>+}

» Los abiertos afines: Si z = 2, y = 2%, z = 2 para calcular oy hay encontrar

los (4% que cumplan el sistema de inecuaciones diofanticas

c < 0
—2a+b > 0
3a+c > 0

que se traduce en 2a < b, | ¢ |< 3a con y > 0 de modo que las soluciones son
(0,1,0), (1,2,0), (1,2,-1), (1,2,-2), (1,2, —3) y el resto dependen N—linealmente

de estas. De igual modo se calculan los otros tres abiertos afines resultando:

o) = kly, z,v?, vyt ay?e 2 2yt
oY = Kzl 2 ey ey
oy = klv,y oy vz
o) = klz, 28 a7y 228 oy

= Las derivaciones y raices: Las raices son

S(v1) ={a1z = —ea}; S(v2) = {as = —e3z}; S(v3) = {ea}; S(va) = {e3}

y las derivaciones asociadas a ellas. Las raices son todas parejables, (semisimples) y

por tanto el grupo de automorfismos es reductivo.

» Divisores y descomposicion fundamental: El semigrupo de los divisores de Weil
efectivos es Ff(X) = (Hy, Hy), con [Hs] = [Hy| y [Ha| = [H,] y las relaciones:

H3:H1+D($_62) H4:H2+D(.’L'_e3)
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luego
ms = €g; My = €3 v(msz) = (1,0, —1,0); v(my) = (0,1,0,—1)

B ={v3=0}N{vy =0} = (e1)z luego M = B® C con C = (ms, my)z.

Anillos de Cox: En este caso s = 2 k = 2 y la matriz N tiene columnas N! =
v'(m3) = (1,0) y N? = v/(my) = (0,1) = las variables son:

((1,0),0,0) (0,1),0,0).

y Ys = .T(Nl’ims)'

2 _
gy = a T

Yy = D1y = a

y por tanto como B = (e1)z se tiene
AC — K[yl — :L-(LOvaO»O)’ y2 — :L.(O,I,O,O,O), y3 — 1-(170’0:7170), y4 — x(o’LOvO:*l)]

de grados respectivamente (1,0), (0,1), (1,0), (0,1). y

(—v'(e1),e1) (—v’(el),el)]

A/:K[ylu Y2, Y3, Ya, Ys = T 3 3/6:177

Las derivaciones en las coordenadas de K(M) y de K(Y = yi,...,y,) :

Teniendo en cuenta que

~1,0,1,0
0,-1,0,1
1,0,—1,0
0,1,0,—1

I~

—~

Q

[\}

~

Il

|

g

w
— ~— ~— ~~—

|
~—~ o~ —~
~— N ~—

las derivaciones estan generadas por:
~1 _ -1 o1 _ -1
Y Dy =y y3Duy; 27 Dy, = Yy yaDy,

yDUS = yly.??lDUS; ZDU4 = yzylle

lo que da las relaciones y = y1y5°, 2 = yoy;~ = = y; 2¥3 que definen el morfismo
inyectivo K(M) < k(yi1,...,y,) y que utilizaremos en el tltimo punto para ver

como un automorfismo graduado en A¢ se traduce en uno en X.
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= Orden y matrices R* y D: Son nulas porque no hay raices no parejables y por

tanto el subgrupo unipotente es nulo. La longitud es cero y ¢ = 1.

» M y A(i): La parte reductiva del grupo es G(A) x G(B) con G(A) =0y G(B) =
GIl(2) x G1(2) determinados respectivamente por [v1] = [vs] y por [vs] = [v4] siendo

pues la matriz M que define un automorfismo de la parte reductiva:

con M(B;)y M(B,) las matrices de orden 2
. aq b1 _ a2 b2
M(Bl)<a3 bg) M(Bz)(cu b4>
de modo que los A(i) son
A1) = (a1, a3)  AB) = (bs, b1)  A(2) = (az, as)  A(4) = (bs, b2)

= Conjuntos X; y R; para el radical del grupo: Son nulos y el radical se reduce

al toro T'(h = 2) donde 2 es el n'umero de clases en A;.

= El grupo de automorfismos de la variedad toérica: Las tinicas permutaciones
en A; que son isomorfismos lineales en el reticulo y ademéas conservan el abanico
son las dadas por las trasposiciones entre aristas de la misma clase y por tanto el
grupo Aut X/Aut® X =0 =

Aut X = (GL(2) x GI(2)) /T4,

y vamos a calcular el cociente. Como B estd generado por e;, entonces Ty, C

m(Spec K[Z*=?]) que son las matrices

p 0 0 0
o om0 o0
I=1 0 0 w 0
0 0 0

y que operan en M

gM = ( S ,ugj\/.?(Bg) )
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tales que (pu1, p2)? ) = 1y como v'(e)) = (—2,4) = 1 = pay/fiz = la operacién
de Ty, en M es

gM — ( M\/ﬁ]g(Bl) MM(()BQ) )

= el cociente es
(GU(2) x GI(2)) /Ta, = (GI(2)/1a(K) x GPy

producto de grupo lineal por grupo lineal proyectivo. El toro maximal 7' = T (M) de
Aut X por el isomorfismo con AutyAc /T4, da T(2)/pa(K) x T'(1) y el toro maximal
del radical R(Aut X) es T(B) = T'({e1)z) porque M = B& C'y las raices parejables

generan todo C.

El automorfismo en X que define [M] € GPy x GP; es:
(Y1) = a1yr + asys Ta(Y2) = a2y2 + aaya

T (y3) = bsys + biy Tar (Ya) = baya + boyo

=
ron(y) = v (Y1) _ My +azys ylyg—l'al + a3ysy£1
Ta(ys)  bsys + by bs + biyays
luego
a1xr + as
T (y) = m
y de igual modo,
) = LD

y por ultimo,

m(y2)®  (agys + agys)? o (ag + agyayy )3

—_— 3 T
- ) = — = y y . —_
) () ma(y)?  (ayn +aszys)? 7 (an + asysy; )2

luego

B zy? (azz + aq)?
o) (@) = 23 (a1 + a3)?
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Ejemplo 8 : Variedad térica con auomorfismo que no esta en la conponente

conexa
dim M = 2, base {e1, €2} v {wy, we} base dual. A; es:

VU3 = W1, Ug = Wo; V1 = —2W1 — 3Ws; Vg = —3W1 — 2Ws
El abanico
A= {01 = (vs, U4>; 09 = (U1, v3); 03 = (2, V4); 04 = (v1, U2>}
= Los abiertos afines tienen por anillos, para x = 2, y = 2
of = klz,yl; 03 = K[y, 2%y ay ]
oy = klo™ e yaT s of = klya T 2Ty oy 2y Ty
» Las derivaciones y raices:
D(v1) =0, D(v3) =0 = S(v1) = S(v9) =0
D(v3) = (x7D,,) = S(v3) = S*(v3) = {r] = m3 = —e1}

D(vy) = (x7°D,,) = S(vy) = S*(vy) = {r{ = my = —e}

Las raices son todas no parejables, no hay raices semisimples (parejables) y por

tanto el grupo es resoluble.

= Divisores y descomposicion fundamental: El semigrupo de los divisores de
Weil efectivos es Ef(X) = (Hy, Hy); con las relaciones:

H3 = 2H1 + 3H2 + D([L’el> = M3 = —€1 v(mg) = (2,3, —1,0)

H4 = 3H1 —+ 2H2 + D(er) = My = —€9 'U(m4) = (3,2,0, —1)

B={v3=0}N{vy =0} =01luego M = 0@ C con C = (mg3, my)z y S*(v3) =
{ri =ms}y 5*(va) = {r} = ma}.

» Anillos de Cox: En este caso s = 2 k = 2 y la matriz N tiene columnas N!' =

v'(m3) = (2,3) y N? =v'(my) = (3,2) = las variables son:

((1,0),0,0).

yy = 2(0D00),

P Y3 = g(N=ma),

P Ya = g (N =ma)

nh=x



9 EJEMPLOS 210

y por tanto como B = 0 se tiene
A'=Ap =Ky = g(1000) 0 O100) o 2310) x(3,2,0,1)]
de grados respectivamente (1,0), (0,1), (2,3), (3,2).

Las derivaciones en las coordenadas de K(M) y de K(Y = yi,...,y,) :

Teniendo en cuenta que

v(r? = —e)) = (2,3,—-1,0)
v(ry = —e) = (3,2,0,—1)

las derivaciones estan generadas por:

& Dy, = yiysys ' Duyi Yy~ Dy, = yiy5ys Do,

lo que da las relaciones x = y; %y5 *ys, ¥ = y; “y3y4 que definen el morfismo inyectivo
K(M) < Ek(y1,...,y4) v que utilizaremos en el tltimo punto para ver como un

automorfismo graduado en A¢ se traduce en uno en X.

= Orden y matrices R* y D: De los valores de v en las raices no parejables asociadas
a v3 se tienen que vy < v; y v4 < v de modo que la longitud méxima es 1 y por
tanto el radical unipotente es un grupo aditivo en el que opera la parte reductiva

que consiste en el toro T'(4) = K**.

. 0 0
RZ(M; M??)

donde M} = {ms} y M2 = {m4}
0 0
D=
( A )

donde p3 =a € Ky pu3 =by todo D € (Der*,e) = R, serd

Las matrices son

D = az"™ D,, + bz™ D,, = (a,b)
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= Conjuntos X; y R; para el radical del grupo: Los conjuntos son

Xo = {vs, v4} X1 = {v, 02} Xy=2 =10

Ry=0 Ry = S*(v3), S™(v4)} Ry =Ry
= Ry = Ri/Ry = (D(v3), D(vs)) =
R, = (A% +)
y por tanto es abeliano. El radical del grupo es
R(Aut,Ac) = (A, +) x T(4)
y el radical de Aut X es

R(Aut X) = (A®, +) x T(4)/Ta,

= El grupo de automorfismos de la variedad tdérica: Aut® X es el grupo resoluble

conexo

Aut® X = (A%, +) x (T(4)/Ta,) = R(Aut® X)

cuya parte reductiva es el toro T = T(M) ~ T(4)/T4, y que opera en el radical
unipotente del mismo modo que lo hace T'(4) porque como sabemos T4, opera en
R, por la identidad y la operacién en este caso segun el apartado segundo del punto
tercero del lema 7.17 es:

Si A= (A1, A2, A3, M) vy 7o € T(4) es el automorfismo asociado y D = (a,b) € A? =

mo(l+np)omy-1=1+ngcon E=(a XA, bAIAN )

Para calcular (T'(4)/T4,), como B = 0 = T4, ~ Spec K[Z*7?] es el subgrupo de
T(4) de los elementos g = (A1, Az, (A1, A2)Y"3) (A1, A2)¥' (™)) = son del tipo

9= (p.a.0°¢. P’
que opera en p € T'(4) :

g1t = (pra, qua, P*q° w3, P°q° pa)
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=[] = [(1,1,4,5)] para i = papi; *ps° v J = papy *ps” =
Aut°X = (A%, +) x T'(2)
con la operacione del toro en A% que se ha descrito antes. Veamos la operacién de

los automorfismo de la parte reductiva y de la parte unipotente en K (M) :

Automorfismos de la parte reductiva: Sea entonces [u] = [(1,1,4, j)] y 7 (y1) =

Y1, T (Y2) = yo, T (Ys) = i3, Tu(Ya) = jya, =

T (%) = 71 ( 233) = 12933
YiYs Y1Y2
luego
T (x) = iz
y de similar modo,
() = Jy

Automorfismos de la parte unipotente: Como sabemos, la parte unipotente de
Aut X y Aut,Ac coinciden.

Sea pues 7 = 1+ np con D = (a,b) es decir

D = ax"™D,, + bx"™D,,

7(3/1) =Y T(yz) =Y
T(y3) = ys + ays YU = y3 + aylys

analogamente
T(ya) = ya + byiys

= en X, como z = x¢ = Y1) = yay 2y =

T(z) = 7(ysy1 ya°) = (ys + ayivs)y: “ys°

T(r)=x+a
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y de igual modo se calcula:
T(y) =y +0b

con lo que queda determinado con precisién el grupo Aut°X. En este ejemplo el
cociente Aut X/Aut°X es un grupo finito no nulo generado por el automorfismo
7(x) = y (72 = Id) que efectivamente es automorfismo porque procede del auto-
morfismo Z—lineal en M que es permutar e; con e; y que en A es la permutacién
V1 4> Uy U3 ¢ v4 que evidentemente conserva el abanico.

Creo que este ejemplo muestra como determinar en general el grupo finito, al menos

parte de él.
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Ejemplo 9 : Con raices semiparejables y simplicial no regular
dim M = 2, base {ej, es} v {wq, wy} base dual. A; es:

U1 = Wy + 2wg; vy = —Wsg; U3 = —wWq

El abanico

A= {01 = <Ul, U3>; 09 = <02, U3>; 03 = <U1> UQ)}

= Los abiertos afines tienen por anillos, para z = 2%, y = 2
o) = kly, 2"y, 272yl o) = k[T y T 0 = kla,a?yT

» Las derivaciones y raices:

Son parejables las raices:

S(v) =A{a13 = —e1}y S(v3) = {az1 = e1 = ms} = [Hi] = [Hj]
con los valores v(ey) = (—=1,0,1) y v(—e;) = (1,0, —1).
Son no parejables las raices del conjunto ordenado:

S(vy) = S*(vp) = {r] = —2e; +e9; 15 = —e1 + €2; 73 = My = €3}

y los valores son v(r?) = (0,—1,2), v(r3) = (1,—1,1) y v(r?) = (2,—1,0)

Las derivaciones en X estan generadas por la base
{27?yD,,, v 'yD,,, yD.,, v D,,, xD,,}
» Divisores y descomposicién fundamental: Como [Hs| = [Hy] y Hy = 2H; +

D(z=™2) el semigrupo de los divisores de Weil efectivos es Ef(X) = (H;), y ademés
B=0yM=0®C con C = (mg, ms)z.

» Anillos de Cox: En este caso s = 1 k = 2 y la matriz N tiene columnas v'(mgy) =

(2) y v'(m3) = (1) = las variables son:

= x(l),o,o; Yo = x(?),—mzi—el; Y3 = I(l),—mg,:—ez

y por tanto como B = 0 se tiene

A= Ac = Ky = 2100 gy = 23710 1y = 5 (1071)]
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de grados respectivamente (1), (2), (1).

Las derivaciones en las coordenadas de K(M) y de K(Y = ;,...,y,) : En
K[M] estéan generadas por

-1 -2 -1
€ DU17xDU37:U yD’Uzﬂaj yDv27yDU2
que en A son respectivamente

Y1 'ysDo, 1195 Doy Y3 93 Doy 1195 93 Duys y3y5 ' Do,

lo que da las relaciones z = y?y;'; vy = %y, que definen el morfismo inyectivo
K(M) < Ek(y1,...,y-) y que utilizaremos en el tltimo punto para ver como un

automorfismo graduado en Ac se traduce en uno en X.

= Orden y matrices R* y D: De los valores de v en las raices no parejables asociadas
a vy se tienen que [vy] < [v3] de modo que la longitud méxima es {(vy) = 1y por tanto
la parte unipotente R, es un grupo aditivo en el que opera el toro T'(3) = K**

de manera que R = R, X T'(3) es el radical del grupo Aut,Ac. Las matrices son

e [ My 0

==(3 )
donde My = {r?, ri} y M3 = {r3 = my}
1
_ (k2 O

= ( Hs 0 )

donde u} = (a,b) € K? y ut = ce€ K y todo D € (Der", e) = R, sera

D = az"iD,, + ba"3 D,, + c2™D,, = (a,b,c)

= Conjuntos X; y R; para el radical del grupo: Los conjuntos son

Xo={w} Xi={v, v} X2=0

Ro =0 R1 = S*(Ug) R2 = R1

= R, = (Der",e) = (A% +) y como hay h = 2 dos clases el radical del grupo es

R(Aut,Ac) = (A% +) x T(h = 2)
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» Célculo de Ap(;): En este caso D = D(j = 1) y si como antes si D = (u3; p3) =

Apq) es la columna

» M y A(i): La parte reductiva del grupo es G(A) x G(B) con G(A) = GI(1) deter-
minado por vy y G(B) = GI(2) determinado por [v;] = [v3] siendo pues la matriz M

que define un automorfismo de la parte reductiva:

M= ( e M(OBl) )

con M(A;) = (u(1)] = p) matriz de orden 1, M(B;) la matriz de orden 2

ms) == (25 )

q t
de modo que los A(i) son
A =@ag M=) A3 =(2)

y el automorfismo de la parte reductiva asociado a M es Ty (y1) = py1+qys; Tar(y2) =

1y2; T (ys) = tys + 2z

» Cialculo de M y E: Para ver la operacién de la parte reductiva en la unipotente,

podemos proceder como en el ejemplo 5 ya que los datos son iguales y obtendremos

la matriz:
t2 qt q2
M=\ 2tz pt+qz 2pq
2 2

z pz p
Por tanto, si D = (a,b,c) con 1 +np € R, el correspondiente automorfismo de la
parte unipotente y 7, es el automorfismo de la parte reductiva de matriz la matriz
M antes definida, entonces F € (Der" o) = R, tal que 1 + ng = 1yy-101l4+npoty

(SN

E=M .| b |.(

que muestra como opera la parte reductiva en la unipotente. En este caso y como
en el ejemplo 1, lo vamos a calcular de manera sencilla, sin utilizar las férmulas

generales de la teoria:
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Sea como antes la matriz M formada en la diagonal por M(A;), M(B;) de modo
que M(A;) = p matriz de orden 1y M(B;) = B la matriz de orden 2

(1)

™(y1) = Py +qys
TM(y2> = HY2
mv(ys) = tys+zy

y si D = (a,b,c) es decir,

D = az"t D,, + b3 D,, + cx™D,,
ycomov(r?) = (0,—1,2) yv(r3) = (1,—1,1,) yv(mg) = (2, —1,0) = 1+np(y;) = v
Vi=13y

(2,—-1,0)

L+ np(ys) = yo + ayo.y' 1 + byoyt7H) 4 ey y = yo + ay; + byrys + cyi

@TMflol—f-nDOTM(yi):yiVizl,gy

Tar-1 0 L4 np o Tar(y2) = T (pye + pays + pbyrys + peyy) =

pa(—qyr + pys)*  pb(tyr — zys).(—qyr +pys)  pe(tyr — zys)?
(detB)? (detB)? (detB)?

que desarrollando da

o pup*a — pbzp + pez? " —2uaqp + pb(tp + qz) — 2uctz 2 paq® — pbtq + pct?
2T (det B)? 19 (detB)? ! (det B)?

=

Tmu-1o1l+mnpoTy

up*a — pbzp + pez®  —2paqp + pb(tp + qz) — 2uctz  pag? — ubtq + pct?
(detB)? (detB)? T (detB)?
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El toro T'(r = 3) es subgrupo de la parte reductiva representado por las matrices

Mj en las que ¢ = z = 0 es decir T'(r) son las matrices del tipo

W 0
M;=1 0 0
0 t

o O

donde el automorfismo asociado es Tas, (Y1) = py1, Tas (Y2) = (Y2, Tas (Y3) = tys, =

la matriz asociada Ms es

0 0
My=1| 0 pt 0O
0 0 p?
=
t=2 0 0 a
E= 0 ()™t 0 A0 ] ()
0 0 p?2 c
es decir
a.p.t?
E=1 bpu.(pt)!
c.u.p”

con lo que se tiene la operacién del toro en el radical unipotente y de lo que se

deduce, como en el Ejemplo 1, que el radical no es un subgrupo abeliano.

= El grupo de automorfismos de la variedad toérica:

Del abanico se deduce que la tnica permutacion en las aristas A; que da un auto-
morfismo Z— lineal y conserva el abanico es la trasposicién entre v; y v3 que justo
son tales que [v;] = [v3] de modo que de la seccién anterior se deduce que Aut X

coincide con su componente conexa en el origen y por tanto
Aut X = (A%, +) x (GI(1) x GI(2)) /T,

con la operacion vista en el apartado anterior que no se ve afectada por el cociente
porque 7’4, opera en R, por la identidad.
Para calcular el cociente, como B = 0 entonces T4, = m(Spec K[Z*=']) que en el

toro 7'(3) es

( v’ (ma2)

,Ul;,ul 7“11] (m3))

= (,Ul;/ﬁa,ul)
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que como matriz en GI(A) x GI(B) es

pi 00
g=1 0 w O
0 0 m

En relacién con la operacion del toro en R, que acabamos de ver en el apartado an-
terior, serfa t = p = p; y i = p? de modo que la derivacién asociada al automorfismo

de R, resultante de la operaciéon de T)y, en R, es

a.p?p? a
E=| bp’pilpt | =| b
c.p?p? c

lo que muestra que en efecto T4, opera en R, por la identidad.
Ty, opera en GI(1) x GI(2) : Sean

22
M =

o OoOx
O > O
> o O

0
z g=
t

Q2" O

0
0

ARSI ([ p =
g.M-(O )\B) CODB_(qt)

luego tomando A = \/F se tiene la sucesién exacta de grupos, siendo us(K) el
subgrupo de las raices 2—ésimas de la unidad,
0 — Ta, — GI1)xGl2) — GU2)/ux(K) — 0
M - [\/%B]
luego se ha probado
Aut X = (A*) +) x G1(2)/ 12 (K)

con las operaciones que se han descrito antes. El toro maximal de Aut X es T'(M) ~
T(M)/pa(K) en Gl(2)/u2(K). Para el radical R(Aut X)), como M = (e1,e3) y e es
raiz parejable =

R(Aut X) = (A*, +) x T({e1))

Veamos por tltimo la operacion de los automorfismo de la parte reductiva y de la
parte unipotente en K (M) :

Automorfismos de la parte reductiva: Sea pues M la matriz de clase

1 00
M=10 a c
0 b d
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entonces si 7 = Ty se tiene

T(y1) _ (e +bys)®  yys(a+ by ys

mlys) et dys cyys ' +d
luego
_ (az +b)
T(z) = o d
y de igual modo 7(y) = :Ezz; =
az + by)?

Automorfismos de la parte unipotente: Como sabemos, los automorfismos de
la parte unipotente de Aut X y Aut,Ac coinciden.

Sea pues T =1+ np con D = afoDqJ2 + bJJT%sz + cx”gDy2 yseaT=7p=1+np

=
T(y1) = m T(y3) = ys
7(y2) = y2 + ays + byrys + cyi
=
7(r) = 7(y1ys ")
luego
T(z) =2
por otro lado como y = 32y, ' =
vt vt

yo +ays + byrys + eyl ya(1+ aydys ' 4+ byiysys '+ cydyy Y

ya?

%2 + ay + bxry + cyx?

T(y) =
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