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Resumen

El objetivo de esta tesis es estudiar el grupo algebraico Aut(X) de los automorfismos

de una variedad tórica (X,OX) (completa) sobre un cuerpo K algebraicamente cerrado y

de caracteŕıstica cero y que siempre está asociada a un único abanico ∆ (en general no

simplicial) de conos cuyas aristas (generadores de los conos de dimensión 1) están en un

réıculo N, por lo que escribiremos X = X(N,∆). El conjunto finito de las aristas es ∆1.

Su toro maximal es T = SpecK[M ] donde M = N∗.

Demostramos que Aut◦(X) (que es su componente conexa en la identidad) es el producto

semidirecto del radical unipotente y de un grupo reductivo. Nos referiremos a ellos como

parte unipotente y parte reductiva. Además se demuestra que el radical unipotente es

el producto semidirecto de grupos aditivos y se calcula, en términos de ∆1, la cantidad

mı́nima de grupos aditivos en cuyo producto semidirecto puede descomponer el radical

unipotente y se dan expĺıcitamente tales grupos aditivos. Se demuestra que la parte re-

ductiva es el cociente por un grupo multiplicativo del producto directo de grupos lineales

que también se calculan y dependen sólo de ∆1. Además se calcula cómo opera la parte

reductiva sobre la parte unipotente y sobre cada uno de sus subgrupos aditivos. También

calculamos las ráıces en T de cada uno de estos subgrupos y sus álgebras de Lie.

Demostramos que el cociente del grupo Aut(X) por su componente conexa es un grupo

isomorfo a cierto subgrupo del grupo finito de la permutaciones en ∆1 que no afectan al

abanico ∆, módulo aquellas que permutan ráıces parejables ó semisimples. Estos resulta-

dos se presentan en el Teorema de estructura 8.1.
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Introducción

Existe una apreciable literatura sobre las variedades tóricas como parte importante

de las variedades algebráicas. Las referencias habituales son [19], [4] y el libro de Fulton

[8]. No ocurre igual con la búsqueda de teoremas de estructura que permitan clasificar el

grupo de automorfismos de una variedad tórica y en este sentido la referencia es el trabajo

de D. Cox [2] en el que supone que X es simplicial. También indirectamente T. Oda [18]

en la búsqueda de grupos de Cremona y M. Demazure [5] en la de sistemas de Enriques

saturados y subgrupos del grupo de Cremona, bajo el supuesto de X variedad tórica no

singular, tratan este problema.

Oda ([18], p. 140) afirma que, para X no singular, Aut◦(X) está generado como grupo,

por el toro T y por los automorfismos de los grupos uniparamétricos asociados al conjunto

R(∆) de ráıces del abanico según la definición de Demazure (Definición 4, p.572 [5]); esto

significa que todo automorfismo se puede poner como composición de tales automorfis-

mos, pero en número y orden indeterminados.

Dice que además Aut◦(X) es producto semidirecto del radical unipotente por un subgru-

po reductivo. El radical unipotente, como subgrupo, no lo calcula pero dice que es como

variedad de dimensión igual al número de elementos del conjunto Ru(∆) de las ráıces no

parejables (no semisimples) del abanico y que como variedad está generada, en este caso

śı, por el producto ordenado de los grupos uniparamétricos asociados a las ráıces Ru(∆).

Afirma que el subgrupo reductivo tiene como ráıces del grupo en T a las raices parejables

del abanico, que denotamos Rs(∆). Estas afirmaciones son ciertas y no sólo como varie-

dades sino también como grupos algebraicos y se cumplen para cualquier variedad tórica

completa X no necesariamente no singular ni simplicial, como se demuestra en esta tesis.

T. Oda se refiere a este enunciado como ”Teorema de estructura de Demazure” y remite a

la proposición 11, p. 585, [5]. En ese trabajo M. Demazure no intenta dar un teorema de

estructura para AutX sino determinar para X no singular, las condiciones para que un

subconjunto R ⊆ R(∆) sea un sistema de enriques saturado y la condición que enuncia

(teorema 4, p. 577, [5]) es que exista un subgrupo af́ın conexo en AutX cuyas ráıces en

T sean R; en el caso R = R(∆) el subgrupo seŕıa el propio Aut◦X y esto traducido al

lenguaje de esta tesis significa que el tangente en la identidad a AutX es como T−módulo

no nulo sólo en los α ∈M tales que α ∈ R(∆).

La demostración en dos partes de este teorema (una parte es el lema 6. p.577 y la otra
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el punto B. p. 579, [5]) junto con la citada proposición 11 dará el enunciado de T. Oda

al que nos estamos refiriendo. En el punto B. p. 579, [5], enuncia lo relativo a la parte

reductiva y no da una demostración, pero śı un esquema de ella.

En el supuesto de X no necesariamente no singular pero śı simplicial, es decir, los

conos del abanico están generados por vectores Q−independientes, D. Cox da enunciados

similares. Tanto M. Demazure en el caso no singular como D. Cox en el caso simplicial,

calculan el grupo finito Aut X/Aut◦X (proposición 11, p. 581, [5] y corolario 4.7, [2]).

D. Cox también utiliza los grupos uniparamétricos de automorfismos asociados a las

ráıces pero no como automorfismos en X sino en un álgebra graduada que llama anillo de

coordenadas homogéneas a la que nos referiremos como álgebra de Cox, AC , que ya hab́ıa

sido definida por V. Danilov (ver [4] y [18], pg. 133-134) como el álgebra simétrica asociada

al Z−módulo DivT (X), en adelante An−1 de grupo multiplicativo asociado TAn−1 , de los

divisores de Weil T−invariantes, pero con otra graduación diferente a la que utiliza Cox;

mientras que esta no depende del abanico inicial ∆, la que da Danilov es la del anillo de

Chow que śı depende de él y por tanto de la variedad X.

D. Cox demuestra, en el caso simplicial, que los abieros afines que recubren el esquema

X son ciertos invariantes de SpecAC por la acción de TAn−1 y deduce que Aut◦X es el

cociente AutgAC/TAn−1 ([2], teorema 4.2) y calcula AutgAC , sin la hipótesis simplicial,

como producto semidirecto de su radical unipotente y un producto de grupos lineales

que es su parte reductiva, como puede verse en la proposición 4.3 de [2] y [3]. A mi

parecer la demostración no es correcta ó al menos es incompleta porque como explico en

la observación 18 lo que demuestra es que el pretendido radical unipotente es el conjunto

de ciertas matrices unipotentes, pero no determina exactamente cuáles y no demuestra que

el producto de tales matrices sea una de ellas, de modo que el conjunto sea un subgrupo

del grupo lineal. El resto de enunciados referidos a Aut◦X los basa en la determinación del

radical unipotente de AutgAC y como considero que no está suficientemente demostrado,

aunque los enunciados de Cox en [2] y [3] son correctos, me referiré a ellos en tal sentido.

Por tanto podemos resumir que lo conocido hasta la fecha, al menos que tengamos

conciencia de ello, es:

Te(AutX) cuando X es no singular es un T−módulo graduado no nulo en los

grados α ∈ R(∆)
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Aut◦X es producto semidirecto de su radical unipotente y un subgrupo reductivo

Gs (teoŕıa general de grupos algebraicos afines, [1], propos. 5.4.1)

En el caso no singular, Aut◦(X) está generado por el toro T y por los auto-

morfismos de los grupos uniparamétricos asociados al conjunto R(∆) : El radical

unipotente es isomorfo como variedad al producto de los grupos uniparamétricos

asociados a las ráıces no parejables y el subgrupo reductivo simplemente está ge-

nerado por los automorfismos de los grupos uniparamétricos asociados al conjunto

Rs(∆) de las parejables

En el caso simplicial (no suficientemente demostrado), Aut◦(X) está gene-

rado por el toro T y por los automorfismos de los grupos uniparamétricos asociados

al conjunto R(∆)

En el caso simplicial Aut◦X ' AutgAC/TAn−1

En general (no suficientemente demostrado), el radical unipotente de AutgAC

está generado por los automorfismos de los grupos uniparamétricos asociados al

conjunto Ru(∆) y es isomorfo como variedad a un espacio af́ın de dimensión igual

al número de elementos en Ru(∆), mientras que su parte reductiva es el producto

de grupos lineales cociente por un toro

El grupo finito AutX/Aut◦X en el caso simplicial (suponiendo cierto que los

automorfismos que llevan el toro en el toro sean tóricos) es el cociente del grupo de

automorfismos Z−lineales que conservan el abanico ∆ por el subgrupo de Weyl de

Gs que está generado por ciertos automorfismos asociados a las ráıces parejables

La aportación de esta tesis, concentrada en el teorema final de estructura, teorema

8.1 es:

Se generaliza lo anterior a toda variedad tórica completa X = X(N,∆)

Se calcula el radical unipotente como subgrupo de Aut◦X demostrando que es pro-

ducto semidirecto de grupos aditivos que además son subgrupos normales en todo

el grupo, dando de antemano la cantidad mı́nima de ellos en los que puede descom-

poner y la fórmula expĺıcita de la operación interna. En particular se demuestra que

está generado como grupo por el producto de los grupos uniparamétricos asociados
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a las ráıces no parejables y se dan los subgrupos uniparamétricos que generan cada

subgrupo aditivo de la descomposición. Además se calculan sus respectivas álgebras

de Lie

Se calcula el radical de Aut◦X que es el producto semidirecto del radical unipotente

antes calculado y el toro maximal del radical que es el toro asociado al cociente de

M por el submódulo generado por Rs(∆)

Se da la operación de la parte reductiva sobre la parte unipotente dando la operación

(luego la representación lineal) de cada subgrupo lineal de la parte reductiva sobre

cada subgrupo aditivo de la parte unipotente

En esta tesis también utilizamos un álgebra graduada A′ a la que llamamos álgebra de Cox

generalizada que permite fácilmente recuperar el cuerpo de fracciones K(X) y deducir que

Aut◦X es el cociente de los automorfismos graduados de A′ por un toro y demostramos

que tales automorfismos coinciden, salvo un toro, con los automorfismos graduados de

AC deduciendo en particular la equivalencia entre Aut◦X y AutgAC sin necesidad de la

hipótesis simplicial. Este trabajo se desarrolla en tres grandes bloques: Uno consiste en

reducir el cálculo de AutX al de AutgAC ; otro consiste en dar un teorema de estructura

para AutgAC y por tanto para AutX. Utilizamos la equivalencia entre subgrupos norma-

les conexos y sus ágebras de Lie ([12], teorema 13.1) que dependen del espacio tangente

al grupo en el elemento neutro. Para poder utilizar este resultado, dedicamos un tercer

bloque a calcular las derivaciones del anillo (haz) OX de la variedad tórica y de un álgebra

graduada, con las que es más fácil trabajar porque dependen de las condiciones iniciales

de X, y a demostrar que tales derivaciones, con su estructura de álgebra de Lie graduada,

coincide con el álgebra de Lie del grupo Aut(X) y de automorfismos graduados respec-

tivamente. A lo largo de todo el desarrollo está presente el concepto de ráız, introducido

por M. Demazure (ver [5], p. 572) como caso particular de Sistema de Enriques saturado;

en la definición, Demazure incluye una tercera condición con respecto a la definición que

en general se da después y en este trabajo aunque en el caso regular coinciden porque

esta tercera condición se deduce de las dos anteriores ([5], nota p. 572) y por tanto es una

propiedad que se tiene en el caso regular pero no en el general que tratamos. No tener

esta propiedad dificulta el cálculo del grupo finito Aut X/Aut◦X que solventamos con la

proposición 8.9.



8

El desarrollo por caṕıtulos con los resultados más relevantes es el siguente:

El caṕıtulo 1 se dedica a fijar los conceptos iniciales y a los elementos básicos de

una variedad tórica. En el teorema 1.4 se demuestra que toda variedad tórica es del tipo

X = X(N,∆)

En el caṕıtulo 2 se calcula el grupo An−1 de las clases de los divisores de Weil

T−invariantes. Primero se ve en el teorema 2.6 cuáles son las subvariedades cerradas

ı́ntegra de los abiertos afines, que son invariante por el toro T y en el teorema 2.8 se

calculan las hipersuperficies T − invariantes de X

En el caṕıtulo 3 se calculan las derivaciones en el anillo de una variedad tórica af́ın y

de la variedad tórica completa X; esto se hace respectivamente en los teoremas 3.8 y 3.1

demostrando que si D = Der (OX ,OX)) es el haz de derivaciones sobre X, entonces las

secciones globales de D son el subespacio vectorial de M∗ ⊗K K[M ] :

Γ (X,D) =

(M∗ ⊗Z K[S∆]) +
∑
v∈∆1

{xm.Dv : m ∈M, v(m) = −1 y e(m) ≥ 0 ∀ v 6= e ∈ ∆1}

En el caṕıtulo 4 se demuestra la equivalencia entre espacio tangente y derivaciones:

Teorema 4.6 Sea G = AutX el grupo de automorfismos de la variedad tórica X

y K[G] su anillo de funciones. Entonces el morfismo funtorial f̃ : G· → F define un

isomorfismo canónico entre los espacios vectoriales M − graduados

G = DerK(K[G], K) = ⊕α∈MGα
f̃
' DerK(OX) = ⊕α∈MDα

tal que f̃(Gα) = D−α y además conserva los paréntesis de Lie:

f̃ [D,E] = [f̃D, f̃D] ∀ D, E ∈ G

Diremos por tanto que G y DerK(OX) son álgebras de Lie M −graduadas canónicamente

isomorfas y las denotaremos TeG.

El hecho de que f̃(Gα) = D−α, habida cuenta de que las ráıces α definidas por Demazure

son las −α tales que D−α 6= 0, prueba que en efecto las ráıces de Demazure son los grados

en M no nulos del espacio tangente al grupo, definido como las derivaciones en K de su

anillo de funciones, tal y como afirma Demazure en el caso no singular.
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El teorema 4.7 ofrece un resultado similar cuando el grupo de automorfismos es el de un

álgebra graduada.

El caṕıtulo 5 se dedica a la construcción (simplificada) del anillo de Cox y del anillo de

Cox generalizado; se calculan sus grupos de automorfismos graduados y sus álgebras de

Lie. Lo primero se hace en el corolario 5.5. Después se da un resultado fundamental que es:

Teorema 5.8 El grupo AutZsA
′ es el producto semidirecto AutgAC o T (B) donde

T (B) es un toro contenido en el toro maximal inicial T = T (M).

Este teorema y el corolario 5.9 reduce el cálculo de AutZsA
′ al de AutgAC y la relación

con el objeto de estudio AutX se ve en la sección siguiente. En el teorema 5.10 se calculan

las álgebras de Lie de AutZsA
′ y AutgAC .

En el caṕıtulo 6 se demuestra la equivalencia entre Aut◦X y los automorfismos gra-

duados del anillo de Cox generalizado módulo un toro, de donde se deduce la equivalencia

entre Aut◦X y los automorfismos graduados del anillo de Cox, lo que es clave y funda-

mental en este trabajo. Esto se enuncia y demuestra en el teorema 6.8 y corolario 6.9

En el caṕıtulo 7 se calcula el grupo de automorfismos graduados de AC dando las

partes unipotente y reductiva. Se demuestra cómo descomponer el radical unipotente en

producto semidirecto de grupos aditivos dando un invariante que es el número menor de

tales subgrupos en los que se puede descomponer. La parte reductiva se demuestra que es

el producto de grupos lineales y se demuestra cómo la segunda opera sobre la primera y

lo hace operando cada subgrupo lineal de la parte reductiva en cada subgrupo aditivo de

la parte unipotente.

Mientras que Demazure, Oda y Cox basan sus demostraciones en los grupos uniparamétri-

cos de automorfismos asociados a cada ráız y tal vez por el desconocimiento previo de

estos textos, la forma de proceder en este trabajo es la opuesta; cada automorfismo se

corresponde con una única derivación hasta el punto de dar una estructura de grupo al

espacio vectorial de las derivaciones (las asociadas a ráıces no parejables) y este grupo, al

que denotamos (DeruOX , •), va a ser el subgrupo de los correspondientes automorfismos

que denotaremos 1 +N , como se ve en el corolario 7.12. Los resultados más relevantes de

este caṕıtulo son:

En el teorema 7.10 y corolario 7.11 se demuestra el el grupo 1 +N , que a la postre
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va a ser el radical unipotente de AutgAC y también de AutX, está generado por los

grupos uniparamétricos de las ráıces no parejables

En el teorema 7.14 se demuestra que 1 + N es unipotente viendo que es resoluble

por subgrupos normales cuyos cocientes son aditivos

En el teorema 7.15 se demuestra que 1 + N es el producto semidirecto de grupos

aditivos en cantidad mı́nima e igual a l(∆1) definida como la mayor de las longitudes

de los elementos de ∆1 con el orden definido en 99 y sólamente es abeliano si tal

cantidad es uno, es decir, cuando es un grupo aditivo

En el lema 7.17 se calculan los álgebras de Lie de los grupos que van a ser el

radical unipotente, la parte reductiva y también de los subgrupos aditivos en los

que descompone el radical unipotente

En el teorema 7.18 se prueba que efectivamente 1 +N es el radical unipotente

En el teorema 7.19 se prueba la Existencia de parte unipotente y parte re-

ductiva:

Aut◦gAC = 1 +N o Autg,εAC

donde Autg,εAC se define en la página 94

En el teorema 7.20 se calcula la parte reductiva de Aut◦gAC como producto de

grupos lineales y en el corolario 7.21 se da la estructura de Aut◦gAC como producto

semidirecto por un lado de grupos aditivos que es su parte unipotente y por otro

del producto directo de grupos lineales que es su parte reductiva y se describe la

operación interna en el radical unipotente

En el teorema 7.23, la proposición 7.26 y el corolario 7.25 se demuestra la operación

de la parte reductiva sobre la unipotente dando la operación de cada subgrupo lineal

de la parte reductiva en cada subgrupo aditivo de la parte unipotente

Este resultado va a ser exportable a Aut◦X gracias a los teoremas 5.8 y 6.8 que dan

la relación entre Aut◦X y Aut◦gAC y al corolario 7.31 que afirma que el grupo TAn−1 es un

subgrupo del toro SpecK[Zs] que como subgrupo de la parte reductiva opera en Ru por

la identidad. Esto ya se ve en el caṕıtulo siguiente.
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En el caṕıtulo 8 se enuncia el teorema 8.1 que consiste en traducir a AutX los resul-

tados dados en el caṕıtulo anterior para AutgAC ; su escueta demostración es poner las

referencias de los resultados convenientes de los caṕıtulos anteriores, salvo el grupo finito

AutX/Aut◦X que se calcula en la sección 8.1.

Se concluye con el caṕıtulo 9 dando ejemplos con los que se muestran cómo funcionan

los algoritmos concretos para calcular los elementos descritos en las secciones anteriores.

En cada caso concreto es más fácil obtenerlos sin aplicar las fórmulas generales de la teoŕıa;

en algunos de ellos las aplicamos para mostrar su correcto funcionamiento y en otros lo

hacemos de manera particular más sencilla. El primero de los ejemplos es de superficies

regladas, en concreto suferficie de Hirzebruch y se obtienen los resultados de las dos

maneras, con las fórmulas generales y de forma particular.

Otro de los ejemplos es el cono en el que se demuestra que en la parte reductiva no ocurre

como en la unipotente, que sea el producto de los grupos uniparamétricos, en este caso

de Rs(∆), está generada por ellos pero no es el producto como variedad.
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5.2. Descomposición del módulo M . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

5.2.1. Identidades necesarias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

5.3. Anillo de Cox. Anillos Zs−graduados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

5.4. Automorfismos graduados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

5.4.1. Toros maximales como subgrupos de AutZsA
′, AutgAC y AutX . . 73

5.4.2. Igualdad entre AutZsA
′/T (s) y AutgAC/TAn−1 . . . . . . . . . . . . 77
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Caṕıtulo 1

1. Notación y definiciones

Sea S un semigrupo abeliano y para K un cuerpo algebraicamente cerrado la K −
álgebra

K[S] = {
∑
s∈S

λsxs : λs ∈ K todos nulos salvo finitos}

con la operación xs.xs
′
= xs+s

′
. El morfismo s xs define S ↪→ K[S] como subsemigrupo

y ∀ K − álgebra B con la estructura de semigrupo con el producto se cumple:

Homsemig(S,B) = HomK−álg(K[S], B)

Por tanto K[S] es el representante del funtor sobre la categoŕıa de K − álgebras

F (B) = Homsemig(S,B)

Sea M = G(S) el grupo generado por S y supondremos que es Z − módulo libre y su

rango es n. En particular S ⊂M no tiene torsión y por tanto K[S] es ı́ntegro.

Definición: Se dice que S es finito generado si ∃ sucesión exacta Np → S → 0 para algún

p ∈ N

Proposición 1.1. Son equivalentes:

1. K[S]es noetheriano

2. S es finito generado

3. K[S] es de tipo finito

Demostración: Todo es trivial salvo 1 ⇒ 2, luego supongamos que K[S] es noethe-

riano. Sea S∗ ⊂ S el subsemigrupo de invertibles y el ideal de K[S] ℘S = {
∑

s∈S\S∗ λsx
s}

que por hipótesis es finito ngenerado ⇒ ℘S = (xe1) + · · · + (xe1) y entonces S = S∗ +

〈e1, . . . , ep〉N y se acaba porque S∗ es un Z−módulo libre de rango finito.

2
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Definición: Decimos que S es saturado en M cuando cumple:

{α ∈M : nα ∈ S para algún n ∈ N} ⊂ S

Si S es saturado ⇒ K[S] es ı́ntegramente cerrado y como también es ı́ntegro ⇒ K[S] es

normal.

Definición: LLamaremos variedad tórica af́ın a la variedad algebraica normal SpecK[S]

donde S es un semigrupo que cumple las siguientes condiciones:

1. Es finito generado

2. El grupo M = G(S) que genera es un Z−módulo libre de rango n

3. Es saturado en M

Un ejemplo de tales variedades son las definidas por conos y como veremos a continuación

son las únicas.

1.1. Variedad tórica af́ın de un cono

Sea N un ret́ıculo, esto es, un Z−módulo libre de rango n y consideremos el grupo

M = HomZ (N,Z)

Se denotará por V = NQ el espacio vectorial de dimensión n asociado a N y V∗ = MQ

será su espacio vectorial dual. Sea el cono

σ = 〈v1, . . . , vk〉Q+

que supondremos racional es decir, vi ∈ N. Su cono dual es

σ∨ = {w ∈ V∗ : w(v) ≥ 0 ∀ v ∈ σ}

que también es racional. Por tanto se tiene σ∨ = 〈u1, . . . , ur〉Q+ con ui ∈M ∀i. Supondre-

mos que σ es fuertemente convexo esto es, σ∨.Q = V∗ o equivalentemente, σ ∩ (−σ) = 0,

que es la menor cara del cono. Se dice que σ es simplicial si el sistema mı́nimo de vec-

tores generadores del cono es linealmente independiente. Se dice que σ es regular cuando

además de simplicial, tal sistema mı́nimo de vectores forma parte de una base del ret́ıculo.

Obviamente si σ es regular y σ.Q = V entoces tendremos una base del ret́ıculo y el álgebra
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multigraduada K[Sσ] donde Sσ = σ∨ ∩M consiste en el anillo de polinomios.

El hecho de que sea fuertemente convexo es importante porque implica que las direcciones

dadas por los generadores fundamentales vi ∈ σ son la intersección del cono con algún

hiperplano a soporte es decir del tipo u⊥∩σ para algún u ∈ σ∨. También el resto de caras

de σ son τ = u⊥∩σ para cualquier u ∈ (τ⊥∩σ∨)◦ el interior topológico de la cara τ⊥∩σ∨.
Además toda cara de σ∨ es del tipo τ⊥ ∩ σ∨ para una única cara τ ⊂ σ y se cumple

τ∨ = σ∨ +Q+.(−u) para τ = u⊥ ∩ σ

En particular las hipercaras de σ∨ son el ortogonal de los generadores vi de σ. Considere-

mos ahora el subsemigrupo

Sσ = σ∨ ∩M

que cumple las condiciones de la definición dada de variedad tórica af́ın; en efecto:

1. S es de tipo finito por el Lema de Gordon [8]

2. G(S) = M porque σ es fuertemente convexo y por tanto Q.σ∨ = MQ

3. S es saturado en M porque σ∨ es la intersección de semiespacios

Además se cumple el rećıproco (ejercicio [8]):

Proposición 1.2. Si S es un semigrupo abeliano que comple las tres condiciones anterio-

res entonces ∃ v : M → Zd morfismo de Z−módulos tal que para cada i ∈ {1, . . . , d} la

correspondiente coordenada xi : Zd ⇒ Z con xi(a) = ai y vi = xi ◦ v ∈ HomZ(M,Z) = N

el cono

σ = 〈v1, . . . , vd〉Q+ ⊂M ⊗Z Q = MQ

es fuertemente convexo y S = Sσ

Demostración: Sea {e1, . . . , ed} = {ei} un sistema generador de S y el cono τ =

〈{ei}〉Q+ . Como M = S − S ⇒ M = 〈{ei}〉Z y MQ = 〈{ei}〉Q = τ + (−τ) y por tanto

σ = τ∨ es fuertemente convexo. Resta ver que S = σ∨ ∩M es decir, ver que S = τ ∩M.

Una contención es trivial y para la otra, por el teorema de Carateodory todo elemento de

τ ∩M está en 〈{ei}〉Q+ luego multiplicando por un natural está en S y se concluye por la

hipótesis S saturado en M.

2
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A partir de ahora una variedad tórica será SpecK[S] para S = Sσ, con σ cono fuértemente

convexo y M = Sσ − Sσ un Z−módulo libre que define al toro T = SpecK[M ]. El toro

es el caso particular de variedad tórica cuando S = M y por tanto representante del

funtor, para cada K − álgebra B, Homsemig(M,B) considerando B como semigrupo con

el producto. Denotaremos T · a su funtor de puntos. En los puntos racionales es

T ·(K) = SpecracK[M ] = HomK(K[M ], K) = Homgrup(M,K∗)

y si se elige una base de M entonces en los puntos racionales es

T ·(K) = SpecracK[x1, x
−1
1 , . . . , xn, x

−1
n ] = K∗n

donde K∗ = K \ {0} con la estructura de grupo multiplicativo.

Si τ ⊂ σ es una cara entonces Sσ ⊂ Sτ y

Xτ = SpecK[Sτ ] ⊂ SpecK[Sσ] = Xσ

es el abierto principal dado por la localización de K[Sσ] por el sistema multiplicativo que

genera τ⊥∩Sσ. Si u ∈ (τ⊥∩σ∨)◦ ⇔ u(σ \τ) > 0⇔ u⊥∩σ = τ, entonces Sτ = Sσ + 〈−u〉N
y por tanto Xτ = SpecK[Sσ]xu es un abierto básico. En particular si consideramos el

abierto principal dado por la cara mı́nima de σ obtendremos un abierto denso de Xσ y

por ser el cono fuertemente convexo, la mı́nima cara es el cero de modo que Xσ contiene al

toro T = X0 = SpecK[M ] como abierto denso. Con más precisión, como σ es fuertemente

convexo, podemos elegir u ∈ σ∨ tal que u(σ \ 0) > 0 de modo que

u ∈ (0⊥ ∩ σ∨)◦

y

M = Sσ + 〈−u〉N

con lo que el toro es el abierto básico

T = SpecK[Sσ]xu .

Luego podemos definir variedad tórica af́ın la que tiene como anillo el álgebra K[S] para

S = Sσ, y que es finito generada, normal e ı́ntegra (cociente del anillo de polinomios por un

ideal laticial y primo) que contiene como abierto denso al toro T = SpecK[G(S) = M ]. Si

λ es un punto de T denotaremos λ(m) = λm. En caso de elegir una base M = 〈m1, . . . ,mn〉
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⇒ λ = (λi) siendo λi = λ(mi) y λ(m) = λm es elevar a las coordenadas de m respecto la

base elegida. T es un grupo algebraico con la operación:

T × T −→ T
(λ, λ′)  λ.λ′ donde (λ.λ′)m = λmλ′m

Además el toro T opera sobre toda la variedad tórica af́ın Xσ = SpecK[Sσ] dando a Xσ

la siguiente estructuta de T − esquema:

Homgrp(M,K∗)×Homsgrp(S,K) −→ Homsgrp(S,K)

g, f −→ g.f

Esta acción de T sobre Xσ prolonga la operación sobre él mismo como grupo y además

es la única operación que lo cumple gracias a que T es abierto denso de Xσ.

Hemos visto pues que toda variedad tórica af́ın es Xσ para σ un cono racional fuértemen-

te convexo y la variedad Xσ resulatante es una variedad algebraica af́ın, normal y que

contiene al toro T como abierto denso y que opera en Xσ extendiendo la operación sobre

śı mismo como grupo algebraico. También se cumple el rećıproco, si X = SpecK[S] es

af́ın y normal (K[S] es ı́ntegra e ı́ntegramente cerrada en su cuerpo de fracciones K(S))

que contiene al toro T = SpecK[M ] como abierto denso y que opera en X extendiendo

la operación sobre śı mismo, entonces como M = S − S y por tanto S es de tipo finito y

además S es saturado en M porque si p.m ∈ S para p ∈ N entonces xm es solución de la

ecuación en y con coeficientes en K[S], yp − xpm y como K[S] es ı́ntegra e ı́ntegramente

cerrada entonces xm ∈ K[S] y m ∈ S con lo que se ha demostrado:

Teorema 1.3. Tota variedad algebraica af́ın, normal X y que contiene un toro T como

abierto denso y que opera en X extendiendo la operación sobre śı mismo es una variedad

tórica X = Xσ de toro T para un cono fuertemente convexo σ.

2

1.2. Variedad tórica de un abanico

Sea N un ret́ıculo de rango finito. Un abanico es una familia finita ∆ de conos fuerte-

mente convexos en NQ tales que si τ es una cara de σ ∈ ∆ entonces τ ∈ ∆ y si σ y ξ son

conos de la familia, entonces la intersección σ ∩ ξ es una cara común de σ y ξ.
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El soporte del abanico es |∆| =
⋃
σ∈∆ σ y se dice que es completo cuando |∆| = NQ en

cuyo caso el semigrupo S∆ =
⋂
σ∈∆ σ

∨ se reduce al cero. Denotaremos con ∆1 al conjunto

finito de todas las aristas de todos los conos de ∆ que sean minimales, esto es, v tal que

v /∈ Z+.{〈v〉Q ∩N}

Al conjunto ∆1 nos referiremos simplemente como el de las aristas de ∆ y siempre supon-

dremos que Q+.∆1 = Qn y nos referiremos aello como el caso semicompleto que es una

condición menos fuerte que la de que ∆ sea completo, lo cual es necesario cuando hable-

mos del grupo AutX para garantizar su existencia. Consideremos ahora las variedades

tóricas afines Xσ = Spec(K[Sσ]) de modo que la intersección de dos de estas variedades

Xσ ∩Xξ es la variedad tórica af́ın asociada a la cara común σ ∩ ξ y tenemos el esquema

X =
⋃
σ∈∆ Xσ asociado al abanico ∆.

Definición: Se llama variedad tórica a toda variedad algebraica separada y normal X

que contiene a un toro T como un abierto denso y dotado de una acción sobre X que

extiende la acción sobre él mismo.

Como se ha visto, un ejemplo son las variedades Xσ y son todas según el siguiente teorema

cuya demostración puede verse en [18], teorema 4.1:

Teorema 1.4. El esquema X∆ definido por un abanico es una variedad tórica cuyo toro

es T = X0 = Spec(K[M ]) y además toda variedad tórica es de este tipo

Demostración: X es nomal porque hemos visto que los abiertos Xσ son normales.

Para ver que X es separada, sean σ y σ′ conos del abanico. Entonces (σ ∩σ′)∨ ⊆ σ∨ ∩σ′∨

⇒
K[Sσ]⊗K[Sσ′ ]→ K[Sσ∩σ′ ]→ 0

es exacta y el morfismo diagonal

Xσ∩σ′ = Xσ ∩Xσ′ → Xσ ×Xσ′

es cerrado. El toro es abierto denso de X por serlo de todos los abiertos Xσ y opera en

todo X como lo hace en cada Xσ siendo compatible con el recolement ya que σ ∩ σ′ es

otro elemento del abanico.

La demostración del rećıproco se debe a Sumihiro [21], que demuestra que toda variedad

que cumple las condiciones del enunciado posee un recubrimiento por abiertos afines que
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cumplen las condiciones de la definición dada de variedad tórica af́ın y por tanto son del

tipo Xσ.

2
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Caṕıtulo 2

2. Subvariedades T− estables y Divisores T −Weil

Sea pues X una variedad tórica de toro T y ∆ el abanico asociado tal que X = X∆.

Para calcular las subvariedades invariantes por la acción de T vamos a calcularlas en cada

abierto af́ın del esquema X dado por las variedades tóricas afines Xσ tal que σ ∈ ∆.

2.1. Cálculo de las órbitas

Para cada cara τ ⊂ σ consideremos el punto xτ ∈ Xσ definido por xτ : Sσ → K

xτ (m) =

{
1 m ∈ τ⊥ ∩ σ∨
0 m /∈ τ⊥

}
que es morfismo de semigrupos porque τ⊥ ∩ σ∨ son las caras de σ∨. Este morfismo de

semigrupos induce morfismo de álgebras

[xτ ] : K[S] −→ K

[xτ ](x
s) = xτ (s)

y también denotaremos por xτ al punto racional asociado, cuya parte homogénea es K[S \
τ⊥] que como veremos es un ideal primo homogéneo al que denotaremos Pτ .

La órbita de xτ se denotará por Oτ y es el toro

Oτ = T ∩ τ⊥ = Hom(M ∩ τ⊥, K∗)

Se cumple que cada punto de Xσ está en la órbita de un punto xτ para una única cara de

σ y se tiene ([8], Sec. 3.1)

Proposición 2.1. Toda variedad tórica af́ın es la unión (disjunta cuando se supone que

el cono σ asociado es fuertemente convexo) de las órbitas de los puntos asociados a sus

caras:

Xσ =
∐
τ⊂σ

Oτ
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En cuanto a la órbita de una cara y la de otra que la contenga se tiene:

Proposición 2.2. Para τ ⊂ σ cara, el cierre de la orbita de τ en Xσ es la unión disjunta

de las órbitas de las caras de σ que contengan a τ

Oτ =
∐
ω⊃τ

Oω

En particular la única órbita de Xσ relativamente cerrada es Oσ.

2.2. Subvariedades invariantes por T

Vamos a ver que las subvariedades invariantes por la acción del toro se corresponden

de forma biuńıvoca con las caras del cono.

Proposición 2.3. Todo ideal primo homogeneo de K[S] es del tipo K[S \ F ] para una

única cara F de σ∨

Demostración:

Los primos homogeneos son K[S ′] para S ′ ⊂ S subsemigrupo con la propiedad

s1 + s2 ∈ S ′ ⇔ s1 ∈ S ′ ó s2 ∈ S ′

Por otra parte un subconjunto F ⊂ S es cara cuando cumple la condición:

s1 + s2 /∈ F ⇔ s1 /∈ F ó s2 /∈ F

lo cual equivale a que S ′ = S \ F sea subsemigrupo con K[S ′] primo homogeneo y en

definitiva se tiene la correspondencia biuńıvoca antiorden:

K[S ′] primo homogeneo⇔ F = S \ S ′ cara de σ∨

2

Observación 1. Como toda cara de σ∨ es Fτ = τ⊥ ∩ σ∨ para τ ⊂ σ cara única, si

denotamos Pτ = K[S \ Fτ ] se tiene

ω ⊂ τ ⇔ Pω ⊂ Pτ con ω y τ caras de σ

Vamos a ver cuáles son los puntos del toro, que obviamente consisten en la órbita

dada por la cara menor del cono, que es cero, de modo que T = Orb(x0) y el único primo

homogéneo que contiene es el ideal nulo.
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Proposición 2.4. El toro T = XM es el abierto de XS que consiste en los puntos p : S →
K que tienen inverso, es decir, p(s) 6= 0 ∀s ∈ S y por tanto sus puntos son los puntos de

X que no contienen elementos homogéneos

Demostración:

Por ser σ fuertemente convexo, 0 = σ ∩ u⊥ para cualquier u ∈ (σ∨)◦ de manera que XM

es el abierto complementario de los ceros de xu en K[S] y entonces

p ∈ XM ⇔ p(u) 6= 0 para u ∈ S◦

Como p transforma suma en producto y u es interior a σ∨ = 〈u1, . . . , ur〉R+ , u =
∑r

i=1 αiui

con αi > 0 ∀i se deduce que lo anterior equivale a que p(ui) 6= 0 ∀i con lo que se concluye.

2

Consideremos el primo homogeneo Pτ = K[kerxτ ] dado por el nucleo del morfismo de

semigrupos f = xτ . Este morfismo induce

[f ] : K[S] −→ K

[f ](xs) = f(s)

El primo asociado a f no es el ideal homogéneo K[ker(f)] sino ker([f ]) ⊇ K[ker(f)]. Por

la proposición anterior sabemos que ∀g ∈ XM , ker(g.f) coincide con ker(f) de modo que

toda la órbita de x está formada por puntos que contienen a Pτ que por tanto es el mayor

primo homogeneo de Oτ . Hemos visto por otra parte que

ω ⊂ τ ⇔ Pω ⊂ Pτ con ω y τ caras de σ

y por tanto se tiene

Pω ⊆
⋂
τ⊃ω

( ⋂
y∈Oτ

y

)
Vamos a ver que los ideales primos homogéneos de Xσ y como luego veremos, las subva-

riedades invariantes por el toro, quedan determinados por la órbita correspondiente según

la proposición 2.3.

La proposición 2.1 dice que cada punto racional y está en la órbita de un único punto

xτ para τ cara de σ. Esto significa que la parte homogénea de y genera un ideal primo

homogéneo que denotaremos por Py y que es el primo homogéneo Pτ para una única cara

τ ⊆ σ, de modo que Py = K[ker(xτ )] = K[S \ τ⊥].
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Proposición 2.5. Dada una cara ω ⊂ σ y el ideal primo homogeneo asociado Pω. Se

cumple la igualdad

Pω =
⋂
y∈Oω

Py

Demostración:

En primer lugar conocemos la igualdad Oω =
∐

τ⊇ω Oτ . Si y ∈ Xσ es tal que y ⊃ Pω
entonces Py = Pτ ⊃ Pω para única τ que necesariamente debe contener a ω y como

y ∈ Oτ , de la igualdad anterior se sigue que y ∈ Oω. Por otro lado al ser K[S] finito

generada, es la intersección de los maximales que lo contienen que por lo visto están en

Oω es decir,

Pω =
⋂
y∈Oω

y

Se concluye porque al ser Pω homogéneo, los y pueden sustituirse por los homogeneos

asociados Py.
2

Observación 2. Nótese que de la igualdad anterior se sigue:

Pω =
⋂
τ⊃ω

( ⋂
y∈Oτ

y

)

Teorema 2.6. Toda subvariedad cerrada ı́ntegra de SpecK[S] = Xσ invariante por el

toro T es del tipo Y = Spec (K[S]/Pω) cociente por el primo homogeneo asociado a la

cara ω ⊂ σ

Demostración:

Sea Y = Spec (K[S]/Pω) que por lo visto antes se tiene

Y =
∐
τ⊃ω

Oτ = Oω

que obviamente es cerrado e invariante por G.

Rećıprocamente, sea Y = Spec (K[S]/P) subvariedad cerrada invarante con P primo. Por

ser Xσ unión de órbitas y por ser Y invarante, se deduce que

Y =
∐
τ∈F

Oτ donde F = {τ ⊂ σ : P ⊂ Pτ}
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Si escribimos P como intersección de los primos que lo contienen, P =
⋂
τ∈F Pτ ⇒ P es

primo homogeneo y vale P = Pω donde ω =
⋂
τ∈F τ y se concluye.

2

Se ha probado que las subvariedades algebraicas afines T estables son el cociente por los

ideales primos homogeneos Pτ = K[S \ Fτ ] siendo Fτ = τ⊥ ∩ σ∨. Las subvariedades T

estables de codimensión uno vendrán entonces dadas por los primos homogeneos minimales

y entonces hipercaras de σ∨ que a su vez dependen de las aristas vi del cono σ y son

PHi = K[S \ v⊥i ] y la coorrespondiente variedad de codimensión uno es

Spec (K[S]/PHi) subvariedad T estable máxima

Por contra las subvariedades T estables mı́nimas están dadas por el cociente por el punto

distinguido xS = K[S \ S∗] (donde S∗ es la cara mı́nima de σ∨) que es primo homogeneo

máximo. Este ideal será el irrelevante cuando S∗ = 0⇔ S ∩−S = 0⇔ σ∨ es fuertemente

convexo es decir, cuando el cono σ genere todo Vσ.

Proposición 2.7. Sea XS variedad tórica af́ın y XM el toro contenido como abierto básico

que opera en XS. Entonces su cerrado complementario Z = XS \XM contiene a todos los

primos homogeneos de K[S] y además:

Z = SpecK[S]/PH1 ∪ . . . ∪ SpecK[S]/PHk

donde Hi = v⊥i son las hipercaras de σ∨ y PHi = K[S \ v⊥i ]

Demostración:

Sea P el ideal primo dado por el morfismo p : S → K de modo que P = ker[p] y como se

vió en la proposición 2.4

P ∈ XM ⇔ kerp = 0⇔ [p](xs) = p(s) 6= 0∀s ∈ S ⇔ P no tiene homogeneos

Luego todos los primos homogeneos están en el cerrado complementario Z.

Como Z es cerrado descompone en unión de sus componentes irreducibles Z = Y1 ∪
· · · ∪ Yr que además son cerrados invarantes por la acción del toro conexo T, por tanto

son el cociente por un primo homogeneo y necesariamente minimal por ser componentes

irreducibles Z que contiene a los primos homogeneos. Se tiene pues que

Yi = SpecK[S]/PHi
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y se concluye.

2

Denotaremos para cada arista vi ∈ σ, Hi(σ) = Hvi(σ) a la correspondiente subvariedad

de Xσ T − estable de codimensión uno:

Hi(σ) = Spec (K[S]/PHi) subvariedad T estable máxima

Sea ∆1 = {v1, . . . , vr} el subconjunto de todas las aristas de los conos del abanico ∆ cuya

variedad tórica es (X,OX) recubierta por los abiertos afines Xσ. Sea v ∈ ∆1 y para cada

cono σ que contenda a v, la hipersuperficie af́ın invariante por T

Hv(σ) = Spec
(
K[Sσ]/PHv(σ)

)
donde PHv(σ) = K[Sσ \ v⊥] = K[ker(xv)]

Entonces

Hi = Hv =
⋃

v⊂σ∈∆

Hv(σ)

es una hipersuperficie de toda la variedad tórica X, de codimensión uno e invariante por

T y necesariamente estas son todas, por tanto

Teorema 2.8. Si ∆1 = {v1, . . . , vr} es el subconjunto de todas las aristas de los conos

del abanico ∆ cuya variedad tórica es X entonces H1, . . . , Hr son las hipersuperficies

T − invariantes de X

2.3. Divisores T −Weil

Como hemos visto Hi son divisores de Weil primos y además son los únicos invarantes

por T. Denotaremos [Hi] a su clase módulo la equivalencia lineal respecto la cual dos

divisores primos son equivalentes si difieren en un divisor principal. Entonces [H1], . . . , [Hr]

generan un grupo cuya relevancia se verá en la sección 5.
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Caṕıtulo 3

3. Derivaciones de una variedad tórica

En la teoŕıa de grupos algebraicos el espacio tangente al grupo en el neutro da mucha

información sobre el propio grupo. En esta sección vamos a calcular las derivaciones de

una variedad tórica X que como ya hemos visto siempre está asociada a un abanico. En la

sección siguiente se demostrará que tales derivaciones son el espacio tangente en el neutro

al grupo AutX.

Pretendemos ahora demostrar el siguiente Teorema:

Teorema 3.1. Sea (X,OX) una variedad tórica y ∆ el abanico que la define según el teo-

rema 1.4. Sea D = Der (OX ,OX)) el haz de derivaciones sobre X. Entonces las secciones

globales de D son el subespacio vectorial de M∗ ⊗K K[M ] :

Γ (X,D) =

(M∗ ⊗Z K[S∆]) +
∑
v∈∆1

{xm.Dv : m ∈M, v(m) = −1 y e(m) ≥ 0 ∀ v 6= e ∈ ∆1}

Demostración:

Γ (X,D) =
⋂
σ∈∆

Der (K[Sσ], K[Sσ])

luego para la demostración del teorema debemos calcular las derivaciones en cada abierto

af́ın de anillo K[Sσ].

Para calcular las derivaciones de K[Sσ] vamos a describirla en función de las aristas v de

σ y de M. Consideremos el morfismo v : M → Z cuyo núcleo es v⊥ y que contiene a la

hipercara Hv = v⊥ ∩ σ∨. Las aristas se suponen fundamentales y minimales como gene-

radores del cono, de modo que como elementos del ret́ıculo no tienen divisores comunes

entre sus coeficientes y por tanto podemos asegurar que el morfismo v es epiyectivo y

existe α ∈ M tal que v(α) = 1. Sea ahora Sv = v∨ ∩M semigrupo que contiene a α y si

elegimos u ∈ (v⊥ ∩ σ∨)◦ es decir, u⊥ ∩ σ = v, Sv = Sσ + 〈−u〉N; como v(u) = 0, si α ∈ Sv
es tal que v(α) = 1 entonces podemos suponer que α ∈ Sσ.
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Lema 3.2. Si PH es el primo homogeneo de altura uno dado por la hipercara H = v⊥∩σ∨

entonces K[S]PH es anillo de valoración discreta y es igual al anillo de valoración discreta

Ov dado por la extensión natural de v a los invertibles del cuerpo de fraccciones de K[S].

Además todo anillo de valoración discreta de tal cuerpo que centre en un primo homogeneo

de K[S] es de ese tipo.

Demostración:

Que K[S]PH es anillo de valoración discreta es claro. Para ver la igualdad del enunciado,

consideramos v : M → Z epiyectivo α ∈ S tal que

S ⊇ 〈α〉N
⊕

H v(α) = 1 M ⊇ 〈α〉
⊕

HZ

Las contenciones son igualdades cuando PH es principal.

Sea Σ∗ los invertibles del cuerpo de fracciones de K[S] y

v

(∑
xs∑
xs′

)
= min{υ(s)} −min{v(s′)}

de modo que si
∑
λsxs∑
λhxh
∈ K[S]PH entonces

v

(∑
xs∑
xh

)
> 0⇔

∑
xs/∈H∑
xh
∈ PH .K[S]PH

luego Pv ∩K[S]PH = PH .K[S]PH = (xα)

por lo que K[S]PH ↪→ Ov es dominante y por tanto son iguales.

Rećıprocamente,

K[S] ↪→ Ov v(S) ≥ 0 Pv = (xα) con xα ∈ Σ∗

donde Pv denota al ideal maximal de Ov.
Por hipótesis Pv ∩K[S] es un primo homogeneo y hemos visto que es de la forma PH =

K[S \H] dado por una hipercara de S luego v(xh) = 0 ⇒ K[S]PH ↪→ Ov es dominante y

se tiene la igualdad.

2

Lema 3.3. Sea Ov = K[S]PH el anillo de valoración discreta de maximal Pv y que centra

en el primo homogeneo PH de K[S]. Entonces Ov ∩K[M ] = K[Sv] donde Sv = v∨ ∩M.

En particular Pv ∩K[M ] = K[Sv \ v⊥]
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Demostración:

Sea u ∈ (v⊥ ∩ σ∨)◦, de modo que

K[Sv] = K[Sσ]{xu} ⊆ K[Sσ]{xh:h∈(v⊥∩σ∨)} ⊆ K[Sv]

luego todo son igualdades. Además la primera contención implica que K[Sv] ⊆ K[S]PH ∩
K[M ] y la otra contención es clara.

2

Lema 3.4. K[M ] es la intersección de todos los anillos de valoración discreta que con-

tienen a K[S] y que centran en los puntos no homogeneos de altura 1.

Demostración:

Sabemos (puede verse en [15], Th. 11.5) que

K[M ] =
⋂

ht(Q)=1 y Q∈XM

K[M ]Q

En la Proposición 2.7 hemos visto que tales puntos Q ∈ XM son los del enunciado. Por

otro lado,

K[M ]Q =
(
K[S]{xu,u∈S}

)
Q

y como Q es no homogeneo, (ó equivalentemente, no contiene elementos homogéneos,

por ser ht(Q = 1)) el sistema multiplicativo K[S] \ Q contiene al sistema multiplicativo

{xu, u ∈ S} de lo que se deduce

K[M ]Q =
(
K[S]{xu,u∈S}

)
Q = K[S]Q

con lo que se acaba.

2

Lema 3.5. K[Sσ] es la intersección en K[M ] de los anillos Ov cuando v ⊂ σ es decir,

K[Sσ] =
⋂
v⊂σ

K[Sv]

Demostración:

Sabemos que K[S] descompone (ver Matsumura, Th,11,5)

K[S] =
⋂

ht(Q)=1 Q no homogeneo

K[S]Q ∩

 ⋂
ht(Pv)=1 Pv homogeneo

K[S]Pv


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Ahora aplicando los tres lemas anteriores tenemos

K[Sσ] = K[M ] ∩

(⋂
v⊂σ

Ov

)
=
⋂
v⊂σ

(K[M ] ∩ Ov)

y eso es justo el enunciado, con lo que se acaba.

2

En la demostración habŕıa que incluir en la intersección los primos de altura uno que no

contienen elementos homogéneos pero ya están contados pues es equivalente, para altura

uno, ser homogéneo que tener algún elemento homogéneo no nulo.

Utilizando este resultado vamos a calcular las derivaciones de K[S] para lo cual se calcu-

lará previamente las derivaciones de K[M ] y de los anillos K[Sv] dados por las aristas de

σ.

Proposición 3.6. Sean x = (x1, . . . , xn) y para cada u = (u1, . . . , un) ∈ Zn, xu =

xu11 . . . . .x
un
n siendo K[M ] = K[x1, x

−1
1 , . . . , xn, x

−1
n ]. Entonces las derivaciones de K[M ]

son el K[M ]−módulo:

DerK (K[M ]) = M∗ ⊗Z K[M ]

donde para cada w ∈M∗, Dw es la derivación Dw(xβ) = w(β).xβ.

Demostración:

Las derivaciones factorizan a través de la localización y K[M ] es el localizado del anillo de

polinomios por las potencias de las variables luego tenemos la igualdad de K[M ]−módulos

DerK (K[M ]) = DerK
(
K[x1, . . . , xn], K[x1, x

−1
1 , . . . , xn, x

−1
n ]
)

y por tanto

DerK (K[M ]) = 〈x−u.∂xi〉K[x] = 〈∂xi〉K[M ]

y lo último coincide con M∗ ⊗Z K[M ] mediante la asignación ∂xi ↔ wi ⊗ x−1
i donde wi

consiste en la coordenada i.

2

Corolario 3.7. Si v ⊂ σ es una arista del cono racional fuertemente convexo σ y K[Sv]

es la K − álgebra correspondiente, se cumple:

DerK (K[Sv]) = 〈Dw〉K[Sv ] + 〈x−α.Dv〉K[Sv ] donde w ∈M∗ : w(α) = 0 y v(α) = 1
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ó equivalentemente

DerK (K[Sv]) = M∗ ⊗Z K[Sv] + 〈x−α.Dv〉K[Sv ]

estando tal suma dentro de las derivaciones de K[M ]

Demostración:

Sea σv el cono generado por v ∈ N que por otra parte es morfismo epiyectivo v : M → Z
y sea α : v(α) = 1. El cono σv es fuertemente convexo y Sv = v∨ ∩M genera todo M por

lo que

Sv = 〈Ker(v)〉Z
⊕
〈α〉N rg(Ker(v)) = n− 1

Sea entonces Ker(v) = 〈u1, . . . , un−1〉Z independientes ⇒

K[Sv] = K[Y1, Y
−1

1 , . . . , Yn−1, Y
−1
n−1, Y = xα] Yj = xuj

Aplicamos de nuevo la factorización de las derivaciones a través de la localización,

DerKK[Sv] = DerK
(
K[Y1, . . . , Yn−1, Y ], K[Y1, Y

−1
1 , . . . , Y −1

n−1, Y
)

= 〈Y−t.∂Yi , ∂Y 〉K[Sv ]

donde t = (t1, . . . , tn−1) ∈ Nn−1 y Y = (Y1, . . . , Yn−1). Sean wj(ui) = δij todas nulas sobre

α, ⇒ ∂Yi = Y −1
i .Dwi y es inmediato comprobar que ∂Y = x−α.Dv de donde se concluye la

primera igualdad. Para la segunda es inmediato observar que {w1, . . . , wn−1, v} es base del

módulo M∗ y entonces dada ω ∈ M∗, se puede escribir ω = p.v +
∑
pi.ωi con ω1(α) = 0

⇒
Dω = (p.xα).(x−α.Dv) +

∑
pi.Dωi

y se concluye.

2

Nótese que el conjunto 〈x−α.Dv〉 puede sustituirse por los xm.Dv tales que m ∈ M y

v(m) ≥ −1 ⇒

DerKK[Sv] = M∗ ⊗Z K[Sv]
⊕
〈{xm.Dvi : m ∈M, v(m) ≥ −1}〉K (1)

Teorema 3.8. Las derivaciones del álgebra finito generada, ı́ntegra y normal del semi-

grupo S = σ∨ ∩M asociado al cono σ = 〈v1, . . . , vd〉Q+ y que contiene al toro T = K[M ]

como abierto denso y que extiende su operación como esquema en grupos a la operación

de G− conjuntos sobre K[S] son el K[S]−módulo M−graduado,

DerKK[S] =
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(M∗ ⊗Z K[S]) +
d∑
i=1

〈{xm.Dvi : m ∈M, vi(m) ≥ −1 y vj(m) ≥ 0 ∀ j 6= i}〉K

Demostración:

Por el lema 3.5, DerKK[S] =
⋂
vi
DerKK[Svi ] y aplicando ahora la igualdad 1 del corolario

anterior se tiene que

DerKK[S] =
⋂
vi

(K[Svi ]⊗K M∗ + 〈{xm.Dvi : vi(m) ≥ −1}〉K)

y por tanto DerKK[S] contiene a los elementos del enunciado.

Rećıprocamente, si xm.Dvi es además una derivación en K[Svj ] ∀ j, entonces tomando

β ∈ Ker(vj) \Ker(vi) se tiene

xm.Dvi(x
β) = vi(β).xm+β ∈ K[Svj ]

luego necesariamente vj(m) ≥ 0. Ahora bien, si vi(m) ≥ 0 ⇒

xm.Dvi ∈
⋂
i

K[Svi ]⊗ZM∗ = K[S]⊗ZM∗

y si vi(m) = −1 ⇒

xm.Dvi ∈ {xm.Dvi : vi(m) ≥ −1 y vj(m) ≥ 0 ∀ j 6= i}

Por tanto tenemos demostrada la igualdad del enunciado como espacios vectoriales. En

cuanto a la estructura de K[S]−módulo M−graduado, una derivación Dα de grado α ∈M
en K[S] es una derivación que transforma homogéneos de grado s ∈ S en homogéneos de

grado α + s,

Dα : K[S]s → K[S]α+s

Si xβ ∈ K[S], entonces (xβ.Dα)(xs) = xβ.Dα(xs) que tiene grado β + α + s y por tanto

xβ.Dα es una derivación de grado β + α. Lo que se ha probado es que los elementos

homogénos en DerKK[S] son de la forma

Dα = λαx
αDw :


α ∈ S y w ∈M∗

ó
w = vi, vi(α) ≥ −1 y vj(α) ≥ 0

La operación como K[S]−módulo coincide porque xβ.Dα = λαx
(β+α).Dw y por tanto se

tiene la igualdad como K[S]−módulos M−graduados.

2
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Con estos resultados podemos concluir la Demostración del Teorema 3.1:

Γ (X,D) =
⋂
σ∈∆

Der (K[Sσ], K[Sσ])

y las derivaciones en cada K[Sσ] las conocemos por el teorema 3.8 por tanto es claro que

toda derivación del enunciado es una sección global de las derivaciones y se tiene una

contención.

Para la otra, obviamente podemos suponer que ∆ tiene más de un cono. Sea D una sección

global, luego D ∈ Der(K[Sσ]) y por el Teorema 3.8 descompone en una suma, de modo

que basta ver que cada sumando es del tipo descrito en el enunciado:

Sea D = xm.Dw ∈M∗ ⊗K K[Sσ]. Si ∀ ξ ∈ ∆ m(ξ) ≥ 0 entonces D ∈M∗ ⊗K K[S∆]

con lo que D estaŕıa en el primer sumando del enunciado. De lo contrario, sea ξ ∈ ∆

tal que m /∈ ξ∨ y por tanto ∃ u ∈ ξ1(arista) tal que m(u) ≤ −1.

Ahora bien, por hipótesis D = xm.Dw ∈ Der(K[Sξ]) luego ∀ t ∈ ξ∨ se cumple

xm.Dw(xt) = w(t).xm+t ∈ K[Sξ] es decir, (m + t) ∈ ξ∨. En particular si w(t) 6= 0

entonces m(u) + t(u) ≥ 0 con lo que t(u) > 0 estricto y en definitiva se ha probado

u⊥ ∩ ξ∨ ⊆ w⊥ ∩ ξ∨ de donde, salvo el signo, Dw = Du y la situación ahora es

D = xm.Du ∈ Der(K[Sξ]) : m(u) ≤ −1, u ∈ ξ1

Elegimos entonces t ∈ ξ∨ ∩M : u(t) = 1 que existe como se ve en el Lema 3.2.

Aplicando ahora xm.Du(x
t) se deduce que necesariamente m(u) = −1 y sólo resta

ver que m es no negativa sobre el resto de las aristas de ξ.

Sea pues v ∈ ξ, v 6= u y sea t ∈
(
v⊥ ∩ ξ∨

)
\
(
u⊥ ∩ ξ∨

)
que existe porque cada

hipercara de ξ∨ está determinada por una única arista y se ha supuesto v 6= u.

Derivando se tiene

xm.Du(x
t) = u(t).xm+t con m+ t(v) = m(v) ≥ 0

luego D es del tipo descrito en el enunciado.

Supongamos ahora que D = xm.De ∈ Der(K[Sσ]) \M∗ ⊗K K[Sσ]. Entonces

m(e) = −1

m(v) ≥ 0 ∀v ∈ σ1 v 6= e
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Por hipótesis D ∈ Der(K[Sξ]) y hay que ver que para toda arista u ∈ ξ1 con u 6= e, se

tiene u(m) ≥ 0. En efecto, dado u 6= e arista de ξ, sea t ∈ (u⊥∩ξ∨)\(e⊥∩ξ∨) y basta

aplicar la derivación a xt que por ser una derivación en K[Sξ] se tendrá e(t).x(m+t) ∈
K[Sξ] luego m+ t(u) = m(u) ≥ 0 con lo que se concluye.

2

Observación 3. En el caso semicompleto, el semigrupo S∆ = 0 y el primer sumando de

las derivaciones se reduce a M∗ ⊗ZK. Si además se cumple que ∀ H hiperplano af́ın y ∀
v ∈ ∆1, H ∩ ((∆1 \ v).Q+) 6= ∅ es decir, todo hiperplano af́ın no vertorial corta al menos

dos de las semirectas generadas por las aristas del abanico entonces

Γ (X,D) = M∗ ⊗K

Pretendemos ahora encontrar una base o al menos sistema de generadores de las derivacio-

nes que es un espacio vectorial de dimensión finita y que coincide con dimK (Gl(n+ 1)/K∗)

que es n2 + 2n siendo n el rango del ret́ıculo. En el caso semicompleto, el primer suman-

do de las derivaciones es M∗ de dimensión n luego el otro sumando tiene dimensión n2 +n.

Ejemplo 1. Vamos a construir el plano proyectivo a partir de un abanico en Z2 que tiene

rango 2 y por tanto tendremos una base del segundo sumando con seis derivaciones.

Sea {e2, e3} una base del Z−módulo libre Z2, y del espacio vectorial NQ, por ejemplo

e2 = (1, 0) y e3 = (0, 1). Sea {m2,m3} la base dual de modo que si denotamos x = xm2 ,

y = xm3 tendremos el toro K[M ] = K[x, x−1, y, y−1] que nos va a permitir calcular las

derivaciones en coordenadas. Sea e1 = −(e2 + e3) y el abanico completo cuyos conos son:

σ1 = 〈e2, e3〉 σ2 = 〈e1, e3〉 σ3 = 〈e1, e2〉

y los duales:

σ∨1 = 〈m2,m3〉 σ∨2 = 〈−m2,−m2 +m3〉 σ∨3 = 〈−m3,−m3 +m2〉

y las respectivas variedades tóricas afines cuyos anillos de funciones son:

K[x, y] K[x−1, x−1.y] K[y−1, y−1.x]
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Las intersecciones son las variedades tóricas afines asociadas a las caras comunes entre los

conos del abanico y se observa facilmente que el esquema obtenido es el plano proyectivo

X = P2. Para calcular las secciones globales de las derivaciones aplicando el Teorema

3.1 y dar una base en las coordenadas x, y hay que observar la siguiente relación que se

comprueba facilmente:

De2 = x.∂x De3 = y.∂y De1 = −x.∂x − y∂y ≡ x.∂x + y∂y

Teniendo en cuenta que M = 〈m2,m2〉Z y M∗ = 〈e2,m3〉Z, vamos a calcular los xm.Dei

con las condiciones del teorema anterior.

Para De1 :

m = a.m2 + b.m3 :


m(e1) = −1
m(e2) ≥ 0
m(e3) ≥ 0

de donde se deduce que necesariamente a = 0 y b = 1 ó bien a = 1 y b = 0 y por tanto se

obtienen las derivaciones:

〈xm2 .De1 , x
m3 .De1〉 ≡ 〈x.(x∂x + y∂y), y.(x∂x + y∂y)〉 = 〈x2∂x + xy∂y, xy∂x + y2∂y〉

Para De2 :

m = a.m2 + b.m3 :


m(e2) = −1
m(e1) ≥ 0
m(e3) ≥ 0

de donde se deduce que necesariamente a = −1 y b = 0 ó bien a = −1 y b = 1 y por

tanto se obtienen las derivaciones:

〈x−m2 .De2 , x
−m2+m3 .De2〉 ≡ 〈∂x, y∂x〉

Para De3 :

m = a.m2 + b.m3 :


m(e3) = −1
m(e1) ≥ 0
m(e2) ≥ 0

de donde se deduce que necesariamente a = 0 y b = −1 ó bien a = 1 y b = −1 y por

tanto se obtienen las derivaciones:

〈x−m3 .De3 , x
m2−m3 .De3〉 ≡ 〈∂y, x∂y〉
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En definitiva se ha calculado las derivaciones del plano proyectivo:

Γ (P2,D) = M∗ ⊗Z K
⊕
〈∂x, ∂y, y∂x, x∂y, x2∂x + x.y∂y, x.y∂x + y2∂y〉K

obteniendo además una base.

3.1. Derivaciones y ráıces

Como hemos visto, las secciones globales de las derivaciones a las que simplemente nos

referiremos como derivaciones (globales) y que denotaremos DerK(OX) son el subespacio

vectorial de DerK(K[M ]) = M∗ ⊗K K[M ] y como tal M − graduado:

DerK(OX) =
⊕
α∈M

Dα

donde Dα está generado por las derivaciones xαDv tales que v(α) = −1 y u(α) ≥ 0 ∀
v 6= u con u, v ∈ ∆1. Evidentemente Dα es de dimensión uno ó cero.

Definición: Llamamos ráıces de X en M a las α ∈ M tales que Dα 6= 0. Obsérvese que

las opuestas de tales ráıces coinciden con la definición de ráıces de Aut◦X respecto el toro

maximal T dada por Demazure [5]

Sea ∆1 = {v1, . . . , vr} el subconjunto semicompleto de todas las aristas de los conos del

abanico ∆ y sea ∆∗1 las aristas de ∆1 que no dependen R+ − linealmente de las otras

aristas es decir,

∆∗1 = {v ∈ ∆1 : v /∈ Q+.(∆1 \ v)}

Podemos describir también las derivaciones mediante la suma

Γ (X,D) = M∗ ⊗Z K ⊕
⊕
v∈∆∗1

D(v)

donde

D(v) = 〈{xm.Dv : m ∈M, v(m) = −1 y e(m) ≥ 0∀v 6= e ∈ ∆1}〉K

que son espacios vectoriales si se incluye, en cada sumando, la derivación nula y claramente

D(v) = 0 para v /∈ ∆∗1. La dimesión de D(vi) es el número di de soluciones del sistema:

Si = S(vi) = {α ∈M : vi(α) = −1, vj(α) ≥ 0∀vj ∈ (∆1 \ {vi})}

de modo que, en el caso semicompleto, se tiene:

dimK (Γ (X,D)) = n+
r∑
i=1

di
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En esta suma, si vi /∈ ∆∗1 entonces di = 0. De otra manera, si d′i para cada i : vi ∈
{v1, . . . , vr} es el número de soluciones del sistema S ′i = {α ∈ M : vi(α) ≥ −1, vj(α) ≥
0∀j 6= i}, luego d′i = di + 1 y por tanto la dimensión de las derivaciones es n+

∑r
i=1 d

′
i− r

que es la dimensión del ret́ıculo mas el número de ráıces.

Definición: Decimos que S(v) es el conjunto de las ráıces asociadas a v para cada v ∈ ∆∗1.

Proposición 3.9. Sean dos aristas v, u ∈ ∆∗1 y sean α ∈ S(v) y β ∈ S(u). Si u(α) > 0

y v(β) > 0 entonces α = −β y por tanto u(α) = 1 y v(β) = 1

Demostración:

Sea m = α + β de modo que por hipótesis u(m) ≥ 0, v(m) ≥ 0 y e(m) ≥ 0 para todo

e ∈ ∆1, luego m ∈ S∆ = 0 en caso semicompleto, con lo que se concluye.

2

Este resultado nos da una relación entre las derivaciones xαDu y xβDv, según la cual

β = −α ó v(α) = 0 ó u(β) = 0, lo que nos lleva a plantearnos cuál es la relación entre

dos sistemas que comparten soluciones opuestas.

Observación 4. Nótese que si α ∈ M es tal que α ∈ S(v) y β = −α ∈ S(u), entonces

e(α) = 0 para toda arista e 6= v, u. Si α ∈ S(v) y −α ∈ S(u) diremos que α ∈ S(v)∩S(−u)

es decir, α es solución del sistema de ecuaciones diofánticas:

{v = −1, u = 1 y e = 0 ∀ e ∈ ∆1, e 6= v, u}

Proposición 3.10. S(v) ∩ S(−u) tiene a lo sumo un elemento

Demostración:

Sea α ∈ S(v) y β = −α ∈ S(u). Sea α′ ∈ S(v) y β′ = −α′ ∈ S(u) de manera que xβ=−αDu

y xα
′
Dv son derivaciones tales que u(α′) = 1 > 0 y v(β) = 1 > 0. La proposición anterior

afirma que necesariamente β = −α′, es decir, α′ = α con lo que queda demostrado.

2

Definición: Si S(v) ∩ S(−u) 6= ∅ entonces diremos que su único elemento α es una ráız

parejable respecto de v, u y al resto de ráıces en S(v) las llamaremos ráıces no parejables
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y al subconjunto de S(v) de tales ráıces lo denotaremos S∗(v).

En la sección 5 se hará un estudio detallado de la propiedades de las ráıces que será de-

terminante para el cálculo del grupo AutX.

3.2. Algebra de Lie de una variedad tórica

Sean Γ (X,D) las derivaciones globales y para cada α ∈ M sea Dα el subespacio vec-

torial 〈xαDv〉K , que sólo será no nulo cuando α ∈ S(v) para algún v ∈ ∆∗1 necesariamente

único. El grado cero está representado por D0 = M∗ ⊗Z K de modo que se tiene la

M−graduación:

Γ (X,D) =
⊕
α∈M

Dα

Consideremos el paréntesis de Lie de dos derivaciones,[
xαDv, x

βDu

]
= xαDv ◦ xβDu − xβDu ◦ xαDv

y basta aplicarlo para ver que[
xαDv, x

βDu

]
= xα+β(v(β)Du − u(α)Dv)

Proposición 3.11. El corchete de Lie de dos derivaciones es la siguiente derivación:

[
xαDv, x

βDu

]
=


D(u−v) ∈M∗ si v(β) > 0 y u(α) > 0
−u(α).xα+βDv si v(β) = 0 y u(α) > 0
v(β).xα+βDu si u(α) = 0 y v(β) > 0
0 si u(α) = 0 y v(β) = 0

Demostración:

El primer caso es consecuencia del estudio que se hizo de los sistemas en la sección anterior,

según el cual en tales condiciones α = −β y por tanto la derivación resultante es Du−Dv

que es de grado α + β = 0. El resto de los casos son evidentes, con lo que se acaba.

2

3.3. Derivaciones y divisores T −Weil

Como hemos visto en el teorema 2.8, si ∆1 = {v1, . . . , vr} son las aristas de los conos

del abanico ∆ cuya variedad tórica es (X,OX) entonces las hipersuperficies H1, . . . , Hr
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son los divisores de Weil estables por la acción del toro T = SpecK[M ]. Sea pues v ∈ ∆1

y Hv uno de ellos y O(Hv) el haz coherente asociado cuyas secciones globales son:

Γ (Xσ,O(Hv)) = {f ∈ Σ : (Div(f) +Hv)|Xσ ≥ 0}

El que el divisor Hv sea invariante por el toro implica que tales secciones f ∈ Σ son

de hecho elementos de M , porque Γ(Xσ,O(Hv)) ⊆ Γ(T,O(Hv)) que son las secciones

globales del toro y por tanto K[M ]. Luego sea f ∈ K[M ] una sección y se tiene:

(Div(f) +Hv(σ)) |Xvi = vi(f).Hvi(σ)
(Div(f) +Hv(σ)) |Xv = v(f).Hv(σ) +Hv(σ)

de lo que se deduce que vi(f) ≥ 0 y v(f) ≥ −1, por tanto, como para f =
∑

α∈M λαx
α es

v(f) = min{v(α) : λα 6= 0} se tiene:

Γ (Xσ,O(Hv)) =
〈{
xm∈M : v(m) ≥ −1, vi(m) ≥ 0∀ vi ∈ σ

}〉
K

=

= K[Sσ] +
〈{
xm∈M : v(m) = −1, vi(m) ≥ 0∀ vi ∈ σ

}〉
K

Obviamente es un OX− módulo M−graduado y en cada grado m ∈M \ Sσ coincide con

las derivaciones.

Teorema 3.12. Sean ∆1 = {v1, . . . , vr} las aristas del abanico y ∆1 semicompleto. La

siguiente sucesión de haces es exacta:

0→
r⊕
i=1

OX →i M
∗ ⊗Z OX ⊕

r⊕
i=1

O(Hvi)→p DerK(OX ,OX)→ 0

donde
i(f1, . . . , fr) = (f1v1 + · · ·+ frvr,−f1, . . . ,−fr)
p(fw, f1, . . . , fr) = fDw + f1Dv1 + · · ·+ frDvr

Además la sucesión es exacta al tomar secciones en cualquier abierto invariante por el

grupo y también tomando secciones globales.

Demostración:

Para ver que es exacta de haces y que es exacta al tomar secciones en cada abierto inva-

riante por el grupo, veamos que es exacta en los abiertos afines SpecK[Sσ]. Reordenando

podemos suponer σ = 〈v1, . . . , vs〉 y vs+1, . . . , vr /∈ σ. La sucesión al tomar secciones en el

abierto, teniendo en cuenta las secciones de los haces Lvi que hemos visto es:

0→
s∑
i=1

K[Sσ] +
r∑
s+1

K[Sσ]→M∗ ⊗K[Sσ]+
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+
s∑
i=1

(
〈
{
xα∈M : vi(α) = −1, vj(α) ≥ 0∀vj ∈ σ

}
〉+K[Sσ]

)
+

r∑
i=s+1

K[Sσ]→

→ (M∗ ⊗Z K[Sσ]) +
s∑
i=1

〈{xαDvi : vi(α) = −1, y vj(α) ≥ 0 ∀ j 6= i}〉 → 0

y los morfismos:

i(g1, . . . , gs, gs+1, . . . , gr) =

(
r∑
i=1

givi, (0,−g1), . . . , (0,−gs),−gs+1, . . . ,−gr

)

p (gw, (f1, g1), . . . , (fs, gs), gs+1, . . . , gr) = gDw +
r∑
i=1

giDvi + f1Dv1 + · · ·+ fsDvs

El último término de la sucesión que corresponde a las derivaciones, es una suma direc-

ta y es claro que la sucesión de K[Sσ]−módulos es exacta y además escinde. Los morfismos

conservan la graduación y por tanto la sucesión es exacta como módulos M−graduados.

Veamos la sucesión de K[S∆] = K−espacios vectoriales que resulta al tomar secciones

globales en el caso completo:

0→
r∑
i=1

K →M∗ ⊗Z K +
r∑
i=1

(
〈
{
xα∈M : vi(α) = −1, vj(α) ≥ 0∀j 6= i

}
〉+K

)
→

→ (M∗ ⊗Z K) +
r∑
i=1

〈{xαDvi : vi(α) = −1, vj(α) ≥ 0∀j 6= i}〉 → 0

con los morfismos

i(λ1, . . . , λr) = (
∑r

i=1 λivi, (0,−λ1), . . . , (0,−λr))
p (λw, (f1, λ1), . . . , (fr, λr)) = (λDw +

∑r
i=1 λ1Dvi) +

∑r
i=1 fiDvi

que también es exacta.

2
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Caṕıtulo 4

4. Espacio tangente al grupo AutX

Sabemos que las derivaciones del anillo (haz) OX de la variedad tórica X es un

subespacio vectorial de las derivaciones del anillo de su toro maximal, DerK(K[M ]) =

M∗ ⊗K K[M ] y como tal subespacio vectorial es M − graduado:

DerK(OX) = ⊕α∈MDα

donde Dα está generado por las derivaciones xαDv tales que v(α) = −1 y u(α) ≥ 0 ∀
v 6= u con u, v ∈ ∆1. Evidentemente Dα es de dimensión uno ó cero. A las α ∈M tales que

Dα 6= 0 las llamamos ráıces de X en M. Además tiene un paréntesis de Lie natural que ya

hemos calculado luego es un álgebra de Lie sobre la que opera el toro T = SpecK[M ] :

Si λ ∈ T ·(K) = HomK(K[M ], K) y D ∈ Dα ⇒ λ.D = λαD (donde λα denota λ(α)) y

por tanto Der(OX) es un T−módulo M − graduado. El toro T es el siguiente subgrupo

algebraico del grupo G = AutX : Para cada punto racional λ ∈ T, τλ es el automorfismo

τλ(x
s) = λsxs de modo que las derivaciones de grado α coinciden con las derivaciones D

tales que τλ ◦D ◦ τ−1
λ = λαD. En general para los puntos λ ∈ T ·(B) = HomK(K[M ], B)

con valores en una K − álgebra B la operación es τλ(x
s) = xs ⊗ λ(s) ∈ OX ⊗K B.

Para estudiar el grupo G = AutX de haz de funciones K[G] es muy útil conocer su

espacio tangente en la identidad, TeG = DerK(K[G], K) que nos permite calcular sus

subgrupos normales. Como puede verse en 16.4 [12] G = TeG es un T−módulo gracias a

la representación adjunta Ad respecto la cual H = Ad(T ) es un subgrupo diagonalizable

de Gl(G) y se tiene G = ⊕α∈χ(H)Gα donde χ(H) es el grupo de caracteres de H y donde

T opera a través de la representación adjunta: λ.D = Ad(λ)(D) y como la representación

adjunta induce morfismo inyectivo χ(H) → χ(T ) tenemos una χ(T ) = M − graduación

en TeG :

TeG = ⊕α∈MGα donde Gα = {De : Ad(λ)(De) = λαDe ∀ λ ∈ T}

Cada vector De ∈ G se identifica con una derivación D ∈ DerK(K[G], K[G]) (9.1 [12]) de

modo que el espacio vectorial G es isomorfo a cierto subespacio de tales derivaciones (las
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que conmutan con la traslación por la izquierda que luego veremos) y v́ıa este isomorfismo

se dota a G de estructura de álgebra de Lie tal que el isomorfismo de espacios vectoriales lo

sea también de álgebras de Lie. Pretendemos ver la relación entre DerK(OX) y G = Te(G)

como álgebras de Lie M − graduadas.

4.1. Funtor del grupo de automorfismos

Sea X = X(N,∆) variedad tórica completa y el funtor para cada K − esquema Z :

F(Z) = AutZ(X × Z) = {automorfismos del Z−esquema X × Z}

que sabemos por [16], teorema 3.6, que es representable y su representante es el grupo

algebraico que denotamos G = AutX y por tanto si G· es su funtor de puntos entonces

hay isomorfismo entre este funtor y F . Para dar el isomorfismo f̃ : G· → F hay que fijar

el elemento universal z̃ (ver [20]) que además define la estructura de G−esquema en X :

z̃ = f̃(Id) ∈ F(G) = Aut(X ×G)

En los puntos es
z̃ : X ×G −→ X ×G

p, σ  σ(p), σ

En las funciones el automorfismo z̃ : OX ⊗K[G]→ OX ⊗K[G] de K[G]− álgebras viene

dado por un morfismo z̃ : OX → OX ⊗ K[G] de K − álgebras que en los puntos sea

z̃(p, σ) = σ(p) luego
z̃ : OX → OX ⊗K[G]

a  
∑
fa

donde fa = ba ⊗ ya (no únicos) tales que∑
ba(p).ya(σ) = a(σ(p)) ∀ p ∈ X, σ ∈ G

Tenemos entonces para cada esquema Y

G·(Y )
f̃−→ F(Y ), f̃(h) = F(h)(z̃)

Vamos a estudiar con precisión el isomorfismo f̃ viendo la relación entre las funciones

de transición de los respectivos funtores. Denotaremos Id a la identidad en K[G] y I a

la identidad en OX . Sea V : K[G] → K un punto de G con valores en K (después lo
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veremos en general para puntos con valores en una K − álgebra B) que denotaremos

V = Vσ ∈ G·(K) y sea l = lσ ∈ F(K) el correspondiente por f̃ de modo que f̃(Vσ) = lσ.

Por tanto lσ = F(Vσ)(z̃) es decir, lσ = I ⊗ Vσ ◦ z̃ y se tiene

si z̃(a) =
∑

ba ⊗ ya ⇒ lσ(a) =
∑

ba.Vσ(ya) (2)

En particular si Ve = e es el neutro en G·(K)⇒ f̃(e) = I de donde de la ecuación anterior

se deduce

si z̃(a) =
∑

ba ⊗ ya ⇒ a =
∑

ba.ya(e) (y(e) denota Ve(y)) (3)

Si consideramos lσ como automorfismo de K[G]−módulo de OX ⊗K K[G] operando en

K[G] por la identidad entonces z̃ ◦ lσ ∈ F(K[G]) y llamamos traslación por la izquierda

al correspondiente L∗σ ∈ G·(K[G]) tal que f̃(L∗σ) = z̃ ◦ lσ y por tanto

si z̃(a) =
∑

ba ⊗ ya ⇒ z̃ ◦ lσ(a) =
∑

ba ⊗ L∗σya (4)

Dadas lσ y lσ′ en F(K) = AutKOX denotaremos lσ◦σ′ = lσ′ ◦ lσ y su correspondiente por

f̃ será Vσ◦σ′ es decir, f̃(Vσ◦σ′) = lσ◦σ′ = lσ′ ◦ lσ. Al inverso de lσ lo denotaremos l−1
σ = lσ−1

y su correspondiente f̃(Vσ−1) = lσ−1 de modo que como f̃(Ve) = I se tiene Vσ◦σ−1 = Ve.

Se cumple la igualdad:

Vσ◦σ′ = Vσ′ ◦ L∗σ ∀ Vσ, Vσ′ ∈ G·(K) (5)

En efecto, basta aplicar el isomorfismo f̃ a ambas partes. A una parte es f̃(Vσ◦σ′) = lσ′ ◦lσ.
A la otra es

f̃(Vσ′ ◦ L∗σ) = F(Vσ′)(f̃(L∗σ)) = F(Vσ′)(z̃ ◦ lσ) = f̃(Vσ′) ◦ lσ = lσ′ ◦ lσ

De igual modo vamos a definir traslación por la derecha: Si l = lσ ∈ F(K) sea el auto-

morfismo lσ−1 ⊗ I ◦ z̃ ∈ F(K[G]) donde

lσ−1 ⊗ I ◦ z̃(a) =
∑

lσ−1ba ⊗ ya

luego ∃′ R∗σ ∈ G·(K[G]) tal que

f̃(R∗σ) = lσ−1 ⊗ I ◦ z̃ (6)
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y decimos que es la traslación por la derecha asociada a lσ.

Sea Vσ′ : K[G]→ K para este morfismo sea el cuadro conmutativo:

G·(K[G])
f̃−→ F(K[G])

G(Vσ′) ↓ ↓ F(Vσ′)

G·(K)
f̃−→ F(K)

Aplicando el cuadro a R∗σ ∈ G·(K[G]) vemos que se cumple G(Vσ′)(R
∗
σ) = Vσ◦σ′ es decir

se tiene la igualdad

Vσ′ ◦Rσ
∗ = Vσ′◦σ−1 ∀ Vσ, Vσ′ ∈ G·(K) (7)

Para comprobarlo, aplicando f̃ a la segunda parte obtenemos

f̃(Vσ′◦σ−1) = lσ′◦σ−1 = lσ−1 ◦ lσ′

y por la conmutatividad del cuadrado hay que ver que eso coincide con F(Vσ′)(f̃(R∗σ)).

Aplicado a a ∈ OX da:

F(Vσ′)(f̃(R∗σ))(a) = F(Vσ′)(lσ−1 ⊗ I ◦ z̃)(a) = F(Vσ′)(
∑

lσ−1ba ⊗ ya) =

=
∑∑

lσ−1ba.Vσ′(ya)

y esto por la igualdad (2) es justamente lσ−1(lσ′(a)) con lo que se concluye.

Sea ahora un punto p de la variedad tórica, p : OX → K y Vσ : K[G] → K un punto de

G. Entonces p ⊗ Vσ(b ⊗ y) = p(b).Vσ(y) define un punto p ⊗ Vσ : OX ⊗ K[G] → K de

X ×G ⇒
p⊗ Vσ ◦ z̃(a) =

∑
p(ba).Vσ(ya)

Por otro lado por la ecuación (2) se tiene

(p ◦ lσ)(a) = p(
∑

ba.Vσ(ya)) =
∑

p(ba).Vσ(ya)

y se ha probado:

p⊗ Vσ ◦ z̃ = p ◦ lσ ∀ Vσ ∈ G·(K) y p ∈ X (8)

y como ∀ lx se cumple

p ◦ lσ = (p ◦ lx)(lx−1 ◦ lσ) = x(p) ◦ lσ◦x−1
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donde x(p) : OX → K denota al punto p ◦ lx : OX → OX → K se deduce

p⊗ Vσ ◦ z̃
(8)
= p ◦ lσ = x(p) ◦ lσ◦x−1

(8)
= x(p)⊗ Vσ◦x−1 ◦ z̃

que por la ecuación 7 es x(p) ⊗ (Vσ ◦ R∗x) ◦ z̃ de donde para z̃(a) =
∑
ba ⊗ ya se tiene

aplicando ambas partes:∑
p(ba).Vσ(ya) =

∑
p(lx(ba)).Vσ(R∗xya) ∀ p, Vσ

⇒
p⊗ Vσ

(∑
ba ⊗ ya

)
= p⊗ Vσ

(∑
lx(ba)⊗R∗xya

)
∀ p, Vσ

⇒
z̃(a) =

∑
ba ⊗ ya =

∑
lx(ba)⊗R∗xya ∀ lx ∈ F(K) (9)

Vamos a generalizar estos resultados para los todos los puntos. Sea pues B una K−álgebra

que contiene a K y ahora el isomorfismo es f̃ : G·(B)→ F(B). Sea como antes V = Vσ ∈
G·(B) y sea l = lσ ∈ F(B) el correspondiente por f̃ de modo que f̃(Vσ) = lσ. Por tanto

lσ = F(Vσ)(z̃) es decir, lσ = I ⊗ Vσ ◦ z̃ y se tiene para z̃(a) =
∑
ba ⊗ ya la igualdad:

lσ(a) =
∑

ba ⊗ Vσ(ya) (2) generalizada

En particular si Ve = e es el neutro en G·(B), que es el neutro de G·(K) por la composición

Ve : K[G]→ K ↪→ B

⇒ f̃(e) = I : OX ⊗K B → OX ⊗K B de donde de la ecuación anterior se deduce

a⊗ 1 =
∑

ba ⊗ Ve(ya) (3) generalizada

Sea x̃⊗ 1B : OX ⊗K K[G]⊗B → OX ⊗K K[G]⊗B ⇒ z̃⊗ 1B ◦ lσ ∈ F(K[G]⊗K B) y sea

entonces L∗σ ∈ G·(K[G]⊗K B) tal que f̃(L∗σ) = z̃ ⊗ 1B ◦ lσ y por tanto

z̃ ⊗ 1B ◦ lσ(a) =
∑

ba ⊗ L∗σya (4) generalizada

Sea como antes Vσ◦σ′ tal que f̃(Vσ◦σ′) = lσ◦σ′ = lσ ◦ lσ′ con f̃(Vσ) = lσ y f̃(Vσ′ = lσ′ y

como

f̃(Vσ′ ◦ L∗σ) = F(Vσ′)(f̃(L∗σ)) = F(Vσ′)(z̃ ⊗ 1B ◦ lσ) =

= f̃(Vσ′) ◦ lσ = lσ′ ◦ lσ
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⇒
Vσ◦σ′ = Vσ′ ◦ L∗σ (5) generalizada

La traslación por la derecha asociada a lσ ∈ F(B) es R∗σ ∈ G·(K[G]⊗K B) tal que

f̃(R∗σ) = lσ−1 ⊗ I ◦ z̃ (6) generalizada

Sea Vσ′ : K[G]⊗K B → B y para este morfismo sea el cuadro conmutativo:

G·(K[G]⊗K B)
f̃−→ F(K[G]⊗K B)

G(Vσ′) ↓ ↓ F(Vσ′)

G·(B)
f̃−→ F(B)

Aplicando el cuadro a R∗σ ∈ G·(K[G]) vemos que se cumple G(Vσ′)(R
∗
σ) = Vσ◦σ′ y se

comprueba como antes en el caso B = K que F(Vσ′)(f̃(R∗σ)) y por tanto se tiene la

igualdad

Vσ′ ◦R∗σ = Vσ′◦σ−1 (7) generalizada

Sea ahora p : OX → B un punto de X con valores en SpecB y Vσ : K[G] → B.

Entonces p⊗ Vσ(b⊗ y) = p(b).Vσ(y) define un morfismo de K − álgebras

p⊗ Vσ : OX ⊗K K[G]→ B

Si z̃(a) =
∑
ba ⊗ ya ⇒ por (2) generalizada lσ(a ⊗ 1) =

∑
ba ⊗ Vσ(ya) y por tanto si

denotamos σ(p) al morfismo de K− álgebras p⊗1◦ lσ se tiene σ(p)(a) =
∑
p(ba)⊗Vσ(ya)

y la igualdad:

p⊗ Vσ ◦ z̃ = σ(p) (8) generalizada

y como

σ(p) = p⊗ 1 ◦ lσ = (p⊗ 1 ◦ lx) ◦ (lx−1 ◦ lσ) = x(p) ◦ lσ◦x−1

y aplicando (8) generalizada al punto x(p) se deduce

x(p) ◦ lσ◦x−1 = x(p)⊗ Vσ◦x−1 ◦ z̃

luego

p⊗ Vσ ◦ z̃ = x(p)⊗ Vσ◦x−1 ◦ z̃ (7)
= (Vσ ◦R∗x)⊗ x(p) ◦ z̃

y aplicando la primera y última parte de estas igualdades a z̃(a) =
∑
ba ⊗ ya obtenemos

p⊗ Vσ
(∑

ba ⊗ ya
)

=
∑

p(lx(ba))Vσ(R∗xya) = p⊗ Vσ
(∑

lx(ba)⊗R∗xya
)
∀ p, Vσ

⇒
z̃(a) =

∑
ba ⊗ ya =

∑
lx(ba)⊗R∗xya ∀ lx ∈ F(K) (9) generalizada
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4.1.1. Algebra de Hopf

Como G es un grupo algebraico, debe tener estructura de álgebra de Hopf (ver [20])

luego debe tener un producto

K[G]
µ∗→ K[G]⊗K K[G]

y  
∑
y1 ⊗ y2

tal que:

Vσ ⊗ Vσ′ ◦ µ∗ = Vσ◦σ′ ∀ Vσ, Vσ′ (10)

Este producto queda definido por f̃(µ∗) para que sea compatible con la estructura de

G−módulo en X y por tanto

f̃(µ∗) = z̃ ⊗ Id ◦ z̃

Veamos que en efecto verifica (10). Como f̃(Vσ◦σ′) = lσ′ ◦ lσ basta ver que también f̃(Vσ⊗
Vσ′ ◦ µ∗) = lσ′ ◦ lσ.

f̃(Vσ ⊗ Vσ′ ◦ µ∗) = F(Vσ ⊗ Vσ′)(f̃(µ∗)) = F(Vσ ⊗ Vσ′)(z̃ ⊗ Id ◦ z̃) =

= F(Vσ)(z̃)⊗ Vσ′ ◦ z̃ = f̃(Vσ)⊗ Vσ′ ◦ z̃ = (lσ′ ⊗ lσ) ◦ z̃ = lσ′ ◦ lσ

El producto en G debe restringir a su toro maximal. Sea T = SpecK[M ] el toro de X

representante del funtor F ′ definido por HomK(K[M ], B) que es el siguiente subfuntor

de F(B) = AutB(OX ⊗K B) :

si λ ∈ HomK(K[M ], B)⇒ τλ(x
s) = λ(xs)(xs ⊗ 1)

En los puntos cerrados λ ∈ HomK(K[M ], K) denotaremos λ(s) = λ(xs) ⇒ τλ(x
s) =

λ(s)xs. Luego T · es subfuntor de G· y T ⊂ G es subgrupo algebraico ⇒ existe π :

K[G] → K[M ] → 0 tal que π∗ : T · ↪→ G· define T como subgrupo de G y por tanto el

producto µ∗ debe extenderse a K[M ] a través de π con lo que el cuadrado

K[G]
µ∗−→ K[G]⊗K K[G]

π↓ ↓ π ⊗ π
K[M ]

µ∗−→ K[M ]⊗K K[M ]

es conmutativo y como T = SpecK[M ] es un grupo multiplicativo ⇒

µ∗(xα) = xα ⊗ xα ∀ α ∈ K[M ]
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Además, la estructura de T −módulo en X debe ser conpatible a través de π con la de

G−módulo definida por z̃, luego si denotamos z̃′ = I ⊗ π ◦ z̃ a la composición:

OX
z̃→ OX ⊗K K[G]

I⊗π→ OX ⊗K K[M ]

entonces z̃′ define la operación de T en X que como sabemos debe ser extensión de la

operación de T sobre T lo que quiere decir que el siguiente cuadrado es conmutativo:

OX
z̃′−→ OX ⊗K K[M ]

i↓ ↓ i

K[M ]
µ∗−→ K[M ]⊗K K[M ]

y por tanto como T es multiplicativo se cumple

z̃′(xs) = xs ⊗ xs ∀ xs ∈ OX
i
↪→ K[M ] (11)

Proposición 4.1. Sea un punto λ : K[M ] → K. Si τλ denota al automorfismo en OX
definido por τλ(x

s) = λ(s)xs y Vλ = λ ◦ π entonces f̃(Vλ) = τλ

Demostración: Basta comprobarlo para cada a = xs homogéneo:

f̃(Vλ)(x
s) = (I ⊗ Vλ)(z̃(xs)) = I ⊗ (λ ◦ π) ◦ z̃(xs) = I ⊗ λ ◦ I ⊗ π ◦ z̃(xs) =

= I ⊗ λ ◦ z̃′(xs) 11
= I ⊗ λ(xs ⊗ xs) = xsλ(xs) = τλ(x

s)

y se acaba

2

4.2. Espacio tangente y derivaciones

Veamos ahora que el isomorfismo funtorial f̃ establece un isomorfismo (canónico) entre

el espacio tantente TeG y la derivaciones de OX . Sea A una K − álgebra y q ∈ SpecA un

punto racional de morfismo V : A → K y por definición el espacio tangente a SpecA en

q es TqSpecA = DerK(A,A/q ' K). Sea también la siguiente K − álgebra :

K[ξ] = {a+ bξ : a, b ∈K} ' K[x]/x2

que es el anillo K[ξ] tal que ξ2 = 0 y sea ξ0 : K[ξ]→ K el morfismo (punto de SpecK[ξ])

que consiste en hacer ξ = 0 es decir ξ0(a + bξ) = a. Entonces TqSpecA se identifica con
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los morfismos de K − álgebras A → K[ξ] que al componer con ξ0 dan V y denotaremos

HomV
K(A,K[ξ]) a tales morfismos. Efectivamente la identificación consiste en asignar a

cada derivación D : A→ K el morfismo hD : A→ A[ξ] dado por hD(y) = V (y) + D(y)ξ

tal que ξ0 ◦ hD = V. En el caso que nos ocupa V = Ve : K[G]→ K es el neutro de e ∈ G
y tenemos

TeG = Home
K(K[G], K[ξ]) ↪→ HomK(K[G], K[ξ]) = G·(K[ξ])

Por otro lado, las derivaciones DerK(OX ,OX) se identifican con los morfismos OX →
OX [ξ] que al componer con I ⊗ ξ0 : OX ⊗K K[ξ] → OX dan la identidad en OX y los

denotaremos HomI
K(OX ,OX [ξ]) y de igual modo a los correspondientes automorfismos

AutIK[ξ](OX [ξ],OX [ξ]) : Cada derivación D̃ : OX → OX se identifica con hD̃ : OX → OX [ξ]

definido por hD̃(a) = a+ D̃(a)ξ y por tanto tenemos

DerK(OX ,OX) = HomI
K(OX ,OX [ξ]) = AutIK[ξ](OX [ξ],OX [ξ]) = F I(K[ξ])

Como f̃ es una transformación natural de funtores de grupos, sea el cuadro conmutativo

G·(K[ξ])
f̃−→ F(K[ξ])

G·(ξ0)↓ F(ξ0)↓

G·(K)
f̃−→ F(K) = AutOX

e  I

(12)

luego G·(ξ0)(h) = e ⇔ F(p)(f̃(h)) = I y por tanto f̃ : G·(K[ξ]) → F(K[ξ]) restringe

a f̃ : Home
K(K[G], K[ξ]) → HomI

K(OX ,OX [ξ]) de donde se deduce el isomorfismo f̃ :

TeG → DerKOX definido por f̃(De) = D̃e que es la única derivación en OX tal que

hD̃e = f̃(hDe) es decir, hf̃(De)
= F(hDe)(z̃) = (I ⊗ hDe) ◦ z̃ que según se ha definido antes

es el siguiente morfismo de OX → OX [ξ]

hf̃(De)
(a) = (Id⊗ hDe)

(∑
ba ⊗ ya

)
=
∑

ba.(ya(e) +De(ya)ξ) =

=
∑

Ve(ya)ba +
(∑

baDe(ya)
)
ξ = a+

(∑
baDe(ya)

)
ξ ∈ OX [ξ]

(la última igualdad está justificada por 2) y por tanto

f̃(De)(a) =
∑

baDe(ya) donde
∑

ba(p)ya(σ) = a(σ(p)) ∀ p ∈ X, σ ∈ G (13)

y obviamente f̃(q.De) = q.f̃(De) ∀ q ∈ K.
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Observación 5. Nótese que se ha probado que

hf̃(De)
= I + ξ.f̃(De) = f̃(Ve + ξ.De)

Vamos a ver finalmente que f̃ induce isomorfismo canónico entre espacio tantente a G

y derivaciones que además conserva las representaciones adjuntas y por ende los paréntesis

de Ĺıe que como veremos se obtienen de tales representaciones.

Definición: Sea B una K − álgebra que contiene a K y un punto V = Vx ∈ G·(B).

Sean las traslaciones por izquierda y derecha L∗x y R∗x y la composición ϕx = R∗x ◦ L∗x
llamado automorfismo interno. Se llama representación adjunta en G del morfismo Vx a

su morfismo diferencial, el automorfismo

AdG(Vx) = dϕ∗x : DerB(K[G]⊗K B,B) −→ DerB(K[G]⊗K B,B)

es decir

AdG(Vx)(D) = D′ donde D′(y ⊗ 1) = D(y′) para y′ = ϕ∗x(y)

De igual modo, se define la representación adjunta en F del morfismo l ∈ F(B) al siguiente

automorfismo en DerB(OX ⊗K B) :

AdF(l)(D̃) = l−1 ◦ D̃ ◦ l para D̃ ∈ DerB(OX ⊗K B)

Teorema 4.2. f̃ : G·
∼→ F induce isomorfismo canónico entre DerB(K[G] ⊗K B,B) y

DerB(OX ⊗K B) tal que ∀ V = Vx ∈ G·(B) y l = lx = f̃(Vx) se cumple

f̃ (AdG (V ) (D)) = AdF (l)
(
f̃ (D)

)
Demostración: Sea e = Ve : K[G] → K ↪→ B el neutro en G·(B) y f̃(e) = I la

identidad en OX⊗KB. En primer lugar veamos que la restricción de f̃ induce isomorfismo

entre G·e(B[ξ]) y F I(B[ξ]) siendo:

G·e(B[ξ]) = Home
K(K[G], B[ξ]) = {h : K[G]→ B[ξ] : ξ0 ◦ h = e}

y

F I(B[ξ]) = HomI
B[ξ](OX ⊗K B[ξ],OX ⊗K B[ξ]) = {g : OX → OX ⊗K B[ξ] : ξ0 ◦ g = I}

En efecto, f̃ restringe porque si h ∈ G·e(B[ξ]) ⇒ h(y) = y(e) + p(ξ) (y(e) denota Ve(y))

con p(ξ) ∈ B[ξ] ⇒

f̃(h)(a) = 1⊗ h(z̃(a)) =
∑

ba ⊗ (ya(e) + pa(ξ)) =
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=
∑

ba ⊗ ya(e) +
∑

ba ⊗ pa(ξ) = a+
∑

ba ⊗ pa(ξ)

donde la última igualdad está justificada por (3) generalizada. Para concluir la primera

parte del teorema resta ver que:

G·e(B[ξ]) ' DerB(K[G]⊗K B,B) y F I(B[ξ]) ' DerB(OX ⊗K B)

En efecto, el primer isomorfismo viene dado por

hD(y) = y(e) +D(y ⊗ 1).ξ para D ∈ DerB(K[G]⊗K B,B)

y el segundo por

gD̃(a) = a+ D̃(a⊗ 1).ξ para D̃ ∈ DerB(OX ⊗K B)

Veamos ahora que f̃ conserva la representación adjunta. Sea z̃(a) =
∑
ba⊗ya y l = f̃(V ) y

R∗ y L∗ las traslaciones a derecha e izquierda asociadas. Queremos ver que f̃(Ad(V )(D)) =

l−1 ◦ f̃(D) ◦ l. Para ello, por definición de f̃(D), para calcular f̃(D)(l(a)) hay que calcular

z̃ ◦ l(a) que por las igualdades (4) y (9) generalizadas es:

z̃ ◦ l(a) =
∑

ba ⊗ L∗ya =
∑

l(ba)⊗R∗L∗ya

es decir z̃(l(a)) =
∑
l(ba)⊗ y′a y entonces

f̃(D)(l(a)) =
∑

l(ba).D(y′a) =
∑

l(ba).D
′(ya)

para D′ = Ad(V )(D) ⇒

l−1 ◦ f̃(D) ◦ l =
∑

ba.D
′(ya) = f̃(D′)(a)

con lo que se acaba.

2

Sea T = SpecK[M ] el toro maximal en G y como definimos al final de la sección anterior,

para cada punto del toro λ : K[M ] → K, lλ denota al automorfismo en OX τλ definido

por τλ(x
s) = λ(s)xs y Vλ = λ ◦ π donde K[G]

π→ K[M ] define T como subgrupo de G.

Corolario 4.3. Para G = ⊕α∈MGα y DerK(OX) = ⊕α∈MDα se cumple f̃(Gα) = D−α
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Demostración:

Que son isomorfos lo acabamos de ver paraB = K.QueDe ∈ Gα significa queAd(Vλ)(De) =

D′e = λ(α)De para todo λ ∈ T. Para comprobar el grado de f̃(De) tendremos en cuenta

que D ∈ DerKOX es de grado β ∈ M cuando τλ ◦ D ◦ τλ−1 = λ(β)D. Por hipótesis,

D′e = λ(α)D ⇒ f̃(D′e) = λ(α)f̃(De). Por otro lado el teorema anterior demuestra que

f̃(D′e) = l−1 ◦ f̃(De) ◦ l donde l = f̃(Vλ) y por tanto bastará probar que f̃(Vλ) = τλ y esto

es justo lo que afirma la proposición 4.1 con lo que se acaba.

2

Observación 6. En el caso particular de B = K y V = Ve = e el neutro en G·(K),

el Teorema 9.1 [12] demuestra que hay un isomorfismo de K − espacios vectoriales entre

DerK(K[G], K) y DerLK(K[G]) donde

DerLK(K[G]) = {D ∈ DerK(K[G]) : L∗x ◦D = D ◦ L∗x ∀ Vx ∈ G·(K)}

El isomorfismo viene definido por las condiciones De = Ve ◦ D y Vσ ◦ D = De ◦ L∗σ ∀
Vσ ∈ G·(K), De ∈ DerK(K[G], K) y D ∈ DerLK(K[G]). Por tanto se tiene

(R∗x−1 ◦D ◦R∗x)e = Ve ◦R∗x−1 ◦D ◦R∗x
(7)
= Vx ◦D ◦R∗x =

= De ◦ L∗x ◦Ra
xst ◦ ϕ∗ = dϕ∗(De) = Ad(Vx)(De)

luego

Ad(Vx)(De) = (R∗x−1 ◦D ◦R∗x)e ∀ Vx ∈ G·(K)

Las igualdades utilizadas tanto para la demostración del citado teorema como para la

iguldad anterior, son las ecuaciones 2...9 que hemos visto que son ciertas en general para

Vσ ∈ G·(B) de modo que se cumple:

Proposición 4.4. Para Ve : K[G]→ K ↪→ B el neutro de G·(B) existe isomorfismo

DerK(K[G]⊗K B,B) ' DerLK(K[G]⊗K B)

donde

DerLK(K[G]⊗K B) = {D ∈ DerK(K[G]⊗K B) : L∗x ◦D = D ◦ L∗x ∀ Vx ∈ G·(B)}
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dado por las condiciones

De = Ve ◦D Ve neutro de G·(B)
Vσ ◦D = De ◦ L∗σ ∀ Vσ ∈ G·(B)

(14)

y tal que

Ad(Vx)(De) = (R∗x−1 ◦D ◦R∗x)e ∀ Vx ∈ G·(B)

2

Teorema 4.5. Sea f̃ : G·e → F I(B[ξ]) y el correspondiente isomorfismo entre DerB(K[B]⊗K
B,B) y DerB(OX ⊗K B) según el teorema 4.2 y sea

f : AutB (DerB(K[B]⊗K B,B))→ AutB (DerB(OX ⊗K B))

isomorfismo inducido de modo que f(φ) = f̃ ◦ φ ◦ f̃−1. Entonces el siguiente diagrama es

conmutativo:

G·(B)
f̃−→ F(B)

AdG ↓ ↓ AdF
AutB (DerB(K[G]⊗K B,B))

f−→ AutB (DerB(OX ⊗K B))

Demostración:

Sea V ∈ G·(B) y D ∈ DerB(K[B]⊗K B,B) ⇒

f(AdGV (f̃(D)) = f̃(AdGV (f̃−1(f̃(D)))) = f̃(AdGV (D))

y por el teorema 4.2 f̃(AdGV (D)) = AdF(l = f̃(V ))(f̃(D)) con lo que se concluye.

2

Teorema 4.6. Sea G = AutX el grupo de automorfismos de la variedad tórica X y K[G]

su haz de funciones. Entonces el morfismo funtorial f̃ : G· → F define un isomorfismo

canónico entre los espacios vectoriales M − graduados

G = DerK(K[G], K) = ⊕α∈MGα
f̃
' DerK(OX) = ⊕α∈MDα

tal que f̃(Gα) = D−α y además conserva los paréntesis de Lie:

f̃ [D,E] = [f̃D, f̃D] ∀ D, E ∈ G

Diremos por tanto que G y DerK(OX) son álgebras de Lie M − graduadas canónicamente

isomorfas y las denotaremos TeG
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Demostración:

Consideremos el diagrama conmutativo del teorema anterior para B = K[ξ] :

G·(K[ξ])
f̃−→ F(K[ξ])

AdG ↓ ↓ AdF
AutK[ξ]

(
DerK[ξ](K[G][ξ], K[ξ])

) f−→ AutK[ξ]

(
DerK[ξ](OX [ξ])

)
La igualdad como espacios vectoriales M − graduados ya se ha visto en teorema 4.2

para B = K[ξ] y el corolario 4.3. Queda ver la cuestión referida a los paréntesis de

Lie. Sea ξ0 el morfismo ya definido que consiste en hacer ξ = 0 y sea Ve el neutro. Si

F I(K[ξ]) = AutIOX [ξ] denota los automorfismos que al componer con ξ0 dan la identidad,

es decir,

F I(K[ξ]) = I + ξ.Der(OX) ' Der(OX)

entonces F(K[ξ]) ⊃ F I(K[ξ]) y

AdF
(
F I (K[ξ])

)
⊂ AutK[ξ]

(
DerK[ξ] (OX [ξ])

)
= I + ξ.EndK (DerK (OX))

Por otro lado sea G·e(K[ξ]) = Ve + ξ.DerK(K[G], K) que por la proposición 4.4 es

G·e(K[ξ]) = Ve ◦ (Id+ ξ.DerLK(K[G])) donde la igualdad está determinada por las condi-

ciones 14 de modo que si D ∈ DerLK(K[G])⇒ hD = Ve ◦ (Id+ ξ.D) = Ve + ξ.De con De ∈
G·e(K[ξ]). Si tomamos V = hD a la que denotaremos VD⇒ lD = f̃(VD) = I+ξ.f̃De = hf̃D
y como l−1

D = l−D ⇒ VD−1 = V−D (notación explicada en la ecuación (5)). Si restringimos

AdG a G·e(K[ξ]) ⊂ G·(K[ξ]) valorará en:

AutIdK[ξ]

(
DerK[ξ](K[G][ξ], K[ξ])

)
' AutIdK[ξ]

(
DerLK[ξ](K[G][ξ])

)
=

= I + ξ.EndK(DerLK(K[G])) ' EndK(DerLK(K[G]))

Luego f̃ restringe a G·e(K[ξ])→ F I(K[ξ]) y del diagrama conmutativo anterior se deduce

el siguiente diagrama conmutativo:

Ve ◦ (Id+ ξ.DerLK(K[G]))
f̃−→ I + ξ.Der(OX)

AdG ↓ ↓ AdF
I + ξ.EndK(DerLK(K[G]))

f−→ I + ξ.EndK (DerK (OX))

Sea D̃ ∈ Der(OX) y lD̃ = hD̃ = I + ξ.D̃. Sea Ẽ ∈ Der(OX) ⇒ Ẽ ⊗ 1 ∈ DerK[ξ](OX [ξ])

⇒
AdF(lD̃)(Ẽ ⊗ 1) = lD̃ ◦ Ẽ ⊗ 1 ◦ l−D̃ = (I + ξ.D̃) ◦ Ẽ ⊗ 1 ◦ (I − ξ.D̃) =
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= (I + ξ.D̃) ◦ (Ẽ − ξ.Ẽ ◦ D̃) = Ẽ − ξ.Ẽ ◦ D̃ + ξ.Ẽ ◦ Ẽ

y por tanto

AdF(lD̃)(Ẽ ⊗ 1) = Ẽ ⊗ 1 + ξ.[D̃, Ẽ]

Sea D ∈ DerLK(K[G]) y V ∈ G·(K[ξ]) es V = VD = hD = Ve ◦ (Id + ξ.D) es decir

VD = Ve+ξ.De. Vamos a ver que la translación por la derecha asociada es R∗D = Id−ξ.D.
Para ello veamos que se cumple la ecuación (7) es decir, ∀ Vσ′ ∈ G·(K[ξ]) se cumple

Vσ′ ◦R∗D = Vσ′◦D que por (5) es V−D ◦ L∗σ′ . En efecto,

Vσ′ ◦ (Id− ξ.D) = Vσ′ − ξ.Vσ′ ◦D
(14)
= Vσ′ − ξ.De ◦ L∗σ′

Por otro lado,

V−D ◦ L∗σ′ = (Ve − ξ.Ve ◦D) ◦ L∗σ′ = Ve ◦ L∗σ′ − ξ.Ve ◦D ◦ L∗σ′

y eso de nuevo por (5) es Vσ′ − ξ.De ◦ L∗σ′ luego en efecto R∗D = Id − ξ.D. Sea E ∈
DerK(K[G]) y E ⊗ 1 ∈ DerK[ξ](K[G][ξ]) ⇒ por la proposición 4.4

AdG(VD)(E ⊗ 1) = R∗−D ◦ E ⊗ 1 ◦R∗D = (Id+ ξ.D) ◦ E ⊗ 1 ◦ (Id− ξ.D) =

= (Id+ ξ.D) ◦ (E − ξ.E ◦D) = E − ξ.E ◦D + ξ.D ◦ E = E ⊗ 1 + ξ.[D,E]

Para concluir, sea D̃ = f̃(D) y Ẽ = f̃(E) y hemos visto en esta demostración que

f̃(VD) = lD̃ = hD̃ ⇒ por el teorema 4.5 tenemos:

f (AdG (VD)) (Ẽ) = AdF(lD̃)(Ẽ) = AdF(lf̃(D))(f̃(E))

que como acabamos de ver es f̃(E) + [f̃(D), f̃(E)] y como por definición de f

f (AdG (VD)) (Ẽ) =
(
f̃ ◦ AdG (VD) ◦ f̃−1

)
(f̃(E)) =

= f̃ (AdG (VD)E) = f̃ (E + [D,E]) = f̃(E) + f̃ [D,E]

se deduce que f̃ [D,E] = [f̃D, f̃E] con lo que se acaba.

2
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4.3. Espacio tangente al grupo de automorfismos graduados de
una K − álgebra

Sea Z un Z − módulo libre y ṽ : Z → Zr morfismo tal que 〈{ṽi = xi ◦ ṽ}〉Q+
sea un

cono racional y fuertemente convexo, donde xi : Zr → Z es xi((a1, . . . , ar)) = ai. Sea en Z

el subsemigrupo S = ṽ−1(Nr) y gr : Z → J morfismo epiyectivo de Z en un Z−módulo

J y supongamos el caso completo que significa que Ker(gr)∩S = 0. Entonces A = K[xS]

es el anillo de una variedad tórica af́ın de toro SpecK[Z] y además es J − graduado con

la siguiente graduación:

grad(xs) = gr(s)

En particular y por hipópesis en grado cero es A0 = K.

Sea el grupo AutKA representante del funtor F(B) = AutB(A⊗K B) y como hemos visto

Te(AutKA) = DerKA es el álgebra de Lie de AutKA, que es Z−graduada y opera el toro

SpecK[Z] ⇒
DerKA =

⊕
α∈Z

Dα

Si consideramos sólo las derivaciones de grado cero, obtenemos el subespacio vectorial y

subálgebra de Lie ⊕
α∈Z

gr(α)=0

Dα

que denotaremos DerJA y consiste en las derivaciones graduadas de A. Como en la sección

4.2, tales derivaciones graduadas son las derivaciones asociadas al subfuntor F ′ ⊂ F de

los automorfismos J − graduados :

F ′(B) = AutgradB (A⊗K B)

donde la graduación de A⊗K B es la inducida por la J − graduación de A de modo que

grad(a⊗ b) = gr(a) ∈ J. En efecto, en la igualdad:

DerK(A,A) = HomI
K(A,A⊗K K[ξ]) = HomI

K[ξ](A[ξ], A[ξ])

es inmediato observar que una derivación D : A→ A es de grado cero cuando el morfismo

correspondiente hD(a) = a+D(a)ξ = a⊗ 1 +D(a)⊗ ξ es J − graduado. Luego si AutJKA

es el representante del funtor F ′ y subgrupo de AutKA se tiene:
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Teorema 4.7. Si A es una K − álgebra J − graduada con las condiciones que acabamos

de definir y en los términos del teorema 4.6 se cumple el siguiente isomorfismo canónico

de álgebras de Lie:

TI(AutJA) = DerJA

2
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Caṕıtulo 5

5. K −Algebras graduadas de ∆1

Como en §1.2 sea N un Z−módulo libre de rango n y consideremos el grupo

M = HomZ (N,Z)

Sea un abanico ∆ cuyas aristas están generados por los elementos del conjunto ∆1 =

{v1, . . . , vr} ⊂ N que supondremos semicompleto, lo que significa que ∆1.R+ = Qn (esta

condición es más débil que la de que ∆ sea abanico semicompleto). Supondremos que vi

es mı́nima (ó fundamental) para todo i, es decir, vi 6= p.e para todo p ∈ Z y e ∈ N.

Un abanico ∆ formado por conos cuyas aristas son ∆1, generan, como ya es sabido, los

abiertos afines de una variedad tórica X que contiene como abierto denso al toro

T = SpecracK[M ] = HomK(K[M ], K) = Homgrp(M,K∗).

Como hemos visto en la sección 2, Hi son los divisores de Weil T − invariantes asociados

a las aristas vi calculados en la sección 2.2. Consideremos el grupo An−1 de los divisores

de Weil módulo la equivalencia lineal, esto es, el cero es el divisor de una función ó divisor

principal. Denotaremos por [Hi] a la clase de Hi en An−1(X) y [H1], . . . , [Hr] es un sistema

generador v́ıa la sucesión exacta ([8])

0→M → Z∆1 → An−1(X)→ 0 (15)

donde el morfismo M → Z∆1 está definido por

α 7→ Div(xα) = Σivi(α)Hi

Se denotará por Ef(X) al subsemigrupo de An−1(X) de los divisores efectivos. La sucesión

exacta implica que dos divisores T−estables son de la misma clase en An−1(X) si difieren

en un divisor principal del tipo D(xα). Para cada a = (a1, . . . , ar) ∈ Zr, aH es el divisor

ΣiaiHi y v(α) = (v1(α), . . . , vr(α)). Denotaremos:

Γ(a) = {α ∈M : aH +D(xα) ≥ 0} es decir a+ v(α) ≥ 0
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En el caso semicompleto en el que estamos, es obvio que Γ(Hi) son las raices asociadas a

vi, es decir los α ∈M para los cuales xαDvi es una derivación, luego siguiendo la notación

de las derivaciones se tiene la igualdad:

KxΓ(Hi).Dvi = D(vi)

y además KxΓ(a) es isomorfo a H0(X,OX(D)) para cualquier divisor de Weil equivalente

a aH, luego es un espacio vectorial de dimensión finita.

5.1. Sistema generador mı́nimo de An−1(X)

Definición: Diremos que el divisor Hi es irreducible cuando su clase [Hi] no es com-

binación N−lineal del resto de clases [Hj] diferentes de [Hi]. En el caso de [Hi] = [Hj]

que se corresponde con la existencia de una raiz parejable y en adelante diremos que Hi

es parejable con Hj, obviamente Hi es irreducible si y sólo si lo es Hj. Como ya se ha

visto, [Hi] = [Hj] equivale a que S(vi) ∩ S(−vj) = {α} para un único α ∈ M que es

la raiz parejable. Nótese que irreducible equivale a decir que no tiene raices salvo a lo

sumo parejables. Reordenando si es necesario, escribiremos H1, . . . , Hs, Hs+1, . . . , Hs+k=r

donde H1, . . . , Hs son irreducibles y el resto bien son reducibles o bien parejables con

alguna [H1], . . . , [Hs]. Por ejemplo en el plano proyectivo P2, las tres hipersuperficies H1,

H2 y H3 son parejables de modo que s = 1, k = 2 y r = 3. La sucesión exacta 15 im-

plica que An−1(X) = 〈[H1], . . . , [Hr]〉Z y Ef(X) = 〈[H1], . . . , [Hr]〉N. Se comprueba con

facilidad que en el caso semicompleto, si [Hs+1] se escribe N−linealmente dependiente

del resto entre las que está [Hs+2], entonces en toda combinación N−lineal de [Hs+2] no

puede aparecer [Hs+1]; con este procedimiento y reordenando se consigue que [Hs+j] no

dependa de [Hs+1], . . . , [Hs+j−1] demostrando pues que [Hs+j] depende N−linealmente de

[H1], . . . , [Hs] y por tanto:

An−1(X) = 〈[H1], . . . , [Hs]〉Z Ef(X) = 〈[H1], . . . , [Hs]〉N (16)

Consideremos por tanto la dependencia:

Hs+j = nj1H1 + · · ·+ njsHs +D(x−ms+j)

con ms+j ∈M tal que:

vs+j(ms+j) = −1 vi(ms+j) = nji ≥ 0
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vl(ms+l) = 0 ∀ l > s con l 6= j

Alguna de las ms+j puede ser una raiz parejable, como ocurre en el espacio proyec-

tivo que lo son todas. Consideremos la matriz resultante N = (nji ) cuya columna j

es N j = v′(ms+j) y donde v′ denotará (v1, . . . , vs). También convendremos en deno-

tar v = (vs+1, . . . , vs+k) y m = (ms+1, . . . ,ms+k), de modo que v = (v′, v). También

H ′ = (H1, . . . , Hs). Dado el vector p = (p1, . . . , pk), p.N denotará vector de s coor-

denadas correspondiente al producto matricial por el traspuesto de p, esto es, N.pt =

p1N
1 + · · · + pkN

k= (pN1, . . . , pNs) y pm será p1ms+1 + · · · + pkms+k. Siguiendo esta

notación, se tiene la siguente fórmula general que permite pasar de la dependencia de un

divisor de H1, . . . , Hr a depender de H1, . . . , Hs :

n1H1 + . . . , nsHs + p1Hs+1 + · · ·+ pkHs+k = (n+ pN)H ′ +D(x−pm)

y por tanto si xn,p denota al monomio xn1
1 . . . . .x

ns
s .x

p1
s+1. . . . .x

pk
r , tendremos:

xn,p = xn+pN .xv(−pm) (17)

con n+ p.N ∈ Zs y −pm ∈ Γ(n+ p.N).

5.2. Descomposición del módulo M

Definición: Llamaremos submódulo fundamental de M al Z−módulo de los ceros

en M de v, es decir: B = {β ∈ M : v(β) = 0} de modo que ∀j = 1, . . . , K se tiene

vs+j(β) = 0.

Sabemos que vs+1, . . . , vr son parte de una base del ret́ıculo, luego B es libre de rango

n− k = t y se tiene la descomposición:

M = B ⊕ C donde C = 〈ms+1, . . . ,mr=s+k〉Z

De la propia definición de B y por estar en el caso semicompleto, se deduce que el morfismo

de módulos v′ : B → Zs, v′(β) = (v1(β), . . . , vs(β)) es inyectivo; sea J el conúcleo de modo

que se tiene la sucesión exacta

0→ B → Zs → J → 0 (18)

Por (16) es obvio que J es An−1(X) siendo claro el morfismo final epiyectivo. Denotaremos

[n] = [n.H ′] para [n] ∈ J y [n.H ′] ∈ An−1.
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5.2.1. Identidades necesarias

Como hemos visto tenemos la suma M = B
⊕

C de modo cada α ∈ M descompone

α = αB + αC . Sea entonces l ∈ Zs y supongamos que α ∈ Γ(l). Es claro que

αC = −v(αC)m (19)

Por otro lado de α = αB + αC ∈ Γ(l) se deduce inmediatamente

v(αC) = v(α) ≥ 0 (20)

es decir, todas las coordenadas de αC son negativas. Sea p = v(αC) de modo que sus

coordenadas son todas positivas; como v′(pm) = p.N y N es matriz positiva, se deduce

v′(pm) ≥ 0 y como αC = −pm se deduce

v′(αC) ≤ 0 v′(αB) = v′(α) + v(α).N (21)

y por último como por hipótesis l+v′(α) = v′(αB)+v′(αC) ≥ 0, de la desigualdad anterior

se deduce necesariamente

l + v′(αB) ≥ 0 (22)

5.3. Anillo de Cox. Anillos Zs−graduados

Definición (Anillo de Cox): Para cada arista vi introducimos la variable xi cuyo

grado será [Hi] de modo que se tiene el álgebra An−1(X)−graduada

AC = K[x1, . . . , xr] donde grad(xa =
∏
i

xaii ) = [aH] = [
∑
i

aiHi]

De otro modo, para cada [D] ∈ An−1(X) donde por la sucesión exacta (15) podemos elegir

como representante un divisor T−estable D = aH con a ∈ Zr, el anillo de Cox es

AC =
⊕

[D]∈An−1(X)

Kxa.{xv(α) : α ∈ Γ(a)}

Nótese que no importa el representante elegido ya que si a′ = a + v(β) entonces Γ(a′) =

−β + Γ(a).

A continuación veremos que la expresión del anillo de Cox se puede simplificar. Los únicos

sumandos no nulos corresponden a los divisores efectivos de modo que a + v(α) ∈ Nr y



5 K − ALGEBRAS GRADUADAS DE ∆1 62

en este sentido AC = K[Nr] con la graduación definida.

Entenderemos Zr como Zs⊕Zk y sus elementos serán de la forma (n, p). Consideremos el

morfismo de Z−módulos Zs⊕M → Zr definido por (n, α) 7→ n+v(α) = (n+v′(α), v(α))

que es epiyectivo gracias a (17).

Proposición 5.1. El morfismo Zr h−→ Zs ⊕ C, h ((n, p)) = (n + p.N,−pm) es un iso-

morfismo de Z−módulos y su inverso es h−1 ((l,−pm)) = (l + v′(−pm), v(−pm))

Demostración:

Es obvio que h es morfismo de Z−módulos y de (17) se deduce que h◦h−1 = h−1 ◦h = Id

si tenemos en cuenta que v(−pm) = p y que v′(pm) = p.N.

2

Sea

Γ(n) = {α ∈M : n+ v′(α) ≥ 0 y v(α) ≥ 0}

Restringiendo h a Nr, se tiene AC = K[Nr] ' K[h(Nr)] y por tanto

AC '
⊕
n∈Ns

K.{x(n,αC) : αC ∈ 〈m〉−Nk ∩ Γ(n)}

donde como álgebra graduada, si n = n′ + p.N y αC = −pm entonces

gr
(
x(n,αC)

)
= gr

(
x(n′,p)

)
= [n′.H ′ + p.H]

(17)
= [(n′ + p.N)H ′] = [n]

con [n] ∈ J definida en (18) y como [n] = [n + v′(β)] se tiene que gr
(
x(n,αC)

)
=

gr
(
x(n+v′(β),γC)

)
para todo β ∈ B y γC ∈ C de modo que:

Definición simplificada(Anillo de Cox):

El Anillo de Cox es el álgebra An−1(X)−graduada:

AC =
⊕

[n]∈J'An−1(X)

K.{x(n,αC) : n ∈ [n], αC ∈ 〈m〉−Nk ∩ Γ(n)} (23)

Nótese que la condición αC ∈ 〈m〉−Nk ∩ Γ(n) implica necesariamente n ∈ Ns. Los elemen-

tos de grado cero son x(v′(β),αC) tales que β ∈ B, αC = −pm con pi ≥ 0 ∀ i = 1, . . . , K y

v(β) − p.N ≥ 0 luego v′β) ≥ 0 lo que en caso semicompleto implica β = 0. En tal caso
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−p.N = 0 y se tiene que los únicos elementos de grado cero son las constantes.

Definición (Anillo de Cox generalizado): Consideremos el semigrupo de M
⊕
Zs

siguiente:

S ′ = {(n, α) ∈ Zs
⊕

M : n+ v′(α) ≥ 0 y v(α) ≥ 0}

es decir α ∈ Γ(n).

K[S ′] es M
⊕
Zs−graduada y por tanto Zs−graduada. Lamaremos Anillo de Cox gene-

ralizado al álgebra Zs−graduada:

A′ = K[S ′] =
⊕
n∈Zs

KAn para An = xΓ(n)

Proposición 5.2. A′ es una k-álgebra de tipo finito.

Demostración: S ′ es el conjunto de soluciones enteras de un sistema de inecuaciones.

Sabemos que este espacio de soluciones es finito generado. Si (α1, β1), . . . , (αl, βl) es un

sistema mı́nimo de generadores, entonces xαi ∈ Γ(V,OX(βiH)) y A′ = k[xα1 , . . . , xαl ].

En efecto si xα ∈ Γ(V,OX(βH)), entonces (α, β) = n1(α1, β1) + · · · + ns(αl, βl) . Luego

xα = (xα1)n1 · . . . · (xαl)nl .
A sus monomios de grado n se les denotará por λx(n,α). Vamos a ver la relación entre

este anillo y el anillo de Cox.

Lema 5.3. Si α = αB+αC ∈ Γ(l) para l ∈ Zs, entonces αB ∈ Γ(l) y además x(l+v′(αB),αC) ∈
A′

Demostración:

Que l + v′(αB) ∈ Ns ya se vió en (22) y como v(αB) = 0, ya se tiene la primera

afirmación. Para la segunda, l+ v′(αB) + v′(αC) = l+ v′(α) que es ≥ 0 por hipótesis. Por

último v(αC) ≥ 0 es la desigualdad (20).

2

El morfismo de anillos π′ : A′ → AC donde π′
(
x(n,α)

)
= x(n+v′(αB),αC) es epiyectivo y

su núcleo es el ideal I = 〈x(−v(β),β) − 1〉 de modo que el anillo de Cox es el cociente del

anillo A′ :

AC ' A′/I
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Teorema 5.4. 1. El morfismo

Zs ⊕M φ→ B ⊕ (Zs ⊕ C)

definido por

φ ((n, α)) = (αB, (n+ v′(αB), αC))

es isomorfismo

2. Si tal isomorfismo se restringe al subsemigrupo S ′ se tiene S ′
φ
' B ⊕ h(Nr)

Demostración:

Sea la sucesión exacta

0→ B
i→ Zs ⊕M π′→ Zs ⊕ C → 0 (24)

donde

i(β) = (−v′(β), β) π′ ((n, α)) = (n+ v′(αB), αC)

La identidad es una sección para π′ y el morfismo inverso de φ es

φ−1 (β, (l, αC)) = i(β) + (l, αC) = (l − v′(β), β + αC)

Es inmediato comprobar que las composiciones con φ dan la identidad, con lo que se ha

probado el primer enunciado.

Para el segundo, sea α = αB + αC y αC = −pm.

φ ((n, α)) = (αB, (n+ v′(αB), αC)) =

=
(
αB, h

(
h−1 ((n+ v′(αB), αC))

))
= (αB, h ((n+ v′(α), p)))

donde la última igualdad es por definición de h−1 y porque

n+ v′(αB)− p.N = n+ v′(αB) + v′(αC) = n+ v′(α).

Se concluye observando que (n, α) ∈ S ′ ⇔ (n+ v′(α), p) ∈ Nr

2

Observación 7. Si se compone φ con el isomorfismo (Id, h−1) : B⊕ (Zs ⊕ C)→ B⊕Zr

se tiene el isomorfismo (Id, h−1) ◦ φ : Zs ⊕M → B ⊕ Zr tal que (n, α) 7→ (αB, n+ v(α))

y el inverso es (β, (n, p)) 7→ (n+ pN,−pm) + (−v′(β), β)
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En el anillo de Cox todos sus monomios se escriben de modo único salvo costantes

de la forma x(n,αC) y por tanto también es una álgebra Zs−graduada. También AC [B] es

Zs−graduada siendo el grado de x(n,αC)xβ igual a n − v′(β) ∈ Zs. Considerados A′, AC

y AC [B] como álgebras Zs−graduadas, denotaremos AutZsA
′, AutZsAC y AutZsAC [B] a

sus respectivos grupos de automorfismos Zs-graduados mientras que en el caso del anillo

de Cox como álgebra An−1−graduada denotaremos AutgAC al grupo de automorfismos

An−1−graduados de AC .

Corolario 5.5. Considerando A′ y AC [B] con la Zs−graduación se tiene:

1. A′ ' AC [B] siendo el isomorfismo K[S ′]
φ→ K[h(Nr)][B] definido por

φ
(
x(n,α)

)
= x(n+v′(αB),αC).xαB

y el inverso φ−1
(
x(l,αC).xβ

)
= x(l−v′(β),β+αC)

2. El isomorfismo anterior induce el isomorfismo

AutZsA
′ φ→ AutZsAC [B] φ(σ′) = φ ◦ σ ◦ φ−1

3. El morfismo

AutZsAC
i
↪→ AutZsAC [B] i(σ)(xn,αCxβ) = σ(xn,αC )xβ

es inyectivo y H = φ
−1

(i(AutZsAC)) son los automorfismos Zs−graduados de A′

tales que sobre B son la identidad y además restringen a AC , es decir:

H =

{
σ′ ∈ S : ∀αC ∈ C σ′

(
x(n,αC)

)
=
∑
γC∈C

x(n,γC).λ(n, αC , γC)

}

siendo S el subgrupo de AutZsA
′ definido por:

S =
{
σ′ ∈ AutZsA′ : σ′

(
x(−v′(β),β)

)
= x(−v′(β),β)

}
Demostración:

El primer punto del enunciado es el Teorema 5.4 en términos de las respectivas K −
álgebras asociadas. El punto segundo se deduce del anterior y el tercero es una simple

comprobación.

2
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5.4. Automorfismos graduados

Utilizaremos las siguientes Notaciones: AutZsA
′, AutZsAC y AutZsAC [B] serán los

grupos de automorfismos Zs-graduados de A′, AC y AC [B] mientras que en el caso del

anillo de Cox como álgebra An−1−graduada denotaremos AutgAC al grupo de automorfis-

mos An−1−graduados de AC . Veremos que AutZsA
′ es el producto semidirecto de AutgAC

por el toro K∗t = Hom(B,K∗).

Sea σ′ ∈ AutZsA′ y sea α ∈ Γ(n). Como x(n+v′(β),α−β) = x(n,α).x(v′(β),−β) ⇒ ∀β ∈ B se

tiene

σ′
(
x(n+v′(β),α−β)

)
= σ′

(
x(n,α)

)
.σ′
(
x(v′(β),−β)

)
En particular si elegimos β = αB ⇒ αB ∈ Γ(n) (Lema anterior) y tendremos

σ′
(
x(n+v′(β),αC)

)
= σ′

(
x(n,α)

)
.σ′
(
x(v′(αB),−αB)

)
En el caso de que σ ∈ AutZsA sea la restricción de σ′, si n ∈ Ns, α ∈ Γ(n) y β ∈ B ∩Γ(n)

⇒
σ
(
x(n+v′(β),α−β)

)
= σ

(
x(n,α)

)
.σ′
(
x(v′(β),−β)

)
(25)

Proposición 5.6. Sean n y l en Ns y sean u ∈ Γ(n), e ∈ Γ(l) y β ∈ B ∩ Γ(n) ∩ Γ(l). Se

tiene la igualdad en A′: (con abuso de notación)

σ
(
x(n+v′(β),u−β)

)
σ (x(n,u))

=
σ
(
x(l+v′(β),e−β)

)
σ (x(l,e))

Demostración:

Hay que multiplicar en cruz y comprobar la igualdad. Para ello basta aplicar σ a las

siguientes igualdades en A :

x(l+v′(β),e−β).x(n,u) = x(n+l+v′(β),e+u−β) = x(n+v′(β),u−β).x(l,e)

2

EL grupo Hom(B,K∗) = K∗t opera en A′ del siguiente modo: Dado λ ∈ Hom(B,K∗)

y denotando para cada β ∈ B, λβ = λ(β), se define la operación en A′ a través del

automorfismo graduado τλ :

τλ
(
x(n,α)

)
= x(n,α).λαB



5 K − ALGEBRAS GRADUADAS DE ∆1 67

Se ha definido el morfismo de grupos Hom(B,K∗)
θ→ AutZsA

′, θ(λ) = τλ que claramente

es inyectivo y por tanto Hom(B,K∗) es un subgrupo de AutZsA
′. A continuación vere-

mos que los automorfismos An−1−graduados del anillo de Cox son un subgrupo de los

automorfismos Zs−graduados de A′.

Lema 5.7. Se cumple la siguiente relación entre AutZsA
′ y AutgAC :

1. Para todo σ′ ∈ AutZsA′ y todo β ∈ B existe un λ(β) ∈ K∗ tal que

σ′
(
x(−v′(β),β)

)
= λ(β).x(−v′(β),β)

2. Sea el subgrupo:

S =
{
σ′ ∈ AutZsA′ : σ′

(
x(−v′(β),β)

)
= x(−v′(β),β)

}
entonces existe un isomorfismo S

ψ→ AutgAC

3. Si además en S se considera el subgrupo obtenido en el apartado 3 del Corolario 5,

H = φ
−1

(i(AutZsAC)) , es decir,

H =

{
σ′ ∈ S : ∀αC ∈ C σ′

(
x(n,αC)

)
=
∑
γC∈C

x(n,γC).λ(n, αC , γC)

}

entonces

ψ (H)

={
σ ∈ AutgAC : ∀αC ∈ C, σ

(
x(n,αC)

)
=
∑
γC∈C

x(n,γC).λ(n, αC , γC)

}
que además es la imagen de la inmersión natural de AutZsAC en AutgAC .

Demostración:

Para la primera parte, como σ′ es graduado se tiene

σ′
(
x(−v′(β),β)

)
=
∑
α∈M

λα(β).x(−v′(β),α)

Hay que ver que α = β. Por definición de A′, v′(−β) + v′(α) ≥ 0 y v(α) ≥ 0 y como

v(β) = 0 se tiene que v(α− β) ≥ 0 lo en el caso semicompleto implica α = β.
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Para la segunda parte del enunciado, sea σ′ ∈ S y hay que definir ψ(σ′) para lo cual

basta definirla sobre los monomios xn,αC . Como σ′ es automorfismo Zs−graduado ⇒

σ′(x(n,αC)) =
∑
y

x(n,y).λ(n, αC , y)

Entonces definimos ψ(σ′) :

ψ(σ′)
(
x(n,αC)

)
=
∑
y

x(n+v′(yB),yC).λ(n, αC , y)

Para mostrar claramente la relación entre σ′ y ψ(σ′), sea el elemento e :

e =
∑
y∈M

x(v′(yB),−yB)

y

e− =
∑
y∈M

x(−v′(yB),yB)

Para cada h ∈ A′ homogeneo de grado n, h =
∑

y∈M x(n,y).λ(n, y) donde lógicamente si

denotamos λy(n) = λ(n, y) ⇒ λy = 0 para toda y ∈M tal que n+ v(y) � 0, definimos la

operación:

h � e =
∑
y∈M

x(n+v′(yB),y−yB).λ(n, y)

Por otro lado sea u ∈ AC homogeneo de grado [n] ⇒ u =
∑

y∈M x(n+v′(yB),yC).λ(n, y) y

definimos la operación:

u �n e
− =

∑
y∈M

x(n+v′(yB)−v′(yB),yC+yB).λ(n, y) =
∑
y∈M

x(n,y).λ(n, y)

que depende del representante n elegido. Si elegimos otro representante n′ = n+ v′(β) ⇒
u =

∑
y∈M x(n+v′(β)+v′(yB),yC).λ(n+ v′(β), y) de modo que

u �n′=n+v′(β) e
− =

∑
y∈M

x(n+v′(β),y).λ(n+ v′(β), y) =
∑
y∈M

x(n+v′(β),y).λ(n, y + β) =

(denotando y = y + β )

=
∑
y∈M

xn+v′(β),y−β.λ(n, y) =

=
∑
y∈M

xn,y.xv
′(β),−β.λ(n, y) = (u �n e

−).x(v′(β),−β)
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y por tanto:

u �n′=n+v′(β) e
− = (u �n e

−).x(v′(β),−β)

Con estas notaciones, la relación entre σ′ y ψ(σ′) por definición viene dada por las

identidades:

ψ(σ′)
(
x(n,αC)

)
= σ′

(
x(n,αC)

)
� e

σ′
(
x(n,αC)

)
= ψ(σ′)

(
x(n,αC)

)
�n e

− (26)

ψ está bien definido:

Si σ′ = Id entonces el único coeficiente no nulo de σ′(x(n,αC)) es λ(n, αC , αC) = 1 luego

por (26) tenemos

ψ(Id)(x(n,αC)) = x(n+v′(0),αC) = x(n,αC)

Veamos ahora que ψ(σ′) es morfismo con el producto:

ψ(σ′)
(
x(n,αC).x(n′,α′C)

)
= ψ(σ′)

(
x(n+n′,αC+α′C)

)
=

= σ′
(
x(n+n′,αC+α′C)

)
� e =

∑
z∈M

x(n+n′+v′(zB),zC).λ(n+ n′, αC + α′C , z)

donde

σ′
(
x(n,αC)

)
=
∑
y∈M

x(n,y).λ(n, αC , y)

y

σ′
(
x(n′,α′C)

)
=
∑
y∈M

x(n′,y).λ(n′, α′C , y)

Por otro lado

ψ(σ′)
(
x(n,αC)

)
.ψ(σ′)

(
x(n′,α′C)

)
= σ′

(
x(n,αC)

)
� e.σ′

(
x(n′,α′C)

)
� e =

=
∑
y∈M

x(n+v′(yB),yC).λ(n, αC , y).
∑
y′∈M

x(n′+v′(y′B),y′C).λ(n′, α′C , y
′) =

=
∑
y,y′

x(n+n′+v′(yB+y′B),yC+y′C).λ(n, αC , y).λ(n′, α′C , y
′) =

=
∑
z∈M

x(n+n′+v′(zB),zC).
∑

y+y′=z

λ(n, αC , y).λ(n′, α′C , y
′)
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de modo que para probar que

ψ(σ′)
(
x(n,αC).x(n′,α′C)

)
= ψ(σ′)

(
x(n,αC)

)
.ψ(σ′)

(
x(n′,α′C)

)
basta ver que λ(n + n′, αC + α′C , z) =

∑
y+y′=z λ(n, αC , y).λ(n′, α′C , y

′) para lo cual utili-

zaremos que σ′ es morfismo y por tanto σ′
(
x(n+n′,αC+α′C)

)
= σ′

(
x(n,αC)

)
.σ′
(
x(n′,α′C)

)
; lo

primero es ∑
z∈M

x(n+n′,z).λ(n+ n′, αC + α′C , z)

y lo segundo es ∑
y,y′

x(n+n′,y+y′).λ(n, αC , y).λ(n′, α′C , y
′) =

=
∑

y+y′=z

x(n+n′,z).λ(n, αC , y).λ(n′, α′C , y
′) =

=
∑
z∈M

x(n+n′,z).

( ∑
y+y′=z

λ(n, αC , y).λ(n′, α′C , y
′)

)

y como σ′
(
x(n+n′,αC+α′C)

)
= σ′

(
x(n,αC)

)
.σ′
(
x(n′,α′C)

)
se deduce que λ(n+n′, αC +α′C , z) =∑

y+y′=z λ(n, αC , y).λ(n′, α′C , y
′) con lo que en efecto ψ(σ′) es morfismo y obviamente

graduado. Si vemos que ψ(σ′′ ◦ σ′) = ψ(σ′′) ◦ ψ(σ′) ya tendremos que ψ es morfismo de

grupos y que ψ(σ′) es un automorfismo cuyo inverso es ψ(σ′−1). Sea pues ψ(σ′) = σ1 y

ψ(σ′′) = σ2 y vamos a utilizar la siguiente notación:

λ(n, y, z) es el coeficiente en x(n+v′(yB),z) de σ′
(
x(n+v′(yB),yC)

)
µ(n, y, z) es el coeficiente en x(n+v′(yB),z) de σ′′

(
x(n+v′(yB),yC)

)
luego que por definición de ψ se tiene:

si σ′
(
x(n,αC)

)
= Σyx

(n,y).λ(n, αC , y)⇒

σ1

(
x(n,αC)

)
=

∑
y

x(n+v′(yB),yC).λ(n, αC , y)

si σ′′
(
x(l,γC)

)
= Σzx

(l,z).µ(l, γC , z)⇒

σ2

(
x(l,γC)

)
=

∑
z

x(l+v′(zB),zC).µ(l, γC , z) (27)
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Vamos a calcular ψ(σ′′ ◦ σ′) ((n, αC)) para lo que necesitamos (σ′′ ◦ σ′) ((n, αC)) :

(σ′′ ◦ σ′) ((n, αC)) = σ′′

(∑
y

x(n,y).λ(n, αC , y)

)
=

= σ′′

(∑
y

x(n+v′(yB),yC).x(−v′(yB),yB).λ(n, αC , y)

)
σ′′∈S
=

σ′′∈S
=
∑
y

σ′′
(
x(n+v′(yB),yC)

)
.x(−v′(yB),yB).λ(n, αC , y) =

=
∑
y

λ(n, αC , y).
∑
z

x(n+v′(yB),z).x(−v′(yB),yB).µ(n+ v′(yB), yC , z) =

=
∑
y,z

x(n,z+yB).λ(n, αC , y).µ(n+ v′(yB), yC , z)

Luego por la propia definición de ψ tenemos

ψ(σ′′ ◦ σ′)
(
x(n,αC)

)
=
∑
y,z

x(n+v′(zB+yB),zC).λ(n, αC , y).µ(n+ v′(yB), yC , z)

Por otro lado

(σ2 ◦ σ1)
(
x(n,αC)

)
= σ2

(∑
y

x(n+v′(yB),yC).λ(n, αC , y)

)
=

=
∑
y

λ(n, αC , y).
∑
z

x(n+v′(yB)+v′(zB),zC).µ(n+ v′(yB), yC , z)

con lo que coinciden.

La inyectividad y epiyectividad de ψ se deducen directamente de (26); la inyectividad

es clara y para demostrar que ψ es epiyectivo, dado σ ∈ AutgAC y teniendo en cuenta la

segunda igualdad de en (26) hay que definir σ′ ∈ AutZsA′ tal que sobre los elementos del

tipo x(−v′(β),β) sea la identidad y sobre los elementos del tipo x(n,αC) debe cumplir (26)

siendo ψ(σ′) = σ, luego σ′ queda necesaria y suficientemente definida como sigue:

σ′
(
x(n,α)

)
= σ′

(
x(n+v′(αB),αC).x(−v′(αB),αB)

)
=

= σ′
(
x(n+v′(αB),αC)

)
.x(−v′(αB),αB) =

= σ
(
x(n+v′(αB),αC)

)
�n+v′(αB) e

−.x(−v′(αB),αB) =

= σ
(
x(n+v′(αB),αC)

)
�n e

−.x(v′(αB),−αB).x(−v′(αB),αB) =

= σ
(
x(n+v′(αB),αC)

)
�n e

−
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es decir

σ′
(
x(n,α)

)
= σ

(
x(n+v′(αB),αC)

)
�n e

− (28)

con lo que se ha demostrado el segundo enunciado. El tercero se deduce de la primera

igualdad de (26), ya que si

σ′
(
x(n,αC)

)
=
∑
γC∈C

x(n,γC).λ(n, αC , γC)

entonces por definición se tiene

ψ(σ′)
(
x(n,αC)

)
= σ′

(
x(n,αC)

)
� e =

∑
γC∈C

x(n,γC).λ(n, αC , γC)

con lo que se acaba.

2

Observación 8. El primer enunciado del Lema afirma que σ′
(
x(−v′(β),β)

)
= λ(β).x(−v′(β),β).

Nótese que λ(β) = λβ para λ = (λi) donde σ′
(
x(−v′(βi),βi)

)
= λi.(−v′(βi), βi) siendo

B = {β1, . . . , βt=n−K} una base de B.

Teorema 5.8. El grupo AutZsA
′ es el producto semidirecto AutgAC oHom(B,K∗) y la

sucesión exacta de grupos asociada es

0→ AutgAC ' S
i→ AutZsA

′ ϕ→ Hom(B,K∗) ' K∗t → 0

donde ϕ(σ′) = λ = (λi) para σ′
(
x(−v′(βi),βi)

)
= λi.x

(−v′(βi),βi) y donde θ es una sección

de ϕ tal que θ(λ) = τλ que es el automorfismo τλ
(
x(n,αB+αC)

)
= λαB .x(n,α). Además tal

producto semidirecto será directo ⇔ AutgAC ' AutZsAC . En particular en el caso trivial

t = 0.

Demostración:

S es un subgrupo normal en AutZsA
′ y K∗t opera en S por conjugación. Tenemos que

comprobar que el siguiente morfismo asociado a la sucesión exacta es isomorfismo:

S oC∗t −→ AutZsA
′

σ, λ 7→ σ′ = σ ◦ τλ
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Luego

σ′
(
x(−v′(β),β)

)
= λβ.x(−v′(β),β) y σ′

(
x(l,αC)

)
= σ

(
x(l,αC)

)
es decir,

σ′
(
x(n,α)

)
= σ′

(
x(n+v′(αB),αC).x(−v′(β),β)

)
=

= σ
(
x(n+v′(αB),αC)

)
.λβ.x(−v′(β),β) =

= σ
(
x(n+v′(αB),αC)

)
.λβ.σ

(
x(−v′(β),β)

)
= λβ.σ

(
x(n,α)

)
Dado ahora σ′ ∈ AutgA′ se tiene σ′ = σ ◦ τλ eligiendo λ = (λi) con

λi =
σ′
(
x(−v′(βi),βi)

)
x(−v′(βi),βi)

y σ
(
x(n,α)

)
= σ′

(
x(n,α)

)
.λ−αB habiendo probado que el morfismo es isomorfismo y como

obviamente S ∩ C∗t = Id se acaba.

Para concluir, la condición de que el producto semidirecto sea directo equivale a que

K∗t opere en S por la identidad lo cual equivale a que para todo σ′ ∈ S se cumpla:

σ′
(
x(n,α)

)
=
∑
y

x(n,y) con yB = αB

y utilizando la descomposición x(n,α) = x(n+v′(αB),αC).x(−v′(αB),αB) se comprueba inme-

diatamente que el conjunto de tales σ′ ∈ S es justamente H y por tanto el producto

será directo si H = S y como por el apartado 3 del Lema 5.7 H ' AutZsAC , se concluye

que el producto es directo cuando AutZsAC ' AutgAC .

2

5.4.1. Toros maximales como subgrupos de AutZsA
′, AutgAC y AutX

En general para un toro SpecK[N ] si λ ∈ SpecK[N ] es un punto (con valores en una

K − álgebra) escribiremos λ(xa) = λ(a) = λa.

Los anillos A′ y Ac son los anillos de variedades tóricas afines en las que operan, como ya

hemos visto, sus respectivos toros SpecK[Zs ⊕M ] y SpecK[Zs ⊕ C] :

µ = (µ′, λ) ∈ SpecK[Zs ⊕M ]⇒ µ.x(n,α) = µ′
n
.λαx(n,α)
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y

µ = µ′, µ ∈ SpecK[Zs ⊕ C]⇒ µ.x(n,αC) = µ′
n
.µαCx(n,αC)

A partir de estas operaciones vamos a ver como operan los toros T (r) = SpecK[Zr]
y T (s) = SpecK[Zs] en AC y deducir la necesaria operación en A′ obligada por el

teorema 5.8 y en concreto por la equación 28. Para ello, hemos visto que el toro T (r)

es isomorfo a SpecK[Zs ⊕ C] por el morfismo h : Zr → Zs ⊕ C donde h(n = n′, n) =

(n′ + nN,−nm) y h−1(n, αC) = (n + v′(αC), v(αC)). Además, si π : Zs ⊕ C → Zs es

la proyección natural ⇒ T (s) a través de π es un subgrupo del toro SpecK[Zs ⊕ C] de

modo que π y h definen SpecK[Zs] como subgrupo de SpecK[Zr] y el epimorfismo que

los relaciona es

Zr ϕ−→ Zs

(n′, n̄)  n′ + n̄N

que hace conmutativo al siguiente diagrama:

Zs ⊕ C h̃−1

−→ Zr
π ↓ ↙ ϕ

Zs

Por tanto la operación del toro SpecK[Zr] en AC es:

si λ ∈ SpecK[Zr] y x(n,αC) ∈ AC =⇒ λ.x(n,αC) = λh
−1(n,αC)x(n,αC)

y como h−1(n, αC) = (n+ v′(αC), v(αC)) = (n+ v(αC)) la operación es

si λ ∈ SpecK[Zr] y x(n,αC) ∈ AC =⇒ λ.x(n,αC) = λ(n+ v(αC))x(n,αC) (29)

La operación del toro SpecK[Zs]
ϕ∗

↪→ SpecK[Zr] teniendo en cuenta que

ϕ∗(ν)(ϕ(h−1(n, αC))) = µn

es:

µ.x(n,αC) = µπ(n,αC)x(n,αC) = µnx(n,αC) (30)

Con estas operaciones los toros Spec[Zs]
ϕ∗

↪→ Spec[Zr] son subgrupos de AutgAC que a su

vez es subgrupo de AutZsA
′ (teorema 5.8) y la estructura de subgrupo viene determinada
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por el epimorfismo π′ : Zs ⊕M → Zs ⊕ C, π′(n, α = αB + αC) = (n + v′(αB), αC). Por

tanto para conservar la cadena de subgrupos

SpecK[Zs]
ϕ∗

↪→ SpecK[Zr] ↪→ AutgAC
ψ−1

↪→ AutZsA
′

tal que SpecK[Zr] (luego SpecK[Zs]) sea subgrupo de AutZsA
′ contenido en su toro ma-

ximal SpecK[Zs⊕M ], las operaiones de SpecK[Zr] y SpecK[Zs] en A′ vendrán definidas

a través de los morfismos

Zs ⊕M π′→ Zs ⊕ C h−1

→ Zr ϕ→ Zs
(n, α)  (n+ v′(αB), αC)  n+ v(α)  n+ v′(αB)

luego deben ser:

si λ ∈ SpecK[Zr] y x(n,α) ∈ A′ =⇒ λ.x(n,α) = λ(n+ v(α))x(n,α) (31)

si λ ∈ SpecK[Zs] y x(n,α) ∈ A′ =⇒ λ.x(n,α) = λ(n+ v′(αB))x(n,α) (32)

Observación 9. Con la operaciones definidas, los toros SpecK[Zr] y SpecK[Zs] son

ejemplos de los subgrupos H de AutZsA
′ que consisten en los automorfismos que son la

identidad sobre x(−v′(−β),β) y tales que restringen a AC , de modo que sobre ellos ψ es la

restricción a AC ⊂ A′ = AC [B]; si τλ y τµ denotan respectivamente a los automorfismos

en A′ asociados a las operaciones de λ ∈ SpecK[Zr] y µ ∈ SpecK[Zs] definidas en las

ecuaciones (31) y (32) entonces ψ(τλ) y ψ(τµ) son los automorfismos en AC asociados a las

operaciones definidas en las ecuaciones (29) y (30) y que además de ser An−1−graduados

lo son también Zs − graduados.

Para entender la operación de SpecK[Zr] y SpecK[Zs] en la variedad tórica X en

la que opera el toro SpecK[M ] de la forma λ.xα = λαxα, consideremos el diagrama

conmutativo

0 → M
v=(v′,v)−→ Zr → An−1 → 0

πB↓ ρ↓ ‖
0 → B

v′−→ Zs → An−1 → 0

(33)

donde los morfismos son:

ρ = h ◦ π es decir ρ(n = (n′, n)) = n′ + n.v′(m)

y πB(α) = αB para α = αB + αC .
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En efecto es conmutativo porque

n = v(α)⇐⇒ ρ(n) = v′(αB)

con las relaciones

α = αB + αC y αC = −n̄.m̄

Aplicamos HomZ(, K∗) a la ecuación 33 y tenemos el diagrama conmutativo

0 → HomZ(An−1, K
∗) −→ K∗r

v∗−→ HomZ(M,K∗) = T → 0
‖ ρ∗↑ π∗↑

0 → HomZ(An−1, K
∗) −→ K∗s

v′∗−→ HomZ(B,K∗) = T (B) → 0

(34)

con

v∗(λ)(α) = λv(α)

ρ∗(µ) = (µ, µN) = (µ, µv
′(ms+1), . . . , µv

′(ms+k))

π∗(τ)(α = αB + αC) = τ(αB)

Es inmediato comprobar las igualdades

v∗ (ρ∗ (µ)) (α) = µv
′(αB) = π∗

(
v′
∗

(µ)
)

(α)

Además como ∀ a′ = (a1, . . . , as) ∈ K∗s se cumple

(ρ∗(a′))
v(α)

= (a′, a′
N

)(v′(α),v(α)) = a′
v′(αB)+v′(αC)

.a′v(α).N

y como αC = −v(αC).m ⇒ v′(αC) = −v(αC).v′(m) = −v(αC).N luego lo anterior es

(ρ∗(a′))
v(α)

= a′
v′(αB)

(35)

con lo que se ha probado:

HomZ(An−1, K
∗) ≡ {a′ ∈ K∗s : av

′(β) = 1 ∀ β ∈ B} ρ
∗

=
= {a = (a′, a) ∈ K∗r=s+k : av(α) = 1 ∀ α ∈M}

Las operaciones de K∗r y por tanto K∗s
ρ∗

↪→ K∗r en X estarán determinadas por la

operación de HomZ(M,K∗) = T a través del diagrama conmutativo anterior, luego:

λ ∈ K∗r ⇒ λ.xα = v∗(λ).xα = λv(α)xα
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µ ∈ K∗s ⇒ µ.xα = v∗(ρ∗(µ)).xα = π∗(v′
∗
(µ)).xα = µv

′(αB).xα

de donde se deduce que HomZ(An−1, K
∗) opera en X por la identidad.

Por último, las proyecciones naturales Zs ⊕M → M = B + C
π→ B definen SpecK[B]

como subgrupo del toro T = SpecK[M ] y éste como subgrupo de SpecK[Zs ⊕M ] por

tanto si a ∈ SpecK[B] ⇒

a.xα = π∗(a)(α).xα = aαBxα

y

a.x(n,α) = aαBx(n,α)

es la operación del toro SpecK[B] en A′ y en AC ⊂ A′ opera entonces por la identidad.

5.4.2. Igualdad entre AutZsA
′/T (s) y AutgAC/TAn−1

Denotamos T (s) = SpecK[Zs] y T (B) = SpecK[B] y TAn−1 al grupo multiplicativo

de puntos racionales HomZ(An−1, K
∗). Ahora la segunda parte de la ecuación 34 es la

sucesión exacta

0→ TAn−1 −→ T (s)
v′∗−→ T (B)→ 0 (36)

con

v′
∗
(λ)(β) = λv

′(β)

Escribiremos abreviadamente Xβ = x(−v′(β),β) ∈ A′ para cada β ∈ B. Sean los morfismos

T (s)
t

⇒
m
AutZsA

′ t(λ)(x(n,α)) = λnx(n,α)

m(λ)(x(n,α)) = λn+v′(αB)x(n,α) (37)

que definen las dos maneras de operar el toro T (s) en A′ y los dos corrspondientes sub-

grupos t(T (s)) y m(T (s)).

Como en el lema 5.7, sea el subgrupo

S = {σ′ ∈ AutZsA′ : σ′(Xβ) = Xβ}

⇒
m(T (s)) ⊂ S

Por otro lado tenemos la sucesión exacta del teorema 5.8

0→ S → AutZsA
′ = S o T (B)

ϕ→ T (B)→ 0
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y la sección de ϕ es θ tal que

θ(v′
∗
(µ))(x(n,α)) = µv

′(αβ)x(n,α)

⇒ t(λ) = m(λ) ◦ θ(v′∗(λ−1)) ⇒ t(λ) = (m(λ), v′∗(λ−1)) ∈ S o T (B) y por tanto

t(T (s)) ⊂ S o T (B)

Es evidente que t y m coinciden sobre TAn−1 ⇒

0→ TAn−1 → T (s)
t

⇒
m
AutZsA

′ es exacta

Sea el morfismo

0→ T (B)
m̄→ S/TAn−1

tal que el siguiente diagrama sea conmutativo:

0 0
↓ ↓

0 → TAn−1 → T (s)
v′∗→ T (B) → 0

‖ m↓ m̄↓
0 → TAn−1 → S → S/TAn−1 → 0

(38)

⇒ m̄(v′∗(λ.ε)) = [m(λ).m(ε)] = [m(λ)] ∀ ε ∈ TAn−1 y definimos el epimorfismo siguiente:

AutZsA
′ = S o T (B)

r→ S/TAn−1 → 0 r(a, b) = [a].m̄(b)

Corolario 5.9. Con los datos anteriores se cumple:

1. La sucesión

0→ T (s)
t→ AutZsA

′ = S o T (B)
r→ S/TAn−1 → 0

es exacta

2.

AutgAC/TAn−1 ' AutZsA
′/t(T (s))

3.

Aut◦gAC/TAn−1 ' Aut◦ZsA
′/t(T (s))
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Demostración:

Veamos 1: Como t(λ) = (m(λ), v′∗(λ−1)) ⇒

r(t(λ)) = r(m(λ), v′
∗
(λ−1)) = [m(λ).m(λ−1)] = 1

⇒ Im t ⊆ ker r y para ver la igualdad, sea (a, b) ∈ S o T (B) tal que r(a, b) = 1. Como

b = v′∗(µ) = v′∗(µ.ε) ∀ ε ∈ TAn−1 y µ ∈ T (s) tal que b(Xβ) = µv
′(β)Xβ, si r(a, b) = 1 ⇒

[a.m(µ)] = [m(j)] para un j ∈ TAn−1 y si tomo otro representante⇒ [a.m(µ.ε)] = [m(j.ε)]

y en todo caso debe existir un j ∈ TAn−1 tal que a = m(µ−1.j) = m((µε)−1.j.ε) ⇒ sea

λ = λ(j) = µ−1.j y j queda determinada por la condición a◦b(x(n,αC)) = (µ−1.j)(n)x(n,αC)

⇒ (a, b) = t(λ) y se acaba.

El enunciado 2 se deduce del anterior y del isomorfismo S ' Aut◦gAC probado en el lema

5.7.

El enunciado 3 se deduce del anterior tomando componentes conexas y teniendo en cuenta

que T (s) es conexo.

2

5.4.3. Álgebra de Lie del grupo de automorfismos graduados AutZsA
′ y AutgAC

Para calcular TI(AutJA) cuando A = A′ y J = Zs y cuando A = AC y J = An−1(X)

pretendemos utilizar el teorema 4.6 que identifica canónicamente el espacio tagente en la

identidad al grupo de automorfismos graduados con las derivaciones graduadas, conser-

vando el corchete de Lie y de este modo para calcular el álgebra de Lie sólo tendremos

que calcular tales derivaciones y el corchete de Lie de ellas. Veamos entonces que A = A′

y A = AC son los anillos graduados de variedades tóricas afines, es decir, cumplen las

condiciones de la sección 4.1 :

Para A = A′, sea Z = Zs ⊕M y ṽ : Z → Zr=s+k es ṽ = h−1 ◦ π′ con h y π′ ya definidos

en la sección 5.3, de modo que

ṽ ((n, α)) = n+ v′(α), v(α) y A′ = K[xṽ
−1(Nr)]

El morfismo gr (notación sección 5.3) en este caso es gr = π1 :

Z = Zs ⊕M −→ Zs
(n, α)  n

que da la Zs − graduación. Hay que comprobar que Ker(gr) ∩ ṽ−1(Nr) = 0. En efecto, si

ṽ((n, α)) = n + v′(α), v(α) ∈ Nr y n = 0 ⇒ v′(α) ≥ 0 y v(α) ≥ 0 y como v(α) = v(αC)
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implica que αC = −pm con p ∈ Nn pero entonces v′(αC) = −pN ≤ 0 y como v′(α) =

v′(αB) + v′(αC) ≥ 0 ⇒ v′(αB) ≥ 0 con v(αB) = 0 ⇒ en caso semicompleto αB = 0 ⇒
v′(αC) = 0 ⇒ p = 0 y α = 0 con lo que se ha probado que Ker(gr) ∩ ṽ−1(Nr) = 0 con lo

que se puede afirmar que el álgebra de Lie de AutZsA
′ es:

TI (AutZsA
′) = DerZsA′

Para A = AC , sea Z = Zs ⊕ C y ṽ = h−1 : Zs ⊕ C → Zr=s+k de modo que como ṽ−1 = h

⇒
ṽ ((n, αC)) = n+ v′(αC), v(αC) y AC = K[xh(Nr)]

El morfismo gr en este caso es

gr : Z = Zs ⊕ C h−1

→ Zr → An−1(X)→ 0

o equivalentemente, por el diagrama conmutativo (33) :

gr : Z = Zs ⊕ C h−1

→ Zr ϕ→ Zs → An−1(X)→ 0

donde como hemos visto en la sección anterior ϕ ◦ h−1 = π1 y entonces gr((n, αC)) = [n]

luego gr((n, αC)) = 0 ⇔ n = v′(β) para algún β ∈ B. Si (n, αC) ∈ h(Nr) ⇒ n ≥ 0,

v(αC) ≥ 0 y αC ∈ Γ(n). Si n = v′(β), como v(β) = 0 entonces en caso semicompleto

necesariamente β = 0 ⇒ n = 0 y v(αC) ≥ 0 implica que αC = −pm con p ∈ Nn pero

entonces v′(αC) = −pN ≤ 0 de donde se deduce que αC ∈ Γ(n = 0)⇔ αC = 0 con lo que

se ha probado que Ker(gr) ∩ ṽ−1(Nr) = 0. El álgebra de Lie de AutgAC es por tanto:

TI (AutgAC) = DergAC

Calculemos pues tales derivaciones.

Notaciones: Al subespacio vectorial de las derivaciones de OX generado por las deri-

vaciones asociadas a ráıces, esto es, xrDv tales que r ∈ S(v) lo denotaremos DerRK(OX).

Luego por el teorema 3.1

DerRK(OX) ' DerK(OX)/M∗ ⊗Z K

y

DerK(OX) = M∗ ⊗Z K +DerRK(OX) (39)
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Teorema 5.10. Sea M = B ⊕ C la descomposición ya descrita y A′ y AC las álgebras

Zs− graduadas y An−1−graduadas respectivamente.

1. El álgebra de Lie del grupo AutZsA
′ es el álgebra Zs ⊕ C−graduado

Te(AutZsA
′) = (Zs ⊕M)∗ ⊗Z K +DerRK(OX)

con el corchete de Lie natural en DerK(OX) calculado en la proposición 3.11

2. El álgebra de Lie del grupo AutgAC es

Te(AutgAC) = (Zs ⊕ C)∗ ⊗Z K +DerRK(OX)

con el corchete de Lie natural en DerK(OX) calculado en la proposición 3.11. Además

la Zs⊕C−graduación de la parte DerRK(OX) coincide con la M−graduación por la

inyección M ↪→ Zs ⊕ C.

Demostración:

Como se acaba de justificar, hay que calcular las derivaciones de grado cero en A′ y AC

con la Zs − graduación y la An−1 − graduación respectivamente.

Para 1, sea ṽi : Zs ⊕M → Z definida por:

ṽi((n, α)) = ni + vi(α) si 1 ≤ i ≤ s

ṽi((n, α)) = vi(α) si s+ 1 ≤ i ≤ s+ k = r

El semigrupo S ′ definido en la sección 5.3 es:

S ′ = {(n, α) : ṽi((n, α)) ≥ 0 ∀ 0 ≤ i ≤ s+ k = r}

Luego A′ = K[S ′] = K[ṽi ≥ 0] que es álgebra Zs−graduada y por tanto según vimos en

el caṕıtulo de derivaciones se tiene

DerKA
′

‖

(Zs ⊕M)∗ ⊗Z A′
⊕〈

{x(n,α)Dṽi : ṽi((n, α)) = −1 y ṽl((n, α)) ≥ 0 ∀ l 6= i}
〉

De estas hay que calcular las que sean Zs−graduadas es decir las de grado cero. Las

del primer sumando son f.Dw con f ∈ A′ tales que f.Dw(x(n,α)) = f.w((n, α)).x(n,α) ∈
A′n luego f ∈ A′0 = K en caso semicompleto, de donde s las derivaciones graduadas
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correspondientes al primer sumando son (Zs ⊕M)⊗ZK. Las del segundo sumando deben

verificar ∀ (n′, γ) ∈ Zs ⊕M

x(n,α)Dṽi(x
(n′,γ)) = ṽi((n

′, γ)).x(n+n′,α+γ)

⇒ n = 0 ⇒ ṽi((0, α)) = vi(α) = −1 y ṽl((0, α)) = vl(α) ≥ 0 ⇒ α ∈ S(vi) es una ráız y

por tanto la derivación graduada es

x(0,α)Dṽi ≡ xαDvi ∈ DerK(OX)/M∗ ⊗Z K

con lo que se demuestra 1.

Para 2, tenemos que calcular Derg(AC). Para ello sea como antes ṽi : Zs ⊕ C → Z la

restricción de ṽi del apartado anterior a Zs⊕C ⇒ AC = K[x{vi≥0}] en Zs⊕C y por tanto

sabemos que

DerKAC

‖

(Zs ⊕ C)∗ ⊗Z AC
⊕〈

{x(n,αC)Dṽi : ṽi((n, αC)) = −1 y ṽl((n, αC)) ≥ 0 ∀ l 6= i}
〉

y hay que calcular las que son An−1−graduadas. El primer sumando es el espacio vectorial

generado por las deriaciones x(n,αC)Dw con x(n,αC) ∈ AC y que verifiquen que

x(n,αC)Dw(x(n′,γC)) = w((n′, γC)).x(n+n′,αC+γC) sea de grado [n′]

donde [n′] = {n′ + v′(β ∈ B)} ⇒ n = v′(β) para algún β ∈ B y por tanto como

x(n=v′(β),αC) ∈ AC ⇒ v(β + αC) ≥ 0 lo que en caso semicompleto significa que β = 0 y

αC = 0 de donde se deduce que las derivaciones graduadas correspondientes al primer

sumando son

〈{Dw : w ∈ (Zs ⊕ C)∗}〉K = (Zs ⊕ C)∗ ⊗Z K

El segundo sumando son las derivaciones x(n,αC)Dṽi que además cumplan que

x(n,αC)Dṽi(x
(n′,γC)) = ṽi((n

′, γC)).x(n+n′,αC+γC)

sea de grado [n′] = {n′ + v′(β ∈ B)} y por tanto n = v′(β) y entonces por hipótesis se

tendrán:

−1 = ṽi((n = v′(β), αC)) = vi(β) + vi(αC) = vi(β + αC)
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y

ṽl((n = v′(β), αC)) = vl(β, αC) ≥ 0 ∀ l 6= i

Luego β + αC es ráız respecto vi de modo que como vimos en el caṕıtulo de derivaciones

xβ+αCDvi ∈ DerK(OX)/M∗⊗ZK y teniendo en cuenta además que ∀ β ∈ B v′(β) = 0⇔
β = 0 y por tanto que B ' v′(B), se ha probado que la derivación graduada es

x(v′(β),αC)Dṽi ≡ xβ+αCDvi ∈ DerK(OX)/M∗ ⊗Z K

2

Observación 10. Para demostrar 2, bastaŕıa aplicar el teorema 5.8 que relaciona AutgAC

con AutZsA
′ y la relación se basa en el isomorfismo del teorema 5.4 que haciendo cociente

por B ⊂M es el morfismo epiyectivo

Zs ⊕M φ→ Zs ⊕ C

definido por

φ ((n, α)) = (n+ v′(αB), αC)

y pasando al dual obtenemos la relación entre los tangentes a los respectivos toros maxima-

les ya estudiada en la sección anterior. Estos tangentes son (Zs ⊕ C)∗⊗ZK en Te(AutgAC)

y (Zs ⊕M)∗ ⊗Z K en AutZsA
′, y el morfismo inyectivo es el siguiente:

Si Dw ∈ (Zs ⊕ C)∗ ⊗Z K ⇒ Dw ∈ (Zs ⊕M)∗ ⊗Z K

tal que

w(n, α = αB + αC) = w(n+ v′(αB), αC)
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Caṕıtulo 6

6. Aut X como automorfismos de una

K − álgebra graduada

En esta sección vamos aver la relación entre los grupos AutX y AutgAC que va a ser

fundamental para el cálculo del primero a través del segundo.

6.1. Divisores y haces de linea de una variedad tórica

Si Z es una variedad algebraica, denotaremos por Cl(Z) al grupo de los divisores de

Weil modulo la equivalencia lineal y Pic(Z) el grupo de los divisores de Cartier modulo la

equivalencia lineal o equivalentemente el grupo de los haces de linea modulo isomorfismos.

Sea X una variedad tórica completa de toro TM = SpecK[M ] e hipersuperficies

invariantes H1, . . . , Hr. Como siempre, TM ' UM = X\(H1 ∪ · · · ∪Hr) y [H1], . . . , [Hs]

el sistema mı́nimo de generadores de los divisores efectivos de Cl(X).

Llamaremos V al abierto de puntos no singulares de X. Como X es normal V contiene

todos los puntos de codimensión 1 de X y se tiene que Pic(V ) = Cl(V ) = Cl(X) y que

para cada divisor D de X, Γ(X,OX(D)) = Γ(V,OV (D)). Llamaremos Li = OV (Hi).

Al cuerpo de fracciones de X o V o UM lo llamaremos Σ y al cuerpo de fracciones de

un esquema integro Z lo llamaremos ΣZ .

Para cualquier K-esquema Z, llamaremos π : V ×SpecKZ → V y p : V ×SpecKZ → Z

las respectivas proyecciones canónicas.

Teorema 6.1. Supongamos que Z es una variedad algebraica lisa.

a) El morfismo Pic(V )× Pic(Z)→ Pic(V ×SpecK Z) dado por:

(L1, L2)→ π∗L1 ⊗OV×Z p∗L2 es isomorfismo.

b) OV×Z(V × Z)∗ = OZ(Z)∗

Demostración:

a)



6 AUT X COMO AUTOMORFISMOS DE UNA K − ÁLGEBRA GRADUADA 85

Veamos cuales son las valoraciones discretas de ΣV×Z que centran en V × Z en

codimensión 1: Sea H una hipersuperficie integra de V × Z que define el anillo de

valoración discreta OvH . Por cálculo de dimensión o bien p(H) = Z o bien p(H) = H ′

es una hipersuperficie de Z y entonces H = p−1(H ′). Es decir OV×Z(H) = p∗OZ(H ′).

Luego o bien vH centra en V ×K SpecΣZ o bien vH = vp−1H′ para alguna

hipersuperficie H ′ ⊂ Z.

El morfismo es epiyectivo: Sea H 6= p−1H ′ una hipersuperficie integra de V × Z.

En la variedad tórica V ×SpecK SpecΣZ es H −
r∑
i=1

niH̄i = D(f) porque OV×Z(H) es

trivial en el abierto ŪM . Luego en V ×Z, D(f) = H−
∑
niH̄i +

∑
mjp

−1H ′j . Por tanto

[H] =
∑
ni[H̄i] +

∑
mj[p

−1H ′j] y se concluye.

El morfismo es inyectivo. Si π∗L1 ⊗ p∗L2 ' OV×Z restringiendo a p−1(z) = V × {z}
se tiene que L1 ' OV y análogamente tomando un punto de V se tiene que L2 ' OZ .

b) f ∈ OV×Z(V × Z)∗ si y solo si vH(f) = 0 para todo hipersuperficie integra H

de V × Z. Luego f ∈ ΣZ [M ] y ademas es invertible. Luego f = λxα donde λ ∈ ΣZ .

Como vV×H(f) = vH(λ) = 0 para todo hipersuperficie H ⊂ Z se tiene que λ ∈ OZ(Z)∗.

Como vHi×Z(f) = vHi(x
α) = 0 para todo i se tiene que xα ∈ OV (V )∗ = K de donde se

concluye.

2

Proposición 6.2. Sea f : Y ′ → Y un morfismo de K-esquemas y N un OV -módulo

coherente. Tenemos los diagramas conmutativos.

V × Y ′ f̄=Id×f→ V × Y π→ V
p ↓ p ↓ ↓
Y ′

f→ Y → Spec k

a) Γ(V,N )⊗K OY ' p∗π
∗N .

b) El morfismo natural f ∗p∗π
∗N → p∗f̄

∗π∗N es isomorfismo.

Demostración:

a) Aplicamos el teorema del cambio de base al diagrama conmutativo de la derecha.

b) Como π ◦ f̄ = π, se tiene que p∗f̄
∗π∗N = p∗π

∗N ' Γ(V,N )⊗K OY ′ aplicando la

parte a). Por otra parte f ∗p∗π
∗N ' f ∗(Γ(V,N )⊗K OY ) = Γ(V,N )⊗K OY ′

2
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6.1.1. Automorfismos y haces de linea

Sea L un haz de linea en V . Denotaremos AutLV al siguiente funtor: Para cada

K-esquema Y , AutLV (Y ) es el el conjunto de parejas (τ, φ) donde τ ∈ AutY (V × Y )

y φ : τ ∗π∗L ' π∗L es un isomorfismo. Si f : Y ′ → Y , es un morfismo de esquemas,

entonces tenemos que f ∗τ = τ̄ : V ×Y ′ → V ×Y ′ es el automorfismo obtenido tomando

×Y Y ′ en τ : V × Y → V × Y y f ∗φ = φ̄ : τ̄ ∗π∗L = τ̄ ∗f̄ ∗π∗L = f̄ ∗τ ∗π∗L
φ
' f̄ ∗π∗L = π∗L

es el isomorfismo inducido por φ teniendo en cuenta que si f̄ = Id×f , entonces π◦f̄ = π

y que el siguiente diagrama es conmutativo:

V × Y ′ τ̄→ V × Y ′
f̄ ↓ ↓ f̄

V × Y τ→ V × Y
(1)

Este funtor es un funtor de grupos : Si (τ1, φ1), (τ2, φ2) ∈ AutLV (Y ) , entonces

(τ1, φ1)◦(τ2, φ2) = (τ1◦τ2, φ1◦φ2) donde φ1◦φ2 es la composición de los isomorfismos

τ ∗2 τ
∗
1π
∗L

φ1' τ ∗2π
∗L

φ2' π∗L.

Sea E = Γ(V, L). Veamos que existe un morfismo de grupos entre los funtores AutLV

y AutKE. Para cada K-esquema Y , AutKE (Y ) = AutOY (E ⊗K OY ) = AutOY (p∗π
∗L) .

Dado (τ, φ) ∈ AutLV (Y ) definimos τφ : E⊗K OY → E⊗K OY como la composición

de los isomorfismos: p∗π
∗L

τ' p∗τ∗τ
∗π∗L = p∗τ

∗π∗L
φ
' p∗π

∗L.

Veamos cual es este morfismo cuando Y es un punto racional: Sea τ ∈ AutKV un

automorfismo y un isomorfismo φ : τ ∗L ' L.

LLamamos del mismo modo al haz constante Σ.

Si L = OV (H), entonces τ ∗L = OV (τ−1(H). Las secciones de estos haces son ele-

mentos del cuerpo de fracciones Σ y se tienen los siguientes diagramas conmutativos:

OV
τ→ τ∗OV

↓ ↓
Σ

τ→ τ∗Σ = Σ

OV (H)
τ→ τ∗OV (τ−1H)

↓ ↓
Σ

τ→ Σ

El isomorfismo φ : τ ∗L ' L induce un isomorfismo en el cuerpo de fracciones que es

multiplicar por algún 0 6= f ∈ Σ.

L
τ→ τ∗τ

∗L
φ
' τ∗L

↓ ↓ ↓
Σ

τ→ Σ
·f
' Σ
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Tomando secciones globales se tiene que si a ∈ E se considera como un elemento de

Σ, entonces τφ(a) = τ(a) · f .

Teorema 6.3. a) La correspondencia (τ, φ)→ τφ es funtorial. Es decir si (τ, φ) es como

antes y f : Y ′ → Y es un morfismo, entonces f ∗(τφ) = (f ∗τ)f∗φ.

b) La correspondencia anterior es morfismo de grupos :

Si τ1, τ2 ∈ AutY (V ×Y ) y φ1 : τ ∗1π
∗L→ π∗L , φ2 : τ ∗2π

∗L→ π∗L son isomorfismos,

entonces (τ2 ◦ τ1)φ2◦φ1 = τ2φ2 ◦ τ1φ1.

Demostración:

a) Sea τ̄ = f ∗τ , f̄ = Id× f (diagrama (1)) y φ̄ = f ∗φ.

El morfismo f ∗τφ se obtiene tomando f ∗ en p∗π
∗L

τ' p∗τ∗τ
∗π∗L = p∗τ

∗π∗L
φ
' p∗π

∗L.

Se tiene que p ◦ f̄ = f ◦ p , π ◦ f̄ = π, f̄ ◦ τ̄ = τ ◦ f̄

E ⊗K OY ′ = f ∗p∗π
∗L

τ' f ∗p∗τ
∗π∗L

φ
' f ∗p∗π

∗L = E ⊗K OY ′
Prop 1.2 ‖ ↓ ‖
p∗f̄

∗π∗L
τ' p∗f̄

∗τ ∗π∗L
φ
' p∗f̄

∗π∗L
‖ ‖ ‖

p∗π
∗L

τ' p∗τ̄
∗f̄ ∗π∗L

φ
' p∗π

∗L
‖ ‖ ‖

E ⊗K OY ′ = p∗π
∗L

τ̄' p∗τ̄
∗π∗L

φ̄
' p∗π

∗L = E ⊗K OY ′
b) Los cuadrados de arriba y abajo del 1er diagrama son conmutativos:

τ ∗1π
∗L

τ2→ τ2∗τ
∗
2 τ
∗
1π
∗L

↓ φ1 ↓ φ1

π∗L
τ2→ τ2∗τ

∗
2π
∗L

↓ τ2 ↓ φ2

τ2∗τ
∗
2π
∗L

φ2→ τ2∗π
∗L

y tomando τ1∗

τ1∗τ
∗
1π
∗L

τ2→ τ1∗τ2∗τ
∗
2 τ
∗
1π
∗L

↓ φ1 ↓ φ1

τ1∗π
∗L τ1∗τ2∗τ

∗
2π
∗L

↓ τ2 ↓ φ2

τ1∗τ2∗τ
∗
2π
∗L

φ2→ τ1∗τ2∗π
∗L

Componiendo con π∗L
τ1→ τ1∗τ

∗
1π
∗L y tomando p∗ se concluye:

p∗π
∗L

τ1→ p∗τ
∗
1π
∗L

τ2→ p∗τ
∗
2 τ
∗
1π
∗L

↓ φ1 ↓ φ1

p∗π
∗L p∗τ

∗
2π
∗L

↓ τ2 ↓ φ2

p∗τ
∗
2π
∗L

φ2→ p∗π
∗L

(τ2 ◦ τ1)φ̄ = φ2 ◦ φ1 ◦ τ2 ◦ τ1
diagrama

== φ2 ◦ τ2 ◦ φ1 ◦ τ1 = τ2φ2 ◦ τ1φ1 .
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2

Corolario 6.4. Sea Y liso. Si τ = τ1 = τ2, entonces τφ1 = τφ2 ◦ hλ donde hλ es el

morfismo multiplicar por λ ∈ OY (Y )∗.

Demostración:

φ1 ◦φ−1
2 es un automorfismo de π∗L. Luego viene dado por un hλ donde λ ∈ OV×Y (V ×

Y )∗ = OY (Y )∗ . Luego aplicando la parte a) a (τ, φ2) y (Id, hλ) se concluye.

2

6.2. Anillo de Cox generalizado

Sea L1, . . . , Ls como siempre. Para cada α = (n1, . . . , ns) ∈ Zs, llamaremos Lα =

Ln1
1 ⊗OV · · · ⊗OV Lnss , haz de anillos de Cox generalizado de X al haz de anillos en

V dado por A =
⊕

(n1,...,ns)∈Zs
Lα y la defición está justificada porque veremos que sus

secciones globales son el anillo de Cox generalizado definido en la sección 5.3. Es decir:

Γ(V,A) =
⊕

(n1,...,ns)∈Zs
Γ(V,OV (n1H1 + · · ·+ nsHs)) =

⊕
α∈Zs

Γ(V, Lα)

que es una K-álgebra Zs-graduada.

Observación: Los elementos de Γ(V,A) se multiplican como elementos de Σ.

Teorema 6.5. Γ(V,A)0 = K y Γ(V,A) = A′ = K[S ′] donde

S ′ = {((b1, . . . , bs), α) ∈ Zs ⊕M / vi(α) + bi ≥ 0 ∀i ≤ s y vj(α) ≥ 0 ∀j > s}. Por

tanto es una K-álgebra de tipo finito gracias a la proposición 5.2

Demostración: Los elementos de grado cero son los elementos (0, α) tal que vi(α) =

0 para todo i. Luego α = 0.

Γ(V,OX(b1H1 + · · ·+ bsHs)) esta generado por los elementos M -homogéneos.

Pero xα ∈ Γ(V,OX(βH)) si y solo si vi(α) + bi ≥ 0 ∀i ≤ s y vj(α) ≥ 0 ∀j > s .

Es decir (β, α) ∈ S ′ .

2

Observación 11. El cuerpo de fracciones de X se recupera con A′ porque

ΣX = {p
q
/ p, q ∈ A′ homogéneos del mismo grado }.
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En efecto: S ′ − S ′ = Zs ⊕M (se prueba despues que Zs ⊕M ' Zr ⊕ B y via este

isomorfismo es S ′ ' Nr ⊕ B). Luego si m ∈ M , entonces m = s1 − s2 donde s1, s2 ∈ S ′.
Es decir xm = xs1

xs2
. Como m es de grado 0, s1 y s2 tienen el mismo grado.

Reciprocamente: Si p, q son elementos de A′ de grado b ∈ Zs, entonces

p

q
=

∑
α∈M

λ(α,b)x
(b,α)∑

α∈M
µ(b,α)x(b,α)

=

∑
α∈M

λ(b,α)x
(0,α)∑

α∈M
µ(b,α)x(0,α)

∈ ΣX .

6.2.1. Grupo de automorfismos

Veamos cual es el funtor del grupo de automorfismos graduados de A′ = ⊕
β∈Zs

Aβ.

Para cada esquema Z sobre K, llamaremos AutOZ−gr(A⊗KOZ) a los automorfismos

de OZ-álgebras τ : A⊗KOZ → A⊗KOZ de modo que τ(Aβ⊗KOZ) = Aβ⊗KOZ para

todo β ∈ Zs .

Llamaremos AutZsA
′ al grupo de K-automorfismos graduados de A′; es decir al

representante del funtor anterior. Este funtor se sabe que es representable por ser subgrupo

de un producto grupos lineales.

El toro TZs = T (s) es el grupo cuyo funtor de puntos es : Z  OZ(Z)∗s.

Por ser A′ un álgebra Zs-graduada, se tiene que TZs = SpecK[Zs] es un subgrupo

de AutZsA. Veámoslo:

Para cada λ = (λ1, . . . , λs) ∈ OZ(Z)∗s y β = (n1, . . . , ns) ∈ Zs, llamaremos

λβ = λn1
1 · . . . · λnss . El automorfismo OZ-graduado que produce es:

hλ : A′ ⊗K OZ → A⊗K OZ dado por hλ(aβ) = λβ · aβ para cada aβ ∈ Aβ.

Llamaremos G = AutZsA
′/T (s) . Para dar un morfismo Z → G basta dar un

recubrimiento de Z = ∪
i∈I
Ui y para cada i, [τi] ∈ AutZs(A

′ ⊗K OUi) / OZ(Ui)
∗ s de

modo que coincidan en las intersecciones; es decir τi ◦ τ−1
j |Ui∩Uj = hλ para algún λ ∈

OZ(Ui ∩ Uj)∗ s.

6.3. Morfismo entre Aut◦X y AutZsA
′/T (s)

AutX es el representante del funtor de grupos dado por: Y  AutY (X × Y ) .

Sea τ : V × Y → V × Y un automorfismo sobre Y y para cada i, φi : τ ∗π∗Li '
π∗Li un isomorfismo. Estos isomorfismos producen para cada α = (n1, . . . , ns) ∈ Zs, un

isomorfismo φα : τ ∗π∗Lα ' π∗Lα y por tanto tenemos un isomorfismo de algebras Zs

graduadas φ : τ ∗π∗A → π∗A . Esta pareja (τ, φ) produce un elemento
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τφ ∈ AutOY −Zs(A′ ⊗K OY ) como ya hemos visto en la sección cap61. Por el teorema

6.3 se tiene:

Teorema 6.6. a) La correspondencia (τ, φ)→ τφ es funtorial. Es decir si (τ, φ) es como

antes y f : Y ′ → Y es un morfismo, entonces f ∗(τφ) = (f ∗τ)f∗φ.

b) La correspondencia anterior es morfismo de grupos :

Sea τ1, τ2 ∈ AutY (V × Y ) y φ1 : τ ∗1π
∗A → π∗A , φ2 : τ ∗2π

∗A → π∗A isomorfismos

Zs graduado. Si φ̄ es la composición de los isomorfismos τ ∗2 τ
∗
1π
∗A

φ1' τ ∗2π
∗A

φ2' π∗A,

entonces (τ2 ◦ τ1)φ̄ = τ2φ2 ◦ τ1φ1 .

Del corolario 6.4 deducimos:

Corolario 6.7. Sea Y liso. Si τ = τ1 = τ2, entonces τφ1 = τφ2 ◦hλ donde λ ∈ OY (Y )∗s.

Por tanto, [τφ1 ] = [τφ2 ] como elemento de G(Y ).

Sea Z = Aut◦X la componente conexa de AutKX que por estar en caracteristica 0

sabemos que es lisa. El automorfismo Id da un punto racional e ∈ Z.

Si τ : X × Z → X × Z es el automorfismo universal, induce un automorfismo sobre

los puntos no singulares y por tanto un automorfismo τ : V ×Z → V ×Z. Sabemos que

τ|V×{e} = Id

Por el teorema 6.1 τ ∗π∗Li ' π∗L ⊗ p∗L′i. Restringiendo a V × {e} se tiene que

π∗Li ' π∗L y por tanto τ ∗π∗Li ' π∗Li ⊗ p∗L′i.
Existe un recubrimiento por abiertos afines Z = ∪

l
Ul de modo que para todo i y l,

L′i |Ul ' OUl . Sea f : R =
∐
l

Ul → Z el recubrimiento. Denotaremos f ∗τ = τ pues nos es

mas que restringir τ a cada abierto del recubrimiento. En V ×R, tenemos un isomorfismo

φi : τ ∗π∗Li ' π∗Li. Luego tenemos un isomorfismo φ : τ ∗π∗A ' π∗A y por tanto un

automorfismo, τφ : A⊗K OR → A⊗K OR.

Sea p1, p2 : V × R ×Z R ⇒ V × R las dos proyecciones canónicas. Los isomorfismos

φi dan isomorfismos φ1i : p∗1τ
∗π∗Li ' π∗Li y φ2i : p∗1τ

∗π∗Li ' π∗Li . Luego φ1 ◦ φ−1
2

es un automorfismo de π∗A (en V × R ×Z R) y por tanto φ1 ◦ φ−1
2 = hλ donde

λ ∈ OR×ZR(R ×Z R)∗s. Por el corolario 6.4, τφ1 = τφ2 ◦ hλ. Luego [τφ1 ] = [τφ2 ] en

Aut(A′ ⊗K OR×ZR)/OR×ZR(R×Z R)∗s .

Luego tenemos un elemento ϕ = [τ ] de G(Z).

El morfismo definido para cualquier K-esquema Y es: Si g : Y → Z es un morfismo;

tenemos un recubrimiento de Y , RY = R×Z Y → Y , y un morfismo g′ : RY → R. Luego
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g′∗τφ ∈ AutORY −Zs(A
′ ⊗K ORY ) que coinciden en las intersecciones y por eso produce un

elemento de G(Y ).

Teorema 6.8. Sea ϕ : Z = Aut◦X → G el morfismo construido.

a) ϕ no depende del recubrimiento R → Z ni del isomorfismo φ : τ ∗π∗A ' π∗A en

V ×R.

b) ϕ es un morfismo de grupos.

c) ϕ : Z = Aut◦X → G es inyectivo.

d) El morfismo inducido en los espacios tangentes ϕ∗ : TeAut
◦X → TeG es isomor-

fismo.

Demostración:

a) Sea f : R→ Z y f ′ : R′ → Z recubrimientos de Z con isomorfismos φ : τ ∗π∗A →
π∗A en V ×R y φ′ : τ ∗π∗A → π∗A en V ×R′. Sea R̄ = R×ZR′ → Z el recubrimiento

intersección y p1 : R̄ → R, p2 : R̄ → R′ las dos proyecciones canónicas. Tenemos que

p∗1φ y p∗2φ
′ son isomorfismos de τ ∗π∗A en π∗A en V × R̄. Luego p∗1φ = p∗2φ

′ ◦hλ donde

λ ∈ OR̄(R̄)∗s.

Por tanto τp∗1φ = τp∗2φ′◦hλ y se tiene que p∗1τφ ≡ p∗2τφ′ mod T (s)(R̄). Luego [τφ] = [τφ′ ]

en G(Z) como queriamos demostrar.

b) Si τ1, τ2 ∈ AutYX, entonces hay sendos recubrimientos R1 y R2 de Y donde τ ∗1π
∗A

y τ ∗2π
∗A son isomorfos respectivamente a π∗A. Tomando el recubrimiento intersección

R = R1 ×Y R2, se tiene sendos isomorfismos en V × R de τ ∗1π
∗A y τ ∗2π

∗A en π∗A que

producen sendos automorfismos de A⊗KOR. Por la parte b) del teorema 6.3 se concluye.

c) Basta probar que Ker ϕ = 0 y para ello basta probarlo sobre los puntos racionales.

Esto se deduce de que el automorfismo en A′ da el automorfismo inducido en el cuerpo

de fracciones Σ (Observacion 11). Veamoslo: Por estar definida por un divisor, hay un

morfismo inyectivo Li → Σ que es isomorfismo en el punto generico. Luego hay un

morfismo inyectivo Zs graduado A → Σ[x1, . . . , xs] dado por Lα → Σ · xα que es

isomorfismo en el punto generico.

Sabemos que el isomorfismo φi : τ ∗Li ' Li induce un isomorfismo en el cuerpo de

fracciones que es multiplicar por algún 0 6= fi ∈ Σ. Por tanto el isomorfismo φα : τ ∗Lα '
Lα induce un isomorfismo en el cuerpo de fracciones que es multiplicar por fα ∈ Σ.

Luego tenemos el diagrama conmutativo:
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A τ→ τ∗τ
∗A

φ
' τ∗A

↓ ↓ ↓

Σ[x1, . . . , xs]
τ→ Σ[x1, . . . , xs]

hf' Σ[x1, . . . , xs]

Tomando secciones globales se tiene que si a ∈ Aα se considera como un elemento

de Σ, entonces τφ(a) = τ(a) · fα. Por la observación 11, si p
q
∈ Σ donde p, q ∈ A son del

mismo grado α, entonces τφ(p
q
) =

τφ(p)

τφ(q)
= τ(p)·fα

τ(q)·fα = τ(p
q
). Si τφ = hλ para algun λ ∈ K∗s,

entonces τ = Id en Σ.

d) Por la parte c) solo hay que probar que los espacios tangentes son de la misma

dimensión.

2

Corolario 6.9. Se cumple el isomorfismo de grupos:

Aut◦X ' Aut◦gAC/TAn−1

y las respectiva ráıces en el toro T coinciden

Demostración:

Basta aplicar el teorema anterior y el corolario 5.9. Que las ráıces en T coinciden se ha

visto en la sección 5.4.3 teniendo además en cuenta que TAn−1 ↪→ T (r) y el cociente es T.

2
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Caṕıtulo 7

7. Cálculo del grupo AutgAC y AutZsA
′

Para calcular AutgAC (y por tanto AutZsA
′) basta conocer cómo valora el automorfis-

mo en las variables x1, . . . , xr. Si denotamos gi = (0, . . . , 1i, . . . , 0) las variables del anillo

de Cox en la expresión (23) serán:

x1 = x(g1,0) ∈ A[g1] = AC(x1)
...
xs = x(gs,0) ∈ A[gs] = AC(xs)

xs+1 = x(N1,−ms+1) ∈ A[N1] = AC(xs+1)
...

xs+k = x(Nk,−ms+k) ∈ A[Nk] = AC(xs+k=r)

(40)

En el caṕıtulo 5 hemos definido la An−1 − graduación del anillo de Cox por el morfismo

Zs ⊕ C → An−1, (n, αC)  [n] y grad(x(n,αC)) = [n] con [n] = [n + β] ∀ β ∈ B. Si

pensamos AC como K[Nr] el morfismo es:

gr : Zr ∼→ Zs ⊕ C → An−1

(n′, n̄)  (n′ + n̄v′(m̄), n̄.m̄)  [n′ + n̄v′(m̄)]

Sea ahora el morfismo
Zr ε→ Z

a = (a1, . . . , ar)  
∑

i ai
(41)

Al número gε(x
a) = ε(a) lo llamaremos ε− grado del monomio xa ∈ AC que es su grado

habitual como anillo de polinomios; de este modo, el ε − grado de xi es 1 para toda las

variables del anillo de Cox.

Definición: Diremos que un automorfismo τ del anillo de Cox es ε−graduado cuando

gε(x
a) = gε(τ(xa))

Consideremos ahora el morfismo

(gr, ε) : Zr → An−1 ⊕ Z
(n′, n̄)  [n′ + n̄v′(m̄)], ε(n′, n̄)
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equivalentemente
(gr, ε) : Zs ⊕ C → An−1 ⊕ Z

(n, αC)  [n], ε(n+ v(αC))

entonces AC es un álgebra (gr, ε)− graduada con grad(xn,αC ) = [n], ε(n+ v(αC))

Notaciones: Denotaremos Aut(g,ε)AC al subgrupo de AutgAC de los automorfismos

ε−graduados. Veremos que AutgAC tiene una parte reductiva que es de hecho el subgrupo

Aut(g,ε)AC .

Denotaremos AC(xi) a los elementos de AC de grado igual al grado de xi con la

gr − graduación.

Denotaremos AεC(xi) a los elementos de AC de grado igual al grado de xi con la

(gr, ε)− graduación.

Como en caṕıtulos anteriores, S(vl) son las ráıces de la variedad tórica X en M tales

que vl = −1.

Definición: Diremos que r ∈ S(vi) es una ráız parejable respecto vi, vj cuando vi(r) = −1,

vj(r) = 1 y vl(r) = 0 ∀ l 6= i, j y la denotaremos r = αij; en tal caso diremos que vi y vj

son de la misma clase y lo expresaremos con [vi] = [vj] (ó también [xi] = [xj]). El conjunto

de los representantes de la clase de vi lo denotaremos Fvi (ó también Fxi .) Esta relación

es de equivalencia si se considera r = αii = 0 como ráız parejable trivial, para garantizar

la propiedad reflexiva. La transitiva se cumple porque αij +αjl = αil. Denotaremos S∗(vi)

al subconjunto de las ráıces no parejables. Obviamente en caso resoluble S(vi) = S∗(vi)

∀i.
De la definición se deduce que las ráıces parejables son aquellas ráıces r en las que ε(v(r)) =

0 mientras que en las no parejables ε(v(r)) ≥ 1.

Cuando hablemos de grado ó graduación en AC nos referiremos siempre sólo a su

gr − graduación.

Proposición 7.1. Sean xi = x(gi,0) y xs+j = x(Nj ,−ms+j) las variables del anillo de Cox

graduado.

1. Todo monomio de AC(xs+j) es, salvo escalares, x(Nj+v′(rB),rC−ms+j) donde r = rB +

rC o bien es cero obteniendo la propia xs+j o bien es una ráız r ∈ S(vs+j). En el caso

de que r sea parejable respecto vs+j, vl el monomio x(Nj+v′(rB),yC=rC−ms+j) será la

variable xl cuyo ε− grado es uno y en el caso de que r sea no parejable el monomio

x(Nj+v′(rB),yC=rC−ms+j) será el producto
∏

i 6=j x
vi(r)
i cuyo ε− grado es > 1
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2. Todo monomio de AC(xi) es, salvo escalares, x(gi+v
′(rB),rC) donde r = rB +rC ó bien

es cero obteniendo la propia xi o bien es una ráız parejable de S(vi)

3. ∀ l = 1, . . . , r se cumple AεC(xl) = {xi : [xi] = [xl]} = Fxl

4. Si denotamos x = x1, . . . , xr las variables de AC , entonces para todo a ∈ Zr la

imagen de xa por un automorfismo graduado de AC es el producto de xa por una

suma de monomios, salvo constantes, del tipo xv(c.r) donde c ∈ N y r son las ráıces

Demostración:

Sabemos ya que todo monomio enAC(xs+j) es, con la notación simplificada, (N j + v′(xB), yC)

siendo yC = −pm̄ y p = (p1, . . . , pk) con pi ∈ Z+ tales que N j + v′(xB) + v′(yC) ≥ 0.

Bastará ver que r = xB + yC +ms+j es ráız respecto vs+j:

v′(r) = v′(ms+j) + v′(xB) + v′(yC) = N j + v′(xB) + v′(yC) ≥ 0 por hipótesis.

Además,

vs+i(r) = vs+i(yC) = pi ≥ 0

vs+j(r) = pj − 1 ≥ −1

y como estamos en el caso semicompleto, sólo hay dos opciones; la primera es pj = 1,

pi = 0, v′(r) = 0 en cuyo caso r = 0 y por tanto xB = 0 y yC = −ms+j de donde

(N j + v′(xB), yC) = (N j,−ms+j) = xs+j. La otra opción es pj = 0 y vs+j(r) = −1 con

lo que r es ráız no nula perteneciente a S(vs+j). El monomio obtenido en tal caso y en

términos de las variables x1, . . . , xr es

x(Nj+v′(yB),yC) = xv(r).xs+j

que es producto de las variables x1, . . . , ˆxs+j, . . . , xr y la potencia de xi es vi(r) y por tanto

si r es parejable respecto vs+j, vl entonces v(r) = (0, . . . , 0,−1, 0, . . . , 1, 0, . . . , 0) con −1

en lugar (s+ j) y 1 en lugar l de lo que se tiene que xv(r).xs+j = xl y si r no es parejable

⇒ v(r) = (p1, . . . , ps+j−1,−1, ps+j+1, . . . , pr) con la suma de los coedficientes 
 1.

En cuanto al segundo enunciado, sabemos que los monomios de AC(xi) son x(gi+v
′(β),yC)

de modo que yc = −pm̄, gi + v′(β) + v′(yc) ≥ 0 y v̄(β + yC) = v̄(yC) = P ≥ 0 ⇒
vl(β + yC) ≥ 0 ∀ l 6= i luego en el caso semicompleto o bien β + yC = 0 obteniendo la
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propia xi o bien vi(β + yC) ≤ 0 en cuyo caso como 1 + vi(β + yC) ≥ 0 ⇒ vi(β + yC) = −1

con lo que β + yC ∈ S(vi) es ráız parejable. El tercero se deduce de las anteriores y de la

propia definición.

El último se deduce de las anteriores, ya que si τ es un automorfismo graduado se ha visto

que τ(xi) es suma de monomios del tipo λ.xi.x
v(r) y se concluye porque τ es morfismo de

álgebras.

2

7.1. Representación ordenada de las ráıces

Definiciones: Diremos que una ráız r ∈ S(vi) es semiparejable respecto (vi, vj) cuando

se cumple:

vi(r) = −1 vj(r) = p ≥ 1 vl(r) = 0 ∀ l 6= i, j

Lo denotaremos con la expresión r/(vi, vj) y el caso parejable se considerará un caso

particular del semiparejable cuando p = 1.

En caso semiparejable se tendrá entonces xv(r).xi = xpj .

Denotaremos Π(xi) ó Π(vi) al subconjunto de AC(xi) de los monomios
∏

l 6=i x
pl
l tales que

ε(p) =
∑

l pl > 1. De la proposición 7.1 se deduce

Π(xl) =
{
xv(rl).xl : rl ∈ S∗(vl)

}
que es nulo para l = 1, . . . , s.

Siendo Fxi al conjunto de las variables del anillo de Cox que son de la misma clase que

xi, de la proposición 7.1 se deduce:

AC(xl) = AεC(xl) = K.{[xl]} ∀ l = 1, . . . , s
AC(xs+j) = K.Fxs+j ⊕ 〈Π(xs+j)〉K = AεC(x) ⊕ 〈Π(xs+j)〉K

(42)

y en caso de no existir ráıces parejables será

AC(xl) = K.xl ∀ l = 1, . . . , s AC(xs+j) = K.xs+j ⊕ 〈Π(xs+j)〉K

Endomorfismos graduados de AC: Denotaremos EndgAC al K−espacio vectorial

de los endomorfismos g−graduados de AC . Por definición, la suma en Endg(AC) se define

de modo que para f, g endomorfismos graduados, (f + g)(xi) = f(xi) + g(xi) y (f +

g)(x.y) = (f + g)(x).(f + g)(y).
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Para cada ráız rj ∈ S(vs+j) sea el endomorfismo graduado nrj ∈ EndgAC :

nrj(xi) = 0 ∀ i 6= s+ j nrj(xs+j) = xv(rj).xs+j

Como nr es morfismo de anillos, si r no es parejable entonces valora en Π(xi) y por tanto

nr ∈ ⊕ri=1HomK (AC(xi),Π(xi)) . Para cada pareja ri ∈ S(vs+i) y vs+j sea la función

δ(ri, vs+j) =

{
1 si ri/(vs+i, vs+j)
0 en otro caso

y sea para ri ∈ S(vs+i) y rj ∈ S(vs+j) el elemento de M : α(ri, rj) = ri + vs+j(ri).rj.

Nótese que por estar en el caso completo, α(ri, rj) ∈ S(vs+i)∪ {0} y es cero si y solo si ri

es parejable respecto vs+i y vs+j, en cuyo caso rj = −ri.

Proposición 7.2. Si ri ∈ S(vs+i) y rj ∈ S(vs+j) entonces

nrj ◦ nri = δ(ri, vs+j).nα(ri,rj)

Demostración:

Hay que probar la igualdad sobre cada variable. Es obvio que ambas expresiones son nulas

sobre xl ∀ l 6= s+ i. Veamos sobre xs+i :

(nrj ◦ nri)(xs+i) = nrj(x
v(ri)).xs+i 6= 0⇔ xv(ri).xs+i = xps+j ⇔ r/(vs+i, vs+j)

con p = vj(ri) es decir es no nulo si y solo si δ(ri, vs+j) = 1 en cuyo caso tendremos

nrj(x
v(ri).xs+i) = nrj(x

vs+j(ri)
j ) = nrj(xj)

vs+j(ri) =

= xv(rj).vs+j(ri).x
vs+j(ri)
s+j = xv(ri+vs+j(ri).rj).xs+i = nα(ri,rj)(xs+i)

2

De caṕıtulos anteriores conocemos las derivaciones de la variedad tórica X que en caso

semicompleto es

DerK(OX ,OX) = M∗ ⊗Z K ⊕
K⊕
j=1

D(vs+j)

de modo que toda derivación de DerK(OX ,OX)/M∗ ⊗Z K es:

D =
k∑
j=1

 ∑
rj∈S(vs+j)

λrj .x
rjDvs+j


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El conjunto de todas las ráıces es R = S(v1)
∐
· · ·
∐
S(vr). Por simplicidad en la

notación escribiremos D =
∑

r λr.x
rDvr considerando que vr = vj si r ∈ S(vj). Para

cada ráız r se ha definido el morfismo nr y ahora para cada derivación D se define el

endomorfismo graduado nD tal que:

nD(xs+j) =
∑

r∈S(vs+j)

λr.x
v(rj)xs+j

nD(x.y) = nD(x).nD(y)

Obviamente nr = nxrDvr . Es importante observar que si f = nD y g = nE con D, E

derivaciones, entonces f + g = nD+E y por tanto el conjunto

{nD : D ∈ DerK(OX ,OX)}

es un subespacio vectorial de EndgAC .

Los coeficientes de nD(xj) son los coeficientes de las derivaciones D ∩D(vj) de donde se

deduce que nD = nD′ ⇔ D = D′.

Denotaremos DeruK(OX ,OX) al subespacio vectorial de DerK(OX ,OX) de las derivacio-

nes dadas por ráıces no parejables y denotaremos DersK(OX ,OX) al subespacio vectorial

de DerK(OX ,OX) de las derivaciones asociadas a las ráıces parejables o semisimples de

modo que, abreviando la notación,

DerK(OX) = M∗ ⊗Z K +DeruK(OX) +DersK(OX) (43)

y como en la página 80,

DerRK(OX) = DeruK(OX) +DersK(OX) (44)

Por tanto,

D ∈ DeruK(OX ,OX)⇔ D =
k∑
j=1

 ∑
rj∈S∗(vs+j)

λrj .x
rjDvs+j


Para tales derivaciones D se tiene

nD ∈
r⊕
i=1

Hom (Kxi,Π(xi)) '
k⊕
j=1

Π(xs+j)

y evidentemente el conjunto

N = 〈nD : D ∈ DeruK(OX ,OX)〉K ⊂ EndgAC
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donde n0 = 0 y nD+D′ = nD + nD′ es un subespacio vectorial de los endomorfismos

graduados de AC tal que (nD+D′)(xi) = nD(xi) + nD′(xi), es decir, nD+D′ = nD + n′D.

Como todo endomorfismo graduado de AC está determinado por la imagen de las

variables xi ⇒ N ⊂ Endg(AC) son los endomorfismos φ ∈ Endg(AC) tales que φ(Kxi) ⊂
Π(xi) ∀i y como ϕ(Π(xi)) ⊂ Π(xi) ∀ ϕ ∈ Endg(AC) se deduce que (N ,+) es un subespacio

de (Endg(AC),+) cerrado respecto la composición. Vamos a calcular la derivación de

DeruK(OX) asociada a nD1 ◦ nD2 a la que denotaremos D1 �D2 de modo que nD1 ◦ nD2 =

nD1�D2 y N será un semigrupo. Para ello veremos que existe un orden en el conjunto R de

todas las ráıces, lo que nos permitirá encontrar una fórmula más simplificada de nD1 ◦nD2

y deducir que (N , ◦) es un semigrupo nilpotente.

Definición de Orden:

Diremos que vj < vi cuando exista algúna ráız no parejable rj ∈ S∗(vj) tal que vi(rj) >

0. Necesariamente j > s.

En caso de que [vi] = [vj] es decir, existe una ráız parejable respecto vi, vj, tal ráız es

necesariamente única y opuesta de la ráız parejable respecto vj, vi. Entonces las variables

xi, xj tendrán el mismo grado y al menos uno de los ı́ndices i, j debe ser mayor que s.

Proposición 7.3. La relación definida establece un orden parcial en el conjunto {v1, . . . , vr}
es decir,

1. Si vj < vi ⇒ vj(S(vi)) = 0 y por tanto vi ≮ vj

2. Si vl < vj < vi ⇒ vl < vi

Demostración:

Sea por hipótesis rj ∈ S∗(vj) : vi(rj) > 0 y sea ri ∈ S(vi). Sea α = rj + vi(rj)ri. Como

vi(α) = 0 y vl(α) ≥ 0 ∀ l 6= i, j y vj(α) ≥ −1⇒ vj(α) = −1 o bien α = 0 ya que en el caso

completo si v(α) ≥ 0 entonces α = 0. Si α = 0 ⇒ rj = −ri seŕıa ráız parejable, contra

hipótesis, luego vj(α) = −1 y vj(ri) = 0 con lo que se concluye el primer enunciado. Para

el segundo, sean rl ∈ S(vl) y rj ∈ S(vj) tales que vj(rl) > 0 y vi(rj) > 0 y es inmediato

comprobar que α = rl + vj(rl)rj ∈ S∗(vl) es una ráız que cumple el enunciado porque

vi(α) = vi(rl) + vj(rl).vi(rj) > 0 con lo que se concluye.

2
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Teorema 7.4. Siendo M = B⊕C la descomposición fundamental ya definida se cumple:

1. vj < vi ⇔ ∃ β ∈ B : α = β +mj −mi ∈ S∗(vj) con mi = 0 ∀ i ≤ s

2. Si [vj] = [vi] entoces se cumple:

Si αij ∈ S(vi) es la ráız parejable respecto vi, vj ⇒ S∗(vi) = αij + S∗(vj)

vi(S
∗(vj)) = 0 y vj(S

∗(vi)) = 0 es decir, vj ≮ vi y vi ≮ vj

vj < vl ⇔ vi < vl ∀ 1 ≤ l ≤ r l 6= i l 6= j

vl < vi ⇔ vl < vj ∀ 1 ≤ l ≤ r l 6= i l 6= j

Π(xi) = Π(xj)

Si i ≤ s y j = s+ nj > s ⇒ mj es la ráız parejable respecto vj, vi

Si i = s + ni y j = s + nj ⇒ se pueden elegir ms+ni y ms+nj tales que

ms+ni −ms+nj sea la ráı z parejable respecto vi, vj

Todas la ráıces parejables están en C y son del tipo ml−mj para l, j > s tales

que [vl] = [vj] y del tipo ml>s tales que [vl] = [vi] y i ≤ s

Demostración:

Para la primera afirmación, la implicación ⇐ es obvia. Para la otra, sea rj ∈ S∗(vj) tal

que vi(rj) > 0 y su descomposición en M = B ⊕ C rj = β + rjC ∈ S
∗(vj). Como ∀ i > s

vi(rjC) = vi(rj) > 0 ⇒ rjC = mj −
∑

l 6=j pl.ml tal que pi > 0 ⇒

0 ≤ v′(β + rjC) = v′(β) +N j −
∑

pl.N
l ≤ v′(β) +N j − pi.N i ≤ v′(β) +N j −N i

donde alguna desigualdad es stricta, ya que rj no es parejable. Por tanto α = β+mj−mi ∈
S∗(vj) con lo que se concluye. En caso de i ≤ s es trivial que β +mj ∈ S∗(vj).
Para la segunda afirmación, sea por hipótesis αij ∈ S(vi) la ráız parejable respecto vi, vj y

comprobemos que rj ∈ S∗(vj) ⇔ ri = αij + rj ∈ S∗(vi). Si rj ∈ S∗(vj) entonces ∀ l 6= i, j

vl(ri) = vl(rj) ≥ 0 y vj(ri) = 1 − 1 = 0 y vi(ri) = −1 + vi(rj) ≥ −1 y como estamos

en el caso completo hay dos opciones, o bien ri = 0 con lo cual rj = −αij = αji que es

parejable contradiciendo la hipótesis rj ∈ S∗(vj), o bien vi(ri) = −1 y por tanto ri ∈ S∗(vi)
habiendo demostrado una implicación. La otra se deduce igual porque αji = αij. Además

para ri = αij + rj ∈ S∗(vi) es claro que xv(ri).xi = xv(rj).xj con lo que se demuestra el

primer punto. El segundo punto se deduce diréctamente del primero.
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Para el tercer punto, ∀ rj ∈ S∗(vj) se tiene la igualdad vl(rj) = vl(αij +rj) y por tanto

vl(rj) > 0 ⇒ vl(αij + rj) > 0 y se concluye porque S∗(vi) = αij + S∗(vj). Para el cuarto

punto, si rl ∈ S∗(vl) es tal que vi(rl) > 0 entonces (αij + rl) ∈ S∗(vl) y vj ((αij + rl)) =

1 + vj(rl) > 0 con lo que se acaba. EL quinto punto se deduce del primero y del segundo

teniendo en cuenta que v(αij) = 0 ∀ v 6= i, j.

Para el punto sexto, como S∗(vi) = ∅ entonces por el punto primero S∗(vj) = ∅ luego sólo

tiene parejables y necesariamente Hj = Hi +Div(x−mj).

El punto siete se deduce del quinto ya que fijado ms+ni si α es la parejable respecto vi, vj

⇒ tomamos ms+nj = ms+ni + α.

El último punto se deduce directamente de los anteriores

2

Observación 12. Este teorema muestra que el comportamiento de todos los representan-

tes de [v] es el mismo respecto al orden y respecto a los valores que sobre sus raices toman

las u ∈ ∆1, lo que permite dar la siguiente definición en la que el orden dado es ampliable

a los bloques [vi] pues no depende del representante elegido:

Definición: Diremos que [vi] < [vj] cuando vi < vj. Si i ≤ s entonces S∗(vi) = ∅ y

por tanto [vi] ≮ [vj] ∀ 1 ≤ j ≤ r y en este sentido diremos que [v1], . . . , [vs] son maximales

en ∆1.

En base al orden definido, reordenamos los ı́ndices s + 1, . . . , s + k de modo que la

secuencia vs+1, . . . , vs+k esté ordenado de menor a mayor en el sentido de que vs+i ≮ vs+j

∀ i > j y por tanto vs+j (S∗(vs+i)) = 0 de modo que se tiene:

∀rj ∈ S∗(vs+j) rjC = ms+j −
∑
i>j

pi.ms+i con pi ∈ N (45)

La forma de reordenar los ı́ndices s+ 1, . . . , s+ k tal que vs+i ≮ vs+j ∀ i > j, no es única

ni es especialmente relevante; veremos de hecho varias maneras de hacerlo. Si S∗(v) = ∅
⇒ [v] = [vi≤s] ⇒ [v] también es maximal por ese motivo tales v deben estar al final de

la secuencia vs+1, . . . , vs+k. Para dar un orden total en el conjunto R∗ de las ráıces

no parejables, en primer lugar damos un orden arbitrario a v1, . . . , vs y una vez dada una

secuencia ordenada s + 1, . . . , s + k tal que vs+i ≮ vs+j ∀ i > j, (veremos que existen)

diremos simplemente que r < r′ cuando r ∈ S∗(vi) y r′ ∈ S∗(vj>i) lo que eqivale al

respectivo orden de los números enteros de d́ıgitos v̄(r), v′(r) y v̄(r′), v(r′) es decir

vs+1(r) . . . vs+k(r)v1(r) . . . vs(r) < vs+1(r′) . . . vs+k(r
′)v1(r′) . . . vs(r

′)
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y ahora sólo resta definir un orden vertical en cada conjunto S∗(vs+j), que śı va a ser

relevante porque permitirá entender los conjuntos Π(vs+j) definido al inicio de esta sección

como bases.

El orden en S∗(vs+j) está basado en las coordenadas de cada ráız en C y en caso de empate

dependerá de v′ de modo que se sigue el criterio anterior: Para cada j < i ∈ {1, . . . , K}
M j

i denota a las ráıces de S∗(vs+j) cuya primera coordenada negativa es la i−ésima es

decir

M j
i = {r ∈ S∗(vs+j) : rC = ms+j −

k∑
l=i

pl.ms+l con pi > 0}

Luego S∗(vs+j) =
∐k

i=j+1 M
j
i

∐
({B ⊕ms+j} ∩ S∗(vs+j)) y dentro de este conjunto se

define el siguiente orden: A cada rC = ms+j−
∑

i>j pi.ms+i le asignamos el número entero

de d́ıgitos v̄(r), v′(r) que es

0 . . . 0 − 1 pj+1 . . . pk v1(r) . . . vs(r)

de modo que si pj+1 6= 0 entonces

0 − 1 pj+1 . . . pk · · · < 0 − 1 0 . . . 0 ql . . . qk . . . con l > j + 1 (46)

y este es el orden asignado a las respectivas ráıces asociadas, por tanto si l > i ≥ j + 1

y rji ∈ M j
i , r

j
l ∈ M j

l entonces rji < rjl . Los elementos máximos de S∗(vs+j) son los de

{B⊕ms+j}∩S∗(vs+j) a los que denotaremos M j
k+1 (que sólo es vaćıo cuando [vs+j] = [vi]

para un i ≤ s y en tal caso toda la columna será vaćıa) y el orden de sus ráıces depende sólo

del valor en ellas de v′. Podemos entonces escribir M j
j+1 < M j

j+2 < · · · < M j
k+1. Nótese que

M j
i 6= ∅ ⇔ vs+j < vs+i. Podemos representar R∗ con el orden definido, matricialmente:

R∗ ≡

M1
2 ∅ . . . ∅ ∅

... M2
3 . . .

...
...

...
...

. . .
...

...
M1

K M2
K . . . MK−1

K ∅
M1

k+1 M2
k+1 . . . MK−1

k+1 Mk
k+1

Observación 13. Cada columna de la matriz representa el conjunto S∗(vs+j) y el orden

vertical es estrictamente creciente. Horizontálmente el orden no es único ya que vs+j

puede no estar relacionado con vs+i. Del teorema anterior se deduce que las columnas

correspondientes a los conjuntos {[v]} son consecutivas y todas ellas son vaćıas en las

mismas filas.
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Cada derivación D ∈ DeruK(OX ,OX) y por tanto cada elemento de N lo escribiremos

∑
i>j∈{1,...,k}

∑
r∈Mj

i

µji (r).x
rDvs+j


que matricialmente es la matriz triangular:

D =

µ1
2 0 . . . 0 0
... µ2

3 . . .
...

...
...

...
. . .

...
...

µ1
K µ2

K . . . µK−1
K 0

µ1
k+1 µ2

k+1 . . . µK−1
k+1 µkk+1

(47)

que es una matriz en
(

(Kd12 × · · · ×Kd1k+1)× · · · × (Kdkk+1)
)

siendo dji el número de ele-

mentos de M j
i y µji un vector de Kdji pues el orden de sus coordenadas ha quedado

definido. El número de ráıces en S∗(vs+j) será dj de modo que dj = djj+1 + · · ·+djk+1. Para

calcular D1 �D2 tal que nD1 ◦ nD2 = nD1�D2 , vamos a utilizar las siguientes notaciones

que simplifican la expresión de los resultados. Para cada l ∈ {1, . . . , k} denotaremos:

λ(l) = λl1, . . . , λ
l
dl

λ(l) = 0 ∀ dl = 0

λ(l)xr
l
Dvs+l = λl1x

rl1Dvs+l + · · ·+ λldlx
rldlDvs+l

λ(l)c
l

= (λl1)c
l
1 . . . . .(λldl)

cldl

cl.rl = cl1.r
l
1 + · · ·+ cldl .r

l
dl

y 00 = 1
cl! = cl1!. . . . .cldl ! y | cl |= cl1 + · · ·+ cldl con 0! = 1

rli ∈ S∗(vs+l)

Teorema 7.5. (Fórmula general) Sean dos derivaciones

D1 =
k∑
l=1

λ(l)xr
l

Dvs+l y D2 =
∑

i>j∈{1,...,k}

∑
r∈Mj

i

µji (r).x
rDvs+j


con D1 y D2 ∈ DeruK(OX ,OX).

Entonces la derivación D1 �D2 tal que nD1 ◦ nD2 = nD1�D2 es la siguiente derivación

perteneciente a DeruK(OX ,OX) :

D1 �D2

=
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0 +
∑

i>j∈{1,...,k}
r∈Mj

i

⋂
C′

µi
j(r).

k∏
l=i

vs+l(r)!.

 ∑
|ci|=vs+i(r)...
...|ck|=vs+k(r)

(
k∏
l=i

λ(l)c
l

cl!

)
.xr+

∑k
l=i c

l.rlDvs+j


Demostración:

En primer lugar es inmediato comprobar que nD ◦ (nr + nr′) = nD ◦ nr + nD ◦ nr′ ,
basta aplicar sobre las variables xs+1, . . . , xs+k porque en x1, . . . , xs ambas son nulas.

Luego vamos a demostrar la fórmula suponiendo D2 = µ(r).xrDvs+j con r ∈M j
i . Además

podemos suponer que v′(r) = 0 porque en caso contrario la derivación de la fórmula

es nula y también lo es nD1 ◦ nr porque es cero en xi ∀ i 6= s + j y en xs+j se tiene

nD1 ◦ nr(xs+j) = nD1(x
v′(r).xv̄(r).xs+j) que es cero porque en tal producto aparece alguna

variable xi para i = 1, . . . , s y nD1(xi) = 0. Por tanto supondremos que r ∈ C ′ siendo

C ′ = {α ∈M : v′(α) = 0}

Por otro lado es obvio que si r ∈ S(vs+j) entonces α = r +
∑k

l=i c
l.rl ∈ S(vs+j) porque

v′i(α) ≥ 0, vs+l(α) = 0 ∀ l < j, vs+j(α) = vs+j(r) = −1 y por último ∀ l > j se tiene que

vs+l(α) = vs+l(r) + p− | cl |≥ vs+l(r)− | cl |

que es ≥ 0 por hipótesis. Por tanto nD1 ◦nD2 y el n asociado a las derivación de la fórmula

se anulan en todas las variables salvo xs+j; veamos cuanto valen ambas expresiones en

xs+j :

nD1 ◦ nD2(xs+j) = nD1

(
µ(r).xv(r).xs+j

) †
= nD1

(
µ(r).x

vs+i(r)
s+i . . . . .x

vs+k(r)
s+k

)
=

la última igualdad se debe a que v′(r) = 0 y a que si r ∈M j
i ⇒ vl(r) = 0 ∀ j 6= l < i

= µ(r). (nD1(xs+i))
vs+i(r) . . . . . (nD1(xs+k))

vs+k(r)

Basta pues calcular (nD1(xs+l))
vs+l(r) para l ≥ i > j :

(nD1(xs+l))
vs+l(r) =

(
λl1x

v(rl1).xs+l + · · ·+ λldlx
v(rldl

)
.xs+l

)vs+l(r)
=

=
(
λl1x

v(rl1) + · · ·+ λldlx
v(rldl

)
)vs+l(r)

.x
vs+l(r)
s+l =

=
∑

|cl|=vs+l(r)

λ(l)c
l

.xv(cl.rl).x
vs+l(r)
s+l .

vs+l(r)!

cl!
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y para concluir solo resta probar que

k∏
l=i

xv(cl.rl).x
vs+l(r)
s+l = xv(r+cl.rl).xs+j (48)

es decir hay que ver

k∑
l=i

v(cl.rl) + vs+l(r) = v(r +
k∑
l=i

cl.rl) + (0, . . . , 0, 1s+j, 0, . . . , 0)

donde vs+l(r) denota (0, . . . , vs+l(r), . . . , 0) y como v = (v′, v̄) hay que ver que

k∑
l=i

v′(cl.rl) + v̄(cl.rl) + vs+l(r) =

= v′(r) + v̄(r) +
k∑
l=i

v′(cl.rl) + v̄(cl.rl) + (0, . . . , 0, 1s+j, 0, . . . , 0)

y como v′(r) = 0 hay que ver

k∑
l=i

vs+l(r) = v̄(r) + (0, . . . , 0, 1s+j, 0, . . . , 0)

Lo primero es (0, . . . , 0, vs+i(r), . . . , vs+k(r)) y para lo segundo, como vs+1(r) = · · · =

vs+i−1(r) = 0 y vs+j(r) = −1 ⇒

v̄(r) = (0, . . . , 0,−1s+j, 0, . . . , 0, vs+i(r), . . . , vs+k(r))

y por tanto:

v̄(r) + (0, . . . , 0, 1s+j, 0, . . . , 0) = (0, . . . , 0, vs+i(r), . . . , vs+k(r))

con lo que se acaba. Por último es claro que las ráıces r +
∑k

l=i c
l.rl no son parejables

si r no lo es; para ello basta aplicar el morfismo ε definido en la ecuación 41 ⇒ ε(v(r +∑k
l=i c

l.rl)) ≥ ε(v(r)) que es ≥ 1 si y sólo si r es no parejable.

2
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Observación 14. En la demostración del teorema se ha visto que si v′(r) 6= 0⇒ nD◦nr =

0 ∀ D luego si C ′ = {α ∈ M : v′(α) = 0} y D2 es una derivación podemos separar sus

ráıces de modo que

D2 =
∑
r′∈C′

λ(r′).xr
′
Dv′r +

∑
r/∈C′

λ(r).xrDvr

⇒ nD1◦nD2 = nD1◦n∑
r∈C′ λ(r).xrDvr y por tanto si C ′

⋂
R = 0 y D1 ∈ DeruK(OX) entonces

nD1 ◦ nD2 = 0 lo cual no ocurre necesariamente si D1 contiene ráıces parejables.

Es importante observar que la misma demostración vale si D1 incluye también las

ráıces parejables. Por tanto la demostración vale para generalizar la fórmula al caso en

que D1 sea cualquier derivación, en cuyo caso la fórmula quedaŕıa con las siguientes

modificaciones:

En el producto de la igualdad † habŕıa que incluir xv
′(r) = v1(r)

Los ı́ndices utilizados en las notaciones previas descritas l ∈ {1, . . . , k} se ampĺıan

a l ∈ {−s, . . . , 0, 1, . . . , k} y por tanto hay que considerar en D1 los coeficientes

correspondientes a las derivaciones xrDvi≤s con r ∈ S(vi)

Por tanto si D1 =
∑r

l=1 λ(l)xr
l
Dvl , donde λ(l)xr

l
Dvl =

∑dl
i=1 λ

l
ix
rliDvl y rli ∈ S(vl),

la fórmula es:

∑
i>j∈{1,...,k}

r∈Mj
i

µi
j(r).

s+k∏
l=1

vl(r)!.

 ∑
|cl|=vl(r) y |cs+j |=0

l∈{1,...,ŝ+j,...,r}

(
s+k∏
l=1

λ(l)c
l

cl!

)
.xr+

∑s+k
l=i c

l.rlDvs+j

 (49)

considerando −1! = 1. Hemos ordenado las ráıces según sus componentes en C para

M = B
⊕

C. Las ráıces que intervienen en nD1 ◦ nD2 son α = r +
∑k

l=i c
l.rl y vamos a

calcular αC para ver la relación de orden entre r y α :

Lema 7.6. Las ráıces α = r +
∑k

l=i c
l.rl son tales que si r ∈M j

i entonces

α ∈M j
i+1

∐
· · ·
∐

M j
k+1

y por tanto α > r

Demostración:

Sea α = r +
∑k

l=i c
l.rl con | cl |= vs+l(r). Como sabemos, αC = −(vs+1(α)ms+1 + · · · +
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vs+k(α)ms+k) y como r ∈ M j
i ⇒ vs+p(r) = 0 ∀ p 6= j, p < i y vs+j(r) = −1. Por

otro lado vs+p(r
l) = 0 ∀ p < l 6= i luego si p < i ⇒ vs+p(α) = vs+p(r) y en particular

vs+j(α) = vs+j(r). En definitiva:

si j 6= p < i⇒ vs+p(α) = 0 y vs+j(α) = −1

y queda por calcular vs+i(α), . . . , vs+k(α). Para ello, vs+i(α) = vs+i(r) + ci.vs+i(r
i) + 0 y

como

vs+i(r
i) = (vs+i(r

i
1), . . . , vs+i(r

i
di

)) = (−1, . . . ,−1)

⇒
ci.vs+i(r

i) = −(ci1 + · · ·+ cidi) = −vs+i(r)

luego vs+i(α) = vs+i(r)− vs+i(r) = 0.

vs+i+1(α) = vs+i+1(r) + ci.vs+i+1(ri) + ci+1.vs+i+1(ri+1) + 0 =

= vs+i+1(r) + ci.vs+i+1(ri) + ci+1.(−1, . . . ,−1di+1
) =

= vs+i+1(r) + ci.vs+i+1(ri)− vs+i+1(r) = ci.vs+i+1(ri) ≥ 0

...

vs+k(α) = ci.vs+k(r
i) + · · ·+ cK−1.vs+k(r

K−1) ≥ 0

con lo cual se tiene:

αC = ms+j − ci.vs+i+1(ri)ms+i+1 − · · · − (ci.vs+k(r
i) + · · ·+ ck−1.vs+k(r

k−1))ms+k

por tanto α ∈ M j
l con l ≥ i + 1 y será l = i + 1 si ci > 0 y vs+i+1(ri) > 0. En todo caso

α > r con lo que se concluye.

2

Corolario 7.7. (N , ◦) es un semigrupo nilpotente tal que N k = 0

Demostración:

Del teorema y lema anterior se deduce que en N k−1 todas las ráıces que definen sus

derivaciones asociadas están en M1
k+1 = {B + ms+1} y como v′(b + ms+1) 6= 0 en caso

completo, se concluye de la observación anterior que N k = 0.

2
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7.2. Radical del grupo de automorfismos graduados

Sea como antes el subespacio vectorial N ⊂ EndgAC y 1 denota la identidad, (que

no es el neutro del espacio vectorial) entonces 1 + nD ∈ EndgAC es el endomorfismo en

general ya definido:

1 + nD(xi) = xi + nD(xi) 1 + nD(x.y) = 1 + nD(x) . 1 + nD(y)

Definición: Con la operación anterior, denotaremos (1 + N , +) al subespacio vectorial

de EndgAC :

(1 +N , +) = {1 + nD : d ∈ DeruK(OX ,OX)}

Veremos que 1 + N con la composición, es un subgrupo unipotente de Aut◦gAC que de

hecho es su radical unipotente al que denotaremos (1+N , ◦) ó simplemente 1+N cuando

no haya confusión. Para ello se define la siguente operacioń en DeruK(OX ,OX) :

Definición: Sean las derivaciones

D1 =
k∑
l=1

λ(l)xr
l

Dvs+l D2 =
∑

i>j∈{1,...,k}

∑
r∈Mj

i

µji (r).x
rDvs+j


Entonces D1 •D2 es la derivación (suponemos 00 = 1)

D1 +
∑

i>j∈{1,...,k}
r∈Mj

i

⋂
D2

µji (r).
k∏
l=i

vs+l(r)!.

 ∑
|ci|≤vs+i(r)...
...|ck|≤vs+k(r)

(
k∏
l=i

λ(l)c
l

cl!.(vs+l(r)− | cl |)!

)
.xr+

∑k
l=i c

l.rlDvs+j


que está enDeruK(OX ,OX) según se demuestra en el final de la demostración del teorema 7.5.

Teorema 7.8. D1 • D2 es la derivación tal que se tiene la igualdad de endomorfismos

graduados

(1 + nD1) ◦ (1 + nD2) = 1 + nD1•D2
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Demostración:

Hay que ver que coinciden en cada variable xi : Si i = 1, . . . , s es claro porque ambos auto-

morfismos son la identidad sobre ellas. Luego resta probar la igualdad sobre xs+1, . . . , xs+k

y para ello vamos a calcular (1 + nD1) ◦ (1 + nD2)(xs+j) :

(1 + nD1) ◦ (1 + nD2)(xs+j) = (1 + nD1) (xs+j + nD2(xs+j)) =

= xs+j + nD1(xs+j) + (1 + nD1)(nD2(xs+j))

Observemos que xs+j + nD1(xs+j) forma parte de (1 + nD1•D2)(xs+j) y por tanto resta

calcular (1 + nD1) (nD2(xs+j)) .

(1 + nD1) (nD2(xs+j)) = (1 + nD1)

 ∑
i>j∈{1,...,k}

r∈Mj
i

µ(r).xv(r).xs+j

 =

=
∑

i>j∈{1,...,k}
r∈Mj

i

(1 + nD1)
(
µ(r).xv(r).xs+j

)
y cada sumando es, teniendo en cuenta que vs+l(r) = 0 ∀ l < i, l 6= j

(1 + nD1)
(
µ(r).xv(r).xs+j

)
= µ(r).(1 + nD1)(x

v1(r)
1 . . . . .x

vs+k(r)
s+k ) =

= µ(r).(x1 + nD1(x1))v1(r). . . . .(xs + nD1(xs))
vs(r).

.(xs+1 + nD1(xs+1))vs+1(r). . . . .(xs+k + nD1(xs+k))
vs+k(r)

y como nD1(xi) = 0 ∀ i = 1, . . . , s denotando xv
′(r) = x

v1(r)
1 . · · · .xvs(r)s es

µ(r).xv
′(r).

 ∑
ai+bi=vs+i(r)

xais+i.nD1(x
bi
s+i).

(
vs+i(r)

ai

) .

. . . .(

 ∑
ak+bk=vs+k(r)

xaks+k.nD1(x
bK
s+k).

(
vs+k(r)

ak

) =

y este producto da

µ(r).xv
′(r).

∑
ai≤vs+i(r)...
...ak≤vs+k(r)

k∏
l=i

(
vs+i(r)

ai

)
.xais+i. . . . .x

ak
s+k.nD1

(
x
vs+i(r)−ai
s+i . . . . .x

vs+k(r)−ak
s+k

)
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donde para calcular nD1

(
x
vs+i(r)−ai
s+i . . . . .x

vs+k(r)−ak
s+k

)
ya se ha probado en la demostración

del Teorema 7.5 que

nD1

(
x
vs+l(r)−al
s+l

)
= x

vs+l(r)−al
s+l .

∑
|cl|=vs+l(r)−al

λ(l)c
l

.xv(cl.rl).
| cl |
cl!

y por tanto

nD1

(
x
vs+i(r)−ai
s+i . . . . .x

vs+k(r)−aK
s+k

)
=

∑
|ci|=vs+i(r)−ai...
···|ck|=vs+k(r)−aK

k∏
l=i

λ(l)c
l

cl!
. | cl |!.xv(cl.rl).x

(vs+l(r)−al)
s+l

También como en la demostración del Teorema 7.5 en la igualdad 48 pero ahora v′(r) 6= 0

con lo que se multiplica xv
′(r) en ambos lados de la igualdad se deduce

xv
′(r).xais+i. . . . .x

aK
s+k.

k∏
l=i

.xv(cl.rl).x
(vs+l(r)−al)
s+l = xv(r+

∑k
l=i c

l.rl).xs+j

con lo que se tiene

(1 + nD1)

 ∑
i>j∈{1,...,k}

r∈Mj
i

µ(r).xv(r).xs+j

 =
∑

i>j∈{1,...,k}
r∈Mj

i

µ(r).

 ∑
ai≤vs+i(r)...
...aK≤vs+k(r)

k∏
l=i

(
vs+l(r)

al

)
.

 ∑
|ci|=vs+i(r)−ai...
···|ck|=vs+k(r)−aK

k∏
l=i

λ(l)c
l

cl!
. | cl |!.xv(r+

∑k
l=i c

l.rl).xs+j




y para concluir, por un lado obsérvese que las condiciones al ≤ vs+l(r), | cl |= vs+l(r)− al
equivalen a | ci |≤ vs+l(r) y por otro como(

vs+l(r)

al

)
.
| cl |!
cl!

=
vs+l(r)!

al!. | cl |!
.
| cl |!
cl!

=

=
vs+l(r)!

al!.cl!
=

vs+l(r)!

cl!.(vs+l(r)− | cl |)!
y por tanto

(1 + nD1)

 ∑
i>j∈{1,...,k}

r∈Mj
i

µ(r).xv(r).xs+j

 =
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=
∑

i>j∈{1,...,k}
r∈Mj

i

µ(r).

 ∑
|ci|≤vs+i(r)...
···|ck|≤vs+k(r)

k∏
l=i

λ(l)c
l

.
vs+l(r)!

cl!.(vs+l(r)− | cl |)!
.xv(r+

∑k
l=i c

l.rl).xs+j


con lo que se acaba la demostración.

2

Observación 15. Es conveniente observar que D1 • D2 = D1 + D2 + P (D1, D2) donde

las ráıces de P (D1, D2) son α = r +
∑
ci.ri para r ∈ D2, | ci |≤ vs+i(r) y | ch |> 0 para

algún h.

Lema 7.9. Para toda derivación D, sea P0 = D y Pi = P (D,Pi−1). Entonces existe q ∈ N
tal que Pq = 0

Demostración:

Puesto que el conjunto de la ráıces es acotado respecto al orden definido,basta ver que si

r es una ráız de una derivación E entonces las ráıces en P (D,E) que resultan de ella son

estrictamente mayores. Para ello, sea r ∈ M i
j ráız de E. Las ráıces correspondientes en

P (D,E) son

α = r +
k∑
l=i

cl.rl : 0 ≤| ch |≤ vs+h(r) con | ch |> 0 para algún h

Es claro que vs+j(α) = −1 y para todo l ≥ i,

vs+l(α) = vs+l(r)− | cl | +
∑
i<l′<l

cl
′
.vs+l(r

l′) ≥ 0

luego α ∈ S(vs+j). Según el orden definido r vendra representado por el número entero:

r ≡ −1, 0, . . . , 0, vs+i(r), vs+i+1(r), . . . , vs+k(r)

Supongamos que | ci |=| ch−1 |= 0 y | ch |> 0 es el primero no nulo. Entonces α viene

representado por el nmero entero

α ≡ −1, 0, . . . , 0, vs+i(r), . . . , vs+h−1(r), vs+h(r)− | ch |,

, vs+h+1(r)− | ch+1 | +ch.vs+h+1(rh), . . .
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y como por hipótesis vs+h(r)− | ch |< vs+h(r), se deduce que α > r con lo que se concluye

que para un q ∈ N todas las ráıces de Pq−1 están en M1
k+1

∐
· · ·
∐
Mk

k+1 y por tanto en el

siguiente paso obtentremos Pq = P (D,Pq−1) = 0.

2

Observación 16. Se puede dar una fórmula exacta del valor de q en función de las

condiciones iniciales vs+i(r
j). La fórmula se obtiene representando cada ráız r ∈ D como

un grafo cuyos nodos son las ráıces que cumplen cierta condición respecto r.

Teorema 7.10. Sea el 1 + N = (1 + N , ◦) el grupo de endomorfismos graduados de

AC con la operación que acabamos de ver en el teorema anterior. Sea el subconjunto

U = {vs+1, . . . , vs+k} ⊂ ∆1 con los ı́ndices ordenados de manera compatible con el orden

definido en ∆1 es decir tal que vi ≮ vj si i > j.

1. Todo elemento de 1 +N es de la forma Φ1 ◦ · · · ◦ Φk donde

Φj = 1 + nDj para Dj =
∑

rj∈S∗(vs+j)

λ(rj).xr
j

Dvs+j

Además si S∗(vs+j) = {rj1, . . . , r
j
dj
} ⇒

Φj = φj1 ◦ · · · ◦ φ
j
dj

φji = 1 + n
λ(rji ).x

r
j
iDvs+j

y esta descomposición de Φj es conmutativa

Si para cada λ ∈ K denotamos φji (λ) = 1 + n
λ(rji ).x

r
j
iDvs+j

entonces

φji (λ) ◦ φji (λ′) = φji (λ+ λ′)

Si vs+i ≮ vs+j y vs+j ≮ vs+i ⇒ Φi ◦ Φj = Φj ◦ Φi

2. 1 +N es un subgrupo del grupo Aut◦gAC en el que el morfismo inverso de 1 + nD es

1 + nD−1 para

D−1 = −D + P1 − P2 + · · · ± Pq−1 con Pq = 0

3. 1 +N es subgrupo cerrado conexo de Aut◦gAC
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Demostración:

Toda derivación D ∈ DeruK(OX ,OX) es

D =
∑

1≤j≤K

∑
rj∈S∗(vs+j)

λ(rj).xr
j

Dvs+j = D1 + · · ·+Dk

Como vs+j(S
∗(vs+j+1)

∐
· · ·
∐
S∗(vs+k)) = 0 ⇒ P (Dj, Dj+1 + · · ·+Dk) = 0 luego

Dj • (Dj+1 + · · ·+Dk) =

= Dj +Dj+1 + · · ·+Dk + P (Dj, Dj+1 + · · ·+Dk) = Dj +Dj+1 + · · ·+Dk

y por tanto aplicando la fórmula del teorema anterior,

(1 + nDj) ◦ (1 + n(Dj+1+···+Dk)) = 1 + n(Dj+Dj+1+···+Dk)

y procediendo por inducción k− 1 veces se deduce 1 +nD1+···+Dk = 1 +nD1 ◦ · · · ◦ 1 +nDk

es decir

1 + nD = Φ1 ◦ · ◦ Φk

Además si S∗(vs+j) = {rj1, . . . , r
j
dj
}, como

P (λ(rji ).x
rjiDvs+j ,

∑
l 6=i

λ(rjl ).x
rjlDvs+j) = 0

y

P (
∑
l 6=i

λ(rjl ).x
rjlDvs+j , λ(rji ).x

rjiDvs+j) = 0

se deduce

Φj = (1 + n
λ(rji ).x

r
j
iDvs+j

) ◦ (1 + n∑
l 6=i λ(rjl ).x

r
j
l Dvs+j

)

siendo tal composición conmutativa luego se concluye por inducción, quedando demos-

trado el primer punto de 1. El segundo punto de este apartado se deduce due que

P (D,D) = 0.

Para el tercer punto, de la hipótesis y la Observación 15 se tiene P (Dj, Di) = P (Di, Dj) =

0 ⇒ Di •Dj = Dj •Di = Di +Dj.

Para 2, ya hemos visto que 1 + N es cerrado respecto la composición. Veamos ahora

que ∀ D ∈ DeruK(OX ,OX) el endomorfismo graduado 1 + nD es automorfismo. Para ello

veamos que tiene morfismo graduado inverso en 1 +N . Como 1 + nD = φ1 ◦ · · · ◦ φK bas-

tará ver que φj son automorfismos graduados pues en tal caso ya tendremos (1 +nD)−1 =



7 CÁLCULO DEL GRUPO AUTGAC Y AUTZSA
′ 114

(φK)−1 ◦ · · · ◦ (φ1)−1. Sea entonces φj = 1 + nDj y como P (Dj,−Dj) = P (−Dj, Dj) = 0

⇒ Dj • (−Dj) = 0 ⇒

(1 + nDj) ◦ (1 + n−Dj) = (1 + n−Dj) ◦ (1 + nDj) = 1

Por tanto

(φj)
−1 = 1 + n−Dj y (1 + nD)−1 = (1 + n−Dk) ◦ · · · ◦ (1 + n−D1) = 1 + nD−1

donde

D−1 = −Dk •
(
−Dk−1 •

(
. . .
(
−D2 • −D1

)
. . .
))

Veamos para concluir este segundo enunciado que D−1 = −D + P1 − P2 + · · · ± Pq−1 con

Pq = 0 :

D • (−D + P1 − P2 + · · · ± Pq−1) =

= D + (−D + P1 − P2 + · · · ± Pq−1) + P (D,−D + P1 − P2 + · · · ± Pq−1) =

P1 − P2 + · · · ± Pq−1 − P (D,D) + P (D,P1)− · · · ∓ P (D,Pq−2)± 0 =

P1 − P2 + · · · ± Pq−1 − P1 + P2 − · · · ∓ Pq−1 = 0

⇒ (1 + nD) ◦ (1 + n−D+P1−P2+···±Pq−1) = 1 y aplicando a esta igualdad (1 + nD−1) por la

izquierda se acaba.

Para el enunciado 3, hemos visto que dar ϕ un endomorfismo graduado en AC es dar los

coeficientes respecto las ráıces

{λ(α) : α ∈ R }

y además otros r coeficientes µ1, . . . , µr de modo que

ϕ(xi) = µixi +
∑

α∈S(vi)

λ(α).xv(α).xi

que será automorfismo cuando los coeficientes cumplan ciertas condiciones. En el caso de

ϕ ∈ 1 +N las condiciones son:

µi = 1 ∀ 1 ≤ i ≤ s, µs+j = 0 ∀ 1 ≤ j ≤ K, λ(α) = 0 ∀ α ráız parejable

que es un ideal primo en el anillo de coordenadas K[µ, λ(α)] y por tanto un cerrado conexo

del grupo Aut◦gAC con lo que se concluye.

2
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Definición de Grupo Uniparamétrico: Siguiendo la terminoloǵıa de Demazure, Oda

y Cox ([5], [18], [2]) y gracias al segundo punto del apartado 1 del teorema anterior,

llamaremos grupo uniparamétrico asociado a la ráız r ∈ S∗(v) al grupo

{1 + nλxrDv ∀λ ∈ K}

De la definición y del teorema se deduce:

Corolario 7.11. El grupo (1+N , ◦) esá generado por el producto ordenado de los grupos

uniparamétricos asociados a las ráıces no parejables

2

Corolario 7.12. Con la operación • definida en DeruK(OX) se cumple que (DeruK(OX , •)
es un grupo isomorfo al subgrupo (1 +N , ◦) de Aut◦gAC

Demostración:

El elemento neutro es la derivación nula D = 0 y el inverso de D es D−1 = −D + P1 −
P2 + · · · ± Pq−1 con Pq = 0 y la operación definida en DeruK(OX ,OX) es la que hace que

la aplicación D  1 + nD sea isomorfismo.

2

7.2.1. Resoluciones del grupo (Deru, •)

Abreviadamente escribiremos (Deru, •) para referirnos al grupo (DeruK(OX ,OX), •).
En 7.1 hemos dado una expresión matricialR∗ para representar las ráıces no parejables,

de las que depende el subgrupo 1+N . Cada columna corresponde a un conjunto S∗(vs+j)

que está ordenado si previamente hemos dado un orden (arbitrario) al conjunto {vi≤s}
y a los ı́ndices s + 1, . . . , s + k tal que vs+i ≮ vs+j ∀ i > j. Vamos a concretar algunas

maneras de ordenarlos.

Sea para cada vs+j el conjunto

M(vs+j) = {v ∈ ∆1 : vs+j < v }
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Es evidente que vs+j < vs+i ⇒ el número de elementos χ(M(vs+j)) > χ(M(vs+i)) y vamos

a dar un orden a los ı́ndices s+ 1, . . . , s+ k de modo que se cumplan los dos condiciones

siguientes:

si i > j ⇒
{
vs+i ≮ vs+j
χ(M(vs+j)) ≥ χ(M(vs+i))

Sea ahora para cada natural n el conjunto

S(n) = {S∗(v) : χ (M(v)) ≥ n }

que consiste en la unión ordenada de las columnas de R∗ comenzando por S∗(vs+1).

Obviamente S(0) = R∗ y S(r) = ∅. También, si vs+j < vs+i (necesariamente i > j) ⇒

χ(M(vs+j)) > χ(M(vs+i))

luego si χ(M(vs+i)) = n ⇒

S∗(vs+j) ∈ S(n+ 1) y S(vs+i) ∈ S(n) \ S(n+ 1)

En particular si u, v ∈ S(n) \ S(n+ 1) ⇒ u ≮ v y v ≮ u.

Denotaremos Ln al subgrupo de (DeruK(OX), •) de las derivaciones (automorfismos)

asociadas a las ráıces de S(n). En particular Lk = 0 y L0 es el grupo total. Abreviadamente

escribiremos v ∈ Ln para referirnos a los S∗(v) ∈ S(n) y respecto de lo cual es importante

tener en cuenta que en los términos de la Observación 13, si [v] = [v′] entonces S∗(v) ∈ Ln
⇔ S∗(v′) ∈ Ln. De la propia definición se deduce Li ⊆ Li−1 y a la cadena de todos los

subgrupos Ln la denotaremos L.
Definición: Diremos que una derivación a =

∑
ra∈R∗ λa.x

raDvra cumple a ∩ S(v) 6= ∅
cuando ∃ ra ∈ S(v) tal que λa 6= 0

Definición: Diremos que una cadena

T ≡ 0 = Tn ⊆ TAn−1 ⊆ · · · ⊆ T0 ' (DeruK(OX), •)

de subgrupos de (DeruK(OX), •) (equivalentemente de 1 +N según Corolario 7.12) cum-

ple la propiedad aditiva cuando cumpla la siguiente propiedad: Si T y T pertenecen

a T con T ⊆ T y a ∈ T y b ∈ T ⇒ P (a, b) ∈ T y P (b, a) ∈ T ′ para algún T ′ ∈ T
tal que T ′ ( T. En particular se deduce de la propia definición que si a y b ∈ T para

alguno de los subgrupos T ∈ T ⇒ ∃ T ′ ∈ T con T ′ ( T tal que P (a, b) ∈ T ′ y P (b, a) ∈ T ′.
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Teorema 7.13. Toda cadena T con la propiedad aditiva es una resolución normal de

(DeruK(OX), •) es decir, ∀ i Ti+1 es subgrupo normal de Ti y los cocientes sucesivos Ti/Ti+1

son grupos aditivos. Además cada elemento Ti+1 es normal en el total T0.

Demostración:

Que los cocientes Ti/Ti+1 son grupos aditivos se deduce directamente de la propiedad

aditiva de la cadena T , ya que si a y b pertenecen a Ti ⇒ P (a, b) y P (b, a) pertenecen a

Ti+1 luego son nulos en el cociente Ti/Ti+1 y como a•b = a+b+P (a, b) y b•a = b+a+P (b, a)

se concluye que

a • b = a+ b = b+ a = b • a en Ti/Ti+1

Veamos ahora que Ti+1 es normal en Ti. Para ello sean b ∈ Ti+1 y a ∈ Ti \ Ti+1 de modo

que P (a, b) ∈ Ti+1 y P (a−1, b) ∈ Ti+1. Como

0 = a • a−1 = a+ a−1 + P (a, a−1)

⇒ P (a, a−1) = −(a + a−1) ⇒ a • b • a−1 = a • (b + a−1 + P (b, a−1)) = a + b + a−1 +

P (b, a−1) + P (a, b) + P (a, a−1) + P (a, P (b, a−1)) = (a + a−1) + b + P (b, a−1) + P (a, b) −
(a+a−1)+P (a, P (b, a−1)) = b+P (b, a−1)+P (a, b)+P (a, P (b, a−1)) que pertenece a Ti+1

porque a, a−1 pertenecen a Ti y b ∈ Ti+1 y T cumple la propiedad aditiva. Por último para

ver que Ti+1 es normal en el T0 se procede como antes con b ∈ Ti+1 y a ∈ T0 y aplicando

la misma descomposición en a • b • a−1, ahora como b ∈ Ti+1 ⇒ P (b, a−1) ∈ Ti+2 ⊆ Ti+1,

P (a, b) ∈ Ti+1 y P (a, P (b, a−1)) ∈ Ti+2 ⊆ Ti+1 con lo que se acaba

2

Definición: Diremos que una cadena

T ≡ 0 = Tn ⊆ TAn−1 ⊆ · · · ⊆ T0 ' (DeruK(OX), •)

de subgrupos de (DeruK(OX), •) (equivalentemente de 1 + N según corolario 7.12) es

completa cuando verifica las siguientes condiciones:

1. Cumple la propiedad aditiva

2. ∀ i se tiene, v ∈ Ti \ Ti+1 ⇔ [v] ⊂ Ti \ Ti+1, equivalentemente, si [v] = [v′] con v y

v′ ∈ Ti entonces los automorfismos asociados a las ráıces de v son la identidad en el

grupo cociente Ti/Ti+1 si y sólo si los son los automorfismos asociados a las ráıces

de v′
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3. Si u, v ∈ Ti \ Ti+1 ⇒ v ≮ u y u ≮ v

Observación 17. Es fácil comprobar que la tercera condición de cadena completa ya

implica que sea aditiva y por tanto se puede prescindir de la condición 1 en la definición

de cadena completa.

Definición: La logitud de una cadena T es el número de elementos Ti distintos y

distintos de cero que contiene. El siguiente teorema prueba la existencia de cadenas com-

pletas. Más adelante veremos que además existe cadena de longitud mı́nima.

Teorema 7.14. Sea la cadena antes definida

L ≡ 0 = LK ⊆ Lk−1 ⊆ · · · ⊆ L0 ' (DeruK(OX), •)

donde Ln es el subgrupo de las derivaciones asociadas a las ráıces de S(n). Se cumple:

1. La cadena L es completa

2. 1 +N es un subgrupo unipotente de Aut◦gAC

Demostración:

Veamos que L cumple la propiedad aditiva. Sean pues L ⊆ L elementos de la cadena y

a ∈ L y b ∈ L. Las ráıces en P (b, a) son del tipo

α = r +
∑
rb∈b

cb.rb rb ∈ S∗(vs+l) ∩ b

donde r ∈ a ∩ S∗(vs+j) para algún j y vs+l(r) > 0 y por tanto j < l ≤ q con vs+j < vs+l

⇒ χ(M(vs+j)) > χ(M(vs+q)) de donde necesariamente ∃ L(α) ( L tal que S∗(vs+l) ∈
L/L(α) y r ∈ S∗(vs+j) ∈ L(α) ⇒ α ∈ L(α) para cada α ∈ P (b, a) y basta elegir L′ el

mayor de los respectivos L(α) encontrados de modo que P (b, a) ∈ L′. Que P (a, b) ∈ L

es trivial porque b ∈ L. Para la segunda condición de cadena completa, sean [u] = [v] ⇒
por el teorema 7.4 en su último apartado

∏
(xu) =

∏
(xv) y en particular se deduce que

u ∈ S(n) ⇔ v ∈ S(n) y por tanto u ∈ Ln/Ln+1 ⇔ v ∈ Ln/Ln+1, con lo que se tiene

la segunda condición. La tercera se deduce de que si v < u ⇒ χ(M(v)) > χ(M(u)) y

entonces para algún i se tiene que v ∈ Li+1 mientras u ∈ Li/Li+1.

La afirmación 2. se deduce directamente del corolario 7.12, el teorema 7.13 y el punto

anterior que prueba que 1 +N tiene resolución normal con cocientes aditivos.

2
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Observación 18. Otra demostración es utilizar el Corolario 7.7 y la demostración del

teorema 9·12 de [20]. También vamos a dar una demostración directa determinando 1+N
como subgrupo unipotente del grupo lineal; para ello, sea V[x] el espacio vectorial

AC(x) para x = xj ∈ AC cualquier representante, pues no importa cuál gracias al punto

5 del teorema 7.4. Como todo elemento de 1 +N es un automorfismo graduado, opera en

cada espacio vectorial V[x] ⇒ 1+N ⊂
∏

[x] GL(V[x]) y por tanto la matriz asociada A a un

automorfismo Φ = 1 +nD queda definida en cada espacio V[x]. Sea entonces la base de V[x]

formada, en este orden, por {[xj]} y Π(xj) = {Πr(xj) : r ∈ S∗(vj)} con Πr(xj) = xv(r).xj.

El orden de esta parte de la base viene determinado por el orden estricto definido en cada

S∗(vj) en la página 102. Sobre la parte {[xj]} de esta base, Φ = 1 + nD es la identidad

mas una suma del tipo
∑

r brΠr(xj) ⇒ en esta parte la matriz es(
I(j)
B(j)

)
con I(j) la matriz identidad de orden el número de ráıces parejables asociadas a vj.

Sobre cada Πr(xj), por ser Φ morfismo de álgebras, debe dar una combinación lineal

de elementos de Π(xj) ⇒ en esa parte la matriz es(
O
P (j)

)
Según el teorema 7.8, Φ(Πr(xj)) es una suma pcΠr(c)(xj) donde en el caso c = 0 da

r(c = 0) = r y pc=0 = 1 y en el resto de casos las ráıces r(c) son, como se ve en la

demostración del lema 7.9, tales que r(c) > r ⇒

Φ(Πr(xj)) = Πr(xj) +
∑

pcΠr(c)(xj)

con Πr(c)(xj) posteriores en la base al Πr(xj) ⇒ P (j) es una matriz triangular inferior

con 1 en la diagonal y la matriz de Φ en la base fijada de V[xj ] es

A(j) =

(
I(j) O
B(j) P (j)

)
(50)

que es unipotente ⇒ la matriz A asociada a Φ es unipotente y se ha probado que 1+N es

subgrupo unipotente del grupo lineal
∏

[x] GL(V[x]). Nótese además que tal subgrupo queda

determinado por las matrices de la forma 50 que cumplan la condición de que P (j) sea

invertible (ya dada en [3]) y que además P (j) dependa de Bi>j en los términos del teo-

rema 7.8, lo que garantiza que el automorfismo de espacios vectoriales lo sea también de
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álgebras. No obstante y este es a mi parecer un error en [3], habŕıa que dar exactamente

tal condición de dependencia de P (j) y demostrar que el producto de las matrices corres-

pondientes a sendos automorfismos del tipo 1 + nD da una matriz en la que P (j).P ′(j)

sigue verificando esa condición de dependencia de las matrices B(i) +P (i).B′(i) para que

la composición de endomorfismos lineales lo sea de álgebras y por tanto 1 +N quedaŕıa

efectivamente definido como subgrupo unipotente del grupo lineal.

7.2.2. Resoluciones mı́nimas y producto de grupos aditivos

Vamos a ver que existen cadenas completas, resolución de 1 + N , de longitud mı́ni-

ma cuyos cocientes da una descomposición del grupo Ru en producto de grupos aditivos,

también de longitud mı́nima.

Si T es una cadena completa resolución de Ru, la condición tercera de la definición afirma

que en los cocientes Ti \ Ti+1 @ u y v tales que u < v ni v < u lo que implica que la

longitud de la cadena, l(T ), es mayor o igual a la mayor secuencia ordenada de elementos

de ∆1, de modo que si existe vi1 < · · · < vil con vij ∈ ∆1 ⇒ l(T ) ≥ l − 1, luego para ver

que existen cadenas de longitud mı́nima bastará encontrar las que tiene longitud igual

exáctamente a la de la mayor secuencia ordenada en ∆1.

Consideremos pues el conjunto de todas las cadenas máximas vi1 < · · · < vil que son

aquellas que verifican que @ u ∈ ∆1 : u < vi1 y @ u ∈ ∆1 : vil < u y @ u ∈ ∆1 :

vij < u < vij+1
. Nótese que si vil es el mayor de una cadena máxima entonces [vil ] = [u]

para algún u ∈ {v1, . . . , vs} y en tal caso vi1 , . . . , vil−1
, u también es cadena máxima con

lo que podemos suponer que todas ellas finalizan en un u ∈ {v1, . . . , vs}.

Definición: Llamaremos longitud de v ∈ ∆1 al número l(v) que v ocupa en la mayor

secuencia ordenada con final en v. En caso de que v no sea mayor que ningún u se

entenderá que l(v) = 0. Por ejemplo en el caso visto del plano proyectivo donde ∆1 =

{e1, e2, e3} las longitudes de todos ellos es cero. Lamaremos longitud de ∆1 al número:

l(∆1) = máx{l(v) : v ∈ ∆1}

Sean los conjuntos Xi = {v ∈ ∆1 : l(v) = i} para i = 1, . . . , q siendo q − 1 la mayor

de las longitudes y sea Zi = X0

∐
· · ·
∐
Xi y Ri el subgrupo de 1 +N generado por los

automorfismos asociados a las ráıces S∗(v) tales que v ∈ Zi−1 empezando por R0 = 0.
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Como es obvio de la propia definición, se cumplen las siguentes propiedades:

1. Si v ∈ Xi ⇒ [v] ⊂ Xi

2. Si u, v ∈ Xi ⇒ u ≮ v y v ≮ u

3. Xq−1 ⊆ {{[v1]}, . . . , {[vs]}} , Xq = ∅ y Rq−1 = Rq = 1 +N

4. Si v ∈ Xi+1 ⇒ ∃ u ∈ Xi : u < v

5. Si v ∈ Xi y u ∈ Xj con j > i ⇒ u ≮ v

6. Si i < q ⇒ Ri−1 ( Ri

(51)

En el caso del plano proyectivo q = 1, 1 + N = R1 = R0 = 0 y la longitud máxima es

q − 1 = 0.

Teorema 7.15. Sea 1 + N el subgrupo conexo unipotente de Aut◦gAC y canónicamente

isomorfo a (DeruK(OX), •) que abreviadamente denotaremos (Deru, •). Se cumple:

1. R ≡ 0 = R0 ⊂ R1 ⊂ · · · ⊂ Rq = Rq−1 = 1 +N es una cadena completa resolución

de (Deru, •) de longitud mı́nima igual a q− 1 en la que los grupos Ri son subgrupos

normales de 1 + N (veremos de hecho que son normales en todo Aut◦gAC) y los

cocientes Ri/Ri−1 son grupos aditivos. Además se cumple Z(Ri) ⊆ Ri−1 donde

Z(Ri) denota el centro del grupo Ri

2. 1 + N es el producto semidirecto de grupos aditivos en cantidad mı́nima e igual a

l(∆1) definida como la mayor de las longitudes de los elementos de ∆1 y sólamente

es abeliano si tal cantidad es uno, es decir, cuando es un grupo aditivo

Demostración:

Probemos 1 : Que es completa se deduce de las propiedades 1 y 2 pues como ya obser-

vamos 2 implica la propiedad aditiva. Por el teorema 7.13 ya sabemos que la propiedad

aditiva implica que los cocientes Ri/Ri−1 son grupos aditivos y que Ri son subgrupos

normales en (Deru, •) De la propiedad 4 anterior se deduce por inducción que existe una

secuencia ordenada máxima u0 < · · · < uq−1 de longitud q− 1 y que no existe ninguna de

longitud mayor (ya que Xq = ∅) luego en efecto R es resolución de (Deru, •) de longitud
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mı́nima igual a q − 1.

Por último veamos que Z(Ri+1) ⊆ Ri. Sea b ∈ Z(Ri+1) y lo podemos escribir b =

λrx
rDvr + S para vr ∈ Xi y S ⊂ Zi−1. Por la propiedad 4 anterior, sea vr′ < vr con

vr′ ∈ Xi−1 y vr(r
′) > 0. Sea entonces a = xr

′
Dvr′

∈ Ri \Ri−1 ⇒ P (b, a) = λrx
r′+vr(r′).rDvr′

en Ri \ Ri−1 mientras que P (a, b) ∈ Ri−1 y por tanto si a • b = b • a ⇒ P (a, b) = P (b, a)

⇒ λr = 0 ⇒ b ∈ Ri con lo que se acaba.

Probemos 2: Sea para cada i, Ri−1 ↪→ Ri y el subgrupo aditivo de Ri generado por los

automorfismos asociados a las ráıces no parejables de Xi−1 al que denotaremos R̄i y que

como hemos visto opera en Ri−1 ya que este es normal en Ri. Por tanto existe el producto

semidirecto de grupos Ri−1 o R̄i ⊆ Ri y son iguales porque la misma demostración del

teorema 7.10 sirve para afirmar que si

{vs+1, . . . , vs+k} ∩Xi−1 = {vs+li−2+1, . . . , vs+li−1
}

⇒ Ri es el subgrupo de los productos ordenados Φ1 ◦ · · · ◦ Φli−1 y R̄i es el subgrupo de

los productos Φli−2+1 ◦ · · · ◦ Φli−1 ⇒

Ri = Ri−1 o R̄i R̄i = Ri/Ri−1

y aplicándolo sucesivamente se tiene

Rq−1 = Rq−2 o R̄q−1 = · · · = R̄1 o R̄2 o · · ·o R̄q−1 con R̄1 = R1

Que el número de elementos del producto es mı́nimo se deduce de que la igualdad Ri =

Ri−1 o R̄i con R̄1 = R1 y R0 = 0 permite reconstruir 0 = R0 ⊂ R1 ⊂ · · · ⊂ Rq = Rq−1 =

1 +N que es de longitud mı́nima.

2

Observación 19. Hemos visto que cada grupo aditivo R̄i es producto (composición orde-

nada) de los automorfismos Φj, uno por cada arista v de l(v) = i y por el teorema 7.10

cada uno de ellos es producto (ordenado) de automorfismos de los grupos uniparamétricos

(definición dada en p. 115), tantos como ráıces tiene S∗(v), luego cada grupo aditivo R̄i

está generado por los subgrupos uniparamétricos asociados a las ráıces ∪l(v)=iS
∗(v)

Cabe plantearse la unicidad de las resoluciones mı́nimas de 1+N y su correspondiente

descomposición en producto semidirecto de grupos aditivos de la mayor dimensión posi-

ble para que la cantidad de ellos en cuyo producto semidirecto descomponga sea mı́nima.
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Vamos a ver que la unicidad total no se cumple, aunque seguramente śı con ciertas con-

diciones.

En la cadena R que acabamos de definir, la propiedad 4. de la ecuación 51 permite cons-

truir una secuencia uq−1 > · · · > u1 > u0 de longitud igual a la longitud de la cadena

mı́nima R siendo q − 1 = l(∆1) la longitud máxima en ∆1. Esta cadena se puede utilizar

para ordenar s+ 1, . . . , s+ k para que vs+1, . . . , vs+k estén ordenados de menor a mayor;

en primer lugar, las ubicamos por bloques;

{vs+1, . . . , vs+i0} ≡ X0, {vs+i0+1, . . . , vs+i1} ≡ X1, . . .

y dentro de cada bloque se ordenan de manera arbitraria por clases de equivalencia. La

propiedad 5. de (51) siempre garantiza la condición [vs+i] ≮ [vs+j] ∀ i > j pero plantea un

poco relevante inconveniente en el sentido se que si [v] = [vi≤s] entonces v es maximal y

debeŕıa aparecer al final de la serie vs+1, . . . , vs+k, mientras que con el criterio dado para

la construcción de R puede ocurrir l(v) = 0 y entonces v ∈ X0.

Vamos a construir una resolución mı́nima similar a la anterior y sin el inconveninete re-

ferido:

Definición: Llamaremos anti-longitud de v ∈ ∆1 a la mayor de las longitudes de

todas las cadenas máximas estrictamente crecientes en ∆1 con inicio en v. A tal número

lo denotaremos f(v).

De la propia definición se observa que [v] es maximal cuando f(v) = 0 y también que

l(∆1) = max{g(v) : v ∈ ∆1} = máx{l(v) : v ∈ ∆1}

Sean ahora los conjuntos Yi = {v ∈ ∆1 : f(v) = i} para i = 1, . . . , q siendo q − 1 la

mayor de las longitudes y sea Wi = Yi
∐
· · ·
∐
Y0 y Ti el subgrupo de 1 +N generado por

los automorfismos asociados a las ráıces S∗(v) tales que v ∈ Wi. Por tanto T0 = 0 porque

S∗(v) = ∅ para todo v ∈ ∆1 maximal. Obtenemos entonces la cadena

0 = T ≡ T0 ⊂ · · · ⊂ Tq−1 = 1 +N

y asignando los ı́ndices s + 1, . . . , s + k a ∆1 de manera consecuente con los bloques

Yq−1, . . . , Y0 de modo que

Yq−1 = {vs+1, . . . , vs+iq−1}, . . . , X0 = {. . . , vs+k}
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y ahora un orden arbitrario en cada bloque pero por clases, obtenemos un orden en ∆1

con las condiciones pretendidas que además nos permiten dar un orden al conjunto total

de las ráıces.

La propiedades de esta cadena son similares a las de R vistas en la ecuación (51). Se

cumplen las siguentes propiedades para T :

1. Si v ∈ Yi ⇒ [v] ⊂ Yi

2. Si u, v ∈ Yi ⇒ u ≮ v y v ≮ u

3. Y0 ⊆ {{[v1]}, . . . , {[vs]}} , Yq = ∅ y Yq−1 = Yq = 1 +N

4. Si v ∈ Yi+1 ⇒ ∃ u ∈ Yi : v < u

5. Si v ∈ Yi y u ∈ Yj con i > j ⇒ u ≮ v

6. Si i < q ⇒ Ti−1 ( Ti

(52)

Luego el teorema 7.15 y los resultados que se deducen son igualmente válidos si se utiliza

la cadena T. En tal caso la descomposición de 1 +N en producto semidirecto de grupos

aditivos contendrá la misma cantidad de ellos pero sus la distribución de sus dimensiones

puede variar.

Como hemos visto en la sección 5.4.1 el toro T (r) = SpecK[Zr] que cuando no de

lugar a confusión denotaremos como puntos racionales K∗r opera en AC de modo que cada

punto µ define el siguiente automorfismo τµ ∈ Aut◦gAC : τµ : AC → AC es τµ(xi) = µixi

es decir, τµ(x(n,αC) = µn+v(αC).x(n,αC). Es el toro maximal de Aut◦gAC que lógicamente

está contenido en el radical del grupo que denotamos R(Aut◦gAC) y obviamente

TeK
∗r = (Zs ⊕ C)∗ ⊗Z K ⊂ TeAut

◦
gAC

Proposición 7.16. EL radical y el radical unipotente de Aut◦gAC no tienen ráıces pare-

jables

Demostración:

Basta verlo para el radical unipotente ya que difieren en un toro y por tanto tienen las
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mismas ráıces. Como es un subgrupo normal, entonces por 10.4 [12] Te1+N es un ideal en

Te(Aut
◦
gAC) de modo que si D ∈ Te1 +N y D′ ∈ Te(Aut◦gAC) ⇒ [D,D′] ∈ Te1 +N . Pero

si α es parejable respecto v, v′ y D = xαDv ∈ Te1 +N entonces tomando D′ = x−αDv′

se tendŕıa [xαDv, x
−αDv′ ] = Dv−v′ que es derivación del toro T = K[M ] y por tanto

Dv−v′ ∈ Te(1 +N ∩ T ) = 0 ⇒ v = v′ y α = 0 con lo que no es parejable.

2

Lema 7.17. Sea Aut(g,ε)AC ⊂ AutgAC el subgrupo de automorfismos (gr, ε)− graduados

definido en la página 93. Se cumple:

1. 1 +N ∩ Aut(g,ε)AC = 1

2. El toro T (r) = SpecK[Zr] como subgrupo de AutgAC definido en la sección 5.4.1

está contenido en Aut(g,ε)AC

3. EL toro T (r) ⊂ AutgAC opera en AutgAC por el automorfismo interno, como se de-

fine en general en la página 50 y que como se muestra en el teorema 4.5 la operación

en los puntos F(B) a través de f̃ es

µ ∈ T (r)⇒ ϕµ : AutgAC ⊗K B → AutgAC ⊗K B, ϕµ(θ) = τµ ◦ θ ◦ τµ−1

y su morfismo diferencial por el diagrama conmutativo del teorema 4.5 da la re-

presentación adjunta que define la operación de T (r) en TeAC ' DergAC y que es

Adj(µ−1)(D) = τµ ◦D ◦ τµ−1 . Se cumple:

ϕµ restringe al subgrupo 1 +N siendo

τµ ◦ 1 + nD ◦ τµ−1 = 1 + nµD

donde

si D =
∑

λr.x
rDv ⇒ µ ·D =

∑
µv(r).λr.x

rDv

Además

µD = Adj(µ−1)(D) y µ.(D1 •D2) = µ.D1 • µ.D2

4. Tangente al subgrupo de automorfismos (gr, ε)− graduados :

TeAut(g,ε)AC = (Zs ⊕ C)∗ ⊗Z K +DersK(OX)

como álgebras de Lie Zr − graduadas (DersK(OX) está definido en la página 98)



7 CÁLCULO DEL GRUPO AUTGAC Y AUTZSA
′ 126

5. Con el corchete de Lie, DeruK(OX) es subálgebra de Lie Zs ⊕ C = Zr − graduada y

M − graduada de TeAutgAC y se cumple la igualdad

Te(1 +N ) = DeruKOX

6. Para todo R̄ ⊂ 1 + N subgrupo, su espacio tangente TeR̄ está contenido en el

subespacio vectorial de DeruK(OX) generado por las derivaciones D ∈ DeruK(OX)

tales que 1 + nD ∈ R̄. En particular si R̄ es aditivo ⇒

TeR̄ = D ∈ DeruK(OX) : 1 + nD ∈ R̄

y v́ıa (R̄,+) ⊂ 1 +N ' (Deru, •) ⇒

(R̄,+) = TeR̄

que además es subálgebra de Lie Zs ⊕ C = Zr − graduada de DergAC

Demostración:

Veamos 1 : Sea τ ∈ 1+N ⇒ por definición y la proposición 7.1 τ(xi) ∈ {xi∪〈Π(xi)〉K} ⊂
AC(xi) cuyos elementos de ε− grado igual a gε(xi) que es 1 son AεC(xi) = 〈Fxi〉K ⇒

AεC(xi) ∩ {xi ∪ 〈Π(xi)〉K} = xi

luego τ(xi) tiene ε− grado 1 ⇔ τ(xi) = xi ∀ i.

El enunciado 2 es trivial porque por definición si µ ∈ T (r) ⇒ τµ es el automorfismo

τµ(xi) = µixi que es ε− graduado.

Veamos 3 : Comprobemos que en efecto τµ ◦ 1 +nD ◦ τµ−1 = 1 +nµ·D. Aplicamos sobre las

variables del anillo de Cox xi y xs+j con 1 ≤ i ≤ s y 1 ≤ j ≤ K siendo trivial la igualdad

sobre xi y veamos sobre xs+j : Por un lado

(1 + nµD)(xs+j) = xs+j +
∑

r∈S∗(vs+j)

µv(r)λr.x
v(r).xs+j

por otra

τµ ◦ 1 + nD ◦ τµ−1(xs+j) = τµ

µ−1
j .xs+j +

∑
r∈S∗(vs+j)

µ−1
j .λr.x

v(r).xs+j


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y ambas cosas coinciden. Para ver que µD = Adj(µ−1)(D) se puede suponer que D =

λrx
rDvj con r ∈ S(vj) ⇒ ambos son nulos sobre xi ∀ i 6= j y en xj :

τµ ◦D ◦ τµ−1(xj) = τµ(µ−1
j λrx

v(r).xj) = λrµ
v(r)xv(r).xj

y eso es justo µD(xj). Para finalizar este punto, veamos ahora la igualdad µ.(D1 •D2) =

µ.D1 • µ.D2; para ello aplicamos la fórmula del teorema 7.8 y podemos suponer que

D2 = xrDv y

D1 =
K∑
l=1

λ(rl).xr
l

Dvs+l

⇒

µ.D2 = µv(r).xrDv µ.D1 =
K∑
l=1

λ(l).µv(rl).xr
l

Dvs+l

⇒ los coeficientes de µ.D1 •µ.D2 obviando los elementos factoriales que claramente coin-

ciden, son:

µv(r).
K∏
l=1

(
λ(l).µv(rl)

)cl
=

K∏
l=1

λ(l).µv(r)+
∑K
l=1 c

l.v(rl)

que es el coeficiente de x
∑K
l=1 c

l.rlDv. Por otro lado el término x
∑K
l=1 c

l.rlDv en D1 •D2 es,

salvo factoriales,
K∏
l=1

λ(l)c
l

.x
∑K
l=1 c

l.rlDv

y por tanto el correspondiente coeficiente de µ.(D1 •D2) es

K∏
l=1

λ(l).µv(r+
∑K
l=1 c

l.rl)

y ambos coinciden.

Veamos 4 : En los términos del teorema 4.7, ahora J es el Z−módulo An−1 ⊕ Z y AC es

J − graduada por el morfismo ya definido (gr, ε) : Zr → J y por tanto aplicando el citado

teorema se tiene

TIAutg,εAC = DerJAC

donde DerJAC son las derivaciones en AC de grado cero con la (gr, ε)−graduación. Como

son entonces de grado cero con la gr − graduación hemos visto en el punto segundo del
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teorema 5.10 que están generadas, en su parte DerRK(OX), por los vectores xαDv con

α ∈ S(v) y α ∈M en Zr es

v(α) = (a1, . . . , al−1,−1, al+1, . . . , ar) con ai ≥ 0 ∀ i

Como por hipótesis además ε(v(α)) = 0⇒ ai = 0 y v(α) = (0, . . . , 0,−1, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)

⇒ α es parejable. El resto de derivaciones son (Zs ⊕ C)∗ ⊗Z K = TeT (r).

Veamos 5 : Daremos dos demostraciones, una es la que sigue y la otra se dará en la

demostración del enunciado 6. Como

TIAutgAC = (Zs ⊕ C)∗ ⊗Z K ⊕DeruK(OX)⊕DersK(OX)

⇒ de los apartados anteriore se deduce que necesariamente Te(1+N ) ⊆ DeruK(OX); para

ver la igualdad veremos que tienen la misma dimensión. Sea la cadena normal y completa

L del teorema 7.14

0 = LK ⊆ Lk−1 ⊆ · · · ⊆ L0 = 1 +N

donde hemos visto que la operación • en los cocientes Li\Li−1 coincide con la suma de

derivaciones como espacio vectorial, luego

dimKTe (Li\Li−1) = dimK 〈Li\Li−1〉K

Por otro lado como

Te(L0) = Te(L0\L1)⊕ Te(L1) = Te(L0\L1)⊕ Te(L1\L2)⊕ Te(L2) = . . .

y como TeLk = 0 se tiene

Te(L0) = Te(L0\L1)⊕ · · · ⊕ Te(L0) = Te(Lk−1\LK)

⇒
dimKTe(L0)dimKL0\L1 ⊕ · · · ⊕ Lk−1\LK

que es el espacio vectorial generado por las derivaciones asociadas a las ráıces no parejables

con lo que se ha demostrado:

dimKTe (1 +N ) = dimKDer
u
K(OX ,OX)
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y por ende la igualdad. Que DeruK(OX) es cerrado respecto al corchete de Lie se deduce

del cálculo que se hace en la proposición 3.11 y sólo es distinto de cero en los grados

(v′(αB), αC) ∈ Zs ⊕ C para α = αB + αC ∈ M ⇒ coinciden su Zr − graduación y su

M − graduación.

Para demostrar el enunciado 6, en primer lugar vamos a calcular directamente Te(1 +

N ) sin utilizar como en el apartado anterior, los enunciados 4 y 1; de modo que de esta

demostración se deduce el enunciado 4. Veremos:

D ∈ (Deru, •)⇔ D ∈ Te(1 +N ) (53)

y que esa caracterización es funtorial de modo que se cumplirá para todo subgrupo R̄ de

1 +N .
Denotaremos G· al funtor de puntos del grupo G = AutgAC de haz de funciones K[G] y

N · denotará al funtor de puntos del subgrupo 1 +N canónicamente isomorfo a (Deru, •).
Como en la sección 4.2 G· es isomorfo por f̃ al funtor que representa, F(B) = AutgBAC⊗K
B y como hemos visto en la ecuación 12 el isomorfismo funtorial f̃ : G· → F aplicado

B = K[ξ] restringe a los morfismos que al hacer ξ = 0 dan la identidad y tenemos el

cuadro conmutativo:

G·e(K[ξ]) = Home
K(K[G], K[ξ])

f̃−→ F I(K[ξ]) = HomI
gK

(AC , AC [ξ])

‖ ‖
TeG = DerK(K[G], K) 1 +DerKAC .ξ ' DerKAC

donde DerKAC se refiere a las derivaciones de AC que son de grado cero con la gr −
graduación ó An−1− graduación y que como hemos visto es (Zs⊕C)∗⊗ZK⊕DerR(OX).

En el cuadro, si D ∈ DerK(K[G], K) ⇒ hD ∈ G·(K[ξ]) es hD(y) = y(e) + D(y).ξ y

f̃(hD) = I + D̃.ξ para un único D̃ ∈ DerKAC .
Por definición 1 + N es para cada K − álgebra B el subgrupo N ·(B) tal que f̃(N ·(B))

son los automorfismos de B − álgebras ϕ : AC ⊗K B → AC ⊗K B tales que ϕ = 1 + E

para un E ∈ DeruB(OX ⊗B). En el caso B = K[ξ],

ϕ ∈ N ·(K[ξ])⇔ ϕ = 1 + E para un E ∈ DeruK[ξ(OX ⊗K[ξ]) (54)

Como N · ⊂ G ⇒ TeN · ⊂ TeG y queremos calcular f̃(TeN ·) en F I(K[ξ]) y por tanto

dentro de DerKAC a través del cuadro conmutativo anterior. Aplicando el subfuntor

tenemos

Te(1 +N ) = DerK(K[N ], K) = Home(K[N ], K[ξ])
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y como Home(K[N ], K[ξ]) ⊂ G·e(K[ξ]) ⇒

Te(1 +N ) = N ·e(K[ξ]) ⊂ G·e(K[ξ])

y restringiendo f̃ en el cuadro anterior resulta el cuadro conmutativo:

N ·e(K[ξ]) = Home
K(K[N ], K[ξ])

f̃
↪→ HomI

K(AC , AC [ξ])
‖ ‖

Te(1 +N ) = DerK(K[N ], K) ↪→ 1 +DerKAC .ξ ' DerKAC

⇒
f̃(N ·e(K[ξ])) = {ϕ ∈ AutK[ξ]AC [ξ] : ϕ = 1 + D̃.ξ para un D̃ ∈ DerKAC}

Comparando esta condición con 54 ⇒ se debe cumplir ϕ = I + E = 1 + D̃.ξ para un

E ∈ DeruK[ξ](OX [ξ]) y un D̃ ∈ DerKAC ⇒

ϕ(a+ bξ) = a+ bξ + E(a) + E(b)(ξ) =

que separando E = E1 + E2ξ es

= a+ bξ + E1(a) + E2(a)ξ + E1(b)ξ = a+ E1(a) + (b+ E2(a) + E1(b))ξ

y tiene que ser igual a

ϕ(a+ bξ) = 1 + D̃.ξ(a) + ξ.(1 + D̃.ξ)(b) = a+ (D̃(a) + b).ξ

⇒ E1 = 0 y E2 = D ⇒ E = D⊗ ξ y por tanto como AC [ξ] tiene la graduación de AC ⇒
E y D son del mismo grado con lo que D̃ ∈ DeruK(OX) ⇒ Te(Der

u, •) ⊆ DeruK(OX) y se

concluye como antes utilizando la cadena completa resolución de (Deru, •) ' 1 +N que

son iguales por tener igual dimensión.

Si R̄ ⊂ 1 + N es un subgrupo algebraico, tendrá un subfuntor asociado tal que en

AutK[ξ]AC [ξ] serán los automorfismos ϕ = 1 +E para un E ∈ DeruK[ξ](AC [ξ]) que además

cumpla cierta condición que caracterice a R̄ y que es válida para B = K[ξ] y en general

para toda B luego para B = K, si D̃ ∈ DeruKOX es tal que D̃.ξ = E cumple la condición

entonces D̃ ∈ DeruK(OX también la cumple y se tiene la contención del enunciado; en el

caso de que además R̄ sea aditivo es una igualdad porque dimTeR̄ = dim (R̄,+).

2

Teorema 7.18. El radical unipotente:
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1. (1 +N , ◦) es el radical unipotente Ru de Aut◦gAC y de AutZsA
′ y su álgebra de Lie

es DeruKOX

2. Existe el producto semidirecto

(1 +N )oK∗r ' (Deru, •)oK∗r

donde la operación de K∗r en (Deru, •) es µ.D

3. Inverso en Deru oK∗r :

(D,µ)−1 =
(
µ−1.D−1, µ−1

)
Demostración:

Veamos 1. Por comparación de sus espacios tangentes, por el Lema anterior Te(1 +N ) =

DeruK(OX) mientras que de la proposición 7.16 se deduce

Te (R (AutgAC)) ⊆ (Zs ⊕ C)∗ ⊗Z K +DeruK(OX ,OX)

y

Te (Ru (AutgAC)) ⊆ DeruK(OX ,OX)

luego

Te (Ru (AutgAC)) ⊆ Te (1 +N )

Por otro lado de los Teoremas 7.10 y 7.14 1 + N es un subgrupo unipotente cerrado y

conexo de Aut◦gAC ⇒ bastará ver que es normal pues en tal caso 1 +N ⊆ Ru y se deduce

por comparación de sus respectivos tangentes que coinciden efectivamente y en particular

se deducirá que Ru contiene todas las ráıces no parejables. Para ver que es normal, por

13.3 [12] equivale a probar que Te(1 + N ) es un ideal en Te(AutgAC) con respecto al

paréntesis de Lie. Para ello, hemos visto en el caṕıtulo dedicado a derivaciones que

[
xαDv, x

βDu

]
=


D(u−v) ∈M∗ si v(β) > 0 y u(α) > 0
−u(α).xα+βDv si v(β) = 0 y u(α) > 0
v(β).xα+βDu si u(α) = 0 y v(β) > 0
0 si u(α) = 0 y v(β) = 0

El primer caso implicaŕıa que las ráıces son parejables lo cual es imposible si al menos

una de las derivaciones está en Te(1 + N ) donde todas sus ráıces son no parejables. El
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cuarto caso nada que decir. Si el resultado es el segundo ó tercer caso, si suponemos que

xαDv ∈ Te(1 + N ) y por tanto α ∈ S∗(v) ⇒ puede ocurrir u(α) > 0 y puede ocurrir

u(α) = 0. Si u(α) > 0 ⇒ v(β) = 0, u(β) = −1 y w(β > 0) para algún w ∈ {v1, . . . , vr} ⇒
α + β ∈ S∗(v) ⇒

−u(α).xα+βDv ∈ Te(1 +N )

Si u(α) = 0 entonces se trata del tercer caso es decir v(β) > 0 ⇒ u(α + β) = −1 y

v(α + β) ≥ 0 y como α ∈ S∗(v) se deduce ó bien existen w y w′ estrictamente positivas

sobre α+ β o bien existe w tal que w(α+ β) ≥ 2; en ambos casos se deduce que α+ β es

no parejable, α + β ∈ S∗(u) y por tanto que

v(β).xα+βDu ∈ Te(1 +N )

con lo que se ha probado que Te(1+N ) ⊂ Te(AutgAC) es un ideal y por tanto el enunciado

1 del teorema.

El punto 2 se deduce del punto anterior y del Lema. Por último,sea

(E, µ′) = (D,µ)−1

es decir

(E, µ′) . (D,µ) = (E • µ′.D, µ′.µ) = (0, 1)

⇒ µ′ = µ−1 y si E = µ−1.D−1 se tiene

E • µ′.D = µ−1.D−1 • µ−1.D = µ−1.
(
D−1 •D

)
= 0

y de igual modo se comprueba que es inverso por la derecha.

2

Teorema 7.19. Existencia de parte unipotente y parte reductiva: El grupo Aut◦gAC

es el producto semidirecto del subgrupo Ru = 1 +N que es su radical unipotente y el sub-

grupo Autg,εAC que por tanto es reductivo, es decir,

Aut◦gAC = 1 +N o Autg,εAC

Demostración:

El producto existe porque Ru = 1+N es subgrupo normal y la intersección es la identidad.

La igualdad se deduce de la igualdes entre sus tangentes que ya hemos calculado.

2
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Hemos visto que Aut◦gAC (y por tanto Aut◦X) es producto semidirecto de grupos

aditivos y de un subgrupo reductivo; para determinar totalmente este producto y por

tanto Aut◦X resta calculal tal parte reductiva y cómo esta opera sobre la parte unipotente

y sobre cada subgrupo aditivo que la compone. Esto lo veremos en las dos secciones

siguientes.

7.3. Parte reductiva del grupo de automorfismos graduados

Veremos que la parte reductiva es el producto directo de los grupos lineales asociados

a los automorfismos de los espacios vectoriales 〈Fxi〉K . Sea el anillo de Cox

AC = K
[
xi = x(gi,0), xj = x(Nj ,−mj)

]
para i = 1, . . . , s y j = s+ 1, . . . , j + k

donde gi = (0, . . . , 0, 1i, 0, . . . , 0) y N j = v′(mj)

Vamos a distribuir las variables x1, . . . , xr según las clases [xi] con la definición dada en

7.1 resultando:

{x1, . . . , xr} =
{
x1(0), . . . , x1(κ1)

}∐
. . .
∐{

xh(0), . . . , xh(κh)

}
con h ≥ s, [vi(p)] = [vi(q)] ∀ 1 ≤ i ≤ h, ∀ p, q ≤ κi y κ1 + · · ·+ κh + h = r y donde vi(j) es

la arista asociada a la variable xi(j). A cada uno de estos h conjuntos lo escribiremos Ai,

es decir Ai = [xi] y denotaremos de igual modo al anillo que generan. La Proposición 7.1

garantiza que en cada uno de los conjuntos disjuntos definidos están y sólo están todas las

variables del anillo de Cox que tienen el mismo grado con la An−1−graduación y que son

los generadores del espacio vectorial AεC(xi) para cualquier representante xi de su clase.

Denotaremos αi0,p a la ráız parejable respecto vi(0), vi(p). Se tiene entonces que

αi0,p − αi0,q = −(αi0,q − αi0,p) = −αiq,p = αip,q

que es la ráız parejable respecto vi(p), vi(q).

El número total de ráıces parejables en S(vi(0))
∐
· · ·
∐
S(vi(κi)) es κi.(κi + 1) ⇒

Número Total de ráıces parejables =
h∑
i=1

κi.(κi + 1)

que es la dimensión del espacio vectorial DersK(OX)⇒ por el teorema 7.17 La dimensión

del tangente en el neutro a la parte reductiva Autg,εAC de Aut◦gAC es:

dimTe(Autg,εAC) = (
h∑
i=1

κi.(κi + 1) + dimTe (K∗r) (55)
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y como dimTe (K∗r) = r y r = h+
∑h

i=1 κi se tiene que tal número es

(κ1 + 1)2 + · · ·+ (κh + 1)2

Para cada i ∈ {1, . . . , h} sea el anillo Ai = K[xi(0), . . . , xi(κi)] que pueden ser de dos tipos:

Tipo 1: Cuando xi(0) = x(gi0 ,0) i0 ≤ s

Tipo 2: Cuando xi(0) = x(v′(mi(0)),−mi(0)) con i(0) > s

y en ambos casos el resto de variables es xi(j) = x(v′(mi(j)),−mi(j)) con i(j) > s. En am-

bos casos el anillo Ai es Z−graduado siendo grad(xi(j)) = 1 ∀ 0 ≥ j ≥ κi. Esta es la

ε − grduación definida al inicio de este caṕıtulo ⇒ AutZAi = AutεKAi que denota los

automorfismos ε − grduados del álgebra Ai y es subgrupo de Aut◦gAC porque los ani-

llos Ai se han elegido de modo que todos sus elementos de grado 1 tengan la misma

An−1−graduación, lo cual se cumple gracias al punto 1 de la Proposición 7.1. Por tanto

AutZAi ⊂ Autg,εAC ⊂ Aut◦gAC

Sea Ei = 〈y0 = xi(0), . . . , yκi = xi(κi〉K el espacio vectorial generado por los elementos

de grado 1 de Ai ⇒ AutεKAi = AutKEi. Sea G(κi + 1) el grupo lineal de orden κi + 1

que opera naturalmente en Ei : Si {w0, . . . , wκi} es la base dual de {y0, . . . , yκi} y M =

(ypq) ∈ G(κi + 1) ⇒ τM ∈ AutKEi es wp(τM(yq)) = ypq y G(κi + 1) = SpecK[ypq]det es el

representante del funtor AutεB−alg(Ai ⊗ B) y el isomorfismo funtorial, con las notaciones

del caṕıtulo 4 es:

K[ypq]
·(B))

f̃→ AutεB(Ai ⊗B)
M = (bpq)  τM(yq) =

∑
q bpqyq

y el morfismo universal es z̃(yp) =
∑

j yj ⊗ ypj. En este sentido escribiremos G(κi + 1) =

AutεKAi.

Veamos cual es el álgebra de Lie de la parte reductiva de AutgAC :

Teorema 7.20. La parte reductiva de Aut◦gAC es el producto directo de los h grupos

lineales G(κi + 1) donde h es el número de clases [x] en el conjunto inicial ∆i :

Autg,εAC = G(κ1 + 1)× · · · ×G(κh + 1)

Además el álgebra de Lie de cada subgrupo G(κi + 1) = AutεKAi de AutgAC esá generada

por las (κi + 1)2 derivaciones x(v′(αBp,q),α
C
p,q)Dṽi(p) donde αp,q = αBp,q, α

C
p,q es la ráız parejable
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respecto vi(p), vi(q) ∀ p 6= q y αjj = 0 y donde ṽi(p) es la aplicación sobre Zs ⊕ C definida

en la sección 5.4.3, es decir

ṽi((n, α)) = ni + vi(α) si 1 ≤ i ≤ s

ṽi((n, α)) = vi(α) = vi(α) si s+ 1 ≤ i ≤ s+ k = r

Como derivaciones en OX son:

x(v′(αBp,q),α
C
p,q)Dṽi(p) = xαpqDvi(p)

Demostración:

Como G(κi + 1) = AutεKAi ⇒ G(κi + 1) ⊂ Autg,εAC ⇒

G(κ1 + 1)× · · · ×G(κh + 1) ⊆ Autg,εAC

y se concluye porque como se ha visto en la igualdad 55 sus espacios tangentes coinciden

al tener la misma dimensión siendo ambas partes grupos conexos.

Calculemos ahora el espacio tangente TeG(κi+1) : Simplificando la notación sea A = Ai =

K[y0 = xi(0), . . . , yl = xi(l)] y E = Ei = 〈y0 . . . , yl〉K . Como TeG(l + 1) = DerK(K[ypq])

que está generado por las derivadas parciales ∂ypq , las correspondientes derivaciones de Ai

de ε− grado cero serán f̃(∂ypq). Se cumple que tales derivaciones son:

f̃(∂ypq) = yq∂yp

Para comprobarlo aplicamos la ecuación 13, pg. 49 ⇒

f̃(∂pq)(yj) =
∑
n

yn.∂ypq(yjn)

el único sumando no nulo es n = q ⇒

f̃(∂pq)(yj) = yq.∂ypq(yjq) =

{
0 j 6= p
yq j = p

⇒ f̃(∂ypq) = yq∂yp . Para concluir, hay que encontrar las derivaciones DergAC que en Ai

coinciden con yq∂yp y fuera son nulas; bastará comprobar que las del enunciado lo cumplen

ya que por dimensión se acaba al haber exactamente (l + 1)2.

Sea pues yq∂yp = xi(q)∂xi(p) :
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Si A = Ai es del Tipo 2 : Todas la variables de Ai son xi(j) = x(v′(mi(j)),−mi(j)) con

i(j) > s ⇒ ṽi(j) = v̄i(j) ⇒

Dv̄i(j)

(
x(v′(mi(p)),−mi(p))

)
= v̄i(j)(v

′(mi(p)),−mi(p)).x
(v′(mi(p)),−mi(p))

y como

v̄i(j)(v
′(mi(p)),−mi(p)) =

{
0 si p 6= j
1 si p = j

⇒ xi(j)∂xi(j) = Dv̄i(j) y veamos ahora que xi(q)∂xi(p) = x(v′(αBp,q),α
C
p,q)Dv̄i(p) para αpq la ráız

parejable respecto vi(p)vi(q). Para ello sea s < j′ 6= i(p) :

x(v′(αBp,q),α
C
p,q)Dv̄i(p)(xj′) = v̄i(p) ((v′(mj′),−mj′)) .x

(v′(αBp,q+mj′ ),αCp,q−mj′) = 0

porque v̄i(p)(v
′(mj′),−mj′) si j′, i(p) > s y j′ 6= i(p) ⇒ coinciden sobre xj′ 6=i(p) y veamos

que en xi(p) da justamente xi(q) :

x(v′(αBp,q),α
C
p,q)Dv̄i(p)(xi(p)) = v̄i(p)

((
v′(mi(p)),−mi(p)

))
.x(v′(αBp,q+mi(p)),αCp,q−mi(p))

donde lo primero es

v̄i(p)
((
v′(mi(p)),−mi(p)

))
= 1

para lo segundo, como v(αp,q) = (0, . . . , 0,−1i(p), 0, . . . , 0, 1i(q), 0, . . . , 0) ⇒ por un lado

αCp,q = mi(p) − mi(q) es decir αCp,q − mi(p) = −mi(q) y por otro v′(αp,q) = 0 ⇒ v′(mi(p) −
mi(q)) + v′(αBp,q) = 0 ⇒ v′(αBp,q +mi(p)) = v′(mi(q)) y por tanto queda

1.x(v′(mi(q)),−mi(q)) = xi(q)

luego en efecto coinciden.

Veamos ahora en caso en que A = Ai es del Tipo 1 : La única variable diferente a las del

tipo anterior es y0 = xi(0) = x(gi0 ,0) con i0 ≤ s, luego hay que comprobar las igualdades:

xi(0)∂xi(0) = Dv̄i(0)

xi(j)∂xi(0) = x(v′(αB0,j),α
C
0,j)Dv̄i(0)

xi(0)∂xi(j) = x(v′(αBj,0),αCj,0)Dv̄i(j)

La primera se comprueba como antes teniendo en cuenta

v̄i(0) ((gi0 , 0)) = 1 v̄i(0)

(
(v′(mi(j)),−mi(j))

)
= 0
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Para la segunda, sobre xi(j′) con j′ 6= 0 ambas expresiones a comparar son nulas. Veamos

que en xi(0) da xi(j). Para ello,

x(v′(αB0,j),α
C
0,j)Dv̄i(0)

(
x(gi0 ,0)

)
= vi(0) ((gi0 , 0))︸ ︷︷ ︸

=1

.x(v′(αB0,j)+gi0 ,α
C
0,j)

y como α0,j es la ráız parejable respecto vi(0), vi(j) ⇒ αC0,j) = −mi(j) y v′(α0,j) = −gi0 , es

decir, v′(αB0,j) + gi0 = −v′(αC0,j) ⇒ la expresión anterior queda

x(v′(αB0,j)+gi0 ,α
C
0,j) = x(−v′(αC0,j),−mi(j)) = x(−v′(−mi(j)),−mi(j))

que es xi(j). Para la tercera igualdad, ambas partes son claramente nulas sobre xi(0). Sobre

xi(j′) con 0 6= j′ 6= j está comprobado que ambas son también nulas y resta ver que en

xi(j) da xi(0).

x(v′(αBj,0),αCj,0)D ¯vi(j)

(
x(v′(mi(j)),−mi(j))

)
= vi(j)

(
(v′(mi(j)),−mi(j))

)︸ ︷︷ ︸
=1

.x(v′(αBj,0+mi(j)),α
C
j,0−mi(j))

y como αj,0 es la ráız parejable respecto vi(j), vi(0) siendo i(0) ≤ s ⇒ αCj,0 = mi(j) y

v′(αj,0) = gi(0) ⇒ lo anterior es

x(v′(αBj,0+mi(j)),α
C
j,0−mi(j)) = x(v′(αBj,0+αCj,0),αCj,0−mi(j)) =

= x(v′(αj,0),−mi(j)−mi(j)) = x(gi(0),0)

con lo que se acaba.

Nótese que como vimos en el teorema 5.10 y después en el teorema 7.17 las derivaciones

correspondientes al TeAutg,εAC es la suma (Zs ⊕ C)∗ ⊗Z K + DersK(OX) de modo que

x(v′(αBp,q),α
C
p,q)Dṽi(p) en el caso p 6= q dan las derivaciones xαpqDvi(p) ∈ DersK(OX) mientras

que el resto son los generadores del espacio vectorial (Zs ⊕ C)∗ ⊗Z K.

2

Denotaremos li = κi + 1 ∀ i = 1, . . . , h

Corolario 7.21. El grupo Aut◦gAC es el producto semidirecto de grupos aditivos, que es

su radical unipotente, y el producto de grupos lineales que es su parte reductiva:

Aut◦gAC =
(
R̄1 o · · ·o R̄l(∆1)

)
o (Gl(l1)× · · · ×Gl(lh))

donde:
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1.

Ru = 1 +N = R̄1 o · · ·o R̄l(∆1)

es el radical unipotente del grupo y R̄i son subgrupos aditivos. La operación como

grupo es: Si a = a1, . . . , aj y b = bj+1, . . . , bδ y

(a, b) = a1, . . . , aj, bj+1, . . . , bδ ∈

δ=l(∆1)∏
i=1

oAni , •


de igual modo (c, d) con (a+ c)i = ai + ci y lo mismo para b+ d ⇒

(a, b) • (c, d) = (a+ c+ P (a, c) + P (b, c), b+ d+ P (b, d)

2. Si h es el número de clases [x] en ∆1 entonces

(Gl(l1)× · · · ×Gl(lh))

es la parte reductiva y Gl(l1) son grupos lineales

Demostración:

Se deduce directamente y por este orden de los teoremas 7.19, 7.18, 7.15, 7.20. En cuanto

a la operación en Ru = (Deru, •), cada ai (respectivamente bi etc) consiste en una suma

de derivaciones asociadas a una o varias clases [v] y se cumple que si [v] y [u] son dos

de estas clases cuyas derivaciones asociadas están (combinación lineal de ellas) en ai ó en

bi entonces u ≮ v y v ≮ u ⇒ por la observación 15 se cumple que P (xi, yi) = 0 para

cualesquiera x = a ó x = b ó y = a ó y = b y si ai (resp. bi etc) es combinación lineal de

derivaciones asociadas a [v] y aj (resp. bj etc) lo es de derivaciones asociadas a [u] y i < j

⇒ v ≮ u y por la citada observación se cumple P (xi, yj) = 0 luego se puede resumir con

la siguiente propiedad:

Si i ≤ j ⇒ P (xi, yj) = 0

Aplicamos ahora la operación en (Deru, •) ⇒

(a, b) • (c, d) = (a, b) + (c, d) + P ((a, b) , (c, d))

y de la definición del operador P y la observación 15 se sigue

P ((a, b) , (c, d)) = P ((a, b) , c) + P ((a, b) , d)
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y ahora de la propiedad anterior (exactamente aplicada al caso i < j) se deduce que

P ((a, b), d) = P (b, d). Finalmente se obtiene el enunciado porque las ráıces de la derivación

P (x, y) están asociadas a las v ∈ ∆1 a las que estén asociadas las ráıces de y con lo que

se acaba. Nótese que P ((a, b), c) = P (a, c) +P (b, c) donde en realidad habŕıa que denotar

P (a, c) = P ((a, 0), (c, 0)) y P (b, c) = P ((0, b), (c, 0)).

2

Corolario 7.22. El radical de Aut◦gAC es

R(Aut◦gAC) = Ru o T (h)

donde T (h) es un toro contenido en
∏h

i=1 Gl(li) que como subgrupo del toro T (r) es

p∗(T (h)) = {λ ∈ T (r) : λi = λj ∀ [vi] = [vj]}

siendo p∗ el morfismo dual del morfismo de módulos
∏h

i=1Gl(li)
p→ Zh y p = p1×· · ·× ph

con pi(n1, . . . , nli) = n1 + . . . + nli

Demostración:

ComoAut◦gAC = Ruo
∏h

i=1Gl(li)⇒R(Aut◦gAC) = Ruo
∏h

i=1R(Gl(li)) y comoR(Gl(li) =

TZ ⇒
∏h

i=1R(Gl(li)) =
∏h

i=1 TZ luego si T (h) es
∏h

i=1 TZ entonces

R(Aut◦gAC) = Ru o T (h)

Como TZ en Gl(li) consiste en las matrices diagonales constantes ⇒ T (h) en
∏h

i=1Gl(li)

en la expresión G(A)×G(B) son las matrices diagonales con la diagonal del tipo

a1, . . . , a1, . . . , ah′ , . . . , ah′ , µ1, . . . , µ1, . . . , µs, . . . , µs

que abreviaremos con la expresión, que tiene en cuenta el número de repeticiones:

a1 × l1, . . . ah′ × lh′ , µ1 × lh′+1, . . . , µs × lh′+s=h

que, denotando µ′ = µ1, . . . , µs, corresponde al elemento del toro T (r) :

µ′; a1 × l1, . . . ah′ × lh′ , µ1 × κh′+1, . . . , µs × κh′+s=h

lo que define la inyección p∗ : T (h) ↪→ T (r) que es

p∗(µ′; a) = µ′; a1 × l1, . . . ah′ × lh′ , µ1 × κh′+1, . . . , µs × κh′+s=h



7 CÁLCULO DEL GRUPO AUTGAC Y AUTZSA
′ 140

que obviamente es el dual del morfismos de módulos del enunciado.

Esta distribución ordenada y en bloques de los ı́ndices 1, . . . , s; s + 1, . . . , s + k = r

corresponde, en términos de v1, . . . , vs; vs+1, . . . , vr a la secuencia

v1, . . . , vs;A1, . . . , Ah′ , A
∗
h′+1, . . . , A

∗
h

donde los conjuntos Aj ya han sido definidos y consisten en los representantes de cada

clase de equivalencia y A∗h′+i = Ah′+i \ vi es la clase [vi] menos el vi para todo i ≤ s.

Se concluye observando que para toda ráız parejable α

v(α) = (0, . . . , 0,±1, 0, . . . , 0,∓1, 0 . . . , 0)

y los +1 y −1 están ambos en los bloques Aj≤h′ ó A∗h′+i ó bien es 1 en el lugar i ≤ s y −1

en el bloque A∗h′+i
2

7.4. Producto semidirecto del radical unipotente y la parte re-
ductiva

Una vez hemos calculado el radical unipotente Ru y la parte reductiva de Aut◦gAC

(equivalentemente de Aut◦ZsA
′) vamos a ver cómo opera la segunda sobre la primera, de-

mostrando que lo hace operando sobre cada subgrupo R̄i.

Notaciones: Como en la sección anterior, vamos a descomponer el conjunto de las

variables de AC {x1, . . . , xs, xs+1, . . . , xs+k=r} asociado a los datos iniciales en los subcon-

juntos Ai antes definidos, pero ahora de forma más detallada teniendo en cuenta si son

del Tipo 1 ó Tipo 2 y teniendo en cuenta el Teorema 7.4 que nos va a permitir elegir los

elementos de Ai de forma consecutiva en relación con las columnas de la matriz R de 7.1.

Sea pues

{x1, . . . , xs, xs+1, . . . , xs+k} = A
∐
B

A = A1

∐
· · ·
∐

Ah′ B = B1

∐
· · ·
∐

Bs

donde Aj son del Tipo 2, Aj = {xj(1), . . . , xj(lj)} con j(p) > s ∀ 1 ≤ p ≤ lj y caracterizado

por la siguiente condición:

xj(p), xj(q) ∈ Aj ⇐⇒ [vj(p)] = [vj(q)]
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S∗(vj(p)) 6= ∅ ∀ j(p) > s de modo que todos los Ai contienen ráıces no parejables pues en

otro caso sus clases estaŕıan en los conjuntos de la parte B que son los conjuntos Bi del

Tipo 1,

Bi = Ah′+i = [xi] = {xi}
∐
{x(h′+i)(1), . . . , x(h′+i)(lh′+i)

}

caracterizado también por la condición

xj>s ∈ Bi ⇐⇒ [vj] = [vi]

Según hemos visto, la parte reductiva de Aut◦gAC es el producto de los grupos:

Gj = Gl(lj) ' AutZAj Gh′+i = Gl(lh′+i + 1) ' AutZBj

Definición: Sea T ≡ 0 = L0 ⊆ · · · ⊆ Ln = Ru cualquier resolución del radical uniponente

como las definidas en las secciones 7.2.1 y 7.2.2 en las que los subgrupos Lp dependen

de algunas de las columnas S∗(v) de la matriz R∗. Dado xj ∈ {x1, . . . , xs, xs+1, . . . , xs+k}
diremos que xj ∈ Lp (indistintamente vj ∈ Lp, indistintamente S∗(vj) ∈ Lp) cuando los

automorfismos de la parte unipotente asociados a las ráıces de la columna S∗(vj) estén

en Lp.

Observación 20. Es importante tener en cuenta que cada conjunto Aj definido consiste

en {[x]} que son todos los representantes de [x] para x ∈ {xs+1, . . . , xs+k}. Todos estos

representantes son xj(p) y para todos ellos S∗(vj(p)) 6= ∅ ∀ j(p) > s de modo que todos los

Ai contienen ráıces no parejables pues en otro caso sus clases estaŕıan en los conjuntos

de la parte B que son los conjuntos Bi que consisten en {[x′]} con un único representante

en {x1, . . . , xs} y el resto en {xs+1, . . . , xs+k} sin ráıces no parejables. Por tanto toda

resolución T de Deru completa tiene las diferencias sucesivas disjuntas Ti \
Ti−1 formadas por los conjuntos Aj.

También sabemos por el teorema 7.4 que para cada Aj el número de elementos en

S∗(vj(p)) y el conjunto Π(xj(p)) (notación de la sección 7.1) no dependen de la variable

xj(p) ∈ Aj elegida, es decir, Π(xj(p)) = Π(xj(q)) ∀ 1 ≤ p, q ≤ lj y se deduce:

∀ 0 ≤ i ≤ s AC(xi) = 〈Bi〉K

∀ s < j ≤ h′ y xv ∈ Aj, AC(xv) = 〈Aj〉K
∐
〈Π(xj(1))〉K
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Al número de elementos en S∗(vj(p)) lo llamaremos dj pues no depende de p y como

Π(xj(p)) = Π(xj(1)) ∀ p, tal conjunto lo denotaremos simplemente Π(j). Si S∗(vj(1)) =

{rj(1)
1 , . . . , r

j(1)
dj
} ⇒

Π(j) = Π(xj(1)) =

{
n
r
j(1)
1

(xj(1)), . . . , nrj(1)dj

(xj(1))

}
Denotaremos n

r
j(1)
i

(xj(1)) = Π(j)i y todos ellos dan un vector fila que también denotaremos

Π(j) es decir,

Π(j) =
(
Π(j)1, . . . ,Π(j)dj

)
y denotaremos x(j) = (xj(1), . . . , xj(lj)).

Sea por otro lado la matriz de la parte reductiva M ∈M(A)×M(B) donde:

M = M(A1)×· · ·×M(Ah′)×M(B1)×· · ·×M(Bs) ∈ G1×· · ·×Gh′×Gh′+1×· · ·×Gh′+s

y τM ∈ Aut◦gAC es el correspondiente automorfismo de la parte reductiva. M(Aj)
p de-

nota la columna p−ésima de M(Aj). Como τM(AC(xj(p))) = AC(xj(p)) y AC(xj(p)) =

〈Aj〉K
∐
〈Π(j)〉K y τM(〈Aj〉K) = 〈Aj〉K ⇒{

τM
(
xj(p)

)
= x(j).M(Aj)

p donde p ∈ {1, . . . , lj}
τM (Π(j)i) = Π(j).M(j)i donde i ∈ {1, . . . , dj}

y donde M(j) es una matriz cuadrada de orden dj que, por ser τM morfismo de álgebras,

dependerá de M(B1), . . . ,M(Bs) y las M(Al>j) y puede calcularse expĺıcitamente alpi-

cando la fórmula del Teorema 7.5 en términos de los coeficientes de las matrices anteriores

y las soluciones de un sistema de ecuaciones diofánticas en un politopo. Esto lo veremos

después de ver cómo opera la parte reductiva del grupo Aut◦gAC sobre su radical unipoten-

te Ru = 1+N . Es obvio y basta aplicarlos a las variables para deducir que (τM)−1 = τM−1

y que M−1 = (M)−1.

Sea D = DeruK(OX ,OX) dada por las ráıces no parejables ⇒ la escribimos

D =
h′∑
j=1

D(j), D(j) =

lj∑
p=1

 dj∑
q=1

λD(j)
p
q
.xr

j(p)
q Dvj(p)

 (56)

luego (λD(j))j es la matriz de la derivación D y la columna p−ésima de (λD(j)) es (λD(j))
p

⇒
nD(xj(p)) = Π(j).(λD(j))p nD(x(j)) = Π(j).(λD(j))
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En el siguiente teorema pretendemos dar la operación de la parte reductiva
∏h=h′+s

i=1 Gl(li)

sobre la parte unipotente Ru y de hecho veremos que lo hace operando en cada subgrupo

de automorfismos de Ru asociados a las ráıces de cada clase [u] = [uj(1)] que hemos

denotado 1 + nD(j). Por tanto tenemos que calcular

τM ◦ 1 + nD ◦ τM−1 = 1 + nE

tal que para cada j se cumpla:

τM ◦ 1 + nD(j) ◦ τM−1 = 1 + nE(j)

Por comodidad en las cuentas vamos a calcular τM−1 ◦ 1 + nD ◦ τM y se deduce de la

menera obvia τM ◦ 1 + nD ◦ τM−1 :

Teorema 7.23. Con las notaciones anteriores, sea τM el automorfismo de la parte re-

ductiva de Aut◦gAC y (1 + nD) ∈ Ru y para cada 1 ≤ j ≤ h′, M(j) denota la matriz tal

que τM (Π(j)i) = Π(j).M(j)i. Entonces:

τM−1 ◦ 1 + nD ◦ τM = 1 + nE

donde E ∈ DeruK(OX ,OX) es:

E =
h′∑
j=1

E(j), E(j) =

lj∑
p=1

 dj∑
q=1

λE(j)pq .x
r
j(p)
q Dvj(p)


de coeficientes

λE(j) = M
−1

(j).λD(j).M(Aj)

Demostración:

Hay que comprobar en cada variable. Como τM(〈B〉K) = 〈B〉K y 1 + nD es la identidad

sobre 〈B〉K para toda D ∈ DeruK(OX ,OX) ⇒ en 〈B〉K

τM−1 ◦ 1 + nD ◦ τM = τM−1 ◦ τM = Id

y coincide con 1 + nE para cualquier E ∈ DeruK(OX ,OX). Resta comprobar la igualdad

sobre xj(p) ∀ 1 ≤ j ≤ h′ y 1 ≤ p ≤ lj :

τM−1 ◦ 1 + nD ◦ τM(xj(p)) = τM−1 ((1 + nD) (x(j).M(Aj)
p)) =
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= τM−1 ((x(j) + nD(x(j))) .M(Aj)
p) = τM−1 (x(j).M(Aj)

p + Π(j).λD(j).M(Aj)
p) =

= x(j).
(
M(Aj)

−1.M(Aj)
)p

+ Π(j).M−1(j).λD(j).M(Aj)
p =

= xj(p) + Π(j).
(
M−1(j).λD(j).M(Aj)

)p
= (1 + nD)(xj(p))

para λE(j) = M−1(j).λD(j).M(Aj) con lo que se acaba.

2

Ahora, como M−1 = M
−1

se tiene:

Corolario 7.24. En los términos del teorema, si τM ◦ 1 + nD ◦ τM−1 = 1 + nE entonces

E es tal que sus coeficientes son:

λE(j) = M(j).λD(j).M(Aj)
−1

2

Corolario 7.25. Con la notación de la ecuación 56, se cumple:

1. La parte reductiva opera en cada subgrupo del radical unipotente (Deru, •) generado

por las derivaciones D(j), es decir, ∀ M ∈M(A)×M(B)

τM−1 ◦ 1 + nD(j) ◦ τM = 1 + nE(j)

2. La parte reductiva opera en cada subgrupo R̄i de la descomposición

(Deru, •) = R̄0 o · · ·o R̄∆1

3. La parte reductiva opera en cada elemento Ri ∈ L de una cadena completa L reso-

lución del grupo unipotente 1 + N , es decir, si τµ es un automorfismo de la parte

reductiva de Aut◦gAC y Ri ∈ L donde L es una cadena completa resolución de su

radical unipotente entonces

τM−1 ◦Ri ◦ τM = Ri
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Demostración:

Lo primero se deduce directamente del teorema anterior, observando que los generadores

del gupo del enunciado son los D tales que λD(j′) = 0 ∀ j′ 6= j y esto ocurre, en la notación

del teorema, cuando λE(j′) = 0

Para lo segundo, sea ΦD(j) = 1 + nD(j) y hemos visto que

τM ◦ ΦD(j) ◦ τM−1 = ΦE(j)

Por la primera propiedad en 51 y la demostración del teorema 7.15 todo elemento en R̄i

es una composición, en cualquier orden, de automorfismos ΦD(j1) ◦ · · · ◦ ΦD(jn) ⇒

τM ◦ ΦD(j1) ◦ · · · ◦ ΦD(jn) ◦ τM−1 = τM ◦ ΦD(j1)τM−1 ◦ · · · ◦ τM ◦ ΦD(jn) ◦ τM−1

que por el enunciado anterior es ΦE(j1) ◦ · · · ◦ ΦE(jn) ∈ R̄i

El tercer apartado se deduce del anterior porque Ri = R̄0 o · · ·o R̄i

2

Observación 21. La fórmula que determina la operación de la parte reductiva en la

unipotente no depende de su descomposición en producto semidirecto de grupos aditivos,

sino de las clases [v] que contienen los conjuntos asociados Xi ó Yi de la sección 7.2.2 y

por tanto no depende de si los subgrupos aditivos se obtienen con una ú otra resolución

de Ru.

Para el cálculo de M, siguendo con la notación anterior, sean:

Bi =
{
xi=(h′+i)(0), x(h′+i)(1), . . . , x(h′+i)(κh′+i)

}
Aj =

{
xj(1), . . . , xj(lj)

}
i ≤ s

x(i) =
(
xi, x(h′+i)(1), . . . , x(h′+i)(κh′+i)

)
x(j) =

(
xj(1), . . . , xj(lj)

)
j(p) > s

M(Bi) =
(
µ′(i)pq

)0≤p≤κh′+i
0≤q≤κh′+i

τM(x(h′+i)(p)) = x(i).M(Bi)
p =

∑κh′+i
q=0 µ′(i)pq .x(h′+i)(q)

M(Aj) =
(
µ(j)pq

)1≤p≤lj
1≤q≤lj

τM(xj(p)) = x(j).M(Aj)
p =

∑lj
q=1 µ(j)pq .xj(q)

Denotaremos D(M(Bi)) y D(M(Aj)) a las derivaciones dadas por las ráıces parejables

en Bi y Aj, que son αip,q parejable respecto v(h′+i)(p), v(h′+i)(q) y α(j)p,q parejable respecto

vj(p), vj(q) de modo que

D(M(Bi)) =

p=κh′+i,q=κh′+i∑
p=0,q=0

µ′(i)pq .x
αip,qDv(h′+i)(p)
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D(M(Aj)) =

p=lj ,q=lj∑
p=1,q=1

µ(j)pq .x
α(j)p,qDvj(p)

En el caso p = q, α(j)p,p = 0 no es ráız pero en todo caso verifica como el resto de casos,

que para v = (v′, v̄) ya antes definida, como v(α(j)p,p) = 0 se cumple (lo mismo para αpp)

nα(j)p,p(xj(p)) = xv(α(j)p,p).xj(p) = xj(p) nα(j)p,p(xj(q)) = 0 ∀ i(q) 6= j(p)

Teniendo esto en cuenta, si

D(M) =
s∑
i=1

D(M(Bi)) +
h′∑
j=1

D(M(Aj)) (57)

⇒ nD(M) = τM y ∀ D ∈ DeruK(OX ,OX) podemos utilizar la fórmula del Teorema 7.5

teniendo en cuenta la Observación 14 para calcular

τM ◦ nD = nD(M)�D

Para calcularlo, vamos a simplificar la notación y escribir D(M) con la notación del

Teorema 7.5. Utilizaremos la siguiente Notación:

ni = número de ráıces parejables αii(j) ∈ S(vi)

αii(j) = ráız parejable respecto vi, vi(j) y i(j) 6= i

α(i) = (αi0, α
i
i(1), . . . , α

i
i(ni)

) αi0 = 0

λ(i) = (λi0, λ
i
i(1), . . . , λ

i
i(ni)

) c(i) = (ci0, c
i
i(1), . . . , c

i
i(ni)

)

λ(i).xα(i)Dvi = λi0x
αi0Dvi + λii(1)x

αi
i(1)Dvi + · · ·+ λii(ni)x

αi
i(ni)Dvi

c(i).α(i) = ci0.α
i
0 + cii(1).α

i
i(1) + · · ·+ cii(ni).αi(ni)

i

λ(i)c(i) = (λi0)c
i
0 .(λii(1))

ci
i(1) . . . . .(λii(ni))

ci
i(ni) 00 = 1

c(i)! = ci0!.cii(1)!. . . . .c
i
i(ni)

! | c(i) |= ci0 + cii(1) + . . . + cii(ni)

Además cij ≥ 0, 0! = 1 y −1! = 1.

Con esta notación D(M) es

D(M) =
s+k∑
i=1

λ(i).xα(i)Dvi (58)

Observación 22. En relación con la notación anterior expresada en la ecuación 57 se

tiene que cada λ(i) es una columna de D(M(Bi)) o D(M(Aj)) pero siguiendo el orden

que consiste en comenzar por la diagonal resultando que

para i ≤ s λ(i) = (µ′(i)0
q)q≤ni=κh′+i
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λ((h′ + i)(q)) = (µ′(i)qq, µ
′(i)q0, . . . , µ

′(i)qq−1, µ
′(i)qq−1, . . . , µ

′(i)qκh′+i)

y para [xj(p)] 6= [xi<s] es

λ(j(p)) = (µ(j)pq)q≤nj(p)=lj−1
= (µ′(j)pp, µ

′(i)p0, . . . , µ
′(i)pp−1, µ

′(i)pp+1, . . . , µ
′(i)pnj(p))

Aplicando la fórmula de la Observación 14, si r ∈ S∗(vs+j) ⇒

D(M) � xrDvs+j = v(r)!.
∑

|c(i)|=vi(r) y |c(s+j)|=0

i∈{1,...,ŝ+j,...,r}

∏s+k
i=1 λ(i)c(i)∏s+k
i=1 c(i)!

.xr+
∑s+k
i=1 c(i).α(i)Dvs+j (59)

La condición del sumatorio la simplificaremos con la notación | c() |= v(r) y denota-

remos también c().α() =
∑s+k

i=1 c(i).α(i).

Proposición 7.26. Sea S∗(vj(1)) = {rj(1)
1 , . . . , r

j(1)
dj
}. La matriz M asociada a M ∈

M(A)×M(B) tal que τM (Π(j)p) = Π(j).M(j)p ∀ 1 ≤ j ≤ h′ es

M(j) =
(
m(j)pq

)1≤p≤dj
1≤q≤dj

donde si r = r
j(1)
p ⇒

m̄(j)pq = v(r)!.
∑

| c() | = v(r)

r + c().α() = r
j(1)
q

| c(s+ j(1)) | = 0

∏s+k
i=1 λ(i)c(i)∏s+k
i=1 c(i)!

(60)

Demostración:

Sea el K−espacio vectorial de dimensión dj de base {Π(j)1, . . . ,Π(j)dj} y {ω1, . . . , ωdj}
su base dual. Entonces

m̄(j)pq = ωq (τM (Π(j)p)) = ωq

((
nD(M) ◦ nxrDvj(1)

)
(xj(1))

)
=

= ωq

(
nD(M)�xrDvj(1) (xj(1))

)
y se concluye por la ecuación 59 en cuyas condiciones del sumatorio se ha tenido en cuenta

que Π(j)q = n
r
j(1)
q

(xj(1)) de modo que la condición r+ c().α() = r
j(1)
q son los sumandos de



7 CÁLCULO DEL GRUPO AUTGAC Y AUTZSA
′ 148

tal ecuación tales que r +
∑s+k

i=1 c(i).α(i) = r
j(1)
q y donde ahora vs+j = vj(1), con lo que se

acaba.

2

Para cada matriz invertible M correspondiente a la parte reductiva de Aut◦gAC que es

G1×· · ·×Gh′×Gh′+1×· · ·×Gh′+s y que abreviadamente denotamos G(A)×G(B) hemos

definido el automorfismo τM de modo que hemos definido el homomorfismo:

G(A)×G(B)
τ→ Aut◦gAC τ(M) = τM

Para definir una sección de τ, sea para cada 0 ≤ j ≤ h′ el K−espacio vectorial de

dimensión lj de base {xj(1), . . . , xj(lj)} y {ωj(1), . . . , ωj(lj)} su base dual. De igual modo,

para cada 1 ≤ i ≤ s el K−espacio vectorial de dimensión κh′+i + 1 de base(
xi, x(h′+i)(1), . . . , x(h′+i)(κh′+i)

)
y su base dual será {

ω(h′+i)(0), ω(h′+i)(1), . . . , ω(h′+i)(κh′+i)

}
Entonces τ es una sección del homomorfismo

Aut◦gAC
ω→ G(A)×G(B) ω(σ) = M(σ)

donde

(M (σ) (j))pq = mσ(j)pq = ωj(q)
(
σ
(
xj(p)

)
∩ [xj(p)]

)
matriz de G(A) y de igual modo

(M (σ) (i))pq = mσ(i)pq = ω(h′+i)(q)

(
σ
(
x(h′+i)(p)

)
∩ [xj(p)]

)
matriz de G(B) ⇒ de los resultados anteriores se sigue el siguiente teorema:

Teorema 7.27. Sea el grupo Aut◦gAC y los subgrupos (Deru, •) y G(A)×G(B). Se cumple

el isomorfismo:

Aut◦gAC ' (Deru, •)o (G(A)×G(B))

y la sucesión exacta asociada es:

0 −→ (Deru, •) ι−→ Aut◦gAC
ω

�
τ
G(A)×G(B) −→ 0

donde ι(D) = 1 + nD y τ(M) = τM son los automorfismos en Aut◦gAC ya definidos y

donde τ es una sección de ω
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2

Corolario 7.28. Los elementos L ∈ L de una cadena completa L resolución de Ru =

(Deru, •) son subgrupos normales en todo el grupo Aut◦gAC . En particular lo son los

subgrupos Ri de la resulución mı́nima

Demostración:

Del teorema anterior se deduce que todo elemento de Aut◦gAC es 1 + nD ◦ τM y como

(1 + nD ◦ τM)−1 ◦ L ◦ (1 + nD ◦ τM) = τM−1 ◦ 1 + nD−1 ◦ L ◦ 1 + nD ◦ τM

se concluye por el teorema 7.13 que afirma que L es normal en Ru y por el teorema 7.23

y posterior corolario según el cual ∀ τM ∈ G(A)×G(B), τM−1 ◦ L ◦ τM = L.

2

Veamos cómo es el toro SpecK[Zr] de puntos racionales K∗r y maximal en Aut◦gAC ,

como subgrupo de su parte reductiva y cómo opera en Ru. Para cada µ ∈ SpecK[Zr] se

tiene el automorfismo τµ(x(n,αC)) = µn+v(αC).x(n,αC) y vimos en el Teorema 7.18 que opera

transitivamente en Ru del siguiente modo:

µ ∈ K∗r,
∑

λr.x
rDv ⇒ µ.

∑
λr.x

rDv =
∑

µv(r).λr.x
rDv

Tenemos entonces el homomorfismo inyectivo de grupos algebraicos

SpecK[Zr] $−→ (G(A)×G(B))

µ  
∏(

M(j) =
(
µ(j)qq

)
1≤q≤lj

)
×
∏(

M(i) =
(
µ′(i)qq

)
0≤q≤κh′+i

)
siendo

µ(j)qq = µj(q) µ′(i)qq = µ(h′+i)(q)

La imagen son las matrices invertibles diagonales, en parte A y B respectivamente:

$(µ)(j) =

 µj(1)

. . .

µj(lj)

 $(µ)(i) =

 µ(h′+i)(0) = µi
. . .

µ(h′+i)(κh′+i)


(61)
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Esta matriz se puede obtener directamente aplicando τµ o en los términos de la ecuación

(59) siendo ahora λ(i = j(q)) = (µj(q), 0, . . . , 0) ∀ i ∈ {1, . . . , r}. Para obtener la matriz

asociada $(µ)(j) utilizamos la ecuación 60 y observamos que los únicos sumandos son

los | c(i) |= ci0 = vi(r) que en la expresión c(i).α(i) = ci0.α
i
0 = 0 de modo que se obtiene

r +
∑
c(i).α(i) = r cuando r ∈ {rj(1)

i , . . . , r
j(1)
dj
}. En este caso la matriz asociada $(µ)(j)

también es diagonal:

$(µ)(j) = µj(1).


µv(r

j(1)
1 )

. . .

µ
v(r

j(1)
dj

)

 (62)

y como no puede ser de otro modo se tiene:

Proposición 7.29. El homomorfismo $ es compatible con la operación en Ru

Demostración:

Si D ∈ Ru = Deru es

D =
h′∑
j=1

D(j) D(j) =

lj∑
p=1

 dj∑
q=1

λD(j)pq
.xr

j(p)
q Dvj(p)


⇒

µ.D =
h′∑
j=1

µ.D(j) µ.D(j) =

lj∑
p=1

 dj∑
q=1

µv(r
j(p)
q ).λD(j)pq

.xr
j(p)
q Dvj(p)


Si λD(j) y λµ.D(j) denotan respectivamente las matrices de coeficientes de D(j) y µ.D(j),

hay que comprobar, teniendo en cuenta que por el teorema 7.23 los coeficientes de τ$(µ) ◦
1 + nD ◦ τ−1

$(µ) ∈ Ru son $(µ)(j).λD(j).($(µ)(j))−1, que se cumple la igualdad matricial:

$(µ)(j).λD(j).($(µ)(j))−1 = λµ.D(j)

Para ello, observermos que los coeficientes del producto de la primera parte de la igualdad

a probar son

µj(1).µ
v(r

j(1))
q .λD(j)pq

.µ−1
j(p) = λD(j)pq

.µv(r
j(1)
q ).µv(αj

j(p)j(1)
) = λD(j)

p
q
.µv(r

j(p)
q )

y la última igualdad se debe a que si αjj(p),j(1) es la ráız parejable respecto vj(p), vj(1) ⇒

rj(1)
q + αjj(p),j(1) = rj(p)q

con lo que se acaba.

2
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Proposición 7.30. El toro T (s) como subgrupo m(T (s) de G(A)×G(B) es el subgrupo

de las matrices diagonales, para µ′ ∈ T (s), con µ′ = µ1, . . . , µs, del tipo

µ′
v′(ms+j1 )

, . . . , µ′
v′(ms+j1 )

, · · · , µ′v
′(ms+jh′

)
, . . . , µ′

v′(ms+jh′
)
, µ1, . . . , µ1, · · · , µs, . . . , µs

donde el número de repeticiones coinciden respectivamente con los números de represen-

tantes de cada clase es decir con el número lj de elementos en los conjuntos Aj de A y

lh′+i de los conjuntos Bi de B. Además opera en el radical unipotente haciéndolo en cada

cada subgrupo aditivo R̄i del siguiente modo:

µ′.(λxr
j

Dvj) = µ′
v′(rjB)

.λxr
j

Dvj

Demostración:

Para lo primero, veamos la matriz en la parte G(B) : Como en la ecuación 61 hay que

calcular la matriz $(µ)(i) donde ahora µ = (µ′, µ′v
′(ms+1), . . . , µ′v

′(ms+k)). Como µh′+i(0) =

µi hay que calcular el resto, µh′+i(q). Como µh′+i(q) = µ′v
′(mh′+i(q)) donde por definición

[xh′+i(q)] = [xi<s] ⇒ mh′+i(q) = α(h′+i)(q),vi es la ráız parejable ⇒

v′(mh′+i(q)) = (0 . . . , 1
i
, . . . , 0) y µ′

v′(mh′+i(q)) = µi

con lo que se tiene el enunciado en la parte B. En la parte A, calculamos como en la

ecuación 61 µ′j(1) y µ′j(q) donde por definición [xj(1)] = [xj(q)] ⇒ mj(1) = mj(q) + αj(1),j(q)

⇒ v′(j(1)) = v′(j(q) µj(q) = µj(1) = µ′v
′(mj(1)) como afirma el enunciado. La segunda parte

del enunciado se sigue directamente de la ecuación 35

2

Corolario 7.31. El grupo TAn−1 es un subgrupo del toro SpecK[Zs] que como subgrupo

de G(A)×G(B) opera en Ru por la identidad.

Demostración:

Consideremos el homomorfismo SpecK[Zs]
ρ∗

↪→ SpecK[Zr] donde según la ecuación 35 si

µ = ρ∗(µ′) ⇒ µv(r) = µ′v
′(rB) que es 1 si µ ∈ TAn−1 y por otra parte el grupo TAn−1 en

G(A)×G(B) es $(ρ∗(TAn−1)) de modo que ∀µ ∈ TAn−1 la matriz $(µ) es, por la ecuación

62, µj(1).I ⇒ τ$(µ) ◦ 1 + nD ◦ τ−1
$(µ) = 1 + nE donde por el Teorema 7.23 E viene dado por

el producto µ−1
j(1).λ(D).µj(1) = λ(D) y por tanto E = D con lo que se acaba.

2
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Caṕıtulo 8

8. El grupo AutX

Sea Aut◦(X) la componente conexa en la identidad de AutX. En esta sección se da el

buscado teorema de estructura de Aut◦(X) y se calcula el grupo finito AutX/Aut◦(X).

Para ello primero utilizamos los resultados de la sección 5.4.2 y 6.3 que nos permiten

pasar de Aut◦(X) a AutgAC y ahora utilizamos los resultados para AutgAC obtenidos en

la sección anterior.

Como en secciones anteriores, TAn−1 es el grupo cuyos puntos racionales sonHomZ(An−1, K
∗)

y los toros T (s) = SpecK[Zs] y T (r) = SpecK[Zr] y T = T (M) y T (B) = SpecK[B].

Teorema 8.1. Si AutX es el grupo algebraico de los automorfismos de la variedad tórica

completa X = X(N,∆) y Aut◦X es su componente conexa en la identidad se cumple:

1.

Aut◦(X) =

δ=l(∆1)∏
i=1

oAni , •

o h∏
j=1

Gl(lj)/TAn−1

donde

a. Ru =
∏δ=l(∆1)

i=1 oAni es el radical unipotente de Aut◦(X) y de AutgAC

b. El radical de Aut◦(X) es

R(Aut◦(X)) = Ru o T (B ⊕ C)

donde TB⊕C es el toro asociado al módulo M = B ⊕ C que es el cociente

del módulo inicial M por el submódulo C ′ ⊆ C generado por todas las ráıces

parejables. Este toro contiene al toro T (B)

c. Ani son grupos aditivos de dimensión ni =
∑

l(v)=i χ(S∗(v)). El producto semi-

directo de ellos es el espacio vectorial generado por las derivaciones asociadas

a las ráıces no parejables. La operación como grupo es: Si a = a1, . . . , aj y
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b = bj+1, . . . , bδ y

(a, b) = a1, . . . , aj, bj+1, . . . , bδ ∈

δ=l(∆1)∏
i=1

oAni , •


de igual modo (c, d) con (a+ c)i = ai + ci y lo mismo para b+ d ⇒

(a, b)•(c, d) = (a+ c+ P ((a, 0), (c, 0)) + P ((0, b), (c, 0)), b+ d+ P ((0, b), (0, d)))

donde P (x, y) se calcula en la fórmula del Teorema 7.8. Además la condición

necesaria y suficiente para que tal producto sea abelano es que l(∆1) ≤ 1.

d. Cada subgrupo aditivo Ani del radical unipotente Ru está generados por el produc-

to de los grupos uniparamétricos asociados al conjunto de ráıces ∪l(v)=iS
∗(v).

En particular Ru está generado por los grupos uniparamétricos asociados a las

ráıces no parejables

e.
∏h

j=1Gl(lj)/TAn−1 es la parte reductiva de Aut◦(X). La denotaremos Gs y se

tiene

Aut◦X = Ru oGs

es el producto semidirecto de su parte unipotente y su parte reductiva

f. Gl(lj) son grupos lineales de dimensión lj que es el número de elementos de

Fj = Fu para cualquier u de su clase y h = s + h′ ≥ s es el número de clases

en ∆1

g. T (s) es el subgrupo de
∏
Gl(lj) de las matrices diagonales, para µ ∈ T (s), con

µ = µ1, . . . , µs, del tipo

µv
′(ms+j1 ), . . . , µv

′(ms+j1 ), · · · , µv
′(ms+jh′

), . . . , µv
′(ms+jh′

), µ1, . . . , µ1, · · · , µs, . . . , µs

donde el número de repeticiones coinciden respectivamente con los lj.

h. TAn−1 es el subgrupo de T (s) y por tanto el correspondiente en
∏
Gl(lj), de los

µ = µ1, . . . , µs ∈ T (s) tales que

µ
v1(β)
1 . · · · .µvs(β)

s = 1∀ β ∈ B

i. TAn−1 opera en el radical unipotente de Aut◦X por la identidad
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2. La parte reductiva Gs opera sobre la parte unipotente Ru haciéndolo en cada sub-

grupo aditivo Ani del siguiente modo: Sea a ∈ Ru ⇒

a = (a(1), . . . , a(l(∆1))) a(i) = (a[u], a[v], . . . ) tal que l(v) = l(u) = i

Cada vector a[u] que en este caso denotaremos a[j] es

a[j] = a[u] = av1 , . . . , avlu donde vi ∈ {[u]}

y cada uno de tales avp tiene a su vez du coordenadas en K correspondientes al

número de ráıces en S∗(u). Sea entonces u ∈ Fj para algún j y las lj, du = dj−uplas
correspondientes las escribimos

a(j)1
1, . . . a(j)1

dj
, . . . , a(j)

lj
1 , . . . a(j)

lj
dj

y trasponiendo cada una de ellas obtenemos una columna a[j]q=1,...,lj de la matriz

(a[j])
q=1,...,lj
p=1,...,dj

con a[j]qp = a(j)qp

Sea [M ] ∈ Gs la clase de M en el cociente módulo TAn−1 y como este opera en Ru

por la identidad sea M ∈
∏h

j=1Gl(lj) cualquier representante y lo escribimos M =∏
(M(j)) tales que M(j) ∈ Gl(lj)⇒ denotando de igual modo a los correspondientes

automorfismos en AutX donde la operación � correspondeŕıa a la composición, se

tiene

M � a �M−1 = b donde b[j] = M(j).a[j].M(j)−1

donde los coeficientes m(j)
p

q de la matriz M se calculan según la fórmula de la

ecuación 60. Este producto matricial es de orden

(dj × dj).(dj × lj).(lj × lj) = dj × lj

a. En particular el toro T (s) cociente por el subgrupo TAn−1 , como subgrupo de Gs,

opera en el radical unipotente haciéndolo en cada cada subgrupo aditivo del

siguiente modo: Si a(j)qp es el coeficiente en K de un vector de un elemento de

uno de los grupos aditivos de Ru y rj es la ráız asociada, y µ′ ∈ T (s) entonces:

µ′.a(j)qp = µ′
v′(rjB)

a(j)qp
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3. El cociente de AutX por su componente conexa en el neutro es el grupo finito

AutX/Aut◦X ' AutM∆/W

donde AutM∆ es el grupo finito de los automorfismos Z− lineales en N = M∗ que

dejan invarante al abanico inicial ∆ y W es el grupo de Weyl de Aut◦X respecto el

toro maximal de X T, y coincide con el grupo generado por las permutaciones entre

los conos de dimensión uno ∆1 de la misma clase, es decir, las aristas u, v tales

que existe αuv ráız parejable. En particular es un subgrupo del grupo finito de las

permutaciones de r elementos, {v1, . . . , vr}.

a. Si suponemos que X es no singular, equivalentemente, el abanico ∆ es regular,

entonces el isomorfismo anterior se cumple aunque X no sea completa, pero

śı semicompleta (∆1 completo) suponiendo que el grupo AutX existe.

Demostración:

Veamos 1: Por el corolario 6.9 sabemos que

Aut◦X ' Aut◦gAC/TAn−1

y por tanto del corolario 7.21 se sigue:

Aut◦X '

δ=l(∆1)∏
i=1

oAni , •

o h∏
j=1

Gl(lj)

 /TAn−1

Ahora por el corolario 7.31 sabemos que TAn−1 es subgrupo de
∏h

j=1 Gl(lj) que opera en∏δ=l(∆1)
i=1 oAni por la identidad con lo que se tiene el enunciado 1 y por tanto el 1.a

Para 1.b, de la igualdad Aut◦X ' Ru o
∏h

i=1Gl(li)/TAn−1 y el corolario 7.22 se deduce

que el radical es

R = R(Aut◦X) = Ru o T (h)/TAn−1

Con la notación del corolario 7.22 y gracias al teorema 7.4 en su último apartado, las

ráıces parejables generan un submódulo C ′ ⊆ C y sus generadores son los m −m′ tales

que m, m′ ∈ Aj≤h′ y los m ∈ A∗h′+i. Sea entonces la sucesión exacta

0→ C ′ →M →M = B ⊕ C → 0
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y la dual de toros asociados

0→ T (B ⊕ C)→ T (M)→ T (C ′)→ 0

⇒
T (M = B ⊕ C) = {t ∈ T (M) : t(α) = 1 ∀ parejable α}

Por otro lado, para calcular el cociente T (h)/TAn−1 , como todo está en T (r) consideramos

las sucesiones exactas:

0 → TAn−1 −→ T (h) −→ T (h)/TAn−1 → 0
‖ p∗↓ ↓

0 → TAn−1 −→ T (r)
v∗−→ T (M) → 0

(63)

con

v∗(λ)(α) = λv(α)

Hay que ver que T (M) es la imagen de v∗ ◦ p∗. En efecto, por el corolario 7.22 se tiene

p∗(T (h)) = {λ ∈ T (r) : λi = λj ∀ [vi] = [vj]}

y si α es la ráız parejable respecto vi, vj entonces v∗(λ)(α) = λ−1
i .λ que es 1 ⇔ λi = λj

con lo que se acaba.

1.c se deduce de 1 y 1.a porque como el radical unipotente es R(Aut◦X)u = Ru que es el

producto de grupos aditivos que afirma el enunciado, como demuestra el teorema 7.15 y

el corolario 7.21 y teniendo en cuenta que Ani = R̄i.

El apartado 1.d se ve en la observación 19 con Ani = R̄i

El apartado 1.e se deduce de 1 y 1.a.

El apartado 1.f también se demuestra en el corolario 7.21 y el 1.g se demuestra en la

proposición 7.30

El apartado 1.h se ha visto en la página 76

El apartado 1.i se deduce del corolario 7.31 y 1.a

Veamos 2: Como TAn−1 opera por la identidad en Ru ⇒ Gs opera en Ru como lo hace∏h
j=1Gl(lj) y esto se ve en el teorema 7.23, el corolario 7.24, el corolario 7.25 y la pro-

posición 7.26 teniendo en cuenta que los coeficientes a[j] del enunciado consisten en los

coeficientes λD(j) de la derivación D(j) que se define en la ecuación 56

El apartado 2.a se deduce como el anterior porque T (s)/TAn−1 opera como T (s) y esto se

muestra en la segunda parte de la proposición 7.30

El enunciado 3 se ve en la siguiente sección.

2
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8.1. El grupo finito AutX/Aut◦(X)

Definición: Un morfismo tórico ó morfismo equivariante en la variedad tórica X,T

es una pareja φ, h donde φ : X → X es un morfismo de esquemas algebraicos y h : T → T

es un homomorfismo tales que

φ(λx) = h(λ)φ(x) ∀ λ ∈ T y x ∈ X

Si φ y h son automorfismos entonces se dice que la pareja (φ, h) es un automorfismo tórico

ó automorfismo equivariante. Tales automorfismos son un subgrupo del grupo AutX y lo

denotaremos AuttoX.

De la definición se sigue que los automorfismos equivariantes llevan cerrados T −
invariantes en cerrados T − invariantes y como T = X\

⋃
v∈∆1

Hv ⇒ φ(T ) = T. El

homomorfismo h es único para cada φ ya que de la condición φ(λx) = h(λ)φ(x) para

x = e la unidad en T se deduce que h = τφ(e)−1 ◦ φ|T .

Proposición 8.2. φ ∈ AuttoX ⇔ φ ◦ T ◦ φ−1 = T

Demostración:

Si φ es tórico ⇒ φ ◦ τλ = τh(λ) ◦ φ ⇒ φ ◦ τλ ◦ φ−1 = τh(λ) y tenemos una implicación.

Para la otra sea φ ◦ τλ ◦ φ−1 = τµ ⇒ φ(λx) = µφ(x). En particular para x = e se deduce

µ = φ(λ)
φ(e)

= h(λ) si definimos h = τφ(e)−1 ◦ φ|T y resta comprobar que es homomorfismo,

h(λµ) = h(λ)h(µ) lo cual se deduce de la igualdad:

φ ◦ τλµ ◦ φ−1 = φ ◦ τλ ◦ τµ ◦ φ−1 = φ ◦ τλ ◦ φ−1 ◦ φ ◦ τµ ◦ φ−1

2

Definición: Si φ ∈ AuttoX y h = φ, equivalentemente, φ(e) = e, entonces decimos que

φ es automorfismo tórico especial y al subgrupo de tales automorfismos lo denotaremos

AutMX. De la proposición anterior se sigue:

ϕ ∈ AutMX ⇔ ϕ(λx) = ϕ(λ)ϕ(x)

Teorema 8.3.

AuttoX = T o AutMX
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Demostración:

T ∩AutMX = Id porque el único automorfismo del tipo τλ que es morfismo de grupos en

el toro es τe = Id. Por último, si φ ∈ AuttoX ⇒ τφ(e)−1 ◦ φ = ϕ ∈ AutMX y por tanto el

isomorfismo es φ (τφ(e), τφ(e)−1 ◦ φ) con lo que se acaba.

2

Definición: Sean (N,∆) el dato inicial de una variedad tórica X formados por un lattice

y un abanico y que como sabemos por el Teorema 4.1 [19] es único. Se llama automorfismo

de abanicos a los automorfismos Z− lineales h∗ : N → N tales que σ ∈ ∆ ⇔ h∗(σ) ∈ ∆

para todo cono σ ∈ ∆. Al grupo de tales automorfismos lo denotaremos AutN∆. En par-

ticular restringida a ∆1 es una permutación. El morfismo Z−lineal inducido N → N⊗ZQ
ó equivalentemente el morfismo Q−lineal N ⊗ZQ→ N ⊗ZQ es único porque ∆1 contiene

una base del espacio vectorial NQ ⇒ h∗ queda determinado por la permutación y por

tanto AutN∆ es un grupo finito.

Teorema 8.4. AutMX
Θ' AutN∆ con lo que además AutMX es un grupo finito.

Demostración:

Ver Teorema 1.3 [18]

2

Corolario 8.5. Denotemos G = AutX, G◦ su componente conexa y CG◦(T ) el conmuta-

dor del toro. Entonces CG◦(T ) = T

Demostración:

Como G◦ es un grupo liso y conexo ⇒ CG◦(T ) es un subgrupo liso y conexo (11.14 [20])

que contiene al toro T y como CG◦(T ) ⊂ AuttoX = T o AutMX y AutMX es finito ⇒
CG◦(T ) = T o Id = T con lo que se acaba.

2

Teorema 8.6. Sea NG◦(T ) el normalizador de T. Se tiene el isomorfismo natural de

grupos

AuttoX/NG◦(T ) ' AutX/Aut◦X
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Demostración:

Como AutX/Aut◦X es un grupo finito, basta verlo para los puntos racionales. El mor-

fismo natural es [φ]N  [φ]G◦ que manda la clase en N = NG◦(T ) a su clase en G◦ que

obviamente es inyectivo por la caracterización dada de automorfismo tórico. Para definir

el morfismo inverso, sea [ϕ]G◦ con ϕ ∈ AutX y el automorfismo Iϕ : G◦ → G◦ tal que

ϕ(g) = ϕ◦g ◦ϕ−1 (está bien definido porque la componente conexa siempre es un subgru-

po normal) ⇒ Iϕ(T ) aunque no es necesariamente T, es un toro maximal y como todos

son conjugados ([12]) ⇒

∃ x ∈ G◦ tal que Iϕ(T ) = xTx−1

es decir ϕTϕ−1 = xTx−1 ⇒
(x−1ϕ)T (x−1ϕ)−1 = T

⇒ x−1ϕ ∈ AuttoX; sea pues el morfismo inverso el que manda [ϕ]G◦ a [φ] siendo φ =

Φ(x, ϕ) = x−1ϕ y veamos que está bien definido.

En primer lugar, si y ∈ G◦ es tal que Iϕ(T ) = yTy−1 ⇒ y−1x ∈ G◦ es tal que

(y−1x)T (y−1x)−1 = T ⇒ y−1x ∈ N y Φ(y, ϕ) = y−1xΦ(y, ϕ) y por tanto [Φ(y, ϕ)]N =

[Φ(x, ϕ)]N con lo que no depende del x tal que Iϕ(T ) = xTx−1.

Tampoco depende del representante ϕ de [ϕ]G◦ elegido. En efecto, si g ∈ G◦ y gϕ es otro

representante entonces Iϕ(T ) = xTx−1 ⇔ (gx)T (gx)−1 = Igϕ(T ) y como x−1ϕ = (gx)−1gϕ

se tiene Φ(gx, gϕ) = Φ(x, ϕ) con lo que se acaba.

2

SeaW = W (G◦, T ) el grupo deWeyl deG◦ respecto el toro maximal T, W = NG◦(T )/CG◦(T )

y se cumple:

Corolario 8.7. Se tiene el isomorfismo natural de grupos

AutM X/W ' AutX/Aut◦X

Demostración:

Basta hacer cociente por T en el isomorfismo natural del teorema anterior y aplicar el

teorema 8.3 teniendo en cuenta que CG◦(T ) = T tal como se ha probado en el corolario

8.5.

2
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Sea la descomposición ∆1 =
∐s+h′

i=1 ∆1(i) donde ∆1(i) son las aristas asociadas a los

conjuntos Ai, Bj definidos en &7 de modo que v, u ∈ ∆1(i)⇔ [u] = [v] es decir existe una

ráız α parejable respecto u, v. Denotaremos S(∆1(i)) al subgrupo de las permutaciones

en ∆1(i) y que dejan fijas al resto de aristas de ∆1 y el subgrupo generado por ellas

para todo i es
∏s+h′

i=1 S(∆1(i)). Para simplificar la notación, sea ∆1 = {v1, . . . , vr} y

denotaremos
∏s+h′

i=1 S(∆1(i)) = Ss(∆1) al subgrupo de S(∆1) de las permutaciones de

r elementos de modo que P ∈ Ss(∆1) ⇔ P (vi) = vP (i) tales que [vi] = [vP (i)] ∀ i. Sea

αi,P (i) la correspondiente ráız parejable y P (vi) = vi cuando αi,P (i) = αi,i = 0. Si P ′ es

otra permutación entre varibles de la misma clase y αp(i),P ′(P (i)) es una ráız parejable ⇒
(P ′ ◦P )(vi) = vP ′(P (i)) y la ráız parejable es αi,P ′(P (i)) = αi,P (i) +αP (i),P ′(P (i)) de modo que

la ráız asociada a la composición es la correspondiente suma de ráıces.

Vamos a ver que estas permutaciones definen automorfismos de abanicos y por tanto

en virtud del teorema 8.4 son automorfismos tóricos especiales.

Teorema 8.8. En el caso completo, es decir, ∆ es un abanico completo, Ss(∆1) es iso-

morfo a un subgrupo de AutN∆ y el isomorfismo cumple: Si manda P al automorfismo

Z−lineal h∗P ⇒ h∗P (u) = P (u)

Demostración:

Ss(∆1) está generado por las trasposiciones P (u) = v, P (v) = u y P (w) = w ∀ w 6= u, v

con [u] = [v]. Vamos a ver que cada generador de este tipo define un automorfismo de

abanicos.

En primer lugar vamos a definir el automorfismo Z−lineal en M y el inducido en el dual

M∗ = N asociado a P. Como en [5], prop. 11 ó [18], pág. 140,

h : M →M h(m) = m− v(m)αu,v − u(m)αv,u

y

h : N → N h∗(x) = x− x(αv,u)(u− v)

Se observa fácilmente que h∗(u) = v, h∗(v) = u y h∗(w) = w. Además h∗(x)(h(m)) = x(m)

y efectivamente h∗ es el dual de h. El inverso de h es h ⇒ la trasposición P define

un automorfismo Z−lineal que cumple las condiciones del enunciado y en general, si

P ∈ Ss(∆1) y {αi,P (i)}1≤i≤r son las ráıces parejables asociadas entonces el automorfismo
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Z−lineal que define en M y su dual en N son:

hP : M →M es hP (m) = m−
r∑
i=1

vP (i)(m).αi,P (i) (64)

h∗P : N → N es h∗P (x) = x−
r∑
i=1

x(αP−1(i),i).(vi − vP−1(i)) (65)

Resta ver que h∗ además de ser Z−linel también conserva la estructura de abanicos; para

ello veamos la siguente proposición:

Proposición 8.9. Si X = X(N,∆) es una variedad tórica completa, equivalentemente,

∪σ∈∆σ = Qn, entonces toda trasposición en ∆1 entre aristas de la misma clase (parejables)

extiende a un automorfismo en el abanico ∆

Demostración:

Sean u, v aristas de ∆1 y α = αvu la ráız parejable correspondiente. Sea σ un cono

del abanico ∆ de aristas σ(1) que contiene como cara a u es decir u ∈ σ(1) y hay que

demostrar que el cono que consiste en cambiar u por v en σ es un elemento de ∆, es decir,

ver que 〈v, σ(1)\u〉Q+ ∈ ∆. Suponemos que v /∈ σ pues en caso contrario es trivial. En este

caso, σû = α⊥ ∩ σ es cara de σ y por tanto σû ∈ ∆. Bajo este supuesto la demostración

se hará en cuatro pasos:

1. Si σ ∈ ∆ tal que u ∈ σ(1) y v /∈ σ(1) ⇒ existe K ∈ ∆ tal que 〈v〉 y σû son caras de

K

2. Si σ ∈ ∆, v /∈ σ(1) y α = αuv la ráız parejable respecto u, v. si σ y 〈v〉 son caras de

un cono del tipo K = 〈v, σ+〉 con σ+ ⊂ {α = 0} ⇒ 〈v, σ〉 ∈ ∆ y es cara de 〈v, σ+〉

3. Con las notaciones anteriores se cumple:

〈u, σ+〉 ∈ ∆ y es cono maximal⇔ 〈v, σ+〉 ∈ ∆ y es cono maximal

4. Sea σ ∈ ∆ con σ ⊂ {α = 0}. Entonces 〈u, σ〉 ∈ ∆ es un cono no maximal cara del

cono maximal 〈u, σ+〉 ∈ ∆ si y solo si 〈v, σ〉 ∈ ∆ es un cono no maximal cara del

cono maximal 〈v, σ+〉 ∈ ∆ para un cono σ+ ⊂ {α = 0}



8 EL GRUPO AUT X 162

En efecto, para la primera afirmación sea p = v+
∑

e∈σû(1) e y como el abanico es completo

existe un único cono K ∈ ∆ tal que p ∈ K◦ y como α(p) > 0 ⇒ v ∈ K(1) y genera una

cara. Además,

p = v +
∑

e∈σû(1)

e = kv +
∑

e′∈K(1)\v

e′ con k ≥ 1

⇒
p− v =

∑
e∈σû(1)

e = (k − 1)v +
∑

e′∈K(1)\v

ae′e
′ ∈ σ◦û ∩ K

σû también es una cara de K con lo que se acaba.

Para la segunda afirmación, sea por hipótesis y⊥ ∩ K = σ, y(σ⊥ \ σ) > 0, y(v) ≥ 0 ⇒
z = y − y(v)α es tal que:

z(v) = y(v)− y(v) = 0
z(σ) = y(σ) = 0
z(σ+ \ σ) = y(σ+ \ σ) > 0

⇒ z⊥ ∩ K = 〈v, σ〉 y z(K) ≥ 0 con lo que se acaba.

Para la tercera afirmación, basta ver la implicación→: Sea, según hemos visto, K ∈ ∆

tal que 〈v〉 y σ+ son caras de K ⇒ sea β tal que β⊥ ∩ K = σ+ ⇒
β(σ+) = 0
β(v) ≥ 0
β(K) ≥ 0

Obviamente σ+ es cara de 〈u, σ+〉 ⇒ σ+ ∈ ∆ y en el caso completo dimσ+ = n − 1 y

como σ+ ∈ {β = 0} ∩ {α = 0} ⇒ β = α y β(K) ≥ 0 ⇒ u /∈ K ⇒

K =
〈
v, σ+, {e ∈ {α = 0}}

〉
Si algunos de esos e es tal que e 6= 0, como α((σ+, e)) = 0 y α(v) > 0 ⇒ 〈σ+, 〉 es cara de

K ⇒ 〈σ+, 〉 ∈ ∆ y contiene a la cara σ+ que tiene la misma dimensión, luego coinciden y

por tanto e ∈ σ+ ⇒ K = 〈σ+, 〉 que es cono maximal, como se anunciaba.

Por último para la cuarta afirmación, sea por hipótesis β tal que β⊥∩〈u, σ+〉 = 〈u, σ〉
es decir β(u, σ) = 0 y β(σ+\σ) > 0. Adems del apartado anterior sabemos que 〈v, σ+〉 ∈ ∆

y que σ+ ∈ ∆ de dimensión n− 1. Sea β(v) = k : Si k = 0 ⇒ β(v, σ) = 0 y β(〈v, σ+〉 ≥ 0

⇒ 〈v, σ〉 seria cara de 〈v, σ+〉 y por tanto 〈v, σ〉 ∈ ∆, con lo que se concluiŕıa. Si k > 0⇒
y = β− | k | α es tal que y⊥ ∩ 〈v, σ+〉 = 〈v, σ〉 y por tanto 〈v, σ〉 ∈ ∆. Si k < 0 entonces

y = β+ | k | α cumple la condición anterior, con lo que se acaba.

2
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Observación 23. La hipótesis de X completa se utiliza en la demostración de la pro-

posicición anterior pero en el caso de que X sea regular, la hipótesis de completa no es

necesaria ya que la proposición resulta trivial de la condición tercera de la definición de

ráız que da Demazure en [5], pág. 572 y la nota posterior que afirma que en el caso regular

la tercera condición es una propiedad pues se deduce de las dos condiciones anteriores que

coinciden con la definición de ráız que se da y se utiliza en este trabajo.

Teorema 8.10. Sea W el subgrupo de Weyl antes definido contenido en Aut◦X y con-

sideremos el isomorfismo AutM X
Θ' AutN∆ del teorema 8.4. Denotaremos Ss(∆1) al

subgrupo de AutN∆ que Ss(∆1) define según el teorema 8.8. Entonces

Θ(W ) = Ss(∆1)

Se deduce por tanto que la identidad es el único automorfismo tórico de la componente

conexa que restringido al toro da la identidad.

Demostración:

Como Θ es morfismo de grupos, basta verificar la igualdad para los respectivos gene-

radores. Hemos visto que la parte reductiva de G◦ es Gs = G◦/Ru donde Ru es (iso-

morfo) el radical unipotente de Aut◦gAC y por tanto las ráıces de Gs en T son todas

las parejables. El toro T no corta a Ru y por la proposición B, 24.1 de [12] se tiene

W = W (G◦, T ) = NGs(T )/T y como Gs es liso, conexo y reductivo ⇒ por el teorema

12.30 [20], W está generado por los automorfismos que en el toro, sobre su grupo de

caracteres, son h : M → M tales que sobre una ráız parejable α es h(α) = −α siendo

el conjunto de tales ráıces un sistema abstracto de ráıces. Por otra parte sabemos (24.1,

[12]) que el grupo de Weyl a través de la representación adjunta opera permutando los

espacios de derivaciones Dα :

Adw(Dα) = Dh(α)

Sea f ∈ AutM X y h : M → M correspondiente a su restricción a T y P = h∗ : N,∆ →
N,∆ la permutación P (vi) = vp(i) con vp(i)(m) = vi(h(m)) de modo que m ∈ (P (σ))∨ ⇔
h(m) ∈ σ∨ ∀ σ ∈ ∆.

Se cumple

Ad f(xh(α)Dvi) = xαDvpi

En efecto,

Ad f(xh(α)Dvi)(x
m) = f−1(xh(α)Dvif(xm)) = f−1(vi(h(m)).xh(α+m))
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y esto es justo xαDvpi
(xm).

En el caso de f = w ∈ W se deduce que Adw(x−αDvi) = xαDvpi
y por tanto [vi] = [vpi ]

con lo que se ha demostrado Θ(W ) ⊆ Ss(∆1). La otra contención es trivial porque según

la ecuación 64 el homomorfismo asociado a la permutación P (vi) = vP (i) con [vP (i)] = [vi]

es

hP (m) = m−
r∑
i=1

vP (i)(m).αi,P (i)

En particular si m = αi,P (i) ⇒

h(m) = αi,P (i) − αi,P (i) + αP (i),i = −αi,P (i) = −m

y por tanto el automorfismo f ∈ AutMX equivariante a través de h efectivamente

pertenece a W con lo que se acaba.

2



9 EJEMPLOS 165

Caṕıtulo 9

9. Ejemplos

En esta sección vamos a ver como los resultados anteriores sirven como algoritmos

para calcular el grupo AutX. En concreto vamos a calcular los grupos aditivos de su parte

unipotente, la operación en el redical del grupo, la parte reductiva y las operación de la

segunda en la primera, deduciendo si los subgrupos son o no abelianos. Enumeramos los

parámetros que necesitamos calcular con las correspondientes referencias de los resultados

teóricos de secciones anteriores en los que se basan:

1. Los abiertos afines

2. Las derivaciones y las ráıces (§3)

3. Divisores y descomposición fundamental (§5)

4. Anillos de Cox y derivaciones en las coordenadas de AC , en A′ y en las coordenadas

de X (Utilizaremos 40 p. 93) y el Corolario 5.5, p.65

5. Orden en ∆1 y matrices R∗ y D = (µji ) de coeficientes asociados a las ráıces no

parejables(§7.1)

6. Conjuntos Xi y grupos aditivos Ri de la parte unipotente Ru ≡ (Deru, •) (§7.2.2)

7. Expresión de D ∈ (Deru, •) en la forma de la ecuación 56, p. 142 y cálculo de λD(j)

en relación con la expresión matricial de la ecuación 47, p. 103

8. Expresión matricial M ∈ M(A) × M(B) de la parte reductiva y cálculo de los

términos λ(i) de la ecuación 58, p. 146 relacionadas por la Observación 22

9. Cálculo de M según la fórmula de la ecuación 60 y deducción del automorfismo de

la parte unipotente, 1 + nE, que define la operación del automorfismo de la parte

reductiva M sobre el automorfismo de la parte unipotente 1 + nD (Teorema 7.23)
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10. El grupo AutX y Aut◦X como cociente de AutgAC por el subgrupo TAn−1 de

la parte reductiva, de los divisores de Weil efectivos módulo la equivalencia lineal.

Veremos como opera un automorfismo en las variables de AC y como se traduce en el

correspondiente automorfismo en X. Para ello, tendremos en cuenta el isomorfismo

entre los espacios tangentes en el neutro a AutgAC y AutX que según hemos visto

viene dado por el morfismo inyectivo M → Zs ⊕ C m  (v′(mB),mC) de modo

que el cuerpo de fracciones de X, K(M), se mete en el cuerpo de fracciones de AC .

Las coordenadas de (v′(mB),mC) respecto las parejas (n, αC) generadoras del anillo

de Cox son justamente v(m) de modo que si Y = y1, . . . yr denota las variables de

AC entonces la relación entre las coordenadas de X y las de AC vienen dadas por

xm ≡ Y v(m). Las relaciones entre las variables de X, de AC y de A′ se resumen en

los morfismos inyectivos:

K(M) → K(AC) → K(A′ ' AC [XB])
xm  (v′(mB),mC) = Y v(m)  Y v(m).XmB

donde XmB en A′ es x(−v′(mB),mB) de modo que el morfismo K(M) → K(A′) es

xm  x(0,m) como debe ser según el teorema 5.10.

El apartado tercero de la Proposición 7.1 permite concluir que si τ es un automor-

fismo graduado en AC entonces

τ(Y v(m)) = Y v(m).

∑
λ(pr).

∏
r Y

v(pr.r)∑
λ(qr).

∏
r Y

v(qr.r)

que está en K(M) ↪→ K(Y ) y por tanto

τ(xm) = xm.

∑
λ(pr).

∏
r x

pr.r∑
λ(qr).

∏
r x

qr.r

y estos productos son potencias de los monomios que definen las derivaciones en

OX .
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Ejemplo 1 : Superficies regladas (Hirzebruch)

dimM = 2, base {e1, e2} y {w1, w2} base dual. ∆1 es:

v4 = w1; v3 = w2; v2 = −w2; v1 = −w1 − nw2 (n > 0)

El abanico

∆ = {σ1 = 〈v3, v4〉+; σ2 = 〈v2, v4〉+; σ3 = 〈v1, v3〉+; σ4 = 〈v1, v2〉+}

Los abiertos afines tienen por anillos, para x = xe1 , y = xe2

σ∨1 V k[x, y]; σ∨2 V k[x, y−1]

σ∨3 V k[x−1, y.x−n]; σ∨4 V k[x−1, xn.y−1]

Como esquemas los abiertos Uσ1 y Uσ2 (también Uσ3 y Uσ4) se ”pegan” en la variedad

K × P1 que es reglada (ver cap. v.2, [11]) y los cuatro forman un P1−haz sobre P1

que es P(OP1 ⊕OP1(n) llamada Superficie de Hirzebruch

Las derivaciones y ráıces:

D(v2) = 0 porque nv2 = v1 + v4 ⇒ S(v2) = ∅

D(v4) = 〈x−e1Dv4〉 ⇒ S∗(v4) = ∅ y S(v4) = {−e1 = α41}

D(v1) = 〈xe1Dv1〉 ⇒ S∗(v1) = ∅ y S(v1) = {e1 = α14}

D(v3) = 〈{xpe1−e2Dv3 : 0 ≤ p ≤ n}〉 ⇒ S(v3) = S∗(v3)

con S∗(v3) = {r3
n−p = p.e1− e2 : 0 ≤ p ≤ n} que son las únicas ráıces no parejables.

Divisores y descomposición fundamental: Como [H1] = [H4], el semigrupo de

los divisores de Weil efectivos es Ef(X) = 〈H1, H2〉+ con las relaciones:

H4 = H1 +D(xα14) ⇒ m4 = α41 v(m4) = (1, 0, 0,−1)

H3 = nH1 +H2 +D(xe2) ⇒ m3 = −e2 v(m3) = (n, 1,−1, 0)

luego M = 0⊕ C con C = 〈m3, m4〉Z y B = 0.
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Anillos de Cox: En este caso s = 2 y k = 2 y la matriz N tiene columnas v′(m3)

y v′(m4) ⇒ las variables son:

x1 = x(1,0),0; x2 = x(0,1),0; x3 = x(n,1),−m3=e2 ; x1 = x(1,0),−m4=e1

y por tanto como B = 0 se tiene

A′ = AC = K[y1 = x(1,0,0,0), y2 = x(0,1,0,0), y3 = x(n,1,0,1), y4 = x(1,0,1,0)]

de grados respectivamente (1, 0), (0, 1), (n, 0), (1, 0). También podemos definir y3 =

x(n,1,−1,0) e y4 = x(1,0,0,−1) expresando respecto de la base {m3, m4} de C en lugar

que respecto de la base {e1, e2} de M.

Las derivaciones en las coordenadas de K(M) y de K(Y = y1, . . . , yr) :

Teniendo en cuenta que

v(α14 = e1) = (−1, 0, 0, 1) v(r3
n−p = pe1 − e2) = (n− p, 1,−1, p)

las derivaciones están generadas por:

xDv1 ≡ y−1
1 y4Dv1 ; x

sy−1Dv3 ≡ yn−p1 y2y
−1
3 yp4Dv3 ; x

−1Dv4 ≡ y−1
1 y4Dv1

lo que da las relaciones x ≡ y−1
1 y4, y ≡ y−n1 y−1

2 y3 que definen el morfismo inyectivo

K(M) ↪→ k(y1, . . . , yr) y que utilizaremos en el último punto para ver como un

automorfismo graduado en AC se traduce en uno en X.

Orden y matrices R∗ y D: De los valores de v en las ráıces no parejables asociadas

a v3 se tienen que [v3] < [v4] y [v3] < [v2] de modo que la longitud máxima es l(v4) = 1

y por tanto la parte unipotente Ru es un grupo aditivo en el que opera el toro

T (4) ≡ K∗4.

Las matrices son

R∗ ≡
(
M1

2 ∅
M1

3 ∅

)
donde M1

2 = {m3 − pm4 : 1 ≤ p ≤ n} y M1
3 = m3

D ≡
(
µ1

2 0
µ1

3 0

)
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donde µ1
2 = (an, . . . a1) ∈ Kn y µ1

3 = a0 ∈ K y todo D ∈ (Deru, •) = Ru será

D =
n∑
p=0

an−px
r3p=m3−(n−p)m4Dv3

Conjuntos Xi y Ri para el radical del grupo: Los conjuntos son

X0 = Y1 = {v3} X1 = Y0 = {v1, v2, v4} Xq=2 = ∅

y

R0 = 0 R1 ≡ S∗(v3) R2 = R1

⇒ Ru = (Deru, •) = (An+1, +) y el radical del grupo es

R(AutgAC) = (An+1, +)o T (h = 3)

porque hay h = 3 clases de equivalencia. Vamos a ver que no es abeliano y para

ello en lugar de T (h) utilizamos T (r = 4) y aplicamos el Teorema 7.18, p. 130 y

después utilizaremos la caracterización de T (h) como sugrupo de T (r) dada en el

corolario 7.22. Sea µ ∈ K∗4 y D ≡ (µ12; µ13) ∈ Ru y v(r3
p) = (p, 1,−1, n− p) ⇒

τµ ◦D ◦ τµ−1 = (µ(0,1,−1,n)an, . . . , µ
(n−1,1,−1,1)a1; µ(n,1,−1,0)a0)

que abreviadamente denotaremos, para r3 = r3
0, . . . , r

3
n−1 como

τµ ◦D ◦ τµ−1 = µv(r3).µ12; µv(r3n).µ13

y por tanto la operación en Ru oK∗4 es:

((µ12; µ13) , τµ) ◦
(
(µ′12; µ′13) , τ ′µ

)
=
((
µ12 +

(
µv(r3).µ′12

)
; µ13 + µv(r3n).µ′13

)
, τµµ′

)
y ahora la condición de que µ ∈ T (h) es que sea de la forma µ = µ1, µ2, µ3, µ1 que

en todo caso no evita que el radical no sea un subgrupo abeliano mientras que el

radical unipotente śı lo es.

Cálculo de λD(j): En este caso D = D(j = 1) como antes si D ≡ (µ12; µ13) ⇒
λD(1) es la columna

λD(1) =

(
µ12

µ13

)
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M y λ(i): La parte reductiva del grupo es G(A)×G(B) con G(A) = Gl(1) determi-

nado por v3 y G(B) = Gl(2)×Gl(1) determinados respectivamente por [v1] = [v4] y

por v2 siendo pues la matriz M que define un automorfismo de la parte reductiva:

M =

 M(A1) 0 0
0 M(B1) 0
0 0 M(B2)


con M(A1) = λ3

0 matriz de orden 1, M(B1) la matriz de orden 2

M(B1) =

(
λ1

0 λ4
1

λ1
1 λ4

0

)
y M(B2) = λ2

0 matriz de orden 1 de modo que los λ(i) son

λ(1) = (λ1
0, λ

1
1) λ(2) = (λ2

0) λ(3) = (λ3
0) λ(4) = (λ4

0, λ
4
1)

Cálculo de M y E: Con los datos anteriores calculamos los coeficientes m(j = 1)pq

de la matriz M = M(j = 1) de orden dj=1 = n+1. Para ello, las ráıces no parejables

son el conjunto ordenado

S∗(v3) = {r3
0, . . . r

3
n−1, r

3
n}

Para m(j = 1)pq hay que calcular | c() |= v(r3
p) = (p, 1,−1, n− p) donde c() es c(1),

c(2) y c(4) tales que

| c(1) |= p
| c(4) |= n− p
| c(2) |= 1

α(1) = (0, α14)
α(4) = (0, α41)
α(2) = (0)

⇒
c(1) = (x, p− x)
c(4) = (y, n− p− y)
c(2) = 1

donde x, y son naturales que deben cumplir la relación

r3
q = r3

p + x.(0) + (p− x).(α14 = −m4) + y.(0) + (n− p− y).α41

de donde se obtiene

y = n− (p+ q) + x x ≤ p y ≤ n− p 0 ≤ p ≤ n
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Vamos a suponer que n = 1⇒ p = 0, 1 q = 0, 1 y obtendremos una matriz de orden

dos.

m̄0
0 :

La única posibilidad es x = 0, y = 1 ⇒ c(1) = (0, 0) c(4) = (1, 0) ⇒

m̄0
0 = 1.

(λ1
0)0.(λ1

1)0.(λ2
0)1.(λ4

0)1.(λ4
1)0

1
= λ2

0.λ
4
0

m̄0
1 :

Las condiciones ahora son y = 1− (0+1)+x, x ≤ 0 luego la única solución es x = 0

y = 0 ⇒ c(1) = (0, 0) c(4) = (0, 1) ⇒

m̄0
1 = λ4

1.λ
2
0

m̄1
0 :

Las condiciones ahora son y = 1− (1 + 0) + x, x ≤ 1 luego las solucioes son x = 0

y = 0 ó bien x = 1 y = 1 ⇒ c(1) = (0, 1) c(4) = (0, 0) ó bien c(1) = (1, 0)

c(4) = (1,−1) que queda descartada por ser negativo ⇒

m1
0 = λ1

1.λ
2
0

m1
1 :

Las condiciones ahora son y = 1− (1 + 1) + x, x ≤ 1 luego la única solución válida

es x = 1 y = 0 ⇒ c(1) = (1, 0) c(4) = (0, 0) ⇒

m0
1 = λ2

0.λ
1
0

⇒
M =

(
λ2

0.λ
4
0 λ2

0.λ
4
1

λ2
0.λ

1
1 λ2

0.λ
1
0

)
En definitiva, si D ≡ (µ12 = a1; µ13 = a0 con 1 + nD ∈ Ru el correspondiente

automorfismo de la parte unipotente y τM es el automorfismo de la parte reductiva

de matriz la matriz M antes definida entonces E ∈ (Deru, •) = Ru tal que 1+nE =

τM−1 ◦ 1 + nD ◦ τM es, utilizando la fórmula del teorema 7.23, siendo M(A1) = λ3
0 y

λD(1) de coordenadas a1, a0 :

E ≡ λ3
0

λ2
0.(λ

1
0λ

4
0 − λ1

1λ
4
1)

(
λ1

0 −λ4
1

−λ1
1 λ4

0

)
.

(
a1

a0

)
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y si utilizamos ahora el corolario 7.24, si:

M =


µ3 0 0 0
0 a c 0
0 b d 0
0 0 0 µ2


y D ≡ (a1, a0) ⇒ τM ◦ 1 + nD ◦ τM−1 = 1 + nE donde ahora E es:

E ≡
(

λ1
0 −λ4

1

−λ1
1 λ4

0

)
.

(
a1

a0

)
.µ−1

3

Como comentamos en la introducción, se puede obtener E y por tanto la operación

de la parte reductiva en la unipotente de manera más sencilla, operando en este caso

particular y no utilizando la fórmula del teorema 7.23; vamos a verlo:

Sea como antes la matriz M formada en la diagonal por M(A1), M(B1) y M(B2) y

como no estamos tan sujetos a la terminoloǵıa de la teoŕıa simplificamos su notación

para mayor comodidad, de modo que M(A1) = a matriz de orden 1, M(B1) = B la

matriz de orden 2

B =

(
b1 d1

b4 d4

)
y M(B2) = c matriz de orden 1 y si τM es el correspondiente automorfismo de la

parte reductiva ⇒

τM(y1) = b1y1 + b4y4

τM(y2) = cy2

τM(y3) = ay3

τM(y4) = d1y1 + d4y4

y si D ≡ (λ1;λ0) es decir, D = λ1x
r30Dv3 + λ0x

r31Dv3 y como v(r3
0) = (0, 1,−1, 1) y

v(r3
1) = (1, 1,−1, ) ⇒ 1 + nD(yi) = yi ∀ i = 1, 2, 4 y

1 + nD(y3) = y3 + λ1y3.y
(0,1,−1,1) + λ0y3.y

(1,1,−1,0) = y3 + λ1y2y4 + λ0y1y2
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⇒ τM−1 ◦ 1 + nD ◦ τM(yi) = yi ∀ i = 1, 2, 4 y

τM−1 ◦ 1 + nD ◦ τM(y3) = τM−1(ay3 + aλ1y3.y
(0,1,−1,1) + aλ0y3.y

(1,1,−1,0))

= τM−1(ay3 + aλ1y2y4 + aλ0y1y2)

= y3 +
aλ1

c
y2.
−b4y1 + b1y4

det(B)
+
aλ0

c
y2.
d4y1 − d1y4

det(B)

= y3 + y2y4.(
a.(λ1b1 − λ0d1)

c det(B)
+ y1y2.(

a.(λ0d4 − λ1b4)

c det(B)

⇒
τM−1 ◦ 1 + nD ◦ τM ≡

(
a.(λ1b1 − λ0d1)

c det(B)
;
a.(λ0d4 − λ1b4)

c det(B)

)
que es como antes

E ≡ a

c det(B)
.

(
b1 −d1

−b4 d4

)
.

(
λ1

λ0

)
El grupo de automorfismos de la variedad tórica:

Del abanico se deduce que la única permutación en las aristas ∆1 que conserva el

abanico es la trasposición entre v1 y v4 que justo son tales que [v1] = [v4] de modo

que de la sección anterior se deduce que AutX coincide con su componente conexa

en el origen y por tanto

AutX = (An+1, +)o (Gl(1)×Gl(2)×Gl(1)) /TA1

donde TA1 ' SpecK[Zs=2] es el subgrupo de G(A)×G(B) de las matrices

g =


(µ1, µ2)v

′(m3) 0 0 0
0 µ1 0 0
0 0 (µ1, µ2)v

′(m4) 0
0 0 0 µ2


que es la matriz

g =

 µn1 .µ2 0 0
0 µ1.I 0
0 0 µ2


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TA1 opera en G(A)×G(B) : Si

M =

 a 0 0
0 B 0
0 0 c


⇒

g.M =

 µn1 .µ2.a 0 0
0 µ1B 0
0 0 µ2.c


Simplificando la notación escribirenos

g.M = (µn1 .µ2, µ1I, µ2) . (a, B, c) = (µn1 .µ2.a, µ1B, µ2.c)

luego si [M ] es su clase en (Gl(1)×Gl(2)×Gl(1)) /TA1 se tiene:

[M ] = [a, B, c] = [µ1
na

c
, µ1B, 1] ≡ [µ1

na

c
, µ1B] =

llamando λ = µ1
n es

= [λ
a

c
,

n
√
λB] = [1, n

√
c

a
B] ≡ [ n

√
c

a
B]

por tanto tenemos la sucesión exacta de grupos, siendo µn(K) el subgrupo de las

ráıces n−ésimas de la unidad,

0 → TA1 → Gl(1)×Gl(2)×Gl(1) → Gl(2)/µn(K) → 0
M  [ n

√
c
a
B]

luego se ha probado

AutX = (An+1, +)oGl(2)/µn(K)

con las operaciones que se han descrito antes. El toro maximal de su radical es el

toro T (〈m3 = e2〉Z) y el toro maximal de AutX es T = T (M) que por el isomorfis-

mo de AutX con AutgAC/TA1 da T (2)/µn(K).

Veamos por último la operación de los automorfismo de la parte reductiva y de la

parte unipotente en K(M) :
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Automorfismos de la parte reductiva: Sea M la matriz

M =


a 0 0 0
0 b1 d1 0
0 b4 d4 0
0 0 0 c


entonces

τM(x) ≡ τM(y−1
1 .y4) =

d1y1 + d4y4

b1y1 + b4y4

=

= y4y
−1
1 .

d1y1y
−1
4 + d4

b1 + b4y4y
−1
1

≡ x.
d1x

−1 + d4

b1 + b4x

luego

τM(x) =
d1 + d4x

b1 + b4x

y por otro lado,

τM(y) ≡ τM(y−n1 y−1
2 y3) =

ay3

cy2.(b1y1 + b4y4)n
=

= y3y
−1
2 y−n1 .

a

c.(b1 + b4y4y
−1
1 )n

luego

τM(y) = y.
a

c.(b1 + b4x)n

y como es inmediato comprobar, el resultado es igual si se cambia M por la matriz

equivalente

g.M =

 1 0 0
0 n
√

c
a
B 0

0 0 1


En definitiva, si [B] ∈ Gl(2)/µn(K) donde

B =

(
u.b11 u.b12

u.b21 u.b22

)
para cualquier u ráız n−ésimas de la unidad, entonces el automorfismo asociado en

X es:

τ[B](x) =
b12 + b22x

b11 + b21x

τ[B](y) = y.
1

(b11 + b21x)n
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Automorfismos de la parte unipotente: Como TAn−1 es subgrupo de la parte

reductiva de AutgAC , la parte unipotente de AutX y AutgAC coinciden.

Sea pues τ = 1 + nD con D = anx
r30Dv3 + · · ·+ a0x

r3nDv3 y v(r3
p) = (p, 1,−1, n− p)

⇒
τ(y1) = y1 τ(y2) = y2 τ(y4) = y4

τ(y3) = y3 + any3y
(0,1,−1,n) + · · ·+ a0y3y

(n,1,−1,0)

⇒
τ(y3) = y3 + any2y

n
4 + · · ·+ a0y

n
1 y2

En X, como x = xe1 ≡ Y v(e1) = y−1
1 y4 y y = ye2 ≡ Y v(e2) = yn1 y

−1
2 y3 ⇒

τ(x) ≡ τ(y−1
1 y4) = y−1

1 y4 ≡ x ⇒ τ(x) = x

τ(y) ≡ τ(y−n1 y−1
2 y3) = y−n1 y−1

2 .(y3 + any2y
n
4 + · · ·+ a1y4y

n−1
1 y2 + a0y

n
1 y2)

⇒
τ(y) = y + anx

n + · · ·+ a1x+ a0
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Ejemplo 2 : Variedad tórica con grupo de automorfismos resoluble

dimM = 2, base {e1, e2} y {w1, w2} base dual. ∆1 es:

v4 = w1 − w2; v3 = −w1; v2 = w2; v1 = w1 + 2w2

El abanico

∆ = {σ1 = 〈v1, v2〉+; σ2 = 〈v3, v4〉+; σ3 = 〈v2, v3〉+; σ4 = 〈v1, v4〉+}

Los abiertos afines tienen por anillos, para x = xe1 , y = xe2

σ∨1 V k[x, y, x−1]; σ∨2 V k[x, y, x2y−1]

σ∨3 V k[y, x−1]; σ∨4 V k[y−1, x−1y−1]

Las derivaciones y ráıces:

D(v1) = 0, D(v2) = 0⇒ S(v1) = S(v2) = ∅

D(v3) = 〈xe1Dv3 , x
e1+e2Dv3〉 ⇒ S(v3) = S∗(v3) = {e1, e1 + e2}

D(v4) = 〈xe2Dv4〉 ⇒ S(v4) = S∗(v4) = {e2}

Las ráıces son todas no parejables, no hay ráıces semisimples (parejables) y por

tanto el grupo es resoluble.

Divisores y descomposición fundamental: El semigrupo de los divisores de

Weil efectivos es Ef(X) = 〈H1, H2〉+ con las relaciones:

H3 = H2 + 3H1 +D(x−(e1+e2)) ⇒ m3 = e1 + e2 v(m3) = (3, 1,−1, 0)

H4 = 2H1 +H2 +D(x−e2) ⇒ m4 = e2 v(m4) = (2, 1, 0,−1)

B = {v3 = 0} ∩ {v4 = 0} = 0 luego M = 0 ⊕ C con C = 〈m3, m4〉Z y S∗(v3) =

{r3
1 = m3 −m4, r

3
2 = m3} y S∗(v4) = {r4

1 = m4}, conjuntos ordenados conforme se

describe en la teoŕıa.

Anillos de Cox: En este caso s = 2 k = 2 y la matriz N tiene columnas N1 =

v′(m3) y N2 = v′(m4) ⇒ las variables son:

x1 = x((1,0),0,0); x2 = x((0,1),0,0); x3 = x(N1,−m3); x1 = x(N2,−m4)
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y por tanto como B = 0 se tiene

A′ = AC = K[x(1,0,0,0), x(0,1,0,0), x(3,1,−1,−1), x(2,1,0,−1)]

de grados respectivamente (1, 0), (0, 1), (3, 1), (2, 1). También se podrŕıa definir y3 =

x(n,1,−1,0) e y4 = x(1,0,0,−1) expresando respecto de la base {m3, m4} de C en lugar

de la base {e1, e2} de M.

Las derivaciones en las coordenadas de K(M) y de K(Y = y1, . . . , yr) :

Teniendo en cuenta que

v(r3
1 = e1) = (1, 0,−1, 1)

v(m3 = e1 + e2) = (3, 1,−1, 0)

v(m4 = e2) = (2, 1, 0,−1)

las derivaciones están generadas por:

xDv3 ≡ y1y
−1
3 y4Dv3 ; xyDv3 ≡ y1y2y

−1
3 Dv3 ; yDv4 ≡ y2

1y2y
−1
4 Dv4

lo que da las relaciones x ≡ y1y
−1
3 y4, y ≡ y2

1y2y
−1
4 que definen el morfismo inyectivo

K(M) ↪→ k(y1, . . . , yr) y que utilizaremos en el último punto para ver como un

automorfismo graduado en AC se traduce en uno en X.

Orden y matrices R∗ y D: De los valores de v en las ráıces no parejables asociadas

a v3 se tienen que [v3] < [v4] y [v4] < [v2] de modo que la longitud máxima es l(v4) = 2

y por tanto la parte unipotente seá el producto semidirecto de dos grupos aditivos

en el que opera la parte reductiva que consiste en el toro T (4) ≡ K∗4.

Las matrices son

R∗ ≡
(
M1

2 ∅
M1

3 M2
3

)
donde M1

2 = {r3
1}, M1

3 = {r3
2} y M2

3 = {r4
1}

D ≡
(
µ1

2 0
µ1

3 µ2
3

)
donde µ1

2 = a1 µ
1
3 = b1 ∈ K y µ2

3 = c1 y todo D ∈ (Deru, •) = Ru será

D = a1x
r31Dv3 + b1x

r32Dv3 + c1x
r41Dv4
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Conjuntos Xi y Ri para el radical del grupo: Los conjuntos son

X0 = {v3} X1 = {v4} X2 = {v1, v2} Xq=3 = ∅

y

R0 = 0 R1 ≡ S∗(v3) R2 ≡ {S∗(v3), S∗(v4)} R3 = R2

⇒ R1 = R1/R0 ≡ D(v3) y R2 = R2/R1 ≡ D(v4) ⇒

Ru = (Deru, •) = (D(v3), •)o (D(v4), •) = (A2, +)o (A1, +)

producto de dos grupos aditivos y no menos, por tanto no es abeliano. El radical

del grupo es

R(AutgAC) =
((
A2, +

)
o
(
A1, +

))
o T (4)

En este ejemplo vamos a ver la operación en el radical unipotente Ru :

Para D = (a1x
r31Dv3 + b1x

r32Dv3) + c1x
r41Dv4 , sean D1 ≡ (a1, b1; c1) y de igual modo

D2 ≡ (a2, b2; c2) ⇒
D1 •D2 = D1 +D2 + P (D1, D2)

y como v4(r3
1) = 1 6= 0 y v4(r3

2) = 0 queda

P (D1, D2) = P (c1x
r41Dv4 , a2x

r31Dv3) =

= a11!.
c1

1

0! · 1!
.x(r31+1r41)=r32Dv3 = a2.c1.x

r32Dv3

⇒
(a1, b1; c1) • (a2, b2; c2) = (a1 + a2, b1 + b2 + a2c1; c1 + c2)

con lo que se ve como ya se sab́ıa que Ru no es abeliano.

El grupo de automorfismos de la variedad tórica: En este caso la parte

reductiva es el toro T (4) y por tanto Aut◦X es el grupo resoluble conexo

Aut◦X =
((
A2, +

)
o
(
A1, +

))
o (T (4)/TA1)

que coincide con su radical y el cociente AutX/Aut◦X = 0 porque es el subgrupo

asociado a las permutaciones de 4 elementos generado por las trasposiciones (2, 4)

y (1, 3) que conserva el abanico pero no es isomorfismo en M∗2.
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Para calcular (T (4)/TA1) que debe dar el toro maximal T = T (M), como B = 0 ⇒
TA1 ' SpecK[Zs=2] es el subgrupo de T (4) de los elementos µ = (µ3, µ4, µ1, µ2) del

tipo

g =
(

(a, b)v
′(m3) , (a, b)v

′(m4) , a, b
)

=
(
a3b1, a2b1, a, b

)
que opera en T (4) :

g.µ =
(
a3b1µ3, a

2b1µ4, aµ1, bµ2

)
⇒ tomando clases se tiene [(µ3, µ4, µ1, µ2)] = [(µ3µ

−3
1 µ−1

2 , µ4µ
−2
1 µ−1

2 , 1, 1)] ⇒ y te-

nemos la sucesión exacta

0 → TA1 → T (4) → Gm×Gm → 0
µ  ( µ3

µ31µ2
, µ4
µ21µ2

)

luego se ha probado

AutX =
((
A2, +

)
o
(
A1, +

))
oGm×Gm

con las operaciones que se han descrito antes y su toro maximal es ciertamente

T ' T (2) en Gm×Gm. Veamos por último la operación de los automorfismo de la

parte reductiva y de la parte unipotente en K(M) :

Automorfismos de la parte reductiva: Sea entonces [µ] = (p, q, 1, 1) ∈ Gm×Gm
y τµ(y1) = y1, τµ(y2) = y2, τµ(y3) = py3, τµ(y4) = qy4, ⇒

τµ(x) ≡ τmu(
y1y4

y3

) =
y1qy4

py3

luego

τµ(x) =
qx

p

y por otro lado,

τµ(y) ≡ τµ(
y2

1y2

y4

) =
y2

1y2

qy4

luego

τµ(y) =
y

q
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Automorfismos de la parte unipotente: Como TAn−1 es subgrupo de la parte

reductiva de AutgAC , la parte unipotente de AutX y AutgAC coinciden.

Sea pues τ = 1 + nD con D ≡ (a, b; c) es decir

D = ay1y
−1
3 y4Dv3 + by3

1y2y
−1
3 Dv3 + cy2

1y2y
−1
4 Dv4

⇒
τ(y1) = y1 τ(y2) = y2

τ(y3) = y+ay1y4 + by3
1y2 τ(y4) = y4 + cy2

1y2

⇒ en X, como x = xe1 ≡ Y v(e1) = y1y
−1
3 y4 y y = ye2 ≡ Y v(e2) = y2

1y2y
−1
4 ⇒

τ(x) ≡ y1.(y4 + cy2
1y2)

y3 + ay1y4 + by3
1y2

=
y1y4.(1 + cy2

1y2y
−1
4 )

y3.(1 + ay1y4y
−1
3 + by3

1y2y
−1
3 )

⇒
τ(x) = x.

1 + cy

1 + ax+ bxy

τ(y) ≡ y2
1y2

y4 + cy2
1y2

= y2
1y2y

−1
4 .

1

1 + cy2
1y2y

−1
4

⇒
τ(y) =

y

1 + cy
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Ejemplo 3 : Variedad tórica con grupo de automorfismos reductivo

dimM = 2, base {e1, e2} y {w1, w2} base dual. ∆1 es:

v1 = w1; v2 = w2; v3 = −w1; v4 = −w2

El abanico

∆ = {σ1 = 〈v1, v2〉+; σ2 = 〈v3, v2〉+; σ3 = 〈v4, v3〉+; σ4 = 〈v1, v4〉+}

Los abiertos afines tienen por anillos, para x = xe1 , y = xe2

σ∨1 V k[x, y]; σ∨2 V k[y−1, y]

σ∨3 V k[x−1, y−1]; σ∨4 V k[x, y−1]

⇒ X = P1 × P1

Las derivaciones y ráıces: Las ráıces son

S(v1) = {α13 = −e1}; S(v2) = {α24 = −e2}; S(v3) = {e1}; S(v4) = {e2}

y las derivaciones asociadas a ellas. Las ráıces son todas parejables, (semisimples) y

por tanto el grupo de automorfismos es reductivo.

Divisores y descomposición fundamental: El semigrupo de los divisores de Weil

efectivos es Ef(X) = 〈H1, H2〉+ con [H3] = [H1] y [H2] = [H4] y las relaciones:

H3 = H1 +D(x−e1) H4 = H2 +D(x−e2)

luego

m3 = e1; m4 = e2 v(m3) = (1, 0,−1, 0); v(m4) = (0, 1, 0,−1)

B = {v3 = 0} ∩ {v4 = 0} = 0 luego M = 0⊕ C con C = 〈m3, m4〉Z.

Anillos de Cox: En este caso s = 2 k = 2 y la matriz N tiene columnas N1 =

v′(m3) = (1, 0) y N2 = v′(m4) = (0, 1) ⇒ las variables son:

y1 = x((1,0),0,0); y2 = x((0,1),0,0); y3 = x(N1,−m3); y4 = x(N2,−m4

y por tanto como B = 0 se tiene

A′ = AC = K[y1 = x(1,0,0,0), y2 = x(0,1,0,0), y3 = x(1,0,−1,0), y4 = x(0,1,0,−1)]
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de grados respectivamente (1, 0), (0, 1), (1, 0), (0, 1).

Las derivaciones en las coordenadas de K(M) y de K(Y = y1, . . . , yr) :

Teniendo en cuenta que

v(α13 = −e1) = (−1, 0, 1, 0)

v(α24 = −e2) = (0,−1, 0, 1)

v(m3 = e1) = (1, 0,−1, 0)

v(m4 = e2) = (0, 1, 0,−1)

las derivaciones están generadas por:

x−1Dv1 ≡ y−1
1 y3Dv1 ; y

−1Dv2 ≡ y−1
2 y4Dv2

xDv3 ≡ y1y
−1
3 Dv3 ; yDv4 ≡ y2y

−1
4 Dv4

lo que da las relaciones x ≡ y1y
−1
3 , y ≡ y2y

−1
4 que definen el morfismo inyectivo

K(M) ↪→ k(y1, . . . , yr) y que utilizaremos en el último punto para ver como un

automorfismo graduado en AC se traduce en uno en X.

Orden y matrices R∗ y D: Son nulas porque no hay ráıces no parejables y por

tanto el subgrupo unipotente es nulo. La longitud es cero y q = 1.

M y λ(i): La parte reductiva del grupo es G(A) × G(B) con G(A) = 0 y G(B) =

Gl(2)×Gl(2) determinados respectivamente por [v1] = [v3] y por [v2] = [v4] siendo

pues la matriz M que define un automorfismo de la parte reductiva:

M =

(
M(B1) 0

0 M(B2)

)
con M(B1) y M(B2) las matrices de orden 2

M(B1) =

(
a1 b1

a3 b3

)
M(B2) =

(
a2 b2

a4 b4

)
de modo que los λ(i) son

λ(1) = (a1, a3) λ(3) = (b3, b1) λ(2) = (a2, a4) λ(4) = (b4, b2)
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Conjuntos Xi y Ri para el radical del grupo: Son nulos y el radical se reduce

al toro T (h = 2).

El grupo de automorfismos de la variedad tórica: Las únicas permutaciones

en ∆1 que son isomorfismos lineales en el ret́ıculo y además conservan el abanico

son las dadas por las trasposiciones entre aristas de la misma clase y por tanto el

grupo AutX/Aut◦X = 0 ⇒

AutX = (Gl(2)×Gl(2)) /TA1

y vamos a calcular el cociente. Como B = 0 entonces TA1 = m(SpecK[Zs=2] que

son las matrices

g =


µ1 0 0 0
0 µ1 0 0
0 0 µ2 0
0 0 0 µ2


y que operan en M

gM =

(
µ1M(B1) 0

0 µ2M(B2)

)
⇒ el cociente es

(Gl(2)×Gl(2)) /TA1 = GP2 ×GP2

producto de grupos lineales proyectivos cuyo radical es trivial como ya era sabido

porque las ráıces parejables generan todo M.

El automorfismo en X que define [M ] ∈ GP2 ×GP2 es:

τM(y1) = a1y1 + a3y3 τM(y2) = a2y2 + a4y4

τM(y3) = b3y3 + b1y1 τM(y4) = b4y4 + b2y2

⇒
τ[M ](x) ≡ τM(y1)

τM(y3)
=
a1y1 + a3y3

b3y3 + b1y1

= y1y
−1
3 .

a1 + a3y3y
−1
1

b3 + b1y1y
−1
3

luego

τ[M ](x) =
a1x+ a3

b1x+ b3

y de igual modo,

τ[M ](y) =
a2y + a4

b2y + b4
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Ejemplo 4 : Variedad tórica con grupo de automorfismos resoluble y B 6= 0

dimM = 2, base {e1, e2} y {w1, w2} base dual ∆1 es:

v3 = w1; v2 = −w1 + 2w2; v1 = −2w1 − 3w2

El abanico

∆ = {σ1 = 〈v1, v2〉+; σ2 = 〈v2, v3〉+; σ3 = 〈v3, v1〉+}

Los abiertos afines tienen por anillos, para x = xe1 , y = xe2

σ∨1 V k[x−1, x−3y2, x−2y−1, x−2y]; σ∨2 V k[yx, y, x2y1]

σ∨3 V k[y−1, y−2x, y−3x2]

Las derivaciones y ráıces:

D(v1) = 0, D(v2) = 0⇒ S(v1) = S(v2) = ∅

D(v3) = 〈x−e1Dv3〉 ⇒ S(v3) = S∗(v3) = {−e1}

No hay ráıces semisimples (parejables) y por tanto el grupo es resoluble.

Divisores y descomposición fundamental: El semigrupo de los divisores de

Weil efectivos es Ef(X) = 〈H1, H2〉+ con las relaciones:

H3 = H2 + 2H1 +D(xe1) ⇒ m3 = −e1 v(m3) = (2, 1,−1)

B = {v3 = 0} = 〈e2〉Z luego M = B ⊕ C con C = 〈m3〉Z y S∗(v3) = {r3
1 = m3}

Anillos de Cox: En este caso s = 2 k = 1 y la matriz N tiene columna N1 =

v′(m3) = (2, 1) ⇒ las variables son:

y1 = x((1,0),0,0); y2 = x((0,1),0,0); y3 = x(N1,−m3)

y por tanto

AC = K[y1 = x(1,0,0,0), y2 = x(0,1,0,0), y3 = x(2,1,1,0)]

de grados respectivamente, siendo v′(e2) = (−3, 2),

(1, 0)modZ(−3, 2) (0, 1)modZ(−3, 2) (2, 1)modZ(−3, 2)
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Como debe ser, grad(y3) = grad(y3.x
v(r31)) = grad(x2

1.x2). El anillo de Cox gene-

ralizado se obtiene de A′ = AC [B] dado por el Corolario 5.5 de modo que para

β = e2 ∈ B el isomorfismo viene dado por xβ ≡ x−v
′(β),β = x(3,−2,0,1) y por tanto

A′ = K[y1 = x(1,0,0,0), y2 = x(0,1,0,0), y3 = x(2,1,1,0), y4 = x(3,−2,0,1), y5 = x−(3,−2,0,1)]

de grados respectivamente (1, 0), (0, 1), (2,−1), y ±(3,−2).

Los generadores de las derivaciones: Teniendo en cuenta las relaciones

K(M) → K(AC) → K(A′ ' AC [XB])
xm  (v′(mB),mC) = Y v(m)  (0,m) ≡ Y v(m).XmB

Los generadores en K(M) son

x−1Dv3

Los generadores en AC son

y2
1y2y

−1
3 Dv3

Los generadores en A′ son

y2
1y2y

−1
3 Dv3

y las relaciones entre las variables enX y enAC es x ≡ y−2
1 y−1

2 y3 y también y ≡ y−3
1 y2

2

y con A′ es y ≡ y−3
1 y2

2y4 aunque en y4 todo automorfismo de AC como automorfismo

de A′ es la identidad, como prueba la teoŕıa.

Orden y matrices R∗ y D: De los valores de v en las ráıces no parejables asociadas

a v3 se tienen que [v3] < [v1] y [v3] < [v2] de modo que la longitud máxima es

l(v1) = 1 = q − 1 y por tanto la parte unipotente será el producto semidirecto

de un grupo aditivo en el que opera la parte reductiva que consiste en el toro

T (3) ≡ K∗3.

Las matrices son

R∗ ≡
(
M1

2

)
donde M1

2 = {r3
1}.

D ≡
(
µ1

2

)
donde µ1

2 = λ y todo D ∈ (Deru, •) = Ru será

D = λxr
3
1Dv3
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Conjuntos Xi y Ri para el radical del grupo: Los conjuntos son

X0 = {v3} X1 = {v1, v2} Xq=2 = ∅

y

R0 = 0 R1 ≡ S∗(v3) R1 = R2

⇒ R1 = R1/R0 ≡ D(v3) y ⇒

Ru = (Deru, •) = (D(v3), •) = (A1, +)

por tanto es abeliano. El radical del grupo es

R(AutgAC) =
(
A1, +

)
o T (3)

El grupo de automorfismos de la variedad tórica: En este caso la parte

reductiva es el toro T (4) y por tanto Aut◦X es el grupo resoluble

Aut◦X =
(
A1, +

)
o (T (3))/TA1 = R(Aut◦X)

y el cociente AutX/Aut◦X es nulo porque las permutaciones generados por la tras-

posición (1, 3) que es la única que conserva el abanico no es isomorfismo lineal.

Vamos aver que la operación en AutgAC consiste en el producto de matrices. Sea

D = λxr
3
1Dv3 ≡ (λ) y τ = τ(µ1,µ2,λ3) tal que

τ

 y1

y2

y3

 =
µ1y1

µ2y2

λ3y3

⇒

(1 + nD) ◦ τ


y1

y2

y3

(y1)2y2

 =

µ1y1

µ2y2

λ3y3 + λ.λ3(y1)2y2

(µ1)2.µ2(y1)2y2

y la matriz asociada a (1 + nD) ◦ τ en la base {y1, y2, y3, (y1)2y2} es

(1 + nD) ◦ τ ≡


µ1 0 0 0
0 µ2 0 0
0 0 λ3 0

0 0 λ.λ3 (µ1)2.µ2


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y de igual modo el automorfismo (1 + nD′) ◦ τ ′ tiene matriz

(1 + nD′) ◦ τ ′ ≡


µ′1 0 0 0
0 µ′2 0 0
0 0 λ′3 0

0 0 λ′.λ′3 (µ′1)2.µ′2


y la composición es

(1 + nD) ◦ τ ◦ (1 + nD′) ◦ τ ′ = (1 + nD) ◦ (τ ◦ (1 + nD′) ◦ τ−1) ◦ τ ◦ τ ′

donde como se ha probado, τ ◦ (1 + nD′) ◦ τ−1 = 1 + nτD′ siendo

τD′ = λ′.(µ1, µ2, λ3)v(r31)xr
3
1Dv3 = λ′.(µ1)2.µ2.(λ3)−1xr

3
1Dv3

⇒

(1 + nD) ◦ (1 + nτD′) = 1 + nD•τD′ = 1 + nD+τD′ = 1 + n
(λ+λ′.(µ1)2.µ2.(λ3)−1)xr

3
1Dv3

de modo que la operación buscada queda:

(1 + nD) ◦ τ ◦ (1 + nD′) ◦ τ ′ = (1 + n
(λ+λ′.(µ1)2.µ2.(λ3)−1)xr

3
1Dv3

) ◦ τ(µ1µ′1,µ2µ
′
2,λ3λ

′
3)

cuya matriz es 
µ1µ

′
1 0 0 0

0 µ2µ
′
2 0 0

0 0 λ3λ
′
3 0

0 0 (λ+ λ′.(µ1)2.µ2.(λ3)−1).λ3λ
′
3 (µ′1)2.µ′2


que efectivamente es el producto de las matrices respectivas.

Para calcular (T (3)/TA1) , como B = e2 ⇒ TA1 ⊂ SpecK[Zs=2] es el subgrupo dado

por g = (µ1, µ2) tales que gv
′(e2) = 1 luego µ2 = µ1

√
µ1 y por tanto TA1 son en T (3) los

elementos del tipo

g =
(
µ, µ
√
µ, (µ, µ

√
µ)v

′(m3)
)

=
(
µ, µ
√
µ, µ3√µ

)
que opera en T (3) de modo que la clase de (a, b, c) es

[(a, b, c)] = [(1, p, q)] = [(1, up, uq)] u ∈ µ2(K)
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⇒
AutX =

(
A1, +

)
o (T (2)/µ2(K))

con las operaciones que se han descrito antes y T (2)/µ2(K) ' T (M) que es su toro ma-

ximal. Veamos por último la operación de los automorfismo de la parte reductiva y de la

parte unipotente en K(M) :

Automorfismos de la parte reductiva: Sea entonces [µ] = [(1, p, q)] ∈ T (2)/µ2(K)

y τµ(y1) = y1, τµ(y2) = py2, τµ(y3) = yy3 ⇒

τµ(x) ≡ qy3

y2
1py2

luego

τµ(x) =
qx

p

y por otro lado,

τµ(y) ≡ p2y2
2

y3
1

luego

τµ(y) = p2y

Automorfismos de la parte unipotente: Como TAn−1 es subgrupo de la parte

reductiva de AutgAC , la parte unipotente de AutX y AutgAC coinciden.

Sea pues τ = 1 + nD con

D = ax−1Dv3 ≡ ay2
1y2y

−1
3 Dv3

⇒
τ(y1) = y1 τ(y2) = y2 τ(y3) = y3 + ay2

1y2

⇒
τ(x) = x+ a

τ(y) = y

Siempre la parte unipotente es la identidad en xB.
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Ejemplo 5 : El cono. Afirmación de Oda ([18], (i) p. 140)

dimM = 2, base {e1, e2} y {w1, w2} base dual. ∆1 es:

v1 = 2w1 + w2; v3 = w2; v2 = −w1 − w2

El abanico

∆ = {σ1 = 〈v1, v3〉+; σ2 = 〈v2, v3〉+; σ3 = 〈v1, v2〉+}

Los abiertos afines tienen por anillos, para x = xe1 , y = xe2

σ∨1 V k[x, y, x−1y2]; σ∨2 V k[y−1x, x−1]; σ∨3 V k[xy−1, xy−2]

Las derivaciones y ráıces:

D(v1) = 〈x−e1+e2Dv1〉 ⇒ S(v1) = {−e1 + e2}

D(v3) = 〈xe1−e2Dv3〉 ⇒ S(v3) = {e1 − e2}

D(v2) = 〈{x−e1+2e2Dv2 ; x
e2Dv3 ; x

e1Dv3}〉 ⇒ S(v2) = {−e1 + 2e2, e2, e1}

con los valores v(−e1 + e2) = (−1, 0, 1), v(e1 − e2) = (1, 0,−1), v(−e1 + 2e2) =

(0,−1, 2), v(e2) = (1,−1, 1) y v(e1) = (2,−1, 0) de modo que son parejables las

ráıces:

S(v1) = {α13 = −e1 + e2} y S(v3) = {α31 = e1 − e2} ⇒ [H1] = [H3]

Son no parejables las ráıces de los conjuntos ordenados:

S(v2) = S∗(v2) = {r2
1 = −e1 + 2e2; r2

2 = e2; r2
3 = e1}

y los valores son v(r2
1) = (0,−1, 2), v(r2

2) = (1,−1, 1) y v(r2
3) = (2,−1, 0)

Divisores y descomposición fundamental: Como [H3] = [H1] y H2 = 2H1 +

D(x−e1) el semigrupo de los divisores de Weil efectivos es Ef(X) = 〈H1〉+ y además:

m2 = e1 = r2
3 m3 = e1 − e2 = α31

luego B = 0 y M = 0⊕ C con C = 〈m2, m3〉Z.
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Anillos de Cox: En este caso s = 1 k = 2 y la matriz N tiene columnas v′(m2) =

(2) y v′(m3) = (1) ⇒ las variables son:

y1 = x(1),0,0; y2 = x(2),−m2=−e1 ; y3 = x(1),−m3=−e1+e2

y por tanto como B = 0 se tiene

A′ = AC = K[y1 = x(1,0,0), y2 = x(2,−1,0), y3 = x(1,−1,+1)]

de grados respectivamente (1), (2), (1).

Las derivaciones en las coordenadas de K(M) y de K(Y = y1, . . . , yr) : En

K[M ] están generadas por

x−1yDv1

x−1y2Dv2 ; yDv2 ; xDv2

xy−1Dv3

que en AC son respectivamente

y−1
1 y3Dv1

y−1
2 y2

3Dv2 ; y1y
−1
2 y3Dv2 ; y

2
1y
−1
2 Dv2

y1y
−1
3 Dv3

lo que da las relaciones x ≡ y2
1y
−1
2 , y ≡ y1y

−1
2 y3 que definen el morfismo inyectivo

K(M) ↪→ k(y1, . . . , yr) y que utilizaremos en el último punto para ver como un

automorfismo graduado en AC se traduce en uno en X.

Orden y matrices R∗ y D: De los valores de v en las ráıces no parejables asociadas

a v2 se tienen que [v2] < [v3] de modo que la longitud máxima es l(v2) = 1 y por tanto

la parte unipotente Ru es un grupo aditivo en el que opera el toro T (3) ≡ K∗3.

Como hau dos clases de equivalencia ⇒ h = 2 de manera que R = Ru o T (2) es el

radical del grupo y veremos que no es abeliano. Las matrices son

R∗ ≡
(
M1

2 ∅
M1

3 ∅

)
donde M1

2 = {r2
1, r

2
2} y M1

3 = {r2
3 = m2}

D ≡
(
µ1

2 0
µ1

3 0

)
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donde µ1
2 = (a1, a2) ∈ K2 y µ1

3 = b ∈ K y todo D ∈ (Deru, •) = Ru será

D = a1x
r21Dv2 + a2x

r22Dv2 + bxr
2
3Dv2 ≡ (a1, a2, b)

Conjuntos Xi y Ri para el radical del grupo: Los conjuntos son

X0 = {v2} X1 = {v1, v3} Xq=2 = ∅

y

R0 = 0 R1 ≡ S∗(v2) R2 = R1

⇒ Ru = (Deru, •) = (A3, +) y el radical del grupo es

R(AutgAC) = (A3, +)o T (3)

Cálculo de λD(j): En este caso D = D(j = 1) y si como antes si D ≡ (µ1
2; µ1

3) ⇒
λD(1) es la columna

λD(1) =

 a1

a2

b


M y λ(i): La parte reductiva del grupo es G(A) × G(B) con G(A) = Gl(1) deter-

minado por v2 y G(B) = Gl(2) determinado por [v1] = [v3] siendo pues la matriz M

que define un automorfismo de la parte reductiva:

M =

(
M(A1) 0

0 M(B1)

)
con M(A1) = (µ(1)1

1 = µ) matriz de orden 1, M(B1) la matriz de orden 2

M(B1) = µ′(1) =

(
p z
q t

)
de modo que los λ(i) son

λ(1) = (p, q) λ(2) = (µ) λ(3) = (t, z)

Cálculo de M y E: Con los datos anteriores calculamos los coeficientes m(j = 1)pq

de la matriz M = M(j = 1) de orden dj=1 = 3. Para ello, las ráıces no parejables

son el conjunto ordenado

S∗(v2) = {r2
1, r

2
2, r

2
3}
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La primera columna m(j = 1)1
q se obtiene fijando la primera ráız r2

1, donde hemos

visto que v(r2
1) = (0,−1, 2) y hay que calcular | c() |= v(r2

1) = (0,−1, 2) donde c()

es c(1) y c(3) tales que

| c(1) |= 0
| c(3) |= 2

α(1) = (0, α13)
α(3) = (0, α31)

⇒

c(1) = (0, 0) c(3) =


(0, 2)
(1, 1)
(2, 0)

m1
1 :

Se tiene que cumplir la condición

r2
1 = r2

1 + c(1)α(1) + c(3)α(3)

luego la única solución es c(3) = (2, 0) ⇒

m1
1 = 2!.

(λ(3))c(3)

c(3)!
= t2.z0 = t2

m1
2 :

La condición ahora es

r2
2 = r2

1 + c(1)α(1) + c(3)α(3)

⇒ c(3) = (1, 1) ⇒

m1
2 = 2!.

(λ(3))c(3)

c(3)!
= 2.t.z

m1
3 :

La condición ahora es

r2
3 = r2

1 + c(3)α(3)

⇒ c(3) = (0, 2) ⇒

m1
3 = 2!.

z2

2!
= z2
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m2
1 :

En este caso r = r2
2 y como v(r) = (1,−1, 1) se debe cumplir:

| c(1) |= 1
| c(3) |= 1

α(1) = (0, α13)
α(3) = (0, α31)

⇒
c(1) =

{
(1, 0)
(0, 1)

c(3) =

{
(1, 0)
(0, 1)

y tales que

r2
1 = r2

2 + c(1)α(1) + c(3)α(3)

⇒ c(1) = (0, 1) y c(3) = (1, 0) ⇒

m2
1 = q.t

m2
2 :

La condición ahora es

r2
2 = r2

2 + c(1)α(1) + c(3)α(3)

⇒ hay dos posibilidades, una c(1) = (1, 0), c(3) = (1, 0) y la otra c(1) = (0, 1),

c(3) = (0, 1) ⇒

m2
2 = 1.(λ(1)(1,0).λ(3)(1,0) + λ(1)(0,1).λ(3)(0,1) = x.t+ y.z

m2
3 :

La condición ahora es

r2
3 = r2

2 + c(1)α(1) + c(3)α(3)

⇒ c(1) = (1, 0), c(3) = (0, 1) ⇒
m2

3 = x.z

m3
1 :

En este caso r = r2
3 y como v(r) = (2,−1, 0) se debe cumplir:

| c(1) |= 2
| c(3) |= 0

⇒
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c(3) = (0, 0) c(1) =


(0, 2)
(1, 1)
(2, 0)

y tales que

r2
1 = r2

3 + c(1)α(1) + c(3)α(3)

⇒ c(1) = (0, 2) y c(3) = (0, 0) ⇒ m3
1 = q2 lo cual ya se sab́ıa por ser [v1] = [v3] lo

que implica que m3 se obtiene de m1 sin más cálculos que intercambiar las columnas

en M(B1) de modo que cambiamos p por z y q por t ⇒

m3
2 = 2q.p

m3
3 = p2

y la matriz buscada es

M =

 t2 qt q2

2tz pt+ qz 2pq
z2 pz p2


Por tanto, si D ≡ (a1, a2, b) con 1 + nD ∈ Ru el correspondiente automorfismo de la

parte unipotente y τM es el automorfismo de la parte reductiva de matriz la matriz

M antes definida, en la que M(A1) = (m), entonces E ∈ (Deru, •) = Ru tal que

1 + nE = τM ◦ 1 + nD ◦ τ−1
M es:

E ≡M.

 a1

a2

b

 .(µ−1)

que muestra cómo opera la parte reductiva en la unipotente. EL toro T (r = 3) es

subgrupo de la parte reductiva representado por las matrices M3 en las que q = z = 0

es decir T (r) son las matrices del tipo

M3 =

 µ 0 0
0 p 0
0 0 t


donde el automorfismo asociado es τM(y1) = py1, τM(y2) = µy2, τM(y3) = ty3, ⇒ la

matriz asociada M es

M3 =

 t2 0 0
0 pt 0
0 0 p2


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⇒

E ≡

 t2 0 0
0 (pt) 0
0 0 p2

 .

 a1

a2

b

 .(µ−1)

es decir

E ≡

 a1.µ
−1.t2

a2.µ
−1.(pt)

b.µ−1.p2


con lo que se tiene la operación del toro en el radical unipotente y de lo que se

deduce, como en el Ejemplo 1, que el radical no es un subgrupo abeliano.

El grupo de automorfismos de la variedad tórica:

Del abanico se deduce que la única permutación en las aristas ∆1 asociada a un

automorfismo Z−lineal que conserva el abanico es la trasposición entre v1 y v3 que

justo son tales que [v1] = [v3] de modo que de la sección anterior se deduce que

AutX coincide con su componente conexa en el origen y por tanto

AutX = (A3, +)o (Gl(1)×Gl(2)) /TA1

con la operación vista en el apartado anterior que no se ve afectada por el cociente

porque TA1 opera en Ru por la identidad.

Para calcular el cociente, como B = 0 entonces TA1 = m(SpecK[Zs=1]) que en el

toro T (3) es

(µ1;µ
v′(m2)
1 , µ

v′(m3)
1 ) = (µ1;µ2

1, µ1)

que como matriz en Gl(A)×Gl(B) es

g =

 µ2
1 0 0

0 µ1 0
0 0 µ1


En relación con la operación del toro en Ru que acabamos de ver en el apartado an-

terior, seŕıa t = p = µ1 y µ = p2 de modo que la derivación asociada al automorfismo

de Ru resultante de la operación de TA1 en Ru es

E ≡

 a1.p
2.p−2

a2.p
2.p−1.p−1

b.p2.p−2

 =

 a1

a2

b


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lo que muestra que en efecto TA1 opera en Ru por la identidad.

TA1 opera en Gl(1)×Gl(2) : Sean

M =

 µ 0 0
0 p z
0 q t

 g =

 λ2 0 0
0 λ 0
0 0 λ


⇒

g.M =

(
λ2µ 0
0 λB

)
con B =

(
p z
q t

)
luego tomando λ =

√
µ−1 se tiene la sucesión exacta de grupos, siendo µ2(K) el

subgrupo de las ráıces 2−ésimas de la unidad,

0 → TA1 → Gl(1)×Gl(2) → Gl(2)/µ2(K) → 0

M  [
√

1
µ
B]

luego se ha probado

AutX = (A3, +)oGl(2)/µ2(K)

con las operaciones que se han descrito antes. Su radical tiene toro maximal T (〈e1〉Z)

porque C = 〈e1, e1−e2〉Z y e1−e2 es la ráız parejable. Veamos por último la operación

de los automorfismo de la parte reductiva y de la parte unipotente en K(M) :

Automorfismos de la parte reductiva: Sea pues M la matriz de clase

[M ] =

 1 0 0
0 a c
0 b d


entonces si τ = τ[M ] se tiene

τ(x) ≡ τ(y2
1)

τ(y2)
=

(ay1 + by3)2

y2

=
y2

1(a+ by3y
−1
1 )2

y2

luego

τ(x) =
(ax+ by)2

x

y por otro lado,

τ(y) ≡ τ(y1y3)

τ(y2)
=

(ay1 + by3)(cy1 + dy3)

y2

que operando y sacando factor común da

y−1
2 y1y3.(acy1y

−1
3 + bdy−1

1 y3 + (ad+ bc))
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luego

τ(y) =
acx2 + bdy2 + (ad+ bc)xy

x

Automorfismos de la parte unipotente: Como TAn−1 es subgrupo de la parte

reductiva de AutgAC , la parte unipotente de AutX y AutgAC coinciden.

Sea pues τ = 1 +nD con D = a1x
r21Dv2 + a2x

r22Dv2 + bxr
2
3Dv2 y sea τ = τD = 1 +nD

⇒
τ(y1) = y1 τ(y3) = y3

τ(y2) = y2 + a1y
2
3 + a2y1y3 + by2

1

⇒
τ(x) ≡ τ(y2

1y
−1
2 ) =

y2
1

y2.(1 + a1y2
3y
−1
2 + a2y1y3y

−1
2 + by2

1y
−1
2 )

luego

τ(x) =
x2

x+ a1y2 + a2xy + bx2

por otro lado

τ(y) ≡ y1y3

y2.(1 + a1y2
3y
−1
2 + a2y1y3y

−1
2 + by2

1y
−1
2 )

⇒
τ(y) =

xy

x+ a1y2 + a2xy + bx2

y se observa que τ(x.y−1) = x.y−1

Afirmación de Oda Veremos que, como afirma T. Oda en [18], (i) p. 140 y D. Cox

en [2], Prop. 4.5, los automorfismos de la parte reductiva pueden estar generados por el

toro y los grupos uniparamétricos de las ráıces parejables pero no es en general cierto

que sea el producto de ellos. En efecto veamos en este caso qué matrices (clases) [M ]

pueden obtenerse con tales productos.

Sea µ ∈ T (3), µ = (µ1, µ2, µ3) y el automorfismo asociado τµ(yi) = yi y los automorfismos

de los grupos uniparamétricos asociados a las ráıces parejables α13 = −m3 y α31 = m3 :

τ1 = 1 + npxα13Dv1 τ2 = 1 + nqxα31Dv3

tales que τ1(y1) = y1 + py3 y τ3(y3) = y3 + qy1 y ambas respectivamente la identidad en

el resto. Sea entonces el automorfismo de la parte reductiva τ = τµ ◦ τ1 ◦ τ3 y aplicando a

las variables da:

τ(y1) = µ1y1 + µ3y3 τ(y3) = µ1qy1 + µ3(1 + pq)y3
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de modo que las matrices (clases) obtenidas son del tipo:

[M ] =

 µ2 0 0
0 µ1 µ1q
0 µ3p µ3(1 + pq)


y nunca saldŕıan las matrices del tipo:

[M ] =

 1 0 0
0 0 c
0 b d


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Ejemplo 6 : Dimensión 3 y no simplicial y B 6= 0

dimM = 3, base {e1, e2, e3} y {w1, w2, w3} base dual y ∆1 es:

v1 = −w1 + 2w2 + w3

v2 = 2w1 + w2 + w3

v3 = w1 − w2 + w3

v4 = −w1 − w2 + w3

v5 = −w3

El abanico ∆ es

σ1 = 〈v1, v2, v3, v4〉+ σ2 = 〈v1, v2, v5〉+

σ3 = 〈v2, v3, v5〉+ σ4 = 〈v3, v4, v5〉+ σ5 = 〈v1, v4, v5〉+

Los abiertos afines tienen por anillos, para x = xe1 , y = xe2 , z = xe3

σ∨1 V k[z, x−1y−3z5, x−2yz3, yz, xz, y−1z2]

σ∨2 V k[x−1y2, x2y, xy3z−5, y, z−1]

σ∨3 V k[xy−2, xy, x2y−1z−3, z−1, x]

σ∨4 V k[x−1y−1, xy−1, z−1x, y−1]

σ∨5 V k[x−2y−1, x−1y, z−1x, x−1]

Las derivaciones y ráıces: Planteamos los correspondientes sistemas de inecua-

ciones diofánticas y obtenemos D(vi) = 0 ∀ i ∈ {1, 2, 3, 4} y veamos D(v5). Hay que

resolver
−a+ 2b+ 1 ≥ 0
2a+ b+ 1 ≥ 0
a− b+ 1 ≥ 0
−a− b+ 1 ≥ 0

con c = 1 y se traduce en b ≤ 1 y b − 1 ≤ a ≤ −b + 1 lo que da como soluciones

(0, 1, 1) = e2 + e3, (0, 0, 1) = e3, (1, 0, 1) = e1 + e3 con los valores

v(r5
1 = e2 + e3) = (3, 2, 0, 0,−1)

v(r5
2 = e1 + e3) = (0, 3, 2, 0,−1)

v(r5
3 = m5 = e3) = (1, 1, 1, 1,−1)

⇒ S(v5) = S∗(v5) = {r5
1, r

5
2, m5} son las únicas ráıces. No hay ráıces semisimples

(parejables) y por tanto el grupo es resoluble.
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Divisores y descomposición fundamental: El semigrupo de los divisores de

Weil efectivos es Ef(X) = 〈H1, H2, H3, H4〉+ con las relaciones:

H5 = H1 +H2 +H3 +H4 +D(x−e3) ⇒ m5 = e3 v(m5) = (1, 1, 1, 1;−1)

B = {v5 = 0} = 〈e1, e2〉Z luego M = B ⊕ C con C = 〈m5 = e3〉Z

Anillos de Cox: En este caso s = 4 k = 1 y la matriz N tiene columna N1 =

v′(m5) = (1, 1, 1, 1) ⇒ las variables son: y1 = x((1,0,0,0),0); y2 = x((0,1,0,0),0); y3 =

x((0,0,1,0),0); y4 = x((0,0,0,1),0); y5 = x(1,1,1,1),0,0,−1 y por tanto

AC = K[y1, y2, y3, y4, y5]

de grados respectivamente (1, 0, 0, 0); (0, 1, 0, 0); (0, 0, 1, 0); (0, 0, 0, 1); (1, 1, 1, 1)

módulo

〈(−1, 2, 1,−1), (2, 1,−1,−1)〉Z

siendo v′(β1 = e1) = (−1, 2, 1,−1) y v′(β2 = e2) = (2, 1,−1,−1)

El anillo de Cox generalizado se obtiene de A′ = AC [B] dado por el Corolario 5.5

de modo que para β ∈ B el isomorfismo viene dado por xβ ≡ x−v
′(β),β y por tanto

A′ = K[y1, y2, y3, y4, y5, y6, y
−1
6 , y7, y

−1
7 ]

donde y6 = x(−v′(e1),e1) = x((−1,2,1,−1),1,0,0) y donde y7 = x(−v′(e2),e2) = x((2,1,−1,−1),0,1,0)

Los generadores de las derivaciones: Teniendo en cuenta las relaciones

K(M) → K(AC) → K(A′ ' AC [XB])
xm  (v′(mB),mC) = Y v(m)  Y v(m).XmB

Los generadores en K(M) son

yzDv5 ; xzDv5 ; zDv5

Los generadores en AC son

y3
1y

2
2y
−1
5 Dv5 ; y

3
2y

2
3y
−1
5 Dv5 ; y1y2y3y4y

−1
5 Dv5
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Los generadores en A′ son los mismos que en AC . Las relaciones entre las variables

de X y AC son

x ≡ y−1
1 y2

2y3y
−1
4 , y ≡ y2

1y2y
−1
3 y−1

4 , z ≡ y1y2y3y4y
−1
5

y con las de A′ son

x ≡ y−1
1 y2

2y3y
−1
4 y6, y ≡ y2

1y2y
−1
3 y−1

4 y7, z ≡ y1y2y3y4y
−1
5

Orden y matrices R∗ y D: Como v5 < vila longitud máxima es l(vi) = 1 = q− 1

y por tanto la parte unipotente será el producto semidirecto de un grupo aditivo

en el que opera la parte reductiva que consiste en el toro T (5).

Ahora s = 4 y k = 1 y las matrices son

R∗ ≡
(
M1

2

)
donde M1

2 = {r5
1, r

5
2,m5}.

D ≡
(
µ1

2

)
donde µ1

2 = (a, b, c) ∈ K3 y todo D ∈ (Deru, •) = Ru será

D = axr
5
1Dv5 + bxr

5
2Dv5 + cxm5Dv5

Conjuntos Xi y Ri para el radical del grupo: Los conjuntos son

X0 = {v5} X1 = {v1, v2, v3, v4} Xq=2 = ∅

y

R0 = 0 R1 ≡ S∗(v5) R1 = R2

⇒ R1 = R1/R0 ≡ D(v5) y ⇒

Ru = (Deru, •) = (D(v5), •) = (A3, +)

por tanto es abeliano. Como hay h = 5 clases de equivalencia el radical del grupo es

R(AutgAC) =
(
A3, +

)
o T (5)

con la operación del toro en Ru dada por λ = (λ1, λ2, λ3, λ4, λ5) y D ≡ (a, b, c) ∈ Ru

⇒ λ.D = (λv(r51), λv(r52), λv(m5)).
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El grupo de automorfismos de la variedad tórica: En este caso la parte

reductiva es el toro T (5) y por tanto Aut◦X es el grupo resoluble

Aut◦X =
(
A3, +

)
o ((T (5)) /TA2)

y el cociente AutX/Aut◦X es nulo.

Para calcular (T (5)/TA2) , como B = {e1, e2} ⇒ TA2 ⊂ SpecK[Zs=4] es el subgrupo

dado por g = (x, y, z, t) tales que

gv
′(e1) = 1; gv

′(e2) = 1 ⇒ z =
x2

√
xy

; t = y
√
xy

y como m(SpecK[Zs=4]) en T (5) es (x, y, z, t;x.y.z.t) ⇒ TA2 son en T (5) los ele-

mentos del tipo

g =

(
λ, µ,

λ2

√
λµ
, µ
√
λµ;λ3µ2

)
que opera en T (5) de modo que la clase de (a, b, c, d; p) es

[(a, b, c, d; p)] = [(1, 1,
u
√
abc

a2
,

d

u
√
abb

;
p

a3b2
)]

⇒
AutX =

(
A3, +

)
o (((Gm×Gm) /µ2(K))×Gm)

donde Gm denota el grupo multiplicativo y u ∈ µ2(K) son las ráıces cuadradas

de la unidad. En este caso como no hay ráıces parejables el toro maximal de su

radical es el toro inicial T (M) que por el isomorfismo de AutX con AutgAC/TA2 da

((Gm×Gm) /µ2(K))×Gm
Veamos por último la operación de los automorfismo de la parte reductiva y de la

parte unipotente en K(M) :

Automorfismos de la parte reductiva: Sea entonces [µ] = [(µ1, µ2, µ3, µ4, µ5)]

con τµ(yi) = µiyi ⇒ como

x ≡ y−1
1 y2

2y3y
−1
4 , y ≡ y2

1y2y
−1
3 y−1

4 , z ≡ y1y2y3y4y
−1
5

se tiene

τµ(x) =
µ2

2µ3

µ1µ4

x
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τµ(y) =
µ2

1µ2

µ3µ4

y

τµ(z) =
µ1µ2µ3µ4

µ5

z

luego como [µ] = [(1, 1, [a, b], c)] en ((Gm×Gm) /µ2(K))×Gm ⇒

τ[µ](x) =
a

b
x τ[µ](y) =

1

ab
y τ[µ](z) =

ab

c
z

Automorfismos de la parte unipotente: Como TAn−1 es subgrupo de la parte

reductiva de AutgAC , la parte unipotente de AutX y AutgAC coinciden.

Sea pues τ = 1 + nD con

D = axr
5
1Dv5 + bxr

5
2Dv5 + cxm5Dv5

⇒ sabemos que τ(x) = x y también τ(y) = y porque x = xe1 , y = ye2 y Ru siempre

es la identidad sobre K[B] ⊂ K[M ]. Sobre z es

τ(z) ≡ y1y2y3y4

y5.(1 + ay3
1y

2
2y
−1
5 + by3

2y
2
3y
−1
5 + cy1y2y3y4y

−1
5 )

⇒
τ(z) =

z

1 + ayz + bxz + cz
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Ejemplo 7 : Variedad tórica en dimensión 3 con grupo de automorfismos

reductivo

dimM = 3, base {e1, e2, e3} y {w1, w2, w3} base dual. ∆1 es:

v1 = −2w1 + w2; v2 = 3w1 + w3; v3 = −w2; v4 = −w3

El abanico

∆ = {σ1 = 〈v1, v2, v4〉+; σ2 = 〈v1, v3, v4〉+; σ3 = 〈v2, v3, v4〉+; σ4 = 〈v1, v2, v3〉+}

Los abiertos afines: Si x = xe1 , y = xe2 , z = xe3 para calcular σ∨1 hay encontrar

los x(a,b,c) que cumplan el sistema de inecuaciones diofánticas

c ≤ 0
−2a+ b ≥ 0
3a+ c ≥ 0

que se traduce en 2a ≤ b, | c |≤ 3a con y ≥ 0 de modo que las soluciones son

(0, 1, 0), (1, 2, 0), (1, 2,−1), (1, 2,−2), (1, 2,−3) y el resto dependen N−linealmente

de estas. De igual modo se calculan los otros tres abiertos afines resultando:

σ∨1 V k[y, x, y2, xy2z−1, xy2z−2, xy2z−3]

σ∨2 V k[x−1, z−1, x−1y−2, x−1y−1z−1]

σ∨3 V k[x, y−1, xy−3, xz−1]

σ∨4 V k[z, x−1z3, x−1y−2z3, x−1y−1z3]

Las derivaciones y ráıces: Las ráıces son

S(v1) = {α13 = −e2}; S(v2) = {α24 = −e3}; S(v3) = {e2}; S(v4) = {e3}

y las derivaciones asociadas a ellas. Las ráıces son todas parejables, (semisimples) y

por tanto el grupo de automorfismos es reductivo.

Divisores y descomposición fundamental: El semigrupo de los divisores de Weil

efectivos es Ef(X) = 〈H1, H2〉+ con [H3] = [H1] y [H2] = [H4] y las relaciones:

H3 = H1 +D(x−e2) H4 = H2 +D(x−e3)
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luego

m3 = e2; m4 = e3 v(m3) = (1, 0,−1, 0); v(m4) = (0, 1, 0,−1)

B = {v3 = 0} ∩ {v4 = 0} = 〈e1〉Z luego M = B ⊕ C con C = 〈m3, m4〉Z.

Anillos de Cox: En este caso s = 2 k = 2 y la matriz N tiene columnas N1 =

v′(m3) = (1, 0) y N2 = v′(m4) = (0, 1) ⇒ las variables son:

y1 = x((1,0),0,0); y2 = x((0,1),0,0); y3 = x(N1,−m3); y4 = x(N2,−m4

y por tanto como B = 〈e1〉Z se tiene

AC = K[y1 = x(1,0,0,0,0), y2 = x(0,1,0,0,0), y3 = x(1,0,0,−1,0), y4 = x(0,1,0,0,−1)]

de grados respectivamente (1, 0), (0, 1), (1, 0), (0, 1). y

A′ = K[y1, y2, y3, y4, y5 = x(−v′(e1),e1), y6 = x−(−v′(e1),e1)]

Las derivaciones en las coordenadas de K(M) y de K(Y = y1, . . . , yr) :

Teniendo en cuenta que

v(α13 = −e2) = (−1, 0, 1, 0)

v(α24 = −e3) = (0,−1, 0, 1)

v(m3 = e2) = (1, 0,−1, 0)

v(m4 = e3) = (0, 1, 0,−1)

las derivaciones están generadas por:

y−1Dv1 ≡ y−1
1 y3Dv1 ; z

−1Dv2 ≡ y−1
2 y4Dv2

yDv3 ≡ y1y
−1
3 Dv3 ; zDv4 ≡ y2y

−1
4 Dv4

lo que da las relaciones y ≡ y1y
−1
3 , z ≡ y2y

−1
4 x ≡ y−2

1 y3
2 que definen el morfismo

inyectivo K(M) ↪→ k(y1, . . . , yr) y que utilizaremos en el último punto para ver

como un automorfismo graduado en AC se traduce en uno en X.
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Orden y matrices R∗ y D: Son nulas porque no hay ráıces no parejables y por

tanto el subgrupo unipotente es nulo. La longitud es cero y q = 1.

M y λ(i): La parte reductiva del grupo es G(A) × G(B) con G(A) = 0 y G(B) =

Gl(2)×Gl(2) determinados respectivamente por [v1] = [v3] y por [v2] = [v4] siendo

pues la matriz M que define un automorfismo de la parte reductiva:

M =

(
M(B1) 0

0 M(B2)

)
con M(B1) y M(B2) las matrices de orden 2

M(B1) =

(
a1 b1

a3 b3

)
M(B2) =

(
a2 b2

a4 b4

)
de modo que los λ(i) son

λ(1) = (a1, a3) λ(3) = (b3, b1) λ(2) = (a2, a4) λ(4) = (b4, b2)

Conjuntos Xi y Ri para el radical del grupo: Son nulos y el radical se reduce

al toro T (h = 2) donde 2 es el n’umero de clases en ∆1.

El grupo de automorfismos de la variedad tórica: Las únicas permutaciones

en ∆1 que son isomorfismos lineales en el ret́ıculo y además conservan el abanico

son las dadas por las trasposiciones entre aristas de la misma clase y por tanto el

grupo AutX/Aut◦X = 0 ⇒

AutX = (Gl(2)×Gl(2)) /TA2

y vamos a calcular el cociente. Como B está generado por e1, entonces TA2 ⊂
m(SpecK[Zs=2]) que son las matrices

g =


µ1 0 0 0
0 µ1 0 0
0 0 µ2 0
0 0 0 µ2


y que operan en M

gM =

(
µ1M(B1) 0

0 µ2M(B2)

)
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tales que (µ1, µ2)v
′(e1) = 1 y como v′(e1) = (−2, 4) ⇒ µ1 = µ2

√
µ2 ⇒ la operación

de TA2 en M es

gM =

(
µ
√
µM(B1) 0

0 µM(B2)

)
⇒ el cociente es

(Gl(2)×Gl(2)) /TA2 = (Gl(2)/µ2(K))×GP2

producto de grupo lineal por grupo lineal proyectivo. El toro maximal T = T (M) de

AutX por el isomorfismo con AutgAC/TA2 da T (2)/µ2(K)×T (1) y el toro maximal

del radical R(AutX) es T (B) = T (〈e1〉Z) porque M = B⊕C y las ráıces parejables

generan todo C.

El automorfismo en X que define [M ] ∈ GP2 ×GP2 es:

τM(y1) = a1y1 + a3y3 τM(y2) = a2y2 + a4y4

τM(y3) = b3y3 + b1y1 τM(y4) = b4y4 + b2y2

⇒
τ[M ](y) ≡ τM(y1)

τM(y3)
=
a1y1 + a3y3

b3y3 + b1y1

= y1y
−1
3 .

a1 + a3y3y
−1
1

b3 + b1y1y
−1
3

luego

τ[M ](y) =
a1x+ a3

b1x+ b3

y de igual modo,

τ[M ](z) =
a2y + a4

b2y + b4

y por último,

τ[M ](x) ≡ τM(y2)3

τM(y1)2
=

(a2y2 + a4y4)3

(a1y1 + a3y3)2
= y3

2y
−2
1 .

(a2 + a4y4y
−1
2 )3

(a1 + a3y3y
−1
1 )2

luego

τ[M ](x) =
xy2

z3
.
(a2z + a4)3

(a1x+ a3)2
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Ejemplo 8 : Variedad tórica con auomorfismo que no está en la conponente

conexa

dimM = 2, base {e1, e2} y {w1, w2} base dual. ∆1 es:

v3 = w1; v4 = w2; v1 = −2w1 − 3w2; v2 = −3w1 − 2w2

El abanico

∆ = {σ1 = 〈v3, v4〉; σ2 = 〈v1, v3〉; σ3 = 〈v2, v4〉; σ4 = 〈v1, v2〉}

Los abiertos afines tienen por anillos, para x = xe1 , y = xe2

σ∨1 V k[x, y]; σ∨2 V k[y−1, x3y−2, xy−1]

σ∨3 V k[x−1, y3x−2, yx−1]; σ∨4 V k[yx−2, x−1, y−1, xy−2, x2y−3, y2x−3]

Las derivaciones y ráıces:

D(v1) = 0, D(v2) = 0⇒ S(v1) = S(v2) = ∅

D(v3) = 〈x−e1Dv3〉 ⇒ S(v3) = S∗(v3) = {r3
1 = m3 = −e1}

D(v4) = 〈x−e2Dv4〉 ⇒ S(v4) = S∗(v4) = {r4
1 = m4 = −e2}

Las ráıces son todas no parejables, no hay ráıces semisimples (parejables) y por

tanto el grupo es resoluble.

Divisores y descomposición fundamental: El semigrupo de los divisores de

Weil efectivos es Ef(X) = 〈H1, H2〉+ con las relaciones:

H3 = 2H1 + 3H2 +D(xe1) ⇒ m3 = −e1 v(m3) = (2, 3,−1, 0)

H4 = 3H1 + 2H2 +D(xe2) ⇒ m4 = −e2 v(m4) = (3, 2, 0,−1)

B = {v3 = 0} ∩ {v4 = 0} = 0 luego M = 0 ⊕ C con C = 〈m3, m4〉Z y S∗(v3) =

{r3
1 = m3} y S∗(v4) = {r4

1 = m4}.

Anillos de Cox: En este caso s = 2 k = 2 y la matriz N tiene columnas N1 =

v′(m3) = (2, 3) y N2 = v′(m4) = (3, 2) ⇒ las variables son:

y1 = x((1,0),0,0); y2 = x((0,1),0,0); y3 = x(N1,−m3); y4 = x(N2,−m4)
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y por tanto como B = 0 se tiene

A′ = AC = K[y1 = x(1,0,0,0), y2 = x(0,1,0,0), y3 = x(2,3,1,0), y4 = x(3,2,0,1)]

de grados respectivamente (1, 0), (0, 1), (2, 3), (3, 2).

Las derivaciones en las coordenadas de K(M) y de K(Y = y1, . . . , yr) :

Teniendo en cuenta que

v(r3
1 = −e1) = (2, 3,−1, 0)

v(r4 = −e2) = (3, 2, 0,−1)

las derivaciones están generadas por:

x−1Dv3 ≡ y2
1y

3
2y
−1
3 Dv3 ; y

−1Dv4 ≡ y3
1y

2
2y
−1
4 Dv4

lo que da las relaciones x ≡ y−2
1 y−3

2 y3, y ≡ y−3
1 y2

2y4 que definen el morfismo inyectivo

K(M) ↪→ k(y1, . . . , y4) y que utilizaremos en el último punto para ver como un

automorfismo graduado en AC se traduce en uno en X.

Orden y matrices R∗ y D: De los valores de v en las ráıces no parejables asociadas

a v3 se tienen que v3 < v1 y v4 < v2 de modo que la longitud máxima es 1 y por

tanto el radical unipotente es un grupo aditivo en el que opera la parte reductiva

que consiste en el toro T (4) ≡ K∗4.

Las matrices son

R∗ ≡
(
∅ ∅
M1

3 M2
3

)
donde M1

3 = {m3} y M2
3 = {m4}

D ≡
(

0 0
µ1

3 µ2
3

)
donde µ1

3 = a ∈ K y µ2
3 = b y todo D ∈ (Deru, •) = Ru será

D = axm3Dv3 + bxm4Dv4 ≡ (a, b)
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Conjuntos Xi y Ri para el radical del grupo: Los conjuntos son

X0 = {v3, v4} X1 = {v1, v2} Xq=2 = ∅

y

R0 = 0 R1 ≡ S∗(v3), S∗(v4)} R2 = R1

⇒ R1 = R1/R0 ≡ 〈D(v3), D(v4)〉 ⇒

Ru = (A2, +)

y por tanto es abeliano. El radical del grupo es

R(AutgAC) =
(
A2, +

)
o T (4)

y el radical de AutX es

R(AutX) =
(
A2, +

)
o T (4)/TA1

El grupo de automorfismos de la variedad tórica: Aut◦X es el grupo resoluble

conexo

Aut◦X =
(
A2, +

)
o (T (4)/TA1) = R(Aut◦X)

cuya parte reductiva es el toro T = T (M) ' T (4)/TA1 y que opera en el radical

unipotente del mismo modo que lo hace T (4) porque como sabemos TA1 opera en

Ru por la identidad y la operación en este caso según el apartado segundo del punto

tercero del lema 7.17 es:

Si λ = (λ1, λ2, λ3, λ4) y τλ ∈ T (4) es el automorfismo asociado y D ≡ (a, b) ∈ A2 ⇒

τλ ◦ (1 + nD) ◦ τλ−1 = 1 + nE con E ≡ (a.λ2
1λ

3
2λ
−1
3 , b.λ3

1λ
2
2λ
−1
4 )

Para calcular (T (4)/TA1) , como B = 0 ⇒ TA1 ' SpecK[Zs=2] es el subgrupo de

T (4) de los elementos g = (λ1, λ2, (λ1, λ2)v
′(m3), (λ1, λ2)v

′(m4)) ⇒ son del tipo

g =
(
p, q, p2q3, p3q2

)
que opera en µ ∈ T (4) :

g.µ =
(
pµ1, qµ2, p

2q3µ3, p
3q2µ4

)
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⇒ [µ] = [(1, 1, i, j)] para i = µ3µ
−2
1 µ−3

2 y j = µ4µ
−3
1 µ−2

2 ⇒

Aut◦X =
(
A2, +

)
o T (2)

con la operacione del toro en A2 que se ha descrito antes. Veamos la operación de

los automorfismo de la parte reductiva y de la parte unipotente en K(M) :

Automorfismos de la parte reductiva: Sea entonces [µ] = [(1, 1, i, j)] y τ[µ](y1) =

y1, τ[µ](y2) = y2, τ[µ](y3) = iy3, τµ(y4) = jy4, ⇒

τ[µ](x) ≡ τ[µ](
y3

y2
1y

3
2

) =
iy3

y2
1y

3
2

luego

τ[µ](x) = ix

y de similar modo,

τ[µ](y) = jy

Automorfismos de la parte unipotente: Como sabemos, la parte unipotente de

AutX y AutgAC coinciden.

Sea pues τ = 1 + nD con D ≡ (a, b) es decir

D = axm3Dv3 + bxm4Dv4

⇒
τ(y1) = y1 τ(y2) = y2

τ(y3) = y3 + ay3Y
v(m3 = y3 + ay2

1y
3
2

análogamente

τ(y4) = y4 + by3
1y

2
2

⇒ en X, como x = xe1 ≡ Y v(e1) = y3y
−2
1 y−3

2 ⇒

τ(x) = τ(y3y
−2
1 y−3

2 ) = (y3 + ay2
1y

3
2)y−2

1 y−3
2

⇒
τ(x) = x+ a
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y de igual modo se calcula:

τ(y) = y + b

con lo que queda determinado con precisión el grupo Aut◦X. En este ejemplo el

cociente AutX/Aut◦X es un grupo finito no nulo generado por el automorfismo

τ(x) = y (τ 2 = Id) que efectivamente es automorfismo porque procede del auto-

morfismo Z−lineal en M que es permutar e1 con e2 y que en ∆1 es la permutación

v1 ↔ v2 v3 ↔ v4 que evidentemente conserva el abanico.

Creo que este ejemplo muestra cómo determinar en general el grupo finito, al menos

parte de él.
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Ejemplo 9 : Con ráıces semiparejables y simplicial no regular

dimM = 2, base {e1, e2} y {w1, w2} base dual. ∆1 es:

v1 = w1 + 2w2; v2 = −w2; v3 = −w1

El abanico

∆ = {σ1 = 〈v1, v3〉; σ2 = 〈v2, v3〉; σ3 = 〈v1, v2〉}

Los abiertos afines tienen por anillos, para x = xe1 , y = xe2

σ∨1 V k[y, x−1y, x−2y]; σ∨2 V k[x−1, y−1]; σ∨3 V k[x, x2y−1]

Las derivaciones y ráıces:

Son parejables las ráıces:

S(v1) = {α13 = −e1} y S(v3) = {α31 = e1 = m3} ⇒ [H1] = [H3]

con los valores v(e1) = (−1, 0, 1) y v(−e1) = (1, 0,−1).

Son no parejables las ráıces del conjunto ordenado:

S(v2) = S∗(v2) = {r2
1 = −2e1 + e2; r2

2 = −e1 + e2; r2
3 = m2 = e2}

y los valores son v(r2
1) = (0,−1, 2), v(r2

2) = (1,−1, 1) y v(r2
3) = (2,−1, 0)

Las derivaciones en X están generadas por la base

{x−2yDv2 , x
−1yDv2 , yDv2 , x

−1Dv1 , xDv3}

Divisores y descomposición fundamental: Como [H3] = [H1] y H2 = 2H1 +

D(x−m2) el semigrupo de los divisores de Weil efectivos es Ef(X) = 〈H1〉+ y además

B = 0 y M = 0⊕ C con C = 〈m2, m3〉Z.

Anillos de Cox: En este caso s = 1 k = 2 y la matriz N tiene columnas v′(m2) =

(2) y v′(m3) = (1) ⇒ las variables son:

y1 = x(1),0,0; y2 = x(2),−m2=−e1 ; y3 = x(1),−m3=−e2

y por tanto como B = 0 se tiene

A′ = AC = K[y1 = x(1,0,0), y2 = x(2,−1,0), y3 = x(1,0,−1)]
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de grados respectivamente (1), (2), (1).

Las derivaciones en las coordenadas de K(M) y de K(Y = y1, . . . , yr) : En

K[M ] están generadas por

x−1Dv1 , xDv3 , x
−2yDv2 , x

−1yDv2 , yDv2

que en AC son respectivamente

y−1
1 y3Dv1 y1y

−1
3 Dv3 y

−1
2 y2

3Dv2 ; y1y
−1
2 y3Dv2 ; y

2
1y
−1
2 Dv2

lo que da las relaciones x ≡ y2
1y
−1
3 ; y ≡ y2

1y
−1
2 que definen el morfismo inyectivo

K(M) ↪→ k(y1, . . . , yr) y que utilizaremos en el último punto para ver como un

automorfismo graduado en AC se traduce en uno en X.

Orden y matrices R∗ y D: De los valores de v en las ráıces no parejables asociadas

a v2 se tienen que [v2] < [v3] de modo que la longitud máxima es l(v2) = 1 y por tanto

la parte unipotente Ru es un grupo aditivo en el que opera el toro T (3) ≡ K∗3

de manera que R = Ru o T (3) es el radical del grupo AutgAC . Las matrices son

R∗ ≡
(
M1

2 ∅
M1

3 ∅

)
donde M1

2 = {r2
1, r

2
2} y M1

3 = {r2
3 = m2}

D ≡
(
µ1

2 0
µ1

3 0

)
donde µ1

2 = (a, b) ∈ K2 y µ1
3 = c ∈ K y todo D ∈ (Deru, •) = Ru será

D = axr
2
1Dv2 + bxr

2
2Dv2 + cxm2Dv2 ≡ (a, b, c)

Conjuntos Xi y Ri para el radical del grupo: Los conjuntos son

X0 = {v2} X1 = {v1, v3} Xq=2 = ∅

y

R0 = 0 R1 ≡ S∗(v2) R2 = R1

⇒ Ru = (Deru, •) = (A3, +) y como hay h = 2 dos clases el radical del grupo es

R(AutgAC) = (A3, +)o T (h = 2)
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Cálculo de λD(j): En este caso D = D(j = 1) y si como antes si D ≡ (µ1
2; µ1

3) ⇒
λD(1) es la columna

λD(1) =

 a
b
c


M y λ(i): La parte reductiva del grupo es G(A) × G(B) con G(A) = Gl(1) deter-

minado por v2 y G(B) = Gl(2) determinado por [v1] = [v3] siendo pues la matriz M

que define un automorfismo de la parte reductiva:

M =

(
M(A1) 0

0 M(B1)

)
con M(A1) = (µ(1)1

1 = µ) matriz de orden 1, M(B1) la matriz de orden 2

M(B1) = µ′(1) =

(
p z
q t

)
de modo que los λ(i) son

λ(1) = (p, q) λ(2) = (µ) λ(3) = (t, z)

y el automorfismo de la parte reductiva asociado aM es τM(y1) = py1+qy3; τM(y2) =

µy2; τM(y3) = ty3 + zy1

Cálculo de M y E: Para ver la operación de la parte reductiva en la unipotente,

podemos proceder como en el ejemplo 5 ya que los datos son iguales y obtendremos

la matriz:

M =

 t2 qt q2

2tz pt+ qz 2pq
z2 pz p2


Por tanto, si D ≡ (a, b, c) con 1 + nD ∈ Ru el correspondiente automorfismo de la

parte unipotente y τM es el automorfismo de la parte reductiva de matriz la matriz

M antes definida, entonces E ∈ (Deru, •) = Ru tal que 1 +nE = τM−1 ◦ 1 +nD ◦ τM
es:

E ≡M
−1
.

 a
b
c

 .(µ)

que muestra cómo opera la parte reductiva en la unipotente. En este caso y como

en el ejemplo 1, lo vamos a calcular de manera sencilla, sin utilizar las fórmulas

generales de la teoŕıa:
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Sea como antes la matriz M formada en la diagonal por M(A1), M(B1) de modo

que M(A1) = µ matriz de orden 1 y M(B1) = B la matriz de orden 2

B =

(
p z
q t

)
⇒

τM(y1) = py1 + qy3

τM(y2) = µy2

τM(y3) = ty3 + zy1

y si D ≡ (a, b, c) es decir,

D = axr
2
1Dv2 + bxr

2
2Dv2 + cxm2Dv2

y como v(r2
1) = (0,−1, 2) y v(r2

2) = (1,−1, 1, ) y v(m2) = (2,−1, 0)⇒ 1+nD(yi) = yi

∀ i = 1, 3 y

1 + nD(y2) = y2 + ay2.y
(0,−1,2) + by2.y

(1,−1,1) + cy2.y
(2,−1,0) = y2 + ay2

3 + by1y3 + cy2
1

⇒ τM−1 ◦ 1 + nD ◦ τM(yi) = yi ∀ i = 1, 3 y

τM−1 ◦ 1 + nD ◦ τM(y2) = τM−1(µy2 + µay2
3 + µby1y3 + µcy2

1) =

= y2 +
µa(−qy1 + py3)2

(detB)2
+
µb(ty1 − zy3).(−qy1 + py3)

(detB)2
+
µc(ty1 − zy3)2

(detB)2

que desarrollando da

y2+y2
3

µp2a− µbzp+ µcz2

(detB)2
+y1y3

−2µaqp+ µb(tp+ qz)− 2µctz

(detB)2
+y2

1

µaq2 − µbtq + µct2

(detB)2

⇒
τM−1 ◦ 1 + nD ◦ τM

≡(
µp2a− µbzp+ µcz2

(detB)2
,
−2µaqp+ µb(tp+ qz)− 2µctz

(detB)2
,
µaq2 − µbtq + µct2

(detB)2

)
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El toro T (r = 3) es subgrupo de la parte reductiva representado por las matrices

M3 en las que q = z = 0 es decir T (r) son las matrices del tipo

M3 =

 µ 0 0
0 p 0
0 0 t


donde el automorfismo asociado es τM3(y1) = py1, τM3(y2) = µy2, τM3(y3) = ty3, ⇒
la matriz asociada M3 es

M3 =

 t2 0 0
0 pt 0
0 0 p2


⇒

E ≡

 t−2 0 0
0 (pt)−1 0
0 0 p−2

 .

 a
b
c

 .(µ)

es decir

E ≡

 a.µ.t−2

b.µ.(pt)−1

c.µ.p−2


con lo que se tiene la operación del toro en el radical unipotente y de lo que se

deduce, como en el Ejemplo 1, que el radical no es un subgrupo abeliano.

El grupo de automorfismos de la variedad tórica:

Del abanico se deduce que la única permutación en las aristas ∆1 que da un auto-

morfismo Z− lineal y conserva el abanico es la trasposición entre v1 y v3 que justo

son tales que [v1] = [v3] de modo que de la sección anterior se deduce que AutX

coincide con su componente conexa en el origen y por tanto

AutX = (A3, +)o (Gl(1)×Gl(2)) /TA1

con la operación vista en el apartado anterior que no se ve afectada por el cociente

porque TA1 opera en Ru por la identidad.

Para calcular el cociente, como B = 0 entonces TA1 = m(SpecK[Zs=1]) que en el

toro T (3) es

(µ1;µ
v′(m2)
1 , µ

v′(m3)
1 ) = (µ1;µ2

1, µ1)
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que como matriz en Gl(A)×Gl(B) es

g =

 µ2
1 0 0

0 µ1 0
0 0 µ1


En relación con la operación del toro en Ru que acabamos de ver en el apartado an-

terior, seŕıa t = p = µ1 y µ = p2 de modo que la derivación asociada al automorfismo

de Ru resultante de la operación de TA1 en Ru es

E ≡

 a.p2.p−2

b.p2.p−1.p−1

c.p2.p−2

 =

 a
b
c


lo que muestra que en efecto TA1 opera en Ru por la identidad.

TA1 opera en Gl(1)×Gl(2) : Sean

M =

 µ 0 0
0 p z
0 q t

 g =

 λ2 0 0
0 λ 0
0 0 λ


⇒

g.M =

(
λ2µ 0
0 λB

)
con B =

(
p z
q t

)
luego tomando λ =

√
µ−1 se tiene la sucesión exacta de grupos, siendo µ2(K) el

subgrupo de las ráıces 2−ésimas de la unidad,

0 → TA1 → Gl(1)×Gl(2) → Gl(2)/µ2(K) → 0

M  [
√

1
µ
B]

luego se ha probado

AutX = (A3, +)oGl(2)/µ2(K)

con las operaciones que se han descrito antes. El toro maximal de AutX es T (M) '
T (M)/µ2(K) en Gl(2)/µ2(K). Para el radical R(AutX), como M = 〈e1, e2〉 y e2 es

ráız parejable ⇒
R(AutX) = (A3, +)o T (〈e1〉)

Veamos por último la operación de los automorfismo de la parte reductiva y de la

parte unipotente en K(M) :

Automorfismos de la parte reductiva: Sea pues M la matriz de clase

[M ] =

 1 0 0
0 a c
0 b d


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entonces si τ = τ[M ] se tiene

τ(x) ≡ τ(y1)

τ(y3)
=

(ay1 + by3)2

cy1 + dy3

=
y1y
−1
3 (a+ by−1

1 )y3

cy1y
−1
3 + d

luego

τ(x) =
(ax+ b)

cx+ d

y de igual modo τ(y) ≡ τ(y21)

τ(y2)
⇒

τ(y) =
(ax+ by)2

x

Automorfismos de la parte unipotente: Como sabemos, los automorfismos de

la parte unipotente de AutX y AutgAC coinciden.

Sea pues τ = 1 + nD con D = axr
2
1Dv2 + bxr

2
2Dv2 + cxr

2
3Dv2 y sea τ = τD = 1 + nD

⇒
τ(y1) = y1 τ(y3) = y3

τ(y2) = y2 + ay2
3 + by1y3 + cy2

1

⇒
τ(x) ≡ τ(y1y

−1
3 )

luego

τ(x) = x

por otro lado como y ≡ y2
1y
−1
2 ⇒

τ(y) ≡ y2
1

y2 + ay2
3 + by1y3 + cy2

1

=
y2

1

y2(1 + ay2
3y
−1
2 + by1y3y

−1
2 + cy2

1y
−1
2 )

⇒
τ(y) =

yx2

x2 + ay + bxy + cyx2
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