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■ La galaxie est composée de ∼ 1011 étoiles

✦ trop pour résolution numérique
✦ trop peu pour résolution continue (fluide)

⇒ description statistique

■ Étoiles soumises à un potentiel gravitationnel moyen φ
créé par les 1011 autres

✦ ∆φ = 4πGρ

■ Tout système stellaire va aboutir à un état quasi-stationnaire
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1.1 Temps de traversée

■ Temps qu’il faut à une étoile pour traverser le système
✦ R : taille du système
✦ v : vitesse typique d’une étoile

⇒ τtrav =
R

v

■ Galaxie typique
✦ R ∼ 20 kpc
✦ v ∼ 200 km s−1

⇒ τtrav ∼ 108 ans

■ Amas globulaire
✦ R ∼ 1 pc
✦ v ∼ 10 km s−1

⇒ τtrav ∼ 105 ans
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1.2 Temps de relaxation

■ Équilibre thermodynamique atteint quand équipartition de
l’énergie ⇒ on peut définir une t◦

■ Équipartition par processus collisionnels : GP = gaz
✦ sans intéractions longue portée
✦ avec seulement collisions élastiques très fréquentes

■ Énergie d’1 étoile : son énergie cinétique de translation,
caractérisée par ~v

■ Temps de relaxation = temps pour évoluer vers l’équilibre
thermodynamique = temps pour que ~v soit altérée par les
chocs de manière significative

■ Système : N étoiles de masse m, taille R
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1.2 Temps de relaxation

■ Galaxie typique
✦ N ∼ 1011

✦ τtrav ∼ 108 ans
⇒ τrelax ∼ 5× 1016 ans : pas de relaxation

(âge de l’Univers ∼ 1010 ans)
✦ étoiles : gaz sans collisions, hors éq. thermo

■ Amas globulaire
✦ N ∼ 104 − 106

✦ τtrav ∼ 105 ans
⇒ τrelax ∼ 107 − 109 ans : éq. thermo possible

■ Remarque :
✦ bmin = R/Λ = R/N et distance interparticles : a ∼ R/N1/3

⇒ bmin/a ∼ N−2/3 ≪ 1 dès que N ≫ 1, ⇒ bmin ≪ a
✦ approx. petites déviations toujours valable
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1.3 Temps d’évaporation

■ Par collision, v peut devenir > vlib ⇒ l’étoile peut
s’échapper du système, qui s’évapore

✦ ∆v important ⇒ relaxation
✦ On peut montrer que v2lib ∼ 4〈v2〉 et

distr. maxwellienne ⇒ fraction d’étoiles dont v > vlib :
f = 7, 38× 10−3

⇒ Taux d’évaporation :
dN

dt
= −f

N

τrelax
= −

N

τevap
d’où

τevap =
1

f
τrelax = 136τrelax

■ Galaxies : τrelax trop grand, n’arrive jamais
■ Amas globulaires : évaporation possible
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1.4 Temps de collision

■ Intervalle de temps séparant deux collisions assez proches

pour effets inélastiques (forces de marée) : τcoll ∼
1

nσv

✦ n ∼
3N

4πR3
: densité numérique d’étoiles

✦ σ ∼ πR2
⋆ : section efficace

✦ v vitesse moyenne

⇒ τcoll =
4R3

3NR2
⋆v

=
4R2

3NR2
⋆

τtrav

■ Galaxies : R⋆ ∼ 106 km, ⇒ τcoll ∼ 1020 ans, les collisions
entre étoiles n’arrivent jamais

■ Amas globulaires : τcoll ∼ 1014 ans, idem
■ Collisions entre galaxies dans les amas possibles et

observées
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2. Théorème du Viriel

■ Système de N particules ponctuelles de masse mi en
intéraction gravitationnelle :

1

2

d2I

dt2
= 2K + Ω

✦ ici : pas d’énergie interne

■ À l’équilibre,
d2I

dt2
= 0 donc

2K + Ω = 0

■ Énergie totale :

✦ E = K + Ω = −K =
Ω

2
< 0

✦ similaire à E d’une étoile avec K à la place de U
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3. Équation de Boltzmann sans collisions
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3. Équation de Boltzmann sans collisions

■ Galaxies : collisions entre étoiles négligeables.
■ Mouvement d’une étoile déterminé essentiellement par le

champ gravitationnel moyen et non par l’action des plus
proches voisins.

■ Fonction de distribution f(~r,~v, t) : densité de probabilité de
trouver une étoile en ~r à la vitesse ~v à l’instant t.

■ Sans collisions, loi de conservation :

df

dt
= 0 soit

∂f

∂t
+
∂f

∂~r

∂~r

∂t
+
∂f

∂~v

∂~v

∂t
= 0

✦ ici
∂~v

∂t
= ~g = −~∇φ, d’où

∂f

∂t
+ ~v ~∇~rf − ~∇~rφ ~∇~vf = 0

C’est l’équation de Boltzmann sans collisions
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3. Équation de Boltzmann sans collisions

■ Potentiel gravitationnel obtenu par ∆φ = 4πGρ

■ Densité numérique d’étoiles : n(~r, t) =
∫

f(~r,~v, t) d3v

■ ρ(~r, t) =

∫

mf(~r,~v, t) d3v = 〈m〉n(~r, t)

■ Si une étoile a v > vlib, elle /∈ système
⇒ f(v) ց vite → 0 quand v → ∞

■ Éq. de Boltzmann impossible à résoudre numériquement
✦ 7 variables
✦ 100 points de discrétisation pour chaque

⇒ 1014 nombres
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3.1 Équations de Jeans

■ Moments en vitesse de l’éq. de Boltzmann sans collisions

✦ moment d’ordre n : on ×~v n puis
∫

. . . d3v

■ Déf. : vitesse moyenne 〈~v〉 =

∫

~v f d3v
∫

f d3v

=
1

n

∫

~v f d3v

■ Moment d’ordre 0 ⇒ 1ère équation de Jeans

∂n

∂t
+ ~∇~r (n〈~v〉) = 0

✦ ressemble à l’équation de continuité
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3.1 Équations de Jeans

■ Déf : tenseur dispersion de vitesse σ2 = 〈~v ⊗ ~v〉 − 〈~v〉 ⊗ 〈~v〉

■ Moment d’ordre 1 ⇒ 2ème équation de Jeans

n
∂〈~v〉

∂t
+ n(〈~v〉~∇~r)〈~v〉 = −n~∇~rφ− ~∇~r (nσ2)

✦ ressemble à l’équation d’Euler
✦ σ2 joue le rôle de tenseur des contraintes

■ On retrouve le fait que la dispersion de vitesse s’interprète
comme une température

✦ fluide isotrope et homogène : tenseur des contraintes

=
P

m
I =

nkT

m
I

✦ si σ2 = σ2
I, on retrouve que σ2 est analogue à

kT

m
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3.1 Équations de Jeans

■ Cas général : σ2 évidemment symétrique
⇒ diagonalisable dans une base orthonormée

✦ Ellipsoïde ayant
❖ axes principaux = cette base
❖ demi-axes = valeurs propres
appelé ellipsoïde des vitesses

⇒ lien évident avec structure des galaxies

■ Résolution des éqations de Jeans
✦ relation de fermeture : hypothèses sur σ2
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3.2 Intégrale du mouvement

■ Déf. : fct I(~r,~v) cste le long de chaque orbite ⇒
dI

dt
= 0

✦ ne dépend pas explicitement du temps donc

~v ~∇~rI − ~∇~rφ ~∇~vI = 0

⇒ solution stationnaire de l’éq. de Boltzmann sans collisions

■ Exemples :
✦ φ(~r) statique : énergie par u. de masse E/m = v2/2 + φ
✦ φ à sym. cylindrique : moment cinétique par u. de masse

projeté sur z, Jz/m = (~r ∧ ~v)z
✦ φ à sym. sphérique : toute composante de ~J/m = ~r ∧ ~v

■ ∃ au + 5 IDM indépendantes
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3.3 Théorème de Jeans

■ Une fonction de distribution f est solution stationnaire de
l’équation de Boltzmann sans collisions si et seulement si
elle s’exprime comme fonction d’une ou plusieurs intégrales
du mouvement.

■ On n’a jamais unicité de la solution, pourtant les galaxies
ont toutes la même forme
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3.3 Systèmes à symétrie sphérique
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3.3 Systèmes à symétrie sphérique
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4. Modèles stationnaires
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4.1 Sphère isotherme

■ Analogie à une sphère de gaz isotherme autogravitante

■ On peut construire un modèle de statistique stellaire avec
dispersion de vitesse isotrope et constante

f(E) =
n1

(2πσ2)3/2
eE/σ

2

=
n1

(2πσ2)3/2
e

ψ − v2/2

σ2
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4.1 Sphère isotherme
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4.2 Modèles de King

■ Coupure de la sphère isotherme : en tronquant f
⇔ une étoile n’est plus gravitationnellement liée au système
si son énergie est > à une certaine valeur

■ Distribution

fK(E) =











n1

(2πσ2)3/2
(eE/σ

2

− 1) si E > 0

0 si E ≤ 0

✦ E ≫ 0 ⇔ E/m≪ φ0 : fK proche de la sphère isotherme
✦ E < 0 ⇔ E/m > φ0 : fK = 0, transition continue en φ0.

■ Famille des modèles de King, paramétrisée par n1 et φ0
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4.2 Modèles de King

■ Intégration numérique
✦ ρց quand r ր et s’annule pour rm : rayon de marée
✦ limitation de f en énergie ⇒ limitation spatiale de la

distribution de matière
✦ surface = limite entre attraction gravitationnelle du

système et celle de ses voisins
✦ si r dépasse rm : l’étoile quitte le système ⇒ évaporation

des amas globulaires (collisions ⇒ énergie nécessaire)

■ Modèles de King
✦ applicables aux amas globulaires et galaxies elliptiques
✦ reproduisent la loi de de Vaucouleurs
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4.3 Modèles de disques

■ Disque axisymétrique : E et Jz/m sont des IDM
■ Distribution

f

(

E ,
Jz
m

)

=











F

(

Jz
m

)q

eE/σ
2

si Jz > 0 et E > 0

0 sinon

✦ q =
v2c
σ2

− 1 : applatissement ≃ degré de soutien par la

force centrifuge

✦ limite q → −1 (vc → 0) : système soutenu par la
dispersion de vitesse, équivalente à une pression

✦ q = 0 : f ne dépend que de E , système sphérique et
soutenu autant par la dispersion de vitesse que par la
rotation

✦ limite q → +∞ : toutes les étoiles ont une orbite circulaire
et σ = 0, disque soutenu par la rotation
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5. Structure spirale
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5.1 Origine

Plusieurs hypothèses pour expliquer l’origine des bras
spiraux

■ Bras spiraux matériels ?

✦ courbe de rotation plate ⇒ v = cste
✦ mais ω =

v

R
plus grande vers le centre

⇒ une structure radiale s’enroule en spirale
✦ v observées ⇒ plusieurs dizaines de tours en 1010 ans,

âge moyen des galaxies
✦ pas observé ⇒ bras spiraux non matériels
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5.1 Origine

Enroulement en spirale d’une structure linéaire
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5.1 Origine

■ Résonances d’orbites ?
✦ théorie de Lindlad

■ Ondes de densité quasi-stationnaires ?
✦ théorie de Lin & Shu (1964)
✦ explique l’apparence universelle des bras spiraux
✦ présence corrélée à celle d’étoiles jeunes et de gaz

⇒ relation causale : ondes de densité compriment le gaz
⇒ vague de formation stellaire ⇒ rend les bras visibles

✦ observations radio (à 21 cm) ⇒ gaz + dense sur les bras
spiraux
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5.2 Théorie des orbites
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5.2 Théorie des orbites
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5.2 Théorie des orbites
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5.2 Théorie des orbites
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5.2 Théorie des orbites

Orbite non fermée : rosace
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5.2 Théorie des orbites
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5.2 Théorie des orbites

■ Orbites ≃ ellipses qui tournent

✦ rotation ∝ demi-grand axe ⇒ une structure spirale
apparaît

✦ si Ω− κ/n = cste ⇒ structure spirale à n bras tourne
sans déformation

✦ spirales à 2 bras dominent

■ Dans les bras, les étoiles ne sont jamais les mêmes, elles
suivent leur orbite

⇒ Bras spiraux = concentrations d’orbites
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5.2 Théorie des orbites

Orbites elliptiques en rotation
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