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Resumo

Nesta dissertação apresentaremos o teorema de Redução Simplética de Marsden-

Weinstein-Meyer , com o objetivo de construir a partir de um poĺıtopo de Delzant4 ⊆ Rn

uma variedade tórica simplética (M2n, ω) com ação tórica Tn ×M −→ M e aplicação

momentum J : M −→ R, tais que J(M) = 4. Isto mostrará a sobrejetividade do

Teorema de Delzant, que classifica as variedades tóricas simpléticas.

Palavras-chave: Geometria Simplética; Ações de Grupos de Lie; Redução Simplética;

Classificação de Delzant.



Abstract

This master thesis presents the following application of the symplectic reduction

Theorem of Marsden-Weinstein-Meyer ; given a Delzant polytope 4 ⊆ Rn , there exists

a sympletic toric manifold (M2n, ω) with action Tn ×M −→ M and momentum map

J : M −→ Rn such that J(M) = 4. This construction is the so-called “surjective part”

of Delzant classification of toric symplectic manifolds.

Keywords: Symplectic geometry; Lie groups actions; Symplectic reduction; Delzant

classification.
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Introdução

O objetivo deste trabalho é apresentar a construção de variedades tóricas simpléticas

por meio do Teorema de redução simplética de Marsden-Weinstein-Meyer, seguindo o

método de Delzant [6]. No seu artigo original [6], Delzant mostrou um resultado mais ge-

ral e profundo, que relaciona variedades tóricas simpléticas e poĺıtopos de Delzant através

de uma correspondência, a qual é dada pela imagem da aplicação momentum:

{variedades tóricas simpléticas}/ ∼ −→∼= {poĺıtopos de Delzant}

(M,ω) 7−→ J(M) = 4, (0.0.1)

onde J : M −→ Rn é a aplicação momentum da variedades tóricas simpléticas (M,ω).

O simbólo “˜” refere-se à relação de equivalência que identifica duas variedades tóricas

simpléticas (M1, ω1) e (M2, ω2) quando existir um simplectomorfismo equivariante ϕ :

M1 −→ M2. A correspondência de Delzant é um dos resultados mais profundos da ge-

ometria simplética e o objetivo principal dessa dissertação é introduzir e estudar as fer-

ramentas necessárias para mostrar a sobrejetividade de (0.0.1). Isso inclui os grupos de

Lie, as variedades simpléticas e as ações hamiltonianas. Como resultado importante,

mostramos o Teorema de redução simplética de Marsden-Weinstein-Meyer, com o qual

mostramos a sobrejetividade de (0.0.1) na última parte desse trabalho.

No caṕıtulo 1, são apresentadas as variedades simpléticas, o Teorema de Darboux

e são abordados brevemente as relações com a mecânica clássica.

No caṕıtulo 2, introduzimos os grupos de Lie e definimos objetos relacionados

importantes, tal como a álgebra de Lie, a aplicação exponencial e a representação adjunta.

Consideramos também ações de grupos de Lie e mostramos que, no caso de uma ação livre

e própria, o espaço das órbitas é uma variedade.

No caṕıtulo 3, introduzimos os fibrados principais e mostramos a equivalência

desse conceito com o de uma ação livre e própria. Definimos então uma ação hamiltoniana

e mostramos o Teorema de redução simplética de Marsden-Weinstein-Meyer. Alguns

exemplos estão apresentados, inclusive o espaço projetivo complexo munido da forma

simplética de Fubini-Study.

Finalmente, no caṕıtulo 4, mostramos a sobrejetividade da correspodência de

Delzant usando o Teorema de redução simplética. Nossa apresentação segue o artigo
2
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de Ana Cannas da Silva [5]. Na primeira parte desse caṕıtulo, são apresentados sem

demonstrações os conceitos e resultados referentes à teoria dos poĺıtopos convexos.

O apêndice contém alguns resultados técnicos de geometria diferencial usados no

texto.

As figuras foram todas feitas pelo autor usando o aplicativo GeoGebra [15].



Caṕıtulo 1

Variedades Simpléticas

1.1 Espaço Vetorial Simplético

Definição 1.1.1. Seja V um espaço vetorial real, e seja Ω :V × V → R uma forma

bilinear anti-simétrica. Dizemos que a forma Ω é simplética (ou não-degenerada) se :

∀v ∈ V, Ω(u, v) = 0 ⇒ u = 0.

O par (V,Ω) é chamado um espaço vetorial simplético.

Observação 1.1.2. Ω é não-degenerada se somente se a aplicação Ωb : V −→ V ∗, definida

por, 〈
Ωb(u), v

〉
:= Ω(u, v),

é uma bijeção, onde
〈
,
〉

: V ∗ × V −→ R é a aplicação definida por
〈
α, u

〉
:= α(u).

Definição 1.1.3. Dois espaços vetoriais simpléticos (V1,,Ω1) e (V2,Ω2) são simplectomor-

fos se existe um isomorfismo linear ψ : V1 → V2 tal que ψ∗Ω1 = Ω2, onde ψ∗Ω1 é a forma

bilinear anti-simétrica definida por:

(ψ∗Ω1)(u, v) := Ω(ψ(u), ψ(v)).

Escolhendo uma base {e1,, ..., em} de V , representamos qualquer forma bilinear e anti-

simétrica ω por uma matriz anti-simétrica, A = [Aij], onde,

Aij = Ω(ei, ej),

de modo que Ω(u, v) = uAtv.

Exemplo 1.1.4. A aplicação bilinear antisimétrica Ω0 : R2 × R2 −→ R definida por

Ω0(u, v) = u1v2 − u2v1, onde u = (u1, u2) e v = (v1, v2), é não-degenerada. De fato, se

4
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u ∈ R2 é tal que Ω0(u, v) = 0 para todo v ∈ R2, então em particular, para v = (0, 1) e

v = (−1, 0), temos que:

Ω(u, (0, 1)) = 0 ⇔ u1.1− u2.0 = 0 ⇔ u1 = 0,

Ω(u, (−1, 0)) = 0 ⇔ u1.0 + u2.1 = 0 ⇔ u2 = 0,

e portanto, v = (0, 0).

Exemplo 1.1.5. Seja V um espaço vetorial complexo. Um produto interno Hermitiano

(ou unitário) em V , é uma aplicação

〈.|.〉 : V × V −→ C,

que satisfaz para todos u, v, w ∈ V e λ ∈ C, as seguintes condições:

1. é uma forma sesquilinear, isto é, é linear na primeira variável e semi-linear na

segunda variável:

〈(u+ λv)|w〉 = 〈u|w〉+ λ 〈v|w〉 ,
〈u|(v + λw)〉 = 〈u|w〉+ λ 〈u|w〉 .

2. é simétrica: 〈u|v〉 = 〈v|u〉.

3. é não degenerada: 〈u|v〉 = 0,∀v ∈ V ⇒ u = 0.

4. é positiva: 〈u|u〉 ≥ 0, para qualquer que seja u ∈ V .

Um espaço vetorial complexo munido de um produto interno Hermitiano é cha-

mado de um espaço hermitiano.

Dado um produto hermitiano 〈.|.〉 : V × V −→ C é facil ver que a aplicação

Ω : V × V −→ R definida por,

Ω(u, v) := Im (〈u|v〉) ,

onde “Im” significa a parte imaginária, é uma forma simplética em V , visto como espaço

vetorial real.

Exemplo 1.1.6. Se (V1,Ω1) e (V2,Ω2) são dois espaços vetoriais simpléticos, então V1×V2

é um espaço vetorial simplético em relação à seguinte forma bilinear:

Ω((u1,u2), (v1, v2)) := Ω1(u1, v1) + Ω2(u2, v2).

Definição 1.1.7. Seja (V,Ω) um espaço simplético. O ortogonal simplético de um su-

bespaço W ⊆ V é o conjunto:

WΩ := {v ∈ V ; Ω(v, w) = 0,∀w ∈ W} .

O subespaço W é chamado simplético se W ∩WΩ = {0}.
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Observação 1.1.8. Um subespaço W ⊆ V é simplético se somente se, a restrição Ω|W é

não degenerada, onde Ω|W : W ×W −→ R é definida por,

Ω|W (u, v) := Ω(u, v),

onde u, v ∈ W .

Lema 1.1.9. Seja (V,Ω) um espaço vetorial simplético. Se W é um subespaço linear de

V , então:

dim(W ) + dim(WΩ) = dim(V ). (1.1.1)

Em particular, se W é simplético, então V = W ⊕WΩ.

Demonstração. Seja V ∗ o espaço dual de V . Considere o seguinte espaço:

W ◦ :=
{
α ∈ V ∗|

〈
α, u

〉
= 0 ,∀u ∈ W

}
(é chamado o aniquilador de W ).

Primeiro provaremos que

dim(W ) + dim(W ◦) = dim(V ). (1.1.2)

Seja {e1, ..., eq} uma base de V tal que {e1, ..., ep} seja uma base de W (necessariamente

p ≤ q). Seja também
{
e∗1, ..., e

∗
q

}
a base dual de {e1, ..., eq} (lembramos que a base dual é

a base do espaço dual V ∗ definida por e∗i (ej) = δi,j , onde δi,j é o simbolo de Kronecker).

Seja α ∈ W ◦. Então existem λ1, ..., λq ∈ R tais que:

α = λ1e
∗
1 + ...+ λqe

∗
q.

Por definição de W ◦, temos que 〈α, v〉 = 0, para todo v ∈ W . Fixando j = 1, .., p, temos

então:

〈α, ej〉 = 0, ⇔ λ1

〈
e∗1, ej

〉
+ ...+ λq

〈
e∗q, ej

〉
= 0,

⇔ λ1δ1j + ...+ λqδqj = 0,

⇔ λj = 0.

Assim, α = λp+1e
∗
p+1 + ... + λqe

∗
q , e portanto

{
e∗p+1, ..., e

∗
q

}
é uma base do anihilador de

W . Segue que,

dim(W ◦) = q − p,

o que prova a fórmula (1.1.2) .
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Por hipótese, Ω é não-degenerada, o que implica pela Observação 1.1.2 que Ωb :

V −→ V ∗ é um isomorfismo linear, onde
〈
Ωb(u), v

〉
:= Ω(u, v). Assim para u ∈ V temos

que :

u ∈ WΩ ⇔ Ω(u, v) = 0, ∀v ∈ W

⇔
〈
Ωb(u), v

〉
= 0, ∀v ∈ W

⇔ Ωb(u) |W ≡ 0

⇔ Ωb(u) ∈ W ◦

⇔ u ∈ (Ωb)−1(W ◦).

Logo,

WΩ = (Ωb)−1(W 0).

Portanto dim(WΩ) = dim(W 0), e como dim(W ) + dim(W 0) = dim(V ), concluimos que

dim(W ) + dim(WΩ) = dim(V ), o que prova a formula (1.1.1).

Se W é um subespaço simplético, então W ∩WΩ = {0}, e portanto,

dim(W +WΩ) = dim(W ) + dim(WΩ)− dim(W ∩WΩ),

= dim(W ) + dim(WΩ)

= dim(V ).

Segue que V = W + WΩ. De W ∩ WΩ = {0} e V = W + WΩ, conclui-se que V =

W ⊕WΩ.

1.2 Base Simplética

Definição 1.2.1. Seja (V,Ω) um espaço vetorial simplético. Uma base simplética de V é

uma base {e1, ..., en, f1, ..., fn} de V que satisfaz:

Ω(ei, ej) = 0, Ω(ei, fj) = δi,j, Ω(fi, fj) = 0,

para todos 1 ≤ i, j ≤ n. Assim numa base simplética, a forma Ω é representada pela

matriz (
0 I

−I 0

)
,

onde I é a matriz identidade n× n.

Teorema 1.2.2. Todo espaço simplético (V,Ω) admite uma base simplética.
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Demonstração. Tome e1 ∈ V − {0} arbitrário. Como Ω é não-degenerada, existe f1 ∈ V
tal que Ω(e1, f1) 6= 0 (caso contrário, teriamos Ω(e1, f) = 0 para todo f ∈ V , o que

implicaria que e1 = 0, que é absurdo). Dividindo f1 por 1
Ω(e1,f1)

se necessário, podemos

supor que Ω(e1, f1) = 1.

Seja W1 o subespaço gerado por e1 e f1, e seja Ω|W1 é a restrição de Ω a W1. Para

u = u1e1 + u2f1 e v = v1e1 + v2f1 em W1, u1, u2, v1v2 ∈ R, temos pela bilinearidade de Ω

que,

(Ω|W1)(u, v) = Ω(u1e1 + u2f1, v1e1 + v2f1)

= u1v1Ω(e1, e1) + u1v2Ω(e1, f1) + u2v1Ω(f1, e1) + u2v2Ω(f1, f1)

= u1v2 − u2v1,

e portanto,

(Ω|W1)(u, v) = u1v2 − u2v1.

Pelo Exemplo 1.1.4, temos que Ω|W1 é não degenerada, o que implica pela Observação

1.1.8 que W1 é simplético. Pelo Lema 1.1.9, temos então que V = W1 ⊕WΩ
1 .

Vamos mostrar que WΩ
1 é simplético. De fato, suponha que exista u ∈ WΩ

1 tal

que

Ω|WΩ
1

(u, v) = 0, ∀v ∈ WΩ
1 .

Isso implica que Ω(u, v) = 0 para todo v ∈ WΩ
1 , e uma vez que WΩ

1 é o ortogonal simplético

do subespaço W1, temos também que Ω(u, v) = 0 para todo v ∈ W1. Como V = W1⊕WΩ
1 ,

temos então que Ω(u, v) = 0 para todo v ∈ V . Sendo Ω não-degenerada, necessariamente

u = 0. Isto mostra que Ω|WΩ
1

é não degenerada, ou seja, WΩ
1 é simplético.

Repetindo essa construção encontra-se, e2 e f2 ∈ WΩ
1 tal que Ω(e2, f2) = 1.

Obtemos assim a decomposição WΩ
1 = W2 ⊕W ′

2 , onde W ′
2 é o ortogonal simplético de

W2 em WΩ
1 em relação a Ω|WΩ

1
, e onde W2 é o espaço gerado por e2 e f2. Segue-se que

V = W1 ⊕W2 ⊕W ′
2,

onde:

• W1 é gerado por e1 e f1,

• W2 é gerado por e2 e f2,

• W2 ⊆ WΩ
1 (pois W2 é gerado por e2 e f2 que pertencem a WΩ

1 ).

• Ω(e1, f1) = Ω(e2, f2) = 1 por construção.

Continuando com esse processo, e levando em conta o fato da dimensão de V ser

finita, obtemos uma decomposição de V da seguinte forma:

V = W1 ⊕ ...⊕Wn,

onde,
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• Wi é gerado por ei e fi,

• Ω(ei, fi) = 1 para todo i = 1, ..., n,

• Wj ⊆ WΩ
i sempre que i < j.

Com essas condições, vê-se que {e1, ..., en, f1, ..., fn} é uma base simplética de V ,

o que prova o Teorema.

1.3 Variedade Simplética

Definição 1.3.1. Uma variedade simplética é um par (M,ω), onde M é uma variedade

e ω é uma 2-forma fechada, não-degenerada em M , chamada forma simplética.

Observação 1.3.2. Por “não-degenerada”, entende-se que em cada ponto p ∈M , a forma

bilinear ωp : TpM × TpM −→ R é não degenerada.

Proposição 1.3.3. A 2-forma

ω0 :=
n∑
k=1

dxk ∧ dyk,

onde x1, ..., xn, y1, ..., yn são as coordenadas canônicas de R2n, é uma forma simplética,

chamada forma simplética camônica em R2n.

A prova desta proposição se encontra na Secção A.1.1 do apêndice.

Exemplo 1.3.4. A esfera S2 = {(x, y, z) ∈ R3, x2 + y2 + z2 = 1} munida da forma ω

definida por:

ωp(u, v) = det(p, u, v), (1.3.1)

onde p ∈ S2 e u, v ∈ TpS2 =
{
w ∈ R3

∣∣ 〈w, p〉 = 0
}
, é uma variedade simplética. Para ver

isso, considere a seguinte 2-formas em R3,

α = xdy ∧ dz + ydz ∧ dx+ zdx ∧ dy,

Denotando por j : S2 ↪→ R3 a aplicação de inclusão, temos que para todo p ∈ S2 e todos

u, v ∈ TpS2,

(j∗α)(u, v) = αp(u, v)

= (xdy ∧ dz + ydz ∧ dx+ zdx ∧ dy)(u, v)

= xdy ∧ dz(u, v) + ydz ∧ dx(u, v) + zdx ∧ dy(u, v)

= x | u2 v2
u3 v3 |+ y | u3 v3

u1 v1 |+ z | u1 v1
u2 v2 |

=
∣∣∣ x u1 v1
y u2 v2
z u3 v3

∣∣∣
= det(p, u, v),
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isto é, j∗α = ω. A forma α sendo suave, isso implica que ω é suave. Por causa das

dimensões, dω = 0. Usando a fórmula (1.3.1), vê-se também que ω é não degenerada.

Segue-se que ω é uma forma simplética em S2.

Seja T ∗M o fibrado cotangente de uma variedade M , e seja π : T ∗M −→ M a

projeção canônica. A forma tautológica, ou forma de Liouville, é a 1-forma sobre T ∗M

definida por:

θαp(Aαp) :=
〈
αp, π∗Aαp

〉
, (1.3.2)

onde αp ∈ T ∗M e Aαp ∈ Tαp(T ∗M). O lado direito da equação (1.3.2) denota a contração

entre o espaço TpM e seu dual T ∗pM .

Teorema 1.3.5. A forma ω := −dθ é uma forma simplética sobre T ∗M , chamada forma

simplética canônica do fibrado cotangente.

Demonstração. Seja (U,ϕ) uma carta de M com coordenadas locais (x1, ..., xn). Denota-

mos a aplicação derivada da i -ésima coordenada local como

(dxi)p = (xi)∗p : TpU −→ TpR.

Usando as identificações TpU ' TpM e TpR ' R, podemos ver (dxi)p como um elemento

de T ∗pM . Afirmemos que {(dx1)p, ..., (dxn)p} é a base dual de
{

∂
∂x1

∣∣
p
, ..., ∂

∂xn

∣∣
p

}
, isto é

(dxi)p(
∂
∂xj

∣∣
p
) = δi,j. De fato, temos que(

id ◦ xi ◦ ϕ−1
)

(x) = (xi ◦ ϕ−1)(x) = πi ◦ ϕ ◦ ϕ−1(x) = πi(x),

onde πi : Rm −→ R é a projeção canônica sobre a i -ésima coordenada, e onde Id : R −→ R
é a aplicação identidade de R. A matriz jacobiana dessa aplicação é dada por:

Jac(id ◦ xi ◦ ϕ−1)(x) =
[

∂πi
∂x1

. . . ∂πi
∂xm

]
=

[
0 . . . 1i . . . 0

]
onde “1i” siginifica “1 na posição i”, donde,

(dxi)p ( ∂
∂xj
|p) =

[
0 . . . 1i . . . 0

]


0
...

1j
...

0


= δi,j,

o que é o resultado desejado.
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Agora construiremos uma carta sobre T ∗M . Seja αp ∈ T ∗pM = (TpM)∗. Como{
(dx1) , ..., (dxn)p

}
é uma base de T ∗pM , existem ξ1, ..., ξn números reais tais que:

αp = ξ1(dx1)p + ...+ ξn(dxn)p.

Definimos uma carta
(
Ũ, ϕ̃

)
de T ∗M , da seguinte maneira: Ũ := π−1(U) , ϕ̃ : Ũ −→

ϕ(U)× Rn é dada por,

ϕ̃(ξ1(dx1)p + ...+ ξn(dxn)p) = (ϕ(p), (ξ1, ..., ξn))

= (x̃1, ..., x̃n, ξ1, ..., ξn),

onde (x̃1, ..., x̃n, ξ1, ..., ξn) denotam as coordenadas locais associadas. Note que x̃i = xi ◦π.

Sabemos que θαp ∈ T ∗αp(T
∗M) e

{
(dx̃1)αp , ..., (dx̃n)αp , (dξ1)αp , ..., d(ξn)αp

}
é uma

base de T ∗αp(T
∗M), e portanto existem a1, ..., an, b1, ..., bn números reais tais que:

θαp = a1(dx̃1)αp + ...+ an(dx̃n)αp + b1(dξ1)αp + ...+ bn(dξn)αp . (1.3.3)

Vamos determinar esses coeficientes.

Como
{

(dx̃1)αp , ..., (dξn)αp
}

é a base dual de
{

∂
∂x̃1

∣∣
αp
, ..., ∂

∂ξn

∣∣
αp

}
, então:

〈
dx̃j,

∂

∂xi

∣∣∣∣
αp

〉
= δi,j e

〈
(dξj)αp ,

∂

∂xi

∣∣∣∣
αp

〉
= 0. (1.3.4)

Dado i = 1, ..., n, temos a partir de (1.3.1) e (1.3.2) que:

〈
θαp ,

∂

∂x̃i

∣∣∣∣∣
αp

〉
=

n∑
j=1

aj

〈
dx̃j

∣∣∣∣∣
p

,
∂

∂x̃i

∣∣∣∣∣
αp

〉
+

n∑
j=1

bj

〈
dξj

∣∣∣∣∣
αp

,
∂

∂x̃i

∣∣∣∣∣
αp

〉
= ai,

isto é, 〈
θαp ,

∂

∂x̃i

∣∣∣∣∣
αp

〉
= ai,

ou ainda, usando a definição de θ,

〈
αp, π∗αp

∂

∂x̃i

∣∣∣∣∣
αp

〉
= ai.

Para calcular o primeiro membro, note que, dado (x, v) ∈ ϕ(U)× Rn,

(ϕ ◦ π ◦ ϕ̃−1)(x, v) = (ϕ ◦ π)(ϕ̃−1(x, v))

= (ϕ ◦ π)(v1(dx1)ϕ−1(x) + ...+ vn(dxn)ϕ−1(x))

= ϕ ◦ ϕ−1(x)

= x,



12

o que implica, usando uma notação matricial, que:

π∗αp =


1 · · · 0 0 · · · 0
...

. . .
...

. . .

0 1 0 0

 ,

donde deduz-se que:

π∗αp
∂

∂x̃i

∣∣∣∣∣
αp

=
∂

∂xi

∣∣∣∣∣
p

.

Segue-se que

ai =
〈
αp,

∂

∂xi
|p
〉

=
〈
ξ1(αp)(dx1)p + ...+ ξn(αp)(dxn)p,

∂

∂xi
|p
〉

=
n∑
j=1

ξi(αp)
〈

(dxj)p ,
∂

∂xi
|p
〉

=
n∑
j=1

ξi(αp)δj,i

= ξi(αp).

Assim ai = ξi(αp) .

De maneira análoga,

bi =
〈
θαp ,

∂
∂ξi
|αp
〉

=
〈
αp, π∗αp

∂
∂ξi
|αp
〉
,

e o termo π∗αp
∂
∂ξi
|αp pode ser obtido pela representação matricial,

π∗αp
∂
∂ξi
|αp =


1 · · · 0 0 · · · 0
...

. . .
...

. . .

0 1 0 0





0
...

0

0
...

1n+i

...

0


= 0.

Assim,

bi =
〈
θαp ,

∂

∂ξi
|αp
〉

=
〈
θαp , 0

〉
= 0.

Concluimos que

θαp = ξ1(αp) (dx̃1)αp + ...+ ξn(αp) (dx̃n)αp ,
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ou seja, θ = ξ1dx̃1 + ...+ ξndx̃n. Segue-se que:

−dθαp = −
n∑
i=1

d(ξidxi) = −
n∑
i=1

(dξi ∧ dxi + (−1)nξi ∧ d(dxi)) =
n∑
i=1

dxi ∧ dξi.

Portanto, a forma −dθαp está na forma simplética canônica, o que prova o Teorema. (veja

a Proposição 1.3.3).

Observação 1.3.6. Nas coordenadas (x̃1, ..., x̃n, ξ1, ..., ξn) de T ∗M introduzidas na demons-

tração do Teorema 1.3.5, vimos que

θ =
∑

ξidx̃i e ω =
∑

dxi ∧ dξi.

Definição 1.3.7. Seja (M1, ω1) e (M2, ω2) duas variedades simpléticas. Um difeomorfismo

ϕ : M1 −→ M2 é um simplectomorfismo se ϕ∗ω2 = ω1. Se esse simplectomorfismo existir

então (M1, ω1) e (M2, ω2) são chamados de espaços simplectomorfos.

Concluimos essa seção com o seguinte resultado, sem demonstração.

Teorema 1.3.8. (Darboux) Seja (M,ω) uma variedade simplética. Dado um ponto p ∈
M , existe uma carta (U,ϕ) em p com coordenadas locais (x1, ..., xn, y1, ..., yn) tal que:

ω|U =
n∑
k=1

dxk ∧ dyk,

onde ω|U designa a restrição de ω ao conjunto U , isto é ω|U = j∗ω, e onde j : U ↪→M é

a aplicação inclusão.

1.4 Mecânica Hamiltoniana

Nesta seção iremos descrever brevemente a relação entre a geometria simplética

e a mecânica clássica na sua formulação hamiltoniana. Como motivação, reformularemos

a equação de Newton usando a geometria simplética.

Suponha que uma part́ıcula de massa m > 0 se move no espaço de configuração

R3, por um campo de força F , visto como campo de vetores F : R3 −→ R3. Seja

x(t) = (x1(t), x2(t), x3(t)), com a ≤ t ≤ b, a trajetória dessa part́ıcula em R3. A segunda

lei de Newton nos diz que

m
d2x

dt2
= F (x(t)). (1.4.1)

Suponha que F seja conservativa, isto é, existe uma função V : R3 −→ R tal que F =

−∇V , onde ∇V =
(
∂V
∂x
, ∂V
∂y
, ∂V
∂z

)
é o gradiente de V . Assim podemos reescrever a fórmula

(1.4.1) por:

m
d2x

dt2
= −∇V. (1.4.2)
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Denotamos por ẋ(t) a derivada da trajetória x(t),

ẋ :

(a, b) −→ R3,

t 7−→ (ẋ1(t), ẋ2(t), ẋ3(t)) =
(
dx1

dt
(t), dx2

dt
(t), dx3

dt
(t)
)
.

Chamaremos de “momentum” a aplicação p : [a, b] → R3, t 7→ (p1(t), p2(t), p3(t)), onde

pi(t) := mẋi(t), com i = 1, 2, 3. Assim podemos reescrever (1.4.2) como

dpi
dt

= −∇V (x(t)) , i = 1, 2, 3,

donde chegamos ao sistema:
dpi
dt

= − ∂V
∂xi

(x(t)) ,

dxi
dt

= 1
m
pi(t),

(i = 1, 2, 3). (1.4.3)

Podemos observar que a curva t 7−→ (x1(t), x2(t), x3(t), p1(t), p2(t), p3(t)) é uma curva

integral em R3 × R3 = R6 do seguinte campo de vetores:

(XH)(x,p) :=

(
1

m
p,−∇V (x)

)
. (1.4.4)

Afirmemos que XH é o único campo de vetores em R6 que satisfaz

ω (XH , u) = dH (u) , (1.4.5)

para todo u ∈ R6, onde ω =
∑3

i=1 dxi ∧ dpi é a forma simplética canônica de R6, e onde

H : R6 −→ R é a função definida por

H(x, p) =
1

2m
‖p‖2 + V. (1.4.6)

Com efeito, se X satisfaz ω(X, u) = dH(u) para todo u ∈ R6, então levando em conta a

representação matricial de ω (veja 1.2.1) assim como (1.4.9), temos que,

(X1, ..., X6)

[
0 I

−I 0

]
u1

...

u6

 =

(
∂H

∂x1

, ...,
∂H

∂p3

)
u1

...

u6


para todo u ∈ R6, donde

(X1, ..., X6)

[
0 I

−I 0

]
=

(
∂H

∂x1

, ...,
∂H

∂p3

)
⇒ (−X4,−X5,−X6, X1, X2, X3) =

(
∂H

∂x1

, ...,
∂H

∂p3

)
,
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o que implica que  ∂H
∂xi

= −X3+i,

∂H
∂pi

= Xi.
(i = 1, 2, 3). (1.4.7)

Por outro lado, um cálculo direto mostra que: ∂H
∂xi

= ∂V
∂xi
,

∂H
∂pi

= 1
m
pi,

(1.4.8)

onde i = 1, 2, 3.

Comparando as equações (1.4.7) e (1.4.8), conclúımos que X = XH , o que mostra

a unicidade de XH , como hav́ıamos afirmado.

Portanto temos uma reformulação da segunda Lei de Newton em termos da ge-

ometria simplética de (R6, ω), onde uma solução da equação de Newton aparece como

curva integral do campo de vetores determinado pela energia H via a equação (1.4.5).

Esse exemplo ilusta uma situação geral da f́ısica contemporânea, onde as varieda-

des simpléticas (M,ω) se tornam os espaços de configurações de varios sistema clássicos;

nesse contexto a energia que descreve esse sistema mecânico é chamada de função hamil-

toniana H, e a essa função associamos um campo de vetores XH que chamado de campo

de vetores Hamiltoniano, cujas curvas integrais descrevem a dinâmica do sistema (veja

definição a seguir).

Definição 1.4.1. Seja X um campo de vetores em uma variedade simplética (M,ω).

Dizemos que X é um campo hamiltoniano se existir uma função H : M −→ R, tal que:

ω(X, . ) = dH(. ). (igualdades de 1-formas) (1.4.9)

Neste caso, H é chamada a função hamiltoniana associada ao campo X, e escreve-se

X = XH . Dizemos também que XH é o campo hamiltoniano associado a H. Na mecânica

clássica, a função hamiltoniana H corresponde à energia total do sistema.

Para encerrar este caṕıtulo, apresentaremos a equação clássica do pêndulo simples

e sua reformulação simplética.

Considere um pêndulo simples num plano coordenado (vertical) sob a ação da

força da gravidade. Vamos supor que uma haste ŕıgida de tamanho L > 0 e massa

despreźıvel tenha uma part́ıcula de massa m > 0 no outro extremo. As posśıveis posições

dessa part́ıcula estão sobre a circunferência de raio L. Denotamos por (x1(t), x2(t)) as

coordenadas cartesianas dessa part́ıcula no tempo t no referencial (O,
−→
i ,
−→
j ) (veja a Figura

(1.4.1)).
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Figura 1.4.1: Pêndulo Simples

É conveniente descrever a posição da part́ıcula com coordenadas polares (r, θ).

Assim temos que (x1(t), x2(t)) = L(cosθ(t), senθ(t)) que será a posição do pêndulo em

movimento no tempo t. Vale ressaltar que a posição do pêndulo em repouso, no extremo

inferior da circunferência, é considerada como sendo a posição θ = 0 do pêndulo. Vamos

supor que a energia potêncial Epot nessa posição é nula.

Denotando por L a distância entre O e B, temos que L = d(OB) = L(1− cosθ),
e portanto a energia potencial é dada por:

Epot = mG.d = mGL(1− cosθ),

onde G é a constante gravitacional. Além disso, a da energia cinética é dada por,

Ecin =
1

2
m

∥∥∥∥ ddt(x1(t), x2(t))

∥∥∥∥2

=
1

2
m

∥∥∥∥ ddt (L(cosθ(t)), sen(θ(t))

∥∥∥∥2

=
1

2
mL

∥∥∥(−senθ.θ̇(t), cosθ.θ̇(t))∥∥∥2

=
1

2
mL

∣∣∣θ̇(t)∣∣∣2 .
Assim podemos calcular a energia total, denotado por Etotal, que é a soma das energias

potencial e cinética,

Etotal = Ecin + Epot

=
1

2
mL

∣∣∣θ̇(t)∣∣∣2 +mGL(1− cosθ).
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Para simplificar essa equação, suponha m = G = L = 1. Dáı,

Etotal =
1

2
θ̇(t)2 + 1− cosθ. (1.4.10)

Pelo fato de não considerar o atrito, a energia permanece constante ao longo da trajetoria,

e portanto temos a seguinte igualdade,

1

2
θ̇(t)2 + 1− cosθ = k,

onde k ∈ R é fixo . Computando a derivada da igualdade acima temos:

θ̇(t)θ̈(t) + senθθ̇ = 0. (1.4.11)

Devemos descartar o caso em que θ̇ 6= 0, pois o pêndulo está em movimento. Logo vamos

apenas considerar a equação θ̈ + senθ = 0. Introduzindo a velocidade angular ρ = θ̇(t)

para simplificar a equação (1.4.11), obtemos assimθ̇ = ρ,

ρ̇ = −senθ.

Veja que a curva t 7−→ (θ, ρ) é uma curva integral em R2 do seguinte campo de vetores

X(θ,ρ) := (ρ,−senθ) ,

além disso, pela equação (1.4.10), temos que a energia total do sistema é a função H :

R2 −→ R definida por

H(θ, ρ) :=
1

2
ρ2 + 1− cosθ. (1.4.12)

Afirmemos agora que XH = X, onde XH é o campo hamiltoniano associado a H

relativamente a forma simplética ω = dθ ∧ dρ.
Com efeito,

ω (XH , u) = dH (u)

⇒ ((XH)1, (XH)2)

(
0 1

−1 0

)
=

(
∂H
∂θ
, ∂H
∂ρ

)
⇒ (−(XH)2, (XH)1) = (senθ, ρ) ,

portanto (XH)(θ,ρ) = (ρ,−senθ) = X(θ,ρ).

Assim, podemos descrever a dinâmica do pêndulo simples por meio da variedade

simplética (R2, dθ ∧ dρ). De maneira mais geral podemos reformular outros sistemas

mecânicos clássicos usando uma forma simplética, o que permite reescrever varias teorias

da mecância clássica por meio da geometria simplética (veja [12])



Caṕıtulo 2

Ações de Grupos de Lie

2.1 Grupos de Lie

Definição 2.1.1. Um grupo de Lie é uma variedade G de classe C∞ munida de uma

estrutura de grupo, tal que as aplicações

m : G×G −→ G; (g, h) 7→ gh (multiplicação)

i : G −→ G; g 7→ g−1 (inversão)

são de classe C∞.

Observação 2.1.2. Segue do fato de m ser de classe C∞ que as aplicações Lg, Rg : G −→ G,

definidas por :

Lg (h) := gh, Rg (h) = hg,

são de classe C∞. Elas são claramente bijetivas com inversas:

(Lg)
−1 = Lg−1 e (Rg)

−1 = Rg−1 .

Além disso, para quaisquer g, h ∈ G temos que

Lg ◦ Lh = Lgh e Rg ◦Rh = Rhg.

Observação 2.1.3. Na definição 2.1.1, não é necessário supor que i : G −→ G é de classe

C∞ pois decorre automaticamente do fato que m : G × G −→ G é de classe C∞, e da

equação implicita:

m (g, i(g)) = e, (elemento neutro)

que vale para todo g ∈ G (com efeito, ∂m
∂h

(g, h) = (Lg)∗h que é um isomorfismo linear o

que permite aplicar o teorema da função implicita).

18
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Lema 2.1.4. Para qualquer grupo de Lie temos a seguinte fórmula

i∗gu = −(Lg−1 ◦Rg−1)∗gu. (2.1.1)

Demonstração. Seja δ(t) uma curva que satisfaz δ(0) = g e δ̇(0) = u. Derivando a relação

δ(t)δ(t)−1 = e no ponto 0 obtemos:

d
dt

∣∣
0
(δ(t)δ(t)−1) = 0

⇒ d
dt

∣∣
0
Lδ(t)i(δ(t)) = 0

⇒ d
dt

∣∣
0
Lδ(t)i(δ(0)) + d

dt

∣∣
0
Lδ(0)i(δ(t)) = 0

⇒ d
dt

∣∣
0
Lδ(t)i(g) + d

dt

∣∣
0
Lgi(δ(t)) = 0

⇒ d
dt

∣∣
0
Rg−1δ(t) + d

dt

∣∣
0
Lgi(δ(t)) = 0

⇒ (Rg−1)∗δ(0)
δ̇(0) + (Lg)∗i(δ(0))

i∗δ(0)
(δ̇(0)) = 0

⇒ (Rg−1)∗g(u) + (Lg)∗g−1 i∗g(u) = 0

⇒ (Lg)∗g−1 i∗g(u) = −(Rg−1)∗g(u),

donde, multiplicando por (Lg−1)∗e,

(Lg−1)∗e(Lg)∗g−1 i∗g(u) = −(Lg−1)∗e(Rg−1)∗g(u)

⇒ (Lg−1 ◦ Lg)∗g−1 i∗g(u) = −(Lg−1 ◦Rg−1)∗gu

⇒ i∗g(u) = −(Lg−1 ◦Rg−1)∗gu.

O lema segue.

Exemplo 2.1.5. Qualquer espaço vetorial real V de dimensão finita n é um grupo de Lie

em relação as seguintes operações:m : V × V −→ V, (x, y) 7→ x+ y,

i : V −→ V, x 7→ −x.

Exemplo 2.1.6. O grupo linear das aplicações de Rn para Rn, definido da seguinte forma,

GL(n,R) :=
{
A ∈ L (Rn,Rn)

∣∣detA 6= 0
}
,

é naturalmente uma variedade (é um conjunto aberto em Rn2 ∼= L (Rn,Rn)), e possui uma

estrutura de grupo dada por: m(A,B) = A ◦B,

i(A) = A−1.

Para verificar que m é de classe C∞, basta observar que m é a restrição a

L (Rn,Rn) da aplicação bilinear:L (Rn,Rn)× L (Rn,Rn) −→ L (Rn,Rn) ,

(A,B) −→ A ◦B,

que é de classe C∞(toda aplicação multilinear é C∞ em dimensão finita).

Portanto GL (n,R) é um grupo de Lie de dimensão n2.
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Exemplo 2.1.7. O ćırculo unitário S1 é um grupo de Lie em relação as seguintes

operações, m : S1 × S1 −→ S1, (eiθ, eiϕ) 7→ ei(θ+ϕ),

i : S1 −→ S1, eiθ 7→ e−iθ,

onde θ, ϕ ∈ R.

Exemplo 2.1.8. Dado um número finito de grupos lie G1, ..., Gn, o produto cartesiano

G1×....×Gn é naturalmente um grupo de Lie. Em particular, Tn := S1×...×S1 (n-vezes)

é um grupo de Lie chamado toro de dimensão n.

Definição 2.1.9. A álgebra de Lie de um grupo de Lie G é o espaço vetorial

g := TeG.

Usamos também a notação g = Lie(G).

Justificaremos a palavra “álgebra” mais adiante.

Definição 2.1.10. Seja X um campo de vetores e G um grupo de Lie. Dizemos que o

campo X é invariante à esquerda se para todo h, g ∈ G têm-se:

(Lg)∗h Xh = Xgh.

Denotamos por XL (G) o espaço vetorial dos campos de vetores invariantes à

esquerda de G.

Observação 2.1.11. Seja M uma variedade, X ∈ X(M) um campo de vetores de M e

ϕ : M −→M um difemorfismo. Definimos o campo de vetores ϕ∗X sobre M por:

(ϕ∗X) := ϕ∗ϕ−1(x)
Xϕ−1(x).

Com essa notação, vê-se que X ∈ X(G) é invariante à esquerda se somente se, (Lg)
∗X =

X, para todo g ∈ G.

Proposição 2.1.12. Seja X : G −→ TG uma aplicação que satisfaz Xg ∈ TgG para todo

g ∈ G (não necessariamente de classe C∞). Se (Lg)∗h Xh = Xgh para todo g, h ∈ G,

então X é de classe C∞, isto é, campos invariantes a esquerda são de classe C∞.

Demonstração. Defina

TL :

G× g −→ TG,

(g, ξ) 7−→ (Lg)∗e ξ.
(trivialização à esquerda). (2.1.2)
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A aplicação TL é bijetiva e sua inversa é dada por:

T−1
L (u) :=

(
g,
(
L−1
g

)
∗g
u
)

u ∈ TgG.

Vamos mostrar que TL é suave. Para isso, note que Lg = m ◦ fg, onde m : G × G →
G; (g, h) 7→ gh e fg : G→ G×G; h 7→ (g, h). Dáı, substituindo Lg por m◦fg na equação

(2.1.2), e usando a regra da cadeia, obtemos,

TL (g, ξ) = (Lg)∗e ξ = (m ◦ fg)∗e ξ = m∗(fg)∗eξ, (2.1.3)

donde,

TL (g, ξ) = m∗(fg)∗eξ.

Por hipótese m é de classe C∞ e portanto, m∗ : TG× TG −→ TG é de classe C∞. Para

verificar que (g, ξ) 7→ (fg)∗eξ é de classe C∞, vamos considerar uma curva δ(t) suave de

G tal que δ(0) = e, δ̇(0) = ξ. Temos que:

(fg)∗e ξ =
d

dt

∣∣∣
0
fg (δ(t)) =

d

dt

∣∣∣
0

(g, δ(t)) =
(
0TgG, ξ

)
.

Logo,

(fg)∗e ξ = (s(g), ξ) , (2.1.4)

onde s : G→ TG; g 7→ 0TgG é a secção nula de TG que é de classe C∞.

Substituindo (2.1.4) em (2.1.3), obtemos:

TL(g, ξ) = m∗ (s(g), ξ) ,

donde vê-se que TL é de classe C∞.

A inversa também é de classe C∞. Com efeito, dado u ∈ TgG, temos que(
T−1
L

)
(u) =

(
g, (Lg−1)∗gu

)
=
(
π(u), (Lg−1)∗gu

)
,

onde π : TG → G é a projeção canônica (que é suave). Sendo assim, basta mostrar que

(Lg−1)∗gu é de classe C∞. Para isso, note que:

(Lg−1)∗gu = (m ◦ fg−1)∗gu = m∗(fg−1)∗gu.

Assim usando uma curva β(t) suave de G satisfazendo β(0) = g e β̇(0) = u, temos

(fg−1)∗gu =
d

dt

∣∣∣
0
fg−1(β(t))

=
d

dt

∣∣∣
0

(
g−1, β(t)

)
= (0Tg−1G, u) = (i∗ ◦ s ◦ π(u), u) ,

onde i : G→ G; g 7→ g−1.
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Portanto, (
T−1
L

)
(u) = (π(u),m∗ (i∗ ◦ s ◦ π(u), u)) . (2.1.5)

Essa aplicação, vista como uma aplicação de TG para G×TG é suave e sua imagem está

contida em G× g. Como G× g é uma subvariedade mergulhada em G× TG, temos que

(TL)−1 : TG→ G× g é suave.

Segue-se que TL é um difeomorfismo. Sendo assim, X : G→ TG é de classe C∞

se somente se, (TL)−1 ◦X : G→ G× g é de classe C∞, o que acontece, pois(
T−1
L ◦X

)
(g) = (g, (Lg−1)∗gXg) = (g,Xe) ,

que é uma aplicação de classe C∞.

Proposição 2.1.13. A aplicação

φ :

g −→ XL(G),

ξ 7−→ ξL,
(2.1.6)

onde
(
ξL
)
g

:= (Lg)∗e ξ, é um isomorfismo linear.

Demonstração. Primeiro, note que ξL é invariante à esquerda. De fato, dados g, h ∈ G,

temos que:

(Lg)∗h
(
ξL
)

= (Lg)∗h (Lh)∗e ξ = (Lg ◦ Lh)∗e ξ = (Lgh)∗e ξ =
(
ξL
)
gh
.

Para ver que (2.1.6) é um isomorfismo, basta observar que a aplicação XL(G) −→
g, X 7→ Xe é a inversa de φ.

Observação 2.1.14. Decorre da Proposição 2.1.13 que se X ∈ X(G) é invariante à esquerda,

então X = (Xe)
L.

Definição 2.1.15. Seja G um grupo de Lie, com álgebra de Lie g. O colchete de Lie g é

a aplicação: [ , ] : g× g −→ g, definida por,

[ξ, η] :=
[
ξL, ηL

]
e
,

onde o
[
ξL, ηL

]
é o colchete de Lie dos campos de vetores ξL e ηL.

Proposição 2.1.16. O colchete de Lie é bilinear, anti-simétrica e satisfaz a identidade

de Jacobi,

[ξ, [η, δ]] + [η, [δ, ξ]] + [δ, [ξ, η]] = 0,

onde ξ, η, δ ∈ g.
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Demonstração. A bilinearidade de [·, · ] é uma consequência da bilinearidade do colchete

de Lie para campos de vetores e da linearidade das seguintes aplicações:

• g −→ XL(G), ξ 7→ ξL,

• XL(G) −→ g, X 7→ Xe.

Para mostrar a identidade de Jacobi, provaremos primeiro a seguinte igualdade:[
ξL, ηL

]
= [ξ, η]L . (2.1.7)

A relação (2.1.7) decorre da observação 2.1.11 que implica[
ξL, ηL

]
=
[
(Lg)

∗ξL, (Lg)
∗ηL
]

= (Lg)
∗ [ξL, ηL] ,

onde usamos nesta última equação uma propriedade do colchete de Lie para campos de

vetores descrito no Apêndice na secção ??.

Assim
[
ξL, ηL

]
é invariante à esquerda e portanto,[

ξL, ηL
]

=
([
ξL, ηL

]
e

)L
= [ξ, η]L .

Agora, a identidade de Jacobi é uma consequência da identidade de Jacobi para campos

de vetores e da igualdade (2.1.7):

[ξ, [η, δ]] + [η, [δ, ξ]] + [δ, [ξ, η]] =
[
ξL, [η, δ]L

]
e

+
[
ηL, [δ, ξ]L

]
e

+
[
δL, [ξ, η]L

]
e

=
([
ξL, [η, δ]L

]
+
[
ηL, [δ, ξ]L

]
+
[
δL, [ξ, η]L

])
e
.

=
([
ξL,
[
ηL, δL

]]
+
[
ηL,
[
δL, ξL

]]
+
[
δL,
[
ξL, ηL

]])
e

= 0,

o que prova a proposição.

Definição 2.1.17. Em geral, um espaço vetorial real V munido de um produto bilinear

anti-simétrica

[·, ·] : V × V −→ V,

que satisfaz a identidade de Jacobi é chamado uma álgebra de Lie.

Observação 2.1.18. Em vez de trabalhar com os campos de vetores invariantes à esquerda,

poderiamos trabalhar com os campos de vetores invariantes à direita, que por definição,

são os campos de vetores X ∈ X(G), que satisfazem para todos g, h ∈ G, (Rg)∗hXh = Xhg.

Mostra-se então que TeG −→ XR(G),

ξ −→ ξR,

onde
(
ξR
)
g

:= (Rg)∗e ξ, é um isomorfismo linear. Sendo assim, define-se um outro “col-

chete de Lie” em g pela fórmula [ξ, η]R :=
[
ξR, ηR

]
e
. Verifica-se que [ξ, η] = − [ξ, η]R para

todos ξ, η ∈ TeG (ver lema ?? no Apêndice).
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2.2 A aplicação exponencial

Seja G um grupo de Lie com álgebra de Lie g. Fixamos ξ ∈ g e denotamos por

δ(t) a curva integral maximal ξL passando pelo ponto e quanto t = 0 (isto é δ(0) = e e

δ̇(t) =
(
ξL
)
δ(t)

para todo t).

Lema 2.2.1. A curva δ(t) está definida para todo t ∈ R.

Demonstração. Seja (α, β) ⊂ R o intervalo maximal onde δ está definida (−∞ ≤ α <

0 < β ≤ +∞). Suponha que β < +∞ (o caso α > −∞ é análogo). Isto significa que não

é posśıvel prolongar δ(t) para t > β.

Considere a curva

c :

(
β

2
,
3β

2

)
−→ G,

t 7−→ δ(
β

2
)δ(t− β

2
).

Temos que c é suave e satisfaz c(β
2
) = δ(β

2
)δ(0) = δ(β

2
) e d

dt
c(t) =

(
ξL
)
c(t)

. Com efeito:

d

dt
δ(
β

2
)δ(t− β

2
) =

d

dt

(
δ

(
β

2

)
δ(t− β

2
)

)
,

=
d

dt
Lδ(β2 )

(
δ(t− β

2
)

)
,

=
(
Lδ(β2 )

)
∗
δ(t−β2 )

(
ξL
)
δ(t−β

2
)
,

=
(
Lδ(β2 )

)
∗
δ(t−β2 )

(
ξL
)
δ(t−β

2
))
,

=
(
Lδ(β2 )

)
∗
δ(t−β2 )

(
Lδ(t−β

2
)

)
∗e
ξ,

=
(
Lδ(β

2
) ◦ Lδ(t−β

2
))

)
∗e
ξ,

=
(
Lδ(β

2
)δ(t−β

2
))

)
∗e
ξ,

=
(
Lc(t)

)
∗e
ξ,

=
(
ξL
)
c(t)

.

Pela unicidade das curvas integrais, temos que:

c(t) = δ(t) ∀t ∈ (α, β) ∩
(
β

2
,
3β

2

)
=

(
β

2
, β

)
,

o que implica que δ possui uma extensão além do ponto t = β. Obtemos assim uma

contradição com a maximilidade de β.

Dado um campo vetorial X em uma variedade, denotamos por ϕXt o seu fluxo.

Assim t 7→ ϕXt (x) é a curva integral de X com condição inicial x ∈M .
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Proposição 2.2.2. O fluxo de ξL é definido globalmente sobre R×G e satisfaz

ϕξ
L

t (g) = gδ(t)

para todo t ∈ R e para todo g ∈ G.

Demonstração. Basta mostrar que β(t) := gδ(t) = Lg(δ(t)), que é definida para todo

t ∈ R pelo Lema 2.2.1 é a curva integral em ξL com condição inicial g. Isto segue da

fórmula dδ
dt

(t) =
(
ξL
)
δ(t)

= (Lδ(t))∗eξ, e do seguinte cálculo:

dβ

dt
= (Lg)∗δ(t)

dδ

dt
= (Lg)∗δ(t)(Lδ(t))∗eξ = (Lgδ(t))∗eξ =

(
ξL
)
β(t)

.

A proposição segue.

Observação 2.2.3. Tomando g = ϕξ
L

s (e) na proposição anterior, deduzimos que:

ϕξ
L

t+s(e) = ϕξ
L

t (e)ϕξ
L

s (e) = ϕξ
L

s (e)ϕξ
L

t (e),

para todos s, t ∈ R.

Definição 2.2.4. A aplicação exponencial do grupo de Lie G é a aplicação:

exp : g −→ G,

definida por:

exp(ξ) := ϕξ
L

1 (e).

Proposição 2.2.5. (Propriedades da aplicação exponencial)

(1) A aplicação exp : g −→ G é de classe C∞.

(2) Para todo t ∈ R e para todo ξ ∈ g,

exp (tξ) = ϕξ
L

t (e).

(3) exp(0) = e e exp∗0 = Idg (aplicação identidade de g).

Demonstração. (1) Considere a aplicaçãoR×G× g −→ G× g,

(t, g, ξ) 7−→
(
gϕξ

L

t (e), ξ
)
.

(2.2.1)

Temos que:
d

dt

((
gϕξ

L

t (e), ξ
))

=

(
d

dt

(
gϕξ

L

t (e)
)
, 0

)
.
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Calculemos separadamente a primeira coordenada:

d

dt

(
gϕξ

L

t (e)
)

=
d

dt
((g eδ(t))) =

d

dt
((gδ(t)))

=
d

dt
Lg (δ(t))

= (Lg)∗δ(t) δ̇(t)

= (Lg)∗δ(t)

(
ξL
)
δ(t)

= (Lg)∗δ(t)

(
Lδ(t)

)
∗e
ξ

=
(
Lg ◦ Lδ(t)

)
∗e
ξ

=
(
Lgδ(t)

)
∗e
ξ

=
(
ξL
)
gδ(t)

=
(
ξL
)
gϕξ

L

t (e)
.

Assim temos que d
dt

(
gϕξ

L

t (e), ξ
)

= X
gϕξ

L

t (e)
, onde X é o campo de vetores em G × g

definido por,

X(g,ξ) =
(
ξLg , 0

)
,

o que mostra que a aplicação em (2.2.1) é o fluxo de X. Como X é de classe C∞ então

seu fluxo também é de classe C∞, e em particular a aplicação (2.2.1) é suave assim como

a sua restrição ao conjunto {1} × {e} × g ' g.

(2) Considere a seguinte curva β(s) := ϕξ
L

st (e), com t ∈ R fixo. Veja que β(0) =

ϕξ
L

0 (e) = e, e

d

dt
β(s) =

d

ds
ϕξ

L

st (e) =
d

ds
(δ(st)) = t

dδ

ds
(st) = t

(
ξL
)
δ(st)

= tξLβ(s),

onde usamos o fato que dδ
ds

(st) = ξLδ(st). Segue-se que β(s) é uma curva integral do campo

tξL = (tξ)L passando pelo ponto s = 0, donde

β(s) = ϕtξ
L

s (e),

para todo s ∈ R. Em particular para s = 1, obtemos

β(1) = ϕ
(tξ)L

1 (e),

isto é,

ϕξ
L

t (e) = ϕtξ
L

1 (e).

Pela definição 2.2.4, conclui-se que ϕξ
L

t (e) = exp(tξ).

(3) Temos que exp(0) = ϕ0L

0 (e) = e pela parte (2), e dado ξ ∈ g,

exp∗0ξ =
d

dt

∣∣∣
0
exp(tξ) =

d

dt

∣∣∣
0
ϕξ

L

t (e) =
(
ξL
)
e

= ξ.

A proposição segue
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Observação 2.2.6. Seja ξ ∈ g. Segue da proposição 2.2.5 que a aplicação(R,+) −→ G,

t 7−→ exp(tξ),

é um homomorfismo, isto éexp ((t+ s) ξ) = exp(tξ)exp(sξ),

exp(0) = e.

Em particular, para todo t ∈ R, exp(−t) = (exp(t))−1. Dizemos que exp(tξ) é um

subgrupo a 1-parâmetro.

Observação 2.2.7. Poderiamos usar campos de vetores invariantes à direita para definir

uma aplicação “exponencial a direita”, da seguinte forma

expR(ξ) := ϕξ
R

1 (e).

Mostra-se que expR = exp.

Observação 2.2.8. Na proposição 2.2.5 parte (3) temos que exp∗0 = Idg. Pelo teorema

da função inversa exp é um difeomorfismo local no ponto 0 ∈ g. Logo podemos construir

uma carta de G em e, usando a aplicação exp−1. Tal carta é chamada de carta canônica

de G.

2.3 A Representação Adjunta

É natural se questionar depois da Secção 2.1: como calcular [ξ, η] sem usar os

campos de vetores a esquerda? Para responder a essa pergunta introduzimos as seguintes

aplicações. Dado g ∈ G, definimos a aplicação Ig : G −→ G por:

Ig(h) = ghg−1.

Note que Ig = Lg ◦ Rg−1 = Rg−1 ◦ Lg. Como Ig(e) = e, temos que a derivada de Ig no

ponto e é um endomorfismo de TeG = g, denotado por:

Adg := (Ig)∗e : g −→ g. (2.3.1)

Obtemos assim uma aplicação,

Ad : G −→ L(g, g); g 7→ Adg (2.3.2)

chamada representação Adjunta.
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Proposição 2.3.1. A aplicação Ad : G −→ L(g, g) é suave, e para todos g, h ∈ G, temos

que Ade = Idg e

Adgh = Adg ◦ Adh.

Demonstração. Dado g, h ∈ G, temos que

Adgh = (Igh)∗e

=
(
Lgh ◦R(gh)−1

)
∗e

= (Lgh ◦Rh−1g−1)∗e

= (Lg ◦ Lh ◦Rg−1 ◦Rh−1)∗e

= (Lg ◦Rg−1 ◦ Lh ◦Rh−1)∗e

= (Lg ◦Rg−1)∗e ◦ (Lh ◦Rh−1)∗e

= (Ig)∗e ◦ (Ih)∗e = Adg ◦ Adh.

Além disso,

Ade = (Ie)∗e = (IdG)∗e = Idg.

O fato de Ad ser de classe C∞ decorre da proposição A.3.1 no Apêndice.

Logo, como a aplicação Ad : G −→ L(g, g) é de classe C∞, pode-se derivar de

novo no ponto e. Obtemos assim uma nova aplicação,

ad := Ad∗e : g −→ L(g, g), (2.3.3)

onde usamos a identificação TAL(g, g) ∼= L(g, g). Dado ξ ∈ g, é habitual escrever “adξ”

em vez de “ad(ξ)”.

Proposição 2.3.2. Para todo ξ, η ∈ g, têm-se:

[ξ, η] = adξ(η).

Demonstração. Temos que (veja Apêndice A.2):

[ξ, η] =
[
ξL, ηL

]
e

=
d

dt
(ϕξ

L

−t)∗
ϕ
ξ
L

t (e)

(
ηL
)
ϕξ
L

t (e)
,

onde ϕξ
L

t é o fluxo do campo ξL. Por definição de ηL, temos que:(
ηL
)
g

= (Lg)∗e η.

Dáı,

[ξ, η] =
d

dt

∣∣∣
0
(ϕξ

L

−t)∗
ϕ
ξ
L

t (e)

(L
ϕξ
L

t (e)
)∗eη =

d

dt

∣∣∣
0
(ϕξ

L

−t ◦ L
ϕξ
L

t (e)
)∗eη. (2.3.4)
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Pela Proposição 2.2.2, ϕξ
L

t (g) = gδ(t) = Rδ(t)(g) para todo g ∈ G, isto é, ϕξ
L

t = Rδ(t), e

pela observação 2.2.6, δ(−t) = δ(t)−1. Voltando para (2.3.4), obtemos então:

[ξ, η] =
d

dt

∣∣∣
0
(ϕξ

L

t ◦ LϕξLt )∗eη

=
d

dt

∣∣∣
0
(Rδ(−t) ◦ Lδ(t))∗eη

=
d

dt

∣∣∣
0
(Rδ(t)−1 ◦ Lδ(t))∗eη

=
d

dt

∣∣∣
0
(Iδ(t))∗eη

=
d

dt

∣∣∣
0
Adδ(t)η

= adδ̇(0) (ξ) (2.3.5)

= adξη

o que prova a proposição (a igualdade (2.3.5) decorre da proposição A.3.1s no Apêndice).

Exemplo 2.3.3. (Grupo de Lie comutativo) Um grupo de Lie é comutativo se para todos

g, h ∈ G tem-se:

gh = hg.

Nesse caso, temos que Ig é a aplicação identidade de G, isto é, Adg = Ig, o que implica

que

[ξ, η] = adξ (η) = (Ad∗eξ)(η) = 0,

pois Ad é uma aplicação constante. Por exemplo Rn e o toro Tn = S1 × ... × S1 são

comutativos.

Exemplo 2.3.4. (Grupo linear GL(n,R)) Para calcular o colchete de Lie do grupo linear,

note que:

1. Dada A ∈ GL(n,R), (IA)∗I = IA, pois IA é a restrição ao conjunto GL(n,R) da

aplicação linear, M(n,R) −→M(n,R),

B 7→ ABA−1.

2. Dado η ∈ gl(n,R), temos que

AdA(η) = (IA)∗I η = IAη = AηA−1,

3. Se ξ ∈ gl(n,R) então,

i∗Iξ = −ξ, (2.3.6)
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onde i : GL(n,R) −→ GL(n,R), A 7→ A−1. Isso é uma consequência da fórmula

i∗gu = −(Lg−1 ◦Rg−1)∗gu,

(veja Lema 2.1.4) e do fato que (Lg−1 ◦ Rg−1)∗g = Lg−1 ◦ Rg−1 no caso particular

G = GL(n,R).

Usando (2) e (3) e uma curva δ(t) tal que δ(0) = I e δ̇(0) = ξ, obtemos:

[ξ, η] = adξ(η) =
d

dt

∣∣∣∣
0

Adδ(t)η =
d

dt

∣∣∣∣
0

δ(t)η(t) (δ(t))−1

=
d

dt

∣∣∣∣
0

(Rη(δ(0))−1) (δ(t)) +
d

dt

∣∣∣∣
0

(Lδ(0)η ◦ i)(δ(t))

= (Rη)∗Iξ − (Lη)∗Iξ.

Como as aplicação Rη e Lη são as restrições de duas aplicações lineares, temos então que:

(Rη)∗Iξ = ξη e (Lη)∗Iξ = ηξ.

Portanto,

[ξ, η] = ξη − ηξ, (2.3.7)

que é o colchete de Lie de GL(n,R) procurado.

Exemplo 2.3.5. Sejam G1, ..., Gn um número finito de grupos de Lie com álgebras de

Lie (g1, [ ]g1),...,(gn, [ ]gn). Um cálculo direto usando as representações adjuntas de cada

grupo de Lie mostra que o colchete de Lie do produto cartesiano G = G1 × .... × Gn é

dada por:

[(ξ1, ..., ξn), (η1, ..., ηn)] := ([ξ1, η1]g1 , ..., [ξn, η1]gn),

onde (ξ1, ..., ξn) e (η1, ..., ηn) pertencem à Lie(G) = g1 × ...× gn.

Seja M(n,R) o espaço das matrizes reais de tamanho n × n. Definimos o expo-

nencial de A ∈M(n,R) como sendo a série:

eA :=
∞∑
k=0

1

k!
Ak. (2.3.8)

Usando a norma operacional em M(n,R), vê-se que (2.3.8) converge absolutamente, o

que implica que eA está bem definido para todo A ∈ M(n,R). Além disso, a aplicação

M(n,R) −→ GL(n,R), A 7→ eA é a aplicação exponencial do grupo de Lie GL(n,R). Esse

fato decorre de:

Exemplo 2.3.6. (1) a aplicação δ : t 7→ etA é a única solução do sistema δ̇(t) = Aδ(t) (é

um fato bem conhecido no contexto das Equações Diferenciais Ordinárias) e

(2) se A ∈ gl(n,R), então (AL)B = AB.

Segue de (1) e (2) que etA é uma curva integral de AL passando por I quando

t = 0. Logo exp(A) = δ(1) = e1A = eA.
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2.4 Homomorfismos

Definição 2.4.1. Sejam G e H dois grupos de Lie.

(a) Um homomorfismo f : G −→ H é chamado homomorfismo de grupos de Lie

se f é de classe C∞

(b) Um homomorfismo de grupos de Lie f : G −→ H é um isomorfismo de grupos

se é bijetora e se a aplicação inversa f−1 é homomorfismo de grupos de Lie.

Proposição 2.4.2. (Derivada de um homomorfismo) Sejam G,H dois grupos de Lie,

com álgebras de Lie g, h, respectivamente. Se f : G −→ H é um homomorfismo de grupos

de Lie, então f∗e : g −→ h é um homomorfismo de álgebra de Lie, isto é, é linear e

satisfaz

f∗e [ξ, η] = [f∗eξ, f∗eη] ,

para todos ξ, η em g. Além disso, o seguinte diagrama é comutatio:

g
f∗e−−→ h

expG ↓ � ↓ expH
G −→

f
H

isto é, expH ◦ f∗e = f ◦ expG, onde expG : g −→ G e expH : h −→ H são aplicações

exponenciais dos grupos G e H, respectivamente.

Demonstração. Como f é um homomorfismo temos que para todo g ∈ G, f◦Lg = Lf(g)◦f .

Calculando a derivada no elemento neutro na direção ξ ∈ g, obtemos:

(f ◦ Lg)∗e ξ =
(
Lf(g) ◦ f

)
∗e
ξ

⇒ f∗g(Lg)∗eξ = (Lf(g))∗f(e)
f∗eξ

⇒ f∗g
(
ξL
)
g

= (f∗eξ)
L
f(g) , (2.4.1)

o que mostra que ξL e (f∗ξ)
L são f -relacionados. Logo os campos de vetores de

[
ξL, ηL

]
e
[
(f∗eξ

L), (f∗eη
L)
]

são f -relacionados também (é uma propriedade geral do colchete de

Lie para campos de vetores, veja no apêndice ??). Portanto, para todo g ∈ G, tem-se

f∗g
[
ξL, ηL

]
g

=
[
(f∗e)

L , (f∗eη)L
]
e
.

Por definição do colchete de Lie da álgebra de Lie conclui-se que f∗e [ξ, η] = [f∗eξ, f∗eη].

Vamos mostrar que exph ◦ f∗e = f ◦ expG. Escolhemos ξ ∈ g e consideramos a

curva δ(t) := f(expG(tξ)). Temos que δ(0) = e e que

d

dt
δ(t) =

d

dt
(f(expG(tξ)) = f∗exp(tξ) (ξ)LexpG(tξ) . (2.4.2)
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Essa ultima igualdade é justificada pela Proposição 2.2.5. Usando a equação (2.4.1) na

equação (2.4.2), obtemos que:

d

dt
δ(t) = (f∗eξ)

L
f(expG(tξ) = (f∗eξ)

L
δ(t) .

Isto significa que δ(t) é a curva integral do campo (f∗eξ)
L satisfazendo δ(0) = e, donde

δ(1) = expH(f∗eξ), e portanto,

f(expG(ξ)) = expH(f∗eξ).

Exemplo 2.4.3. A aplicação determinante

det :

GL(n,R) −→ R∗,

A −→ det(A),

é um homomorfismo de grupos de Lie, cuja derivada é dada por:

det∗AB = det(A)Tr(A−1B),

onde A ∈ GL(n,R) e B ∈ TAGL(n,R) ∼= L(Rn,Rn).

Portanto, pela proposição anterior obtemos a seguinte fórmula:

det (exp(B)) = eTr(B),

onde B ∈ L(Rn,Rn).

Corolário 2.4.4. Para todo g ∈ G e todos ξ, η ∈ g, temos que

1. exp(Adgξ) = g (exp(ξ)) g−1,

2. Adg [ξ, η] = [Adgξ, Adgη] (Homomorfismo de álgebras de Lie).

Demonstração. Decorre da proposição anterior aplicada ao homomorfismo Ig : G −→ G,

h 7→ ghg−1.

Corolário 2.4.5. Seja G um grupo de Lie. Então o seguinte diagrama é comutativo

g
ad−→ gl(n,R)

expG ↓ ↓ e

G −→
Ad

GL(g)

onde, e : gl(n,R) −→ GL(g), M 7→
∑

k≥0
1
k!
Mk, é a aplicação exponencial do grupo

GL(g). Assim, para todo ξ ∈ g, têm-se,

AdexpG(ξ) = eadξ .

Demonstração. Decorre da proposição 2.4.2, do fato de Ad : G −→ GL(g) ser um homor-

mofismo de Lie e da fórmula Ad∗e = ad.
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2.5 Subgrupos de Lie

Nesta secção serão estudados os subgrupos de Lie, que são subgrupos de grupos

de Lie, e ao mesmo tempo grupos de Lie com uma estrutura de subvariedade. A álgebra

de Lie de um subgrupo de Lie é uma subálgebra da álgebra de Lie do grupo ambiente.

Definição 2.5.1. Seja G um grupo de Lie. Dizemos que o par (H, i) é um subgrupo de

Lie se,

• H é um grupo de Lie,

• i : H −→ G é um homomorfismo injetivo de grupos de Lie.

Definição 2.5.2. Um subgrupo de Lie fechado, ou regular, de G é um subgrupo de Lie

(H, i) de G tal que:

• H é um subgrupo de G,

• i é a aplicação inclusão,

• i é um mergulho.

Lema 2.5.3. Seja (H, i) um subgrupo de Lie de G. Então i : H −→ G é uma imersão.

Demonstração. Por definição, i é um homomorfismo. Logo, dados g, h ∈ G,

(i ◦ Lg) (h) = i(gh) = i(g)i(h) =
(
Li(g) ◦ i

)
(h),

ou seja, i ◦ Lg = Li(g) ◦ i. Portanto,

(i ◦ Lg)∗e =
(
Li(g) ◦ i

)
∗e ⇒ i∗g(Lg)∗e = (Li(g))∗ei∗e.

As aplicações Lg e Li(g) sendo dois difemorfismos, temos que (Lg)∗e e
(
Li(g)

)
∗e são dois

isomorfismos lineares, donde, i∗g é injetiva se somente se i∗e é injetiva.

Para mostrar que i∗e : h −→ g é injetiva, consideramos ξ ∈ h tal que i∗eξ = 0.

Devemos mostrar que ξ = 0. Escolhemos um conjunto aberto U ⊆ h contendo 0 tal que

exp
∣∣
U

: U −→ H,

é um difeomorfismo. Escolhemos também λ ∈ R − {0} tal que λξ ∈ U (λ existe, pois

0 ∈ U e a aplicação R× h→ h, (r, u) 7→ ru é cont́ınua em (0, ξ) ). Pela proposição 2.4.2,

temos que expG ◦ i∗e = i ◦ expH , donde,

e = expG(λ0) = expG(λi∗e(ξ)) = i(expH(λξ)).

Pelo fato de i ser injetiva, obtemos expH(λξ) = e, e como λξ ∈ U onde expH é um

difeomorfismo, conclúımos que λξ = 0h. O número λ sendo diferente de zero, ξ = 0h.

Assim i∗e é injetiva o que prova o Lema.
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A seguir, indentificaremos h com i∗eh e H com i(H).

Definição 2.5.4. Seja (g, [ , ]) uma álgebra de Lie. Um subespaço h de g é uma subálgebra

de Lie se para todos ξ, η, [ξ, η] ∈ h.

Lema 2.5.5. Seja (H, i) um subgrupo de Lie de G. Então h é uma subálgebra de Lie de

g. Além disso,

h = {ξ ∈ g | expG(tξ) ∈ H, ∀t ∈ R} . (2.5.1)

Demonstração. Pela proposição 2.4.2, temos que i∗e : h −→ g é um homomorfismo de

álgebra de Lie, isto é

i∗e [ξ, η] = [i∗eξ, i∗eη] ,

para todos ξ, η ∈ h. Sob as nossas identificações, isso significa exatamente que h é uma

subálgebra de Lie de g.

Para provar (2.5.1), considere ξ ∈ h. Dado t ∈ R arbitrário, temos que:

(i ◦ expH)(tξ) = (expG ◦ i∗e)(tξ)

⇒ i(expH(tξ)) = expG(t i∗eξ)

⇒ expG(t i∗eξ) ∈ i(H).

Identificando h com i∗eh e H com i(H) temos então que

h ⊆ {ξ ∈ g | expG(tξ) ∈ H, ∀t ∈ R} .

Reciprocamente, considere ξ ∈ g tal que expG(tξ) ∈ H para todo t ∈ R. Como H ⊆ G é

uma subvariedade imersa, temos que a derivada da curva suave R −→ G, t 7→ expG(tξ)

satisfaz
d

dt
(expG(tξ)) ∈ TexpG(tξ)H,

para todo t ∈ R. Em particular em t = 0, (expG)∗0ξ ∈ TeH, e como (expG)∗0 = Idg,

obtemos então

ξ ∈ TeH = h.

Isso mostra a outra inclusão e consequêntemente (2.5.1).

Teorema 2.5.6. Seja G um grupo de Lie e seja (H, i) um subgrupo de Lie fechado. Então

H é um subconjunto fechado em G (no sentido topológico).

Esse resultado é de fato curioso pois em geral nem toda subvariedade é fechada.

Para provar este Teorema precisamos do seguinte Lema:

Lema 2.5.7. Seja G um grupo de Lie e seja U ⊆ G uma vizinhança aberta de e. Então

existe um subconjunto aberto V ⊆ G tal que V ⊆ U e

(a) V V ⊆ U , onde V V :=
{
gh ∈ G

∣∣ g, h ∈ V },

(b) V = V −1, onde V −1 :=
{
g−1 ∈ G

∣∣ g ∈ V }
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Demonstração. Pela continuidade da multiplicação m : G × G −→ G, existem duas

vizinhanças abertas U1 e U2 de e em G tal que U1U2 ⊆ U . Defina W := U1 ∩ U2 e

V := W ∩W−1. Note que V −1 = (W ∩W−1)
−1

= W−1∩ (W−1)
−1

= W−1∩W = V e que

V é uma vizinhança aberta contendo e. Além disso, temos que V V ⊆ WW ⊆ U1U2 ⊆ U .

Isso mostra (a) e (b).

O fato de que V esteja contido em U é uma consequência direta de (a): V ⊆
V {e} ⊆ V V ⊆ U . O lema segue.

Esse Lema se generaliza ao caso dos “grupos topológicos” (veja [1]).

Demonstração. (Prova o Teorema 2.5.6) Seja g ∈ H arbitrário e seja (hk)k∈N uma sequência

de pontos de H que converge para g. Por hipótese H é uma subvariedade de G. Portanto

existem cartas (U,ϕ) de G contendo e e dois conjuntos abertos A1 ⊆ Rn e A2 ⊆ Rm−n

(n = dim(H) e m = dim(G)) tal que ϕ(U) = A1 × A2 e

ϕ(U ∩H) = A1 × {0Rm−n} . (2.5.2)

Seja W um subconjunto aberto de G contendo e tal que W ⊆ U .

Pelo Lema 2.5.7, existe uma vizinhança aberta V de e em G tal que V ⊆ W ,

V = V −1 e V V ⊆ W . Como (g−1hk)k∈N converge para e, podemos assumir sem perda de

generalidade que g−1hk ∈ V , para todo k ∈ N. Isso implica em particular que para todo

k ∈ N,

h−1
0 hk = (g−1h0)−1(g−1hk) ∈ V −1V = V V ⊆ W. (2.5.3)

Seja (zk)k∈N a sequência cujo termo geral é zk := h−1
0 hk. A equação (2.5.3) implica que:

(1) zk ∈ W ∩ H ⊆ U ∩ H para todo k ∈ N. Denotando por {x1, ..., xm} as

coordenadas locais de (U,ϕ) e levando em conta (2.5.2), temos que:

ϕ(zk) = (x1(zk), ..., xn(zk), 0, ..., 0), (2.5.4)

para todo k ∈ N.
(2) O limite de (zk)k∈N é dado por h−1

0 g que pertence a W e portanto pertence a

U . Assim podemos considerar a sua expressão local:

ϕ(h−1
0 g) = (x1(h−1

0 g), ..., xn(h−1
0 g), xn+1(h−1

0 g), ..., xm(h−1
0 g)). (2.5.5)

Como (ϕ(zk))k∈N converge para ϕ(h−1
0 g), a comparação das equações (2.5.4) e

(2.5.5) nos dá:

xn(h−1
0 g) = ... = xm(h−1

0 g) = 0,

donde ϕ(h−1
0 g) ∈ A1 × {0Rm−n}. Isto significa que h−1

0 g ∈ U ∩H e, portanto h−1
0 g ∈ H.

Multiplicando por h0, obtemos g ∈ H. O teorema segue.
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Observação 2.5.8. A reciproca do Teorema 2.5.6 é verdadeira, isto é: se um subgrupo H

de um grupo de Lie G é topologicamente fechado, então H é um subgrupo de Lie fechado.

Esta afirmação é forte pois temos apenas a hipótese de que H é um subgrupo de um grupo

de Lie G que é fechado. Uma demonstração deste fato se encontra no livro “Introduction

to Smoth Manifolds” (veja [11]). Na literatura este teorema é chamado de “Lie’s Third

Fundamental Theorem”.

Observação 2.5.9. Um outro resultado importante é o seguinte. Seja G um grupo de Lie

e h ⊆ g uma subálgebra de Lie de g = Lie(G). Então existe um único subgrupo de Lie

(H, i), onde i é a aplicação inclusão tal que Lie(H) = h. Uma demonstração encontra-se

por exemplo em [1].

Terminamos essa secção com alguns exemplos de grupos de Lie.

Exemplo 2.5.10. Como já vimos, o grupo linear GL(n,R) é um grupo de Lie de dimensão

n2 cuja álgebra de Lie gl(n,R) = Mat(n,R) é o espaço das matrizes reais de tamanho

n× n, munido do colchete de Lie [ξ, η] = ξη − ηξ, onde ξ, η ∈ gl(n,R).

O grupo GL(n,R) = det−1(R\0) é aberto em Rn2
, logo não é compacto. Além

disso, a imagem da aplicação continua det : GL(n,R) → R não é conexa (sendo igual a

R\ {0}), e portanto GL(n,R) não é conexo.

Exemplo 2.5.11. O Grupo especial linear é o conjunto

SL(n,R) :=
{
A ∈ GL(n,R)

∣∣det(A) = 1
}
.

É um subgrupo de GL(n,R) e uma subvariedade de GL(n,R) de dimensão n2 − 1, pois

SL(n,R) = det−1(1) e det : GL(n,R)→ R é uma submersão, em virtude da fórmula

det∗AB = det(A).T r(A−1B).

Segue-se que SL(n,R) é um subgrupo de Lie fechado de GL(n,R) (Note que a multi-

plicação SL(n,R)× SL(n,R) −→ SL(n,R), (A,B) 7→ AB é suave, pois é a restrição da

multiplicação GL(n,R)×GL(n,R)→ GL(n,R) que também é suave.

A sua álgebra de Lie é o espaço sl(n,R) = TInSL(n,R) = ker det∗In = ker(traço),

donde,

sl(n,R) =
{
ξ ∈M(n,R)

∣∣tr(ξ) = 0
}
,

com o colchete de Lie induzido por gl(n,R): [ξ, η] := ξη − ηξ (note que, como H ⊆ G é

um subgrupo de Lie, pelo Teorema 2.5.9 h ⊆ g é uma subálgebra de Lie).



37

O grupo SL(n,R) não é compacto. Com efeito para todo t ∈ R, a matriz

At =



1 0 · · · 0 t

0
. . . 0

...
. . .

...

0
. . . 0

0 0 · · · 0 1


,

pertence a SL(n,R), mas sua norma de Frobenius, que é dada por:

‖At‖ =
√
tr(AtA) =

√
n2 + t2,

tende para ∞ quando t → ∞. Assim, o conjunto SL(n,R) não é limitado, e portanto

não é compacto. Além disso mostra-se que SL(n,R) é conexo (veja [??]).

Exemplo 2.5.12. O Grupo Ortogonal O(n) é o conjunto das matrizes

O(n) :=
{
A ∈M(n,R)

∣∣AAt = In
}
,

onde tA denota a transposta de A; é claramente um subgrupo de GL(n,R). Considere a

aplicação:

φ :

GL(n,R) −→ S(n,R),

A 7−→ AAt,

onde S(n,R) :=
{
A ∈M(n,R)

∣∣A = At
}

(matrizes simétricas). Note que O(n) = φ−1(In)

e que φ é suave.

Afirmamos que In é um valor regular de φ (isto é φ∗A é sobrejetiva para todo A ∈
φ−1(In)). Com efeito, seja A ∈ φ−1(In) = O(n). Dado B ∈ TAGL(n,R) 'M(n,R),temos

que:

φ∗AB =
d

dt

∣∣∣∣
0

φ(A+ tB) =
d

dt

∣∣∣∣
0

(A+ tB)(A+ tB)t

=
d

dt

∣∣∣∣
0

(AAt + tABt + tBAt + t2BBt)

= ABt +BAt.

Em particular, dado C ∈ S(n,R) arbitrário, podemos observar que:

φ∗A

(
1

2
CA

)
= A

(
1

2
CA

)t
+

(
1

2
CA

)
At

=
1

2
AAtCt +

1

2
CAAt

=
1

2
Ct +

1

2
C =

1

2
C +

1

2
C = C.
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Segue-se que φ∗A : TAGL(n,R) −→ S(n,R) é sobrejetiva, o que mostra que In é um valor

regular de φ.

Concluimos que O(n) é uma subvariedade de GL(n,R) de dimensão:

dimO(n) = dimGL(n,R)− dimS(n,R)

= n2 −
(
n+

n2 − n
2

)
=
n

2
(n− 1).

Além disso O(n) é um subgrupo de Lie fechado de GL(n,R) com álgebra de Lie:

o(n) = ker φ∗In

=
{
ξ ∈ gl(n,R)

∣∣ ξt = −ξ
}
,

munido do colchete de Lie habitual.

A norma de Frobenius de A ∈ O(n) é dada por:

‖A‖ =
√
tr (AtA) =

√
tr (In) =

√
n.

Então, O(n) é limitado. Como O(n) = φ−1(In), então O(n) é fechado e portanto com-

pacto. Além disso temos que O(n) não é conexo, pois det(O(n)) = {±1} que não é

conexo.

Exemplo 2.5.13. Os análogos complexos,

� GL(n,C) :=
{
A ∈M(n,C)

∣∣detA 6= 0
}

,

� SL(n,C) :=
{
A ∈M(n,C)

∣∣detA = 1
}

,

� U(n) :=
{
A ∈ GL(n,C)

∣∣AA∗ = In
}

, onde (A∗)i,j := Aj,i,

� SU(n) :=
{
A ∈ U(n)

∣∣detA = 1
}

,

são todos grupos de Lie de dimensão 2n2, 2(n2− 1), n2, n2− 1, respectivamente,

com álgebras de Lie:

� gl(n,C) := M(n,C),

� sl(n,C) :=
{
ξ ∈M(n,C)

∣∣tr (ξ) = 0
}
,

� u(n) :=
{
ξ ∈M(n,C)

∣∣ξ∗ = −ξ
}
,

� su(n) :=
{
ξ ∈M(n,C)

∣∣ξ∗ = −ξ e tr (ξ) = 0
}
,

todas sendo munidas do colchete de Lie [ξ, η] = ξη − ηξ.
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2.6 Ação de grupos de Lie

Definição 2.6.1. Seja M uma variedade e seja G um grupo de Lie. Uma ação à esquerda

de G sobre M é uma aplicação suave Φ : G×M −→M que satisfaz, para todo g, h ∈ G,

as seguintes condições:

(a) Φ(e, p) = p,

(b) Φ(g,Φ(h, p)) = Φ(gh, p).

Observação 2.6.2. Usaremos às vezes a notação g.p em vez de Φ(g, p).

Observação 2.6.3. Analogamente, defini-se uma ação à direita como sendo uma aplicação

suave Ψ : M ×G −→ M , que satisfaz Ψ(p, e) = p e Ψ(Ψ(p, g), h) = Ψ(p, gh), para todos

g, h ∈ G, e todo p ∈M .

Observação 2.6.4. Dada uma ação Φ : G×M −→M e dados p ∈M e g ∈ G, denotaremos

por Φp e Φg as aplicações:

Φp : G −→M, g 7→ Φ(g, p),

Φg : M −→M, p 7→ Φ(g, p).

Elas são suaves, pois Φp = Φ ◦ ip e Φg = Φ ◦ jg, onde ip e jg são aplicações suaves

G −→ G×M , g 7→ (g, p) e M −→ G×M , p 7→ (g, p), respectivamente.

Observação 2.6.5. Para todo g ∈ G, a aplicação

Φg : M −→M, p 7→ Φ(g, p),

é um difeomorfismo, cujo inverso é dado por Φg−1 , isto é, (Φg)
−1 = Φg−1 .

Observação 2.6.6. A aplicação G −→ Diff(M), g 7→ Φg , é um homomorfismo de grupos,

onde Diff(M) é o grupo dos difeomorfismos de M .

Observação 2.6.7. Se M = V é um espaço vetorial e se Φg ∈ GL(V ) para todo g ∈ G,

diz-se então que Φ é uma representação de G (a representação adjunta G −→ GL(g),

g 7→ Adg := (Ig)∗e é um exemplo de representação de G).

Exemplo 2.6.8. A aplicação

Φ : GL(n,R)× Rn −→ Rn, (A, u) 7→ Au,

é uma ação de GL(n,R) sobre Rn.

Exemplo 2.6.9. O ćırculo unitário,

S1 :=
{
eiθ ∈ C

∣∣ θ ∈ R
}
,

é naturamente um grupo de Lie (em relaçao ao produto complexo), que atua em Cn, pela

fórmula:

eiθ.(z1, ..., zn) := (eiθz1, ..., e
iθzn).
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Exemplo 2.6.10. O fluxo ϕXt : R×M −→M de um campo de vetores completo define

uma ação de (R,+) sobre M pela fórmula

t.p := ϕXt (p).

Definição 2.6.11. Seja Φ : G×M −→M uma ação de um grupo de Lie G.

(a) A órbita de p ∈M é o conjunto

Orb(p) :=
{

Φ(g, p) ∈M
∣∣ g ∈ G} .

Às vezes escreve-se também G.p em vez de Orb(p).

(b) O estabilizador de p ∈M é o subgrupo de G definido por:

Gp :=
{
g ∈ G

∣∣Φ(g, p) = p
}
.

(c) Um ponto fixo p ∈ M é um ponto fixo pela ação Φ se Φ(g, p) = p para todo

g ∈ G, ou seja, se Gp = G.

Proposição 2.6.12. Dado p ∈ M , o conjunto Gp é um subgrupo de Lie fechado de G

cuja álgebra de Lie é dada por:

gp = {ξ ∈ g = Lie(G) | (Φp)∗eξ = 0} . (2.6.1)

Demonstração. O conjunto Gp = (Φp)
−1 {p} é fechado, e portanto pela observação 2.5.8

Gp é um subgrupo de Lie fechado de G, e pelo lema 2.5.5, temos que:

gp = {ξ ∈ g | exp(tξ) ∈ Gp, ∀t ∈ R} .

Seja então ξ ∈ g tal que exp(tξ) ∈ Gp para todo t ∈ R. Temos que:

(Φp)∗e ξ =
d

dt

∣∣∣∣
0

Φp(exp(tξ)) =
d

dt

∣∣∣∣
0

p = 0,

o que implica
{
ξ ∈ g

∣∣ esp(tξ) ∈ Gp, ∀t ∈ R
}
⊆ gp. Reciprocamente, suponha que ξ ∈ g

satisfaça (Φp)∗eξ = 0. Então,

d

dt

∣∣∣∣Φp(exp(tξ)) =
d

ds

∣∣∣∣
0

Φ (exp(t+ s)ξ, p)

=
d

ds

∣∣∣∣
0

Φexp(tξ) ◦ Φp ◦ exp(sξ)

= (Φexp(tξ))∗p(Φp)∗eξ

= 0.

Assim, Φp(exp(tξ)) = constante = Φp(exp(0.ξ)) = p, o que significa que exp(tξ) ∈ Gp

para todo t ∈ R.
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Definição 2.6.13. Uma ação Φ : G×M −→M é dita,

(a) livre: se Gp = {e} para todo p ∈M ;

(b) transitiva: se existir p ∈M tal que Orb(p) = M.

Observação 2.6.14. Uma ação Φ : G×M −→ M é livre, se somente se, para todo g ∈ G
e todo p ∈M tais que Φ(p, g) = p, entao g = e.

Observação 2.6.15. Uma ação Φ : G ×M −→ M é transitiva, se somente se, para todos

p, q ∈M , existe g ∈ G tal que

q = Φ(g, p).

Observação 2.6.16. Se Φ é transitiva, então para todos p, q ∈M , Orb(p) = Orb(q) = M.

Exemplo 2.6.17. A ação natural de GL(n,R) sobre Rn não é transitiva, pois Orb(0) =

{0} 6= Rn, e não é livre pois GL(n,R)0 = GL(n,R) 6= In. Em geral se v ∈ Rn\{0}, então

Orb(v) = Rn\{0} e o estabilizador é dada por:

GL(n,R)v :=
{
A ∈ GL(n,R)

∣∣ 1 ∈ σ(A) e v ∈ E1(A)
}
,

onde σ(A) é o espectro de A e E1(A) :=
{
w ∈ Rn

∣∣Aw = w
}
.

Exemplo 2.6.18. A fórmula

A.z =
az + b

cz + d
,

onde ( a bc d ) ∈ SL(n,R) e z ∈ H =
{
z = x+ iy ∈ C

∣∣ y > 0
}
, define uma ação de SL(n,R)

sobre H. Dado z = x+ iy ∈ H, verifica-se imediatamente que, √y x√
y

0 1√
y

 .i =

√
yi+ x√

y

1√
y

= x+ iy,

donde vê-se que Orb(i) = H. Assim essa ação é transitiva. Não é livre, pois para todo

z ∈ H, o estabilizador SL(2,R)z contém pelo menos dois pontos, I2 e −I2.

Exemplo 2.6.19. O conjunto C∗ = C\{0} munido da multiplicação complexa é um

grupo de Lie de dimensão 2 atuando em Cn\{0} pela fórmula:

λ.(z1, ..., zn) := (λz1, ..., λzn) ,

onde λ ∈ C∗ e (z1, ..., zn) ∈ Cn\{0}.
A órbita de (z1, ..., zn) ∈ Cn\{0} é a reta complexa C(z1, ..., zn) − {0} e o esta-

bilizador é o subgrupo C∗ = {1}. Portanto é livre, mas não transitiva (a não ser que

n = 1).

Definição 2.6.20. Uma ação Φ : G×M −→M é própria se para todo conjunto compacto

K ⊆ M × M, o conjunto (Φ×)−1(K) é compacto, onde Φ× : G × M −→ M × M,

(g, p) 7→ (Φ(g, p), p) .
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Proposição 2.6.21. Uma ação Φ : G ×M −→ M é própria, se somente se, para toda

sequência (gn)n∈N em G e toda sequência (pn)n∈N em M tais que (Φ(gn, pn))n∈N e (pn)n∈N

convergem em M , então (gn)n∈N possui uma subsequência convergente em G.

Demonstração. Suponha que Φ seja própria. Sejam (gn)n∈N e (pn)n∈N duas sequências

em G e M , respectivamente, tais que Φ(gn, pn) converge para q ∈ M e pn converge para

p ∈M . Então,

Φ×(gn, pn) = (Φ(gn, pn), pn)→ (q, p) quando n→∞.

Seja K uma vizinhança compacta de (q, p) em M ×M . Como Φ×(gn, pn) converge para

(q, p), existe N ∈ N tal que:

n ≥ N ⇒ Φ×(gn, pn) ∈ K ⇒ (gn, pn) ∈
(
Φ×
)−1

(K).

A ação Φ sendo própria, (Φ×)
−1

(K) é compacto e portanto existe uma subsequência

(gn, pn)n∈I , com I ⊆ N, que converge em (Φ×)−1(K) ⊆ G ×M . Segue-se que (gn)n∈I é

uma subsequência convergente de (gn)n∈N. Isso mostra a suficiência.

Reciprocamente, considere K ⊆ M ×M um conjunto compacto. Devemos mos-

trar que (Φ×)−1(K) é compacto em G×M .

Seja (gn, pn)∈N uma sequência de (Φ×)
−1

(K). Então, (Φ×(gn, pn))n∈N é uma

sequência de pontos em K que é compacto. Portanto essa sequência possui uma sub-

sequência convergente (Φ×(gn, pn))n∈I que converge em K. Note que isso significa que

(Φ(gn, pn))n∈I e (pn)n∈I são convergentes e convergem em M . Pela hipótese, (gn)n∈I pos-

sui uma subsequência convergente (gn)n∈J com J ⊆ I. Segue-se que (gn, pn)n∈J é uma

subsequência convergente de (gn, pn)n∈N que converge em (Φ×)
−1

(K). Pela caracterização

dos conjuntos compactos com sequências, conclúımos que (Φ×)
−1

(K) é compacto.

Observação 2.6.22. Decorre da proposição anterior que qualquer ação Φ : G×M −→M ,

com G compacto, é própria.

Dada uma ação Φ : G×M −→M, podemos definir uma relação de equivalência

em M da seguinte forma:

p ∼ q ⇔ p ∈ Orb(q).

Usaremos a notação G\M := M\ ∼ para designar o espaço das órbitas à esquerda e

denotaremos π : M −→ G\M a sua aplicação quociente. O espaço das órbitas de uma

ação a direita Ψ : M ×G −→M será denotado por M/G.

2.7 O espaço das órbitas como variedade

Teorema 2.7.1. Seja Φ : G ×M −→ M uma ação livre e própria de um grupo de Lie

G sobre uma variedade M . Então existe uma única estrutura de variedade sobre G\M,
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com dimensão dim(M) − dim(G), tal que a aplicação quociente π : M −→ G\M é uma

submersão suave.

Para provar o Teorema 2.7.1 usaremos os seguintes lemas.

Lema 2.7.2. Seja Φ : G×M −→M uma ação livre. Então para todo p ∈M ,

(Φp)∗e : g −→ TpM,

é injetiva.

Demonstração. Seja ξ ∈ g tal que (Φp)∗e ξ = 0. Temos que:

d

dt

∣∣∣∣
t

(Φp(exp(tξ)) =
d

ds

∣∣∣∣
0

(Φp(exp(t+ s)ξ)

=
d

ds

∣∣∣∣
0

(
Φexp(tξ) ◦ Φp

)
(exp(sξ))

=
(
Φexp(tξ)

)
∗p

(Φp)∗e ξ = 0.

Portanto, para todo t ∈ R temos que Φp(exp(tξ)) = constante = p . Isso implica que

exp(tξ) ∈ Gp = {e} (pois Φ é livre) donde exp(tξ) = e. Derivando essa ultima relação em

t = 0 temos que ξ = 0, o que mostra que ker(Φp)∗e = {0} , como queŕıamos.

Lembremos que um conjunto U ⊆ G\M é aberto em relação à topologia quo-

ciente, se e somente se, π−1(U) é aberto em M , onde π : M −→ G\M é a aplicação

quociente.

Lema 2.7.3. Suponha que Φ : G×M −→M seja própria. Então, o espaço G\M munido

da topologia quociente é de Hausdorff.

Demonstração. Seja Φ× : G × M −→ M × M, (g, p) 7→ (Φ(g, p), p). Primeiro vamos

mostrar que W := Φ×(G×M) ⊆M ×M é fechado.

Seja (Φ×(gn, pn))n∈N uma sequência de W que converge em M×M . Temos então

que (Φ(gn, pn), pn)n∈N converge em M ×M o que implica que (Φ(gn, pn))n∈N e (pn)n∈N

convergem em M .

Pela Proposição 2.6.21, existe uma subsequência (gn)n∈I de (gn)n∈N que converge

em G para um ponto g. Temos também que existe p ∈ M tal que (pn)n∈N converge

para p quando n tende para infinito. Donde, (pn)n∈I é convergente e converge para

p. Dáı, conclúımos pela continuidade de Φ× que (Φ×(gn, pn))n∈I converge para Φ×(g, p)

que pertence ao conjunto W . Mas como o limite de uma subsequência de uma sequência

convergente tem que ser igual ao limite da sequência, temos que o limite de (Φ×(gn, pn))n∈N

é igual a (g, p) ∈ W. Isso mostra que W é fechado.
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Sejam agora p, q ∈ M , tais que π(p) 6= π(q), onde π : M −→ G\M é a aplicação

quociente. Note que (p, q) ∈M ×M \W (senão teŕıamos (p, q) ∈ Φ×(G×M) e existiria

g ∈ G tal que (Φ(g, q), q) = (p, q), o que implicaria Φ(g, q) = p e portanto π(q) = π(p)).

Como M ×M \W é aberto em M ×M , então existem dois conjuntos abertos

U, V contendo p, q respectivamente tais que U × V ⊆ (M ×M)\W .

Afirmamos que π(U) ∩ π(V ) = ∅. Com efeito, suponha que π(U) ∩ π(V ) 6= ∅.
Então existem u ∈ U e v ∈ V tais que π(u) = π(v), donde existe g ∈ G tal que u = Φ(g, v).

Dáı, (u, v) = (Φ(g, v), v) que pertence ao conjunto W , o que é absurdo. Assim, π(U) e

π(V ) são dois conjuntos abertos disjuntos de G\M , contendo π(p) e π(q), respectivamente.

O lema segue.

Fixamos agora uma ação Φ : G×M →M livre e própria de um grupo de Lie G

de dimensão d sobre uma variedade M de dimensão m.

Lema 2.7.4. Seja p ∈M . Então existe uma subvariedade S ⊆M tal que p ∈ S e

TqS ⊕ (Φq)∗e g = TqM, (2.7.1)

para todo q ∈ S.

Demonstração. Seja S ′ uma subvariedade de M contendo o ponto p e tal que:

TpS
′ ⊕ (Φp)∗e g = TpM. (2.7.2)

Note que a dimensão de S ′ é igual a dim(M)− dim(G) = m− d. Considere:

• uma forma de volume ω definida numa vizinhança aberta U de p (existe pois é

local).

• m − d campos de vetores X1, ..., Xm−d em U tais que para todo q ∈ U ,

{(X1)q, ..., (Xm−d)q} são linearmente independentes, é tal que para todo q ∈ S ′ ∩ U ,

(X1)q, ..., (Xm−d)q ∈ TqS ′ (restringindo U se necessário, esses campos existem).

• {ξ1, ...ξd} uma base de g.

A função f : U −→ R definida por

f(q) := ωq ((X1)q, ..., (Xm−d)q, (Φq)∗eξ1, ..., (Φq)∗eξd) ,

é suave e satisfaz f(p) 6= 0, pois a famı́lia {(X1)q, ..., (Xm−d)q, (Φq)∗eξ1, ..., (Φq)∗eξd} é uma

base de TpM (decorre de 2.7.2 e das escolhas feitas).

Pela continuidade de f no ponto p, existe um subconjunto aberto U ′ ⊆ M

contendo p tal que f(q) 6= 0 para todo q ∈ U ′. Isso implica que para todo q ∈ U ′ ,

{(X1)q, ..., (Xm−d)q, (Φq)∗eξ1, ..., (Φq)∗eξd} é linearmente independente, e portanto,

TqS ⊕ (Φq)∗e g = TqM,

para todo q ∈ S := S ′ ∩ U ′.
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Lema 2.7.5. Restringindo S se necessário, temos que:

Φ
∣∣
G×S : G× S −→M,

é um difeomorfismo sobre a sua imagem.

Demonstração. Seja q ∈ S arbitrário. Dado (ξ, u) ∈ g× TqS, temos que:

Φ∗(e,q)(ξ, u) =
d

dt

∣∣∣∣
0

Φ(exp(tξ), δ(t)),

=
d

dt

∣∣∣∣
0

Φ(exp(tξ), δ(0)) +
d

dt

∣∣∣∣
0

Φ(e, δ(t))

=
d

dt

∣∣∣∣
0

Φq(exp(tξ)) +
d

dt

∣∣∣∣
0

δ(t)

= (Φq)∗0 ξ + u,

onde δ(t) é uma curva satisfazendoδ(0) = q e δ′(0) = u.

Suponha que (ξ, u) ∈ g× TqS pertença ao núcleo de Φ∗(e,q) . Temos então que,

(Φq)∗e ξ = −u ∈ TqS ∩ (Φq)∗e g = {0} .

Assim, (Φq)∗eξ = 0 e u = 0. Como (Φq)∗e é injetiva (pois Φ é livre), conclúımos que ξ = 0,

donde (ξ, u) = {0}, o que significa que ker
(
Φ∗(e,q)

)
= {0} . Por causa das dimensões (veja

(2.7.1)), segue-se que Φ∗(e,q) é um isomorfismo linear.

Para ver que Φ∗(g,p) é um isomorfismo para todo (p, q) ∈ G × S, basta observar

que

Φ ◦ L̃g = Φg ◦ Φ,

onde L̃g : G×M −→ G×M , (h, q) 7−→ (gh, q), donde, pela regra da cadeia,

Φ∗(g,q) ◦ (L̃g)∗(e,q) = (Φg)∗q ◦ Φ∗(e,q) ,

o que implica que Φ∗(e,q) é um ismorfismo linear.

Pelo teorema da função inversa, Φ
∣∣
G×S é um difeomorfismo local em todos os

pontos de G× S. Para mostrar que é um difeomorfismo global sobre sua imagem, basta

mostrar que é injetiva.

Suponha por absurdo, que qualquer que seja o conjunto aberto U ⊆ S contendo

p, Φ
∣∣
U×G não seja injetiva. Nesse caso existem duas sequências (pn)n∈N e (qn)n∈N em S

que convergem para p, e existem também duas sequências (gn)n∈N e (hn)n∈N de G tais que

para todo n ∈ N,

(gn, pn) 6= (hn, qn) e Φ(gn, pn) = Φ(hn, qn). (2.7.3)

Note que essa última equação equivale a Φ(ln, pn) = qn, onde ln = h−1
n gn e que ln 6= e

para todo n ∈ N (caso contrário obteŕıamos (gn, pn) = (hn, qn)).
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Agora, temos que ((Φ(ln, pn))n∈N e (pn)n∈N são duas sequências convergentes e Φ

é própria. Portanto (ln)n∈N possui uma subsequência que converge para l ∈ G. Sem perda

de generalidade, podemos supor que ln → l quando n → +∞. Dáı, obtemos Φ(l, p) = p,

isto é, l ∈ Gp = {0} (Φ é livre), donde l = e.

Temos então uma contradição, pois Φ é injetiva numa vizinhança de (e, p), (pois

é um difeomorfismo local), porém
Φ(ln, pn) = Φ(e, qn),

(ln, pn) 6= (e, qn), ∀n ∈ N,

(ln, pn)n∈N −→ (e, p) e (e, qn)n∈N −→ (e, p).

O lema segue.

Uma subvariedade S ⊆ M como no Lema anterior é chamada um “slice” (da

ação Φ). Note que se q ∈M é tal que Orb(q)∩S 6= ∅, então existe um único ponto q′ ∈ S
tal que Orb(q) ∩ S = {q′} , ou seja

Orb(q) ∩ S 6= ∅ ⇒ ∃! q′ ∈ S : Orb(q) ∩ S = {q′} . (2.7.4)

Com efeito, suponha que existam dois pontos q1, q2 ∈ Orb(q) ∩ S com q1 6= q2. Existem

então g1, g2 ∈ G tai que q1 = Φ(g1, q) e q2 = Φ(g2, q). Segue-se que Φ(g−1
1 , q1) = Φ(g−1

2 , q2),

e a aplicação Φ
∣∣
G×S sendo injetiva (é um difeomorfismo), (g−1

1 , q1) = (g−1
2 , q2). Dáı, q1 = q2

o que é um absurdo.

Por conseguinte, a aplicação S −→ G\M , q 7→ π(q) é injetiva.

Denotamos por ΨS a aplicação inversa de Φ
∣∣
G×S :

ΨS : Φ(G× S) −→ G× S, ΨS :=
(

Φ
∣∣
G×S

)−1

.

Denotamos por κ : Φ(G×S) −→ G e τ : Φ(G×S) −→ S as funções coordenadas

de ΨS. Assim ΨS(q) = (κ(q), τ(q)), para todo q ∈ Φ(G× S).

É imediato verificar que para todo g ∈ G,
• ΨS ◦ Φg = L̄g ◦ΨS, onde L̄g : G× S −→ G× S, (h, q) 7→ (gh, q),

• κ ◦ Φg = Lg ◦ κ,

• τ ◦ Φg = τ.

Temos ainda que π ◦ τ = π, onde π : M −→ G\M é a aplicação quociente. Com

efeito, dado q ∈ Φ(G× S), temos que

ΨS(q) = (κ(q), τ(q)) ⇒ q = (Φ
∣∣
G×S) (κ(q), τ(q))

⇒ q = Φ(κ(q), τ(q))

⇒ q ∈ Orb(τ(q))

⇒ π(q) = π(τ(q)). (2.7.5)
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Em resumo, temos o seguinte diagrama comutativo:

Φ(G× S)
ΨS−→ G× S

π ↓ 	 ↓ π2

π(S) ←−
π

S

Chamaremos ΨS uma trivialização de Φ.

Vamos voltar agora à estrutura de variedade de G\M . Damos ao quociente G\M
a topologia quociente (em particular, π : M −→ G\M é cont́ınua e aberta).

Dado um slice S ⊆M , definimos:US := π(S) ⊆ G\M,

ϕS : US −→ S, ϕS :=
(
π
∣∣
S

)−1
.

Note que US é o conjunto das órbitas O de M tais que O ∩ S 6= ∅ e que ϕS(O) é o único

ponto de S tal que O ∩ S = {ϕS(O)}.

Lema 2.7.6. O conjunto A := {(US, ϕS), S é umslice deM} é um atlas de G\M de classe

C∞ e dimensão dim(M)− dim(G), relativamente à topologia quociente.

Observação 2.7.7. O leitor atento observará que os pares (US, ϕS) não são realmente car-

tas, pois as imagens dos ϕS não são abertos do espaço euclidiano. Porém restringindo

os slices se necessário, podeŕıamos escolher a cada S, um difeomorfismo de S para um

conjunto aberto do espaço euclidiano e assim obter cartas autênticas. Mas para não so-

brecarregar desnecessariamente a notação, cont́ınuaremos com os pares (US, ϕS) definidos

acima.

Demonstração. (Do Lema 2.7.6) Mostraremos que A é um atlas de G\M .

• Obviamente
⋃
S US = M ,

• US é aberto em G\M . Com efeito, temos que

π−1(US) = π−1(π(S)) =
⋃
q∈S

Orb(q) = Φ(G× S) = Φ
∣∣
G×S(G× S)

que é aberto em M , pois é a imagem do difeomorfismo Φ
∣∣
G×S .

Por definição da topologia quociente, US é aberto em G\M.

• A aplicação ϕS : US −→ S é cont́ınua. Com efeito, considere U ⊆ S um

conjunto aberto em S relativamente à topologia induzida. Temos que,

π−1(ϕ−1
S (U)) = π−1(π

∣∣
S
(U)) = π−1(π(U)) =

⋃
q∈U

Orb(q) = Φ(G× U),

que é aberto em M , pois G× U é aberto em G× S e Φ
∣∣
G×S é um difeomorfismo.
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Por definição da topologia quociente, ϕ−1
S (U) é aberto em G\M , e portanto, ϕS

é cont́ınua.

• A aplicação ϕ−1
S : S −→ US é cont́ınua. De fato, ϕ−1

S = π
∣∣
S

é a restrição da

aplicação cont́ınua π ao conjunto S munido da topologia induzida, e portanto é cont́ınua.

• Se S1 e S2 são dois slices tais que US1 ∩ US2 6= ∅, então

ϕS2 ◦ ϕ−1
S1

: ϕS1(US1 ∩ US2) −→ ϕS2(US1 ∩ US2),

é suave. Para mostrar isso, mostraremos primeiro que,

ϕS2 ◦ ϕ−1
S1

= τ2

∣∣
ϕS1

(US1
∩US2

)
,

onde τ2 : Φ(G × S2) −→ S2, é a aplicação associada a ΨS. Com efeito, dado q ∈
ϕS1(US1 ∩ US2), temos que:(

ϕS2 ◦ ϕ−1
S1

)
(q) = ϕS2

(
π
∣∣
S1

(q)
)

= ϕS2(Orb(q)),

é o único ponto que pertence à interseção S2 ∩Orb(q) (veja 2.7.4)

Por outro lado τ2(q) pertence à interseção S2 ∩ Orb(τ2(q)) e como Orb(τ2(q)) =

Orb(q) (veja (2.7.5)), temos então que,

τ2(q) ∈ S2 ∩Orb(q).

Assim, ambos (ϕS2 ◦ ϕ−1
S1

)(q) e τ2(q) pertencem a S2 ∩ Orb(q) que é um único ponto, e

portanto, são iguais. A aplicação τ2 sendo suave, conclúımos que ϕS2 ◦ ϕ−1
S1

é suave.

Portanto A é um atlas de G\M de classe C∞, como queŕıamos.

Lema 2.7.8. A topologia G\M possui uma base enumerável.

Demonstração. Seja {Ui}i∈N uma base da topologia de M. A projeção π : M −→ G\M
sendo uma aplicação aberta, segue-se que {π(Ui)}i∈N é uma famı́lia enumerável de con-

juntos abertos em G\M . Seja V ⊆ G\M um conjunto aberto. Por definição da topologia

quociente, π−1(V ) é aberto em M , e portanto, existe I ⊆ N tal que:

π−1(V ) =
⋃
i∈I

Ui,

Pelo fato de π ser sobrejetiva, V = π(π−1(V )), donde,

V = π

(⋃
i∈I

Ui

)
=
⋃
i∈I

π (Ui) .

Isso mostra que {π(Ui)}i∈N é uma base enumerável de G\M .
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Segue dos lemas anteriores que G\M é uma variedade de classe C∞ e dimensão

dim(M)− dim(G).

Lema 2.7.9. A projeção π : M −→ G\M é uma submersão. Além disso, a estrutura de

variedade de G\M descrita nos lemas acima é a única estrutura de variedade de dimensão

dim(M)− dim(G) de G\M tal que π : M −→ G\M é uma submersão.

Demonstração. Para ver que π é uma submersão, basta observar que para todo slice S

e todo (g, q) ∈ G × S, (ϕS ◦ π ◦ Φ) (g, q) = q e usar o fato que ϕS e Φ
∣∣
G×S são dois

difeomorfismos.

Agora, suponha que B seja um outro atlas de G\M de dimensão dim(M) −
dim(G) tal que π : M −→ G\M seja uma submersão. Considere o seguinte diagrama:

M

π ↙ � ↘ π

(G\M,A) −→
Id

(G\M,B)

O fato de π ser uma submersão sobrejetiva implica que:

Id : (G\M,A) −→ (G\M,B) ,

é suave se somente se Id ◦ π : M −→ (G/M,B) é suave, o que acontece pois Id ◦ π =

π : M −→ (G\M,B) é suave por hipótese. Assim, Id : (G\M,A) −→ (G\M,B) é

suave. Da mesma maneira vê-se, que Id−1 : (G\M,A) −→ (G\M,B) é suave. Segue-se

que Id : (G\M,A) −→ (G\M,B) , é um difeomorfismo, o que implica que A e B são

compativeis.

Isso conclui a demonstração do Teorema 2.7.1. Esse teorema também vale para

ações à direita.

Exemplo 2.7.10. A ação de C∗ sobre Cn\ {0}, dada por

λ.(z1, ..., zn) = (λz1, ..., λzn) ,

onde λ ∈ C∗ e (z1, ..., zn) ∈ Cn\ {0} , é livre e própria. Dado z = (z1, ..., zn) ∈ Cn\ {0}, a

órbita de z é o conjunto

Orb(z) = Cz\{0}.

Assim, o quociente C∗\(Cn\ {0}) é uma variedade de dimensão 2n−2 = 2(n−1), chamada

espaço projetivo complexo, e denotado por P(Cn), isto é:

C∗\(Cn\ {0}) = P(Cn).
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Exemplo 2.7.11. Analogamente, a ação de R∗ sobre Rn\ {0} dada por

λ.(x1, ..., xn) = (λx1, ..., λxn) ,

onde λ ∈ R∗e (x1, ..., xn) ∈ Cn\ {0} , é livre e própria e dado x = (x1, ..., xn) ∈ Cn\ {0}, a

órbita de x é o conjunto,

Orb(x) = Rx\{0}.

Assim, o quociente R∗\(Rn\ {0}) é uma variedade de dimensão n − 1, chamada espaço

projetivo real, e denotado por P(Rn), isto é:

R∗\ (Rn\ {0}) = P(Rn).



Caṕıtulo 3

Ações hamiltonianas e Redução

Simplética

3.1 Preliminares

Dado um subgrupo de Lie fechado H de G, definimosΦL : H ×G −→ G, (h, g) 7→ hg,

ΦR : G×H −→ G, (g, h) 7→ gh.

A aplicação ΦL é uma ação à esquerda enquanto ΦR é uma ação à direita.

A órbita de g ∈ G em relação a ΦL (respectivamente ΦR) é o conjunto H.g :=

{hg;h ∈ H} (respectivamente g.H := {gh;h ∈ H}). Denotamos por H\G e G/H os

espaços quocientes correspondentes e porπL : G −→ H\G,

πR : G −→ G/H,

as projeções associadas.

Proposição 3.1.1. Seja G um grupo de Lie e seja H um subgrupo de Lie fechado. Então

ΦL e ΦR são ambas livres e próprias. Consequentemente, H\G e G/H são duas variedades

de dimensão dim(G)− dim(H) e as aplicações πL e πR são duas submersões.

Demonstração. Para ver que ΦL é livre, suponha que (h, g) ∈ H×G seja tal que h.g = g.

Multiplicando por g−1 à direita, obtemos imediatamente h = e, o que mostra que ΦL é

livre.

Para mostrar que ΦL é própria, considere a seguinte aplicação:

Φ×L :

H ×G −→ G×G,

(h, g) 7−→ (hg, h).
51
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O objetivo é mostrar que (Φ×L)−1(K) é compacto desde que K ⊆ G×G seja compacto.

Considere a aplicação:

F :

G×G −→ G×G,

(h, g) 7−→ (hg, g).

Note que Φ×L = F
∣∣
H×G, e que F é um difeomorfismo cujo inverso é dado por

F−1(h, g) = (hg−1, g).

Tome K ⊆ G×G um conjunto compacto. Temos que,(
Φ×L
)−1

(K) =
(
F
∣∣
H×G

)−1

(K) = F−1(K) ∩ (H ×G) .

Claramente F−1(K) é compacto e H × G é um conjunto fechado. Logo
(
Φ×L
)−1

(K) é

compacto.

Segue do Teorema 2.7.1 que existe uma única estrutura de variedade em H\G de

dimensão dim(G)− dim(H) tal que a aplicação πL seja uma submersão (e analogamente

para G/H).

Observação 3.1.2. Seja Φ : G×M −→M uma ação de grupo de Lie não necessariamente

livre, nem própria. Considere o diagrama:

G

πR ↙ 	 ↘ Φp

G/Gp −→
jp

M

(3.1.1)

onde Gp = {g ∈ G |Φ(g, p) = p} é o estabilizador de p, e onde jp : G/Gp −→ M está

definida por

jp (πR(g)) := Φp(g).

A aplicação πR sendo uma submersão sobrejetiva, temos que jp é suave, se somente se,

Φp é suave, o que é o caso. Além disso, é facil verificar que jp é injetiva e que jp(G/Gp) =

Orb(p).

Definição 3.1.3. Seja Φ1 : G×M −→M e Φ2 : G×N −→ N duas ações de um grupo

de Lie G sobre as variedades M e N . Dizemos que f : M −→ N é equivariante se para

todo g ∈ G, tem-se

f ◦ (Φ1)g = (Φ2)g ◦ f.

Proposição 3.1.4. Seja Φ : G ×M −→ M uma ação não necessariamente livre nem

própria, e seja p ∈M. Então,
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(i) A aplicação

Ψ :

G×G/Gp −→ G/Gp,

(g, πR(h)) 7−→ πR(gh),

é uma ação à esquerda suave e transitiva.

(ii) A aplicação jp : G/Gp −→ M , πR(g) 7→ Φp(g) é uma imersão injetiva cuja

imagem é Orb(p). Além disso, é equivariante, isto é

jp ◦Ψg = Φg ◦ jp,

para todo g ∈ G.
(iii) A órbita de p, Orb(p), é uma variedade imersa de M de dimensão dim(G)−

dim(Gp), e a ação natural de G sobre Orb(p), dada por G×Orb(p) −→ Orb(p), (g, p) 7→
Φ(g, p), é suave e transitiva.

Demonstração. Vamos provar (i) . Afirmemos que Ψ está bem definida. Com efeito se

πR(h) = πR(h′), com h, h′ ∈ G, então existe λ ∈ Gp tal que h = h′λ. Multiplicando por

g, obtemos gh = gh′λ, donde πR(gh) = πR(gh′). Isso mostra que Ψ está bem definida.

Temos que Ψ é uma ação à esquerda. Com efeitoΨ(e, πR(g)) = πR(eg) = πR(g),

Ψ(g,Ψ(g′, πR(h)) = Ψ(g, πR(g′h)) = Ψ(g, πR(g′h)) = Ψ(gg′, πR(h)),

para quaisquer g, g′ ∈ G.

Para ver que Ψ é transitiva, basta observar que para todo c ∈ G, Orb(πR(c)) =

{πR(g.c)
∣∣ g ∈ G} = πR(G) = G/Gp. A suavidade de Ψ vê-se da seguinte maneira.

Considere o diagrama:

G×G m−→ G

Id× πR ↓ 	 ↓ πR
G×G/Gp −→

Ψ
G/Gp.

A aplicação Id× πR sendo uma submersão sobrejetiva, temos que Ψ é suave, se somente

se, πR ◦m é suave, o que é o caso.

Vamos provar (ii). Mostremos que jp é uma imersão usando as fórmulas:Φp = jp ◦ πR,

Φp ◦ Lg = Φg ◦ Φp.
(3.1.2)

A primeira fórmula é simplesmente a definição de jp enquanto a segunda fórmula decorre

do fato de Φ ser uma ação.

Sejam g ∈ G e u ∈ TgG tais que,

(jp)∗πR(g)
(πR)∗gu = 0.
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Vamos mostrar que (πR)∗gu = 0. Aplicando a regra da cadeia obtemos:

(jp ◦ πR)∗gu = 0 ⇔ (Φp)∗gu = 0

⇔ (Φp)∗g(Lg)∗e(Lg)
−1
∗g u = 0

⇔ (Φp ◦ Lg)∗e(Lg)−1
∗g u = 0

⇔ (Φg ◦ Φp)∗e(Lg)
−1
∗g u = 0,

⇔ (Φg)∗p(Φp)∗e(Lg−1)∗gu = 0.

Levando em conta o fato de Φg ser um difeomorfismo e usando a fórmula gp = Ker(Φp)∗e

(veja Proposição 2.6.12) obtemos então:

(jp ◦ πR)∗gu = 0 ⇔ (Φp)∗e(Lg−1)∗gu = 0

⇔ (Lg−1)∗gu ∈ gp = Lie(Gp)

⇔ u ∈ (Lg)∗egp.

Assim,

Ker(jp ◦ πR)∗g = (Lg)∗egp. (3.1.3)

Afirmação: j∗πR(g)
é injetiva, se somente se,

(Lg)∗egp = Ker(πR)∗g . (3.1.4)

Demonstração (da Afirmação): Suponha que j∗πR(g)
seja injetiva. Seja u = (Lg)∗eξ ∈

(Lg)∗egp, com ξ ∈ gp. Pela igualdade (3.1.3), (jp ◦ πR)∗gu = 0, donde

(jp)∗πR(g)
(πR)∗gu = 0 ⇒ (πR)∗gu = 0

⇒ u ∈ Ker(πR)∗g .

Isso mostra a inclusão (Lg)∗egp ⊆ Ker(πR)∗g . Para mostrar a outra inclusão, tome u ∈
TgG tal que (πR)∗gu = 0. Temos trivialmente que (jp)∗πR(g)

(πR)∗gu = 0, donde pela

igualdade (3.1.3), u ∈ (Lg)∗egp. Isso mostra a outra inclusão. Segue-se que (Lg)∗egp =

Ker(πR)∗g .

Suponha agora que (Lg)∗egp = Ker(πR)∗g . Seja (πR)∗gu ∈ Ker(jp)∗πR(g). Temos

então que (jp)∗πR(g)
(πR)∗gu = 0, o que implica pela igualdade (3.1.3) que u ∈ (Lg)∗egp.

Mas como (Lg)∗egp = Ker(πR)∗g por hipótese, concluimos que u ∈ Ker(πR)∗g , ou seja,

(πR)∗gu = 0. Assim Ker(jp)∗πR(g)
= {0}. Isso conclui a demonstração da afirmação.

Para mostrar a igualdade (3.1.4), veja que Gp e g.Gp := Lg(Gp) são duas subvari-

edades de G (pois Gp é uma subvariedade e Lg é um difeomorfismo) e que Lg
∣∣
Gp

: Gp −→
g.Gp é um difeomorfismo de Gp sobre g.Gp. Isso implica que

Tg(g.Gp) = (Lg)∗eTe(Gp) = (Lg)∗eξp. (3.1.5)
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Por outro lado, πR : G −→ G/Gp é uma submersão cuja fibra acima de πR(g) é a

subvariedade g.Gp, isto é, π−1
R (πR(g)) = g.Gp. Segue que,

Tg(g.Gp) = Ker(πR)∗g . (3.1.6)

Comparando as equações (3.1.5) e (3.1.6), obtemos a equação (3.1.4). Segue dáı e da

afirmação acima que jp é uma imersão. A equivariância pode ser verificada imediatamente.

Para mostrar o item (iii), damos ao conjunto Orb(p) a única estrutura de va-

riedade que torna jp : G/Gp −→ Orb(p) um difeomorfismo e aplicamos os resultados

anteriores.

Corolário 3.1.5. Seja Φ : G×M −→M uma ação de um grupo de Lie G e seja p ∈M .

Se G é compacto, então Orb(p) é uma subvariedade mergulhada de M .

Demonstração. O conjunto G/Gp sendo compacto (pois G/Gp = πR(G) é a imagem do

compacto G pela aplicação cont́ınua πR), segue-se que jp é um mergulho. Assim, Orb(p) =

jp(G/Gp) é a imagem de um mergulho, e portanto é uma subvariedade mergulhada.

Corolário 3.1.6. Seja Φ : G×M −→M uma ação de um grupo de Lie G. Dado p ∈M,

a aplicação Φp : G −→ Orb(p), g 7→ Φ(g, p) é uma submersão sobrejetiva.

Demonstração. Basta considerar o seguinte diagrama comutativo:

G

πR ↙ 	 ↘ Φp

G\Gp −→
jp

Orb(p)

e usar o fato de πR : G −→ G/Gp ser uma submersão sobrejetiva.

Proposição 3.1.7. (Caracterização dos espaços homogêneos) Seja Φ : G ×M −→ M

uma ação transitiva de um grupo de Lie G e seja p ∈M. Então a aplicação

jp :

G/Gp −→M,

πR(g) 7−→ Φ(g, p),

é um difeomorfismo equivariante, isto é, que satisfaz

jp(Ψg(πR(h)) = Φg(jp(πR(h))),

para todos g, h ∈ G.

Demonstração. Segue do fato que jp : G/Gp −→ M é uma imersão injetiva cuja imagem

é M = Orb(p), e do fato de que uma imersão bijetiva é um difeomorfismo1.

1Veja [11].
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3.2 Fibrados principais

Definição 3.2.1. Sejam P e M duas variedades e seja G um grupo de Lie. Um fibrado

principal com grupo de estrutura G é uma aplicação π : P −→ M sobrejetiva de classe

C∞, junto com uma ação Φ : G× P −→ P tais que,

• π ◦ Φg = π para todo g ∈ G,

• para todo p ∈ M , existem um conjunto aberto U ⊆ M contendo p e um

difeomorfismo ψ : π−1(U) −→ G× U, chamado de trivialização, tal que o diagrama

π−1(U)
ψ−→ G× U

π ↘ 	 ↙ π2

U

comuta, onde π2 : G× U −→ U , (g, p) 7→ p,

• cada trivialização ψ é G-equivariante, isto é,

ψ ◦ Φg = (Lg × Id
∣∣
U

) ◦ ψ

para todo g ∈ G , onde Lg × Id
∣∣
U

: G× U −→ G× U , (h, u) 7→ (gh, u).

Observação 3.2.2. Decorre da relação π ◦Φg = π que qualquer conjunto da forma π−1(U),

onde U ⊆M é um conjunto arbitrário, éG-invariante, isto é, para todo g ∈ G, Φg(π
−1(U)) ⊆

π−1(U). Em particular, se Ψ : π−1(U) −→ G × U é uma trivialização, então faz sentido

considerar a composta Ψ ◦ Φg.

Exemplo 3.2.3. O produto P = G × M é trivialmente um fibrado principal, com a

projeção π : G×M −→M, (g, p) 7→ p e a ação:

Φ :

G× (G×M) −→ G×M,

(g, (h, p) 7−→ (gh, p).

Uma trivialização (global) de P é a aplicação identidade do conjunto G×M. Esse fibrado

é chamado de fibrado trivial.

Observação 3.2.4. Define-se também fibrados principais π : P −→ M onde o grupo de

estrutura G atua à direita (diz-se então que π : P −→M é um fibrado principal à direita).

Nesse caso, as trivializações são aplicações

ψ : π−1(U) −→ U ×G,

tais que o diagrama

π−1(U)
ψ−→ U ×G

π ↘ 	 ↙ π1

U
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comuta, e tal que

ψ ◦ Φg = (Id
∣∣
U
×Rg) ◦ ψ

para todo g ∈ G.

Exemplo 3.2.5. Seja M uma variedade de dimensão n e seja TM o seu fibrado tangente.

Dado p ∈M, definimos

Bp(TM) := {(u1, ..., un) ∈ TpM × ...× TpM |u1, ..., un são linearmente independentes} .

Note que um elemento de Bp(TM) é simplesmente uma base ordenada de TpM . Definimos

B(TM) :=
⋃̇
p∈M

Bp(TM), (união disjunta)

e denotamos por π : B(TM) −→ M a projeção que associa a uma base de (v1, ..., vn)

de TpM o ponto p ∈ M . Mostra-se que π : B(TM) −→ M é um fibrado principal à

direita com grupo de estrutura G = GL(n,R) . Este exemplo é conhecido como fibrado

dos referênciais ou fibrado das bases (veja [14]).

Observação 3.2.6. Se ψ = (κ, τ) : π−1(U) −→ G×U é uma trivialização, então para todo

p ∈ π−1(U) e todo g ∈ G, as funções coordenadas de ψ satisfazem:κ(Φg(p)) = gκ(p),

τ(Φg(p)) = τ(p).
(3.2.1)

Observação 3.2.7. Seja π : P −→ M um fibrado principal com ação associada Φ : G ×
P −→ P. Defina Φ̄ : G × P −→ P, (p, g) 7→ Φ(g−1, p). Verifica-se que Φ̄ é uma ação

à direita relativamente à qual π : P −→ M se torna um fibrado principal à direita; se

ψ = (κ, τ) : π−1(U) −→ G × U é uma trivialização à esquerda, então ψ̄ = (τ, κ−1) :

π−1(U) −→ U ×G é uma trivialização à direita.

Lema 3.2.8. Seja π : P −→ M um fibrado principal com grupo de estrutura G e ação

Φ : G× P −→ P . Então:

(i) a ação Φ é livre e própria,

(ii) a aplicação π : P −→M é uma submersão de posto dim(P )−dim(G), e para

todo p ∈ P, π−1(π(p)) = Orb(p),

(iii) dim(M) = dim(P )− dim(G).

Demonstração. Para mostrar que Φ é livre, tome p ∈ P arbitrário. Devemos mostrar que

Gp = {e}, ou seja, que se Φ(g, p) = p, então g = e. Como π : P −→ M é um fibrado

principal, existem um aberto U ⊆ M contendo π(p) e uma trivialização equivariante

ψ = (κ, τ) : π−1(U) −→ G×U. Logo se g ∈ G é tal que Φg(p) = p, então, ψ◦Φg(p) = ψ(p),
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o que implica pelas fórmulas em (3.2.1) que gκ(p) = κ(p). Multiplicando por κ(p)−1,

obtemos g = e. Isso mostra que Φ é livre.

Mostraremos que Φ é própria usando a caracterização com sequências (veja Pro-

posição 2.6.21).

Sejam (gn)n∈N e (pn)n∈N duas sequências de G e P , respectivamente, tais que

(pn)n∈N e (Φ(gn, pn))n∈N convergem em P . Devemos mostrar que (gn)n∈N possui uma

subsequência convergente.

Seja p ∈ P o limite de (pn)n∈N. Como π é um fibrado principal, existe um

conjunto aberto U ⊆ M contendo π(p) e uma trivialização equivariante ψ = (κ, τ) :

π−1(U) −→ G×U . Pela continuidade de π em p, existe n0 ∈ N tal que para todo n ≥ n0,

π(pn) ∈ U. Além disso, a relação π ◦ Φg = π implica que π(Φ(gn, pn)) = π(pn) ∈ U desde

que n ≥ n0, donde, Φ(gn, pn) ∈ π−1(U) desde que n ≥ n0. Sem perda de generalidade,

podemos supor n0 = 0 . Temos então que (pn)n∈N e (Φ(gn, pn))n∈N são duas sequências

de pontos em π−1(U) cujos limites pertencem ao conjunto π−1(U). Pela continuidade

e pela equivariância de ψ = (κ, τ), segue-se que (κ(pn), τ(pn))n∈N e (gnκ(pn), τ(pn))n∈N

são duas sequências de G × U que convergem em G × U . Em particular, (κ(pn))n∈N e

(gnκ(pn))n∈N, são duas sequências convergentes de G. Mas como sabemos (veja Proposição

3.1.1), a multiplicação à esquerda é uma ação própria de G sobre G, donde existe uma

subsequência convergente (gn)n∈I de (gn)n∈N que converge em G. Segue-se que Φ é própria.

Concluimos assim a prova de (i).

Seja p ∈ P . Vamos mostrar que π−1(π(p)) = Orb(p).

A inclusão Orb(p) ⊆ π−1(π(p)) decorre imediatamente da relação π ◦ Φg = π.

Seja agora q ∈ π−1(π(p)). Escolha um aberto U ⊆ M contendo π(p) e uma trivialização

ψ = (κ, τ) : π−1(U) −→ G×U . Note que q pertence ao conjunto π−1(U) que é o domı́nio de

definição de ψ, e portanto podemos considerar o ponto ψ(q) = (κ(q), τ(q)). Note também

que τ(q) = τ(p), pois π(p) = π(q) e τ = π2 ◦ ψ = π
∣∣
π−1(U)

, onde π2 : G × U −→ U,

(g, u) 7→ u e τ = π2 ◦ ψ. Assim,

ψ(q) = (κ(q), τ(q)) = (κ(q), τ(p))

=
(
κ(q)(κ(p))−1κ(p), τ(p)

)
=

(
Lκ(p)(κ(p))−1 × IdU

)
(κ(p), τ(p))

=
(
Lκ(p)(κ(p))−1 × IdU

)
(ψ(p))

= ψ(Φg(p)),

onde g := κ(q)κ(p)−1. A aplicação ψ sendo injetiva, segue-se que q = Φg(p). Isso mostra

a inclusão π−1(π(p)) ⊆ Orb(p).

Vamos mostrar que π é uma submersão. Seja p ∈ P. Escolha um aberto U ⊆ M
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contendo π(p) e uma trivialização ψ : π−1(U) −→ G× U . Como π = π2 ◦ ψ, então

π∗p = (π2 ◦ ψ)∗p = (π2)∗ψ(p)
ψ∗p .

Como ψ é um difeomorfismo, ψ∗p é um isomorfismo linear, e portanto, π∗p é sobrejetiva

se somente se (π2)∗ψ(p)
é sobrejetiva, o que é obviamente o caso. Isso mostra também que

o posto de π é dim(M), e que dim(P ) = dim(M) + dim(G).

Proposição 3.2.9. Seja π : P −→ M um fibrado principal, com grupo de estrutura G e

ação Φ : G× P −→ P . Seja π̄ : P −→ G\P a aplicação quociente. Então a aplicação

φ :

G\P −→M,

π̄(p) 7−→ π(p),

está bem definida e é um difeomorfismo.

Demonstração. Primeiro vamos mostrar que φ está bem definida.

Suponha que π̄(p) = π̄(q). Existe então g ∈ G tal que p = Φ(g, q), e como

π ◦ Φh = π para todo h ∈ G, temos então que π(p) = π(Φ(g, q) = π(q). Isso mostra que

π(p) = π(q) e implica que φ está bem definida.

Afirmemos agora que φ é bijetora. Sejam p, q ∈ P . Levando em conta o Lema

3.2.8 (que diz que π−1(π(p)) = Orb(p)) temos que:

π(p) = π(q) ⇒ π−1(π(p)) = π−1(π(q)),

⇒ Orb(p) = Orb(q),

⇒ p = Φg(q), para algumg ∈ G,

⇒ π̄(p) = π̄(q).

Isso mostra que φ é injetora.

A sobrejetividade de φ decorre do fato de π ser sobrejetiva. Note que a aplicação

inversa φ−1 é dada por:

φ−1 :

M −→ G\P,

π(p) 7−→ π̄(p).

Mostremos agora que φ é suave. Consideramos o seguinte diagrama comutativo:

P

π̄ ↙ 	 ↘ π

G\P −→
φ

M

Pelo Lema 3.2.8, π é uma submersão sobrejetiva. Assim, φ é suave se e somente se, φ ◦ π̄
é suave, o que é o caso.
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A suavidade de φ−1 mostra-se de maneira análoga, considerando o diagrama:

P

π̄ ↙ 	 ↘ π

G\P ←−−
φ−1

M

Teorema 3.2.10. Seja Φ : G×M −→ M uma ação livre e própria de um grupo de Lie

G. Então a aplicação quociente,

π : M −→ G\M,

é um fibrado principal com grupo de estrutura G e ação Φ.

Demonstração. Seja p ∈M. Como Φ é livre e própria, existe um slice S ⊆M contendo p e

tal que (por definição de um slice) a restrição de Φ ao conjunto G×S é um difeomorfismo

sobre sua imagem.

Seja então,

ΨS : Φ(G× S) −→ G× S,

a aplicação inversa de Φ
∣∣
G×S.

Lembremos que (veja Seção (2.6)):

• ΨS é uma aplicação equivariante, isto é, para todo g ∈ G, tem-se:

ΨS ◦ Φg = (Lg × IdS) ◦ΨS,

• o seguinte diagrama é comutativo:

Φ(G× S)
ΨS−−→ G× S

π ↘ 	 ↙ π2

π(S) ' S

• (S, π
∣∣
S
) é uma carta de G\M e π−1(π(S)) = Φ(G× S).

Dáı, vê-se que as aplicações da forma ΨS, onde S é um slice de M , fornecem uma

famı́lia de trivializações de M que torna π : M −→ G\M um fibrado principal com grupo

de estrutura G e ação Φ.

Observação 3.2.11. Segue da Proposição 3.2.9 e do Teorema 3.2.10 que a noção de fibrado

principal e a de uma ação livre e própria são equivalentes.
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3.3 Ações hamiltonianas e órbitas coadjuntas

Seja G um grupo de Lie com álgebra de Lie g. Denotamos por GL(g) o grupo

das aplicações lineares invertiveis de g para g. Lembramos que a representação adjunta

de G é a aplicação Ad : G −→ GL(g), definida por:

Adg(ξ) := (Rg−1 ◦ Lg)∗eξ, (3.3.1)

onde g ∈ G , ξ ∈ g e e é o elemento neutro de G. Lembramos também que a derivada

de Ad no ponto e é denotada por ad : g −→ L(g, g), onde L(g, g) denota o espaço das

aplicações lineares g −→ g.

Definição 3.3.1. Seja G um grupo de Lie com álgebra de Lie g, e seja g∗ o seu dual. A

representação coadjunta Ad∗ é a aplicação G −→ GL(g∗) definida pela fórmula〈
Ad∗gα, ξ

〉
= 〈α,Adg−1ξ〉 , (3.3.2)

onde g ∈ G , α ∈ g∗ e ξ ∈ g, e onde 〈 , 〉 : g∗ × g −→ R, (α, ξ) 7→ α(ξ).

Verfica-se facilmente que a aplicação Ad∗ é uma representação de G sobre g∗,

isto é Ad∗e = Id e Ad∗gh = Ad∗g ◦ Ad∗h, para todos g, h ∈ G. Além disso decorre facilmente

da suavidade de Ad : G −→ GL(g) e da suavidade de i : G −→ G, g 7→ g−1, que

Ad∗ : G −→ GL(g∗) é suave.

Denotaremos por ad∗ : g −→ L(g∗, g∗) a derivada de Ad∗ no ponto e, isto é,

ad∗ξ = (Ad∗)∗eξ,

para todo ξ ∈ g.

Observação 3.3.2. As órbitas de Ad∗ em g∗ são chamadas de órbitas coadjuntas. Assim

um conjunto O ⊆ g∗ é uma órbita coadjunta se e somente se, existe β ∈ g∗ tal que:

O = {Ad∗gβ
∣∣ g ∈ G}.

Dado α ∈ O, mostra-se então por meio do Corolário 3.1.6 que

TαO = {ad∗ξα
∣∣ ξ ∈ g}.

Um resultado importante da geometria simplética é que a fórmula,

(ωO)α
(
ad∗ξα, ad

∗
ηα
)

:= 〈α, [ξ, η]〉 ,

define uma forma simplética em O chamada de forma simplética de Kirillov-Kostant-

Souriau (veja [1]).
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Definição 3.3.3. Seja G um grupo de Lie com álgebra de Lie g e seja Φ : G×M−→M

uma ação à esquerda. O campo funtamental de ξ ∈ g = Lie(G) é o campo de vetores ξM

em M definido por:

(ξM)p :=
d

dt

∣∣∣∣
0

Φ(exp(tξ), p). (3.3.3)

Para ver que ξM é suave, considere a aplicação,

ϕ :

R×M −→M,

(t, p) 7−→ Φ(exp(tξ), p).

Para p ∈ M fixado, a aplicação R −→ M , t 7→ ϕ(t, p) é um grupo a 1-parâmetro (isso

decorre das propriedades da aplicação exponencial, veja Proposição 2.2.5 e Observação

2.2.6) cuja derivada em t = 0 é o vetor (ξM)p. Assim, ϕ é o fluxo de ξM . Sendo um fluxo

suave, ξM é um campo suave (veja [11]).

Note que,

(ξM)p :=
d

dt

∣∣∣∣
0

Φp(exp(tξ)) = (Φp)∗e ξ.

Lema 3.3.4. Seja p ∈M arbitrário. Então,

(i) Tp(G.p) = {(ξM)p ∈ TpM
∣∣ ξ ∈ g},

(ii) Lie(Gp) = {ξ ∈ g
∣∣ (ξM)p = 0},

onde G.p = Orb(p) é a órbita de p e Gp é o estabilizador.

Demonstração. Basta observar que:

(1) (ξM)p = (Φp)∗eξ,

(2) Φp : G −→ G.p, g 7→ Φ(g, p) é uma submersão (veja Corolário 3.1.6),

(3) Lie(Gp) = {ξ ∈ g
∣∣ (Φp)∗eξ = 0} (veja Proposição 2.6.12).

A seguir, usaremos a notação g.p = Tp(G.p) e gp = Lie(Gp).

Definição 3.3.5. Seja (M,ω) uma variedade simplética, e seja G um grupo de Lie. Uma

ação Φ : G×M −→M é dita simplética se ela preserva a forma simplética, isto é, se para

todo g ∈ G, Φ∗gω = ω.

Definição 3.3.6. Seja (M,ω) uma variedade simplética. Uma ação simplética Φ : G ×
M −→M é hamiltoniana se existe uma aplicação G-equivariante,

J : M −→ g∗,

chamada aplicação momentum, que satisfaz para todo ξ ∈ g,

ω(ξM , . ) = dJξ, (igualdade de 1-formas) (3.3.4)

onde Jξ : M −→ R, p 7→ 〈J(p), ξ〉 e 〈 , 〉 : g∗ × g −→ R, (α, ξ) 7→ α(ξ).
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A “G-equivariância de J” deve ser entendida relativa às ações Φ e Ad∗. Assim,

J é G-equivariante significa que para todo g ∈ G,

J ◦ Φg = Ad∗g ◦ J.

Um quádruplo (M,ω,Φ, J) , onde (M,ω) é uma variedade simplética e Φ : G ×
M −→M é uma ação hamiltoniana com aplicação momentum J é chamado de G-espaço

Hamiltoniano.

Exemplo 3.3.7. Seja (S2, ω=det) a variedade simplética considerada no Exemplo 1.3.4.

Lembramos que det = j∗α, onde j : S2 ↪→ R3 é a aplicação de inclusão e α é a duas

formas de R3 definida por αp(u, v) = det(p, u, v), onde p, u, v ∈ R3. Afirmemos que a ação

Φ : S1 × S2 −→ S2 definida por:

Φ(eiθ, (x, y, z)) =

((
cosθ −senθ
senθ cosθ

)(
x

y

)
, z

)
,

é hamiltoniana, com aplicação momentum,

J :

S2 −→ Lie(S1) ∼= R,

(x, y, z) 7→ z,

(descreveremos mais adiante a identificação Lie(S1) ∼= R).

Para ver que Φ : S1 × S2 −→ S2 é simplética, tome θ ∈ R, e defina:

R(θ) =


R3 −→ R3,

(x, y, z) 7→

 cosθ −senθ

senθ cosθ

 x

y

 , z

 .

Dados p = (x, y, z) ∈ R3 e u, v ∈ TpR3 ∼= R3 temos, levando em conta a linearidade de

R(θ), que:

((R(θ))∗α)p (u, v) = αR(θ)p(R(θ)∗pu,R(θ)∗pv),

= αR(θ)p (R(θ)u, R(θ)v)

= det(R(θ)p,R(θ)u,R(θ)v)

= det(R(θ))det(p, u, v)

= det(p, u, v) = αp(u, v),

onde usamos que o determinante de uma rotação é igual a 1. Assim (R(θ))∗α = α para
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todo θ ∈ R. Usando a relação R(θ) ◦ j = j ◦ Φeiθ , temos então que:

(Φeiθ)
∗ ω = (Φeiθ)

∗ j∗α

= (j ◦ Φeiθ)
∗ α

= (R(θ) ◦ j)∗ α

= j∗R(θ)∗α

= j∗α = ω.

Portanto, Φ é simplética.

Antes de mostrar que é hamiltoniana, vamos esclarecer a identificação Lie(S1) ∼=
R usada acima.

Seja π : R −→ S1, θ 7→ eiθ. É bem conhecido na geometria diferencial que π é

um recobrimento. Logo a derivada de π em 0,

π∗0 : T0R ∼= R −→ T1S
1 ∼= Lie(S1), (3.3.5)

é uma bijeção. Usamos (3.3.5) para identificar R e Lie(S1). Além disso, π é um homo-

morfismo de grupos de Lie, o que implica pela Proposição 2.4.2 que para todo ξ ∈ R,

expS1(π∗0ξ) = π(expRξ).

Como expR = IdR, obtemos,

expS1(π∗0ξ) = eiξ.

Identificando R e Lie(S1) por meio de (3.3.5) temos então que expS1 : R −→ S1 é dada

por,

expS1(ξ) = eiξ, (3.3.6)

onde ξ ∈ R. Dáı, podemos calcular o campo fundamental de ξ ∈ R ∼= Lie(S1) :

(ξS2)p =
d

dt

∣∣∣∣
0

Φ(exp(tξ), p)

=
d

dt

∣∣∣∣
0

Φ(eitξ, p)

=
d

dt

∣∣∣∣
0

((
costξ −sentξ
sentξ costξ

)(
x

y

)
, z

)

=

((
0 −ξ
ξ 0

)(
x

y

)
, 0

)
= (−ξy, ξx, 0) = ξ(−y, x, 0).

Assim (ξS2)p = ξ(−y, x, 0).
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Considere agora a aplicação J : S2 −→ R∗ = Lie(S1)∗, definida, para p =

(x, y, z) ∈ S2 e ξ ∈ R, por:

〈J(x, y, z), ξ〉 := zξ.

Note que Jξ : S2 −→ R,(x, y, z) 7→ zξ. Vamos mostrar que para todo ξ ∈ R,

ω(ξS2 , . ) = dJξ( . ).

Dado p = (x, y, z) ∈ S2 e u = (u1, u2, u3) ∈ TpS2, temos que:

ωp(ξS2 , u) = det(p, ξ(−y, x, 0), (u1, u2, u3))

= ξ

∣∣∣∣∣∣∣∣
x −y u1

y x u2

z 0 u3

∣∣∣∣∣∣∣∣
= ξ

[
x | x u2

0 u3
| − y

∣∣ −y u1
0 u3

∣∣+ z | −y u1
x u2
|
]

= ξ
[
x2u3 + y2u3 + z(−yu2 − xu1)

]
,

e como −yu2 − xu1 = zu3 (pois (u1, u2, u3) ∈ TpS2 = {v ∈ R3
∣∣ 〈p, v〉 = 0}), segue que

ωp(ξS2 , u) = ξ(x2u3 + y2u3 + z2u3)

= ξu3(x2 + y2 + z2)

= ξu3. (3.3.7)

Por outro lado, dada uma curva α(t) em S2 satisfazendo α(0) = p e α̇(0) = u, temos que

dJξp (u) = Jξ∗p(u),

=
d

dt

∣∣∣∣
0

Jξ(α(t)),

=
d

dt

∣∣∣∣
0

α3(t)ξ,

= u3ξ. (3.3.8)

Comparando (3.3.7) e (3.3.8) obtemos a igualdade,

ω (ξS2 , . ) = dJξ,

que vale para todo ξ ∈ R.
Segue-se que J : S2 −→ R∗ é uma aplicação momentum (note que J é equiva-

riante, isto é, J ◦ Φeiθ = J). Identificando R e R∗ por meio da métrica euclidiana, essa

aplicação é simplesmente a aplicação,

J(x, y, z) = z.

Concluimos que (S2, ω = det,Φ, J) é um S1-espaço hamiltoniano.



66

Figura 3.3.1: O exemplo e mais simples do Teorema de convexidade de Atiyah-Guillemin-

Strenberg.

Observação 3.3.8. Neste exemplo, a imagem da aplicação momentum é o conjunto convexo

em R gerado por −1, 1 que são as imagens por J dos pontos fixos (0, 0,−1) e (0, 0, 1),

respectivamente (veja figura (3.3.1)). Isso é um caso particular do Teorema de convexidade

de Atiyah-Guillemin-Strenberg.

Exemplo 3.3.9. Seja G um grupo de Lie e H um subgrupo de Lie de G. Denotamos por

i : h ↪→ g a aplicação de inclusão e por i∗ : g∗ → h∗ a aplicação definida por

〈i∗(α), ξ〉 := 〈α, i(ξ)〉 ,

onde α ∈ g∗ e ξ ∈ h. Suponha que (M,ω,Φ, J) seja um G-espaço hamiltoniano. Então é

fácil verificar que a ação de H em M é hamiltoniana com aplicação momentum,

i∗ ◦ J : M −→ h∗.

Exemplo 3.3.10. Fazendo a seguinte identificação Cn ∼= R2n , temos que (Cn, ω0) é uma

variedade simplética munida da forma simplética canônica ω0 (veja Proposição 1.3.3).

Dados θ1, ..., θn ∈ R, mostra-se que a ação Φ : Tn × Cn −→ Cn definida por,

(eiθ1 , ..., eiθn).(z1, ..., zn) := (eiθ1z1, ..., e
iθnzn),

é hamiltoniana com aplicação momentum J dada por,

J :

Cn −→ (Rn)∗ ∼= Rn

(z1, ..., zn) 7→ −1
2

(
‖z1‖2 , ..., ‖zn‖2)+ constante.

Mais adiante explicaremos as identificações Cn ∼= R2n e (Rn)∗ ∼= Rn. O quádruplo

(Cn, ω0,Φ, J) é chamado de Tn-espaço hamiltoniano.
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Exemplo 3.3.11. Seja Φ : G ×M −→ M uma ação de um grupo de Lie G. Definimos

uma ação Φ∗ : G× T ∗M −→ T ∗M pela fórmula:〈
Φ∗(g, α), (Φg)∗p u

〉
:= 〈α, u〉 ,

onde α ∈ T ∗pM , u ∈ TpM e g ∈ G. Essa ação é chamada de “lifted action”. Definimos

também a aplicação:

J : T ∗M −→ g∗,

por:

〈J(αp), ξ〉 := 〈αp, (ξM)p〉 ,

onde αp ∈ T ∗pM e ξ ∈ g. Mostra-se que (T ∗M,ω = −dθ,Φ∗, J) é um G-espaço hamiltoni-

ano (veja[1]), onde ω é a forma simplética canônica do fibrado cotangente (veja Teorema

1.3.5)

Exemplo 3.3.12. Seja O ⊆ g∗ uma órbita coadjunta de um grupo de Lie G munida da

forma simplética de Kirillov-Konstant-Souriav ω (veja Observação 3.3.2). Seja j : O ⊆
g∗ a aplicação inclusão. Mostra-se então que (O, ω, Ad∗, j) é um espaço hamiltoniano

(veja[1]).

Proposição 3.3.13. Seja (M,ω,Φ, J) um G-espaço hamiltoniano, e seja p ∈M . Então,

Im(J∗p) = g◦p, (3.3.9)

Ker(J∗p) = (g.p)ωp , (3.3.10)

onde g◦p ⊆ g∗, é o aniquilador de gp e onde (g.p)ωp é o ortogonal simplético de g.p no

espaço simplético (TpM,ωp).

Demonstração. Seja p ∈M arbitrário. Por definição da aplicação momentum, temos que

ω((ξM)p, u) = (dJξ)p(u), (3.3.11)

para todo ξ ∈ g e todo u ∈ TpM . O segundo membro pode ser reescrito como

(dJξ)p(u) =
d

dt

∣∣∣∣
0

Jξ(α(t))

=
d

dt

∣∣∣∣
0

〈J(α(t)), ξ〉

=
d

dt

∣∣∣∣
0

(evξ ◦ J)(α(t)),

onde evξ : g∗ −→ R, α 7→ α(ξ). Por linearidade de evξ,

d

dt

∣∣∣∣
0

(evξ ◦ J) (α(t)) = evξ(
d

dt

∣∣∣∣
0

J(α(t))) = evξ(J∗pu) =
〈
J∗pu, ξ

〉
.
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Podemos então reescrever (3.3.11) como,

ω((ξM)p, u) =
〈
J∗p(u), ξ

〉
.

Decorre imediatamente dessa fórmula que Ker(J∗p) = (g.p)ωp .

Vamos mostrar a igualdade Im(J∗p) = g◦p. Seja α = J∗pu ∈ Im(J∗p). Levando

em conta a igualdade gp =
{
ξ ∈ g

∣∣ (ξM)p = 0
}
, temos que para todo ξ ∈ gp,

〈α, ξ〉 =
〈
J∗pu, ξ

〉
= ω((ξM)p, u)

= ω(0, u)

= 0.

Isso mostra a inclusão Im(J∗p) ⊆ g◦p. Para mostrar que é uma igualdade, basta mostrar

que

dim(Im(J∗p)) = dim(g◦p). (3.3.12)

Para mostrar (3.3.12), note que:

• dim(Im(J∗p)) + dim(Ker(J∗p)) = dim(M) (Teorema do núcleo e da imagem),

• dim(g◦p) + dim(gp) = dim(g) (veja equação (1.1.2)),

• Ker(J∗p) = (g.p)ωp (veja acima),

• dim ((g.p)ωp) = dim(TpM)− dim(g.p) (veja Lema 1.1.9)

Segue desses pontos que (3.3.12) é equivalente à

dim(g) = dim(g.p) + dim(gp),

e essa última igualdade decorre trivialmente do Teorema do núcleo e da imagem pois,

g.p = Im(Φp)∗e e gp = Ker(Φp)∗e . A proposição segue.

Corolário 3.3.14. Seja (M,ω,Φ, J) um G-espaço hamiltoniano. Suponha que para todo

p ∈ M , gp = {0} (diz-se que Φ é localmente livre). Então J é uma submersão sobre um

conjunto aberto de g∗.

Observação 3.3.15. Uma ação livre é sempre localmente livre.

Corolário 3.3.16. Seja (M,ω,Φ, J) um G-espaço hamiltoniano. Se Φ é transitiva, então

J é uma imersão.

3.4 Redução Simplética

Lema 3.4.1. Seja K ⊆ G um subgrupo de Lie fechado do grupo de Lie G, e seja Φ :

G ×M −→ M uma ação livre e própria. Suponha que uma subvariedade N de M seja

K-invariante (isto é, Φg(N) ⊆ N para todo g ∈ K). Então, a ação induzida de K sobre

N é suave, livre e própria.
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Demonstração. Considere a seguinte aplicação:

Φ̄ :

K ×N −→ N,

(k, n) 7−→ Φ(k, n).
(3.4.1)

Por hipótese K ⊆ G é um subgrupo de Lie fechado, o que significa que K é uma

subvariedade de G (veja Definição 2.5.2). Assim podemos considerar a subvariedade

K ×N ⊆ G×M. Como N é K invariante então Φ(K ×N) ⊆ N , isso mostra que Φ̄ está

bem definida.

Para ver que Φ̄ é suave, considere a aplicação inclusão i : N ↪→M . Assim,

Φ = i ◦ Φ̄.

Portanto Φ̄ é suave, se somente se, Φ e i é suave o que é o caso. Além disso Φ̄ é a restrição

de uma aplicação suave.

Para ver que Φ̄ é livre, veja que para todo g ∈ G temos que

Φ̄(g, p) = p⇒ Φ̄(g, p) = Φ(g, p) = p,

mas como Φ é livre por hipótese, então g = e. Isso mostra que Φ̄ é livre.

Para mostrar que Φ̄ é própria , usaremos a Proposição 2.6.21.

Seja (kn)n∈N uma sequência em K e (pn)n∈N uma sequência em N tal que:

pn −→ p ∈ N,

Φ̄(kn, pn) −→ h ∈ N.

Vamos mostrar que existe uma subsequência (knj)nj∈I , onde I ⊆ N, da sequência (kn)n∈N

que converge em K.

Como (pn)n∈N é uma sequência em N ⊆ M , então (pn)n∈N é uma sequência em

M . Como N é subvariedade de M , a topologia de N é a topologia induzida de M , então

pn converge para algum p ∈ M . Analogamente Φ̄(kn, pn) é uma sequência em N ⊆ M ,

então é uma sequência em M , assim Φ̄(kn, pn) converge para algum h ∈M .

Como Φ̄(kn, pn) = Φ(kn, pn) e Φ é própria, podemos concluir que existe uma

subsequência (knj)nj∈I⊆N de (kn)n∈N que converge para k0 ∈ G na topologia de G. Por

hipótese, K é subgrupo de Lie fechado, ou seja K é fechado em G (veja Teorema 2.5.6), e

como K é induzida pela topologia de G, então (knj)nj∈I⊆N converge para k0 ∈ K. Portanto

Φ̄ é própria, o Lema segue.

Vamos aplicar esse lema à seguinte situação:

Seja (M,ω,Φ, J) um G-espaço hamiltoniano. Dado µ ∈ g∗, denotaremos por Gµ

o estabilizador de µ em relação a Ad∗, isto é,

Gµ :=
{
g ∈ G

∣∣Ad∗gµ = µ
}
.



70

Sejam g ∈ Gµ e p ∈ J−1(µ). Pela equivariância de J , temos que:

J(Φ(g, p)) =
(
Ad∗g ◦ J

)
(p) = Ad∗g(µ) = µ.

Assim, Φ(g, p) ∈ J−1(µ) o que implica que J−1(µ) é Gµ−invariante.

Proposição 3.4.2. Seja (M,ω,Φ, J) um G-espaço hamiltoniano e seja µ ∈ g∗. Suponha

que Φ seja livre e própria e que J−1(µ) 6= ∅. Então,

• J é uma submersão, em particular, J−1(µ) é uma subvariedade de M .

• O espaço Mµ := Gµ\J−1(µ) é uma variedade.

• A aplicação quociente πµ : J−1(µ) −→Mµ é uma submersão sobrejetiva.

Demonstração. Esses resultados decorrem diretamente do Teorema 2.7.1, do Corolário

3.3.14 e do Lema 3.4.1.

Observação 3.4.3. A aplicação πµ : J−1(µ) −→ Mµ é um fibrado principal com grupo de

estrutura Gµ.

Teorema 3.4.4. (Marsden-Weinstein-Meyer) Seja (M,ω,Φ, J) um G-espaço hamiltoni-

ano e seja µ ∈ g∗. Suponha que Φ seja livre e própria e que J−1(µ) 6= ∅. Então, existe

uma única forma simplética ωµ em Mµ = Gµ\J−1(µ) caracterizada pela fórmula:

π∗µωµ = i∗ω,

onde i : J−1(µ) −→ M é a aplicação de inclusão. O par (Mµ, ωµ) é chamado espaço

simplético reduzido de (M,ω,Φ, J) em µ.

Observação 3.4.5. Em vez da hipótese,

(a) Φ é livre e própria.

Poderiamos enunciar o Teorema 3.4.4 com a seguinte hipótese:

(b) µ ∈ g∗ é um valor regular de J e a ação de Gµ sobre J−1(µ) é livre e própria.

O ponto importante, que se verifica tanto com a hipótese (a) quanto a (b), é que

J−1(µ) −→ Gµ\J−1(µ) é um fibrado principal.

Para mostrar o Teorema 3.4.4 precisamos de alguns resultados preliminares.

A seguir, denotaremos por ad∗ : g −→ L(g∗, g∗) a derivada de Ad∗ : G −→ GL(g∗)

no ponto e, e por gµ a álgebra de Lie de Gµ = {g ∈ G
∣∣Ad∗gµ = µ}.

Lema 3.4.6. Temos as seguintes fórmulas:

(i)
〈
ad∗ξα, η

〉
= −〈α, adξη〉, onde ξ, η ∈ g e α ∈ g∗,

(ii) gµ = {ξ ∈ g
∣∣ ad∗ξµ = 0}.
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Demonstração. Primeiro vamos provar (i). Sejam α ∈ g∗ e ξ ∈ g. Por definição de Ad∗,

temos que: 〈
Ad∗gα, ξ

〉
= 〈α,Adg−1ξ〉 , (3.4.2)

para todo g ∈ G. Consideremos as aplicações lineares,

• evα : L(g∗, g∗) −→ g∗, l 7→ l(α),

• evξ : L(g, g) −→ g, l 7→ l(ξ),

• κξ : g∗ −→ R, α 7→ 〈α, ξ〉 ,
• κα : g −→ R, ξ 7→ 〈α, ξ〉.
A equação (3.4.2) reescreve-se como,

(κξ ◦ evα ◦ Ad∗)(g) = (κα ◦ evξ ◦ Ad ◦ i)(g), (3.4.3)

onde i : G −→ G, g 7→ g−1. Derivando a equação (3.4.3) no ponto e e na direção η ∈ g,

obtemos

κξ ◦ evα ◦ ad∗η = κα ◦ evξ ◦ ad ◦ i∗eη,

e como i∗eη = −η (veja Lema 2.1.4), segue-se que,

κξ ◦ evα ◦ ad∗η = −κα ◦ evξ ◦ adη,

que é a formula desejada.

O item (ii) decorre imediatamente da Proposição 2.6.12 e da fórmula,

(Ad∗µ)∗eξ =
d

dt

∣∣∣∣
0

Ad∗(exp(tξ), µ)

=
d

dt

∣∣∣∣
0

(evµ ◦ Ad∗ ◦ exp)(tξ)

= evµ(ad∗ξ)

= ad∗ξ(µ),

onde evµ : L(g∗, g∗) −→ g∗, l 7→ l(µ).

Lema 3.4.7. Seja p ∈ J−1(µ). Então Ker(i∗µωp) = Tp(Gµ.p), onde

Ker(i∗µωp) :=
{
u ∈ Tp(J−1(µ))

∣∣ωp(u, v) = 0, ∀v ∈ Tp(J−1(µ))
}
,

e onde Gµ.p é a órbita de p em J−1(µ) em relação a ação de Gµ.

Demonstração. Primeiro note que:

Ker(i∗ωp) = TpJ
−1(µ) ∩

(
TpJ

−1(µ)
)ωp

. (3.4.4)
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Com efeito, dado u ∈ TpJ
−1(µ) ∩ (TpJ

−1(µ))
ωp é óbvio que1 u ∈ Ker(i∗ωp) pois, (veja

Definição 1.1.7)(
TpJ

−1(µ)
)ωp :=

{
u ∈ TpM

∣∣ωp(u, v) = 0, ∀v ∈ TpJ−1(µ)
}
.

Isso mostra que TpJ
−1(µ) ∩ (TpJ

−1(µ))
ωp ⊆ Ker(i∗ωp). A outra inclusão decorre direta-

mente da definição de Ker(i∗µωp).

A aplicação J sendo uma submersão, TpJ
−1(µ) = KerJ∗p , e como já vimos,

KerJ∗p = (g.p)ωp . Assim, Tp(J
−1(µ)) = (g.p)ωp , o que implica

Tp(J
−1(µ))ωp = g.p (3.4.5)

(note que (3.4.5) é uma consequência do seguinte fato geral que decorre do Lema 1.1.9: se

W é um subespaço vetorial de um espaço vetorial simplético (V,Ω), então (WΩ)Ω = W ).

Assim podemos rescrever (3.4.4) como:

Ker(i∗µωp) = (g.p) ∩Ker(J∗p).

Por outro lado, o Lema 3.3.4, (i) implica que Tp(Gµ.p) = gµ.p. Portanto, devemos mostrar

que

(g.p) ∩Ker(J∗p) = gµ.p. (3.4.6)

Para mostrar essa igualdade, note que:

J∗p (Φp)∗e ξ = (J ◦ Φp)∗eξ =
d

dt

∣∣∣∣
0

(J ◦ Φp)(exp(tξ)) =
d

dt

∣∣∣∣
0

(J ◦ Φexp(tξ))(p).

Pela equivariância de J , o último termo pode ser escrito como,

d

dt

∣∣∣∣
0

(J ◦ Φexp(tξ))(p) =
d

dt

∣∣∣∣
0

Ad∗exp(tξ) ◦ J(p) = ad∗ξJ(p) = ad∗ξ(µ).

Dáı, J∗p (Φp)∗e ξ = ad∗ξ(µ). Levando em conta que g.p := {(Φp)∗eξ
∣∣ ξ ∈ g} e gµ := {ξ ∈

g
∣∣ ad∗ξµ = 0}, deduzimos então (3.4.6). O lema segue.

Demonstração. (do Teorema de Marsden-Weinstein-Meyer). Defina ωµ emMµ = Gµ\J−1(µ)

pela fórmula,

(ωµ)πµ(p)

(
(πµ)∗pu, (πµ)∗pv

)
:= ωp(u, v), (3.4.7)

onde p ∈ J−1(µ) e u, v ∈ TpJ
−1(µ) (faz sentido definir ωµ dessa forma pois, πµ :

J−1(µ) −→Mµ é uma submersão).
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Primeiro vamos mostrar que ωµ está bem definida em todo ponto. Suponha que

p, q ∈ J−1(µ), sejam tais que πµ(p) = πµ(q), e suponha também que

(πµ)∗pu = (πµ)∗qu
′, e (πµ)∗pv = (πµ)∗qv

′, (3.4.8)

onde u, v ∈ TpJ
−1(µ) e u′, v′ ∈ TqJ

−1(µ). Devemos mostrar que ωp(u, v) = ωq(u
′, v′).

Como πµ : J−1(µ) −→ Mµ é um fibrado principal com grupo de estrutura Gµ, a relação

πµ(p) = πµ(q) implica que existe g ∈ Gµ tal que q = Φ(g, p).

Além disso, a relação πµ ◦ Φg = πµ implica que (πµ)∗q(Φg)∗p = (πµ)∗p donde,

levando em conta (3.4.8),

(πµ)∗q(Φg)∗pu = (πµ)∗qu
′

⇒ (πµ)∗q [(Φg)∗pu− u′] = 0

⇒ (Φg)∗pu− u′ ∈ Ker
(
(πµ)∗q

)
⇒ (Φg)∗pu− u′ ∈ Tq(Gµ.q)

⇒ (Φg)∗pu− u′ ∈ gµ.q.

Logo existe ξ ∈ gµ tal que:

u′ = (Φg)∗pu+ (Φq)∗eξ.

Analogamete, existe ξ′ ∈ gµ tal que

v′ = (Φg)∗pv + (Φq)∗eξ
′.

Agora, usando o fato de Φ ser simplética e a relação Ker(i∗ωp) = gµ.p, vê-se que:

ωq(u
′, v′) = ωΦ(g,p)

(
(Φg)∗pu+ (Φq)∗eξ, (Φg)∗pv + (Φq)∗eξ

′)
= ωΦ(g,p)

(
(Φg)∗pu, (Φg)∗pv

)
+ ωΦ(g,p)

(
(Φg)∗pu, (Φq)∗eξ

′)+ ωΦ(g,p)

(
(Φq)∗eξ, (Φg)∗pv

)
+ωΦ(g,p) ((Φq)∗eξ, (Φq)∗eξ

′) .

Note que os três ultimos termos da última igualdade são iguais a zero pois são termos da

forma ωq(∗, β), com β ∈ Tq(Gµ.q) = Ker(i∗µωq) (veja Lema 3.4.7). Dáı,

ωq(u
′, v′) = ωΦg(p)

(
(Φg)∗pu, (Φg)∗pv

)
= ((Φg)

∗ω)p(u, v).

A ação Φ sendo simplética, Φ∗gω = ω e portanto,

ωq(u
′, v′) =

(
Φ∗gω

)
p

(u, v) = ωp(u, v).

Isso mostra que ωµ está bem definida e satisfaz π∗µωµ = i∗µω. A suavidade decorre

da fórmula π∗µωµ = i∗µω e da suavidade de i∗µω. É fechada, pois

π∗µdωµ = dπ∗µωµ = di∗µω = i∗µdω = i∗µ0 = 0,
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(essa ultima igualdade decorre da comutatividade do operador de De Rham e do operador

pull-back).

Finalmente, suponha que u ∈ Tp(J−1(µ)) seja tal que:

(ωµ)π(p)

(
(πµ)∗pu, (πµ)∗pv

)
= 0, ∀v ∈ J−1(µ).

Temos então que:

(i∗µω)p(u, v) = 0 ∀v ∈ J−1(µ),

o que significa que u pertence ao espaçoKer(i∗µωp), o qual é igual a Tp(Gµ.p) = Ker((πµ)∗p).

Assim (πµ)∗pu = 0. Concluimos que ωµ é não degenerada.

Exemplo 3.4.8. Seja ϕ : R2n −→ Cn aplicação definida por,

ϕ(x1, ..., xn, y1, ..., yn) := (z1, ..., zn),

onde zk := xk + iyk, k = 1, ..., n. Identificamos R2n e Cn por meio da aplicação ϕ.

Seja Φ : S1 × R2n ∼= Cn −→ Cn a ação a esquerda definida por:

eit.(z1, ..., zn) := (eitz1, ..., e
itzn).

Afirmação: A ação Φ é hamiltoniana relativa a forma simplética canônica ω0 de

R2n ∼= Cn, com aplicação momentum J : Cn −→ R dada por:

J(z) = −1

2
‖z‖2 +

1

2
, onde ‖z‖2 = ‖z1‖2 + ...+ ‖zn‖2

(aqui identificamos Lie(S1) com R por meio da aplicação dada em (3.3.6)). Antes de

provar esta afirmação, vamos expressar a ação Φ em coordenadas reais. Note que dado

k = 1, ..., n,

eitzk = (cos(t) + isen(t))(xk + iyk)

= xkcos(t)− yksen(t) + i(ykcos(t) + xksen(t)),

donde,

eit.(x1, .., xn, y1, ..., yn) = (x1cos(t)− y1sen(t) + i(y1cos(t) + x1sen(t)), ...,

, xncos(t)− ynsen(t) + i(yncos(t) + xnsen(t))),

= (x1cos(t)− y1sen(t), ..., xncos(t)− ynsen(t),

y1cos(t) + x1sen(t), ..., yncos(t) + xnsen(t)). (3.4.9)
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Usando uma notação matricial, temos então que,

eit.(x1, ..., xn, y1, ..., yn) =

cos(t) 0 ··· 0 −sen(t) 0 ··· 0

0
... 0

... 0
... 0

...
... 0

... 0
... 0

... 0
0 ··· 0 cos(t) 0 ··· 0 −sen(t)

sen(t) 0 ··· 0 cos(t) 0 ··· 0

0
... 0

... 0
... 0

...
... 0

... 0
... 0

... 0
0 ··· 0 sen(t) 0 ··· 0 cos(t)




x1

...
xn
y1

...
yn

 =
(
cos(t)In −sen(t)In
sen(t)In cos(t)In

)
x1

...
xn
y1

...
yn

 ,

ou seja,

eit.(x1, .., xn, y1, ..., yn) =

(
cos(t)In −sen(t)In

sen(t)In cos(t)In

)


x1

...

xn

y1

...

yn


.

Demonstração da Afirmação: Vamos mostrar que Φ é simplética. Dado θ ∈ R, definimos

S(θ) : R2n −→ R2n, por

S(θ) =

(
cos(θ)In −sen(θ)In

sen(θ)In cos(θ)In

)
.

Tomando u, v ∈ TpR2n ∼= R2n, temos que,

(S(θ)∗ω0)(u, v) = ω0(S(θ)u, S(θ)v)

=
n∑
k=1

(dxk ∧ dyk)(S(θ)u, S(θ)v)

=
n∑
k=1

∣∣∣∣∣ dxk(S(θ)u) dyk(S(θ)u)

dxk(S(θ)v) dyk(S(θ)v)

∣∣∣∣∣ . (3.4.10)
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Para calcular dxk(S(θ)u) veja que,

dxk(S(θ)u) = dxk

(
cosθ In −senθ In
senθ In cosθ In

)


u1

...

un

un+1

...

u2n


,

= dxk



cosθu1 − senθun+1

...

cosθun − senθu2n

senθu1 + cosθun+1

...

senθun + cosθu2n


,

= cosθuk − senθuk+n.

De maneira análoga, obtemos dyk(S(θ)u) = senθuk + cosθuk+n . Substituindo essas

equações na igualdade (3.4.10) obtemos, após as devidas simplificações,

(S(θ)∗ω0)(u, v) =
n∑
k=1

∣∣∣∣∣ cosθuk − senθuk+n senθuk + cosθuk+n

cosθvk − senθvk+n senθvk + cosθvk+n

∣∣∣∣∣ ,
=

n∑
k=1

cos2θukvk+n − sen2θuk+nvk − cos2θvkuk+n + sen2θvk+nuk,

=
n∑
k=1

ukvk+n − uk+nvk =
n∑
k=1

∣∣∣∣∣ uk vk

uk+n vk+n

∣∣∣∣∣ =
n∑
k=1

(dxk ∧ dyk)(u, v).

Dáı, (S(θ)∗ω0)(u, v) =
∑n

k=1(dxk∧dyk)(u, v) = ω0(u, v). Assim, S(θ)∗ω0 = ω0, e portanto

Φ é simplética.

Vamos agora calcular o campo fundamental ξR2n associado à ξ ∈ Lie(S1) ∼= R.
Lembrando que expS1 : R −→ S1, r 7→ eir , temos que:

(ξR2n)p =
d

dt

∣∣∣∣
0

Φ(exp((tξ), p) =
d

dt

∣∣∣∣
0

Φ(eitξ, p),

=
d

dt

∣∣∣∣
0

(
cos(tξ)In −sen(tξ)In

sen(tξ)In cos(tξ)

)
p1

...

p2n

 ,

=

(
0 −ξIn
ξIn 0

)
p1

...

p2n

 .
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Dáı,

(ξR2n)p = ξ



−pn+1

...

−p2n

p1

...

pn


. (3.4.11)

Considere agora a aplicação J : R2n −→ R∗ = Lie(S1)∗, definida para p ∈ R2n e ξ ∈ R,
por:

〈J(p), ξ〉 := ξ

(
−1

2
‖z‖2 +

1

2

)
.

Note que Jξ : R2n −→ R, p 7→ ξ
(
−1

2
‖z‖2 + 1

2

)
. Vamos mostrar que para todo ξ ∈ R,

ω(ξR2n , . ) = dJξ( . ).

Dado p ∈ R2n e u ∈ TpR2n ∼= R2n, temos que:

ω0(ξR2n , u) =
n∑
k=1

(dxk ∧ dyk)(ξR2n , u),

=
n∑
k=1

∣∣∣∣∣ dxk(ξR2n) dyk(ξR2n)

dxk(u) dyk(u)

∣∣∣∣∣ ,
=

n∑
k=1

∣∣∣∣∣ −pk+nξ pkξ

uk uk+n

∣∣∣∣∣ ,
=

n∑
k=1

−ξpk+nuk+n − ukpkξ,

= −ξ 〈p, u〉 . (3.4.12)

Por outro lado temos que,

dJξ(u) =
d

dt

∣∣∣∣
0

Jξ(p+ tu),

=
d

dt

∣∣∣∣
0

ξ

(
−1

2
〈p+ tu, p+ tu〉+

1

2

)
,

= −ξ 〈p, u〉 . (3.4.13)

Comparando as equações (3.4.12) e (3.4.13) temos que ω(ξR2n , u) = dJξ(u).

Concluimos assim que (R2n, ω0,Φ, J) é um S1-espaço hamiltoniano. A afirmação

segue.

Note que a ação Φ é própria (pois S1 é compacto) e livre em R2n−{0}. Pelo Teo-

rema da Redução Simplética, o espaço reduzido em 0, M0 := S1\J−1(0), é uma variedade
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simplética munida de uma forma simplética ωµ=0 que satisfaz,

(π0)∗ωµ=0 = j∗ω, (3.4.14)

onde π0 : J−1(0) −→ S1\J−1(0) é a aplicação quociente e j : J−1(0) ↪→ R2n − {0} é a

aplicação inclusão. Agora note que J−1(0) =
{
p ∈ R2n − {0}

∣∣ ‖p‖2 = 1
}

, isto é,

J−1(0) = S2n−1 ⊆ R2n

é a esfera unitária de dimensão 2n− 1 em R2n.Temos então que:

M0 = S1\S2n−1.

É bem conhecido em geometria diferencial que o espaço projetivo complexo P(Cn)

(veja Exemplo 2.7.10) indentifica-se com o quociente S1\S2n−1, e que P(Cn) possui uma

única forma simplética ωFS, chamada forma simplética de Fubini-Study, que satisfaz

(π0)∗ωFS = j∗ω. Pela parte unicidade do Teorema de redução simplética, concluimos

que ωµ=0 = ωFS, e portanto:

(P(Cn), ωFS) = (M0, ωµ=0),

isto é, o espaço projetivo complexo é a redução simplética de R2n − {0} pela ação Φ.

Exemplo 3.4.9. Modificações óbvias do exemplo anterior mostram que a ação Φ : Tn ×
Cn −→ Cn definida por:

(eit1 , ..., eitn).(z1, ..., zn) := (eit1z1, ..., e
itnzn),

atua de maneira hamitoniana sobre o espaço Cn ∼= R2n munido da forma simplética

canônica, com aplicação momentum

J :

Cn −→ (Rn)∗ ∼= Rn,

(z1, ..., zn) 7→ −1
2

∑
‖zi‖2 + constante.

Exemplo 3.4.10. Seja Φ : G ×M −→ M uma ação de um grupo de Lie G e seja Φ∗ :

G× T ∗M −→ T ∗M a “lifted action” (veja Exemplo 3.3.11). Lembramos que (T ∗M,ω =

−dθ,Φ∗, J) é um G-espaço hamiltoniano, onde J : T ∗M −→ g∗ está definida por:

〈J(αp), ξ〉 := 〈αp, (ξM)p〉 ,

onde αp ∈ T ∗pM e ξ ∈ g.
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Mostra-se que Φ∗ é uma ação livre e própria, o que implica, pela Redução

Simplética em µ = 0, que existe uma única forma simplética ωµ=0 em M0 = G\J−1(0)

que satisfaz,

(π0)∗ωµ=0 = j∗ω,

onde π0 : J−1(0) −→M0 é a aplicação quociente e j : J−1(0) ↪→ T ∗M é a inclusão. Neste

contexto, mostra-se também que existe um simplectomorfismo,

ϕ : (M0, ωµ=0) −→ (T ∗(G\M), ω̃),

onde ω̃ é a forma simplética canônica de T ∗(G\M).

´



Caṕıtulo 4

Construção de variedades tóricas

simpléticas

4.1 Poĺıtopos de Delzant

Nessa parte, apresentamos sem demonstração alguns conceitos e resultados da

teoria dos poĺıtopos necessários para enunciar os resultados principais de convexidade em

geometria simplética.

Considere 4 um subconjunto não vazio de Rn.

Definição 4.1.1. Dizemos que 4 é um poliedro, se existem números reais aij e bi, onde

i = 1, ...,m e j = 1, ..., n, tais que dado (x1, ..., xn) ∈ Rn,

(x1, ..., xn) ∈ 4 ⇔


a11x1 + ...+ a1nxn ≤ b1,

...

am1x1 + ....+ amnxn ≤ bm.

Definição 4.1.2. Dizemos que 4 é um poĺıtopo convexo, ou simplesmente poĺıtopo, se

existem v1, ..., vs ∈ Rn tais que 4 = conv(v1, ..., vs), onde

conv(v1, ..., vs) :=
{
λ1v1 + ...+ λsvs

∣∣λ1, ..., λs ≥ 0, λ1 + ...+ λs = 1
}
.

Diz-se que 4 é gerado por v1, ..., vs.

Note que um poĺıtopo 4 é um conjunto convexo, isto é, se x, y ∈ 4, então, para

todo t ∈ [0, 1], tx + (1 − t)y ∈ 4. Com efeito dados x, y ∈ 4 e t ∈ [0, 1] , existem

λ1, ..., λs ≥ 0 e β1, ..., βs ≥ 0, tais que,

x = λ1v1 + ...+ λsvs; λ1 + ...+ λs = 1,

y = β1v1 + ...+ βsvs; β1 + ...+ βs = 1,
80
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Figura 4.1.1: Quadrado unitário em R2

donde,

tx+ (1− t)y = t(λ1v1 + ...+ λsvs) + (1− t)(β1v1 + ...+ βsvs)

= (tλ1 + (1− t)β1)v1 + ...+ (tλs + (1− t)βs)vs.

Claramente, tλi + (1− t)βi ≥ 0 para todo i = 1, ..., s, e temos que

s∑
i=1

(tλi + (1− t)βi) = t
s∑
i=1

λi + (1− t)
s∑
i=1

βi

= t+ (1− t) = 1.

Isso mostra que tx+ (1− t)y ∈ 4, como hav́ıamos afirmado.

Teorema 4.1.3. (Minkowski-Weyl) Um conjunto 4 ⊆ Rn é um poliedro limitado se e

somente se é um poĺıtopo convexo.

Uma demonstração deste Teorema pode ser encontrada em [13].

Exemplo 4.1.4. O quadrado unitário conv ((0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1)) ⊆ R2 (veja Figura

(4.1.1)) é um poĺıtopo que coincide com o conjunto dos pontos (x, y) ∈ R2 que satisfazem,

x ≤ 1,

−x ≤ 0,

y ≤ 1,

−y ≤ 0.

Exemplo 4.1.5. O hexágono conv
(
(1, 0), (1

2
, 1), (1

2
,−1), (−1

2
, 1), (−1

2
,−1), (−1, 0)

)
⊆ R2

(veja Figura (4.1.2)) é um poĺıtopo que coincide com o conjunto dos pontos (x, y) ∈ R2
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Figura 4.1.2: Hexágono em R2

que satisfazem, 

y − 1 ≥ 0,

1 + y ≥ 0,

y ≤ −2(x− 1),

y ≥ 2(x− 1),

y ≤ 2(x+ 1),

y ≥ −2(x+ 1).

Definição 4.1.6.

(a) Um conjunto H ⊆ Rn é um hiperplano se existem um vetor não nulo u ∈ Rn

e um número real α tais que:

H :=
{
x ∈ Rn

∣∣ 〈x, u〉 = α
}
,

onde 〈 , 〉 é o produto euclidiano.

(b) Seja X ⊆ Rn um conjunto qualquer e seja H =
{
x ∈ Rn

∣∣ 〈x, u〉 = α
}

um

hiperplano. Diz-se que H corta X se existem x1, x2 ∈ X tais que 〈x1, u〉 < α e 〈x2, u〉 > α.

(c) O hiperplano H ⊆ Rn é um suporte de X ⊆ Rn se H não corta X e se a

distância entre H e X é nula, isto é,

d(X,H) = inf
{
‖x− h‖

∣∣x ∈ X, h ∈ H} = 0,

onde ‖ . ‖ é a norma euclidiana. Nesse caso H é chamado hiperplano suporte de X.
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Figura 4.1.3: Hiperplanos suportes do poĺıtopo 4

Seja X ⊆ Rn um conjunto qualquer. O espaço afim gerado por X, denotado por

Aff(X), é o conjunto de todos os pontos da forma

λ1x1 + ...+ λnxn,

onde x1, ..., xn é um número finito arbitrário de pontos de X e onde λ1, ..., λn são números

reais satisfazendo

λ1 + ...+ λn = 1.

Dado um subconjunto X de Rn, mostra-se que existe um único subespaço vetorial V de

Rn tal que para todo x ∈ X,

Aff(X) = x+ V.

Define-se então a dimensão de X como sendo a dimensão de V , isto é,

dim(X) := dim(V ),

onde X = x+ V (veja [13]).

No caso em que X = 4 é um poĺıtopo de dimensão n, usamos a expressão

“n-poĺıtopo”. Por exemplo, 0-poĺıtopo são pontos e 1-poĺıtopos são segmentos.

Definição 4.1.7. Seja4 ⊆ Rn um poĺıtopo convexo. Um subconjunto F de4 é uma face

de 4 se F = ∅ ou F = 4, ou se existe um hiperplano suporte H de 4 tal que F = 4∩H.

As faces de dimensão 0 e 1 são chamadas de vértices e arestas, respectivamente (veja

Figura (4.1.4)). Se a dimensão de 4 é d, então as faces de dimensão d− 1 são chamadas

facetas; o conjunto de todos os vértices de 4 é denotado por ext(4).
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Teorema 4.1.8. Seja 4 ⊆ Rn um poĺıtopo. Então:

(a) 4 = conv(ext(4)),

(b) cada face F de 4 é um poĺıtopo e ext(F ) = F ∩ ext(4).

A demonstração deste teorema pode ser encontrada em [13]. Note que o item (a)

implica que qualquer ponto de 4 é uma combinação convexa de vértices de 4.

Seja 4 ⊆ Rn um n-poĺıtopo. Dada uma faceta F de 4, temos que:

• F é a interseção de 4 com um hiperplano suporte H ⊆ Rn, isto é, F = 4∩H,

• o hiperplano suporte H separa o espaço Rn em dois semi-espaços fechados que

se intersectam em H, e um deles contêm 4; denotaremos por K(4, F ) esse semi-espaço.

Teorema 4.1.9. Seja 4 ⊆ Rn um n-poĺıtopo. Então,

(a) o número de faces de 4 é finito,

(b) temos que

4 =
d⋂
i=1

K(4, Fi), (4.1.1)

onde F1, ..., Fd são as facetas de 4.

Observação 4.1.10. A partir da decomposição (4.1.1), é fácil encontrar uma descrição

anaĺıtca (isto é, como poliedro) do poĺıtopo4. Com efeito, a cada semi-espaços K(4, Fi),
podemos associar um vetor não nulo ui ∈ Rn ortogonal ao plano suporte associado a Fi e

um número real αi tais que K(4, Fi) = {x ∈ Rn
∣∣ 〈x, ui〉 ≤ αi}, donde,

4 = {x ∈ Rn
∣∣ 〈x, ui〉 ≤ αi, i = 1, ..., d}.

Observação 4.1.11. Os vetores vi da observação acima são externos normais, isto é, para

todo ponto p do hiperplano suporte associado a Fi e todo t > 0, o ponto p + tvi não

pertence ao semi-espaço K(4, Fi). Para ver isso, calculamos:

〈p+ tvi, vi〉 − αi = 〈p, vi〉 − αi + t ‖vi‖2 = t ‖vi‖2 > 0.

Assim, 〈p+ tvi, vi〉 > αi, o que significa que p+ tvi /∈ K(4, Fi).

Definição 4.1.12. Seja 4 um poĺıtopo. Dizemos que,

(a) um vértice e uma aresta de 4 são incidentes se o vértice é um vértice da

aresta,

(b) dois vértices distintos de 4 são adjacentes se o segmento que eles formam é

uma aresta de 4.

Definição 4.1.13. Diz-se que um n-poĺıtopo4 é simples se cada vértice de4 é incidente

a exatamente n vértices de 4.
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Figura 4.1.4: Face, vértices e arestas

Proposição 4.1.14. Seja 4 um n-poĺıtopo. As seguintes afirmações são equivalentes.

(a) 4 é simples.

(b) Cada vértice de 4 está contido em exatamente n facetas.

(c) Cada vértice de 4 é adjacente a exatamente n vértices.

Veja [13].

Proposição 4.1.15. Sejam4 um n-poĺıtopo e p um vértice de4. Sejam também q1, ..., qk

outros vértices de 4 adjacentes a p. Defina F como sendo a menor1 face de 4 que contém

o segmentos [p, q1], ..., [p, qk]. Então,

(a) dim(F ) = k,

(b) [p, q1], ..., [p, qk] são as únicas arestas de F incidentes a p.

Veja [13].

Definição 4.1.16. Seja4 ⊆ Rn um n-poĺıtopo. Dizemos que4 é um poĺıtopo de Delzant

se satisfaz as seguintes condições:

1. simplicidade: existem n arestas incidentes a cada vértice p (veja Definição 4.1.13);

2. racionalidade: as arestas incidentes ao vértice p são da forma p + tui , t ≥ 0 onde

ui são vetores em Zn ; e

3. suavidade: para cada vértice p, as arestas incidentes a ele podem ser escolhidas de

tal maneira que formam uma base de Zn sobre Z.

Exemplo 4.1.17. O triângulo isóceles em R2 de vértices (0, 0), (a, 0), (0, a), com a > 0,

é um poĺıtopo de Delzant. Os vetores u1 e u2 podem ser escolhidos da seguinte forma

(veja Figura (4.1.5)):

1A face F existe, pois o conjunto das faces de 4 é finito, veja Teorema 4.1.9.
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Vértices u1, u2

(0,0) (1,0),(0,1)

(a,0) (-1,0),(-1,1)

(0,a) (0,-1),(1,-1)

Figura 4.1.5: Um poĺıtopo de Delzant em R2

Exemplo 4.1.18. Mais exemplos de politópos de Delzant em R2:

Figura 4.1.6:

Exemplo 4.1.19. Exemplos de poĺıtopos que não são de Delzant.

O primeiro poĺıtipo do Exemplo 4.1.19 falha a condição (2), uma vez que o

triângulo não é isósceles, enquanto o segundo poĺıtopo falha a condição (1).
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Seja agora 4 ⊆ Rn um poĺıtopo de Delzant. Queremos descreve-lo como um

poliedro, isto é, por meio de um sistema de desigualdades. Fixamos um vértice p e

denotamos por

• q1, ..., qn os vértices adjacentes a p,

• u1, ..., un uma famı́lia de vetores em Zn tal que para todo i = 1, ..., n, p + tui,

t ≥ 0, descreve a aresta [p, qi],

• Fi a menor face de4 que contém as arestas [p, q1], ..., [p, qi−1], [p, qi+1], ..., [p, qn].

Lema 4.1.20.

(a) Para todo i = 1, ..., n, Fi é uma faceta de 4.

(b) O plano suporte de Fi é o conjunto p + V ect{u1, ..., ui−1, ui+1, ..., un}, onde

V ect{u1, ..., ui−1, ui+1, ..., un} é o espaço vetorial gerado por u1, ..., ui−1, ui+1, ..., un.

(c) Se i 6= j, então Fi 6= Fj.

(d) Dada uma faceta F de 4 que contém p, existe i ∈ {1, ..., n} tal que F = Fi.

Demonstração. (a) Pela Proposição 4.1.15, a dimensão de Fi é n− 1; isso significa que Fi

é uma faceta.

(b) O plano suporte Hi de Fi é um espaço afim de dimensão n− 1 passando pelo

ponto p. Portanto é da forma Hi = p+Ei, onde Ei ⊆ Rn é um espaço vetorial de dimensão

n−1. Além disso, Hi contém as arestas [p, q1], ..., [p, qi−1], [p, qi+1], ..., [p, qn], as quais são da

forma p+ tuj, t ≥ 0. Sendo assim, é claro que cada uj, j = 1, ..., i−1, i+ 1, ..., n, pertence

ao espaço Ei, donde V ect{u1, ..., ui−1, ui+1, ..., un} ⊆ Ei. Por causa das dimensões, Ei =

V ect{u1, ..., ui−1, ui+1, ..., un}.
(c) Sejam i, j ∈ {1, ..., n} tais que i 6= j. Suponha que Fi = Fj =: F. Pela

Preposição 4.1.15 , temos que,

• [p, q1], ..., [p, qi−1], [p, qi+1], ..., [p, qn] são as únicas arestas de F incidentes a p,

• [p, q1], ..., [p, qj−1], [p, qj+1], ..., [p, qn] são as únicas arestas de F incidentes a p.

Comparando as duas afirmações, concluimos por unicidade que qi = qj, o que é

absurdo.

(d) Pela simplicidade de 4, o ponto p pertence a exatamente n facetas de 4 que,

pelos itens (a) e (c), são necessariamente os conjuntos F1, ..., Fn.

Definição 4.1.21. O produto vetorial dos vetores v1, ..., vn−1 ∈ Rn é o único vetor de Rn,

denotado por v1 × v2 × ...× vn−1, que satisfaz,

〈v, v1 × ...× vn−1〉 = det(v, v1, ..., vn−1), (4.1.2)

para todo v ∈ Rn.
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Note que v1× ...× vn−1 é ortogonal ao espaço vetorial gerado por v1, ..., vn−1, isto

é,

v1 × ...× vn−1 ∈ V ect{v1, ..., vn−1}⊥.

Seja {e1, ..., en} a base canônica de Rn. Tomando v = ei em (4.1.2) obtemos o

seguinte resultado.

Lema 4.1.22. Para todos v1, ..., vn−1 ∈ Rn, têm-se

v1 × ...× vn−1 =∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

e1 · · · en

(v1)1 (v1)n
...

...

(vn−1)1 · · · (vn−1)n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
:=

n∑
i=1

(−1)i+1

∣∣∣∣∣∣∣∣
(v1)1 · · · (̂v1)i · · · (v1)n

...
...

(vn)1 · · · (̂vn)i · · · (vn)n

∣∣∣∣∣∣∣∣ ei,
onde (vi)j denota a j-ésima coordenada do vetor vi em relação à base canônica e onde “̂”

siginifica que o śımbolo correspondente deve ser omitido.

Segue imediatamente da fórmula acima que se v1, ..., vn−1 ∈ Zn, então v1 × ... ×
vn−1 ∈ Zn.

Dado i = 1, ..., n, definimos

ni := εi(u1 × ...× ui−1 × ui+1 × ...× un),

onde ε;∈ {1,−1} é escolhido de tal maneira que ni seja externo normal do hiperplano

suporte da faceta Fi.

Lema 4.1.23. Os vetores n1, ..., nn formam uma base de Zn sobre Z.

Demonstração. Denotamos por (ni)j ∈ Z a j -ésima coordenada de ni em relação à base

{u1, ..., un} (a qual é uma base de Zn sobre Z) e definimos,

N :=


(n1)1 · · · (nn)1

...
...

(n1)n · · · (nn)n

 ; U :=


〈u1, u1〉 · · · 〈u1, un〉

...

〈un, u1〉 · · · 〈un, un〉

 .
Note que os determinantes de N e U são dois números inteiros.

Para mostrar que {n1, ..., nn} é uma base de Zn sobre Z, basta mostrar que o

determinante de N é 1 ou −1. Para ver isso, note que as entradas da matriz N tU são

dadas por:

(N tU)ij =
n∑
k=1

(N t)ikUkj =
n∑
k=1

NkiUkj

=
n∑
k=1

(ni)k 〈uk, uj〉 = 〈ni, uj〉 =

0 se i 6= j,

〈ni, ui〉 se i = j.
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Dáı,

N tU =


〈n1, u1〉 · · · 0

...
...

0 · · · 〈nn, un〉

 ,
e portanto, det(N)det(U) = 〈n1, u1〉 ... 〈nn, un〉 . Além disso, para todo i = 1, ..., n,

〈ni, uj〉 = 〈εi(u1 × ...× ui−1 × ui+1 × ...× un), ui〉

= ±det(u1, u2, ..., un),

e {u1, ..., un} sendo uma base de Zn sobre Z, necessariamente det(u1, ..., un) ∈ {1,−1}.
Concluimos que det(N)U ∈ {1,−1}. Assim det(N) divide 1, o que implica que det(N) ∈
{1,−1}.

Definição 4.1.24. Um vetor v ∈ Zn é chamado primitivo se ele não pode ser escrito da

forma v = ku, onde u ∈ Zn, k ∈ Z e |k| > 1.

Exemplo 4.1.25. Os vetores (1,1), (4,3), (1,0) são primitivos enquanto (2,2) e (4,6) não

são (por exemplo (4, 6) = 2(2, 3)).

Corolário 4.1.26. Os vetores n1, ..., nn são todos primitivos.

Demonstração. Suponha por absurdo que exista i ∈ {1, ..., n} tal que ni não seja primitivo.

Então existe k ∈ Z com |k| > 1, e v ∈ Zn tais que ni = kv. Além disso, {n1, ..., nn} é

uma base de Zn sobre Z e portanto existem λ1, ..., λn ∈ Z tais que,

v = λ1n1 + ...+ λnnn.

Multiplicando por k, obtemos que

ni = λ1kn1 + ...+ λikni + ...+ λnknn.

Dáı, vê-se que λik = 1 o que implica k = ±1, contradizendo a condição |k| > 1.

Observação 4.1.27. Dado i = 1, ..., n, o vetor ni é o único vetor de Zn ortogonal à faceta

Fi que é externo normal e primitivo.

Sejam Fn+1, ..., Fd as outras facetas de 4. Repetindo o racioćınio usado acima

para os outros vértices de 4, conclúımos que existem vetores ni ∈ Zn, i = 1, ..., d, tais

que:

• ni é externo normal a faceta Fi,

• ni é primitivo,

• existe αi ∈ R tal que o plano suporte de Fi é caracterizado pela equação

〈xi, ni〉 = αi.

Em particular,

4 = {x ∈ Rn
∣∣ 〈x, ni〉 ≤ αi, i = 1, ..., d}.
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Exemplo 4.1.28. Descrição de um triângulo isósceles (que é de Delzant) como poliedro:

4 = {x ∈ R2
∣∣x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x1 + x2 ≤ 1},

= {x ∈ R2
∣∣ 〈x, (−1, 0)〉 ≤ 0, 〈x, (0,−1)〉 ≤ 0, 〈x, (1, 1)〉 ≤ 1}.

Figura 4.1.7:

4.2 Variedades tóricas simpléticas

Definição 4.2.1. Um toro de dimensão n é qualquer grupo de Lie G isomorfo (como

grupo de Lie) ao grupo de Lie produto

S1 × ...× S1, (n-vezes)

onde S1 = {z ∈ C
∣∣ |z| = 1}. Denotamos um toro por Tn.

Claramente, Tn é comutativo, e portanto a sua álgebra de Lie é trivial.

Na prática, usamos frequentemente S1 × ... × S1 ou o quociente Rn/Zn como

realizações concretas de Tn. Esses dois grupos são relacionados da seguinte maneira.

Denotando por [x] = [x1, ..., xn] a classe de (x1, ..., xn) ∈ Rn em Rn/Zn, vê-se facilmente

que a aplicação Rn/Zn −→ S1 × ...× S1

[(x1, ..., xn)] 7→ (e2πx1i, ..., e2πxni),
(4.2.1)
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é um isomorfismo de grupos de Lie. O produto de cada grupo é explicitamente dado por:

[x1, ..., xn] + [y1, ..., yn] = [x1 + y1, ..., xn + yn],

(e2πx1i, ..., e2πxni).(e2πy1i, ..., e2πyni) = (e2π(x1+y1)i, ..., e2π(xn+yn)i),

e as álgebras de Lie correspondentes podem ser identificadas com Rn por meio das deri-

vadas em 0 ∈ Rn das aplicações

π1 :

Rn −→ Rn/Zn,

(x1, ..., xn) 7→ [x1, ..., xn],

π2 :

Rn −→ S1 × ...× S1,

(x1, ..., xn) 7→ (e2πx1i, ..., e2πxni).

Note que π1 e π2 são ambas homomorfismos de grupos de Lie. Pela Proposição 2.4.2,

temos que para todos ξ, η ∈ T0Rn ∼= Rn.

expRn/Zn((π1)∗0ξ) = π1(expRn(ξ)),

expS1×...×S1((π2)∗0η) = π2(expRn(η)),

Como expRn = Id, obtemos, identificando as duas álgebras de Lie com Rn, que

expRn/Zn(ξ) = [ξ1, ..., ξn],

expS1×...×S1(η) = (e2πη1i, ..., e2πηni).

onde ξ = (ξ1, ..., ξn) e η = (η1, ..., ηn) são dois elementos de Rn.

Definição 4.2.2. Uma ação de um toro Tn sobre uma variedade M é chamada ação

tórica.

Indentificaremos também (Rn)∗ e Rn por meio do produto euclidiano. Assim,

uma aplicação momentum J de uma ação tórica poderá ser vista como uma aplicação de

M para Rn, isto é,

J : M −→ Rn.

Teorema 4.2.3. (Atiyah, Guillemin-Sternberg) Seja (M,ω) uma variedade simplética

compacta e conexa e seja Tn ×M −→ M uma ação tórica hamiltoniana com aplicação

momentum J : M −→ Rn. Então:

(a) para todo µ ∈ Rn, J−1(µ) é um conjunto conexo, (pode ser vazio)

(b) a imagem de J é um poĺıtopo em Rm , chamado de poĺıtopo momentum,

(c) a imagem de J é o poĺıtopo convexo gerado pelas imagens dos pontos fixos da

ação tórica.
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Uma demonstração desse Teorema pode ser encontrada em [12].

Exemplo 4.2.4. A ação de S1 sobre a esfera S2 por meio das rotações em volta do eixo

z, é uma ação tórica com aplicação momentum J : S2 −→ R, (x, y, z) 7→ z (veja Exemplo

3.3.7). Os pontos fixos da ação são os polos norte e sul; suas imagens por J sao os pontos

1 e −1. O espaço convexo gerado por 1 e -1 é o segmento [−1, 1] que é a imagem de S2

por J (veja Figura 3.3.1).

Definição 4.2.5. Sejam G um grupo de Lie e M uma variedade. Dizemos que uma ação

à esquerda Φ : G×M −→M é efetiva se a aplicação

G −→ Diff(M), g 7→ Φg,

é injetiva, onde Φg : M −→M, p 7−→ Φ(g, p).

Definição 4.2.6. Uma variedade tórica simplética é uma variedade simplética (M,ω)

compacta e conexa de dimensão 2n munida de uma ação efetiva tórica hamiltoniana

Φ : Tn ×M −→M com uma escolha de uma aplicação momentum J : M −→ Rn.

Seja Del(Rn) o conjunto dos poĺıtopos de Delzant em Rn e seja SymTor(n) o

conjunto de todas as variedades tóricas simpléticas (M,ω,Φ, J) de dimensão 2n relativa

ao toro Tn.

Definimos uma relação de equivalência em SymTor(n) da seguinte maneira:

(M1, ω1,Φ1, J1) e (M2, ω2,Φ2, J2) são equivalentes, se e somente se, existe um simplec-

tomorfismo equivariante ϕ : M1 −→ M2 tal que J1 = J2 ◦ ϕ. Denotamos por “∼” essa

relação de equivalência, e por [(M,ω,Φ, J)] as classes de equivalência correspondentes.

Teorema 4.2.7. (Delzant) Classes de equivalência de variedades simpléticas são classi-

ficados pelos poĺıtopos de Delzant. Em pormenores, a aplicação

SymTor(n)

∼
−→ Del(Rn), [(M,ω,Φ, J)] 7→ J(M), (4.2.2)

está bem definida e é uma bijeção.

A demonstração deste Teorema pode ser encontrada em [6].

4.3 Variedades Tóricas como espaços reduzidos

Seja 4 um poĺıtopo de Delzant, com d facetas. Seguindo a descrição de um

poĺıtopo dada na Secção 4.1, existem vetores primitivos n1, ..., nd ∈ Zn e números reais

α1, ..., αd tais que

∆ =
{
x ∈ Rn

∣∣ 〈x, ni〉 ≤ αi, i = 1, ..., d
}
,
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onde 〈 , 〉 é o produto euclidiano em Rn.

Seja {e1, ..., ed} a base canônica de Rd. Definimos a aplicação linear

π :

Rd −→ Rn,

ei 7−→ ni.

Proposição 4.3.1. A aplicação π é sobrejetiva e π(Zd) = Zn.

Demonstração. O conjunto {e1, ..., ed} sendo uma base de Zd sobre Z, basta mostrar

que o Z-espaço gerado por {n1, ..., nd} é Zn. Mas isso decorre imediatamente do Lema

4.1.23.

Denotamos por p1 : Rd −→ Td ∼= Rd/Zd e p2 : Rn −→ Tn ∼= Rn/Zn as aplicações

quocientes. Decorre da Proposição 4.3.1 que existe um homomorfismo de grupos de Lie

sobrejetivo π : Td −→ Tn tal que o seguinte diagrama comuta:

Rd π−→ Rn

p1 ↓ � ↓ p2

Td π−→ Tn.

(4.3.1)

As aplicações p1 e p2 sendo dois recobrimentos, temos que π é uma submersão (pois π o

é). Em particular, N := Ker π = {g ∈ Td
∣∣ π(g) = e} é um subgrupo de Lie de Td de

dimensão d− n.

Denotamos por n a álgebra de Lie de N e por i : N ↪→ Td a aplicação inclusão.

Temos uma sequência exata 2 de grupos de Lie,

e −→ N
i−→ Td π−→ Tn −→ e, (4.3.2)

a qual induz a uma sequência exata de álgebras de Lie,

0 −→ n
i∗e−→ Rd π∗e−−→ Rn −→ 0. (4.3.3)

Note que π∗e = π (isso decorre do diagrama (4.3.1), da linearidade de π e das identificações

Lie(Td) ∼= Rd e Lie(Tn) ∼= Rn por meio das aplicações (p1)∗0 e (p2)∗0 , respectivamente).

Dada uma aplicação linear f : E −→ F entre dois espaços vetoriais, denotaremos

por f ∗ : F ∗ −→ E∗ a aplicação definida por,

〈f ∗(α), ξ〉 = 〈α, f(ξ)〉 ,

onde α ∈ F ∗ e ξ ∈ E.

2Lembramos que uma sequência de aplicações é exata se a imagem de cada aplicação é o núcleo da

seguinte aplicação. Por exemplo, na sequência exata (4.3.2) a aplicação i é injetiva pois o seu núcleo é a

imagem da primeira aplicação que é o grupo trivial.
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Definindo i∗ := (i∗e)
∗ e π∗ := (π∗e)

∗ = (π)∗, temos então uma outra sequência

exata:

0 −→ (Rn)∗
π∗−→ (Rd)∗

i∗−→ n∗ −→ 0. (4.3.4)

Agora considere Cd ∼= R2d munido da forma simplética ω0 (veja Exemplo 3.4.8)

e a seguinte ação de Td sobre Cd:

(eit1 , ..., eitd).(z1, ..., zd) := (eit1z1, ..., e
itdzd). (4.3.5)

Sabemos que essa ação é hamiltoniana com aplicação momentum J : Cd −→ Rd dada por

(veja Exemplo 3.3.10):

J(z1, ..., zd) = −1

2
(|z1|2 , ..., |zd|2) + constante. (4.3.6)

A seguir, tomaremos esta constante igual a (α1, ..., αd). Para evitar confusões ao usar Rd

e o seu dual (Rd)∗, denotaremos por J : Cd −→ (Rd)∗ a aplicação definida por J(z) =

〈J(z), . 〉 .
Pelo Exemplo 3.3.9, o grupo N atua em Cd de maneira hamiltoniana com a

aplicação momentum i∗ ◦ J : Cd −→ n∗.

Defina Z := (i∗ ◦ J)−1(0) ⊆ Cd.

Defina também4∗ :=
{
〈x, . 〉 ∈ (Rn)∗

∣∣x ∈ 4}. Note que4∗ = {β ∈ (Rn)∗
∣∣ 〈β, ni〉 ≤

αi, i = 1, ..., d}.

Lema 4.3.2. Temos que J(Z) = π∗(4∗).

Demonstração. Claramente J(Z) = J(Cd) ∩ Ker i∗, e como Ker i∗ = Imπ∗ (veja a

sequência exata (4.3.4)), temos que:

J(Z) = J(Cd) ∩ Imπ∗. (4.3.7)

Afirmamos que

J(Cd) = {β ∈ (Rd)∗
∣∣ 〈β, ei〉 ≤ αi, i = 1, ..., d}.

Com efeito, se β ∈ J(Cd), então existe z = (z1, ..., zn) ∈ Cd tal que J(z) = β, donde,

levando em conta (4.3.6),

〈β, ei〉 =
〈
J(z), ei

〉
= 〈J(z), ei〉

=

〈
−1

2
(|z1|2 , ..., |zd|2) + (α1, ..., αd), (0, ..., 1, ..., 0)

〉
= −1

2
|zi|2 + αi, (4.3.8)

o que implica,

〈β, ei〉 − αi = −1

2
|zi|2 ≤ 0.
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Assim 〈β, ei〉 ≤ αi, i = 1, ..., d. Reciprocamente, se β ∈ (Rd)∗ é tal que 〈β, ei〉 ≤ αi

para todo i = 1, ..., d, então αi − 〈β, ei〉 ≥ 0 e portanto, podemos considerar o vetor

a = (a1, ..., an) ∈ Cd cujas coordenadas são,

ai :=
√

2(αi − 〈β, ei〉.

É imediato, usando (4.3.8), verificar que J(a) = β. Isso mostra a afirmação.

Segue da afirmação e da equação (4.3.7) que um covetor β ∈ (Rd)∗ pertence a

J(Z) se e somente se, satisfaz as seguintes condições:

1. 〈β, ei〉 ≤ αi para todo i = 1, ..., d,

2. existe x ∈ (Rn)∗ tal que β = π∗(x).

Se um covetor β ∈ (Rd)∗ é da forma β = π∗(x), com x ∈ (Rn)∗, então

〈β, ei〉 = 〈π∗(x), ei〉 = 〈x, π∗eei〉 = 〈x, π(ei)〉 = 〈x, ni〉 ,

donde,

〈β, ei〉 ≤ αi, i = 1, ..., d,

⇔ 〈x, ni〉 ≤ αi, i = 1, ..., d

⇔ x ∈ 4∗.

Decorre imediamente dessas observações que J(Z) = π∗(4∗).

Lema 4.3.3. O conjunto Z é compacto e a ação de N sobre Z é livre.

Demonstração. Segue da relação J(Z) = π∗(4∗) que Z = (i∗ ◦ J)−1(0) está contido no

conjunto (J)−1(π∗(4∗)), o qual é a imagem inversa do compacto π∗(4∗) pela aplicação

própria J . Assim Z = (i∗ ◦ J)−1(0) é um subconjunto fechado de um conjunto compacto,

e portanto é compacto.

Resta mostrar que a ação de N sobre Z é livre.

Seja z ∈ Z arbitrário. Devemos mostrar que o estabilizador Nz é trivial. Pelo

Lema 4.3.2, existe p ∈ 4 tal que J(z) = π∗(〈p, . 〉). Vamos considerar 3 casos:

• Caso p é um vértice de 4 .

Sendo um vértice, existem ı́ndices 1 ≤ i1 ≤ ... ≤ in ≤ d tais que:〈p, nik〉 = αik , k = 1, ..., n,

〈p, nik〉 < αj, j ∈ {1, ..., d}\{i1, ..., in}.
(4.3.9)

Por outro lado, dado l ∈ {1, ..., d}, temos que:
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〈p, nik〉 − αl = 〈p, π(eik)〉 − αl,

= 〈π∗(〈p, . 〉), eik〉 − αik ,

=
〈
J(z), eik

〉
− αik ,

= −1

2
|zik |

2 + αl − αl,

= −1

2
|zik |

2 . (4.3.10)

Comparando (4.3.9) com (4.3.10), vemos que as coordenadas de z satisfazem zi1 = zi2 =

... = zin = 0, e se l ∈ {1, ..., d}\{i1, ..., in}, zl 6= 0. Sem perda de generalidade, podemos

supor i1 = 1, ..., in = n. Assim z = (0, ..., 0, zn+1, ..., zd), com zn+1 6= 0, ..., zd 6= 0. Seja

p1(t1, ..., td) um elemento do estabilizador de z em relação a Td, isto é, p1(t1, ..., td) ∈(
Td
)
z
. Temos então,

p1(t1, ..., td).(0, ..., 0, zn+1, ..., zd) = (0, ..., 0, zn+1, ..., zd),

⇔ (e2πt10, ..., e2πtni0, e2πtn+1izn+1, ..., e
2πtdizd) = (0, ..., 0, zn+1, ..., zd),

⇔


e2πtn+1izn+1 = zn+1,
...

e2πtdizd = zd,

e como zn+1, ..., zd são todos diferentes de 0, conclúımos que

e2πtn+1i = ... = e2πtdi = 1,

ou seja, tn+1, ..., td ∈ Z. Assim, elementos de (Td)z são da forma,

p1(t1, ..., td) = p1(t1, ..., tn, 0, ..., 0),

com t1, ..., tn números reais quaisquer.

Afirmamos que a restrição de π ao subgrupo (Td)z é uma bijeção, π : (Td)z
≈−→ Tn.

Para ver isso, escolhemos um elemento arbitrário p1(t1, ..., tn, 0, ..., 0) de (Td)z. Levando

em conta o diagrama (4.3.1), temos que,

π(p1(t1, ..., tn, 0, ..., 0)) = (p2 ◦ π)(t1, ..., tn, 0, ..., 0),

= (p2 ◦ π)(t1e1 + ...+ tnen),

= p2(t1n1 + ...+ tnnn).

Segue que π é sobrejetiva, pois {n1, ..., nn} é uma base de Zn sobre Z (em particular, é

uma base de R), e os números reais t1, ..., tn podem ser escolhidos arbitrariamente. Para

ver a injetividade de π, pegue p1(t1, ..., tn, 0, ..., 0) no núcleo de π. Temos então que

p2(t1n1 + ...+ tnnn) = p2(0) ⇒ t1n1 + ...+ tnnn ∈ Zn.
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Como os vetores n1, ..., nn formam uma Z-base de Zn, existem k1, ..., kn ∈ Zn tais que

t1n1 + ...+ tnnn = k1n1 + ...+ knnn,

e necessariamente, t1 = k1, ..., tn = kn. Segue que p1(t1, ..., tn, 0, ..., 0) = p1(0) . Isso

mostra que π : (Td)z −→ Tn é uma bijeção, como hav́ıamos afirmado.

Sendo assim, temos que

{e} = Ker(π
∣∣
(Td)z

) = Ker(π) ∩ (Td)z = N ∩ (Td)z,

isto é, N ∩ (Td)z = {e}. Agora, é claro que Nz ⊆ (Td)z, donde Nz ⊆ N ∩ (Td)z = {e}, o

que implica Nz = {e}.
• Caso p é um ponto interior de 4.

Nesse caso, p satisfaz as desigualdades,

〈p, nk〉 < αk

para todo k = 1, ..., d. Um racioćınio análogo ao do caso anterior mostra que todas as

coordenadas de z são diferentes de zero, isto é, zk 6= 0 para todo k = 1, ..., d. Dáı, o mesmo

racioćınio mostra que (Td)z é trivial, o que implica que Nz ⊆ (Td)z é trivial também.

• Caso p pertence a uma face F , onde F é diferente dos vértices e F 6= 4.

Analogamente aos casos anteriores (o caso quando p é igual ao vértice é o “pior”).

Conclúımos que a ação de N sobre Z é livre.

Lema 4.3.4. O conjunto Z = (i∗ ◦ J)−1(0), que é compacto pelo Lema 4.3.3, é também

uma subvariedade de Cd de dimensão d+ n.

Demonstração. Para ver isso, note que:

• a ação de Td sobre Cd é livre, e portanto, a aplicação momentum J : Cd −→
(Rd)∗ é uma submersão,

• a aplicação i∗e : n −→ Rd é injetiva, donde, i∗ : (Rd)∗ −→ n∗ é sobrejetiva.

Segue desses dois pontos que (i∗ ◦ J)−1(0) = Z é uma subvariedade de dimensão

dim(Cd)− dim(n∗) = 2d− (d− n) = d+ n.

Pelo Lema 4.3.3, o grupo N atua livremente e propriamente (por compacidade)

sobre Z. Podemos então aplicar o Teorema de Redução simplética de Marsden-Weinstein-

Meyer 3.4.4 (veja também a Observação 3.4.5) : existe uma única forma simplética ω4

em M4 := N\Z caracterizada pela relação

p∗ω4 = j∗ω, (4.3.11)



98

onde p : Z −→ M4 = N\Z é a aplicação quociente e j : Z ↪→ Cd é a aplicação de

inclusão,

Z
j−→ Cd

p ↓
M4

.

Seja p um vértice de 4 e seja z ∈ Z um ponto satisfazendo J(z) = π∗(〈p, . 〉)
(veja acima). Sabemos que π : (Td)z −→ Tn é uma bijeção. Seja σ : Tn −→ (Td)z a

aplicação inversa (é um homomorfismo de grupos de Lie). Defina

Φ4 :

Tn ×M4 −→M4,

(g, p(w)) 7−→ p(σ(g).w),
(4.3.12)

onde g ∈ Tn e ω ∈ Z. Neste contexto temos o seguinte lema.

Lema 4.3.5. A aplicação Φ4 está bem definida e é uma ação simplética.

Demonstração. Para verificar que Φ4 está bem definida, devemos verificar que Z é in-

variante pela ação do grupo σ(Tn) e que a fórmula que define Φ4 é independente do

representante w ∈ Z usado.

• Z é σ(Tn)-invariante:

Seja w ∈ Z e seja g ∈ Tn. Pela Td-equivariância de J , temos que J(σ(g)w) =

J(w), donde,

(i∗ ◦ J)(σ(g)w) = (i∗ ◦ J)(w) = 0,

pois w ∈ Z := (i∗ ◦ J)−1(0). Isso mostra que Z é σ(Tn)-invariante.

• A fórmula que define Φ4 é independente do representante w:

Sejam n ∈ N , g ∈ Tn e w ∈ Z. Devemos mostrar que,

p(σ(g)(n.w) = p(σ(g).w).

O grupo N sendo o núcleo de um homomorfismo , é normal em Td. Isso implica que existe

n′ ∈ N tal que σ(g).n = n′.σ(g). Dáı,

σ(g)(n.w) = (σ(g)n).w,

= (n′σ(g)).w,

= n′(σ(g)w),

e portanto, p(σ(g).(nw)) = p(σ(g)w).

O fato de Φ4 ser uma ação decorre trivialmente do fato de σ ser um homomorfismo

de grupos de Lie.
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Para ver que Φ4 é suave, basta observar que o diagrama

Tn × Z Φ−→ Z

Id× p ↓ ↓ p
Tn ×M4 −−→

Φ4
M4,

onde Φ(g, w) := σ(g).w, é comutativo e que Φ é suave.

Para ver que Φ4 é simplética, note que se A : Td × Cd −→ Td denota a ação

(4.3.5), então para todo g ∈ Tn, p ◦ Φg = (Φ4)g ◦ p e j ◦ Φg = Aσ(g) ◦ j donde,

p∗(Φ4)∗gω4 = ((Φ4)g ◦ p)∗ω4,

= (p ◦ Φg)
∗ω4,

= (Φg)
∗p∗ω4,

= (Φg)
∗j∗ω, (veja (4.3.11)),

= (j ◦ Φg)
∗ω,

= (Aσ(g) ◦ j)∗ω,

= j∗A∗σ(g)ω,

= j∗ω (pois ω é Td-invariante).

Pela unicidade da forma simplética reduzida ω4, concluimos que (Φ4)∗gω4 = ω4 para

todo g ∈ Tn, isto é, Φ4 é simplética.

A derivada de σ : Tn −→ (Td)z ⊆ Td em 0 dá uma aplicação σ∗e : Rn −→ Rd;

denotamos por σ∗ a aplicação dual (σ∗e)
∗ : (Rd)∗ −→ (Rn)∗.

Considere o seguinte diagrama:

Decorre imediatamente da Td-invariância de J que a composta σ∗ ◦ J ◦ j é N -

invariante, e portanto, existe uma única aplicação suave J4 : M4 −→ (Rn)∗ tal que o

diagrama acima comuta.

Lema 4.3.6. J4 é uma aplicação momentum da ação Φ4, e a sua imagem é 4∗.

Demonstração. Fixamos ξ ∈ Rn = Lie(Tn), w ∈ Z e u ∈ TwZ. Devemos mostrar que

(ω4)p(w)((ξM4)p(w), p∗wu) = (Jξ4)∗p(w)
p∗wu. (4.3.13)
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As relações p ◦ Φg = (Φ4)g ◦ p e j ◦ Φg = Aσ(g) ◦ j, as quais valem para todo g ∈ Tn,

implicam as seguintes relações entre campos de vetores fundamentais,

((σ∗eξ)Cd)j(w) = j∗w(ξZ)w,

(ξM4)p(w) = p∗w(ξZ)w,

donde, podemos reescrever o membro esquerdo de (4.3.13) como,

(ω4)p(w)((ξM4)p(w), p∗wu) = (ω4)p(w)(p∗w(ξZ)w, p∗wu)

= (p∗ω4)w((ξZ)w, u)

= (j∗ω)w((ξZ)w, u)

= ωj(w)(j∗w(ξZ)w, j∗wu)

= ωj(w)((σ∗eξ)Cd , j∗wu)

= (J
σ∗ξ

)∗j(w)
j∗wu. (4.3.14)

Por outro lado, temos, levando em conta o diagrama acima, que

(Jξ4)∗p(w)
p∗wu =

〈
(J4)∗p(w)

p∗wu, ξ
〉

= 〈(J4 ◦ p)∗wu, ξ〉

=
〈
(σ∗ ◦ J ◦ j)∗wu, ξ

〉
=

〈
σ∗J∗j(w)

j∗wu, ξ
〉

=
〈
J∗j(w)

j∗wu, σ∗e(ξ)
〉

= (J
σ∗e (ξ)

)∗j(w)
j∗wu. (4.3.15)

Comparando (4.3.14) e (4.3.15) conclúımos que Φ4 é uma ação hamiltoniana com aplicação

momentum J4. Finalmente note que,

J4(M4) = J4(p(Z))

= (σ∗ ◦ J ◦ j)(Z)

= σ∗(π∗(4∗)) (veja lema (4.3.2))

= (σ∗ ◦ π∗)(4∗)

= 4∗,

pois, σ∗ ◦ π∗ = (π ◦ σ)∗ = Id∗ = Id.

Assim (M4, ω4,Φ4, J4) é uma variedade tórica simplética cujo poĺıtopo momen-

tum é J4(M4) = 4∗, o qual indentifica-se com 4 por meio da métrica euclidiana.



Apêndice A

Comentários sobre Variedades

Simplética e Grupos de Lie

A.1 Comentários sobre Formas Simpléticas

Nesta Secção, apresentaremos a prova da Proposição 1.3.3 que foi omitida na

Secção 1.3.

Proposição A.1.1. A 2-forma

ω0 :=
n∑
k=1

dxk ∧ dyk,

onde x1, ..., xn, y1, ..., yn são as coordenadas cartesianas de R2n, é uma forma simplética.

Demonstração. De fato,

dω0 = d(
n∑
k=1

dxk ∧ dyk)

=
n∑
k=1

d(dxk ∧ dyk)

=
n∑
k=1

{
d(dxk) ∧ dyk + (−1)kdxk ∧ d(dyk)

}
=

n∑
k=1

{d2xk ∧ dyk + (−1)kdxk ∧ d2yk}

= 0,

o que mostra que ω0 é uma 2-forma fechada.

Para provar que é não-degenerada, devemos mostrar que a aplicação (ω0)p :

TpR2n × TpR2n −→ R é não-degenerada. Seja {e1, ..., en, en+1, ..., e2n} a base canônica

101
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de R2n. Suponha que u = u1e1 + .. + u2ne2n ∈ R2n ' TpR2n seja tal que (ω0)p(u, v) = 0

para todo v ∈ TpR2n ' R2n. Isto implica em particular que para todo i = 1, ..., 2n,

0 = ω(u, ei) =
2n∑
j=1

ujω(ej, ei) =
2n∑
j=1

n∑
k=1

uj(dxk ∧ dyk)(ej, ei), (A.1.1)

onde

(dxk ∧ dyk) (ei, ej) = det

[
dxk(ei) dxk(ej)

dyk(ei) dyk(ej)

]
.

Vamos calcular esse determinante. Para isso, considere {dx1, ..., dxn, dy1, ..., dyn} a base

dual da base canônica de R2n. Logo por definição:

dxk(ei) = δk,i, dyk(ei) = δk,i−n, (k = 1, ..., n)

Vamos considerar quatro casos:

Caso 1 ≤ i, j ≤ n: temos então, dxk(ei) = δk,i , dyk(ei) = 0 , dxk(ej) = δk,j e

dyk(ej) = 0, donde

det

[
dxk(ei) dxk(ej)

dyk(ei) dyk(ej)

]
= det

[
δk,i δk,j

0 0

]
= 0.

De maneira análoga o determinante é nulo no caso n+ 1 ≤ i, j ≤ 2n.

No caso 1 ≤ i ≤ n e n + 1 ≤ j ≤ 2n , temos dxk(ei) = δk,i , dyk(ei) = 0 ,

dxk(ej) = 0 e dyk(ej) = δk,j−n. Dáı,

det

[
dxk(ei) dxk(ej)

dyk(ei) dyk(ej)

]
= det

[
δk,i 0

0 δk,j−n

]
= δk,iδk,j−n.

E finalmente no caso n + 1 ≤ i ≤ 2n e 1 ≤ j ≤ n, temos dxk(ei) = 0 , dyk(ei) = δk,i−n ,

dxk(ej) = δk,j e dyk(ej) = 0. Portanto:

det

[
dxk(ei) dxk(ej)

dyk(ei) dyk(ej)

]
= det

[
0 δk,j

δk,i−n 0

]
= −δk,jδk,i−n.

Concluimos então que :

det

[
dxk(ei) dxk(ej)

dyk(ei) dyk(ej)

]
=


0, se 1 ≤ i, j ≤ n ou n+ 1 ≤ i, j ≤ 2n,

δk,iδk,j−n, se 1 ≤ i ≤ n e n+ 1 ≤ j ≤ 2n,

−δk,jδk,i−n, se n+ 1 ≤ i ≤ 2n e 1 ≤ j ≤ n.

Se 1 ≤ i ≤ n segue que o determinante é nulo ou igual a δk,iδk,j−n . Dáı quando h = i =
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j − n temos,

0 =
2n∑
j=1

n∑
k=1

ujdet

[
dxk(ei) dxk(ej)

dyk(ei) dyk(ej)

]

=
n∑
j=1

n∑
k=1

ujdet

[
dxk(ei) dxk(ej)

dyk(ei) dyk(ej)

]
+

2n∑
j=n+1

n∑
k=1

ujdet

[
dxk(ei) dxk(ej)

dyk(ei) dyk(ej)

]

=
2n∑

j=n+1

n∑
k=1

ujδk,iδk,j−n

=

0 se i 6= j − n,

1 se i = j − n = k.

Necessariamente, existe um único j ∈ {n+ 1, ..., 2n}, e um único k ∈ {1, ..., n} tal que

i = j − n = k. Portanto,

0 =
2n∑

j=n+1

n∑
k=1

ujδk,iδk,j−n = ui+n,

O que implica por (A.1.1) que ui+n = 0. De maneira análoga mostra-se que ui = 0 para

todo i = 1, ..., n.

Assim ω0 é não-degenerado, portanto ω0 é uma forma simplética.

A.2 Colchete de Lie para campos de vetores.

Seja M uma variedade. Dado X um campo de vetores em M , denotamos por ϕXt

o fluxo de X. Assim, dado p ∈ M, a curva t 7→ ϕXt (p) é uma curva integral de X com

condição inicial p, isto é, ċ(t) = Xc(t),

c(0) = p

onde c(t) = ϕXt (p).

Definição A.2.1. Sejam X e Y dois campos de vetores em M . O colchete de Lie de X

com Y é o campo de vetores, denotado por [X, Y ], definido da seguinte maneira:

[X, Y ]p := (ϕXt )∗
ϕXt (p)

YϕXt (p),

onde p ∈M .

Verifica-se que [X, Y ] está bem definido e é um campo de vetores suave em M .
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Proposição A.2.2. Seja M uma variedade. Dados três campos de vetores X, Y, Z e um

número real a, tem-se:

(a) [aX + Y, Z] = a[X,Z] + [Y, Z],

(b) [X, Y ] = −[Y,X],

(c) [X, [Y,X]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y ]] = 0

Demonstração. Veja [11].

Observação A.2.3. A última relação é chamada identidade de Jacobi.

Definição A.2.4. Seja φ : M −→ N uma aplicação suave entre duas variedades. Sejam

também X um campo de vetores em M e Y um campo de vetores em N . Diz-se que X

e Y são φ-relacionados se

φ∗pXp = Yφ(p)

para todo p ∈M .

Proposição A.2.5. Seja φ : M −→ N uma aplicação suave entre duas variedades. Sejam

também X1, X2 dois campos de vetores em M e sejam Y1, Y2 dois campos de vetores em

N . Suponha que Xi seja φ-relacionado com Yi, i = 1, 2. Então [X1, X2] é φ-relacionado

com [Y1, Y2], isto é,

φ∗p [X1, X2]p = [Y1, Y2]p

para todo p ∈M .

Demonstração. Veja [11]

A.3 Comentários sobre os grupos de Lie.

Nesta secção vamos mostrar alguns resultados sobre os grupos de Lie que foram

omitidos na Secção 2.1.

Proposição A.3.1. A aplicação Ad : G −→ L(g, g) (representação adjunta) é suave.

A demonstração da Proposição A.3.1 basea-se no seguinte lema.

Lema A.3.2. Sejam M e N duas variedades e seja f : M×N −→ N uma aplicação C∞.

Suponha que exista y0 ∈ N tal que f(x, y0) = y0 para todo x ∈M. Então, a aplicação

ρ :

M −→ L(Ty0N, Ty0N),

x 7−→ (fx)∗y0 ,

onde ϕx : N −→ N é a aplicação definida por fx(y) = f(x, y), é de classe C∞.
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Além disso, dado u ∈ Ty0N e dada uma curva δ : I −→M, 0 ∈ I, temos que

d

dt

∣∣∣∣
0

ρ(f(t))(u) = (ρ∗δ(0)
δ̇(0))(u).

Demonstração. Seja x0 ∈ M arbitrário e seja (W, ξ) uma carta de N em y0 com coorde-

nadas locais {z1, ..., zn}. Como f é de classe C∞, existem uma carta (U,ϕ) de M em x0

e uma carta (V, ψ) de N em y0 tais que f(U × V ) ⊆ W e

ξ ◦ f(ϕ× ψ)−1 : ϕ(U)× ψ(V ) −→ ξ(W )

é C∞, onde

ϕ× ψ : U × V −→ Rm × Rn ∼= Rm+n, (x, y) 7→ (ϕ(x), ψ(y)).

Sejam y1, ..., yn coordenadas locais da carta (V, ψ). Dado x ∈ U , temos que fx(V ) ∈
f({x}×V ) ⊆ f(U×V ) ⊆ W . Logo, para todo x ∈ U podemos representar ρ(n) = (fx)∗y0
como uma matriz em relação as bases

{
∂
∂y1
, ..., ∂

∂yn

}
e
{

∂
∂z1
, ..., ∂

∂zn

}
:

(ρ(x))ij =
∂(ξ ◦ fx ◦ ψ−1)i

∂yj

∣∣∣∣
ψ(y0)

,

onde i, j = 1, ..., n. Dados u ∈ ϕ(U) e v ∈ ψ(V ), temos que(
ξ ◦ fϕ−1(u) ◦ ψ−1

)
(v) = (ξ ◦ f)(ϕ−1(u), ψ−1(v))

= (ξ ◦ f ◦ (ϕ× ψ)−1)(u, v),

e portanto (ρ(ϕ−1(u))ij é a yj-ésima derivada da i-ésima função coordenada da aplicação

suave ξ ◦ f ◦ (ϕ×ψ)−1 no ponto ψ(y0). Segue-se que ρij ◦ϕ−1 : ϕ(U) −→ R é suave para

todo i, j = 1, ..., n o que implica que ρ é suave.

Mostraremos agora a segunda parte do enunciado. Seja u ∈ Ty0N. Defina evu :

L(Ty0N, Ty0N) −→ Ty0N , A 7→ A(u). Sendo linear, a aplicação evu é C∞ e a sua derivada

satisfaz (evu)∗A = evu para todo A ∈ L(Ty0N, Ty0N). Se δ(t) é uma curva suave de M ,

então ρ(δ(t))(u) = (evu ◦ ρ ◦ δ)(t) é suave (é a composta de três aplicações suaves), e pela

regra da cadeia, temos que:

d

dt

∣∣∣∣
0

(ρ(δ(t))(u)) =
d

dt

∣∣∣∣
0

(evu ◦ ρ ◦ δ)(t)

= (evu)∗ρ(δ(t))ρ∗δ(t) δ̇(t)

= evu(ρ∗δ(t) δ̇(t))

= (ρ∗δ(t) δ̇(t))

= (ρ∗δ(t) δ̇(t))(u).
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Demonstração. (da Proposição A.3.1) Basta definir f : G × G −→ G, (g, h) 7→ ghg−1 e

aplicar o Lema A.3.2 no ponto y0 = e.

Definição A.3.3. Seja G um grupo de Lie. O colchete de Lie à direita é a aplicação

[ , ]R : g× g −→ g, definida por:

[ξ, η] := [ξR, ηR]e,

onde ξR e ηR são os campos de vetores invariante à direita associados, isto é, (ξR)g =

(Rg

∣∣
∗e
ξ).

Lema A.3.4. Seja G um grupo de Lie. Então, para todo ξ, η ∈ g, têm-se:

[ξ, η]R = −[ξ, η].

Demonstração. Temos que:

[ξ, η]R = [ξR, ηR]e

=
d

dt

∣∣∣∣
0

(ϕξ
R

t )∗
ϕ
ξR

t (e)

(ηR)
ϕξ
R

t (e)
.

Usando um raciocinio análogo ao da demonstração da Proposição 2.2.2, vê-se que ϕξ
R

t (g) =

Lδ(t)g = δ(t)g, onde δ(t) é a curva integral máximal do campo de vetores ξR que passa pelo

ponto e no tempo t = 0. Vê-se também, seguindo a Observação 2.2.3 que δ(−t) = δ(t)−1.

Assim,

(ϕξ
R

−t)∗
ϕ
ξR

t (e)

(ηR)
ϕξ
R

t (e)
= (Lδ(−t))∗δ(t)(Rδ(t))∗eη

= (Lδ(−t))∗δ(t)(Rδ(t))∗eη

= (Lδ(−t) ◦Rδ(t))∗eη

= (Lδ(t)−1 ◦Rδ(t))∗eη

= (Iδ(t)−1)∗eη

= (Ad ◦ i)(δ(t))(η).

Dáı,

[ξ, η]R =
d

dt

∣∣∣∣
0

(Ad ◦ i)(δ(t))(η)

= adi∗eξ(η)

= [i∗eξ, η],

onde i : G −→ G, g 7→ g−1. Pelo Lema 2.1.4,

i∗eξ = −(Le−1 ◦Rg−1)∗eξ = −ξ,
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e portanto,

[ξ, η]R = [i∗eξ, η] = −[ξ, η].

O Lema segue.
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