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Resumo

Nesta dissertacao apresentaremos o teorema de Reduc¢ao Simplética de Marsden-
Weinstein-Meyer, com o objetivo de construir a partir de um politopo de Delzant A C R”
uma variedade térica simplética (M?" w) com agao térica T™ x M —s M e aplicagio
momentum J : M — R, tais que J(M) = A. Isto mostrard a sobrejetividade do

Teorema de Delzant, que classifica as variedades toricas simpléticas.

Palavras-chave: Geometria Simplética; Ac¢oes de Grupos de Lie; Reducao Simplética;

Classificacao de Delzant.



Abstract

This master thesis presents the following application of the symplectic reduction
Theorem of Marsden-Weinstein-Meyer; given a Delzant polytope A C R™ | there exists
a sympletic toric manifold (M?", w) with action T" x M — M and momentum map
J : M — R" such that J(M) = A. This construction is the so-called “surjective part”

of Delzant classification of toric symplectic manifolds.

Keywords: Symplectic geometry; Lie groups actions; Symplectic reduction; Delzant

classification.



Sumario

Introducao

1

2

Variedades Simpléticas

1.1 Espaco Vetorial Simplético . . . . . . . ... ... ...
1.2 Base Simplética . . . . . ..o
1.3 Variedade Simplética . . . . . . . .. ...

1.4 Mecanica Hamiltoniana . . . . . . . . . . . . . . ... ... ...

Acoes de Grupos de Lie

2.1 Gruposde Lie . . . . ...
2.2 A aplicagdo exponencial . . . . .. ..o
2.3 A Representacao Adjunta . . . . . .. ... L.
24 HomomorfisSmos . . . . . . . . ...
2.5 Subgruposde Lie . . . . .. ...
2.6 Acaodegruposde Lie . . . . ... ... .. ... ... ... ...

2.7 O espaco das orbitas como variedade . . . . . ... ... L.

Acoes hamiltonianas e Reducao Simplética

3.1 Preliminares . . . . . . . . ...
3.2 Fibrados principais . . . . . .. ..o
3.3 AcoOes hamiltonianas e 6rbitas coadjuntas . . . . . . .. .. ... ..

3.4 Reducao Simplética . . . . . . ...

Construcao de variedades tdéricas simpléticas

4.1 Politopos de Delzant . . . . . . .. . ... ... ... ... ... ..
4.2 Variedades téricas simpléticas . . . . . . .. ..o

4.3 Variedades Toricas como espacos reduzidos . . . . . . . . ... ...

Comentarios sobre Variedades Simplética e Grupos de Lie

A.1 Comentarios sobre Formas Simpléticas . . . . . . . . .. ... ...

A.2 Colchete de Lie para campos de vetores. . . . . ... ... ... ..

13

18
18
24
27
31
33
39
42

51
ol
o6
61
68



A.3 Comentarios sobre os grupos de Lie



Introducao

O objetivo deste trabalho é apresentar a construcao de variedades téricas simpléticas
por meio do Teorema de reducao simplética de Marsden-Weinstein-Meyer, seguindo o
método de Delzant [6]. No seu artigo original [6], Delzant mostrou um resultado mais ge-
ral e profundo, que relaciona variedades téricas simpléticas e politopos de Delzant através

de uma correspondeéncia, a qual é dada pela imagem da aplicacao momentum:

{variedades téricas simpléticas}/ ~ —  {polftopos de Delzant}
(M,w) — J(M)=A, (0.0.1)

onde J : M — R™ é a aplicacio momentum da variedades téricas simpléticas (M,w).
O simbolo “7” refere-se a relacao de equivaléncia que identifica duas variedades toricas
simpléticas (M7, w;) e (Ms,wy) quando existir um simplectomorfismo equivariante ¢ :
My, — M. A correspondéncia de Delzant é um dos resultados mais profundos da ge-
ometria simplética e o objetivo principal dessa dissertagao é introduzir e estudar as fer-
ramentas necessarias para mostrar a sobrejetividade de (0.0.1). Isso inclui os grupos de
Lie, as variedades simpléticas e as acoes hamiltonianas. Como resultado importante,
mostramos o Teorema de redugao simplética de Marsden-Weinstein-Meyer, com o qual
mostramos a sobrejetividade de (0.0.1) na tltima parte desse trabalho.

No capitulo 1, sao apresentadas as variedades simpléticas, o Teorema de Darboux
e sao abordados brevemente as relacoes com a mecanica classica.

No capitulo 2, introduzimos os grupos de Lie e definimos objetos relacionados
importantes, tal como a algebra de Lie, a aplicagao exponencial e a representagao adjunta.
Consideramos também acoes de grupos de Lie e mostramos que, no caso de uma acao livre
e propria, o espaco das orbitas é uma variedade.

No capitulo 3, introduzimos os fibrados principais e mostramos a equivaléncia
desse conceito com o de uma acao livre e prépria. Definimos entao uma acao hamiltoniana
e mostramos o Teorema de redugao simplética de Marsden-Weinstein-Meyer. Alguns
exemplos estao apresentados, inclusive o espaco projetivo complexo munido da forma
simplética de Fubini-Study.

Finalmente, no capitulo 4, mostramos a sobrejetividade da correspodéncia de

Delzant usando o Teorema de reducao simplética. Nossa apresentacao segue o artigo
2



de Ana Cannas da Silva [5]. Na primeira parte desse capitulo, sdo apresentados sem
demonstracoes os conceitos e resultados referentes a teoria dos politopos convexos.

O apéndice contém alguns resultados técnicos de geometria diferencial usados no
texto.

As figuras foram todas feitas pelo autor usando o aplicativo GeoGebra [15].



Capitulo 1

Variedades Simpléticas

1.1 Espaco Vetorial Simplético

Definicao 1.1.1. Seja V' um espaco vetorial real, e seja 2 :V x V — R uma forma

bilinear anti-simétrica. Dizemos que a forma Q é simplética (ou ndo-degenerada) se :
YoeV, Qu,v) =0 = u=0.
O par (V, ) é chamado um espaco vetorial simplético.

Observagdo 1.1.2. Q é nao-degenerada se somente se a aplicacao Q°: V — V*, definida
por,

(@ (u),v) = Qu,v),
¢ uma bijecao, onde <,> :V*xV — R é a aplicagao definida por <a, u> = a(u).

Definicao 1.1.3. Dois espagos vetoriais simpléticos (V1 ,1) e (Va, Q) sdo simplectomor-
fos se existe um isomorfismo linear ¢ : V; — V5 tal que ¥*Q; = €2y, onde ¢*2; é a forma

bilinear anti-simétrica definida por:

(V™) (u, v) = QY (u), P (v)).

Escolhendo uma base {ey,...,e,} de V, representamos qualquer forma bilinear e anti-

simétrica w por uma matriz anti-simétrica, A = [A;;], onde,
Aij = Qei €5),
de modo que Q(u,v) = uAtv.

Exemplo 1.1.4. A aplicacao bilinear antisimétrica Qy : R? x R? — R definida por

Qo(u,v) = uve — ugvy, onde u = (uq,uz) e v = (vy,vy), é nado-degenerada. De fato, se
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u € R? ¢ tal que Qy(u,v) = 0 para todo v € R?, entdo em particular, para v = (0,1) e

v = (—1,0), temos que:

0 &= u1.l —u.0 =0 & up =0,
Q(u,(—l,O)) =0 = u1.0+us.1 =0 = ug = 0,

e portanto, v = (0,0).

Exemplo 1.1.5. Seja V' um espago vetorial complexo. Um produto interno Hermaitiano

(ou unitdrio) em V, é uma aplicagao
(]):VxV—C,
que satisfaz para todos u,v,w € V e X € C, as seguintes condigoes:

1. é uma forma sesquilinear, isto é, é linear na primeira varidavel e semi-linear na

segunda variavel:
((wtM)lw) = (u|w) + A(v|w),
(ul(v+ Mw)) = (ujw)+ X (uw) .

2. é simétrica: (ulv) = (v|u).
3. é nao degenerada: (ulv) =0,Yv eV = u=0.
4. é positiva: (u|u) > 0, para qualquer que seja u € V.

Um espago vetorial complexo munido de um produto interno Hermitiano é cha-
mado de um espaco hermitiano.

Dado um produto hermitiano (.|.) : V x V — C é facil ver que a aplicagao
Q:V xV — R definida por,

Q(u,v) = Im ({ulv)),

onde “I'm” significa a parte imaginaria, é uma forma simplética em V', visto como espaco

vetorial real.

Exemplo 1.1.6. Se (V7,8;) e (V5, Q) sdo dois espagos vetoriais simpléticos, entao V; x Vs,

é um espaco vetorial simplético em relacao a seguinte forma bilinear:

Q((ur,uz), (v, v2)) == A (ug, v1) + Qa(ug, va).

Definigao 1.1.7. Seja (V,Q2) um espago simplético. O ortogonal simplético de um su-

bespaco W C V' é o conjunto:
W :={veV;QMuvw)=0YwecW}.

O subespaco W é chamado simplético se W N W* = {0}.



Observagao 1.1.8. Um subespago W C V é simplético se somente se, a restrigao Q|y é

nao degenerada, onde Q| : W x W — R é definida por,
QlW(ua U) = Q(’U,, U)u
onde u,v € W.

Lema 1.1.9. Seja (V,Q) um espago vetorial simplético. Se W é um subespago linear de
V', entao:

dim(W) + dim(W*) = dim(V). (1.1.1)
Em particular, se W € simplético, entdo V =W @ W*.
Demonstragao. Seja V* o espaco dual de V. Considere o seguinte espaco:
W ={aeV]{a,u)=0,YueW}

(é chamado o aniquilador de W).

Primeiro provaremos que
dim(W) + dim(W°) = dim(V). (1.1.2)

Seja {ey, ...,e,} uma base de V' tal que {ey,...,e,} seja uma base de W (necessariamente
p < q). Seja também {ej, s e;}a base dual de {ey,...,e,} (lembramos que a base dual é
a base do espago dual V* definida por €}(e;) = d;; , onde 0, ; é o simbolo de Kronecker).

Seja a € W°. Entao existem Ay, ..., A\, € R tais que:
a = A€} + ...+ Agey.

Por definigao de W°, temos que (a,v) = 0, para todo v € W. Fixando j = 1, .., p, temos

entao:

(a,e;) =0, < M(ef,e;)+ ...+ )\q<e;,ej> =0,
<~ )\151]' + ...+ )\q5qj =0,

<~ )\]:0

Assim, a = A€, + ... + A\g€; , e portanto {€;+1, - e;} ¢ uma base do anihilador de
W. Segue que,
dim(W°) = q — p,

o que prova a férmula (1.1.2) .



Por hipétese, Q2 é ndo-degenerada, o que implica pela Observacdo 1.1.2 que Q2 :

V — V* ¢ um isomorfismo linear, onde (Q°(u),v) = Q(u,v). Assim para u € V temos

que :
weW < Qu,v) =0, YoeW
& (Qu),v)=0, YWweWw
& Qu)|w =0
s Obu) e W°
& uc (Q)Hwe).
Logo,

W= Q") (W0).
Portanto dim(W*) = dim(W?), e como dim(W) + dim(W?) = dim(V), concluimos que
dim(W) + dim(W*) = dim(V'), o que prova a formula (1.1.1).
Se W é um subespaco simplético, entao W N W* = {0}, e portanto,

dim(W + W) = dim(W) + dim(W*) — dim(W N W),

= dim(W) + dim(W*)
= dim(V).

~—

Segue que V.= W + W% De WNW® = {0} e V=W + W conclui-se que V =
wewe O

1.2 Base Simplética

Definigao 1.2.1. Seja (V,2) um espago vetorial simplético. Uma base simplética de V é

uma base {ey, ..., €, f1, ..., fu} de V que satisfaz:

Q(ei,ej) = 0, Q(ei, f]) = 5i,ja Q(f’b?fj) = 07

para todos 1 < 7,7 < m. Assim numa base simplética, a forma () é representada pela
0 I
-1 0)’

Teorema 1.2.2. Todo espaco simplético (V,)) admite uma base simplética.

matriz

onde I é a matriz identidade n x n.



Demonstra¢ao. Tome e; € V — {0} arbitrario. Como 2 é nao-degenerada, existe f; € V'
tal que Q(eq, f1) # 0 (caso contrario, teriamos Q(ey, f) = 0 para todo f € V, o que
implicaria que e; = 0, que é absurdo). Dividindo f; por ﬁ se necessario, podemos
supor que (e, f1) = 1.

Seja W o subespaco gerado por e e fi, e seja Q|y, é a restrigao de 2 a W;. Para

u=uje; + usfi e v =1uvie; + vof; em Wiy, uy, us, v1v5 € R, temos pela bilinearidade de €2

que,
(Qw,)(u,v) = Qurer + uafi,vier + vafi)
= wviQd(er, er) + urvaQd(er, f1) + upviQ(f1, €1) + u2v2Q( f1, f1)
= U1V2 — U0y,
e portanto,

(Qw, ) (u, v) = ugvy — ugvy.

Pelo Exemplo 1.1.4, temos que |y, é ndao degenerada, o que implica pela Observagao
1.1.8 que W, é simplético. Pelo Lema 1.1.9, temos entdao que V = W, @ W32,
Vamos mostrar que Wy ? é simplético. De fato, suponha que exista u € W tal
que
Qfye(u,v) =0, Vv € Wi,

Isso implica que Q(u, v) = 0 para todo v € W}, e uma vez que W} é o ortogonal simplético
do subespaco W7, temos também que (u, v) = 0 para todo v € W;. Como V = W, &W,
temos entao que Q(u,v) = 0 para todo v € V. Sendo 2 ndo-degenerada, necessariamente
u = 0. Isto mostra que Q|W1“ é nao degenerada, ou seja, Wi é simplético.

Repetindo essa construcio encontra-se, es e fo € Wi tal que Q(ey, fo) = 1.
Obtemos assim a decomposicdo Wi¥ = Wy, @ W , onde Wy é o ortogonal simplético de

Wy em Wi em relacao a Q|W19, e onde W5 é o espaco gerado por ey e fo. Segue-se que
V=W, oW,dW,,

onde:

W1 é gerado por ey e fi,

Wy é gerado por e; e fo,
Wy C W (pois W; é gerado por ey e fo que pertencem a Wi?).

Q(eq, f1) = Q(eq, f2) = 1 por construgao.
Continuando com esse processo, e levando em conta o fato da dimensao de V' ser

finita, obtemos uma decomposicao de V' da seguinte forma:
V:W169@Wn,

onde,



e WV, é gerado por ¢; e f;,

e Qe;, fi) =1 paratodoi=1,..,n,

o WW; C I/ViQ sempre que ¢ < j.

Com essas condigoes, vé-se que {ey, ..., €y, f1, ..., fn} é uma base simplética de V,

o que prova o Teorema. O

1.3 Variedade Simplética

Definigao 1.3.1. Uma variedade simplética é um par (M,w), onde M é uma variedade

e w é uma 2-forma fechada, nao-degenerada em M, chamada forma simplética.

Observacao 1.3.2. Por “nao-degenerada’”, entende-se que em cada ponto p € M, a forma

bilinear w, : T,M x T,M — R é nao degenerada.

Proposigao 1.3.3. A 2-forma
n
= Z dxy N dyp,
k=1
onde X1, ...,Tn, Y1, ..., Yn SG0 as coordenadas canonicas de R**, é uma forma simplética,
chamada forma simplética caménica em R*™.

A prova desta proposicao se encontra na Seccao A.1.1 do apéndice.

Exemplo 1.3.4. A esfera 5? = {(z,y,2) € R} 2? + y* + 2? = 1} munida da forma w
definida por:
wp(u, v) = det(p, u,v), (1.3.1)

ondep € S% e u,v € T,5? = {w €eR? | (w,p)y = O} , ¢ uma variedade simplética. Para ver
isso, considere a seguinte 2-formas em R?,

a = zdy Ndz + ydz A dz + zdx A dy,

Denotando por j : S? — R? a aplicacao de inclusao, temos que para todo p € S? e todos
u,v € T,5%,

) (u,v) = ap(u,v)
= (xdy Ndz + ydz N\ dx + zdx A dy)(u,v)
= ady A dz(u,v) + ydz A dx(u,v) + zdx A dy(u, v)

_ u2 U2 usz v3 ul U1
- x‘u3v3|+y‘u1vll+2’u2v2
T Ul Vi
— Y ug v2
Z u3 v3

= det(p, u,v),



10

isto é, 7*a = w. A forma « sendo suave, isso implica que w é suave. Por causa das
dimensodes, dw = 0. Usando a férmula (1.3.1), vé-se também que w é nao degenerada.

Segue-se que w é uma forma simplética em S2.

Seja T*M o fibrado cotangente de uma variedade M, e seja 7 : T"M — M a
projecao canonica. A forma tautoldgica, ou forma de Liouville, é a 1-forma sobre T*M

definida por:
0o, (Aa,) = (ap, mAq, ), (1.3.2)

onde a, € T"M e A,, € T, (T*M). O lado direito da equacao (1.3.2) denota a contracao

entre o espago T, M e seu dual Ty M.

Teorema 1.3.5. A forma w := —df € uma forma simplética sobre T* M, chamada forma

simplética canonica do fibrado cotangente.

Demonstragao. Seja (U, p) uma carta de M com coordenadas locais (z1, ..., z,). Denota-

mos a aplicacao derivada da i-ésima coordenada local como
(dx;)p = (24)s, » ToU — T,R.

Usando as identificacoes T,U ~ T,M e T,R ~ R, podemos ver (dz;) , como um elemento
de TyM. Afirmemos que {(dx1)p, ..., (dz,),} é a base dual de {i o } , isto é

Ox1 lp’ " Oxpn lp

(dxi)p(% p) = 0,j. De fato, temos que

(idozjop ) (x) = (z;o¢ ")(z) =mopop '(z) =m(z),

onde m; : R™ — R é a projecao canodnica sobre a i-ésima coordenada, e onde Id : R — R

é a aplicacao identidade de R. A matriz jacobiana dessa aplicagao é dada por:

JGC(Zdoxzogp_l)(x) = [gzi %]
- o .y 0]

onde “1;” siginifica “1 na posicao ", donde,

o que é o resultado desejado.
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Agora construiremos uma carta sobre T*M . Seja a, € Ty M = (T,M)*. Como

{ (dzy1), ..., (dy),, } é uma base de T M, existem £y, ..., §, ntimeros reais tais que:

ap =& (dxy)y + ...+ Eu(day),.

Definimos uma carta (U, ¢) de T*M, da seguinte maneira: U = 7 *(U) , ¢ : U —
e(U) x R™ é dada por,

P(&i(dzr)p + o +&uldn)p) = (), (&1, 6n))

= <j17...,'%n7£17"‘7€n)7

onde (Z1, ..., Tpn, &1, oo, &) denotam as coordenadas locais associadas. Note que Z; = z;o7.
Sabemos que 0,, € T3 (T"M) e {(dZ1)ay, s (dTn)ay, (d&1)ay, s d(En)a, b € uma

base de T;p(T*M), e portanto existem aq, ..., a,, by, ..., b, nimeros reais tais que:

Oa, = a1(dZ1)a, + ... + an(dTy)a, + 01(d&1)a, + ... + bn(dén)a,- (1.3.3)
Vamos determinar esses coeficientes.
Como {(di‘l)ap, s (dﬁn)%} ¢ a base dual de {B%JQ - % N }, entao:
.0 0
<d$j, 8_.1'1 ap> = 5i,j (& <(d£j)ap ) 8_1*2 ap> =0. (1.3.4)

Dado i = 1,...,n, temos a partir de (1.3.1) e (1.3.2) que:

(O I T ST (L N R T S I S
ap  I= p ap  I=1 op o
isto é,

ou ainda, usando a definicao de 6,

)=

Qp

0
<apa UE B
K2
Para calcular o primeiro membro, note que, dado (z,v) € p(U) x R™,

(pomog ) (z,0) = (pom) (@ (z,0))
= (pom)(vi(dz1)p-1(z) + - + U (dTp)p-1(2))
= oy ()

—_= :L‘7



o que implica, usando uma notacao matricial, que:

1 --- 00 --- 0
W*ap == c . . . 3
0 10 0
donde deduz-se que:
0 0
My —— = .
P 8[@ 8xz
Ctp P

Segue-se que

a; = <O‘pvaixi|p>

= (G0l o+ Ealag) )y )
= st (a5l

= > &)
j=1
&i(ap).

Assim a; = §(a,) .

De maneira analoga,

Jé) Jé)
bi - <0ap78_£i|ap> - <Oépa7r*apa_£i|ap>a

e o termo 7y, a%-lap pode ser obtido pela representacao matricial,

0

1 00 - 0 0

o _ : _
ﬂ-*ap 8_& Qp '
0 10 0
1n+i

0

Assim,

(6a,,0) =0,

Ou, = &1(ap) (dZ1),, + - + &alay) (dTn),, ,

P

b= (B o)

Concluimos que
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ou seja, 0 = &dxy + ... + £,dT,. Segue-se que:

n

—dbo, = =Y _d(Gda;) = =Y (d& Nda; + (—1)"& Ad(dx;)) =Y da; AdE;.
i=1 i=1

i=1
Portanto, a forma —df,,, estd na forma simplética canonica, o que prova o Teorema. (veja

a Proposigao 1.3.3). O

Observagao 1.3.6. Nas coordenadas (Z1, ..., Tp, &1, ..., &) de T*M introduzidas na demons-

tracao do Teorema 1.3.5, vimos que

Definicao 1.3.7. Seja (M, w;) e (Ma, ws) duas variedades simpléticas. Um difeomorfismo
w : My — My é um simplectomorfismo se *ws = wy. Se esse simplectomorfismo existir

entdo (My,wq) e (Ms,wy) sdo chamados de espagos simplectomorfos.
Concluimos essa segao com o seguinte resultado, sem demonstracao.

Teorema 1.3.8. (Darbouz) Seja (M,w) uma variedade simplética. Dado um ponto p €

M, existe uma carta (U, @) em p com coordenadas locais (1, ..., Tn, Y1, ..., Yn) tal que:

w|U = Zdl’k A dyk,
k=1

onde w|y designa a restrigao de w ao conjunto U, isto é w|y = j*w, e onde j: U — M ¢é

a aplicacao inclusao.

1.4 Mecanica Hamiltoniana

Nesta secao iremos descrever brevemente a relacao entre a geometria simplética
e a mecanica classica na sua formulagao hamiltoniana. Como motivagao, reformularemos
a equacao de Newton usando a geometria simplética.
Suponha que uma particula de massa m > 0 se move no espaco de configuracao
R3, por um campo de forca F , visto como campo de vetores F' : R® — R3. Seja
x(t) = (21(t), 22(t), x3(t)), com a < t < b, a trajetéria dessa particula em R3. A segunda
lei de Newton nos diz que ,
m% = F(x(t)). (1.4.1)
Suponha que F' seja conservativa, isto ¢, existe uma funciao V : R® — R tal que F =

—VV,onde VV = <%—‘;, %—‘;, %—Z) é o gradiente de V. Assim podemos reescrever a formula
(1.4.1) por:
d’x
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Denotamos por @(t) a derivada da trajetéria z(t),
(Cl, b) — R37
E o () (b d(0) = (21(0), 22 (0), (1)

Chamaremos de “momentum” a aplicagao p : [a,b] — R3 ¢ — (pi(t), p2(t), p3(t)), onde

pi(t) = mz;(t), com i = 1,2, 3. Assim podemos reescrever (1.4.2) como

dp; .
CZ — VYV (2(t), i=1,2,3
donde chegamos ao sistema:
i _ OV (4.4
dt o, (2(0) (i=1,2,3). (1.4.3)

Podemos observar que a curva t — (z1(t), z2(t), x3(t), p1(t), p2(t), p3(t)) é uma curva

integral em R? x R? = R® do seguinte campo de vetores:

1
X ={(—p,—-VV . 1.4.4
e ) (14.4)
Afirmemos que Xy ¢ o tnico campo de vetores em R que satisfaz
w(Xg,u) =dH (u), (1.4.5)

para todo u € R®, onde w = 32 dx; A dp; é a forma simplética cancnica de RS, e onde

H :R® — R ¢ a funcao definida por
1 2
H = — V. 1.4.6
(0.0) = 5 I + (1.46)

Com efeito, se X satisfaz w(X,u) = dH(u) para todo u € R®, entdao levando em conta a

representagao matricial de w (veja 1.2.1) assim como (1.4.9), temos que,

o 11| ™ oH  oHN |
X, .. X o= (2
( ! 6) [ -1 0 ] <3l‘1 3]73)

Ug Ug

para todo u € R%, donde

0 I oH o0H
D CTD. ¢ ==, .., —
( ! 6) [ -1 0 ] (3901 5’]03>

oH oH )

= (_X47_X57_X67X17X27X3) - <%7a%
1 3
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o que implica que

OH

= _X Iz
o TG = 1,2,3). (1.4.7)
o Xi.

Por outro lado, um calculo direto mostra que:

OH _ 9V

Ox; ~ Ox;’

it . (1.4.8)
opi — mPis

onde ¢t =1,2,3.

Comparando as equagoes (1.4.7) e (1.4.8), concluimos que X = Xy, o que mostra
a unicidade de Xy, como haviamos afirmado.

Portanto temos uma reformulacao da segunda Lei de Newton em termos da ge-
ometria simplética de (R® w), onde uma solugao da equagao de Newton aparece como
curva integral do campo de vetores determinado pela energia H via a equagao (1.4.5).

Esse exemplo ilusta uma situacao geral da fisica contemporanea, onde as varieda-
des simpléticas (M, w) se tornam os espagos de configuragoes de varios sistema cldssicos;
nesse contexto a energia que descreve esse sistema mecanico é chamada de funcao hamil-
toniana H, e a essa funcao associamos um campo de vetores Xy que chamado de campo
de vetores Hamiltoniano, cujas curvas integrais descrevem a dindmica do sistema (veja

defini¢do a seguir).

Definigao 1.4.1. Seja X um campo de vetores em uma variedade simplética (M,w).

Dizemos que X é um campo hamiltoniano se existir uma funcao H : M — R, tal que:
w(X,.)=dH(.). (igualdades de l-formas) (1.4.9)

Neste caso, H é chamada a funcao hamiltoniana associada ao campo X, e escreve-se
X = Xpy. Dizemos também que Xy é o campo hamiltoniano associado a H. Na mecanica

classica, a fungao hamiltoniana H corresponde a energia total do sistema.

Para encerrar este capitulo, apresentaremos a equacao classica do péndulo simples
e sua reformulacao simplética.

Considere um péndulo simples num plano coordenado (vertical) sob a acao da
forca da gravidade. Vamos supor que uma haste rigida de tamanho L > 0 e massa
desprezivel tenha uma particula de massa m > 0 no outro extremo. As possiveis posigoes
dessa particula estao sobre a circunferéncia de raio L. Denotamos por (z1(t),z2(t)) as
coordenadas cartesianas dessa particula no tempo ¢ no referencial (O, i , j ) (veja a Figura

(1.4.1)).
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Figura 1.4.1: Péndulo Simples

E conveniente descrever a posigao da particula com coordenadas polares (r,@).
Assim temos que (x1(t), x2(t)) = L(cosO(t), send(t)) que serd a posicao do péndulo em
movimento no tempo t. Vale ressaltar que a posicao do péndulo em repouso, no extremo
inferior da circunferéncia, é considerada como sendo a posicao 8 = 0 do péndulo. Vamos
supor que a energia poténcial F,, nessa posicao ¢ nula.

Denotando por L a distancia entre O e B, temos que L = d(OB) = L(1 — cosf),

e portanto a energia potencial é dada por:
Eyot = mG.d = mGL(1 — cosf),

onde G é a constante gravitacional. Além disso, a da energia cinética é dada por,

E., = —mH— (21(), 22(t)) 2
= gm H L(cosO(t)), sen(6(t)) 2
— Lt (—sent (0, cos0.0) |
= %mL‘Q(t)r

Assim podemos calcular a energia total, denotado por Fi.a, que € a soma das energias

potencial e cinética,
Etotal - Ecin + Epot

.2
= %mL ‘H(t) + mGL(1 — cosb).
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Para simplificar essa equacao, suponha m = G = L = 1. Dal,
1.
Eotal = 59(:&)2 + 1 — cosf. (1.4.10)

Pelo fato de nao considerar o atrito, a energia permanece constante ao longo da trajetoria,

e portanto temos a seguinte igualdade,
1. 5
59(2&) +1—cost =k,

onde k € R ¢é fixo . Computando a derivada da igualdade acima temos:

0(1)0(t) 4+ sendd = 0. (1.4.11)
Devemos descartar o caso em que 6 = 0, pois o péndulo estd em movimento. Logo vamos
apenas considerar a equacao 6 + senf = 0. Introduzindo a velocidade angular p= 9(15)

para simplificar a equagao (1.4.11), obtemos assim
0 =p,
p = —send.
Veja que a curva t — (6, p) é uma curva integral em R? do seguinte campo de vetores
Xo,p) = (p, —senb),

além disso, pela equagao (1.4.10), temos que a energia total do sistema é a funcao H :
R? — R definida por
1
H(9,p) = §p2 + 1 — cosb. (1.4.12)

Afirmemos agora que Xy = X, onde Xy é o campo hamiltoniano associado a H
relativamente a forma simplética w = df A dp.

Com efeito,
w(Xg,u) = dH (u)
0 1
= ((XH>1,<XH>2><_1 O) — (9,91
= (—(X&)2, (Xg)1) = (senb,p),

portanto (Xu) g, = (p, —senb) = X,p).

Assim, podemos descrever a dinamica do péndulo simples por meio da variedade
simplética (R?,df A dp). De maneira mais geral podemos reformular outros sistemas
mecanicos classicos usando uma forma simplética, o que permite reescrever varias teorias

da mecancia classica por meio da geometria simplética (veja [12])



Capitulo 2

Acoes de Grupos de Lie

2.1 Grupos de Lie

Definicao 2.1.1. Um grupo de Lie é uma variedade G de classe C"*° munida de uma

estrutura de grupo, tal que as aplicacoes

m:Gx G — G; (g,h) — gh (multiplicagao)

1

1:G—G; g— g~ (inversao)

sao de classe C.

Observagao 2.1.2. Segue do fato de m ser de classe C*° que as aplicagoes Ly, Ry : G — G,
definidas por :
Ly (h)=gh,  Ry(h)=hg,

sao de classe C'°. Elas sao claramente bijetivas com inversas:
(Lg)il =Lgae (Rg)il = Iy
Além disso, para quaisquer g, h € G temos que
Lgyo Ly = Ly, e R, o Ry = Ry,.

Observacao 2.1.3. Na definicao 2.1.1, nao é necessario supor que i : G — G é de classe
C® pois decorre automaticamente do fato que m : G x G — G é de classe C*°, e da
equacao implicita:

m(g,i(g)) =€, (elemento neutro)

que vale para todo g € G (com efeito, 2 (g, h) = (Lg),, que é um isomorfismo linear o

que permite aplicar o teorema da funcao implicita).

18
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Lema 2.1.4. Para qualquer grupo de Lie temos a sequinte formula
i*gu = —(Lgfl o Rgfl)*gu. (2.1.1)

Demonstragio. Seja 6(t) uma curva que satisfaz §(0) = g e 6(0) = u. Derivando a relacio

8(t)6(t)~! = e no ponto 0 obtemos:

o0 = 0
= dt‘o ni(6(1)) 0
= 4| Lowi(8(0) + & Lswyi(6(t)) = 0
= %‘OLW)Z 9) + dt‘o i(4(t)) 0
= %|0R9*15( ) dt‘O (5(t)) 0
= (Ry1)ez0,0(0) 4 (Lg)eyi500y sy ((0)) 0
= (Rg=1 ), () + (Lg), s, (u) 0
= (Lg)s, risg(u) = —(Rg-1)y,(u),
donde, multiplicando por (Lg-1)se,
(Lg=1)se(Lg)s rix,(w) = —(Lg=1)s (Bg=1), ()
= (qu o Lg)*gfli*g(u) = —(L 10R 71) U
= i, (u) = —(Lg-10Ry1),,u.
O lema segue. m

Exemplo 2.1.5. Qualquer espaco vetorial real V' de dimensao finita n é um grupo de Lie
em relacao as seguintes operagoes:
m:VxV —V, (x,y)— x+y,
1V —V x— —x.
Exemplo 2.1.6. O grupo linear das aplicagoes de R™ para R", definido da seguinte forma,
GL(n,R) = {A e L(R",R") |det A+#0},

é naturalmente uma variedade (é um conjunto aberto em R™ 2 L (R", R")), e possui uma

estrutura de grupo dada por:
m(A,B) = Ao B,
i(A) = AL,
Para verificar que m é de classe C'°, basta observar que m é a restricao a
L (R™ R™) da aplicagao bilinear:
L(R",R") x L(R",R") — L(R",R"),
(A,B) — Ao B,

que é de classe C*(toda aplicacao multilinear é C'*° em dimensao finita).

Portanto GL (n,R) é um grupo de Lie de dimensao n?.
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Exemplo 2.1.7. O circulo unitdrio S' ¢ um grupo de Lie em relacdo as seguintes
operacoes,
m: St x S — St (e, %) s !0F%)
it St — St e e,
onde 0, p € R.
Exemplo 2.1.8. Dado um numero finito de grupos lie G, ..., G, o produto cartesiano

Gy X .... x Gy, é naturalmente um grupo de Lie. Em particular, T" := S x ... x S1 (n-vezes)

é um grupo de Lie chamado toro de dimensao n.
Definigao 2.1.9. A dlgebra de Lie de um grupo de Lie G é o espaco vetorial
g="T.G.
Usamos também a notagdo g = Lie(G).
Justificaremos a palavra “algebra” mais adiante.

Definicao 2.1.10. Seja X um campo de vetores e G um grupo de Lie. Dizemos que o

campo X é invariante a esquerda se para todo h,g € G tém-se:
(Lg)., Xn = Xgh.

Denotamos por X (G) o espago vetorial dos campos de vetores invariantes a

esquerda de G.

Observagao 2.1.11. Seja M uma variedade, X € X(M) um campo de vetores de M e
¢ : M — M um difemorfismo. Definimos o campo de vetores ¢*X sobre M por:

(SO*X) = Sp*v—l(z)X‘{’_l(x)'

Com essa notacao, vé-se que X € X(G) é invariante a esquerda se somente se, (L,)" X =

X, para todo g € G.

Proposicao 2.1.12. Seja X : G — T'G uma aplicacao que satisfaz X, € T,G para todo
g € G (ndo necessariamente de classe C*). Se (L), Xp = Xgn para todo g.h € G,

entao X € de classe C™, isto €, campos invariantes a esquerda sao de classe C™.

Demonstracdo. Defina

G x g — TGa T ~
Ty : (trivializagao a esquerda). (2.1.2)

(9,6) (Lg)*e §.
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A aplicacao T, é bijetiva e sua inversa é dada por:

T, (u) = (g, (Lg_l)*g u> ueT,G.

Vamos mostrar que T, é suave. Para isso, note que Ly, = mo f,, onde m : G x G —
G; (g,h) — ghe f,: G— GxG; h— (g,h). Dai, substituindo L, por mo f, na equacao

(2.1.2), e usando a regra da cadeia, obtemos,

TL (975) = (Lg)* 5 = (m ° fg>*e 5 = m*(fg)*eé-? (213)

e

donde,
TL (.97 g) = m*(fg)*eé

Por hipotese m é de classe C*° e portanto, m, : TG x TG — T'G é de classe C'°. Para

verificar que (g,&) — (fy)«& € de classe C*, vamos considerar uma curva 6(t) suave de
G tal que 6(0) = e, 6(0) = &. Temos que:

()., €= | 1G60) =2

=] (9:56) = (05,6.€)

Logo,
(fo)., € = (5(9),€), (2.1.4)

onde s : G = T'G; g — Oy € a secgao nula de T'G que ¢ de classe C°.
Substituindo (2.1.4) em (2.1.3), obtemos:

TL(ga f) = M (S<g)7 g) )

donde vé-se que T, é de classe C™.

A inversa também ¢é de classe C*°. Com efeito, dado u € T,G, temos que

(T0") (W) = (9, (Lg-1)s,u) = (m(w), (Lyg-1)e,u)
onde 7 : TG — G é a projegao canonica (que é suave). Sendo assim, basta mostrar que

(Lg-1)squ é de classe C*°. Para isso, note que:

(Lg-1)s,u = (mo fg1)eu=my(fg1)s,u.
Assim usando uma curva (t) suave de G satisfazendo 5(0) =g e B (0) = u, temos
d
()t = | Fra(B)

= %‘0 (97" 8(1)

= (OTgﬂGvu) = (l* ©so W(”)?“)?

ondei:G — G; g gL
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Portanto,
(T ) (u) = (w(w), m. (ix 0 s 0 7(u), uw)). (2.1.5)

Essa aplicacao, vista como uma aplicagao de T'G para G x T'G é suave e sua imagem estd
contida em G X g. Como G X g é uma subvariedade mergulhada em G x T'G:, temos que
(Ty)™' : TG — G x g é suave.

Segue-se que 17, é um difeomorfismo. Sendo assim, X : G — T'G é de classe C™

se somente se, (TL)_1 oX :G — G x gédeclasse C*, o que acontece, pois

(TEI © X) <g> = (97 (Lgfl)*ng> - (gvXe) )
que ¢ uma aplicacao de classe C'*°. O

Proposicao 2.1.13. A aplicacao

g— }:L(G%

2.1.6
N (2.1.6)

onde (fL)g = (Lg)*e &, € um isomorfismo linear.
Demonstracdo. Primeiro, note que ¥ é invariante & esquerda. De fato, dados ¢,h € G,

temos que:

(Lg),, (§") = (Lg),, (Ln),, € = (Lgo Ln), & = (Lgn). € = (£),,-

Para ver que (2.1.6) é um isomorfismo, basta observar que a aplicacao X (G) —

g, X — X, é ainversa de ¢. O

Observagao 2.1.14. Decorre da Proposigao 2.1.13 que se X € X(G) é invariante a esquerda,
entdo X = (X,)".

Definicao 2.1.15. Seja G um grupo de Lie, com algebra de Lie g. O colchete de Lie g é
a aplicagao: [, ] : g X g — ¢, definida por,

&,n) = [¢",n"],,
onde o [§L,7]L] é o colchete de Lie dos campos de vetores €& e nt.

Proposicao 2.1.16. O colchete de Lie é bilinear, anti-simétrica e satisfaz a identidade
de Jacobr,

[§, [, 6]] + [n, [0, €] + 16, [€,m]] = 0,

onde £,1m,0 € g.
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Demonstragao. A bilinearidade de [-,-] é uma consequéncia da bilinearidade do colchete

de Lie para campos de vetores e da linearidade das seguintes aplicacoes:

i g —>XL(G)7 5'_>§L’
e X.(G)—y, X — X..

Para mostrar a identidade de Jacobi, provaremos primeiro a seguinte igualdade:

(€5 0] =le.n”. (2.1.7)
A relag@o (2.1.7) decorre da observagao 2.1.11 que implica
(& "] = [(Lo)"¢", (Lg) "] = (Ly)" [¢",n"],
onde usamos nesta tltima equagao uma propriedade do colchete de Lie para campos de

vetores descrito no Apéndice na seccao ?7.

Assim [¢F, 7] ¢ invariante & esquerda e portanto,
[e8,0*]) = ([e807],)" = [e.n)"

Agora, a identidade de Jacobi é uma consequéncia da identidade de Jacobi para campos
de vetores e da igualdade (2.1.7):

&, In, o) + [ 6. €1 + B, [6.ml) = [€5In0l") + [n"[6.¢F] + [o%em"]

= ([¢" o] + [ 10.9"] + o5 lem"]) .

= ([&% % o)) + o™ [0%. M) + [, [€h ™)) = 0,
0 que prova a proposicao. O

Definicao 2.1.17. Em geral, um espaco vetorial real V' munido de um produto bilinear
anti-simétrica
[,]: VXV —V,

que satisfaz a identidade de Jacobi é chamado uma dlgebra de Lie.

Observagao 2.1.18. Em vez de trabalhar com os campos de vetores invariantes a esquerda,
poderiamos trabalhar com os campos de vetores invariantes a direita, que por definicao,
sao os campos de vetores X € X(G), que satisfazem para todos g, h € G, (Ry),;, Xn = Xpg.

Mostra-se entao que

T.G — Xg(G),
£ — &R,
onde ({R)g = (Ry),, &, ¢ um isomorfismo linear. Sendo assim, define-se um outro “col-
chete de Lie” em g pela formula [, n}R = [{R, nR]e. Verifica-se que [, n] = — [, n]R para

todos &,n € T.G (ver lema ?? no Apéndice).
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2.2 A aplicacao exponencial

Seja G um grupo de Lie com algebra de Lie g. Fixamos & € g e denotamos por
§(t) a curva integral maximal &€& passando pelo ponto e quanto t = 0 (isto é §(0) = e e
5(t) = (£L)6(t) para todo t).

Lema 2.2.1. A curva 6(t) estd definida para todo t € R.

Demonstragao. Seja («,5) C R o intervalo maximal onde § estd definida (—oco < a <
0 < B < 400). Suponha que 5 < +0o0 (0 caso @ > —oo é andlogo). Isto significa que nao
é possivel prolongar 6(¢) para t > .

Considere a curva

(B 38
C(§,7) — G,

d_j g d g B
E5(§)5(t - 5) = o (5 <§ ot — §)> ;
L

= (Lew),, &

)c(t) ’

I
—~
Zaay
h

Pela unicidade das curvas integrais, temos que:

o(t) = 8(t) ¥t € (, B) N (g?) _ <§,5> ,

o que implica que § possui uma extensao além do ponto t = S. Obtemos assim uma

contradicao com a maximilidade de f. O

Dado um campo vetorial X em uma variedade, denotamos por ¢¥ o seu fluxo.

Assim t — X (x) é a curva integral de X com condicdo inicial x € M.
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Proposicao 2.2.2. O fluzo de £ é definido globalmente sobre R x G e satisfaz

L
w; (9) = g6(1)
para todo t € R e para todo g € G.

Demonstracao. Basta mostrar que B(t) = gd(t) = Ly4(6(t)), que é definida para todo
t € R pelo Lema 2.2.1 é a curva integral em &* com condicao inicial g. Isto segue da

férmula 9 (t) = (§L)6(t) = (Ls@)«.£, e do seguinte célculo:

d dd
d_f - (Lg>*5(t)% - (Lg)*a(t)<L5(t))*e§ = (Lg5('f))*e5 - (gL)B(t) '

A proposicao segue. m
Observagao 2.2.3. Tomando g = goﬁL(e) na proposicao anterior, deduzimos que:
L L L L L
Pirs(€) = @i ()¢l (e) = &5 ()¢l (o),
para todos s,t € R.

Definicao 2.2.4. A aplicagao exponencial do grupo de Lie G é a aplicacao:
exp: g — G,

definida por:
L
eap(€) = ¢} (e).

Proposicao 2.2.5. (Propriedades da aplica¢ao exponencial)
(1) A aplicagao exp : g — G € de classe C™.
(2) Para todo t € R e para todo £ € g,

L
eap (t€) = @i (e).
(3) exp(0) = e e exp. = Idy (aplicagdo identidade de g).
Demonstracao. (1) Considere a aplicagao

RxGxg— Gxg,

(t,g,8) — (gcpr(e),§> ' (2.2.1)

Temos que:
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Calculemos separadamente a primeira coordenada:

o ©) = Ligesty) = L (o)

Assim temos que % <ggpr(e),§) = Xg(pr
definido por,
Xge) = (&.0)

o que mostra que a aplicagao em (2.2.1) é o fluxo de X. Como X é de classe C*° entao
seu fluxo também é de classe C'™, e em particular a aplicagao (2.2.1) é suave assim como
a sua restrigao ao conjunto {1} x {e} x g~ g.

(2) Considere a seguinte curva [3(s) = gpﬁf(e), com t € R fixo. Veja que (0) =
o5 () =¢,c

d, . d qa, . d Ay N
00) = 5ok (0) = - (0(s) =t -(s1) = 1 (65), = €500

onde usamos o fato que % (st) = féL(st). Segue-se que f(s) é uma curva integral do campo

teE = (t€)" passando pelo ponto s = 0, donde

B(s) = % (e),

para todo s € R. Em particular para s = 1, obtemos

B = o (e),
isto é,
of (e) = ¢ (e).
Pela definigao 2.2.4, conclui-se que <pr (e) = exp(tf).
(3) Temos que exp(0) = ] (e) = e pela parte (2), e dado & € g,

d d| .
eaps€ = - exp(ts) = %’0905 (e) = (¢7), = ¢

tlo

A proposicao segue m
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Observagao 2.2.6. Seja & € g. Segue da proposigao 2.2.5 que a aplicagao
(R,+) — G,
t — exp(ts),

é um homomorfismo, isto é

exp ((t +5)§) = exp(t)exp(ss),

exp(0) = e.

Em particular, para todo t € R, exp(—t) = (exp(t))fl. Dizemos que exp(t§) é um

subgrupo a 1-parametro.

Observacao 2.2.7. Poderiamos usar campos de vetores invariantes a direita para definir

uma aplicacao “exponencial a direita”, da seguinte forma

expr(€) = & (e).

Mostra-se que expr = exp.

Observagao 2.2.8. Na proposicao 2.2.5 parte (3) temos que exp,, = Id,. Pelo teorema
da func¢ao inversa exp é um difeomorfismo local no ponto 0 € g. Logo podemos construir
uma carta de G em e, usando a aplicacao exp~!. Tal carta é chamada de carta canodnica
de G.

2.3 A Representacao Adjunta

E natural se questionar depois da Secgao 2.1: como calcular [, 7] sem usar os
campos de vetores a esquerda? Para responder a essa pergunta introduzimos as seguintes

aplicagoes. Dado g € G, definimos a aplicacao I, : G — G por:

1,(h) = ghg™".

Note que Iy = Ly 0 Rj-1 = Ry-1 0 Ly. Como Iy4(e) = e, temos que a derivada de I, no

ponto e é um endomorfismo de T,G = g, denotado por:
Ady = (Ig), 19— 9. (2.3.1)
Obtemos assim uma aplicagao,
Ad:G — L(g,9); g+— Ad, (2.3.2)

chamada representacao Adjunta.
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Proposigao 2.3.1. A aplicagao Ad : G — L(g,g) € suave, e para todos g,h € G, temos
que Ad. = Idy e

Adg, = Adgo Ady,.
Demonstracao. Dado g, h € G, temos que

Ady, =

Lg o Rg—l o Lh o Rh—l)*e
Lyo Rg—l)*e o(Lpo Rhfl)*e
[g)*e e} ([h)*e = Adg e} Adh

Além disso,

Ad, = (L), = (Idg), = Id,.

*e

O fato de Ad ser de classe C'*° decorre da proposicao A.3.1 no Apéndice. O]

Logo, como a aplicacdo Ad : G — L(g,g) é de classe C*°, pode-se derivar de

novo no ponto e. Obtemos assim uma nova aplicagao,
ad == Ad,, : g — L(g,9), (2.3.3)

onde usamos a identificagdo T4 L(g,g) = L(g,g). Dado £ € g, ¢é habitual escrever “ad¢”

em vez de “ad(§)”.

Proposicao 2.3.2. Para todo &, € g, tém-se:

[€,m] = adg(n).

Demonstragao. Temos que (veja Apéndice A.2):

d gL L

[&,n) = [¢"0"], = (%)

* L
<p§ (e) (pf (6)

L
onde gof é o fluxo do campo &, Por definicao de n, temos que:

Dai,
d

L d L
S o (L o= | (W0 L o . (2.34)
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.o~ ¢L . , eb
Pela Proposicao 2.2.2, ¢; (9) = g6(t) = Rsw)(g) para todo g € G, isto é, p; = Rsu), €

pela observagao 2.2.6, 6(—t) = 6(¢)~'. Voltando para (2.3.4), obtemos entao:

Enl = o] (" oL gl
= % O(Rg(,t) 0 Ls(t))«.1
— % O(Rg(t)—l @ L&(t))*ﬁ?
= % O(Ia(t))*eﬁ
= % OAd(;(t)n

= ady (§) (2.3.5)
= adgn

0 que prova a proposigao (a igualdade (2.3.5) decorre da proposi¢ao A.3.1s no Apéndice).
]

Exemplo 2.3.3. (Grupo de Lie comutativo) Um grupo de Lie é comutativo se para todos
g,h € G tem-se:

gh = hg.
Nesse caso, temos que I, é a aplicagao identidade de G, isto é, Ad, = I, o que implica
que

[€,m] = adg (1) = (Ad.£)(n) =0,

pois Ad é uma aplicacdo constante. Por exemplo R" e o toro T" = S! x ... x St sao

comutativos.

Exemplo 2.3.4. (Grupo linear GL(n,R)) Para calcular o colchete de Lie do grupo linear,

note que:

1. Dada A € GL(n,R), (Ia)s, = Ia, pois I4 é a restrigdo ao conjunto GL(n,R) da
aplicagao linear,
M(n,R) — M(n,R),
B— ABA™L.

2. Dado 7 € gl(n,R), temos que

Ada(n) = (Ia),;n = 1an = AnA~",

3. Se & € gl(n,R) entao,
i€ = &, (23.6)
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onde i : GL(n,R) — GL(n,R), A— A~'. Isso é uma consequéncia da férmula

i* u = —(Lgfl o Rgfl)*gu,

g9

(veja Lema 2.1.4) e do fato que (Ly-1 0 Ry-1),y = Ly—1 0 R;—1 no caso particular
G = GL(n,R).

Usando (2) e (3) e uma curva §(t) tal que 6(0) = I e 6(0) = &, obtemos:

1] = adetn) = 55| Adson = | o0 (5(1)”
= G| a2 00) + G| (Lan 2 )(6(0)

= (Rﬂ)*lé - (Lﬂ)*lf'

Como as aplicagao R, e L, sao as restrigoes de duas aplicagoes lineares, temos entao que:

(Bp)s & =& e (Ly) & = 18-
Portanto,
[€,n] = &n —né, (2.3.7)
que é o colchete de Lie de GL(n,R) procurado.

Exemplo 2.3.5. Sejam G, ..., G, um nimero finito de grupos de Lie com algebras de
Lie (g1,(]g.)--»(9n, []g.)- Um célculo direto usando as representacoes adjuntas de cada
grupo de Lie mostra que o colchete de Lie do produto cartesiano G = G1 X .... Xx G, é

dada por:
[(517 "'7571)7 (771a 777n)] = ([517 771]91’ (EEE) [Snv nl]gn)’
onde (&1,...,&,) € (M1, ..., mn) pertencem a Lie(G) = g1 X ... X @y.

Seja M (n,R) o espago das matrizes reais de tamanho n x n. Definimos o expo-

nencial de A € M(n,R) como sendo a série:

Zki (2.3.8)

Usando a norma operacional em M (n,R), vé-se que (2.3.8) converge absolutamente, o
que implica que e estd bem definido para todo A € M(n,R). Além disso, a aplicacio
M(n,R) — GL(n,R), A — e é a aplicacdo exponencial do grupo de Lie GL(n,R). Esse

fato decorre de:

Exemplo 2.3.6. (1) a aplicacio 6 : t — €' ¢é a tnica solucao do sistema 6(t) = Ad(t) (é
um fato bem conhecido no contexto das Equagoes Diferenciais Ordindrias) e

(2) se A € gl(n,R), entdo (A¥)p = AB.

tA

Segue de (1) e (2) que €' é uma curva integral de AL passando por I quando

t =0. Logo exp(A) = §(1) = et = e
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2.4 Homomorfismos

Definicao 2.4.1. Sejam G e H dois grupos de Lie.

(a) Um homomorfismo f : G — H é chamado homomorfismo de grupos de Lie
se f é de classe C'™

(b) Um homomorfismo de grupos de Lie f : G — H é um isomorfismo de grupos

se é bijetora e se a aplicacao inversa f~! é homomorfismo de grupos de Lie.

Proposicao 2.4.2. (Deriwada de um homomorfismo) Sejam G, H dois grupos de Lie,
com dlgebras de Lie g, b, respectivamente. Se f : G — H é um homomorfismo de grupos
de Lie, entao f.. : @ — b € um homomorfismo de dlgebra de Lie, isto é, € linear e
satisfaz

f*c [5777] = [f*ega f*eﬁ]?

para todos £,m em g. Além disso, o sequinte diagrama € comutatio:

f*e
g — b

expcd O |expy
G — H
f
isto €, expy o f.. = foexpg, onde expg : g — G e expy : h — H sao aplicagoes

exponenciais dos grupos G e H, respectivamente.

Demonstragao. Como f ¢ um homomorfismo temos que para todo g € G, foL, = Ly of.

Calculando a derivada no elemento neutro na dire¢ao £ € g, obtemos:

(foLy, & = (Lygof), ¢
jf*g(Lg)*eg = (Lf(g))*f(e>f*e€
= [, (), = (5 (24.1)

o que mostra que £ e ( f*f)L sao f-relacionados. Logo os campos de vetores de [£L , nL}
e [( F5), ( f*enL)] sao f-relacionados também (é uma propriedade geral do colchete de

Lie para campos de vetores, veja no apéndice ??). Portanto, para todo g € G, tem-se

£, €501, = [(F)" ()]

Por definigao do colchete de Lie da algebra de Lie conclui-se que f., [£,n] = [f.&, f«.n]-
Vamos mostrar que expy o f., = f o exps. Escolhemos £ € g e consideramos a

curva 0(t) = f(expg(tf)). Temos que §(0) = e e que

d d
% (t) = % (f(@l'pg(tf)) = f*ewp(tg) (f)fxpc(ts) . (242)
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Essa ultima igualdade é justificada pela Proposigao 2.2.5. Usando a equagao (2.4.1) na
equagao (2.4.2), obtemos que:

d
55@) = (f*ef)]e(expg(tf) = (f*ef)g(t)-

Isto significa que d(t) é a curva integral do campo (f,.£)" satisfazendo §(0) = e, donde

0(1) = expy(fi. &), e portanto,
flexpa(§)) = expu(f..£).

Exemplo 2.4.3. A aplicacao determinante
GL(n,R) — R*,
A — det(A),

det :

é um homomorfismo de grupos de Lie, cuja derivada é dada por:
det, B = det(A)Tr(A™'B),
onde A € GL(n,R) e B € TyGL(n,R) = L(R", R").
Portanto, pela proposi¢cao anterior obtemos a seguinte férmula:
det (exp(B)) = T"®),
onde B € L(R",R").

Corolario 2.4.4. Para todo g € G e todos £,n € g, temos que

L. exp(Ady§) = g (exp(£)) g,
2. Ad,[€,n] = [Ad,€, Adyn) (Homomorfismo de dlgebras de Lie).
Demonstracao. Decorre da proposicao anterior aplicada ao homomorfismo I, : G — G,
h s ghg™!. O
Corolario 2.4.5. Seja G um grupo de Lie. Entao o sequinte diagrama é comutativo
g % gli(nR)
erpG le

G — GL(g)

onde, e : gl(n,R) — GL(g), M > - %M’“, ¢ a aplicagao exponencial do grupo
GL(g). Assim, para todo & € g, tém-se,

Adegpe) = €.

Demonstragao. Decorre da proposigao 2.4.2; do fato de Ad : G — G L(g) ser um homor-

mofismo de Lie e da férmula Ad,. = ad. O
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2.5 Subgrupos de Lie

Nesta seccao serao estudados os subgrupos de Lie, que sao subgrupos de grupos
de Lie, e ao mesmo tempo grupos de Lie com uma estrutura de subvariedade. A algebra

de Lie de um subgrupo de Lie é uma subdlgebra da algebra de Lie do grupo ambiente.

Definigao 2.5.1. Seja G um grupo de Lie. Dizemos que o par (H,i) é um subgrupo de
Lie se,
e H é um grupo de Lie,

e i : H — G é um homomorfismo injetivo de grupos de Lie.

Definicao 2.5.2. Um subgrupo de Lie fechado, ou reqular, de G é um subgrupo de Lie
(H,i) de G tal que:

e H é um subgrupo de G,

e | é a aplicacao inclusao,

e ¢ é um mergulho.
Lema 2.5.3. Seja (H,i) um subgrupo de Lie de G. Entao i: H — G € uma imersao.

Demonstragao. Por definicao, ¢ ¢ um homomorfismo. Logo, dados g, h € G,
(i 0 Ly) (h) = i(gh) = i(9)i(h) = (Luy) o) (h).
ou seja, i 0 Ly = L;4) o 1. Portanto,
(ioLg),. = (L ©i),, = isg(Lg)ee = (Lig))relve-

As aplicacoes Ly e Ly, sendo dois difemorfismos, temos que (Ly). € (Li(g))*e sao dois
isomorfismos lineares, donde, 7., ¢ injetiva se somente se .. ¢ injetiva.
Para mostrar que 7, : h — g ¢ injetiva, consideramos & € b tal que 7,,§ = 0.

Devemos mostrar que ¢ = 0. Escolhemos um conjunto aberto U C h contendo 0 tal que
exp|U U — H,

¢ um difeomorfismo. Escolhemos também A € R — {0} tal que \{ € U (X existe, pois
0 € U e a aplicacao R x h — b, (r,u) — ru é continua em (0,¢) ). Pela proposigao 2.4.2,

temos que exrpg 0 1., =1 0 expy, donde,

e = exp(A0) = expa(Ni, (§)) = i(expu(AE)).

Pelo fato de i ser injetiva, obtemos expy(A) = e, e como X € U onde expy é um
difeomorfismo, concluimos que A = 0y. O nimero A sendo diferente de zero, { = 0.

Assim 1,, € injetiva o que prova o Lema. n
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A seguir, indentificaremos b com i, h e H com i(H).

Definig¢ao 2.5.4. Seja (g, [, |) uma élgebra de Lie. Um subespago b de g é uma subdlgebra
de Lie se para todos &,n, [£,1] € b.

Lema 2.5.5. Seja (H,i) um subgrupo de Lie de G. Entao by é uma subdlgebra de Lie de
g. Além disso,
h={¢eglexps(tl) € H, Vt € R}. (2.5.1)

Demonstragao. Pela proposi¢ao 2.4.2, temos que i, : h —> g é um homomorfismo de
algebra de Lie, isto é
ixe [§5 1] = [ise€, tnem]
para todos £, € h. Sob as nossas identificagoes, isso significa exatamente que h é uma
subdlgebra de Lie de g.
Para provar (2.5.1), considere £ € h. Dado t € R arbitrario, temos que:

(ioexpm)(t) = (expg o ixe)(tE)
= i(expy(tf)) = expa(tiwé)
= expg(tieé) € i(H).

Identificando b com i,.h e H com i(H) temos entdao que
h C{¢ € glexpa(t) € H, Vt € R}.

Reciprocamente, considere £ € g tal que expg(t€) € H para todo t € R. Como H C G é
uma subvariedade imersa, temos que a derivada da curva suave R — G, t — expg(t€)

satisfaz

d
%(expc(té“)) € Teape(ie)H,

para todo ¢t € R. Em particular em ¢t = 0, (expg)«§ € TeH, e como (expg)sw = Idg,
obtemos entao
£cT.H=h

Isso mostra a outra inclusdo e consequéntemente (2.5.1). O

Teorema 2.5.6. Seja G um grupo de Lie e seja (H, i) um subgrupo de Lie fechado. Entdo

H é um subconjunto fechado em G (no sentido topoldgico).

Esse resultado é de fato curioso pois em geral nem toda subvariedade é fechada.

Para provar este Teorema precisamos do seguinte Lema:

Lema 2.5.7. Seja G um grupo de Lie e seja U C G uma vizinhang¢a aberta de e. Entao
existe um subconjunto aberto V-C G tal que V C U e

(a) VV CU, onde VV :={gh € G|g,h €V},

) V=V" onde V' ={g'eCGlgeV}
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Demonstracao. Pela continuidade da multiplicacao m : G x G — (G, existem duas
vizinhancas abertas U; e Uy de e em G tal que UyUy C U. Defina W = Uy NU; e
V=wnW= Noteque V= (WnWH ' =wInWH "' =wW-nW =V e que
V' é uma vizinhanca aberta contendo e. Além disso, temos que VV C WW C U U, C U.
Isso mostra (a) e (b).

O fato de que V esteja contido em U é uma consequéncia direta de (a): V C
V{e} CVV CU. O lema segue. O

Esse Lema se generaliza ao caso dos “grupos topolégicos” (veja [1]).

Demonstracdio. (Prova o Teorema 2.5.6) Seja g € H arbitrario e seja (hy)ren Uma sequéncia
de pontos de H que converge para g. Por hipotese H é uma subvariedade de GG. Portanto
existem cartas (U, ¢) de G contendo e e dois conjuntos abertos A; C R" e A, C R™ ™"
(n=dim(H) e m = dim(Q)) tal que o(U) = A; x Ay e

o(UNH) = Ay % {Ogn-n} . (2.5.2)

Seja W um subconjunto aberto de G' contendo e tal que W C U.

Pelo Lema 2.5.7, existe uma vizinhancga aberta V de e em G tal que V C W,
V=V"1eVV CW. Como (¢ hy)ren converge para e, podemos assumir sem perda de
generalidade que g~'h;, € V, para todo k € N. Isso implica em particular que para todo
ke N,

ho'hy = (g7 he) g the) e VIV = VV C W. (2.5.3)

Seja (2i)ren @ sequéncia cujo termo geral é zj, == hy 'hy. A equacgao (2.5.3) implica que:
(1) zx € WNH C UnN H para todo k£ € N. Denotando por {zy,...,2,} as

coordenadas locais de (U, ¢) e levando em conta (2.5.2), temos que:

o(zr) = (x1(2k), vy Tn(28), 0, ..., 0), (2.5.4)

para todo k € N.
(2) O limite de (z;)ren é dado por hy'g que pertence a W e portanto pertence a

U. Assim podemos considerar a sua expressao local:

p(h'g) = (@1(hg"9), .. 2u(hg 9), Tnsa(hg 9), oo Tmn(hy ). (2.5.5)

Como (p(2k))ey converge para p(hy'g), a comparacao das equagdes (2.5.4) e
(2.5.5) nos da:
To(hgtg) = ... = zm(hytg) = 0,

donde ¢(hy'g) € Ay x {Ogm-—n}. Isto significa que hy'g € U N H e, portanto hy'g € H.
Multiplicando por hg, obtemos g € H. O teorema segue. O]
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Observagao 2.5.8. A reciproca do Teorema 2.5.6 é verdadeira, isto é: se um subgrupo H
de um grupo de Lie GG é topologicamente fechado, entao H é um subgrupo de Lie fechado.
Esta afirmacao é forte pois temos apenas a hipdtese de que H é um subgrupo de um grupo
de Lie G que é fechado. Uma demonstracao deste fato se encontra no livro “Introduction
to Smoth Manifolds” (veja [11]). Na literatura este teorema é chamado de “Lie’s Third

Fundamental Theorem”.

Observagao 2.5.9. Um outro resultado importante é o seguinte. Seja G um grupo de Lie
e h C g uma subélgebra de Lie de g = Lie(G). Entao existe um tnico subgrupo de Lie
(H,1i), onde 7 é a aplicagao inclusao tal que Lie(H) = h. Uma demonstragdo encontra-se

por exemplo em [1].

Terminamos essa seccao com alguns exemplos de grupos de Lie.

Exemplo 2.5.10. Como jd vimos, o grupo linear GL(n,R) é um grupo de Lie de dimensao
n? cuja éalgebra de Lie gl(n,R) = Mat(n,R) é o espago das matrizes reais de tamanho
n x n, munido do colchete de Lie [, 7] = {n — n&, onde &, n € gl(n,R).

O grupo GL(n,R) = det"'(R\0) é aberto em R™, logo ndo é compacto. Além
disso, a imagem da aplicacao continua det : GL(n,R) — R nao é conexa (sendo igual a

R\ {0}), e portanto GL(n,R) nao é conexo.

Exemplo 2.5.11. O Grupo especial linear é o conjunto
SL(n,R) == {A € GL(n,R)|det(A) =1} .

E um subgrupo de GL(n,R) ¢ uma subvariedade de GL(n,R) de dimensio n? — 1, pois
SL(n,R) = det (1) e det : GL(n,R) — R é uma submersao, em virtude da férmula

det,,B = det(A).Tr(A™'B).

Segue-se que SL(n,R) é um subgrupo de Lie fechado de GL(n,R) (Note que a multi-
plicagdo SL(n,R) x SL(n,R) — SL(n,R), (A, B) — AB é suave, pois ¢ a restrigao da
multiplicacdo GL(n,R) x GL(n,R) — GL(n,R) que também é suave.
A sua dlgebra de Lie ¢ o espaco sl(n, R) = T;, SL(n,R) = ker det,, = ker(traco),
donde,
sl(n,R) = {£ € M(n,R)|tr(¢) =0},

com o colchete de Lie induzido por gl(n,R): [£,n] = {n — né (note que, como H C G é
um subgrupo de Lie, pelo Teorema 2.5.9 h C g é uma subdlgebra de Lie).
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O grupo SL(n,R) ndo é compacto. Com efeito para todo t € R, a matriz

10 -~ 0 t
0o . 0

Ay = ,
0

(00 - 0 |

pertence a SL(n,R), mas sua norma de Frobenius, que é dada por:

1Al = Vtr(ALA) = Vn? + 12,

tende para oo quando t — oo. Assim, o conjunto SL(n,R) ndo é limitado, e portanto

nao é compacto. Além disso mostra-se que SL(n,R) é conexo (veja [77]).
Exemplo 2.5.12. O Grupo Ortogonal O(n) é o conjunto das matrizes
O(n) == {A € M(n,R)|AA" = I,},

onde 'A denota a transposta de A; é claramente um subgrupo de GL(n,R). Considere a
aplicacgao:

GL(n,R) — S(n,R),

Ar— AAY

onde S(n,R) = {A € M(n,R)|A = A'} (matrizes simétricas). Note que O(n) = ¢~(I,,)
e que ¢ é suave.

Afirmamos que [,, é um valor regular de ¢ (isto é ¢, , é sobrejetiva para todo A €
»~'(I,)). Com efeito, seja A € $~'(I,,) = O(n). Dado B € TAGL(n,R) ~ M(n,R),temos

que:

d d
¢, B = —| ¢(A+tB)=—| (A+tB)(A+tB)
dt |, dt|,
= % (AA' +tAB' + tBA' +t*BB")
0
= AB'+ BA

Em particular, dado C' € S(n,R) arbitrario, podemos observar que:

1 1 Lo .
@A(ECA> — A(§OA)~+(§CA>A

= %AA%#+%OAAt
o1, 1 11
= 20 +20—2C’+2C’—C’.
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Segue-se que ¢y, : TAGL(n,R) — S(n,R) é sobrejetiva, o que mostra que I, é um valor
regular de ¢.

Concluimos que O(n) é uma subvariedade de GL(n,R) de dimensao:

dimO(n) = dimGL(n,R)—dim S(n,R)

2
9 n°—mn n

= —(n+ =—(n—-1).

" (n 2 ) 2(n )

Além disso O(n) é um subgrupo de Lie fechado de GL(n,R) com &lgebra de Lie:

o(n) = kero,,
{€egl(nR)[& =—¢},

munido do colchete de Lie habitual.

A norma de Frobenius de A € O(n) é dada por:

A|l = V2 (ATA) = \/tr (1)) = v/n.

Entao, O(n) é limitado. Como O(n) = ¢~'(I,), entdao O(n) é fechado e portanto com-
pacto. Além disso temos que O(n) ndo é conexo, pois det(O(n)) = {£1} que nao é

CONexo.
Exemplo 2.5.13. Os andlogos complezos,
o GL(n,C):={A e M(n,C)|det A+ 0},

e SL(n,C) ={A€ M(n,C)|det A=1},

e U(n) = {A € GL(n,C)|AA* = I,}, onde (A);; = Aji
o SU(n) :={A€eU(n)|det A=1},

sao todos grupos de Lie de dimensao 2n?, 2(n? — 1), n?, n? — 1, respectivamente,

com algebras de Lie:
e gl(n,C) = M(n,C),
o 5l(n,C) = {¢ € M(n,C)|tr (§) =0},

e u(n) = {¢ € M(n,C)

f* = _5}7

e su(n) ={{€Mn,C)|&=—-Cetr(¢) =0},

todas sendo munidas do colchete de Lie [£,n] = &n — né.
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2.6 Acao de grupos de Lie

Definicao 2.6.1. Seja M uma variedade e seja G um grupo de Lie. Uma acao a esquerda
de G sobre M é uma aplicacao suave ® : G x M — M que satisfaz, para todo g, h € G,

as seguintes condigoes:
(a) ®(e,p) =p,
(b) (g, ®(h,p)) = ®(gh,p).
Observagao 2.6.2. Usaremos as vezes a notacao g.p em vez de ®(g,p).

Observagao 2.6.3. Analogamente, defini-se uma acao a direita como sendo uma aplicagao
suave W : M x G — M, que satisfaz W(p,e) = p e V(V(p,g),h) = V(p, gh), para todos
g,h € G, etodope M.

Observacao 2.6.4. Dada uma acao ® : GXM — M edadosp € M e g € (G, denotaremos
por @, e ®, as aplicagoes:

(Dp G — M7 g (b(gvp)a

S, M — M, p+— ®(g,p).
Elas sao suaves, pois ¢, = ® o, e &, = P o j,, onde ¢, e j, sao aplicagoes suaves
G—GxM,g— (g9,p) e M — G x M, p+— (g,p), respectivamente.

Observacao 2.6.5. Para todo g € GG, a aplicagao
q)g M — M7 p— q)(gvp)a

é um difeomorfismo, cujo inverso é dado por ®,-1, isto é, (,)~! = P 1.

Observagdo 2.6.6. A aplicagdo G — Dif f(M), g — @, , é um homomorfismo de grupos,
onde Dif f(M) é o grupo dos difeomorfismos de M.

Observagao 2.6.7. Se M =V é um espaco vetorial e se &, € GL(V) para todo g € G,
diz-se entao que ® é uma representacao de G (a representagao adjunta G — GL(g),

g Ad, = (I;). é um exemplo de representacao de G).
Exemplo 2.6.8. A aplicacao
®:GL(n,R) x R" — R", (A, u) — Au,
¢ uma acao de GL(n,R) sobre R™.
Exemplo 2.6.9. O circulo unitério,
st ={e"eC|0eR},

é naturamente um grupo de Lie (em relacao ao produto complexo), que atua em C", pela

formulas

0

e (21, .., 2) = (e

0

21, €92,).



40

Exemplo 2.6.10. O fluxo ¢ : R x M — M de um campo de vetores completo define

uma agao de (R, +) sobre M pela férmula
t.p = ¢ (p).
Definicao 2.6.11. Seja ® : G x M — M uma ag¢ao de um grupo de Lie G.
(a) A orbita de p € M é o conjunto
Orb(p) = {®(g9,p) € M | g€ G}.

As vezes escreve-se também G.p em vez de Orb(p).

(b) O estabilizador de p € M é o subgrupo de G definido por:

Gy, ={geG|®(g,p)=p}.

(¢) Um ponto fixo p € M é um ponto fixo pela acao ® se ®(g,p) = p para todo
g € G, ou scja, se G, = G.

Proposicao 2.6.12. Dado p € M, o conjunto G, é um subgrupo de Lie fechado de G

cuja dlgebra de Lie é dada por:

gp = {€ € 9= Lie(G) [ (D). & = 0} (2.6.1)

Demonstragdo. O conjunto G, = (®,) ' {p} é fechado, e portanto pela observacao 2.5.8

G, ¢ um subgrupo de Lie fechado de G, e pelo lema 2.5.5, temos que:

9p = {6 € glexp(ts) € Gp, Vt € R}.

Seja entao £ € g tal que exp(t) € G, para todo t € R. Temos que:

p =0,
0

B,(cp(t€) = &

d
(q)p)* 52 E

e

0
o que implica {5 €g | esp(té) € G, Vt € R} C gp. Reciprocamente, suponha que § € g
satisfaga (®,)..& = 0. Entao,

1@ (ean(tg)) =

P (exp(t + )&, p)

0
q)exp(tﬁ) o q)p o 6[[’]7(85)
0

ds
4
ds
(q)errp(té))*p (q)p)*ef
0.

Assim, ®,(exp(tf)) = constante = ®,(exp(0.£)) = p, o que significa que exp(t§) € G,
para todo t € R. O



41

Definicao 2.6.13. Uma acao ® : G x M — M ¢ dita,
(a) livre: se G, = {e} para todo p € M;
(b) transitiva: se existir p € M tal que Orb(p) = M.

Observacao 2.6.14. Uma acao ® : G x M — M ¢é livre, se somente se, para todo g € G
e todo p € M tais que ®(p, g) = p, entao g = e.

Observagao 2.6.15. Uma acao ® : G x M — M ¢é transitiva, se somente se, para todos
p,q € M, existe g € G tal que

q = ®(g,p).
Observagao 2.6.16. Se @ ¢ transitiva, entdo para todos p,q € M, Orb(p) = Orb(q) = M.

Exemplo 2.6.17. A agao natural de GL(n,R) sobre R™ nao é transitiva, pois Orb(0) =
{0} # R™, e nao é livre pois GL(n,R)g = GL(n,R) # I,,. Em geral se v € R"\{0}, entdo
Orb(v) = R™"\{0} e o estabilizador é dada por:

GL(n,R), = {A € GL(n,R)|1 € g(A)ev € Ei(A)},
onde o(A) é o espectro de A e Ey(A) = {w € R"| Aw = w}.

Exemplo 2.6.18. A férmula

az+b

cz+d

onde (25) € SL(n,R) ez e H={z=x+1iy € C|y >0}, define uma acgio de SL(n,R)

sobre H. Dado z = = 4 1y € H, verifica-se imediatamente que,

NG i:\/@”\/%
0 ' !

Az =

=x + 1y,

al-§l

NG

donde vé-se que Orb(i) = H. Assim essa acgao é transitiva. Nao é livre, pois para todo

z € H, o estabilizador SL(2,R), contém pelo menos dois pontos, Iy e —1.

Exemplo 2.6.19. O conjunto C* = C\{0} munido da multiplicagdo complexa é um

grupo de Lie de dimensao 2 atuando em C™\{0} pela férmula:
A(21y e 2n) = (A21, oy AZp)

onde A € C* e (21, ..., 2,) € C*"\{0}.

A érbita de (z1,...,2,) € C"\{0} é a reta complexa C(z, ..., 2,) — {0} e o esta-
bilizador é o subgrupo C* = {1}. Portanto é livre, mas nao transitiva (a nao ser que
n=1).

Definicao 2.6.20. Uma acao ® : Gx M — M é prdpria se para todo conjunto compacto
K C M x M, o conjunto (®*)7'(K) é compacto, onde ®* : G x M — M x M,
(9,p) = (2(¢,p);p) -
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Proposicao 2.6.21. Uma acao ® : G x M — M ¢ propria, se somente se, para toda
sequéncia (gn)nen em G e toda sequéncia (pp)nen em M tais que (P(gn,Pn))pen € (Pn)nen

convergem em M, entao (gn)nen possui uma subsequéncia convergente em G.

Demonstra¢ao. Suponha que ® seja prépria. Sejam (g,)nen € (Pn)nen duas sequéncias
em G e M, respectivamente, tais que ®(g,, p,) converge para ¢ € M e p, converge para

p € M. Entao,

D> (gn,n) = (®(Gn,Pn), Pn) — (¢,p) quando n — .

Seja K uma vizinhanga compacta de (¢,p) em M x M. Como ®*(g,,p,) converge para

(q,p), existe N € N tal que:
n>N = ®(gu,pn) €K = (gn,pn) € (¢X)—1 (K).

A acdo ® sendo propria, (<I>X)71 (K) é compacto e portanto existe uma subsequéncia
(Gn> Pn)ner, com I C N, que converge em (®*)"'(K) C G x M. Segue-se que (g, )ner ¢
uma subsequéncia convergente de (g, )nen. Isso mostra a suficiéncia.

Reciprocamente, considere K C M x M um conjunto compacto. Devemos mos-
trar que (®*)"!(K) é compacto em G x M.

Seja (gn, Pn)en uma sequéncia de (QDX)_1 (K). Entao, (®*(gn,pn)),ey ¢ uma
sequencia de pontos em K que é compacto. Portanto essa sequéncia possui uma sub-
sequéncia convergente (®*(gn,pn))ner que converge em K. Note que isso significa que
(®(gnsPn))per © (Pn)ner sao convergentes e convergem em M. Pela hipétese, (gn)ner pos-
sui uma subsequéncia convergente (g, )nes com J C I. Segue-se que (gn, Pn)nes ¢ uma
subsequéncia convergente de (gn, pn)nen que converge em (&) " (K). Pela caracterizacao

. ~ . , —1 ’
dos conjuntos compactos com sequéncias, concluimos que (®*)™" (K) é compacto. O

Observacao 2.6.22. Decorre da proposicao anterior que qualquer acao ® : G x M — M,
com GG compacto, é propria.

Dada uma agao ® : G x M — M, podemos definir uma relagao de equivaléncia
em M da seguinte forma:

p~q < peOorb(g).

Usaremos a notagao G\M = M\ ~ para designar o espaco das érbitas a esquerda e
denotaremos m : M — G\ M a sua aplicagdo quociente. O espago das 6rbitas de uma

acao a direita ¥ : M x G — M sera denotado por M/G.

2.7 O espaco das 6rbitas como variedade

Teorema 2.7.1. Seja ® : G x M — M wuma ag¢ao livre e propria de um grupo de Lie

G sobre uma variedade M. Entao eziste uma tnica estrutura de variedade sobre G\ M,
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com dimensao dim(M) — dim(G), tal que a aplicacao quociente m : M — G\M ¢é uma
submersao suave.

Para provar o Teorema 2.7.1 usaremos os seguintes lemas.
Lema 2.7.2. Seja ® : G x M — M uma ac¢ao livre. Entao para todo p € M,
(®p),, 10— T,M,
é injetiva.

Demonstragao. Seja § € g tal que (®,), = 0. Temos que:

G|, Ealesplt€) = | (@ylern(t + 99
— ; (Peapiie) © D) (exp(sE))
= (@ exptg) (@), €=

Portanto, para todo t € R temos que ®,(exp(tf)) = constante = p . Isso implica que
exp(tf) € G, = {e} (pois @ é livre) donde exp(tf) = e. Derivando essa ultima relagao em

t = 0 temos que £ = 0, o que mostra que ker(®,),, = {0}, como queriamos. ]

Lembremos que um conjunto U C G\M é aberto em relacao a topologia quo-
ciente, se e somente se, 7 1(U) ¢é aberto em M, onde 7 : M — G\M é a aplicagio

quociente.

Lema 2.7.3. Suponha que ® : Gx M — M seja propria. Entdo, o espago G\M munido
da topologia quociente € de Hausdorff.

Demonstragao. Seja ®* : G x M — M x M, (g,p) — (®(g,p),p). Primeiro vamos
mostrar que W = &*(G x M) C M x M é fechado.

Seja (®*(gn, Pn))nen uma sequéncia de W que converge em M x M. Temos entao
que (P(gn,pn), Pn)nen converge em M x M o que implica que (P(gn, Pn))nen € (Pn)nen
convergem em M.

Pela Proposigao 2.6.21, existe uma subsequéncia (g, )ner de (gn)nen que converge
em G para um ponto g. Temos também que existe p € M tal que (py),oy converge
para p quando n tende para infinito. Donde, (p,)ne; é convergente e converge para
p. Dai, concluimos pela continuidade de ®* que (®* (g, Pn))ner converge para ®*(g,p)
que pertence ao conjunto W. Mas como o limite de uma subsequéncia de uma sequéncia
convergente tem que ser igual ao limite da sequéncia, temos que o limite de (®* (g, Pn))nen

é igual a (g,p) € W. Isso mostra que W é fechado.
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Sejam agora p,q € M, tais que 7(p) # 7(q), onde 7 : M — G\ M ¢é a aplicacao
quociente. Note que (p,q) € M x M \ W (senao terfamos (p,q) € ®*(G x M) e existiria
g € G tal que (®(g,9),q) = (p,q), o que implicaria ®(g,q) = p e portanto m(q) = 7(p)).

Como M x M \ W é aberto em M x M, entao existem dois conjuntos abertos
U,V contendo p, g respectivamente tais que U x V' C (M x M)\W.

Afirmamos que 7(U) N7(V) = 0. Com efeito, suponha que = (U) N7 (V) # 0.
Entao existem u € U e v € V tais que m(u) = m(v), donde existe g € G tal que u = ®(g,v).
Dai, (u,v) = (®(g,v),v) que pertence ao conjunto W, o que é absurdo. Assim, 7(U) e
7(V') sao dois conjuntos abertos disjuntos de G\ M, contendo 7(p) e m(q), respectivamente.

O lema segue. ]

Fixamos agora uma acao ® : G x M — M livre e prépria de um grupo de Lie G

de dimensao d sobre uma variedade M de dimensao m.

Lema 2.7.4. Seja p € M. Entao existe uma subvariedade S C M tal que p € S e
T8 ® (®g),, 0 =ToM, (2.7.1)
para todo q € S.

Demonstracao. Seja S’ uma subvariedade de M contendo o ponto p e tal que:
7,5 @ (CIDP)*e g="T,M. (2.7.2)

Note que a dimensao de S’ é igual a dim(M) — dim(G) = m — d. Considere:

e uma forma de volume w definida numa vizinhanga aberta U de p (existe pois é
local).

e m — d campos de vetores Xi,...,X,,_q em U tais que para todo ¢ € U,
{(X1)g, s (Xm—d)q} sdo linearmente independentes, é tal que para todo ¢ € S’ N U,
(X1)gs ey (Xpn—a)q € T,5" (restringindo U se necessario, esses campos existem).

o {&1,...64} uma base de g.

A funcao f : U — R definida por

f(@) = wy ((X1)gy s (Xin—a)gs (Pg)uE1s vy (Pg)w.Ea)

é suave e satisfaz f(p) # 0, pois a familia {(X1)g, ..., (Xin—d)gs (Pg)s.&1, s (Pg) s Ea} € uma
base de T, M (decorre de 2.7.2 e das escolhas feitas).

Pela continuidade de f no ponto p, existe um subconjunto aberto U’ C M
contendo p tal que f(¢) # 0 para todo ¢ € U’. Isso implica que para todo q € U’ ,
{(X1) gy ooy Xm—d) g, (Pg) sy o, (Pg)s.Ea} € linearmente independente, e portanto,

TQS D ((IJQ)*e g= TqMa

para todo g € S == 5" NU". m
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Lema 2.7.5. Restringindo S se necessdrio, temos que:

D, GxS— M,

¢ um difeomorfismo sobre a sua imagem.

Demonstracao. Seja g € S arbitrdrio. Dado (§,u) € g x 1,5, temos que:

. (Eu) = %;D(exp(té)ﬁ(t)),
- % O@(exp(tg),5<o)) +% O<I>(e,5(t))
- % Oéq(exp(tf)) +% 05(t)
= ((I)q)*o £+ u,

onde §(t) é uma curva satisfazendod(0) = ¢ e 6'(0) = u.

Suponha que (£,u) € g x T,S pertenga ao nicleo de P, - Temos entao que,
((bq)*eg =-—ueTSN ((I)q)*e g=1{0}.

Assim, (©4)«.{ =0eu=0. Como (P,), ¢injetiva (pois ® ¢ livre), concluimos que § = 0,
donde (£, u) = {0}, o que significa que ker (®,(cq)) = {0} . Por causa das dimensdes (veja
(2.7.1)), segue-se que @, ¢ um isomorfismo linear.

Para ver que @, = ¢ um isomorfismo para todo (p,q) € G x S, basta observar

P)
que

dol,=d,00,
onde f/g :G XM — G x M, (h,q) — (gh,q), donde, pela regra da cadeia,

© ([N’g) = ((Dg)*q o

*(g,a) *e,q) *(e,q)?

o que implica que @, , € um ismorfismo linear.
Pelo teorema da funcgao inversa, (I>| axg ¢ um difeomorfismo local em todos os
pontos de GG x S. Para mostrar que é um difeomorfismo global sobre sua imagem, basta
mostrar que € injetiva.
Suponha por absurdo, que qualquer que seja o conjunto aberto U C S contendo
P, CID‘UxG nao seja injetiva. Nesse caso existem duas sequéncias (pp)nen € (¢n)neny em S
que convergem para p, e existem também duas sequéncias (g, )nen € (An)nen de G tais que

para todo n € N,
(GnsPn) # (his @) € P(gny pn) = P(fn, @) (2.7.3)

Note que essa tltima equagao equivale a ®(I,,p,) = qn, onde I, = h,'g, e que l,, # e

para todo n € N (caso contrario obteriamos (g,, pn) = (hn, qn))-
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Agora, temos que ((®(ln, pn)),en © (Pn)nen sdo duas sequéncias convergentes e ®
é prépria. Portanto (I,,)nen possui uma subsequéncia que converge para [ € G. Sem perda
de generalidade, podemos supor que I, — [ quando n — +o00. Dai, obtemos ®(l,p) = p,
isto ¢, 1 € G, = {0} (@ é livre), donde | = e.

Temos entao uma contradigao, pois ¢ é injetiva numa vizinhanga de (e, p), (pois

é um difeomorfismo local), porém

(I)(lnvpn) = (I)(e’qn)’
(lmpn) - (67 Qn)a Vn € N,
(l’mpn)neN — (eap> € (evqn)nEN — (67]9).

O lema segue. O

Uma subvariedade S C M como no Lema anterior é chamada um “slice” (da
acao ®). Note que se ¢ € M é tal que Orb(q) NS # (), entao existe um unico ponto ¢’ € S
tal que Orb(q) NS = {¢'}, ou seja

Orb(g)NS#£0 = F¢d e€S: 0rb(qgnS={q}. (2.7.4)

Com efeito, suponha que existam dois pontos ¢i, g2 € Orb(q) NS com ¢; # go. Existem
entdo g, g € G tai que g1 = ®(g1,¢) € g2 = (g2, q). Segue-se que (g, ", q1) = P(g; ", q2),
e a aplicagao (I)‘st sendo injetiva (é um difeomorfismo), (g7 ', ¢1) = (95 ', ¢2). Dai, ¢1 = ¢o
o que é um absurdo.

Por conseguinte, a aplicacdo S — G\M, q — 7(q) é injetiva.

Denotamos por Vg a aplicacao inversa de (I>‘ Oxs

Vs : (G x ) — G xS, Uy = (‘1’|st>_1

Denotamos por k : ®(G x S) — G e 7 : &(G x S) — S as fungdes coordenadas
de Wg. Assim Vg(q) = (k(q),7(q)), para todo ¢ € ®(G x 5).

E imediato verificar que para todo g € G,

e Ugod,=L,0Wg onde L,: G xS — GxS, (hq)+ (gh,q),

exod,=L,0k,

eT0od, =1,

Temos ainda que m o7 = 7, onde m : M — G\ M é a aplicagao quociente. Com

efeito, dado ¢ € (G x S), temos que

Us(q) = (w(q),7(q)) q=(®|,.q) (5(q), 7(q))
q= ®(r(q), 7(q))
q € Orb(7(q))

m(q) = 7(7(q))- (2.7.5)

O
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Em resumo, temos o seguinte diagrama comutativo:

DG xS) 2 GxS
T O 3 T
7(S) — S

Chamaremos Vg uma trivializacao de P.

Vamos voltar agora a estrutura de variedade de G\ M. Damos ao quociente G\ M
a topologia quociente (em particular, 7 : M — G\ M é continua e aberta).

Dado um slice S C M, definimos:

Us =7(5) C G\M,
vs:Us — S, pg == (W}S)_l.

Note que Us é o conjunto das érbitas O de M tais que O NS # ) e que pg(O) é o tinico
ponto de S tal que O NS = {ps(0)}.

Lema 2.7.6. O conjunto A :={(Us, ps), S éum slicede M} é um atlas de G\M de classe

C> e dimensdo dim(M) — dim(G), relativamente a topologia quociente.

Observagao 2.7.7. O leitor atento observara que os pares (Ug, ¢g) nao sao realmente car-
tas, pois as imagens dos g nao sao abertos do espaco euclidiano. Porém restringindo
os slices se necesséario, poderiamos escolher a cada S, um difeomorfismo de S para um
conjunto aberto do espaco euclidiano e assim obter cartas auténticas. Mas para nao so-
brecarregar desnecessariamente a notacao, continuaremos com os pares (Ug, ¢g) definidos

acima.

Demonstragao. (Do Lema 2.7.6) Mostraremos que 24 é um atlas de G\ M.
e Obviamente (4 Us = M,

e Ug é aberto em G\M. Com efeito, temos que

7 (Us) =7 (m(S)) = | J Orb(q) = ®(G x S) = |, 4(G x )
q€eS
que ¢é aberto em M, pois é a imagem do difeomorfismo (I>| xS -
Por defini¢ao da topologia quociente, Ug é aberto em G\ M.
e A aplicagao pg : Us — S é continua. Com efeito, considere U C S um

conjunto aberto em S relativamente a topologia induzida. Temos que,

5 (U)) =7 (x| 4(U) = 7 (=(U)) = | Orb(q) = (G x U),

qeU

que é aberto em M, pois G x U é aberto em G x S e @}st ¢ um difeomorfismo.
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Por defini¢io da topologia quociente, pg'(U) é aberto em G\ M, e portanto, pg
¢ continua.

e A aplicacao gogl : S — Ug é continua. De fato, gogl = W’s ¢é a restricao da
aplicacao continua 7 ao conjunto S munido da topologia induzida, e portanto é continua.

e Se 51 e Sy sdo dois slices tais que Us, N Ug, # 0, entao

¥s, © 90511 : 9051([]51 N US2) — 9052<US1 N USz)?

¢é suave. Para mostrar isso, mostraremos primeiro que,

-1
9052 © (1051 - T2’§0Sl (UslﬂUSQ)’
onde 75 : (G x Sy) — Sy, é a aplicagdo associada a VUg. Com efeito, dado ¢ €
¥S, (U31 N U52)7 temos que:

(s, © ¥5,) (9) = s, (ﬂ s, (q)) = 5,(0rd(q)),

¢ o unico ponto que pertence a interse¢ao Sy N Orb(q) (veja 2.7.4)
Por outro lado 73(¢) pertence a interse¢ao Se N Orb(12(q)) e como Orb(m(q)) =

Orb(q) (veja (2.7.5)), temos entao que,
T2(q) € S2 N Orb(q).

Assim, ambos (s, © ©35,)(q) e T2(q) pertencem a Sy N Orb(q) que ¢ um tnico ponto, e
portanto, sao iguais. A aplicagdo 75 sendo suave, concluimos que g, o 90511 é suave.

Portanto 20 é um atlas de G\ M de classe C*°, como queriamos. O
Lema 2.7.8. A topologia G\M possui uma base enumerdvel.

Demonstragdo. Seja {U;},.y uma base da topologia de M. A projecao 7 : M — G\M
sendo uma aplicacao aberta, segue-se que {7(U;)},y ¢ uma familia enumerdvel de con-
juntos abertos em G\ M. Seja V' C G\ M um conjunto aberto. Por defini¢ao da topologia

quociente, 7~ 1(V) ¢ aberto em M, e portanto, existe I C N tal que:
(V) =Ju,
i€l
Pelo fato de 7 ser sobrejetiva, V = w(7~1(V)), donde,
V=n (UU) =Jr ).
iel iel

Isso mostra que {7(U;)},;oy ¢ uma base enumeravel de G\ M. O
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Segue dos lemas anteriores que G\ M é uma variedade de classe C™ e dimensao
dim(M) — dim(G).

Lema 2.7.9. A proje¢io m: M — G\M ¢é uma submersdo. Além disso, a estrutura de

variedade de G\M descrita nos lemas acima € a unica estrutura de variedade de dimensao
dim(M) — dim(G) de G\M tal que 7 : M — G\M ¢é uma submersao.

Demonstracao. Para ver que m é uma submersao, basta observar que para todo slice S
e todo (g,q) € G x S, (psomo®)(g,q) = q e usar o fato que pg e @‘st sao dois
difeomorfismos.

Agora, suponha que B seja um outro atlas de G\M de dimensao dim(M) —

dim(Q) tal que 7w : M — G\ M seja uma submersao. Considere o seguinte diagrama:

M

T O N T
(@\M2) — (G\M,)

O fato de 7 ser uma submersao sobrejetiva implica que:
Id: (G\M,) — (G\M,*B),

¢ suave se somente se Idom : M — (G/M,*B) é suave, o que acontece pois Idom =
7 : M — (G\M,®B) é suave por hipdtese. Assim, Id : (G\M,2A) — (G\M,*B) é
suave. Da mesma maneira vé-se, que Id~! : (G\M,2) — (G\M,B) é suave. Segue-se
que Id : (G\M,2) — (G\M,B), é um difeomorfismo, o que implica que A e B sdo

compativeis. O

Isso conclui a demonstracao do Teorema 2.7.1. Esse teorema também vale para

acoes a direita.
Exemplo 2.7.10. A agao de C* sobre C"\ {0}, dada por
A(21y 00y 2n) = (A21, o0y AZn)

onde A € C* e (z1, ..., 2,) € C"\ {0}, é livre e prépria. Dado z = (z1, ..., z,) € C"\ {0}, a
orbita de z é o conjunto

Orb(z) = Cz\{0}.

Assim, o quociente C*\(C™\ {0}) é uma variedade de dimensao 2n—2 = 2(n—1), chamada

espago projetivo complezo, e denotado por P(C™), isto é:

C\(CM\{0}) = P(C").
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Exemplo 2.7.11. Analogamente, a acao de R* sobre R™\ {0} dada por
ATy, ooy Tp) = (AT, ooy ATy)

onde A € R*e (21, ...,x,) € C"\ {0}, é livre e prépria e dado = = (1, ...,x,) € C"\ {0}, a
orbita de x é o conjunto,

Orb(z) = Rz\{0}.

Assim, o quociente R*\(R™\ {0}) é uma variedade de dimensao n — 1, chamada espaco

projetivo real, e denotado por P(R™), isto é:

R\ (R™\ {0}) = P(R").



Capitulo 3

Acoes hamiltonianas e Reducao

Simplética

3.1 Preliminares

Dado um subgrupo de Lie fechado H de G, definimos

$,:HxG— G, (h,g)— hg,
Sbr:Gx H— G, (g9,h)— gh.
A aplicacao @, é uma acao a esquerda enquanto ®r é uma acao a direita.
A orbita de g € G em relacao a ®, (respectivamente ®r) é o conjunto H.g =

{hg;h € H} (respectivamente g.H = {gh;h € H}). Denotamos por H\G e G/H os

espagos quocientes correspondentes e por

7 G — H\G,
mr: G — G/H,
as projecoes associadas.

Proposicao 3.1.1. Seja G um grupo de Lie e seja H um subgrupo de Lie fechado. Entao
O, e g sao ambas livres e proprias. Consequentemente, H\G e¢ G/H sao duas variedades

de dimensao dim(G) — dim(H) e as aplicagoes 7y, e g sdo duas submersoes.

Demonstragao. Para ver que @, é livre, suponha que (h, g) € H x G seja tal que h.g = g.

1 4 direita, obtemos imediatamente h = e, o que mostra que ®;, é

Multiplicando por g~
livre.

Para mostrar que ®, é propria, considere a seguinte aplicacao:

HxG— GxG,

(h,g) — (hg, h).
51

®F
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O objetivo é mostrar que (®5)~(K) é compacto desde que K C G x G seja compacto.

Considere a aplicacao:
GxG— GxG,
(h,g) — (hg, g).

Note que &7 = F e que F' é um difeomorfismo cujo inverso é dado por

HxG’
F~Y(h,g) = (hg™", 9).
Tome K C G x G um conjunto compacto. Temos que,

(@) " (K) = (F|HxG>_1 (K) = F\(K) N (H x G).

Claramente F~!'(K) é compacto e H x G é um conjunto fechado. Logo (CDE)_I (K) é
compacto.

Segue do Teorema 2.7.1 que existe uma tnica estrutura de variedade em H\G de
dimensao dim(G) — dim(H) tal que a aplicacao 77, seja uma submersao (e analogamente
para G/H). O

Observagao 3.1.2. Seja ® : G x M — M uma acao de grupo de Lie nao necessariamente

livre, nem proépria. Considere o diagrama:

G
TR O NPy (3.1.1)
GGy — M

Jp

onde G, = {g € G|®(g,p) = p} é o estabilizador de p, e onde j, : G/G, — M esta
definida por

Jp (Tr(9)) = ®p(g).

A aplicacao mr sendo uma submersao sobrejetiva, temos que j, é suave, se somente se,
d,, é suave, o que é o caso. Além disso, é facil verificar que j, € injetiva e que j,(G/G,) =

Orb(p).

Definicao 3.1.3. Seja &1 : G X M — M e &, : G x N —> N duas agoes de um grupo
de Lie GG sobre as variedades M e N. Dizemos que f : M — N ¢é equivariante se para

todo g € G, tem-se

fo(®1),=(P2),0f.

Proposicao 3.1.4. Seja ® : G x M — M wma a¢dao nao necessariamente livre nem

propria, e seja p € M. Entao,
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(i) A aplicagao
G x G/Gp, — G/G,,

<g7 7T-R(h)) — T‘-R(gh)7
€ uma acao a esquerda suave e transitiva.
(i1) A aplicagdo j, : G/G, — M, wr(g) — ®,(g9) € uma imersao injetiva cuja

imagem é Orb(p). Além disso, € equivariante, isto é
Jpo ¥y = g0 jp,

para todo g € G.
(i1i) A orbita de p, Orb(p), € uma variedade imersa de M de dimensdo dim(G) —
dim(G,), e a agdo natural de G sobre Orb(p), dada por G x Orb(p) — Orb(p), (g,p) —

®(g,p), € suave e transitiva.

Demonstra¢ao. Vamos provar (i) . Afirmemos que U estd bem definida. Com efeito se
mr(h) = wr(h'), com h,h' € G, entdo existe A € G, tal que h = h'A. Multiplicando por
g, obtemos gh = gh’\, donde mg(gh) = mr(gh’). Isso mostra que ¥ estd bem definida.

Temos que ¥ é uma acao a esquerda. Com efeito

\Il(evﬂ-R(g)) = WR(GQ) = WR(Q);
V(g, V(g mr(h)) = V(g,mr(g'h)) = ¥(g,7r(g'h)) = V(g9 mr(h)),

para quaisquer ¢g,¢" € G.
Para ver que W é transitiva, basta observar que para todo ¢ € G, Orb(mg(c)) =
{mr(g.c)|g € G} = 7pr(G) = G/G,. A suavidade de ¥ vé-se da seguinte maneira.

Considere o diagrama:
GxG & G

Idxmrl O |7gr
G x G/G, > G/G,.
A aplicacao Id x mg sendo uma submersao sobrejetiva, temos que W é suave, se somente
se, Tr © M € suave, 0 que € 0 caso.
Vamos provar (ii). Mostremos que j, ¢ uma imersdo usando as férmulas:
Sy =Jpomr
P (3.1.2)
®,0L, =d,0d,.
A primeira férmula é simplesmente a defini¢ao de j, enquanto a segunda férmula decorre
do fato de ® ser uma agao.

Sejam g € G e u € T,G tais que,

(jp)*-/(R(g) (TFR)*gu = 0.
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Vamos mostrar que (7g).,u = 0. Aplicando a regra da cadeia obtemos:

(Jpomr)s,u=0 & (P,),,u=0
& (Pp)s, (Lg)s, (Lg) u=0
& (Dpo Ly (Lg)*_glu =0
S (Pg0®,)..(Ly);,u=0,
(

Dy) ey (Pp)u, (Lg-1)x,u = 0.

Levando em conta o fato de ®, ser um difeomorfismo e usando a férmula g, = Ker(®,).,

(veja Proposicao 2.6.12) obtemos entao:

(jp © 7TI%)*QU/ = 0 And ((Pp)*e(Lgil)*gu - O
& (Lg1)s,u € g, = Lie(Gp)

& u€ (Lg)e 0y

Assim,
Ker(jpomr)s, = (Lg)s.9p- (3.1.3)

Afirmagao: Jerpie € Injetiva, se somente se,
(Lg)s.8p = Ker(mg)x,. (3.1.4)

Demonstragao (da Afirmagdo): Suponha que j, seja injetiva. Seja u = (L,)..£ €

mr(9)

(Lg)+.8p, com & € g,. Pela igualdade (3.1.3), (j, 0 7r)s,u = 0, donde

(jp)*wR(g) (ﬂ-R>*gu =0 = (ﬂ-R>*gu =0

= u € Ker(mg)s,.

Isso mostra a inclusao (Lg).. g, € Ker(ng),,. Para mostrar a outra inclusdo, tome u €

T,G tal que (mg)s,u = 0. Temos trivialmente que (j,)..  (7r)«,u = 0, donde pela

R(9)
igualdade (3.1.3), u € (L,)+. g, Isso mostra a outra inclusg(o. Segue-se que (Lg).. 0, =
Ker(mg)s,.

Suponha agora que (Lg)..g, = Ker(mg).,. Seja (), u € Ker(jp)wrp(g)- Temos
entao que (Jp)s, ) (Tr)s,u = 0, 0 que implica pela igualdade (3.1.3) que u € (Lg)., 5.
Mas como (Lg).. g, = Ker(mg)., por hipétese, concluimos que u € Ker(mg).,, ou seja,

(TR)x,u = 0. Assim Ker(jp). = {0}. Isso conclui a demonstrac¢ao da afirmagao.

~r(9)
Para mostrar a igualdade (3.1.4), veja que G, e 9.G,, = L,(G,) sado duas subvari-
edades de G (pois ), é uma subvariedade e L, é um difeomorfismo) e que Lg| a Gy —

9.G), ¢ um difeomorfismo de G, sobre g.G,. Isso implica que

Tg(9~Gp> = (Lg)*eTe(Gp) = (Lg)*efp- (3.1.5)
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Por outro lado, 7p : G — G/G, é uma submersao cuja fibra acima de 7g(g) é a

subvariedade ¢.G,, isto é, ' (7r(g)) = g.G,. Segue que,
Ty(9.Gp) = Ker(mg)s,- (3.1.6)

Comparando as equagoes (3.1.5) e (3.1.6), obtemos a equagao (3.1.4). Segue dai e da
afirmacao acima que j, ¢ uma imersao. A equivariancia pode ser verificada imediatamente.

Para mostrar o item (%ii), damos ao conjunto Orb(p) a unica estrutura de va-
riedade que torna j, : G/G, — Orb(p) um difeomorfismo e aplicamos os resultados

anteriores. O

Corolario 3.1.5. Seja ® : G x M — M uma ac¢ao de um grupo de Lie G e sejap € M.

Se G € compacto, entao Orb(p) € uma subvariedade mergulhada de M.

Demonstragao. O conjunto G/G, sendo compacto (pois G/G, = mr(G) é a imagem do
compacto G pela aplicacdo continua 7g), segue-se que j, ¢ um mergulho. Assim, Orb(p) =

Jp(G/G,) é a imagem de um mergulho, e portanto ¢ uma subvariedade mergulhada. [

Corolario 3.1.6. Seja @ : G x M — M uma ac¢ao de um grupo de Lie G. Dado p € M,
a aplicagdo ®, : G — Orb(p), g — ®(g,p) € uma submersao sobrejetiva.

Demonstracao. Basta considerar o seguinte diagrama comutativo:

G

TR O\ q)p
G\Gp - Orb(p)
JIp

e usar o fato de mg : G — G/G,, ser uma submersdo sobrejetiva. O

Proposicao 3.1.7. (Caracterizagio dos espa¢os homogéneos) Seja ® : G x M — M

uma agao transitiva de um grupo de Lie G e seja p € M. Entao a aplicacdo

. G/Gp — Ma
Ip -
mr(g) — (g, p),

¢ um difeomorfismo equivariante, isto €, que satisfaz
Ip(¥g(mr(R)) = @4(jp(mr(R))),
para todos g, h € G.

Demonstragao. Segue do fato que j, : G/G, — M é uma imersao injetiva cuja imagem

é M = Orb(p), e do fato de que uma imersao bijetiva ¢ um difeomorfismo?. O

Weja [11].
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3.2 Fibrados principais

Definicao 3.2.1. Sejam P e M duas variedades e seja G um grupo de Lie. Um fibrado
principal com grupo de estrutura G é uma aplicacao m : P — M sobrejetiva de classe
C®°, junto com uma acao ® : G x P — P tais que,

e m1od, = para todo g € G,

e para todo p € M, existem um conjunto aberto U C M contendo p e um

difeomorfismo 1 : 77 1(U) — G x U, chamado de trivializacao, tal que o diagrama

~w) B oaxu
™\ O
U

comuta, onde my : G x U — U, (g,p) — p,

e cada trivializacao 1 é G-equivariante, isto é,
o ®y = (Lygx Id|,) o
para todo g € G, onde L, X Id‘U :GxU— GxU, (hu)— (gh,u).

Observagao 3.2.2. Decorre da relagao o ®, = 7 que qualquer conjunto da forma 7= (U),
onde U C M é um conjunto arbitrério, é G-invariante, isto é, para todo g € G, @,(7~1(U)) C
7~ Y(U). Em particular, se ¥ : 77 1(U) — G x U é uma trivializagao, entao faz sentido

considerar a composta W o ®,.

Exemplo 3.2.3. O produto P = G x M ¢ trivialmente um fibrado principal, com a
projecao m: G x M — M, (g,p) — p e a agao:

Gx(GxM)— Gx M,

(9, (h,p) — (gh, p).

Uma trivializagao (global) de P é a aplicacao identidade do conjunto G' x M. Esse fibrado

é chamado de fibrado trivial.

Observagao 3.2.4. Define-se também fibrados principais 7 : P — M onde o grupo de
estrutura G atua a direita (diz-se entdao que 7 : P — M é um fibrado principal a direita).

Nesse caso, as trivializagoes sao aplicagoes
Y (U) — U x G,

tais que o diagrama

e
™\ O vm

U
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comuta, e tal que
o ®y = (Id|, x Rg) ot

para todo g € G.

Exemplo 3.2.5. Seja M uma variedade de dimensao n e seja T'M o seu fibrado tangente.

Dado p € M, definimos
B,(TM) = {(u1,...,u,) € T,M x ... x T,M |uy, ..., u, sao linearmente independentes} .
Note que um elemento de B,(T'M) é simplesmente uma base ordenada de 7, M. Definimos
B(TM) = U B,(TM), (unido disjunta)
peEM

e denotamos por m : B(T'M) — M a projecao que associa a uma base de (vy, ..., v,)
de T,M o ponto p € M. Mostra-se que 7 : B(T'M) — M ¢é um fibrado principal a
direita com grupo de estrutura G = GL(n,R) . Este exemplo é conhecido como fibrado

dos referénciais ou fibrado das bases (veja [14]).
Observagio 3.2.6. Se ¢ = (k,7) : m 1 (U) — G x U é uma trivializagao, entao para todo
pen 1 (U) e todo g € G, as fungoes coordenadas de 9 satisfazem:

K(Py(p)) = gr(p),
7(Py(p)) = 7(p).

(3.2.1)

Observagao 3.2.7. Seja w : P — M um fibrado principal com agao associada ® : G x
P — P. Defina ® : G x P — P, (p,g) — ®(g7%,p). Verifica-se que ® é uma acio
a direita relativamente a qual m : P — M se torna um fibrado principal a direita; se
Y = (k,7) : 7 HU) — G x U é uma trivializacdo a esquerda, entdo ¢ = (7,k71) :

7 HU) — U x G é uma trivializagao a direita.

Lema 3.2.8. Seja m : P — M um fibrado principal com grupo de estrutura G e ag¢ao
®:G x P— P. Entao:

(i) a agao ® € livre e propria,

(ii) a aplicacio m : P — M € uma submersao de posto dim(P)—dim(G), e para
todo p € P, m=Y(m(p)) = Orb(p),

(111) dim(M) = dim(P) — dim(G).

Demonstracao. Para mostrar que ® ¢é livre, tome p € P arbitrario. Devemos mostrar que
G, = {e}, ou seja, que se ®(g,p) = p, entdo g = e. Como 7 : P — M ¢é um fibrado
principal, existem um aberto U C M contendo m(p) e uma trivializagdo equivariante
Y= (k,7): 71 (U) — GxU. Logo se g € G é tal que ®,(p) = p, entdo, Yo®d,(p) = ¥ (p),
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o que implica pelas féormulas em (3.2.1) que gr(p) = x(p). Multiplicando por (p)~*,

obtemos g = e. Isso mostra que ¢ é livre.

Mostraremos que ¢ é prépria usando a caracterizagdo com sequéncias (veja Pro-
posigao 2.6.21).

Sejam (gn)nen € (Pn)neny duas sequéncias de G e P, respectivamente, tais que
(Pn)nen € (P(gn, Pn))nen convergem em P. Devemos mostrar que (g,)nen possui uma
subsequéncia convergente.

Seja p € P o limite de (p,)nen. Como 7 é um fibrado principal, existe um
conjunto aberto U C M contendo m(p) e uma trivializagdo equivariante ¢ = (k,7) :
7 1(U) — G x U. Pela continuidade de m em p, existe ny € N tal que para todo n > ng,
7(pn) € U. Além disso, a relagdo m o &, = 7 implica que 7(P(gn, pn)) = 7(pn) € U desde
que n > ng, donde, ®(g,,p,) € 7 (U) desde que n > ng. Sem perda de generalidade,
podemos supor ng = 0 . Temos entao que (pn)nen € (P(gn, Pn))nen s@o duas sequéncias
de pontos em 7 1(U) cujos limites pertencem ao conjunto 7~ (U). Pela continuidade
e pela equivariancia de ¢ = (k,7), segue-se que (K(pn), 7(Pn))nen € (gnk(Pn); T(Pn))nen
sao duas sequéncias de G x U que convergem em G X U. Em particular, (k(p,))nen €
(gnk(Pn) )nen, sdo duas sequéncias convergentes de G. Mas como sabemos (veja Proposi¢ao
3.1.1), a multiplicagdo a esquerda é uma acao prépria de G sobre G, donde existe uma
subsequéncia convergente (g, )nes de (gn)nen que converge em G. Segue-se que ® é prépria.
Concluimos assim a prova de (7).

Seja p € P. Vamos mostrar que 7~ (7(p)) = Orb(p).

A inclusdao Orb(p) C 7 *(w(p)) decorre imediatamente da relagao mo ®, = T.
Seja agora q € 7 !(m(p)). Escolha um aberto U € M contendo 7(p) e uma trivializacao
Y = (k,7): 7 1(U) — GxU. Note que g pertence ao conjunto 7~ *(U) que é o dominio de
definigao de v, e portanto podemos considerar o ponto ¥ (q) = (k(q), 7(¢)). Note também
que 7(q) = 7(p), pois w(p) = 7w(q) e T = Mo Y = W‘ﬂ_l(U), onde m : G x U — U,
(g,u) — ueT=myo1). Assim,

vig) = (k(g),7(q)) = (r(q), 7(p))
(r(@)(s(p)"K(p), 7(p))

= (Lesen 1 % Idu) (5(p), 7(p))
(L) won— * 1du) ((p))

= (P4(p)),

onde g = k(q)k(p)~*. A aplicagdo 1 sendo injetiva, segue-se que ¢ = ®,(p). Isso mostra
a inclusao 7! (7 (p)) C Orb(p).

Vamos mostrar que 7 é uma submersao. Seja p € P. Escolha um aberto U C M
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contendo 7(p) e uma trivializacao ¢ : 7~ 1(U) — G x U. Como 7 = my 0 ¢, entao

Ty = (7T2 © 2/))*p = (T‘-2>*w(1>)w*?'

Como ¢ é um difeomorfismo, 1,, ¢ um isomorfismo linear, e portanto, m,, ¢ sobrejetiva

se somente se (7r2)*w( : é sobrejetiva, o que é obviamente o caso. Isso mostra também que
p

o posto de 7 é dim(M), e que dim(P) = dim(M) + dim(G). O

Proposicao 3.2.9. Seja m: P — M um fibrado principal, com grupo de estrutura G e
acao ® : G x P — P. Seja®: P — G\P a aplicacio quociente. Entio a aplica¢ao

G\P — M,
7(p) — 7(p),

estd bem definida e € um difeomorfismo.

Demonstrag¢ao. Primeiro vamos mostrar que ¢ estd bem definida.

Suponha que 7(p) = 7(q). Existe entdao g € G tal que p = ®(g,q), e como
7w o ®, = 7 para todo h € G, temos entao que 7(p) = 7(P(g,q) = 7(q). Isso mostra que
7(p) = m(q) e implica que ¢ estd bem definida.

Afirmemos agora que ¢ é bijetora. Sejam p,q € P. Levando em conta o Lema

3.2.8 (que diz que 7~ (7w (p)) = Orb(p)) temos que:
m(p) =n(q) = 7 '(n(p)=7"'(n(q)),
= Orb(p) = Orb(q),
= p=7>,(q), paraalgumg e G,

(p) =7(q)

3

=

Isso mostra que ¢ é injetora.

A sobrejetividade de ¢ decorre do fato de 7 ser sobrejetiva. Note que a aplicagao
inversa ¢! ¢ dada por:
M — G\P,

m(p) — 7(p).

Mostremos agora que ¢ é suave. Consideramos o seguinte diagrama comutativo:

P
Ty O \(T
G\P ? M

Pelo Lema 3.2.8, w é uma submersao sobrejetiva. Assim, ¢ é suave se e somente se, ¢ o T

é suave, 0 que € 0 caso.
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A suavidade de ¢! mostra-se de maneira andloga, considerando o diagrama:

P
Ty O N\

]

Teorema 3.2.10. Seja ® : G x M — M uma ag¢ao livre e propria de um grupo de Lie

G. Entao a aplicacdo quociente,
m: M — G\M,
¢ um fibrado principal com grupo de estrutura G e ag¢ao .

Demonstracao. Sejap € M. Como @ é livre e propria, existe um slice S C M contendo p e
tal que (por defini¢ao de um slice) a restri¢ao de ¢ ao conjunto G x .S é um difeomorfismo
sobre sua imagem.

Seja entao,

Vg : (G x S) — G x 8,

a aplicagao inversa de q)‘ axs'
Lembremos que (veja Secao (2.6)):

e Us é uma aplicacao equivariante, isto é, para todo g € GG, tem-se:
\IJS o (I)g = (Lg X Idg) o \115',
e 0 seguinte diagrama é comutativo:

G xS 2S5 GxS

T\ O v T
w(S)~ S

. (S,ﬂ'ls) é uma carta de G\M e 7~ }(7(S)) = ®(G x 9).
Dali, vé-se que as aplicacoes da forma Wg, onde S é um slice de M, fornecem uma
familia de trivializagoes de M que torna « : M — G\ M um fibrado principal com grupo

de estrutura G e acao . n

Observacgao 3.2.11. Segue da Proposicao 3.2.9 e do Teorema 3.2.10 que a nocao de fibrado

principal e a de uma acao livre e prépria sao equivalentes.
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3.3 Acoes hamiltonianas e 6rbitas coadjuntas

Seja G um grupo de Lie com algebra de Lie g. Denotamos por GL(g) o grupo
das aplicacoes lineares invertiveis de g para g. Lembramos que a representagao adjunta
de G é a aplicacao Ad : G — GL(g), definida por:

Adyg(§) = (Rg-1 0 Ly).. &, (3.3.1)

onde g € G, £ € geeéo elemento neutro de G. Lembramos também que a derivada
de Ad no ponto e é denotada por ad : g — L(g,g), onde L(g,g) denota o espaco das

aplicagoes lineares g — g.

Definigao 3.3.1. Seja G um grupo de Lie com algebra de Lie g, e seja g* o seu dual. A
representacdo coadjunta Ad* é a aplicacdio G — GL(g*) definida pela férmula

(Adiar, &) = (o, Ady€), (3.3.2)
ondege G ,acg-efeg,eonde (,):g"xg—R, (&) — a(f).

Verfica-se facilmente que a aplicacao Ad* é uma representagao de G sobre g*,
isto é Ad; = Id e Ady;, = Ad; o Adj, para todos g,h € G. Além disso decorre facilmente
da suavidade de Ad : G — GL(g) e da suavidade de i : G — G, g — g™, que
Ad* : G — GL(g*) é suave.

Denotaremos por ad* : g — L(g*, g*) a derivada de Ad* no ponto e, isto é,
ady = (Ad”)..¢,

para todo £ € g.

Observagao 3.3.2. As orbitas de Ad* em g* sdo chamadas de drbitas coadjuntas. Assim

um conjunto O C g* é uma Orbita coadjunta se e somente se, existe § € g* tal que:
O ={Ad;3|g € G}.
Dado o € O, mostra-se entao por meio do Corolario 3.1.6 que
1,0 = {ad;a &gl
Um resultado importante da geometria simplética é que a formula,
(wo)a (adta, adya) = (o [€.1])

define uma forma simplética em O chamada de forma simplética de Kirillov-Kostant-

Souriau (veja [1]).
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Definicao 3.3.3. Seja G um grupo de Lie com algebra de Lie g e seja & : G x M— M
uma agao a esquerda. O campo funtamental de £ € g = Lie(G) é o campo de vetores &y,

em M definido por:

(€)= | Pleap(tE).p) 3.3.3)

Para ver que &, é suave, considere a aplicacao,

Rx M —s M,
(t,p) — ®(exp(ts), p).

Para p € M fixado, a aplicaggo R — M, t — ¢(t,p) é um grupo a l-parametro (isso
decorre das propriedades da aplicacao exponencial, veja Proposicao 2.2.5 e Observagao
2.2.6) cuja derivada em ¢ = 0 é o vetor (§y7),. Assim, ¢ é o fluxo de &;. Sendo um fluxo
suave, £y ¢ um campo suave (veja [11]).

Note que,

(€)= G| Bulesplte) = (@), ¢

Lema 3.3.4. Seja p € M arbitrario. Entao,
(1) T,(G.p) = {(gM)p cT,M |£ € g},
(1) Lie(Gy) = {€€g] (6m), =0},
onde G.p = Orb(p) € a orbita de p e G, € o estabilizador.

Demonstracao. Basta observar que:

(1) (€m), = (Pp)s.&;s
(2) ®,: G — G.p, g — ®(g,p) é uma submersao (veja Coroldrio 3.1.6),
(3) Lie(G,) = {¢€ € g| (®))..& = 0} (veja Proposicao 2.6.12). O

A seguir, usaremos a notacao g.p = 1,(G.p) e g, = Lie(G,).

Defini¢ao 3.3.5. Seja (M, w) uma variedade simplética, e seja G um grupo de Lie. Uma
acao ¢ : G x M — M é dita simplética se ela preserva a forma simplética, isto é, se para

todo g € G, Pyw = w.

Defini¢ao 3.3.6. Seja (M, w) uma variedade simplética. Uma acao simplética ¢ : G X

M — M é hamiltoniana se existe uma aplicacao G-equivariante,
J: M — g,
chamada aplicagao momentum, que satisfaz para todo £ € g,
w(&y, ) =dJ¢,  (igualdade de 1-formas) (3.3.4)

onde J*: M — R, pr—= (J(p),E) e (,):g"xg—R, (a,&) — alf).
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A “G-equivariancia de J” deve ser entendida relativa as agoes ® e Ad*. Assim,

J é G-equivariante significa que para todo g € G,
Jod, = Ad; o J.

Um quédruplo (M,w,®,J), onde (M,w) é uma variedade simplética e & : G X
M — M é uma acao hamiltoniana com aplicagao momentum J é chamado de G-espaco

Hamiltoniano.

Exemplo 3.3.7. Seja (S?, w=det) a variedade simplética considerada no Exemplo 1.3.4.
Lembramos que det = j*«, onde j : S? < R3 é a aplicacdo de inclusdo e a é a duas
formas de R? definida por a,(u, v) = det(p, u,v), onde p,u,v € R3. Afirmemos que a ac¢ao
®: St x S? — S? definida por:

) 6 — 0
<1><9<xy>>:(<n9 7; )(”y”))

¢ hamiltoniana, com aplicacao momentum,
S? — Lie(S') @ R,
(x,y,2) — z
(descreveremos mais adiante a identificacao Lie(S') = R).
Para ver que ® : St x §? — S? & simplética, tome 6§ € R, e defina:

R3 — R3,

R(0) = cost) —send x
(x,y,2) — , 2
senfl  cosf Y

Dados p = (z,y,2) € R? e u,v € T,R* = R? temos, levando em conta a linearidade de
R(0), que:

((R(0)) ), (u,v) = ar@p(R(0).,u, £(0).,0),
= arep (R(O)u, ( )v)
= det(R(0)p, R(0)u, R(0)v)
= det(R(0))det(p,u,v)
= det(p,u,v) = a,(u,v),

onde usamos que o determinante de uma rotacao ¢ igual a 1. Assim (R(f))*a = « para
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todo 0 € R. Usando a relagao R() o j = j o ®ie, temos entao que:

(Peo) w = (Peio)”
= (jo®u) a
= (R(0) o))
= JR(0)"a

= J'a=w.

Portanto, ® é simplética.

Antes de mostrar que ¢ hamiltoniana, vamos esclarecer a identificacio Lie(S') =

R usada acima.

Seja m: R — S, 0 — €. E bem conhecido na geometria diferencial que 7 é

um recobrimento. Logo a derivada de m em 0,
Ty : TOR 2 R — T1S* 22 Lie(S"), (3.3.5)

é uma bijegao. Usamos (3.3.5) para identificar R e Lie(S'). Além disso, 7 é um homo-

morfismo de grupos de Lie, o que implica pela Proposicao 2.4.2 que para todo £ € R,
€TPst (7'(-*05) = W(eprf).

Como expg = Idg, obtemos,

expg (€)= €.

Identificando R e Lie(S') por meio de (3.3.5) temos entao que expsi : R — St é dada

por,
expgi (€) = €, (3.3.6)

onde ¢ € R. Dai, podemos calcular o campo fundamental de £ € R & Lie(S?) :

(€l = | Plernlt9).1)
d

- | ® 173
it (e",p)

B i costé  —senté x B
- dt 0 senté  costé Yy ’
()06

£ 0 v )

= (=&y, &x, 0) = &(—y,x,0).

Assim (s2), = §(~y, 7,0).
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Considere agora a aplicagao J : S? — R* = Lie(S")*, definida, para p =
(r,9,2) € S? e £ € R, por:
<J(Ivy7 Z)7§> = z¢€.
Note que J¢ : S? — R,(z,y, 2) — 2£. Vamos mostrar que para todo £ € R,
w(s2, ) =dJ*(.).

Dado p = (z,y,2) € S? e u = (u1,us2, u3) € T,5?, temos que:

wp<5527u) = d€t<p7£<_y7x70)7(u17u2?u3))

T -y U
= {ly = u
z 0 us

= {zlbel -yl dul+=z e
= & [2%us + yPus + 2(—yug — 2uy)]

e como —yuy — xuy = zug (pois (uy,uz,uz) € T,5% = {v € R?*| (p,v) = 0}), segue que

wp(€s2,u) = E(xPus + yPus + 27us)
= Cus(a® +y" +27)
= Cus. (3.3.7)

Por outro lado, dada uma curva a(t) em S? satisfazendo «(0) = p e @(0) = u, temos que

dJ(u) = J, (u),
d

dt
d
E 0043 (t>§7

= ugt. (3.3.8)

T (a(t)),

0

Comparando (3.3.7) e (3.3.8) obtemos a igualdade,
w (g2, . ) = dJ",

que vale para todo £ € R.
Segue-se que J : S? — R* é uma aplicagao momentum (note que J é equiva-
riante, isto é, J o &, = J). Identificando R e R* por meio da métrica euclidiana, essa

aplicagao é simplesmente a aplicacao,
J(z,y,2) = 2.

Concluimos que (S?,w = det, ®, J) é um S*-espago hamiltoniano.
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Figura 3.3.1: O exemplo e mais simples do Teorema de convexidade de Atiyah-Guillemin-

Strenberg.

Observacao 3.3.8. Neste exemplo, a imagem da aplicacdo momentum é o conjunto convexo
em R gerado por —1,1 que sdo as imagens por J dos pontos fixos (0,0,—1) e (0,0, 1),
respectivamente (veja figura (3.3.1)). Isso é um caso particular do Teorema de convexidade

de Atiyah-Guillemin-Strenberg.

Exemplo 3.3.9. Seja G um grupo de Lie e H um subgrupo de Lie de G. Denotamos por

1 : b — g a aplicacao de inclusao e por +* : g* — h* a aplicacao definida por

(i*(@), &) = {a,i(€)) ,

onde a € g* e £ € h. Suponha que (M,w, ®, J) seja um G-espago hamiltoniano. Entao é

facil verificar que a acao de H em M é hamiltoniana com aplicacao momentum,
-k %
"o : M —b".

Exemplo 3.3.10. Fazendo a seguinte identificacao C" = R?" | temos que (C", wp) é uma
variedade simplética munida da forma simplética canonica wy (veja Proposicao 1.3.3).

Dados 64, ...,0, € R, mostra-se que a acao ¢ : T" x C* — C" definida por,
i0 0y, (0 i0r,
(€ o, e”™) (21, ey 2n) = (€ 21, oy €7 2,
¢ hamiltoniana com aplicacao momentum J dada por,

C"— (R")*=R"
(21, e 2) > —2 (||,21||2 s ||Zn||2) + constante.
Mais adiante explicaremos as identificacoes C" = R** e (R")* = R". O quédruplo

(C™, wy, @, J) é chamado de T"-espaco hamiltoniano.



67

Exemplo 3.3.11. Seja ® : G x M — M uma acao de um grupo de Lie G. Definimos
uma acao ¢, : G x T*M — T*M pela férmula:

(@.9.0), (@), 0) = (a,u),

onde « € TyM, u € T,M e g € G. Essa agao ¢ chamada de “lifted action”. Definimos
também a aplicacao:
J:T"M — g*,

por:
(J(ap), &) = (ap, (Em)p)
onde oy, € TyM e £ € g. Mostra-se que (T*M,w = —df, ®,, J) é um G-espago hamiltoni-

ano (veja[l]), onde w é a forma simplética canonica do fibrado cotangente (veja Teorema

1.3.5)

Exemplo 3.3.12. Seja O C g* uma orbita coadjunta de um grupo de Lie G munida da
forma simplética de Kirillov-Konstant-Souriav w (veja Observagao 3.3.2). Seja j : O C
g" a aplicagao inclusdo. Mostra-se entao que (O,w, Ad*,j) é um espac¢o hamiltoniano

(veja[1]).
Proposicao 3.3.13. Seja (M,w, ®,J) um G-espago hamiltoniano, e seja p € M. Entdo,

Im(J.,) = g, (3.3.9)
Ker(J,,) = (9.p)", (3.3.10)

onde g; C g*, € o aniquilador de g, e onde (g.p)*» ¢ o ortogonal simplético de g.p no

espago simplético (T,M,w,).
Demonstracao. Seja p € M arbitrario. Por definicao da aplicacao momentum, temos que
W((Em)pru) = (dI)y(u), (3.3.11)

para todo £ € g e todo u € T,M. O segundo membro pode ser reescrito como

(@), () — %Om(m
d
- 4| vewe
— %O(evgoj)(a(t»v

onde eve : g* — R, a — «a(§). Por linearidade de evg,

d d

i, (eveo ) ) = eve( )

dt|, J(a(t)) = eve(J,u) = (Jo,u, &) .
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Podemos entao reescrever (3.3.11) como,

W((€apru) = (o (1), €)

Decorre imediatamente dessa férmula que Ker(J.,) = (g.p)*.
Vamos mostrar a igualdade Im(J,,) = g,. Seja a = J,u € Im(J,,). Levando

em conta a igualdade g, = {5 €g } (Em)p = O} , temos que para todo £ € g,,

(,6) = (Ju.8)

= w((Ear)p,w)

= w(0,u)

= 0.
Isso mostra a inclusao I'm(J,,) C g;. Para mostrar que é uma igualdade, basta mostrar
que

dim(Im(J.,)) = dim(g,). (3.3.12)

Para mostrar (3.3.12), note que:
o dim(Im(J.,)) + dim(Ker(J.,)) = dim(M) (Teorema do ntcleo e da imagem),
(
o Ker(J,,) = (g.p)*" (veja acima),
o dim ((g.p)*r) = dim(T,M) — dim(g.p) (veja Lema 1.1.9)

Segue desses pontos que (3.3.12) é equivalente a

e dim(g,) + dim(g,) = dim(g) (veja equacao (1.1.2)),

dim(g) = dim(g.p) + dim(g,),
e essa ultima igualdade decorre trivialmente do Teorema do nicleo e da imagem pois,
g.p=1Im(®d,),, e g, = Ker(®,)... A proposicao segue. ]

Corolario 3.3.14. Seja (M,w,®,J) um G-espago hamiltoniano. Suponha que para todo
pe M, g,={0} (diz-se que ® ¢ localmente livre). Entio J é uma submersao sobre um

conjunto aberto de g*.
Observacao 3.3.15. Uma acao livre é sempre localmente livre.

Corolério 3.3.16. Seja (M,w,®,J) um G-espago hamiltoniano. Se ® € transitiva, entdo

J € uma imersao.

3.4 Reducao Simplética

Lema 3.4.1. Seja K C G um subgrupo de Lie fechado do grupo de Lie G, e seja ® :
G x M — M uma acgado livre e propria. Suponha que uma subvariedade N de M seja
K-invariante (isto €, ®,(N) C N para todo g € K ). Entao, a ag¢do induzida de K sobre

N € suave, livre e propria.
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Demonstra¢ao. Considere a seguinte aplicagao:

K x N — N,
(k,n) — ®(k,n).

(3.4.1)

Por hipotese K C G é um subgrupo de Lie fechado, o que significa que K ¢ uma
subvariedade de G (veja Definigdo 2.5.2). Assim podemos considerar a subvariedade
K x N CGx M. Como N é K invariante entdao ®(K x N) C N, isso mostra que ® estd
bem definida.

Para ver que ® é suave, considere a aplicagao inclusao i : N < M. Assim,
d=4700.

Portanto ® é suave, se somente se, ® e 7 é suave o que é o caso. Além disso P é a restricao
de uma aplicacao suave.

Para ver que ® é livre, veja que para todo g € G temos que

®(g,p) =p = ®(g,p) = ®(g,p) = p,

mas como ¢ é livre por hipotese, entao g = e. Isso mostra que @ ¢é livre.
Para mostrar que ® ¢é propria , usaremos a Proposicao 2.6.21.

Seja (kp)nen uma sequéncia em K e (p,)neny uma sequéncia em N tal que:

pn—>p € N,

O(kp,pn) — h € N.

Vamos mostrar que existe uma subsequeéncia (ky; )n,er , onde I C N, da sequéncia (ky,)nen
que converge em K.

Como (pn)nen € uma sequéncia em N C M, entdo (p,)nen é uma sequéncia em
M. Como N é subvariedade de M, a topologia de N é a topologia induzida de M, entao
pn converge para algum p € M. Analogamente ®(k,,p,) é uma sequéncia em N C M,
entdo é uma sequéncia em M, assim ®(k,,p,) converge para algum h € M.

Como ®(k,,p,) = ®(kn,p,) e ® é prépria, podemos concluir que existe uma
subsequéncia (K, )n,ercn de (kn)nen que converge para ko € G na topologia de G. Por
hipétese, K é subgrupo de Lie fechado, ou seja K é fechado em G (veja Teorema 2.5.6), e
como K ¢é induzida pela topologia de G, entao (ky, )n;ercn converge para ky € K. Portanto
® é prépria, o Lema segue. O

Vamos aplicar esse lema a seguinte situacao:

Seja (M,w, @, J) um G-espago hamiltoniano. Dado p € g*, denotaremos por G,

o estabilizador de p em relacao a Ad*, isto é,

G“::{QEG‘AdZu:u}.
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Sejam g € G, e p € J*(p). Pela equivariancia de J, temos que:
J(2(g.p)) = (Adg 0 J) (p) = Ady () = po.
Assim, ®(g,p) € J'(n) o que implica que J~*(p) é G, —invariante.

Proposicao 3.4.2. Seja (M,w,®,J) um G-espago hamiltoniano e seja u € g*. Suponha
que ® seja livre e propria e que J 1 (u) # 0. Entao,

o J é uma submersdo, em particular, J='(u) é uma subvariedade de M.

e O espago M, = G, \J (1) € uma variedade.

e A aplicagio quociente m, : J () — M, é uma submersao sobrejetiva.

Demonstracao. Esses resultados decorrem diretamente do Teorema 2.7.1, do Corolario
3.3.14 e do Lema 3.4.1. O

Observagao 3.4.3. A aplicagao 7, : J*(u) — M, é um fibrado principal com grupo de

estrutura G/,.

Teorema 3.4.4. (Marsden-Weinstein-Meyer) Seja (M,w, ®, J) um G-espago hamiltoni-
ano e seja pu € g*. Suponha que ® seja livre e prépria e que J () # 0. Entdo, eriste

uma unica forma simplética w, em M, = G,\J (1) caracterizada pela férmula:

* ok
Wy = 1w,

onde i : JHu) — M € a aplicagao de inclusao. O par (M,,w,) € chamado espago

simplético reduzido de (M,w,®,J) em p.

Observacao 3.4.5. Em vez da hipotese,
(a) ® € livre e propria.
Poderiamos enunciar o Teorema 3.4.4 com a seguinte hipotese:
(b) € g* é um valor regular de J e a a¢do de G, sobre J~!(y) é livre e prépria.
O ponto importante, que se verifica tanto com a hipétese (a) quanto a (b), é que
J Y w) — G, \J ' (n) é um fibrado principal.
Para mostrar o Teorema 3.4.4 precisamos de alguns resultados preliminares.

A seguir, denotaremos por ad* : g — L(g*, g*) a derivada de Ad* : G — G L(g*)
no ponto e, e por g, a algebra de Lie de G, = {g € G ‘ Adyp = p}.

Lema 3.4.6. Temos as sequintes formulas:
(i) <ad§a,n> = —(a,aden), onde {,m € g e a € g¥,
(ii) g, = 1€ € g | adzp = 0},
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Demonstrag¢ao. Primeiro vamos provar (i). Sejam « € g* e £ € g. Por definigao de Ad*,

temos que:
(Adia, &) = (a,Ady-§), (3.4.2)

para todo g € GG. Consideremos as aplicacoes lineares,
e cv,: L(ghg*) — g% I = (),
o cve: L(g,g) — g, L —1(§),
o ke g — R, a— (a,§),
e ko0 — R & (a,8).

A equagao (3.4.2) reescreve-se como,
(kg oev, 0 Ad*)(g) = (kaoeveo Adoi)(g), (3.4.3)

onde i : G — G, g — g~1. Derivando a equacio (3.4.3) no ponto e e na diregao n € g,
obtemos

Ke O €Ug O ad;“7 = Kq O eUg 0 ad 0 i, 1,

e como i,,n = —n (veja Lema 2.1.4), segue-se que,
K¢ © €Uy 0 ad, = —FKy 0 evg 0 ady,

que ¢ a formula desejada.

O item (ii) decorre imediatamente da Proposi¢ao 2.6.12 e da férmula,

Ad* (exp(t€), 1)

. d
(Ad‘u)*eg - E

% (ev, o Ad* o exp)(t€)
0

= evy(ady)
= ad¢(p),

onde ev, : L(g*,g*) — ¢, [ — (). O

Lema 3.4.7. Seja p € J~'(n). Entao Ker(itw,) = T,(G,.p), onde
Ker(inw,) = {u € T,(J () |yl v) = 0, Yo € Ty(J ()}
e onde G,,.p € a drbita de p em J~ () em relagio a agdo de G,,.

Demonstracao. Primeiro note que:

Ker(i*w,) = T,J () N (T, ()™ (3.4.4)
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Com efeito, dado u € T,J 1 (u) N (T,J ()" é Sbvio quel u € Ker(i*w,) pois, (veja
Definigao 1.1.7)

(T, ()™ = {u € T,M |wy(u,v) =0, Vv e T,J ' (n)}.

Isso mostra que T, (u) N (T, J (1)) C Ker(i*w,). A outra inclusdo decorre direta-
mente da definicao de Ker (i w,).
A aplicacdo J sendo uma submersdo, T,J '(u) = KerJ,,, e como ji vimos,

KerlJ,, = (g.p)“r. Assim, T,(J (1)) = (g.p)** , 0 que implica

T,(J 7 (w)* = gp (3.4.5)

(note que (3.4.5) é uma consequéncia do seguinte fato geral que decorre do Lema 1.1.9: se
W é um subespaco vetorial de um espaco vetorial simplético (V, Q), entao (W?)? = W).

Assim podemos rescrever (3.4.4) como:
Ker(ijwy) = (g.p) N Ker(J,,).

Por outro lado, o Lema 3.3.4, (i) implica que T,(G,,.p) = g,,.p. Portanto, devemos mostrar
que

(g.p) N Ker(J.,) = gu-p- (3.4.6)

Para mostrar essa igualdade, note que:

d
Juy (0p),, € = (J o ®y)u £ = —

E OV (T o) erplt€)) = | (J 0 By ).

0 0

Pela equivariancia de .J, o ultimo termo pode ser escrito como,

d d

—| (J o Peypire))(p) = —

> S| A 0 T0) = adid (6) = adi ().
0

‘ 0

Dai, J., (®,), & = adi(n). Levando em conta que g.p = {(®;)..& ’5 cgleg, ={¢¢€
g adip = 0}, deduzimos entdo (3.4.6). O lema segue. O

Demonstragdo. (do Teorema de Marsden-Weinstein-Meyer). Definaw, em M, = G,\J (1)

pela férmula,

(W) ru) (M)t (T0)s,0) = wplu,v), (3.4.7)

onde p € J'u) e u,v € T,J () (faz sentido definir w, dessa forma pois, 7, :
J Y (w) — M, é uma submersao).
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Primeiro vamos mostrar que w,, estd bem definida em todo ponto. Suponha que

p,q € J ' (p), sejam tais que ,(p) = 7,(q), e suponha também que

(M) syt = (Mu)ug s € (T)e,0 = (T),0, (3.4.8)

onde u,v € T,J ' (n) e u',v" € T,J ' (u). Devemos mostrar que w,(u,v) = w,(u',v").

Como 7, : J~'(p) — M, é um fibrado principal com grupo de estrutura G, a relagao
7,(p) = m,(q) implica que existe g € G, tal que ¢ = ®(g,p).

Além disso, a relagao m, o &, = 7, implica que (7)., (Pg)sp = (7u)sp donde,

levando em conta (3.4.8),

(M)4g (o), = ()0
= (M)s, [(Pg)s,u — '] = 0
= (Pg)s,u—u' € Ker((m,)s,)
= (Pg)s,u—u' € Ty(Guq)
= (Pg)s,u—u' € gu.q.

Logo existe § € g, tal que:

Analogamete, existe £’ € g,, tal que
V= (D), v+ (D)8
Agora, usando o fato de ® ser simplética e a relacdo Ker(i*w,) = g,.p, vé-se que:

Wq(ul7 V') = Wa(g,p) (((I)g)*pu + ()&, ((Dg)*pv + ((I)q)*egl)
= Wa(gp) ((Cbg)*pu, ((I)g>*pv) + wa(gp) ((Pg), U, ((I)q)*egl) + Wa(g,p) (((I)q)*e§7 ((I)g>*pv)
Fwa(gp) ((Pg)s&, (Pg)sE) -

Note que os trés ultimos termos da ltima igualdade sao iguais a zero pois sao termos da
forma w,(x, 8), com 8 € Ty(G,.q) = Ker(ijw,) (veja Lema 3.4.7). Dalf,

wa(U', V") = Way ) ((Rg)e, s (Py)i,v) = ((Bg)"w)yp(u, v).
A agao @ sendo simplética, Pyw = w e portanto,

wy(u',v") = (@;w)p(u,v):wp(u,v).

*
o

da férmula 7w, = 7;w e da suavidade de i;w. E fechada, pois

Isso mostra que w,, estd bem definida e satisfaz 7w, = i w. A suavidade decorre

I

* _ * _ -k % g% _
m,dw, = dr,w, = di,w = i,dw =1,0 =0,
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(essa ultima igualdade decorre da comutatividade do operador de De Rham e do operador
pull-back).
Finalmente, suponha que u € T,(J'(u)) seja tal que:

(w,u)ﬂ(p) ((Tr;u)*pUJ (ﬂ—,u)*pv) = 07 \V//U E ‘]_1(/’[/)
Temos entao que:
(i)l 0) = 0 Vo € T (),
o que significa que u pertence ao espaco Ker(i;w,), o qual é igual a T,,(G.p) = Ker((m,)«,)-

Assim (7,),,u = 0. Concluimos que w, é nao degenerada. O

Exemplo 3.4.8. Seja ¢ : R?*™ — C" aplicacao definida por,

O(X1y ooy Ty Y1y ooy Yn) = (21, oo Zn),
onde z, = x), + iy, k = 1, ...,n. Identificamos R?" e C" por meio da aplicacao ¢.
Seja @ : S x R?" =~ C" — C" a acao a esquerda definida por:

et (21, 2n) = (€21, ..., €% 2,).

Afirmacao: A agao ® é hamiltoniana relativa a forma simplética canonica wy de

R2" =~ C", com aplicacdo momentum J : C* — R dada por:
1 2 1 q 2 2 2
T2y = =5 el + 5, onde [l =zl + -+ 1z

(aqui identificamos Lie(S') com R por meio da aplicacio dada em (3.3.6)). Antes de
provar esta afirmacao, vamos expressar a acao ® em coordenadas reais. Note que dado
k=1,...n

ez = (cos(t) +isen(t))(zy + iyx)
= xpcos(t) — ypsen(t) + i(ygcos(t) + zxsen(t)),

donde,

e (X1, s Ty Y1, oy Un) = (w1008(t) — yrsen(t) +i(yicos(t) + zisen(t)), ...,
, Tpcos(t) — ypsen(t) + i(yncos(t) + xpsen(t))),
= (zycos(t) — y1sen(t), ..., r,cos(t) — ynsen(t),

y1c0s(t) + xysen(t), ..., yncos(t) + xzpsen(t)). (3.4.9)
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Usando uma notacao matricial, temos entao que,

eit-(xla cey Ty Y1, 7yn) =

cos(t) 0 - 0 —sen(t) 0 - 0

o .0 o .0 1 1
0 .0 S0 .0 : :

0 - 0 cos(t) 0 <+ 0 —sen(t) ZTn _ cos(t)In, —sen(t)In Tn
sen(t) 0 0 cos(t) 0O 0 n - sen(t)l, cos(t)Ip 9 )
0 0 0 0 Yn Yn

0
0 <0 sen(t) 0 0 cos(t)

ou seja,

X

cos(t)I, —sen(t)l, > xn

it
€ \T1, -, Tn Y15, Yn) =
( ) ( sen(t)l, cos(t)1, (0

Yn
Demonstracao da Afirmacao: Vamos mostrar que ® é simplética. Dado 6 € R, definimos
S(0) : R* — R?*" por

5(0) = ( cos()I, —sen(0)I, ) '
sen(0)1,  cos(0)I,

Tomando u,v € T,R?*" =2 R*" temos que,

(S(0) wo)(u,v) = wo(S(O)u,S(O)v)
= > (dzy Ady)(S(O)u, S(0)v)

drp(S(0)u) dyx(S(0)u)

(3.4.10)
dxi(S(0)v) dyx(S(0)v)

k=1
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Para calcular dzy(S(0)u) veja que,

Uy

cosf I, —senbl, ) Uy,

senf I, cosO I,

dxp(S(0)u) = d{Ek<

Un+1

U2np
cosBuy, — senbu, 1
cosOu,, — senbus,
= d,’lfk )
senfuy + cosu, 11
senfu,, + cosbus,
= cosOuy — senBuyyy,.
De maneira analoga, obtemos dy(S(0)u) = senfuy + cosOuyp,, . Substituindo essas

equagoes na igualdade (3.4.10) obtemos, apds as devidas simplificagoes,

cosOuy, — senbuy,, senbuy + cosOuyy,

(S(0) wo)(u,v) =

i1 | costuy, — senfvp i,  senbuy + cosOvgy,
n

= E 0032«9ukvk+n - sen20uk+nvk - 00326’vkuk+n + Sen291jk+nuk,

k=1
k k
= E UpVktn, — Uyn Uk = g = 5 (dzg A dyg)(u,v).
k=1 k=1 Uk+n Vk4n k=1

Dai, (S(0)*wo)(u,v) = > p_, (dzy Adyy)(u, v) = wo(u,v). Assim, S(0)*wy = wy, ¢ portanto
d ¢é simplética.
Vamos agora calcular o campo fundamental &gzn associado & & € Lie(S') = R.

Lembrando que expg : R — S, r +— € | temos que:

D™, p),
0

(Gen)y = | Blenpl(t€).0) = G

o d cos(t§)1, —sen(t&)1, p;l
o \ sen(t&)l,  cos(t§) '

o \¢er, 0 '

Daon

DP2on
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Dai,

—Pn+1

—Pan
b1

(), = ¢ (3.4.11)

Pn

Considere agora a aplicagao J : R* —s R* = Lie(S')*, definida para p € R*" e £ € R,

por:
o 1 5 1
0. =€ (-3 1al+ ).
Note que J* : R* — R, p > £ (—3 l12]1* + 1). Vamos mostrar que para todo ¢ € R,
w(&ran, ) =dJ5(.).

Dado p € R?™ e u € T,R?*" = R?", temos que:

Wo (&RQ”a U’) = (dl’k A dyk) (€R2"7 ’LL),

dzxy, (fRQn) dyr (fR%)
dxy(u) dyg(u)

—Pkn§  Pr§

k=1 Uk Uk+n

Y

I
M- 1= I1-

Y

= Z —EPhgnUhgn — URDEE,
k=1

= —£{(p,u). (3.4.12)
Por outro lado temos que,
¢ d| e
dJs(u) = —| J*(p+ tu),
dt|,
d 1 1
= —&(p,u). (3.4.13)

Comparando as equagoes (3.4.12) e (3.4.13) temos que w(Egzn, u) = dJ*(u).

Concluimos assim que (R?",wy, ®,J) é um S'-espago hamiltoniano. A afirmagao
segue.

Note que a agao ® é prépria (pois S é compacto) e livre em R?" — {0}. Pelo Teo-

rema da Reducdo Simplética, o espaco reduzido em 0, My := S'\J~1(0), é uma variedade
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simplética munida de uma forma simplética w,—¢ que satisfaz,
(’/T[))*CL)N:O = j*(JJ, (3414)

onde my : J71(0) — S\ J71(0) é a aplicagao quociente e j : J~1(0) — R?* — {0} é a
aplicacao inclusdo. Agora note que J~(0) = {p € R*" — {0} | lp||? = 1}, isto é,

J—I(O) — S2n—1 g RQn
¢ a esfera unitdria de dimensao 2n — 1 em R?".Temos entao que:
MO — Sl\sQn—l‘

E bem conhecido em geometria diferencial que o espago projetivo complexo P(C")
(veja Exemplo 2.7.10) indentifica-se com o quociente S*\S?"~! e que P(C") possui uma
unica forma simplética wrg, chamada forma simplética de Fubini-Study, que satisfaz
(mo)*wrs = j*w. Pela parte unicidade do Teorema de redugao simplética, concluimos

que w,—p = Wrs, € portanto:
(P(C"), wrs) = (Mo, wu=o),
isto ¢, o espago projetivo complexo ¢ a reducao simplética de R?" — {0} pela acao .

Exemplo 3.4.9. Modificagoes 6bvias do exemplo anterior mostram que a acao ® : T™ x
C" — C" definida por:

(eitlg ceny eitn)-(zla ceny Zn) = (eitlzlv ) eitnzn)7

Y

atua de maneira hamitoniana sobre o espaco C* = R?" munido da forma simplética

canonica, com aplicagao momentum
C" — (R™)* = R",
(21 s Z0) = —2 >0 || 2:]|* 4 constante.

Exemplo 3.4.10. Seja ® : G x M — M uma agao de um grupo de Lie G e seja ®, :
G x T*M — T*M a “lifted action” (veja Exemplo 3.3.11). Lembramos que (T*M,w =
—df, ., J) é um G-espaco hamiltoniano, onde J : T*M — g* estd definida por:

<J(ap>a &) = (ap, (§nm)p) »

onde oy, € TyM e § € g.
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Mostra-se que ®, é uma acao livre e propria, o que implica, pela Reducao
Simplética em p = 0, que existe uma unica forma simplética w,—o em My = G\J*(0)
que satisfaz,

(WO)*WM:O = j*wa

onde 7y : J71(0) — My é a aplicagao quociente e j : J~1(0) < T*M é a inclusao. Neste

contexto, mostra-se também que existe um simplectomorfismo,
@ (Mo, wu=0) — (T"(G\M),©),

onde @ ¢ a forma simplética canonica de T*(G\M).



Capitulo 4

Construcao de variedades toéricas

simpléticas

4.1 Politopos de Delzant

Nessa parte, apresentamos sem demonstracao alguns conceitos e resultados da
teoria dos politopos necessarios para enunciar os resultados principais de convexidade em
geometria simplética.

Considere A um subconjunto nao vazio de R"™.

Definicao 4.1.1. Dizemos que A é um poliedro, se existem nimeros reais a;; e b;, onde
i=1,...,mej=1,..,n, tais que dado (z,...,x,) € R",
anxy + ... + apry, < by,
(X1, .yp) €A &
A1 X1 + oo + Ty, < by

Definigao 4.1.2. Dizemos que A é um politopo convezro, ou simplesmente politopo, se

existem vy, ..., vs € R™ tais que A = conv(vy, ..., vs), onde
conv(vy, ..., vs) = {)\11)1 + o AU ‘ My oo Ae Z 0, M+ o+ A = 1} )
Diz-se que A é gerado por vy, ..., Us.

Note que um politopo A é um conjunto convexo, isto é, se x,y € A\, entdo, para
todo t € [0,1], tx + (1 —t)y € A. Com efeito dados z,y € A et € [0,1] , existem
A, Ag > 0e By,..., 8, > 0, tais que,

T=M01+ ...+ A0 M+ A =1,

yzﬁlvl‘i_w_"ﬁsvs; 51+~'-+ﬁs:17
80
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05

-0.5 0 05 1 15 2

-05

Figura 4.1.1: Quadrado unitrio em R?

donde,

tr+(1—t)y = t(Movr+ ... + A05) + (1 — ) (Brvr + ... + Bsvs)
= (M + (1 =1)B)v+ .. + (A + (1 = 1)Bs)vs.

Claramente, t\; + (1 —t)53; > 0 para todo i = 1, ..., 5, e temos que

S

S+ (L -05) = ti)\i—i—(l—t)iﬂi

i=1 =
= t+(1—-t)=1

Isso mostra que tx + (1 —t)y € A, como haviamos afirmado.

Teorema 4.1.3. (Minkowski-Weyl) Um conjunto A C R™ é um poliedro limitado se e

somente se € um politopo convero.
Uma demonstragao deste Teorema pode ser encontrada em [13].

Exemplo 4.1.4. O quadrado unitdrio conv ((0,0), (1,0),(0,1),(1,1)) € R? (veja Figura

(4.1.1)) é um politopo que coincide com o conjunto dos pontos (x,y) € R? que satisfazem,

Exemplo 4.1.5. O hexdgono conv ((1,0), (3,1), (3,-1),(—3,1), (=3, -1),(~1,0)) C R?

29
(veja Figura (4.1.2)) é um politopo que coincide com o conjunto dos pontos (z,y) € R?
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Figura 4.1.2: Hexdgono em R?

que satisfazem,
4

y—12>0,
14y >0,
y < —2(x-1),
y=>2(z-1),
y <2(z+1),
\yZ—Q(x%—l).

Definicao 4.1.6.
(a) Um conjunto H C R™ é um hiperplano se existem um vetor nao nulo u € R”

e um numero real « tais que:
H={zeR"| (z,u) =a},

onde (, ) é o produto euclidiano.
(b) Seja X C R™ um conjunto qualquer e seja H = {a: € R”’ (x,u) = a} um
hiperplano. Diz-se que H corta X se existem z1, x5 € X tais que (z1,u) < a e (zg,u) > a.
(¢) O hiperplano H C R"™ é um suporte de X C R"™ se H nao corta X e se a

distancia entre H e X é nula, isto é,
d(X,H)=inf{|lx—h| |r€ X, he H} =0,

onde || .|| é a norma euclidiana. Nesse caso H é chamado hiperplano suporte de X.
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Hy

Figura 4.1.3: Hiperplanos suportes do politopo A

Seja X C R™ um conjunto qualquer. O espaco afim gerado por X, denotado por

Aff(X), é o conjunto de todos os pontos da forma
)\1.’131 + ...+ )\n.flfn,

onde x1, ..., x,, ¢ um numero finito arbitrario de pontos de X e onde Ay, ..., A\, s20 niimeros
reais satisfazendo

M+ .o+ A =1

Dado um subconjunto X de R™, mostra-se que existe um unico subespago vetorial V' de
R™ tal que para todo x € X,
Aff(X)=a+ V.

Define-se entao a dimensao de X como sendo a dimensao de V, isto é,
dim(X) = dim(V'),

onde X =z + V (veja [13]).
No caso em que X = A é um politopo de dimensdao n, usamos a expressao

“n-politopo”. Por exemplo, 0-politopo sao pontos e I-politopos sao segmentos.

Definigao 4.1.7. Seja A C R™ um politopo convexo. Um subconjunto F' de A é uma face
de Ase F=0ouF = /A, ou se existe um hiperplano suporte H de A tal que F = ANH.
As faces de dimensao 0 e 1 sdo chamadas de vértices e arestas, respectivamente (veja
Figura (4.1.4)). Se a dimensao de A é d, entao as faces de dimensao d — 1 sdo chamadas

facetas; o conjunto de todos os vértices de A é denotado por ext(A).
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Teorema 4.1.8. Seja A C R™ um politopo. Entao:
(a) A = conv(ext(D)),
(b) cada face F' de /\ é um politopo e ext(F) = F Next(A).

A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em [13]. Note que o item (a)
implica que qualquer ponto de A é uma combinacao convexa de vértices de A.

Seja A C R™ um n-politopo. Dada uma faceta F' de A, temos que:

e [ ¢é a intersecao de A com um hiperplano suporte H C R", isto é, F = ANH,

e 0 hiperplano suporte H separa o espaco R™ em dois semi-espagos fechados que

se intersectam em H, e um deles contém A; denotaremos por K (A, F') esse semi-espago.

Teorema 4.1.9. Seja A CR™ um n-politopo. Entao,
(a) o nimero de faces de /\ € finito,
(b) temos que
d
A=K (A F), (4.1.1)
i=1

onde F1, ..., Fy sao as facetas de /\.

Observagao 4.1.10. A partir da decomposicao (4.1.1), é facil encontrar uma descri¢ao
analitca (isto é, como poliedro) do politopo A. Com efeito, a cada semi-espagos K (A, F;),
podemos associar um vetor nao nulo u; € R"” ortogonal ao plano suporte associado a F; e

um nimero real q; tais que K(A, F;) = {z € R"| (z,u;) < o;}, donde,
A={zeR"| (z,u;) <oy, i =1,..,d}.

Observacao 4.1.11. Os vetores v; da observacao acima sao externos normais, isto é, para
todo ponto p do hiperplano suporte associado a F; e todo t > 0, o ponto p + tv; nao

pertence ao semi-espago K (A, F;). Para ver isso, calculamos:
<p + t?}i, U'i> — Q= <p, Ui> — oy + t HUlHZ =1 H'UZHQ > 0.
Assim, (p + tv;, v;) > «;, o que significa que p + tv; & K(A, F;).

Definicao 4.1.12. Seja A um politopo. Dizemos que,

(a) um vértice e uma aresta de A sdo incidentes se o vértice é um vértice da
aresta,

(b) dois vértices distintos de A sdo adjacentes se o segmento que eles formam é

uma aresta de A.

Definigao 4.1.13. Diz-se que um n-politopo A é simples se cada vértice de A é incidente

a exatamente n vértices de A.
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Face

Vértices

Arestas
Figura 4.1.4: Face, vértices e arestas

Proposicao 4.1.14. Seja /A um n-politopo. As sequintes afirmacoes sao equivalentes.
(a) A\ € simples.
(b) Cada vértice de A\ estd contido em exatamente n facetas.

(¢) Cada vértice de /N € adjacente a exatamente n vértices.
Veja [13].

Proposigao 4.1.15. Sejam A\ um n-politopo e p um vértice de /\. Sejam também qq, ..., qx

outros vértices de /\ adjacentes a p. Defina F' como sendo a menor' face de /\ que contém

o segmentos [p, 1}, ..., [p, qr]. Entao,
(a) dim(F) = k,
(b) [p,q1], .-, [P, qx] sdo as unicas arestas de F incidentes a p.
Veja [13].

Definicao 4.1.16. Seja A C R™ um n-politopo. Dizemos que A é um politopo de Delzant

se satisfaz as seguintes condicoes:
1. simplicidade: existem n arestas incidentes a cada vértice p (veja Defini¢ao 4.1.13);

2. racionalidade: as arestas incidentes ao vértice p sao da forma p + tu; , t > 0 onde

u; sao vetores em Z" ; e

3. suavidade: para cada vértice p, as arestas incidentes a ele podem ser escolhidas de

tal maneira que formam uma base de Z" sobre Z.

Exemplo 4.1.17. O triangulo iséceles em R? de vértices (0,0), (a,0), (0,a), com a > 0,
é um politopo de Delzant. Os vetores u; e us podem ser escolhidos da seguinte forma
(veja Figura (4.1.5)):

LA face F existe, pois o conjunto das faces de A é finito, veja Teorema 4.1.9.
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Vértices U1, Us
(0,0) (1,0),(0,1)
(a,0) (-1,0),(-1,1)
(0,a) (0,-1),(1,-1)

(0, 71)

(0,1)

Figura 4.1.5: Um politopo de Delzant em R?

Exemplo 4.1.18. Mais exemplos de politépos de Delzant em R?:

Figura (1) Figura (2) Figura (3)

Figura 4.1.6:

Exemplo 4.1.19. Exemplos de politopos que nao sao de Delzant.

Figura(1) Figura(2)

O primeiro politipo do Exemplo 4.1.19 falha a condi¢do (2), uma vez que o

tridngulo nao é isésceles, enquanto o segundo politopo falha a condigao (1).
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Seja agora A C R™ um politopo de Delzant. Queremos descreve-lo como um
poliedro, isto é, por meio de um sistema de desigualdades. Fixamos um vértice p e
denotamos por

® q,...,q, 0s vértices adjacentes a p,

® uy,...,u, uma familia de vetores em Z" tal que para todo i = 1,...,n, p + tu,,
t > 0, descreve a aresta [p, q;],

e F; a menor face de A que contém as arestas [p, ¢1], ..., [D, ¢i—1], [P, Gix1]s -+ [Py Gn)-

Lema 4.1.20.

(a) Para todo i =1,...,n, F; é uma faceta de A.

(b) O plano suporte de F; é o conjunto p + Vect{uy, ..., u;_1,Uis1, ..., Un}, onde
Vect{uy, ...;ui—1,Uis1, ..., un} € 0 espaco vetorial gerado por wy, ..., Ui—1, Uity ..., Up.

(c) Se i # j, entao F; # Fj.

(d) Dada uma faceta F' de /N que contém p, existe i € {1,...,n} tal que F = F;.

Demonstragao. (a) Pela Proposicao 4.1.15, a dimensao de F; é n — 1; isso significa que F;
¢ uma faceta.

(b) O plano suporte H; de F; é um espaco afim de dimensdo n — 1 passando pelo
ponto p. Portanto é da forma H; = p+ E;, onde E; C R™ é um espaco vetorial de dimensao
n—1. Além disso, H; contém as arestas [p, q1], ..., [p, ¢i—1], [P, @i+1], -, [P, qn], as quais sdo da
forma p+tu;, t > 0. Sendo assim, é claro que cada u;, j =1,...,1—1,i+1, ..., n, pertence
ao espaco E;, donde Vect{uy,...,u;_1,Uir1,...,u,} C E;. Por causa das dimensoes, E; =
Vect{uy, ...;Ui—1, Uis1, ey Up )

(¢) Sejam 7,7 € {1,...,n} tais que i # j. Suponha que F; = F; = F. Pela
Preposicao 4.1.15 , temos que,

e p, 1], [Py qi1], [P, Giv1], -, [P, @n] s@0 as Unicas arestas de F' incidentes a p,

o D, q1], -, [Py @i=1], [P, @j+1]s -, [Ps @n) sBO as tnicas arestas de F incidentes a p.

Comparando as duas afirmacoes, concluimos por unicidade que ¢; = ¢;, o que é
absurdo.

(d) Pela simplicidade de /A, o ponto p pertence a exatamente n facetas de A que,

pelos itens (a) e (c), sdo necessariamente os conjuntos Fi, ..., F,. O

Definicao 4.1.21. O produto vetorial dos vetores vy, ..., v,_1 € R™ é 0 tnico vetor de R",

denotado por vy X v9 X ... X v,_1, que satisfaz,
(V,01 X oo X Vp_1) = det(v, vy, ..., Up1), (4.1.2)

para todo v € R™.
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Note que v; X ... X v,_1 é ortogonal ao espaco vetorial gerado por vy, ..., v,_1, isto

V1 X ... X Up_1 € Vect{vy, ..., vp_1 }T.

Seja {e1,...,e,} a base canonica de R™. Tomando v = e; em (4.1.2) obtemos o

seguinte resultado.

Lema 4.1.22. Para todos vy, ...,v,—1 € R", tém-se

V1 X ... X Upq1 =

n (v)i - ()i - (v)n
(1)1 (1)n — Z(_l)iﬂ : : €i,

(Un)l (Un>z (Un)n

(%—1)1 (Un—l)n

onde (v;); denota a j-ésima coordenada do vetor v; em relagdo & base canonica e onde "

siginifica que o simbolo correspondente deve ser omitido.

Segue imediatamente da féormula acima que se vy, ...,v,_1 € Z", entao v; X ... X
Un—1 € 7",

Dado 7 =1, ..., n, definimos
n; = 81'('1,(/1 Xooo X Uj—p X Ujg1 X .o X U/n);

onde ;€ {1,—1} é escolhido de tal maneira que n; seja externo normal do hiperplano

suporte da faceta Fj.
Lema 4.1.23. Os vetores nq, ...,n, formam uma base de Z" sobre 7.

Demonstragao. Denotamos por (n;); € Z a j-ésima coordenada de n; em relacao a base

{u1,...,u,} (a qual é uma base de Z™ sobre Z) e definimos,

(i) - (mah (ui,u) o (U, un)
N = : : ; U=
(M)n -+ (Mn)n (Upsur) - (U, Up)
Note que os determinantes de N e U sao dois niimeros inteiros.
Para mostrar que {ni,...,n,} é uma base de Z" sobre Z, basta mostrar que o
determinante de N é 1 ou —1. Para ver isso, note que as entradas da matriz N'U sao

dadas por:

(N'U);; = Y (Nl =Y Null
k=1 k=1
n 0 se i # j,
= Z(ni)k (ur, uz) = (ni,uz) = 7

k=1 (ng,u;) sei=yj.
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Dai,
(ny,uq) - 0
N'U = : : ;

e portanto, det(N)det(U) = (ny,uy) ... (i, uy) . Além disso, para todo i = 1,...,n,

(ni,uj> = <€i(’U/1 Xooo X Uj—1 X Ujg1 X .o X un),ul>

= tdet(uy,ug, ..., uy),

e {uq,...,u,} sendo uma base de Z" sobre Z, necessariamente det(uq,...,u,) € {1, —1}.
Concluimos que det(N)U € {1, —1}. Assim det(NV) divide 1, o que implica que det(N) €
{1,-1}. O

Definicao 4.1.24. Um vetor v € Z" é chamado primitivo se ele nao pode ser escrito da

forma v = ku, onde u € Z", k € Z e |k| > 1.

Exemplo 4.1.25. Os vetores (1,1), (4,3), (1,0) s@o primitivos enquanto (2,2) e (4,6) nao
sdo (por exemplo (4,6) = 2(2, 3)).

Corolario 4.1.26. Os vetores ny,...,n, sao todos primitivos.

Demonstrag¢ao. Suponha por absurdo que existai € {1, ...,n} tal que n; ndo seja primitivo.
Entao existe k € Z com |k| > 1, e v € Z" tais que n; = kv. Além disso, {ny,...,n,} é

uma base de Z" sobre Z e portanto existem A1, ..., \,, € Z tais que,
V= MNNg+ ... + A
Multiplicando por k, obtemos que
n; = Mkny + ..o+ Nkng + o+ Ak,
Dai, vé-se que \;k = 1 o que implica k = +1, contradizendo a condigao |k| > 1. [

Observacao 4.1.27. Dado ¢ = 1, ...,n, o vetor n; é o inico vetor de Z" ortogonal a faceta

F; que é externo normal e primitivo.

Sejam F, 1, ..., Fy as outras facetas de A. Repetindo o raciocinio usado acima
para os outros vértices de A, concluimos que existem vetores n; € Z", i = 1,...,d, tais
que:

e 1, é externo normal a faceta F},

e n; é primitivo,

e existe a; € R tal que o plano suporte de F; é caracterizado pela equacao
<.TZ‘, n2> = ;.

Em particular,

A={zeR"| (z,n) <oy, i=1,..,d}
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Exemplo 4.1.28. Descrigao de um triangulo isésceles (que é de Delzant) como poliedro:

A = {xER”mZO, o >0, x1 + 29 < 1},
= {z €R?| (z,(~1,0)) <0, (z,(0,-1)) <0, (z,(1,1)) < 1}.

(0,1)
' ng = (1,1)
h ny = (—1,0)
(0,0) (1,0)
ng = (Oa _1)
v
Figura 4.1.7:

4.2 Variedades téricas simpléticas

Definigao 4.2.1. Um toro de dimensao n é qualquer grupo de Lie G isomorfo (como

grupo de Lie) ao grupo de Lie produto
Stx ..x SY (n-vezes)

onde S' = {z € C| |z| = 1}. Denotamos um toro por T".

Claramente, T™ é comutativo, e portanto a sua dlgebra de Lie é trivial.

Na prética, usamos frequentemente S* x ... x S ou o quociente R"/Z" como
realizacoes concretas de T". Esses dois grupos sao relacionados da seguinte maneira.
Denotando por [z] = [z1,...,z,] a classe de (21, ...,z,) € R" em R"/Z", vé-se facilmente

que a aplicagao

R"/Z" — St x ... x St

| | (4.2.1)
[(l’l, ceny gj’n)] — (627r9[:1z7 . engnz)’
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¢ um isomorfismo de grupos de Lie. O produto de cada grupo é explicitamente dado por:

(1, s @] + Y1, Ye] = (@14 Y1, @+ Yl

Qﬂrni) ( 27Ty1i7

yeeey € e

(e €

27ryni) _ (627r(11+y1)i 27r(xn+yn)i)

yeeey € ,

e as algebras de Lie correspondentes podem ser identificadas com R™ por meio das deri-
vadas em 0 € R" das aplicagoes
R" — R"/Z",

T -
(X1, ey T) > [T1, ey T,

R® — St x ... x S,
o © A ‘
(SCl, ,xn) —> <€27rzlz’ . e2mcnz).

Note que m; e my sao ambas homomorfismos de grupos de Lie. Pela Proposicao 2.4.2,

temos que para todos &,n € ToR™ = R".

exprn/zn ((T1)5€) = mi(expra(§)),
€$p31x...xsl((7T2)*077) = 7T2(€pr"(77))7

Como expgn = Id, obtemos, identificando as duas dlgebras de Lie com R", que

epr”/Z"(g) = [gla"wgn]a

erpsix..xst(n) = (627”711', - e27ﬂ7ni)‘
onde { = (&1,...,&) e n = (M1, ...,7n) sdo dois elementos de R™.

Definicao 4.2.2. Uma agao de um toro T" sobre uma variedade M é chamada ac¢do

torica.

Indentificaremos também (R"™)* e R™ por meio do produto euclidiano. Assim,
uma aplicacao momentum J de uma acao toérica poderd ser vista como uma aplicagao de
M para R”, isto é,

J: M — R".

Teorema 4.2.3. (Atiyah, Guillemin-Sternberg) Seja (M,w) uma variedade simplética
compacta e conexa e seja T" X M — M wuma ac¢ao torica hamiltoniana com aplicagao
momentum J : M — R™. Entao:

(a) para todo p € R™, J~ () € um conjunto conezo, (pode ser vazio)

(b) a imagem de J é um politopo em R™ | chamado de politopo momentum,

(¢) a imagem de J € o politopo convexo gerado pelas imagens dos pontos fizos da

acao torica.
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Uma demonstracao desse Teorema pode ser encontrada em [12].

Exemplo 4.2.4. A acao de S sobre a esfera S? por meio das rotacoes em volta do eixo
z, é uma agao térica com aplicagao momentum J : S? — R, (z,v, 2) — 2z (veja Exemplo
3.3.7). Os pontos fixos da ac¢@o s@o os polos norte e sul; suas imagens por J sao os pontos
1 e —1. O espago convexo gerado por 1 e -1 é o segmento [—1,1] que é a imagem de S?

por J (veja Figura 3.3.1).

Definicao 4.2.5. Sejam G um grupo de Lie e M uma variedade. Dizemos que uma agao

a esquerda @ : G x M — M ¢ efetiva se a aplicacao
G — Diff(M), g~ @,
é injetiva, onde &, : M — M, p — O(g,p).

Definigao 4.2.6. Uma variedade tdrica simplética é uma variedade simplética (M,w)
compacta e conexa de dimensao 2n munida de uma acao efetiva térica hamiltoniana

®:T" x M — M com uma escolha de uma aplicagao momentum J : M — R".

Seja Del(R™) o conjunto dos politopos de Delzant em R™ e seja SymTor(n) o
conjunto de todas as variedades téricas simpléticas (M,w, ®, J) de dimensao 2n relativa
ao toro T".

Definimos uma relagdo de equivaléncia em SymTor(n) da seguinte maneira:
(M, wy, P1, J1) e (My,ws, Po, Jo) sdo equivalentes, se e somente se, existe um simplec-

[13 2

tomorfismo equivariante ¢ : M; — M, tal que J; = Jy 0 . Denotamos por “~” essa

relacdo de equivaléncia, e por [(M,w, ®, J)| as classes de equivaléncia correspondentes.

Teorema 4.2.7. (Delzant) Classes de equivaléncia de variedades simpléticas sao classi-

ficados pelos politopos de Delzant. Em pormenores, a aplicag¢do

SymTor(n)

~Y

— Del(R™), [(M,w,®,J)] — J(M), (4.2.2)
estda bem definida e € uma bijecado.

A demonstragao deste Teorema pode ser encontrada em [6].

4.3 Variedades Toricas como espacos reduzidos

Seja A um politopo de Delzant, com d facetas. Seguindo a descricao de um
politopo dada na Seccao 4.1, existem vetores primitivos ny,...,ng € Z" e nliimeros reais
aq, ..., g tais que

A= {x € R”| (x,n;) < oy, i = 1,...,d},
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onde (, ) é o produto euclidiano em R™.
Seja {e1, ..., eq} a base canonica de RY. Definimos a aplicagao linear
R? —s R™,

T
e, —r N,;.

Proposigao 4.3.1. A aplicagdo T € sobrejetiva e 7(Z%) = Z™.

Demonstragdo. O conjunto {ei,...,eq} sendo uma base de Z? sobre Z, basta mostrar
que o Z-espago gerado por {ny,...,ng} é Z". Mas isso decorre imediatamente do Lema
4.1.23. m

Denotamos por p; : R — T¢ 2 R4/Z% e p, : R — T™ = R"/Z" as aplicagoes
quocientes. Decorre da Proposicao 4.3.1 que existe um homomorfismo de grupos de Lie

sobrejetivo 7 : T4 — T tal que o seguinte diagrama comuta:

rd T, e
P O Ip (4'3'1)
T T, n

As aplicagoes p; e po sendo dois recobrimentos, temos que 7 é uma submersao (pois 7 o
¢). Em particular, N :== Kerm = {g € T?|n(g) = e} é um subgrupo de Lie de T¢ de
dimensao d — n.

Denotamos por n a algebra de Lie de N e por i : N — T? a aplicacdo inclusao.

Temos uma sequéncia exata 2 de grupos de Lie,
e— NLHT! ST —s e, (4.3.2)
a qual induz a uma sequéncia exata de algebras de Lie,
0—n 25 RIS R 0, (4.3.3)

Note que m,, = 7 (isso decorre do diagrama (4.3.1), da linearidade de 7 e das identificagoes
Lie(T?) =2 R? e Lie(T") = R™ por meio das aplicagoes (p1)«, € (p2)«,, respectivamente).
Dada uma aplicagao linear f : E — F' entre dois espagos vetoriais, denotaremos

por f*: F* — E* a aplicacao definida por,

(f (@), &) = (a, f(£)),

onde v € F* e € F.

2Lembramos que uma sequéncia de aplicacdes é erata se a imagem de cada aplicacio é o nicleo da
seguinte aplicagdo. Por exemplo, na sequéncia exata (4.3.2) a aplicagao i é injetiva pois o seu nicleo é a

imagem da primeira aplicagao que é o grupo trivial.
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Definindo * = (i, )* e 7* = (m.,)* = (7)*, temos entdo uma outra sequéncia
exata:
0— R")* 5 (RY)* 5 n* — 0. (4.3.4)

Agora considere C? 2 R?? munido da forma simplética wy (veja Exemplo 3.4.8)

e a seguinte acao de T? sobre C:
(e e (21, ..., 2q) = (€M 21, ..., €M 2y). (4.3.5)

Sabemos que essa acdo é hamiltoniana com aplicacdo momentum .J : C* — R dada por
(veja Exemplo 3.3.10):

1

_§(|z1|2,..., |z4|%) + constante. (4.3.6)

‘](Zh ) Zd) =

A seguir, tomaremos esta constante igual a (ay, ..., ay). Para evitar confusoes ao usar R?
e o seu dual (R%)*, denotaremos por J : C¢ — (R%)* a aplicacdo definida por J(z) =
(J(z), .).

Pelo Exemplo 3.3.9, o grupo N atua em C? de maneira hamiltoniana com a
aplicacio momentum ¢* o J : C¢ — n*.

Defina Z := (i* o J)~1(0) C C%.

Defina também A* := {(z, .) € (R")* |z € A}. Note que A* = {3 € (R")* | (B,n;) <
(679 1= 1, ceey d}
Lema 4.3.2. Temos que J(Z) = 7 (A*).
Demonstragio. Claramente J(Z) = J(C%) N Keri*, e como Keri* = Imn* (veja a
sequéncia exata (4.3.4)), temos que:
J(2)=J(CHNImr" (4.3.7)

Afirmamos que

J(C) ={B e ®R)

(B,e)) <ag,i=1,..,d}.

Com efeito, se B € J(C?), entdo existe z = (z1,...,2,) € C? tal que J(z) = 3, donde,

levando em conta (4.3.6),

(Brex) = (J(2),e) = (J(2), )

= — |zt + (4.3.8)

o que implica,
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Assim (B,¢;) < «;, i = 1,....d. Reciprocamente, se 3 € (R%)* é tal que (5,¢;) < ay
para todo i = 1,...,d, entdo o; — (f,¢;) > 0 e portanto, podemos considerar o vetor

a=(ai,...,a,) € C? cujas coordenadas sao,

a; = ~/2(a; — (B, e;).

E imediato, usando (4.3.8), verificar que J(a) = 3. Isso mostra a afirmacdo.

Segue da afirmacao e da equacdo (4.3.7) que um covetor 3 € (R?)* pertence a
J(Z) se e somente se, satisfaz as seguintes condigoes:

1. (B,e;) < a; para todo i =1,...,d,

2. existe z € (R™)* tal que g = 7*(z).

Se um covetor 3 € (R%)* é da forma = 7*(x), com z € (R™)*, entdo

(B,ei) = (m"(2), €0) = (2, mecei) = (2,7 (es)) = (2, m0)

donde,
<576i> < (07N 1= 1, ...,d,
< (r,n) <ai i=1,..,d
& e
Decorre imediamente dessas observacoes que J(Z) = m*(A*). O

Lema 4.3.3. O conjunto Z é compacto e a ac¢do de N sobre Z € livre.

Demonstragio. Segue da relacio J(Z) = n*(A*) que Z = (i* o J)~1(0) esta contido no
conjunto (J)~H(m*(A*)), o qual é a imagem inversa do compacto 7*(A*) pela aplicacio
prépria J. Assim Z = (i* o J)71(0) é um subconjunto fechado de um conjunto compacto,
e portanto é compacto.

Resta mostrar que a acao de N sobre Z é livre.

Seja z € Z arbitrario. Devemos mostrar que o estabilizador N, é trivial. Pelo
Lema 4.3.2, existe p € A tal que J(z) = 7*((p, .)). Vamos considerar 3 casos:

e Caso p € um vértice de /\ .

Sendo um vértice, existem indices 1 < iy < ... <1, < d tais que:

<p7n7,k> = Oy, kzl,...,n,

(p,ni) <aj,  je{l,...d\{i1,....in}.

(4.3.9)

Por outro lado, dado [ € {1, ..., d}, temos que:



96

<p7nik>_&l = <p7f<€ik>>_&l7
= <7T*(<p, '>>aeik> — Oy,

= (J(2),€5) — o,
1 2
= —glal ta—a,
= —% 12z, | (4.3.10)
Comparando (4.3.9) com (4.3.10), vemos que as coordenadas de z satisfazem z;, = z;, =
=z, =0,esele{l,..,d\{i1,...,in}, z1 # 0. Sem perda de generalidade, podemos
supor i3 = 1,...,4, = n. Assim z = (0,...,0, 241, ..., 24), cOM 2,41 # 0,..., 29 # 0. Seja
pi(t1,...,t5) um elemento do estabilizador de z em relaciao a TY, isto é, pi(t1,...,tq) €

(T?), . Temos entdo,

p1(tey ey ta)-(0, .00, 241y ooy 20) = (0,0, 0, 2011, -v, 2a),
& (P10, ..., 2, 2ty @R ) = (0, .., 0, Zngts oy 2d),

27tn411

€ ZTZ+1 - Zn+1)

627rtdzzd = 24,
e Como 2,41, ..., 24 sa0 todos diferentes de 0, concluimos que

2mtn41t _ 27mtgl __ 1

(& .. =€

)

ou seja, tpii,...,tq € Z. Assim, elementos de (T?), sdao da forma,

pl(tla ) td) = pl(tla ) t'rw 07 ) 0)7
com tq,...,t, nimeros reais quaisquer.
Afirmamos que a restricao de m ao subgrupo (T%), é uma bijecio, 7 : (T%), = T".
Para ver isso, escolhemos um elemento arbitrério p; (i, ..., ,,0,...,0) de (T¢),. Levando

em conta o diagrama (4.3.1), temos que,
W(pl(tl, ceey tn, O, ceey 0)) = (p2 o} f)(tl, cevy tn, 0, ceey O),
= (p2 © 7)(75161 + .+ tnen)v
= pg(tml —+ ...+ tnnn)
Segue que 7 é sobrejetiva, pois {ni,...,n,} é uma base de Z" sobre Z (em particular, é

uma base de R), e os nimeros reais ti, ..., t, podem ser escolhidos arbitrariamente. Para

ver a injetividade de 7, pegue p;(t1, ..., 1,0, ..., 0) no nicleo de 7. Temos entao que

po(ting + ... + tyn,) = p2(0) = ting + ... +t,n, € 2"
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Como os vetores nq, ..., n, formam uma Z-base de Z", existem k1, ..., k, € Z" tais que
t1n1 —f- —I— tnnn = ]{31711 —f- —I— knnn,

e necessariamente, t; = ky,...,t, = k,. Segue que pi(t1,...,1,,0,...,0) = p;(0) . Isso
mostra que 7 : (T%), — T™ é uma bije¢ao, como haviamos afirmado.

Sendo assim, temos que
{e} = Ker(ﬂ(w)z) = Ker(m)N (']Td)z =NnN (Td)z,

isto 6, NN (T9), = {e}. Agora, é claro que N, C (T%),, donde N, C NN (T?), = {e}, o
que implica N, = {e}.
e Caso p € um ponto interior de /.

Nesse caso, p satisfaz as desigualdades,

<p7 nk) < o

para todo k = 1,...,d. Um raciocinio analogo ao do caso anterior mostra que todas as
coordenadas de z sao diferentes de zero, isto é, z # 0 para todo k = 1, ..., d. Dai, o mesmo
raciocinio mostra que (T9), é trivial, o que implica que N, C (T?), é trivial também.
e Caso p pertence a uma face F', onde F ¢é diferente dos vértices e F' # /\.
Analogamente aos casos anteriores (o caso quando p é igual ao vértice é o “pior”).

Concluimos que a acao de N sobre Z é livre. O]

Lema 4.3.4. O conjunto Z = (i* o J)~1(0), que é compacto pelo Lema 4.3.3, é também

uma subvariedade de C% de dimensdo d + n.

Demonstracao. Para ver isso, note que:

e a acio de T sobre C? é livre, e portanto, a aplicacio momentum J : C* —
(R4)* ¢ uma submersao,

e a aplicacdo i,, : n — R? é injetiva, donde, i* : (R?)* — n* é sobrejetiva.

Segue desses dois pontos que (i* o J)~1(0) = Z é uma subvariedade de dimensio
dim(C?) — dim(n*) = 2d — (d —n) = d + n.
0

Pelo Lema 4.3.3, o grupo N atua livremente e propriamente (por compacidade)
sobre Z. Podemos entao aplicar o Teorema de Reducao simplética de Marsden-Weinstein-
Meyer 3.4.4 (veja também a Observagao 3.4.5) : existe uma tnica forma simplética wa

em Mu = N\Z caracterizada pela relagao

pwa = jw, (4.3.11)
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onde p : Z — Ma = N\Z é a aplicagao quociente e j : Z < C¢ é a aplicagao de
inclusao,

z L cd

pi

Mn

Seja p um vértice de A e seja z € Z um ponto satisfazendo J(z) = 7*({p, .))
(veja acima). Sabemos que 7 : (T?), — T™ é uma bije¢io. Seja o : T" — (T9), a
aplicagao inversa (¢ um homomorfismo de grupos de Lie). Defina

T" x Mp — Mp,
Dy . . (4.3.12)

(9, p(w)) — p(o(g).w),

onde g € T" e w € Z. Neste contexto temos o seguinte lema.
Lema 4.3.5. A aplicagao @ estd bem definida e é uma agao simplética.

Demonstragao. Para verificar que @5 estd bem definida, devemos verificar que Z é in-
variante pela acao do grupo o(T") e que a férmula que define &, é independente do
representante w € Z usado.
o 7 ¢ o(T™)-invariante:
Seja w € Z e seja g € T". Pela Tequivariancia de J, temos que J(o(g)w) =
J(w), donde,
(i* o T)(o(ghw) = (" 0 T)(w) =0,

pois w € Z = (i* o J)7}(0). Isso mostra que Z é o(T")-invariante.
e A formula que define ® A € independente do representante w:

Sejamn € N, g € T" e w € Z. Devemos mostrar que,

po(g)(n.w) = p(o(g).w).

O grupo N sendo o niicleo de um homomorfismo , é normal em T¢. Isso implica que existe

n’ € N tal que o(g).n =n'.o(g). Dai,

a(g)(nw) = (o(g)n).w,

e portanto, p(o(g).(nw)) = p(o(g)w).
O fato de ® 5 ser uma acao decorre trivialmente do fato de o ser um homomorfismo

de grupos de Lie.
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Para ver que ®, é suave, basta observar que o diagrama

™xz 2% Zz

Idxpl ip

TnXMA — MA,
(20N

onde (g, w) = o(g).w, é comutativo e que ¢ é suave.
Para ver que ®, é simplética, note que se A : T¢ x C¢ — T? denota a acdo

(4.3.5), entao para todo g € T", po &, = (Pa)gope jo Py = Ay o7 donde,

pH(Pa)ywn = A)g o) wa,

((®
(po®y) wa,

= (®y)"P'wa,
(®,) 5w, (veja(4.3.11)),
(70 ®y)"w
(4, )

kA%

= J fogW

= j'w (p01s w é Tinvariante).

Pela unicidade da forma simplética reduzida wa, concluimos que (@A);wA = wa para

todo g € T, isto é, & é simplética. n

A derivada de ¢ : T — (T?), C T¢ em 0 d4 uma aplicagdo o,, : R* — R
denotamos por ¢* a aplicacio dual (0., )* : (RY)* — (R")*.

Considere o seguinte diagrama:

J

o
Z c? (R — (R")*
| O
M
Decorre imediatamente da T%invariancia de J que a composta 0* o J o j é N-

invariante, e portanto, existe uma tnica aplicagao suave Ja : Ma — (R")* tal que o

diagrama acima comuta.
Lema 4.3.6. Jao € uma aplicacao momentum da agcao @, e a sua imagem € N*.

Demonstracao. Fixamos £ € R" = Lie(T"), w € Z e u € T,,Z. Devemos mostrar que

(@n)p() (€312 )ptw)s Prst) = (TR )1y P (4.3.13)
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As relagoes po &y = (Pp)gope jod, = Ay 07, as quais valem para todo g € T,

implicam as seguintes relagoes entre campos de vetores fundamentais,

(0w8)ct)jw) = Jnw(€2)w
(fMA>p(w) = p*w(fz)wa

donde, podemos reescrever o membro esquerdo de (4.3.13) como,

(@WA)p(w) (€M )pw)s Prut) = (WA )p(w) (Pry, (€2)ws e )
= (P'wa)uw((§2)w, u)
= (J'wu((£2)w: v)
= Wjw)(Jrw (§2)w; Jr,0)
= Wjw)((0x.8)ca, Jo, W)
= (J” )J(w)j*w (4.3.14)

Por outro lado, temos, levando em conta o diagrama acima, que

() epuPrutt = ((Ta)eyuyPeuts €)
(T 0 D)t €)

= <( *oJo] LU §>

Ty entts €)

(o
= < ]<w)]*wu U*e(€)>

e (§) .
= (J” )y U (4.3.15)

Comparando (4.3.14) e (4.3.15) concluimos que ® 5 é uma a¢do hamiltoniana com aplicagao

momentum J,. Finalmente note que,

In(Mp) = Ja(p(2))
— (0" 0T ))2)
= o (7" (A")) (veja lema(4.3.2))
= (07 o7)(A)
N

pois, c* o m* = (roo)* = Id* = Id. O

Assim (Ma,wa, ®Pa, Jao) é uma variedade térica simplética cujo politopo momen-

tum é Jo(Ma) = A%, o qual indentifica-se com A por meio da métrica euclidiana.



Apeéendice A

Comentarios sobre Variedades

Simplética e Grupos de Lie

A.1 Comentarios sobre Formas Simpléticas

Nesta Seccao, apresentaremos a prova da Proposicao 1.3.3 que foi omitida na

Seccao 1.3.

Proposicao A.1.1. A 2-forma

wo = dek A dyy,

k=1

onde T1,...,Tp, Y1, ..., Yn 5G0 as coordenadas cartesianas de R**, é uma forma simplética.

Demonstracao. De fato,

dwy = d(>_ day A dy)
k=1

= Y d(dzi Adyy)

k=1

= z”: {d(dwk) A dy + (=1 Fdx, A d(d?/k)}

k=1

= Z{d%k A dyy + (1) dzy A d*y}
k=1

o que mostra que wy é uma 2-forma fechada.
Para provar que é nao-degenerada, devemos mostrar que a aplicagdo (wp), :

T,R* x T,R*™ — R é nao-degenerada. Seja {ei,...,€en,€n41,..., €2, } a base canonica

101
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de R?". Suponha que u = uje; + .. + ugyea, € R*" ~ T,R?" seja tal que (wp),(u,v) =0

para todo v € T,R*" ~ R?". Isto implica em particular que para todo i = 1, ..., 2n,

2n 2n n
0=w(u,e)= Zujw(ej, e;) = Z Zuj(dxk A dyi) (e, €;), (A.1.1)
=1 j=1 k=1

onde

(dxy A dyy) (e;,€;) = det [ duile:) daele;) ] :

dy(e:)  dyx(e;)
Vamos calcular esse determinante. Para isso, considere {dxy, ..., dz,, dy;, ..., dy,} a base

dual da base canonica de R*". Logo por definicao:
d:vk(el) = 5k7i, dyk(el) = 5k,i—n> (k‘ = 1, ceey ’I’L)

Vamos considerar quatro casos:
Caso 1 < 4,5 < n: temos entdo, dry(e;) = 6, , dyg(e;) = 0, dxy(e;) = 0k, €
dyi(e;) = 0, donde

det [ dek(e:) dxk(ej) ] = det [ Oki O ] =0.
dyr(e:)  dyr(e;)

De maneira analoga o determinante é nulo no cason+1 <1,7 < 2n.
Nocasol <i<men-+1<j<2n, temos drg(e;) = O , dyr(e;) = 0,
dzi(e;) =0 e dyx(e;) = Ok, j—n. Dai,

det [ dri(e;) dxi(e;) ] — det Ok.i 0

dyk(ei) dyk(ej) kj—n

] - 5k,i5k,j—n'

E finalmente no cason +1 <i <2nel < j <mn, temos dry(e;) =0, dyr(e;) = dgin ,
dxy(e;) = 0y e dyx(e;) = 0. Portanto:

d i) d ; 0 O
det xk(e ) xk(e]) = det g = _6k,j5k,i—n-
dy(e;) dyk(ej) Ok,i—n

Concluimos entao que :

0, sel <i,7<noun+1<1,57<2n,

dxi(e;) dxg(e;
det[ (€) (€) Ok.i0k j—n, sel<i<nen+1<j<2n,

dyx(ei)  dyx(e;)
—0kj0ki—n, sen+1<i<2nel<j<n.

Se 1 < i < n segue que o determinante ¢ nulo ou igual a d ;0 j_, . Dal quando h =17 =
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j — n temos,

2n  n B ]
d ;) d ;
O = ZZujdet xk(e) xk(€j>
=1 k=1 L dyk(ei) dyk(ej) ]
n n r d . d N 2n n d ; d )
= ZZujdet wiles) daeles) + Z Zujdet[ wr(ei) xk(€]>]
j=1 k=1 L dyk(ei) dyk(€j> i j=n+1 k=1 dyk(ei) dyk(€j>
2n n
= Z Zujfsk,ﬁk,jw
j=n+1 k=1
0 sei#j—n,

1 set=75—n=k.

Necessariamente, existe um tnico j € {n+1,...,2n}, e um unico k € {1,...,n} tal que

t = j —n = k. Portanto,
2n n
0= E E U0k i0k j—n = Witn,
j=n+1 k=1

O que implica por (A.1.1) que u;1,, = 0. De maneira andloga mostra-se que u; = 0 para
todoi=1,...,n.

Assim wq é nao-degenerado, portanto wy é uma forma simplética. n

A.2 Colchete de Lie para campos de vetores.

Seja M uma variedade. Dado X um campo de vetores em M, denotamos por ;X
o fluxo de X. Assim, dado p € M, a curva t — i (p) é uma curva integral de X com

condicao inicial p, isto é,

onde c(t) = i (p).

Definicao A.2.1. Sejam X e Y dois campos de vetores em M. O colchete de Lie de X

com Y é o campo de vetores, denotado por [X, Y], definido da seguinte maneira:

X, Yo = (00 ) ) Yo s

*wf( (»)

onde p € M.

Verifica-se que [X, Y] estd4 bem definido e é um campo de vetores suave em M.
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Proposicao A.2.2. Seja M uma variedade. Dados trés campos de vetores X,Y,Z e um
numero real a, tem-se:

(a) [aX +Y,Z] =a[X, Z]+ Y, Z],

(b) [X,Y] = —[Y, X],

(c) [X, [V, X[+ [V, [Z2, X]| +[Z,[X, Y]] = 0

Demonstragao. Veja [11]. O
Observacao A.2.3. A ultima relacao é chamada identidade de Jacobi.

Definicao A.2.4. Seja ¢ : M — N uma aplicagao suave entre duas variedades. Sejam
também X um campo de vetores em M e Y um campo de vetores em N. Diz-se que X

e Y sao ¢-relacionados se
G, Xp = Yo(p)

para todo p € M.

Proposicao A.2.5. Seja ¢ : M — N uma aplica¢ao suave entre duas variedades. Sejam
também X, Xo dois campos de vetores em M e sejam Yy, Yo dois campos de vetores em
N. Suponha que X; seja ¢-relacionado com Y;, i = 1,2. Entao [X1, Xs] € ¢-relacionado
com [Y1,Ys], isto €,

bs, [ X1, Xalp = [Y1, Y2,

para todo p € M.

Demonstragao. Veja [11] O

A.3 Comentarios sobre os grupos de Lie.

Nesta seccao vamos mostrar alguns resultados sobre os grupos de Lie que foram

omitidos na Secgao 2.1.
Proposicao A.3.1. A aplicagao Ad : G — L(g,9) (representacao adjunta) € suave.
A demonstracao da Proposicao A.3.1 basea-se no seguinte lema.

Lema A.3.2. Sejam M e N duas variedades e seja f : M x N — N uma aplicacao C*.
Suponha que exista yo € N tal que f(x,y0) = yo para todo x € M. Entdo, a aplicagdo

M — L(T,,N,T,,N),

z— (f2)

*yO )

onde @, : N — N € a aplicagao definida por f.(y) = f(x,y), € de classe C*.



105

Além disso, dado u € Ty, N e dada uma curva 6 : I — M, 0 € I, temos que

d .
T p(f(t))(u) = (P*5<0)5(0))(U)‘

0
Demonstragao. Seja xo € M arbitréario e seja (W, ) uma carta de N em y, com coorde-
nadas locais {21, ..., z,}. Como f é de classe C*°, existem uma carta (U, ¢) de M em x

e uma carta (V, ) de N em yq tais que f(U x V) C W e
£o flox )™ 1 p(U) x (V) — (W)
¢ C*, onde
pxP: UxV —R"xR"ZR™™, (z,y) = (p(z), ¥ (y)).

Sejam vy, ..., y, coordenadas locais da carta (V,v). Dado x € U, temos que f.(V) €
fz}xV) C f(UxV)CW. Logo, para todo « € U podemos representar p(n) = (f,)

. ~ ) 0 ) a | .
como uma matriz em relacao as bases {8y1’ e 8yn} e {821 s 8zn} :

*1/0

_ a<§ © fz o ¢_1)i
9y,

(p(2))s

Y

¥(yo)

onde i,j = 1,...,n. Dados u € p(U) e v € ¥(V), temos que

(Eoforrwov™) (v) = (€0 )¢ (u), ¢ (v))
= (Eofolex¥) ) (u,v),

e portanto (p(¢'(u));; é a y;-ésima derivada da i-ésima func¢ao coordenada da aplicagao
suave £ o f o (¢ x 1)~! no ponto ¥(yy). Segue-se que p;; 0ot : p(U) — R é suave para
todo 7,7 = 1,...,n o que implica que p é suave.

Mostraremos agora a segunda parte do enunciado. Seja u € T, N. Defina ev, :
L(T,,N,T,,N) — T,,N, A— A(u). Sendo linear, a aplicagao ev, é C* e a sua derivada
satisfaz (ev,)., = ev, para todo A € L(T, N,T, N). Se 6(t) é uma curva suave de M,
entao p(0(t))(u) = (ev, 0 pod)(t) é suave (é a composta de trés aplicagoes suaves), e pela

regra da cadeia, temos que:

d d

%i| PO = F (cwopod))

= (€050 Pray O ()

= V(e 0(1))

= (Prsy0(1))

= (Prsy0(0)) ().
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Demonstragdo. (da Proposicao A.3.1) Basta definir f : G x G — G, (g,h) > ghg™' e
aplicar o Lema A.3.2 no ponto yy = e. O]

Definicao A.3.3. Seja G um grupo de Lie. O colchete de Lie a direita é a aplicacao
[,]%:g x g — g, definida por:

&, n) = [€", 0",

onde £ e nf! sdo os campos de vetores invariante a direita associados, isto é, (&%), =
(Ry|, £)-

Lema A.3.4. Seja G um grupo de Lie. Entao, para todo £,m € g, tém-se:

(&)™ = —[&.m].
Demonstracao. Temos que:
& = (€% 0",
= G 0

Usando um raciocinio analogo ao da demonstracao da Proposicao 2.2.2, vé-se que gpr (9) =
Lsg = 6(t)g, onde 4(t) é a curva integral maximal do campo de vetores £# que passa pelo

ponto e no tempo ¢ = 0. Vé-se também, seguindo a Observacao 2.2.3 que §(—t) = §(¢)~*

Assim,
(0 an )7 = (Lst)ea (Rao) oot
= (Lo(—t))ss (Fs(t)) 1
= (Lo © Rsmy)we
= (Ls@y—1 o Rs))«n
= (swy1)w
= (Adoi)(3(6)(n).
Dai,
"t = | oo
= ad;,¢(n)
= [,

ondei: G — G, g+ g~1. Pelo Lema 2.1.4,

i § = —(Le-1 0 Rg-1),.§ = —¢,
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e portanto,
[éﬂﬂR = [2*65777] = —[5777]
O Lema segue. O]
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