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Abstrakt

Série ucebnich textli z paradigmat programovani seznamuje ¢tenafe s vybranymi styly v programovéani.
Tento text je zaméfen na problematiku funkcionalniho programovani. Text je koncipovén jako cvicebnice,
teoretické partie jsou prezentovany v redukované podobé a dtiraz je kladen na prezentaci piiklad a pro-
tiptikladd, na kterych jsou dané problémy demonstrovany. V textu se nachazeji klasické partie z funkcio-
nalniho programovani (napfiklad procedury vyssich fada, rekurze, indukce, prace s hierarchickymi daty),
ale i partie, které jsou v soudobé literatufe zastoupeny minimélné nebo vtibec (napfiklad detailni popis
vyhodnocovaciho procesu a konstrukce interpretu funkcionalniho jazyka). Text je rozdélen do dvanécti na
sebe navazujicich lekci. Pro spravné pochopeni a procviceni problematiky je vhodné ¢ist lekce postupné bez
pfeskakovani a snaZit se fesit vSechny tkoly. Text u ¢tenaitt nepredpokladéd zadné znalosti programovani.
Pro pochopenti vétsiny piikladti sta¢i mit znalost stfedoskolské matematiky. Piiklady vyZadujici znalosti
(Gvodnich kurzt) vysokoskolské matematiky jsou doplnény o odkazy na vhodnou literaturu.
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Lekce 7: Akumulace

Obsah lekce: V této lekci se budeme zabyvat akumulaci, coz je specialni postupna aplikace procedur.
Pomoci akumulace ukdZeme efektivnéjsi feSeni vybranych tikol, které jsme feSili v pfedchozich lekcich,
napfiklad mapovéni, filtrace a nahrazovani prvkt seznamu. Dale ukdZeme, jak 1ze pomoci akumulace

rozsifit nékteré procedury dvou argumentt tak, aby pracovaly s libovolnym poctem argument.

Klic¢ova slova: akumulace, filtrace, procedura foldl, procedura foldr.

7.1 Procedura FOLDR

V této sekci se budeme zabyvat akumulaci prokii seznamu. Pod pojmem akumulace mame obvykle na mysli
vytvofeni jedné hodnoty pomoci vice hodnot obsazenych v seznamu (secteni ¢isel v seznamu, nalezeni
maxima, vytvofeni seznamu pouze z nékterych hodnot a podobné). Akumulace mé blizko k explicitni apli-
kaci provadéné pomoci primitivni procedury apply, o které jsme se bavili v pfedchozi lekci. PouZiti apply
pfi akumulaci ma nevyhodu v tom, Ze pfi nezndmé délce seznamu muZeme aplikovat pouze procedury
s libovolnymi argumenty. Jediné tak je totiZ p¥i pouZiti apply zaruceno, Ze nedojde k chybé vlivem predani
Spatného poctu argumentt. Nyni budeme k problému akumulace pfistupovat jinak. Seznam libovolné
délky budeme akumulovat pomoci procedur dvou argumentii, které budou aplikovdny postupné pro jednotlivé
prvky seznamu a to bud’ zleva nebo zprava.

Nejprve si problém demonstrujeme na pfikladu. UvaZujme seznam ¢isel
123 4).

Z pfedchozich lekci vime, Ze tento seznam lze zkonstruovat pomoci konstruktoru paréi cons a pomoci
prazdného seznamu vyhodnocenim nésledujiciho vyrazu:

(cons 1 (cons 2 (cons 3 (cons 4 “O))))) = (123 4)

Ve vyrazu si miizeme vSimnout toho, Ze se na sebe postupné ,nabaluji” vysledky aplikace procedury
cons. Hodnota vznikla vyhodnocenim (cons 4 “()), coZ je jednoprvkovy seznam obsahujici ¢tytku je
dale pouzita jako druhy argument pfi dalsi aplikaci cons spolu s argumentem 3, vysledek této aplikace
je opét pouzit pfi dalsi aplikci cons jako druhy argument, a tak dale. Analogické postupné ,nabalovani”
vysledkt aplikaci bychom pouzili, kdybychom chtéli se¢ist prvky seznamu za pfedpokladu, Ze procedura
+ by akceptovala pouze dva argumenty:

+ 1 (+2 ((+34))

Aby podobnost obou vyrazii vice vynikla, pfepiSeme pfedchozi s vyuZitim souctu s nulou:
+ 1 (+2 3+ 40)))

V podobném stylu bychom mohli vyjadfit soucin prvki seznamu:

(e 1 (e 2 (3 (% 4 1))

Nyni uvedeme jesté jeden ptiklad, ve kterém pro zménu nebudeme pouZivat pfi postupném ,nabalovani”
vyslednych hodnot primitivni procedury jako dosud (procedury cons, + a x), ale nésledujici uzivatelsky
definovanou proceduru:

(define y+1
(lambda (x y)
(+y 1))

Vsimnéte si, Ze pfedchozi procedura zcela ignoruje sviij prvni argument a vraci hodnotu druhého ar-
gumentu zvétsenou o jedna (druhy argument tedy musi byt ¢islo). V nésledujici ukazce jsou zachyceny
vysledky aplikaci této procedury:

(y+1 ‘a 9) = 1
(y+1 ‘a (y+1 ‘b 0)) = 2
(y+1 ‘a (y+1 ‘b (y+1 ‘c 9))) = 3
(y+1 "a (y+1 ‘b (y+1 ‘¢ (y+1 ‘d ©)))) = 4
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Jakje asi z ukazky a z definice procedury y+1 patrné, proceduru mtéiZeme timto zptisobem pouzit k pocitani
poctu prvkh seznamu. Pro nds vychozi seznam bychom tedy méli:

(Y+r1 1 (y+1 2 (Yy+1 3 (y+1 4 9)))) = 4

Vyraz je opét ve tvaru postupného ,nabalovani” aplikaci. V ¢em se lisily vSechny pfedchozi ukéazky
postupné vnofenych aplikaci, které jsme uvedli? Pro zopakovéni, jednalo se o tyto vyrazy:

(cons 1 (cons 2 (cons 3 (cons 4 “()))))
(+ 1 (+2 (+ 3 (+40)))

(% 1 (% 2 (3 (%4 1))))

(Y+1 1 (y+1 2 (Yy+1 3 (y+1 4 9))))

Z hlediska jejich tvaru, ze liSily jen ,nepatrné”, protoZe je 1ze vSechny chépat jako vyrazy tvaru:
((procedura) 1 ((procedura) 2 ((procedura) 3 ((procedura) 4 (termindtor))))),

kde (procedura) je procedura dvou argumentd a (termindtor) je element. Vskutku, v prvnim piipadé
byla (procedura) zastoupena cons a terminator byl (). V druhém p¥ipadé byla (procedura) zastoupena
+ a (termindtor) byl 0. V poslednim p¥ipadé byla (procedura) zastoupena uzivatelsky definovanou procedu-
rou y+1 a (termindtor) byl 0. Z pohledu tvaru se tedy vyrazy pfilis nelisi. Lis{ se ale vyrazné z pohledu svého
vyznamu (vyslednych hodnot): vytvofeni seznamu, soucet hodnot, sou¢in hodnot, vypocet délky (coz je
v podstaté , pocet zanofeni “ v daném vyrazu).

Doposud jsme vechny tGvahy provadéli nad seznamem pevné délky. Uvahy bychom ale mohli rozf#it na
seznamy libovolnych délek. Nabizi se mit k dispozici obecnou proceduru, ktera pro danou proceduru dvou
argumentil, termindtor a seznam provede postupnou aplikaci dané procedury dvou argumentti pfes vSechny
prvky seznamu tak, jak jsme nyni v nékolika pfipadech ukazali. V jazyku Scheme budeme uvaZovat
proceduru foldr (z anglického fold right, neboli ,,zabal smérem doprava®), ktera je ve své zakladni podobé
aplikovana ve tvaru:

(foldr (procedura) (termindtor) (seznam)).
Pti své aplikaci procedura foldr provede postupnou aplikaci
((procedura) (prveki) ((procedura) (prveks) ((procedura)--- ({(procedura) (prvek,) (termindtor))---))),

pro (seznam) ve tvaru ({prveki) (prveks) --- (prveky)). Tojest, pouzitim foldr na prazdny seznam je vracen
element oznaceny jako (termindtor). Pouzitim foldr na jednoprvkovy, dvouprvkovy, tfiprvkovy, ¢tyiprv-
kovy (a tak dale) seznam je vracena hodnota aplikace:

((procedura) (prvek;) (termindtor))

((procedura) (prveki) ((procedura) (prveks) (termindtor)))

((procedura) (prveki) ((procedura) (prveks) ((procedura) (prveks) (termindtor))))

<procedum> (prveky) ((procedura) (prveks) ((procedura) (prveks) ((procedura) (prvek) (termindtor)))))

Predchozi pfiklady bychom tedy pomoci foldr mohli vyfesit takto:

(define s (1 2 3 4))

(foldr cons ‘() s) = (123 4)
(foldr + 0 s) = 10
(foldr = 1 s) = 24
(foldr y+1 0 s) = 4

Prvni aplikaci foldr jsme vytvorili duplikat vychoziho seznamu, nasleduje soucet a soucin prvki seznamu
a posledni pifiklad bychom mohli v souladu s nasimi pfedchozimi pozorovanimi charakterizovat jako
vypocteni délky seznamu. PouZiti foldr ma zjevnou vyhodu v tom, Ze funguje pro libovolné dlouhy
seznam o jehoZz transformaci na sérii postupnych aplikaci se jako programétofi nemusime starat. O tom se
ostatné muZete presvédcit sami, zkuste nékolikrat zménit seznam nabazany na s a provedte vyse uvedené
aplikace foldr.
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Poznamka 7.1. VSimnéte si, jakou roli maji argumenty procedury, kterou pfi aplikaci pfeddvame procedufe
foldr. Prvni argument této procedury postupneé nabyod hodnot vyskytujicich se v seznamu. Na druhou stranu
druhy argument zastupuje element, ktery vznikl zabalenim hodnot v seznamu vyskytujicich se za priibéZnym
prvkem. Napftiklad pfi nasledujici aplikaci foldr:

(foldr (lambda (x y)
(list #f x V)
‘base
“(abcd) = @#f a (#f b (#f ¢ (#f d base))))

bude procedura vznikla vyhodnocenim A-vyrazu (lambda (x y) (list #f x y)) nejprve aplikovana
s hodnotami d (posledni prvek seznamu) a base (terminator). Vysledkem tedy bude seznam (#f d base).
V dal$im kroku bude procedura aplikovédna s prvkem c (pfedposledni prvek seznamu) a druhym argu-
mentem bude vysledek zabaleni vytvofeny v pfedchozim kroku, tedy seznam (#f d base). Vysledkem
aplikace procedury proto bude seznam (#f ¢ (#f d base)).V dal3im kroku bude procedura aplikovana
sprvkemb aseznamem (#f c (#f d base)).Jakovysledek vznikne (#f b (#f c (#f d base))).Ko-
nec¢né v poslednim kroku bude procedura aplikovéna s a (prvni prvek seznamu) a s poslednim uvedenym
seznamem. Vysledek této posledni aplikace bude vracen jako vysledek aplikace foldr.

Nasledujici ptiklady ukazuji roli termindtoru.

(foldr cons ‘base s) = (123 4 . base)
(foldr cons ‘() s) = (123 4)

(foldr list ‘base s) = (1 (2 (3 (4 base))))
(foldr list () s) = (1 (2 G @ 0NN
(foldr list “O) ")) = O

(foldr list ‘base "()) = base

(foldr list 666 “()) > 0606

Napfiiklad na prvnich dvou pouZitich foldr je vidét, Ze v prvnim piipadé je aplikovana procedura cons
s argumenty 4 (posledni prvek seznamu) a base, coz vede k vytvofeni teckového paru (4 . base), ktery
se ve vysledku vyskytuje na konci vytvorené hierarchické struktury. V druhém piipadé je aplikace cons
provedena s hodnotami 4 a (), coz vede na vytvofeni jednoprvkového seznamu (4) — vysledna struktura
vytvorend aplikaci foldr je v tomto piipadé seznam. V poslednich tfech prikladech vidime mezni pfipad:
pfi pokusu o zabaleni prazdného seznamu je vracen terminator.

Pomoci procedury foldr l1ze efektivné implementovat fadu operaci nad seznamy. Kli¢em ke spravnému
pouZiti foldr je pochopit roli procedury dvou argumentt, ktera je pfi aplikaci pfedavana jako prvni
argument, a pomoci niz je provedeno samotné ,zabaleni hodnot”. Musime si uvédomit, Ze tato pro-
cedura je postupné aplikovana tak, Ze jeji prvni argument je priibéznyj proek seznamu a druhy argument
je vysledek zabaleni prokii nachdzejicich se v seznamu za pritbéZnym prokem.

N

Proceduru foldr lze pouzit v obecnéjsim tvaru. Podobné jako tomu bylo u procedury map, procedura
foldr pripousti pii aplikaci i vice seznami nez jen jeden. Proceduru foldr Ize tedy aplikovat ve tvaru

(foldr (procedura) (termindtor) (seznami) (seznams)--- (seznamy)),

kde (seznamy), . .., (seznam,) jsou seznamy (n > 1), a (procedura) je procedura n + 1 argumentt. Pfi aplikaci
foldr je provedeno analogické zabaleni jako ve verzi s jednim seznamem, rozdil je pouze v tom, Ze
(procedura) je aplikovana s n+ 1 argumenty, jimiZ je n prabéznych prvki z pfedanych seznamti a poslednim
argumentem je vysledek zabaleni prvki nasledujicich za pribéznymi prvky.

Nejlépe ¢innost foldr pro vic argumentti vysvétli nasledujici piiklady:

(foldr list ’‘base
“(123) "(abcec) (1L j k) = (1 ai @b j (3 ckbase)))
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(foldr (lambda (x y z result)
(cons (list x vy z) result))
O
‘1 23) “(abc) (1 jk)) = ((1ai) (2b j) (3 ck))

V nésledujici sekci uvedeme praktické priklady pouZiti foldr.

7.2 Pouziti FOLDR pro definici efektivnich procedur

Nyni ukaZeme implementaci nékolika procedur pro préci se seznamy, které uz jsme predstavili v pfedcho-
zich lekcich. Uvidime, Ze vytvoreni téchto procedur pomoci foldr bude nejen kratsi z hlediska jejich zapisu,
ale procedury budou mnohem efektivnéjsi. I kdyz neni vypoctova efektivita hlavnim pfedmétem, na ktery
se v tomto kurzu soustfedime, u kazdé vytvarené procedury je vZdy vhodné zamyslet se nad jeji efektivi-
tou. Pro programovani ve funkcionalnich jazycich je typické vyvijet program v nékolika etapéach. V prvni
tazi vyvoj jde vlastné o obohaceni jazyka o nové procedury, pomoci nichz budeme schopni vyfesit dany
problém. Po vyfeSeni problému se miZeme opét vrétit k naprogramovanym procedurdm a pokouset se
zvysit jejich efektivitu tim, Ze je implementujeme znovu, samoziejmé pfi zachovani dosavadni funkénosti.

Tento pohled uplatnime v malém métitku i nyni. UkaZeme si, jak 1ze efektivné vytvofit procedury, které
jsme jiz méli (méné efektivné) vytvorené. Prvni z nich bude procedura length vracejici délku seznamu.
Pavodni kéd, ktery jsme vytvorili pomoci map a apply je uveden v programu 6.1 na strané 144. Pfed uve-
denim nové verze length se nejdiiv zamysleme nad efektivitou pivodni verze z programu 6.1. Pfedné,
jak mtiZeme snadno kvantitativné vyjadrit efektivitu procedury pracujici se seznamy? Seznamy jsou sek-
ven¢ni linedrni dynamické datové struktury, k jejichZ (dalsim) prvkam piistupujeme pomoci cdr. Tato
operace ma vzhledem k dal$im pouZivanym operacim nejvétsi vliv na rychlost zpracovani seznamu. Proto
budeme vyjadfovat efektivitu amortizované vzhledem k poctu operaci cdr provedenych nad vstupnimi daty.
Budeme pfitom provadét bézna zjednoduseni, ktera jsou studentiim zndma z kurzu algoritmické matematiky,
nebudeme se zabyvat samotnou strukturou seznam, ale efektivitu (¢asovou slozitost procedur) budeme
vyjadfovat vzhledem k délce vstupnich seznamil.

Procedura length v programu 6.1 pocita vyslednou hodnotu tak, Ze nejprve provede mapovani ptes cely
vstupni seznam. Pokud délku vstupniho seznamu oznacime n, pak tato f4ze zabere n krokt (je potieba
n aplikaci cdr na prichod seznamem!?). V dalsf fazi je na vznikly seznam aplikovéna operace séitani
ta potfebuje opét n krokii k tomu, aby prosla prvky seznamu (jednicky) a secetla je. Dohromady tedy
procedura pro seznam délky n provede 2n krokt. Casovou slozitost budeme dale zapisovat v bézné O-
-notaci, v pfipadé nasi procedury tedy O(2n). Intuitivné bychom ocekavali, Ze délku n prvkového seznamu
bychom méli stanovit pravé v n krocich, procedura length z programu 6.1 tedy neni p#ili$ efektivni. Na
druhou strany neni tézké nahlédnout, Ze délku seznamu se ndm nepodafi stanovit v , sublinedrnim case”,
protoze pro vypocet délky seznamu musime skute¢né kazdy prvek seznamu navstivit aspor jednou.

Podivejme se nyni na proceduru length z programu 7.1. Jde v podstaté jen o formalizaci myslenky z pfed-

Program 7.1. Vypocet délky seznamu pomoci foldr.

(define length
(lambda (1)
(foldr (lambda (x y)
(+ 1.9))
2 1))

10Ngkdo by v tuto chvili mohl namitnout, Ze krokii je potieba pouze n — 1, protoZe u jednoprvkového seznamu uz zadny dalsi
prvek nehleddme. Tato tivaha ale neni sprdvnd, abychom zjistili, Ze se skute¢né jedna o jednoprvkovy seznam, musime otestovat,
jaky element se nachazi na druhé pozici paru, tim paddem cdr musime skute¢né aplikovat n-krat. Uvédomte si, Ze interpret nevidi
seznam ,,z vnéjsku” tak, jako jej vidime my.
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chozi sekce. JelikoZ je v téle procedury aplikovana procedura foldr se vstupnim seznamem, jeji ¢innost
zabere pravé n krokd, béhem kterych jsou navstiveny vSechny prvky seznamu. Hodnota terminatoru o
znamena, Ze prazdny seznam ma délku nula. Béhem akumulace je secteno pravé tolik jednicek, kolik je
navstiveno prvkd, vysledna hodnota je tedy ¢islo — délka seznamu. Celkova ¢asova sloZitost naseho feSeni
je tedy O(n).

Z kurzu algoritmické matematiky mozna vite, Ze sloZitost se stanovuje fadové. Z tohoto pohledu jsou
slozitosti O(2n) a O(n) obé stejného fadu (linearni slozitost), protoze multiplikativni konstanta je z hle-
diska ¥adové slozitosti zanedbatelnall. Zde upozornéme na to, Ze orientovat se podle fddové sloZitosti,
pouzivané tieba ke klasifikaci feSitelnych problém podle jejich ¢asové nebo prostorové sloZitosti, by bylo
z naseho pohledu dost osidné. Multiplikativni konstanta 2 je z pohledu procedury jako je length (ktera
bude v programu ziejmé casto pouzivana), dost kriticka a naSe nova implementace majici slozitost O(n)
je vyrazné lepsi neZ ptivodni se sloZitosti O(2n)!2. Dalsi nové naprogramovanou procedurou bude spojeni
dvou seznamii. Pvodni kéd procedury append2 je k dispozici v programu 5.2 na strané 123. Tato imple-
mentace vyuZzivajici build-1ist je extrémné neefektivni. Oznacéime-li délku prvniho seznamu n a druhého
m, pak je nejprve spotfebovano n +m krokt na stanoveni délek obou seznamii. Potom je konstruovan novy
seznam délky n + m. Proto, abychom zjistili sloZitost konstrukce, musime rozebrat télo procedury volané
procedurou build-list. Pfi pohledu na télo je jasné, Ze jsou postupné vraceny prvky z obou seznami
pomoci list-ref. Samotnd procedura list-ref vrati prvek na k-té pozici (nejdfiv) béhem k kroku. Pro
vraceni vSech prvkii z prvniho seznamu tedy potfebujeme 1 + 2 + - - - + n krokd, coz je (sec¢tenim prvki
aritmetické posloupnosti) dohromady w krokti. Pro druhy seznam potfebujeme analogicky M
krokt. Celkovou slozitost stanovime souctem vsech tf1 ¢asti (vypocet délek a sekvencni pfistup ke vSem
prvkéim obou seznami), to jest

O(n+m+ n(l;—n) + m(l;m)),
coz je ekvivalentni
n(n+3)+m(m-+3
O (Mt tmmt8)y

Radové je tedy ¢asova sloZitost procedury z programu 5.2 dokonce kvadratickd. To je p¥imo tristni, pro-
toZe pro spojeni seznamu délky m a seznamu délky n bychom intuitivné oc¢ekavali slozitost O(m + n).
Program 7.2 dokonce ukazuje, Ze na tom miizeme byt jesté o néco lépe. Nejdfive objasnéme télo nové

Program 7.2. Spojeni dvou seznamt pomoci foldr.

(define append2
(lambda (11 12)
(foldr cons 12 11)))

implementace procedury append2. Jedné se o akumulaci prvkd prvniho seznamu pomoci cons, kterd je
terminovédna druhym pfedanym seznamem. VSechny prvky prvniho seznamu jsou pfi této akumulaci po-
stupné navstiveny (jeden po druhém), coz zabere n krokt. Vysledna sloZitost je tedy O(n). Pro nékoho
ponékud prekvapivé, protoZe se do sloZitosti viibec nepromitla délka druhého seznamu. Vskutku, druhy
seznam je pouZit jako terminujici element a nenf tedy vtibec prochézen. Cinnost append2 napsané pomoci
foldr si mozna lépe uvédomime, kdyz si pfedstavime, Ze foldr provede sérii aplikaci typu:

(cons (prvek;) (cons (prveks) (cons --- (cons (prvek,) (seznam)) ---))),
ktera skute¢né vede na spojeni dvou seznamti: ({prvek;) - - - (prvek,,)) a (seznam).

Pomoci foldr a append2 muZzeme efektivné naprogramovat spojeni libovolného mnoZzstvi seznam tak,
jak to ukazuje procedura append v programu 7.3. Proceduru jsme pochopitelné museli definovat jako

"Z prektického pohledu bychom se méli zajimat i o multiplikativni konstanty zvlagt'v piipadé, pokud jsou velké.

12Zde opét pfipometime, Ze fadové jsou obé sloZitostni t¥idy stejné, tojest O(n) = O(2n). Z praktického hlediska je viak v tomto
pfipadé konstanta 2 vyraznou pfitézi. Pokud budeme chtit multiplikativni konstanty zdiraziiovat, budeme je v O-notacich uvadeét,
i kdyzZ to neni bézné.
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Program 7.3. Spojeni libovolného poctu seznamii pomoci foldr.

(define append
(lambda lists
(foldr append2 ‘() lists)))

proceduru s libovolnymi argumenty, ty budou pfi jeji aplikaci navazané na symbol 1ists. V téle procedury
je pouZito jedno volani foldr pomocinéjz provadime akumulaci procedury append2, kterou jsme vytvorili
v pfedchozim kroku. Tato procedura bude akumulovat prvky ze seznamu lists, cozjsou seznamy pfedané
proceduie append pfi jeji aplikaci. Terminatorem je prazdny seznam, protoZe spojenim ,, Zadnych seznam”
vznika prazdny seznam. SloZitost této procedury je rovna O(n), kde n je soucet délek vsech vstupnich
seznamu. Pokud pouZzijeme append na spojeni pouze dvou seznamti, bude mit slozitost O(n + m), coz je
zhorseni oproti append2. Diivodem je fakt, Ze append terminuje spojeni prazdnym seznamem a prochézi
prvky vsech ptedanych seznamt (tedy i toho posledniho, v naSem piipadé druhého). To je jakasi dani, kterou
jsme zaplatili za obecnost fesen.

V programu 5.3 na strané 125 jsme ukazali implementaci procedury map 1, coZ je varianta map pracujici pouze

s jednim seznamem. Tato implementace byla opét velmi neefektivni a pouZzivala build-1list a sekvencni

vyhledavani prvkt pomoci opakované aplikaci 1ist-ref. Casova slozitost této procedury byla O (@),

protoze n krokt bylo spotfebovano vypocétenim délky seznamu a 1 + 2 + - - - + n krokt bylo potfeba na
prochéazeni jeho prvki. SloZitost takto napsané map1 byla opét kvadratickd. Proceduru lze ale vytvofit se

slozitosti O(n) tak, jak je to ukazano v programu 7.4. V nové implementaci map 1 jsme provadéli akumulaci

Program 7.4. Mapovaci procedura pracujici s jednim seznamem pomoci foldr.

(define map1
(lambda (f 1)
(foldr (lambda (x y)
(cons (f x) y))
O
1))

hodnot pomoci uZivatelsky definované procedury, kterd misto prostého pouZiti cons tak, jak jsme jej
pouzili v ptfipadé append2, provede napojeni modifikace proniho prvku s jiz zpracovanou ¢asti. Akumulace
je terminovéana prazdnym seznamem. Pomoci foldr miiZeme nyni naprogramovat i obecny map pracujici
s libovolnym (ale nenulovym) po¢tem seznamii. Obecna verze map se nachazi v programu 7.5. Program 7.5
obsahuje pomocnou proceduru separate-last-argument, kterd ma za ticel pro dany neprazdny seznam
vratit teckovy par, jehoZ prvnim prvkem bude seznam prvkh z ptivodniho seznamu kromé posledniho
a druhym prvkem te¢kového paru bude posledni prvek seznamu. Viz nasledujici ptiklady pouZziti:

(separate-last-argument “()) = #f
(separate-last-argument ‘(a)) = (O . a)
(separate-last-argument ’“(a b)) = (@ . b)
(separate-last-argument ‘(a b c)) = (((ab) . c)
(separate-last-argument “(a b c d)) = (((abc) . d)

Procedura separate-last-argument ndm tedy umoZnuje piistoupit k prvkiim seznamu (vyjma posled-
niho) a k poslednimu prvku. Jedna se tedy o jakési ,,car a cdr naruby”. Tuto pomocnou proceduru jsme
v programu 7.5 dale pouzili na implementaci map. Samotny map jsme realizovali aplikaci foldr. JelikoZ
vSak dopfedu nevime, kolik seznamti bude proceduie map pfedano, museli jsme proceduru pfedanou
foldr vytvofit jako proceduru s libovolnym poctem argumentii. Pro n seznamt bude argumentt n + 1,
prvnich n argumentt bude reprezentovat priibézné prvky seznam a posledni argument bude zastupovat
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Program 7.5. Obecna mapovaci procedura pomoci foldr.

(define separate-last-argument
(lambda (1)
(foldr (lambda (x y)
(if (not )
(cons ") x)
(cons (cons x (car yv)) (cdr y))))
#£
1))

(define map
(lambda (f . lists)
(apply foldr
(lambda args
(let ((separation (separate-last-argument args)))
(cons (apply f (car separation))
(cdr separation))))
O
lists)))

akumulovanou hodnotu. JelikoZ chceme k akumulované hodnoté pfidat hodnotu vzniklou aplikaci prv-
nich n argumentti, potfebujeme od sebe nutné oddélit prvnich n argumentti a posledni argument. K tomu
jsme pouzili pravé pomocnou proceduru separate-last-argument, kterd byla rovnéz vytvofena pomoci
foldr.

Vsimnéte si, Ze v procedufe separate-last-argument je foldr terminovan elementem #f. V téle pro-
cedury predané foldr je vidét, Ze hned pii prvni aplikaci, kdy je na x navazany posledni prvek seznamu,
je vytvofen pér ve tvaru (() . (posledni)). V kazdém dal$im kroku jiz se druhy prvek tohoto paru neméni,
a do prvniho prvku se pfidavaji postupné prochazené prvky. Tim vytvofime poZadovany vystup, viz vyse
uvedené piiklady.

Slozitost obecného map muiZzeme stanovit zhruba takto. Prochazime m seznamt délky n postupné prvek po
prvku, to zabere celkem mn krokd. K tomu musime pfipocist reZii spojenou s nasobnou aplikaci pomocné
procedury separate-last-argument. Tato procedura je aplikovéna praveé tolikrat, jakd je délka seznamij,
tedy n-krat. P¥i kazdé aplikaci potfebuje m + 1 krokti na separaci posledniho argumentu. Celkova sloZitost
je tedy O(mn + (m + 1) - n), coz je ekvivalentni O((2m + 1) - n).

Program 7.6 obsahuje efektivni implementaci filtra¢ni procedury filter, kterou jsme predstavili v pro-
gramu 6.2 na strané 146. Ptivodni filtra¢ni procedura méla ¢asovou slozitost O(2n), zdtivodnénije analogické
tomu, jaké jsme provedli u ptivodni procedury length. Efektivni implementace z programu 7.6 ukazuje
dalsi pouziti foldr. V tomto piipadé je termindtorem opét prazdny seznam a uZivatelsky definovana
procedura predana foldr nejprve otestuje, zda-li pribézny prvek spliiuje vlastnost danou procedurou
navazanou na symbol f. Pokud ano, je prvek pfidan k seznamu v némz se akumuluji prvky splnujici
tyto vlastnost. V opaéném ptipadé neni seznam akumulovanych prvkt zménén. Casova sloZitost nového
provedeni filter je O(n).

Dalsi ukazkou je efektivni implementace predikatu member?. Tento predikatjsme piedstavili v programu 6.3
na strané 146. Slozitost ptivodni implementace byla O(2n), protoze byla zaloZena na ptivodni implementaci
filter. Kdybychom nyni uvaZovali, Ze ponechdme ptivodni kéd member?, ale budeme v ném pouzivat
novou implementaci filter z programu 7.6, pak bude mit member? ¢asovou slozitost O(n). Mizeme ale
provést iplné novou implementaci member? pfimo pouzitim foldr bez vazby na filter. Viz program 7.7.

Posledni procedurou, kterou v této sekci ukdZeme je replace, ktera pfi své aplikaci vyzaduje tfi argu-
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Program 7.6. Filtrace prvkl seznamu splitujicich danou vlastnost pomoci foldr.

(define filter
(lambda (f 1)
(foldr (lambda (x y)
(if (f x)
(cons x y)
Vv))
O
1))

Program 7.7. Test pfitomnosti prvku v seznamu pomoci foldr.

(define member?
(lambda (elem 1)
(foldr (lambda (x y)
(if (equal? x elem) #t y))
#f
1))

menty: prvnim je predikat jednoho argumentu reprezentujici vlastnost prvku seznamu (analogicka role
jako u filter), druhym je procedura jednoho argumentu slouzici k modifikaci prvké seznamu (analo-
gicka role jako u map) a tfetim argumentem je seznam. Vysledkem aplikace procedury replace je seznam
element(i vznikly ze vstupniho seznamu tak, Ze kazdy prvek seznamu spliiujici vlastnost danou prvnim
argumentem je modifikovan pomoci procedury dané druhym argumentem. Viz program 7.8.

Program 7.8. Nahrazeni prvku dané vlastnosti modifikaci prvku pomoci foldr.

(define replace
(lambda (prop? modifier 1)
(foldr (lambda (x v)
(if (prop? x)
(cons (modifier x) y)
(cons x y)))
O
1)

Nasledujici ptiklady ukazuji pouZiti replace:

(define s (1 2 3 4 5))
(replace even? (lambda (x) (- x)) s)

= (1 -2 3 -4 5)
(replace (lambda (x) #t) (lambda (x) 1) 8) = (1111 1)
(replace (lambda (x) (<= x 3)) list s) = (1) (2) (3) 4 5)
(replace (lambda (x) (= 1 (modulo x 3)))
(lambda (x) (+ x 10))
s) = (11 2 3 14 5)
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7.3 Dalsi ptiklady akumulace

V této sekci si ukazeme dalsi priklady akumulace pomoci foldr. Nejprve se budeme zabyvat problema-
tikou rozsifeni operace (procedury) dvou argumentti na proceduru libovolnijch argumentii. Konkrétné se
budeme zabyvat touto problematikou u monoidalnich operaci, viz sekci 2.5. Pokud je totiZ operace ©® na

dané mnoZiné asociativni a ma neutralni prvek, pak mtZeme bez Gjmy psat
a1 ©®az © - © ap,

protoZe diky asociativité nezalezi na uzavorkovéani ptedchoziho vyrazu. Diky neutralité navic plati, Ze
a1®a2©@---@a,=0a10@a20@---@a, e,

kde e je neutrédlni prvek vzhledem k operaci ©. Z hlediska akumulace pomoci foldr je pro nas zajimavé
a1 ®ays®---®a, = (al@(az@"‘(an@e)"‘))-

Prava strana piedchozi rovnosti je ve tvaru vhodném pro akumulaci pomoci foldr, protoZze monoidalni

operace @ zde hraje analogickou roli jako procedura pfedavana foldr a termindtor je neutralni prvek e.

Kdybychom tedy ve Scheme neméli k dispozici +, * a podobné operace jako procedury libovolnych ar-

gumentti, ale pouze dvou, pak bychom je pomoci foldr mohli snadno rozsifit na procedury libovolnych
argumenta.

V nasledujicim pfikladu mdme definovany procedury, které provadéji soucet a soucin dvou prvki:

(define add2 (lambda (x y) (+ x y)))
(define mul2 (lambda (x y) (* x y)))

Pomoci foldr je mGZeme zobecnit na operace pro libovolny pocet argumentti:

(define ++
(lambda args
(foldr add2 0 args)))

(define =x
(lambda args
(foldr mul2 1 args)))

w7

Samoziejmé, zZe pfedchozi ptiklad byl pouze , 8kolsky”, protoze v interpretu mame k dispozici + a » pracujici
s libovolnymi argumenty, takZe neni potieba je ,redukovat na dva argumenty” pak , opét vyrabét”. P¥iklad
mél slouZit pro demonstraci této obecné techniky. Analogicky jako v pfedchozim pfipadé bychom mohli
na libovolny pocet argumentti zobecnit proceduru pro s¢itdni vektorti pevné délky:

(define vec+ (lambda (v1 v2) (map + v1 v2)))

Zde je ale maly problém s neutralnim prvkem. Neutralni prvek pro sc¢itani vektort je pochopitelné nulovy
vektor. Pokud jsou vektory reprezentovany seznamem hodnot, pak by to mél byt seznam skladajici se
ze samych nul. PotiZ je ale v tom, Ze pfedchozi procedura byla schopna scitat vektory libovolné délky,
pro kazdou z délek médme jeden neutrdlni prvek. Situaci bychom mohli vyftesit tak, Ze bychom vytvorili
proceduru vyssiho fddu make-vec+, kterd by pro danou délku vratila proceduru pro sc¢itdni libovolné
mnoha vektort:

(define make-vec+
(lambda (n)
(let ((null-vector (build-list n (lambda (i) ©))))
(lambda vectors
(foldr vec+ null-vector vectors)))))

Pouziti procedury by pak bylo nasledujici:

((make-vec+ 3)) = (o 0 0)
((make-vec+ 3) (1 2 3)) = (12 3)
((make-vec+ 3) (1 2 3) ‘(10 20 30)) = (11 22 33)
((make-vec+ 3) (1 2 3) ‘(19 20 30) (2 4 B)) = (13 26 39)
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Proceduru make-vec+ bychom misto foldr a vec+ mohli implementovat s pouZitim map pro libovolné
argumenty. Nésledujici pfiklad rovnéz ukazuje pouZiti apply s nepovinnymi argumenty.

(define make-vec+
(lambda (n)
(let ((null-vector (build-list n (lambda (i) ©))))
(lambda vectors
(apply map + null-vector vectors)))))

Zamysleme se nyni nad moZnosti rozsifit proceduru pro vypocet minima ze dvou prvkl na proceduru
zpracovavajici libovolné argumenty:

(define min2
(lambda (x y)
(if (K= x y) x y)))

Problémem je, Ze ,,operace minimum” se sice chova asociativné, to jest plati
min(a, min(b, ¢)) = min(min(a, b), c),
ale nemd neutrilni proek. Nyni mdme nékolik moZznosti, jak postupovat. Jednou z moZznosti je implementovat

procedury pro vypocet minima tak, jak je v sou¢asném standardu R°RS jazyka Scheme, viz [R5RS]. To jest
uvaZujeme minimum z jednoho a vice isel:

(define min
(lambda numbers
(foldr min2 (car numbers) (cdr numbers))))

V pfedchozim kédu jsme jako terminator zvolili prvni prvek seznamu ¢isel, se kterymi je procedura min
aplikovana. Samotnou akumulaci pak provadime pfes seznam piedanych ¢isel bez prvniho. Zde jsme
vlastné tise vyuzili i komutativitu s¢itani ¢isel, protoZe pro seznam obsahujici hodnoty ay, . . ., a, pocitdme
vysledek takto:

min(ag, min(as, ... min(a,,a1) - )).

Z téla vyse uvedené procedury je taky jasné, Ze aplikace min bez argumentu by skon¢ila chybovym hlasenim
zpusobenym pouZzitim car a cdr na prazdny seznam.

Druhym zptisobem feSeni problému je neutralni prvek néjak ,,dodat”. Napiiklad bychom mohli uvazovat
symbol +infty, ktery by nam zastupoval , plus nekonec¢no”. Tedy jakési nestandardni ,nejvétsi ¢islo”.
Tento krok by znamenal upravit predikat <= (a v diisledku i dalsi aritmetické procedury) tak, aby pracoval
i s touto novou hodnotu. Uprava by mohla vypadat takto, nejprve nadefinujeme +infty, ktery se bude
vyhodnocovat na sebe sama:

(define +infty ‘+infty)
Dale vytvofime novou verzi predikatu porovnavani ¢isel:

(define <=
(let ((K= <=))
(lambda (x )
(or (equal? y +infty)
(and (not (equal? x +infty))
(K= x y)))))

Novy <= se na ¢iselnych hodnotach chova stejné jako stard verze, pro +infty se chové tak, Ze +infty je
, Vétsi nez vSechno ostatni”. Viz nasledujici p¥iklady pouziti.

K= 2 3) = #t
(K= 3 2) — #f
(K= 2 +infty) = #t
(<= +infty 3) = #f
(K= +infty +infty) = #t
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Nyni mGZeme ponechat kod min2 tak, jak jej mame, a pouze definujeme novou obecnou verzi min:

(define min
(lambda numbers
(foldr min2 +infty numbers)))

Takto definovanou proceduru je moZzné pouZzit béZnym zptisobem, nyni i bez argumentt:

(min) = +infty
(min 30) = 30
(min 30 10) = 10

(min 30 10 20) = 10

Nyni se vratime k reprezentaci mnoZzin uvedené v sekci 6.5, kde jsme implementovali konstruktor mnoziny
list->set. Ten ze seznamu vytvafel mnoZinu tim, Ze podle tohoto seznamu odstranil duplicitni vyskyty
prvki. Pomoci procedury foldr, miZeme napsat elegantnéjsi feSen:

(define list->set
(lambda (1)
(foldr (lambda (x y)
(if (member? x y)
N
(cons x y)))
O
1)

Takto nadefinovand procedura list->set provadi akumulaci pomoci foldr pfes zadany seznam. Jako
terminator je zvolen prazdny seznam. Vstupni procedura procedury foldr pak testuje pfitomnost pra-
béZzného prvku v seznamu, ktery vznikl v pfedchozim kroku (pouZiva se zde predikatu member?, ktery
jsme napsali v programu 7.7). Pokud zjisti, Ze prtibézny prvek v seznamu jesté neni, pfida tento prvek
do seznamu. V opacném piipadé vraci nezménény seznam. Tak jsou odstranény duplicitni vyskyty, viz

pfiklady pouziti.

(list->set ")) = O
(list->set (1 2 3)) = (12 3)
(list->set (1 22123 1) = (231

Ted’ se budeme zabyvat moZnym zobecnénim procedury foldr. Jednim z argumentt procedury foldr je
(procedura). Tato procedura (procedura) nese vlastné dvé informace. Rika, jakym zptisobem se modifikuje
priibéZny proek ajakym zptisobem se tato modifikace ,nabali” na zabaleni modifikovanijch hodnot za priibéZnym
prokem. Vzhledem k tomu mtizeme tuto proceduru rozdélit na dvé, tak aby kazda z nich obsahovala jen
jednu z téchto informaci. Napiiklad:

e V programu 7.4 jsme definovali proceduru mapovani pfes jeden seznam map 1. Proceduru foldr jsme
aplikovali na proceduru, ktera je vysledkem vyhodnoceni A-vyrazu

(lambda (x y) (cons (f x) y)).

Procedurou modifikujici pribézny prvek je v tomto pfipadé vstupni procedura procedury map1 nava-
zana na symbol f. Vysledek aplikace této procedury na pribézny prvek pak kombinujeme se zbytkem
pomoci konstruktoru cons.

e Vprogramu?7.1, ve kterém jsme definovali proceduru lenght, pfedavame proceduie foldr proceduru,
kterd vznikne vyhodnocenim vyrazu (lambda (x y) (+ 1 y)). Argument x je v ni ignorovan a je

misto né€j uvazovano ¢islo 1. A toto ¢islo je pri¢itano k zabaleni zbytku. Rozdélit bychom ji mohli na
konstantni proceduru vracejici vZdy 1 a na primitivni proceduru s¢itani navazanou na symbol +.

Toto zobecnéni napiSeme s pomoci procedury foldr. Procedura bude brét ¢tyfi argumenty. Prvnim z nich
bude procedura combinator o dvou argumentech, ktera bude urcovat zptisob nabalovani. Smysl téchto
argumentt je v podstaté stejny jako u procedury, ktera je argumentem procedury foldr. Rozdil je jen v tom,
Ze ji jako prvni argument neni pfeddvan piimo pribézny prvek, ale jeho modifikace. Modifikaci myslime
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vysledek aplikace procedury modifier, kterd je druhym argumentem procedury accum, na prubézny
prvek.

(define accum
(lambda (combinator modifier nil 1)
(foldr (lambda (x y)
(combinator (modifier x) y))
nil 1)))

Uvédime nékolik pfikladt volani této akumulaéni procedury:

(accum + (lambda (x) x) 90 (1 2 3 4)) = 10
(accum + (lambda (x) (% x x)) 0 (1 2 3 4)) = 30
(accum + (lambda (x) 1) 9 (1 2 3 4)) = 4

UZjsme naznacdili, jak by se pomoci této obecné akumula¢ni procedury daly napsat procedury map 1a Lengnt.
Na zavér jesté ukazeme, jak bychom ji mohli pouzit k filtrovani seznamu. Kombina¢ni procedurou bude
spojovani seznamu append, procedurou modifikujici pribézné prvky bude procedura, kterd v zavislosti
na platnosti vstupniho predikatu vraci budto prazdny seznam (), nebo jednoprvkovy seznam obsahujici
tento priibézny prvek. Jako terminétor pouZijeme prazdny seznam. Nasleduje cely kod:

(define filter
(lambda (f 1)
(accum append
(lambda (x)

(if (f x)
(list x)
“)))
O
1)))

7.4 Procedura FOLDL

V této sekci se zaméfime na variantu akumulaéni procedury foldr. Jak jsme si jiz mohli v§imnout, foldr
pracoval tim zptisobem, Ze provedl sérii aplikaci procedury dvou argumentti, ¢imZ ndm umoznil postupné
na sebe ,nabalovat” vysledky aplikaci. Toto ,nabalovani” pfitom postupovalo smérem doprava:

((procedura) (prveki) ((procedura) (prveks) ((procedura)---({(procedura) (prvek,) (termindtor))---))).

Prvni aplikace, kterd je dokoncena, je aplikace provedend s poslednim prvkem seznamu. Nasleduje aplikace
provedend nad piedposlednim prvkem seznamu a tak se postupuje aZ k prvnimu prvku. Tento proces
bychom také mohli obréatit. Mohli bychom uvaZovat zabaleni v tomto sméru:

((procedura) ((procedura) - -- ((procedura) ((procedura) (termindtor) (prveki)) (prveks))---) (prvek,)),

kdy jejako prvni aplikovana procedura na terminator a prvni prvek seznamu, vysledek je pouzit pfi aplikaci
s druhym prvkem seznamu a tak dale. Jako posledni je provedena aplikace s poslednim prvkem seznamu.
U procedury foldr tedy probihaly aplikace smérem zprava (odtud nazev fold right). U nové uvedeného
typu ,,zabaleni” probihé aplikace smérem zleva. Nabizi se tedy uvazovat proceduru vyssiho fadku, ktera by
byla dudlni k foldr a provaddéla zabaleni druhym z uvedenych zptisobti (zleva). Tuto proceduru nazveme
foldl (z anglického fold left).

Procedura foldl bude mit argumenty stejného typu a vyznamu jako meéla procedura foldr, nebudeme
je tedy opakovat. Pfi své aplikaci provede postupnou sérii aplikaci dané procedury na prvky seznamu
(smérem zleva), kterd je ukoncena terminatorem. V literatuie [BW88] se 1ze setkat s riiznymi variantami
foldl, které se lisi tim, jaky vyznam mé prvni a druhy argument procedury, které je pfedané foldl jako
prvni argument. Podle [BW88] je vysledkem aplikace

(foldl (procedura) (termindtor) (seznam))
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série aplikaci tvaru

((procedura) ((procedura)--- ((procedura) ((procedura) (termindtor) (prveki)) (prveks))---) (prveky)),
to jest pfesné tak, jak jsme naznacili v ivodu sekce. Lze také uvaZovat sérii aplikaci vypadajici takto:
((procedura) (prvek,) ((procedura) (prvek,_.) ({procedura)--- ({(procedura) (prveki) (termindtor))---))).

Mezi obéma piedchozimi sériemi aplikaci je zcela ztejmé jediny rozdil. V prvnim pfipadeé je (procedura)
aplikovéana tak, Ze jejim prvnim argumentem je vysledek pfedchozi akumulace a druhym argumentem je
prubézny prvek seznamu. V druhém pifipadé je tomu obracené: prvnim argumentem je prabézny prvek
a druhym argumentem je vysledek pfedchozi akumulace. V obou pfipadech je ale akumulace zahéjena od
prvniho prvku seznamu.

Z toho, co jsme ted uvedli, by mélo byt zfejmé, Ze procedury provadéjici vyse uvedené ,zabaleni zleva”
budeme schopni naprogramovat pomoci foldr a to v piipadé obou typu sérii aplikaci. Pro druhy typ
je to jednodussi, protoZe staci pouzit foldr na pfevraceny seznam. V piipadé prvniho typu pak uZz jen
sta¢i obrétit argumenty pfi aplikaci procedury. Procedury provadéjici obé zabaleni jsou prezentovany
v programu 7.9. Procedura pojmenovana genuine-foldl reprezentuje ,zabaleni zleva” podle [BW88],

Program 7.9. Procedury genuine-foldl a foldl vytvofené pomoci foldr a reverze seznamu.

(define genuine-foldl
(lambda (f term 1)
(foldr (lambda (x y)
(f vy x))
term
(reverse 1))))

(define foldl
(lambda (f term 1)
(foldr f term (reverse 1))))

tedy prvni z uvedenych typt. Procedura foldl reprezentuje druhy z typt. Rozdily mezi obéma typy
zabaleni a rozdil oproti foldr si nejlépe uvédomime na nasledujicim pifikladu. Nejprve nadefinujeme
pomocnou proceduru:

(define proc
(lambda (x y)
(list #f x y))),

kterou pak pouZijeme s tymzZ seznamem pfi aplikaci foldr, foldl a genuine-foldl:

(define s “(a b c d))

(foldr proc ‘base s) = (#f a (#f b (#f ¢ (#f d base))))
(foldl proc ’‘base s) = #f d (#f ¢ (#f b (#f a base))))
(genuine-foldl proc ’‘base s) = (#f (#f (#f (#f base a) b) c) d)

Jak vidime, vysledky aplikaci odpovidaji obéma typtim, které jsme uvedli v této sekci.

Poznamka 7.2. Jednim ze zdkladnich vztahti, ktery plati mezi foldr a genuine-foldl je ten, Ze pokud
je pfi akumulaci pouzita monoiddlni procedura a jako terminator je pouZit jeji neutrdlni proek, pak je vysledek
pouZiti foldr a genuine-foldl stejny. Toto pozorovani 1ze jednoduse dokazat.

Jako piiklad pouziti foldl si mtiZeme uvést proceduru reverse provadéjici otoceni seznamu:

(define reverse
(lambda (1)
(foldl cons ‘() 1)))
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Tento piiklad je ponékud ,,umély”, protoZe v programu 7.9 jsme samotny foldl zavedli pomoci reverse.
Kdybychom to u¢inili a poté definovali reverse piedchozim zptisobem, pfi pokusu o jeho aplikaci bychom
se dostali do nekoncici série aplikaci (protoZe foldl aplikuje reverse a obracené€). UkaZzme tedy o néco
pfirozenéjsi piiklad. V sekci 2.5 jsme pfedstavili proceduru vyssiho fadu compose2 vracejici, pro dvé
vstupni procedury jednoho argumentu, proceduru reprezentujici jejich sloZeni, viz pfiklad 2.6 na strané 60.
Nyni bychom mohli pomoci foldl naprogramovat sloZeni libovolného mnoZzstvi procedur tak, jak to

ukazuje program 7.10. Procedura compose je pomoci foldl vytvofena pfimocate. Terminatorem je identita,

Program 7.10. SloZeni libovolného mnoZstvi procedur pomoci foldl.

(define compose
(lambda functions
(foldl (lambda (f g)
(lambda (x) (f (g x))))
(lambda (x) x)
functions)))

coz je neutralni prvek vzhledem ke sklddani. Procedura dvou argumentti, ktera je pii aplikaci pfeddna
foldl, provadi sloZeni akumulované hodnoty (procedury vzniklé pfedchozimi slozenimi) s pribéznou
procedurou ze seznamu procedur functions. Pro¢jsme ptiskladani nepouzili foldr jako u v8ech ostatnich
procedur v této lekci? Protoze jsme chtéli pro seznam procedur reprezentujici funkce f1,..., f,, (v tomto
poradi) vratit proceduru reprezentujici jejich kompozici fi o foo--- o f,,_1 o f,, kterd je dana

(fiofeor-rofu10fu)(@) = (fulfu-1(- (f2(fr(2)))--+))),

coz vede k pouziti ,zabaleni zleva” — skladani je potfeba aplikovat smérem ,zepfedu” seznamu (tedy
pouzivdme ,zabaleni zleva”). Vzhledem k tomu, Ze sklddani funkci na mnoZiné je monoidalni operace,
pouziti genuine-foldl by nam nepomohlo (vedlo by to na stejny vysledek jako pouziti foldr), protoze
bychom tim provedli sloZeni v opa¢ném potadji, coz je vzhledem k nekomutativité skladani funkci problém.

Nasledujici pfiklady ukazuji pouZiti compose. Nejprve pouZijeme pomocné definice

(define s (6 1 2 3 4))

(define f1 (lambda (x) (* 2 x)))
(define f2 (lambda (x) (% x x)))
(define f3 (lambda (x) (+ x 1))),

které dale pouzijeme pfi skladani pomoci compose:

(map (compose) s) = (0 1234)
(map (compose f1) s) = (0 2 46 8)
(map (compose f1 f2) s) = (0 4 16 36 64)
(map (compose f2 f1) s) = (02 8 18 32)
(map (compose f1 f2 f3) s) = (1 56 17 37 65)
= (2 8 18 32 50)

(map (compose f3 f2 f1) s)

Poznamenejme, Ze k procedury genuine-foldl a foldl budeme rovnéz chépat jako procedury pracujici
nad libovolnym poctem seznamti (vZdy alespori nad jednim) stejné tak, jako tomu bylo i u procedur foldr,
map a podobné. V programu 7.11 je uvedeno rozsifeni téchto procedur tak, aby nepracovaly pouze s jednim
seznamem, ale obecné s vice seznamy. V obou pfipadech jsme rozsifili seznam argumentti o volitelnou ¢ést
a v téle jsme provedli explicitni aplikaci foldr pomoci apply. Nasledujici pfiklady ukazuji ¢innost obou
procedur pro vice seznami:

(foldl list ‘base “(a b) (1 2) “(#f #t)) = (b 2 #t (a 1 #f base))
(genuine-foldl list ‘base ‘(a b) (1 2) "(#f #t)) = ((base #f 1 a) #t 2 b)
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Program 7.11. Procedury genuine-foldl a foldl pracujici s libovolnym pocétem seznami.

(define genuine-foldl
(lambda (f term . lists)
(apply foldr
(lambda args
(apply f (reverse args)))
term
(map reverse lists))))

(define foldl
(lambda (f term . lists)
(apply foldr f term (map reverse lists))))

Poznamka 7.3. Z posledniho pfikladu a z implementace genuine-1ist jsme si mohli v§imnout, Ze pro-
ceduru preddvanou genuine-1list jsme aplikovali s pfevracenym seznamem argumentti. U procedur vice
nez dvou argumentd ale neni jasné, zda-li by se toto , pfevraceni “ mélo tykat vSech argumentt nebo jestli
bychom pouze neméli dat posledni argument (zastupujici akumulovanou hodnotu) na zacatek seznamu.
Pti definici genuine-foldl pracujici pouze s jednim seznamem jsme tento problém nemuseli viibec uva-
zovat. Také si vSimneéte, Ze procedury foldl se tento problém netyka, protoZe ma argumenty poirad ve
stejném pofadi. Z tohoto diivodu budeme dale preferovat pouzivani procedury foldl nad procedurou

vvvvvv

genuine-foldl (nemluvé o tom, Ze ve Scheme ma foldl prakti¢téjsi uplatnéni).

Procedury foldr a foldl nejsou piitomny ve standardu R°RS jazyka Scheme, ackoliv nékteré interprety
jazyka Scheme jimi disponuji. Tyto procedury jsou pfitomny v mnoha funkciondlnich programovacich
jazycich. Ve Scheme si foldr i foldl mliZeme naprogramovat, coZ ukaZeme v dalSich lekcich.

7.5 Dalsi ptiklady na FOLDR a FOLDL

V této sekci uvedeme praktické pouziti akumulacni procedury foldr. Jako prvni se budeme zabyvat pro-
cedurou, kterd bere jako argument libovolny seznam a vraci seznam vsech jeho suffixti — véetné prazdného.
PouZijeme proceduru foldr timto zptisobem: Procedura, kterd je jejim prvnim argumentem, vybere ze
seznamu doposud nalezenych suffixti prvni prvek, pfida do néj pribézny prvek seznamu a vysledny se-
znam piibali k seznamu nalezenych suffixti. Tento seznam obsahuje z po¢atku jen prazdny seznam, protoze
prazdny seznam je suffixem jakéhokoli seznamu. Tim je dan druhy argument procedury foldr. Poslednim
(tfetim) argumentem pfedanym foldr je samotny seznam, jehoZ suffixy hleddme. Implementace by pak
vypadala takto:

(define suffixes
(lambda (1)
(foldr (lambda (x y)
(cons (cons x (car y)) y))
)
1)

Aplikaci takto nadefinované procedury dostdvame seznam suffixi seznamu sefazené od nejdelsitho po
nejkratsi (to jest po prazdny seznam):

(suffixes “()) = (O

(suffixes ‘(1)) = (1 O)

(suffixes (1 2)) = ((12) (2 O)
(suffixes (1 2 3)) = (1 23) (23 3 O)
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Pokud bychom chtéli jen neprazdné suffixy, mohli bychom to udélat mnoha zptisoby s pouZzitim procedury
suffixes, kterou jsme pravé nadefinovali. Ze seznamu suffixi, ktery je vysledkem aplikace této procedury,
pak mizeme odstranit prazdny seznam vyfiltrovanim neprazdnych seznamt, odstranénim posledniho
prvku, a tak dale. Téz bychom mohli pouZit nasledujici elegantni feSeni:

(define safe-car
(lambda (x)
(if (hull? x)
O
(car x))))

(define suffixes
(lambda (1)
(foldr (lambda (x v)
(cons (cons x (safe-car y)) y))
O
1))

ey

popsal i v sekci 5.4. Jinak se nové procedura suffixes lisi jen pouZiti procedury safe-car namisto car,
a v pouziti prazdného seznamu jako terminatoru. PouZiti safe-car je dlileZité pti prvni aplikaci procedury,
ktera je argumentem foldr, kdy je aplikovéna na prdzdny seznam.

Pouziti této procedury dostavame podobné vysledky jako dfive. Lisi se jen v absenci prazdného seznamu
v seznamu nalezenych sufixt.

(suffixes “()) = O
(suffixes “(a)) = ((a)
(suffixes “(a b c)) = (((abc) (bc) (c))

(suffixes ‘(abcd)) = ((abcd (bcd (cd (d)

Kdybychom namisto procedury foldr pouZili proceduru foldl, nebyl by vysledkem seznam sufixti, ale
naopak seznam prefixti. To je samozfejmeé zptisobeno zménou sméru, kterym je akumulace provadéna.

(define prefixes
(lambda (1)
(foldl (lambda (x y)
(cons (append (safe-car y) (list x)) y))

O
D»
Takto nadefinovanou procedurou mtizeme hledat vSechny neprdzdné prefixy zadaného seznamu.
(prefixes “()) = O
(prefixes ‘(a)) = (a)
(prefixes ‘(a b c)) = (((abc) (ab) (a))
(prefixes ‘(abcd) F (((abcd (abc) (ab) (a))

7.6 Vypocet faktoridlu a Fibonacciho ¢isel

Procedury foldr a foldl lze pouZit i pro vypocet hodnot matematickych funkci. V této sekci si ukdZeme
dvé ukéazky pouziti foldr pfi vypoctu faktoridlu a Fibonacciho c¢isel. Hned na pocatku vsak feknéme, Ze
piiklady reprezentované v této sekci maji spis , odstrasujici charakter”. Jejich smyslem je poukazat na fakt,
Ze i kdyZz se ndm podafilo pomoci foldr vytvofit fadu uZite¢nych a efektivnich procedur (s kratkym
a ptehlednym télem), ne vzdy je pouZziti foldr na misté.

Pfipomerime, Ze faktorial n! nezdporného ¢isla n je definovén jako soucin pfirozenych ¢&isel od 1 do n.
Neformalné jej tedy lze chépat jako ¢islo dané
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n &initeltt
V dalsi sekci ukdzeme zavedeni faktoridlu, které je z matematického hlediska pfesnéjsi. V tuto chvili si ale
vystacime s touto ponékud neformélni definici. Pron = 0, 1, 2, ... nabyvé faktoriél n! nasledujicich hodnot:

1,1,2,6,24, 120, 720, 5040, 40320, 362880, 3628800, 30916800, 479001600, . . .

Nasim tkolem nyni je naprogramovat proceduru fac, kterd pro dany argument jimz bude nezaporné
¢islo n, vrati hodnotu faktoridlu n!. Z pfedchoziho je tedy jasné, Ze naSe procedura musi provést soucin
1-2---..n. Nabizi se tedy pomoci build-1list nejprve vytvofit seznam c¢initeldi a potom jej vynéasobit
pomoci apply nebo foldr. Obé verze jsou uvedeny v programu 7.12. Procedury skutecné pocitaji to, co

Program 7.12. Vypocet faktoridlu pomoci procedur vyssich radua.

(define fac
(lambda (n)
(apply * (build-list n (lambda (x) (+ x 1))))))

(define fac
(lambda (n)
(foldr * 1 (build-list n (lambda (x) (+ x 1))))))

maji, o éemZ se mlizeme presvédcit napfiklad vyhodnocenim nésledujiciho vyrazu:

(map fac (06 123456 789)) = (1126 24 120 720 5040 40320 362880)

Z¥.0

Mnoha ¢tenafim by se ale mohlo zdat, Ze procedura fac pracuje az pfili§ sloZité na to, Ze pocita tak
jednoduchou funkci jako je faktoriél. To je pravda. Béhem vypoctu jsme zkonstruovali pomocny seznam,
coz trvalo n krokt a jeho prvky jsme posléze vynasobili, to trvalo dalsich n krokii. Casova sloZitost vypoétu
tedy byla O(2n), pfi vypoctu jsme navic konstruovali seznam, ktery jsme pouzili pouze jednorazové. Ani
kéd procedury nebyl tak citelny, jak bychom (u jednoduché funkce jakou je faktorial) oc¢ekavali. Lepsi
variantu procedury fac ukaZzeme v dalsi lekci.

Druhym piikladem v této sekci bude procedura pro vypocet prvk Fibonacciho posloupnosti. Fibonacciho
posloupnost je tvofena pocateénimi dvéma prvky Fy = 0, F1 = 1 a kazdy dalsi prvek posloupnost vznika
souctem predchozich dvou, posloupnost tedy vypada nasledovné:

0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, 89, 144, 233, 377,610, 987, 1597, 2584, 4181, . ..

Procedura pocitajici prvky Fibonacciho posloupnosti je uvedend v programu 7.13. Rozeberme si nyni, jak

s

Program 7.13. Vypocet prvka Fibinacciho posloupnosti pomoci procedur vyssich fada.

(define fib
(lambda (n)
(cadr
(foldr (lambda (x last)
(list (apply + last) (car last)))
(1 @)
(build-list n (lambda (x) #f))))))

je procedura fib naprogramovand. Procedura ve svém téle provadi akumulaci pomoci foldr. Pii této
akumulaci jsou postupné s¢itany dvé pfedchozi Fibonacciho ¢isla, ¢imz se ziska dalsi prvek posloupnosti.
Ten je dal pouzit s pfedchozim prvkem k ziskani dalsiho prvku a tak déle. Akumulace probihd pies seznam
vytvofeny aplikaci build-1ist. Tento seznam ma délku n. Samotné prvky seznamu pro nas nebudou mit
zadny vyznam, seznam je pouZit pouze jako ,¢itac krokt” urcujici, kolikaty ¢len Fibonacciho posloupnost
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ma byt nalezen. Pfi samotné akumulaci je vzdy vytvafen dvouprvkovy seznam ve tvaru (Fj1; F;). Tedy
druhy prvek seznamu je pribézné Fibonacciho ¢islo a prvni prvek seznamu je jeho néslednik. Pokud mame
k dispozici F; a F;4+1 mtZeme hodnotu F; 5 stanovit souc¢tem F; + Fj 1, coZ provddime pii akumulaci,
viz explicitni aplikaci procedury s¢itani. Vysledkem akumulace v i-tém kroku je tedy vytvoreni seznamu
tvaru (Fj12 Fj41) na zadkladé seznamu (F;y1 F;), ktery je navdzany na symbol last (vSimnéte si, Ze
argument x je ignorovan). Terminatorem akumulace je seznam (F; Fp), to jest seznam (1 9). Pro dané
n je vysledkem akumulace seznam (F,1 F},), staci tedy vratit jeho druhy prvek, coz je pozadovany
vysledek, to je provedeno aplikaci cadr na vysledek akumulace. Viz pfiklad pouziti procedury:

(map fib (6123 456 789) — (0112358 13 21 34)

Pfi akumulaci se postupné vytvéaii dvouprvkové seznamy poslednich dvou uvazovanych Fibonacciho ¢i-
sel. Napfiiklad pfi vypoctu (fib 9) bude argument last pfi aplikaci procedury pfedané foldr postupné
nabyvat hodnot (1 ©), (1 1), (2 1), (3 2), (5 3), (8 5), (13 8), (21 13) a kone¢né (34 21). Vy-
sledkem akumulace bude tim paddem seznam (55 34),jehoz druhy prvek je vracen jako vysledek vychozi
aplikace (fib 9). Netfeba asi zdtraziovat, Ze tento zptisob vypoctu Fibonacciho ¢isel je opét dost neefek-
tivni. V prvni fadé, kéd procedury fib je dost nestravitelny a jeho tiplné pochopent jiz vyzaduje né&jakou
chvili. Béhem vypoctu je dale konstruovana celd fada ,,odpadnich seznamt”, naptiklad n-prvkovy seznam
(#f #f---, pfes ktery se akumuluje, a jehoZ hodnoty (paradoxné€) nemaji Zadny vyznam. Déle v kazdém
kroku konstruujeme dvouprvkovy seznam udrZujici informaci o poslednich dvou stanovenych Fibonacciho
islech, coz také vyrazné ubira na efektivite.

Cistota kédu (jeho jednoduchost a ¢itelnost) a jeho efektivita (vykon) jdou v nékterych ptipadech proti sobé.
Vyse uvedené piiklady vSak nejsou ani ¢isté provedené ani efektivni. V dalsi sekci se mimo jiné zaméfime
na zefektivnéni a ¢istéj$i naprogramovani procedur fac a fib.

Shrnuti

V této lekci jsme ze zabyvali akumulaci, coZ je specidlni postupnd aplikace procedur. V jazyku Scheme jsme
uvazovali dodate¢né procedury foldr a foldl, pomoci nichZ Ize akumulaci provadét. Ukazali jsme efek-
tivni implementace vybranych procedur pracujicich se seznamy, naptiklad mapovéni, filtrace a nahrazovani
prvki seznamu. Provedli jsme diskusi ohledné jejich ¢asové sloZitosti i ohledné sloZitosti jejich ptivodnich
verzi. Dale jsme se zabyvali problematikou rozsifovani procedur dvou argumentti tak, aby pracovaly s li-
bovolnym poctem argumentd. Lekci jsme zakon¢ili ukdzkou metody vypoctu faktorialu a Fibonacciho ¢isel
pomoci akumulace.

Pojmy k zapamatovani
e akumulace, explicitni aplikace, filtrace,
e zabaleni smérem doprava, zabaleni smérem doleva,
e rozsifeni procedur dvou argumentti na libovolné argumenty,
o efektivni implementace procedur,

o vypocet faktoridlu a Fibonacciho ¢isel

Nové predstavené prvky jazyka Scheme

e procedury foldr, foldl a genuine-foldl.

Kontrolni otazky
1. Cim se od sebe lisi foldr a foldr?
2. Jak probihd aplikace foldr?
3. K cemu slouzi termindtory?
4. Jak Ize vyuZit foldr k rozsiteni procedury dvou argumentii na libovolny pocet argumentii?
5. Co pro nds hrilo klicovou roli pfi stanovovdni asové ndro¢nosti procedur?
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6. Jaky je rozdil mezi foldl a genuine—foldl?

Cviceni
1. V sekci 7.3 jsme rozsifili proceduru min2 na proceduru libovolného poctu argumentti. Stejnym zptiso-
bem rozsifte proceduru na vybér ¢isla s extrémni absolutni hodnotou abs-min.

2. Napiste predikat, ktery pro posloupnost zjisti, zda je neklesajici. Posloupnost bude reprezentovana
seznamem, jehoZ prvky jsou ¢isla. Viz priklady aplikace:

(nondecreasing? (1)) = #t
(hondecreasing? (1 2 3 4)) = #t
(nhondecreasing? (1 2 4 3)) = #f
(nondecreasing? (1 4 2 3)) = #f
(nondecreasing? (4 1 2 3)) = #f

3. Napiste procedury after a before, jejichz argumenty budou element (elern) a seznam (/). Procedura
after bude vracet seznam prvku za poslednim vyskytem prvku (elem) (véetné) v seznamu (). Pro-
cedura before zase seznam prvki pfed prvnim vyskytem prvku (elem) (véetné) v seznamu (I). Viz
ptiklady pouZziti:

(after 19 (1 2 3 4 3 5 6)) O
(after 3 (1 2 3 4 3 5 8)) (3 5 6)
(after 8 (1 2 3 4 3 5 8)) (8)

(before 190 (1 2 3 4 3 5 8))
(before 1 (1 2 3 4 35 8))
(before 3 (1 2 3 4 35 8))

(123 45 686)
&P
123

TITTLT

Reseni ke cvi¢enim
1. (define abs-min2
(lambda (x y)
(if (K= (abs x) (abs y)) x y)))

(define abs-min
(lambda args
(foldr abs-min2 (car args) (cdr args))))
2. (define nondecreasing?
(lambda (1)
(foldr (lambda (x y)
(if y
(if (or (equal? y #t) (K= x V)
X
#f)
#£))
#t
DN
3. (define conseq
(lambda (elem x y)
(if (car W)
N
(cons (equal? x elem)
(cons x (cdr y¥))I)))
(define after
(lambda (elem 1)
(let ((found (foldr (lambda (x y) (conseq elem x y)) “(#f . () 1)))
(if (car found)
(cdr found)
#£))))
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(define before
(lambda (elem 1)
(let ((found (foldl (lambda (x y) (conseq elem x y)) “(#f . ()) 1)))
(if (car found)
(reverse (cdr found))

#£3)))
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Lekce 8: Rekurze a indukce

Obsah lekce: Tato lekce se vénuje rekurzivnim procedurdm a vypocetnim procesiim generovanym rekur-
zivnimi procedurami. Dale ukaZeme, jak je mozné pouZzit princip indukce pro dokazani spravnosti definice
rekurzivni procedury. Nejprve se zaméfime na rekurzi a princip indukce pfes pfirozena ¢isla. Déle ukdZeme
rekurzi a indukci na seznamech, které hraji (nejen) ve funkcionalnim programovani kli¢covou roli. Béhem
vykladu se budeme zabyvat vlastnostmi vypocetnich procesti generovanych rekurzivnimi procedurami,
jejich sloZitosti, priibéhem vypoctu a jeho naro¢nosti.

Klic¢ova slova: koncova rekurze, linedrni rekurze, princip indukce, rekurze, stromova rekurze, sttadace.

8.1 Definice rekurzi a princip indukce

Pojmy rekurze a indukce jsou jedny z nejdtileZitéjsich pojmt v informatice a to jak teoretické tak aplikované.
V této tvodni sekci se budeme obéma pojmy zabyvat spiSe z matematického pohledu, ale ukaZeme jejich
silnou vazbu k funkcionalnimu programovani a programovani obecné. Aby nedoslo hned na pocatku
k néjakému nedorozuméni, upozornéme na fakt, zZe slovo ,rekurze” ma v informatice, ale i v jinych disci-
plinach (napfiklad v logice), mnoho riiznyjch vyznamii. My se budeme zabyvat rekurzi jako metodou definice
funkci (ve smyslu matematickych funkci, ¢ili zobrazeni) a procedur. Indukci budeme pouzivat jako obecny
dokazovaci princip jimZ budeme schopni dokazovat vlastnosti rekurzivné definovanych funkci a procedur.

V programatorské terminologii je pod pojmem rekurzioni procedura obvykle myslena procedura, kterd ve
svém téle provddi aplikaci sebe sama. Tak se na rekurzivni procedury budeme déle v textu divati my. UkaZzeme,
Ze rekurzi (to jest ,,aplikaci sebe sama”) lze vyfesit mnoho problémi z piedchozich lekci elegantné (co se
tyce jejich naprogramovani a citelnosti kodu) a efektivné (co se tyce jejich vypocetni slozitosti). Na ttvod
také podotknéme, ze rekurzivni procedury (procedury aplikujici sebe sama) jsou z technického hlediska
obycejné procedury. P¥i tivahach o rekurzivnich procedurach tedy nebudeme muset nijak rozsifovat modely
vyhodnocovéni elementti ani aplikace procedur. Diivodem, pro¢ se témto ,,vlastné obycejnym proceduram”
budeme vénovat nékolik lekci je, Ze programatofi potfebuji obvykle delsi dobu na tplné pochopeni rekurze
jako principu — od programatora to vyzaduje jistou davku predstavivosti a také trpélivosti (zvlasté pri
pocatecnim seznamovani se s problematikou a s feSenim prvnich pfiklada).

Nyni si ukdZeme nékolik definic pomoci rekurze. Abychom si ukazali, Ze rekurze jako princip neni omezena
jenna ,programovani procedur”, budeme si v této sekci ukazovat rekurzivni definice riiznych zobrazeni, se
kterymi jsme se jiz setkali v pfedchozich lekcich. Nebudeme pfitom zatim ukazovat pfimou vazbu na jazyk
Scheme. V dalSich sekcich si pak ukdZzeme souvislost s vytvafenim rekurzivnich procedur (ve Scheme).

Uvedme si nejprve nékolik motivacnich ptikladu. V sekci 7.6 jsme uvedli proceduru pro vypocet faktorialu
daného ¢isla. Faktorial n! ¢isla n jsme popsali ponékud neformélné jako ,soucin ¢isel od 1 do n*”. Mohli
bychom jej vSak definovat daleko pfesnéji. Faktoridl l1ze chapat jako funkci (zobrazeni), které kazdému
nezapornému celému ¢islu n pfifazuje hodnotu n! danou nasledujicim vztahem:

n!:{l pokud n <1,
n-(n—1)! jinak.

Tento vztah fika, Ze faktorial nuly a jednicky je roven jedné (prvni fadek defini¢niho vztahu). Pro n > 2
je faktorial n! definovan na druhém fadku jako ¢islo dané n - (n — 1)!. Slovné feceno, faktorial pro n > 2
ziskame jako ,,soucin n s faktoridlem n — 1”. V pfedchozi definici jsme vlastné zaved!li faktoridl ¢isla n pomoci
faktoridlu menstho ¢isla. Nejedna se ale o, definici kruhem”, protoze faktoridl n je vyjadfen pomoci faktoridlu
n — 1 (tedy pomoci hodnoty jiného faktorialu, nikoliv pomoci své vlastni hodnoty, coz by vedlo ,,do kruhu”).
Vyse uvedena definice n! je prvnim p¥ikladem rekurzivni definice. V tomto p¥ipadé tedy rekurzivni definice
zobrazeni z Ny (nezdporna cela ¢isla) do N (pfirozena ¢isla).

RozepiSeme-li hodnoty 0!, 1!,2!,... podle pfedchozi definice, ziskame:
ol=1,
1'=1,

20=2-11=2-1=2,
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31=3-21=3-2-11=3-2-1=6,
41=4.31=4.3-21=4.3-2-11=4-3-2-1=24,

Vsimnéte si, Ze pocinaje tfetim fadkem miizeme hodnotu faktorialu jednoznacéné spocitat na zakladé znalosti
vysledku z pfedchoziho faddku. To pfesné koresponduje s defini¢nim predpisem n! pro n > 2. Stru¢néji
zapsano tedy mame:

ol=1,
=1,
20=2-11=2-1=2,
31=3-21=3-2=6,
41=4.31=4.6 =24,

Ackoliv jsme pro n nabyvajici konkrétnich hodnot n = 0, ..., 4 ukazali, Ze vysledky n! jsou jednozna¢né
definované (a maji o¢ekdvané hodnoty), nijak jsme zatim neprokézali tento fakt pro libovolné neziporné
celé n. Je pfirozené jasné, Ze nelze udélat , ru¢ni vypis n!” pro kazdé n, protoZe nezdpornych celych cisel
je nekone¢né mnoho. Pro ovéfeni spravnosti tedy musime sdhnout po néjakém formalnim dokazovacim
principu'®. Spravnost nageho zavedeni si za chvili dokadZeme pomoci matematické indukce. Jesté predtim
v8ak uvedme druhy p¥iklad.

Posloupnost Fy, F1, Fa, . .. Fibonacciho ¢isel, kterou jsme neformélné zavedli v sekci 7.6 jako ,,posloupnost
zacinajici 0 a 1 a jejiz kazdy dalsi prvek je souctem predchozich dvou”, bychom nyni mohli pfesné zavést
pomoci defini¢niho vztahu
0 pokud n =0,
F,=<¢1 pokud n =1,
Fn—1+ F,—2 jinak.

wev s

Nebo pomoci jeho stru¢néjsi ekvivalentni varianty

7 _{n pokud n < 1,
" | Fhe1+ Fu—2 jinak.

Jedna se opét o ptiklad rekurzivni definice, protoZe jsme hodnotu F;, (tojest n-té Fibonacciho ¢islo) definovali
pomoci hodnot F,,_5 a F;,_;. Je v celku evidentni, Ze kazdé F; je jednoznacné definované a Ze pfifazeni
n — F, (pro kazdé nezaporné celé n) je zobrazeni z mnoZziny Ny do mnoziny Ny, pfesto i tento fakt dale
dokazeme indukci. Dosazenim do vyse uvedeného defini¢niho vztahu mtizeme vyjadfit Fibonacciho ¢isla
Fy, ..., Fy,... nasledovné:

Fy =0,

k=1,

FB=F+F=0+1=1,

Fs=Fy+ F = (F1+F())+F1 = (1+0)+1:2,

Fy=F+F=(FH+FR)+F+F)=((F+FR)+F)+F+F)=((140)+1)+(14+0) =3,

Obdobné jako i u faktoridlu miizeme vidét, Ze pocinaje tfetim fddkem mutZeme kazdé Fibonacciho &islo
stanovit z hodnot pfedchozich dvou fadkii, to jest:

Fo =0,

k=1,

FB=F+F=0+1=1,

Fs=K+F=14+1=2,

Fy=F3+FHh=2+1=3,

5Nékdo by v tomto okamziku mohl namitat, Ze ,spravnost je piece jasna.” V piipadé faktoridlu bychom mohli p¥ipustit, Ze
spravnost jeho rekurzivniho zavedenti je zfejma. V praxi je vSak potieba definovat rekurzivné daleko sloZitéjsi zobrazeni, u kterych
jiz o spravnosti nasi vlastni definice nemusime byt ,jen tak” pfesvédceni (spravnéji: nemeli bychom byt pfesvédcéeni — pokud ovsem
netrpime obzvlasté vyvinutym syndromem , programétorské arogance”), a méli bychom mit tedy k dispozici formalni aparat,
kterym spravnost prokdZeme.
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Fy=Fy+F;3=3+2=25,
Foe=Fs+F;=5+3=38,

V tuto chvili bychom mohli fict, Ze pro princip definice rekurzije charakteristické, Ze n-td hodnota zobrazeni
(kromé nulté) miize byt (obecné ale nemusi) definovana pomoci hodnoty pfislusné nékterému predchiidci
¢isla n. Jelikoz 0 nema predchtidce, funkéni hodnota pro nulu musi byt explicitné definovana bez rekurze.
V dalsi casti této sekce navic zjistime, Ze princip rekurze je moZné uplatnit nejen pro definice zobrazeni
z mnozin nezapornych celych ¢isel (do néjakych jinych mnozin), nybrz i pro definice obecnych zobrazeni
z mnoZzin hodnot s vhodnou strukturou (naptiklad seznamii).

Slovo rekurze pochazi z latiny a jeho ptivodnim vyznamem je ,jit zpét”, coz dobfe koresponduje s tim, jak
chapeme rekurzi jako princip definice matematickych funkci (zobrazeni): funkéni hodnoty pro néktera n
jsou definovany pomoci funkénich hodnot pro &isla predchéazejici n. Pfi vypoctu funkéni hodnoty pro n
se tedy ,jde zpét” k funkénim hodnotdm pro ¢isla ostfe mensi neZ n, jejich funkéni hodnoty mohou byt
opét definovany pomoci funkénich hodnot pfedchozich ¢isel, a tak dale. Pfi vypoctu se tedy postupuje
od funkéni hodnoty pro n smérem k funkénim hodnotam pro ¢isla mensi nez n.

Nyni si ukdZeme princip indukce pres prirozend ¢isla (princip matematické indukce), ktery bude dostacovat pfi
dokazovani vlastnosti rekurzivné definovanych funkci (zobrazeni) jakymi byly vyse uvedené n! (faktoriél)
a I}, (Fibonacciho ¢isel). Z praktickych dtivodt budeme v dals$im vykladu pfidavat k mnoZiné pfirozenych
¢isel i nulu a nebudeme to jiz vSude zdtraznovat.

V nésledujicim vykladu budeme pracovat s pojmem ,,vlastnost pfirozeného ¢isla”. Samotny pojem ,,vlast-
nost” nebudeme pfili§ formalizovat. Vlastnost budeme znacit P. Budeme-li mit danu vlastnost P, pak
budeme vzdy pfedpokladat, ze pro kazdé pFirozené &islo n plati: bud’ (i) n md/spliiuje vlastnost P (vlastnost
P plati pro n), coz budeme dale znacit P(n), nebo (ii) n nemd/nespliiuje vlastnost P (vlastnost P neplati
pro n).

Poznamka 8.1. Jako piiklady vlastnosti pfirozenych ¢isel mtiZeme uvést vlastnost P, kterd fika: ,n je sudé”,
dale vlastnost P, které 1ika ,,n je prvocislo” a podobné. Tyto dvé vlastnosti plati pro nékterd pfirozena ¢isla
a pro jind neplati. Tfeba vlastnost P: ,n je délitelné jednickou” plati pro kazdé pfirozené ¢islo. V dalSim
textu pro nas budou dilezité pravé vlastnosti platné pro kazdé ptirozené ¢islo (bude se vSak jednat o vlast-
nosti netrividlniho charakteru dané rekurzivnimi predpisy funkci, vyrazné sloZit&jsi nez ,n je délitelné
jednickou”, a jejich platnost pro kazdé n budeme muset prokazat). Pokud bude nékdy ve slovnim popisu
figurovat vice ¢isel, pak by mohlo z vagniho popisu (v pfirozeném jazyku) dojit k nedorozumeéni. Naptiklad
v popisu vlastnosti ,¢islo n je mensi nebo rovno ¢islu m” figuruji oznaceni ,,dvou ¢isel”, neni tedy jasné,
ke kterému se vlastnost vztahuje (pfitom je diky pouZzité nerovnosti ¢isel podstatny rozdil v tom, jestli
vlastnost vztdhneme k n ¢i k m). V takovém piipadé budeme vlastnost symbolicky zapisovat ve tvaru

Pn):,...n..."

abychom explicitné vyjadfili, Ze se v popisu vyjadiuje vlastnost ¢isla oznaceného n.

V nasledujici vété je prokdzéna platnost principu indukce pfes pfirozena ¢isla.

Véta 8.2 (princip indukce pfes pfirozena ¢isla). K tomu abychom ovétili, Ze vlastnost P plati pro kazdé n € Ny,
stac prokdzat platnost ndsledujicich dvou bodii:

(i) plati P(0),
(ii) pokud plati P(i), pak plati P(i + 1).

“Toto neformalni chapéni vlastnosti budeme vSak muset pouZivat velice obezfetng. Snadno bychom totiZ mohli vytvotit
vlastnost, ktera by vedla k logickym paradoxtim. V tomto kursu vSak budeme vzdy pouZzivat vlastnosti, které k nim nevedou. Vice
informaci o problematice paradoxi bude studentim pfedneseno v rdmci kursu matematické logiky.
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Diikaz. Tvrzeni dokdZeme sporem. Necht’jsou splnény body (i) a (ii) a zarover existuje ¢islo n € Ny, které
nema vlastnost P. Ze vSech ¢isel, ktera nemaji P mtizeme vybrat nejmensi z nich (nejmensi takové &islo
vzdy existuje, protoZe mnozina pfirozenych ¢isel je dobfe uspofddana a z predpokladu plyne, Ze existuje
aspon jedno takové ¢islo). Oznacme toto ¢islo ng. Pak ng nemtze byt rovno 0, protoZze bychom porusili
platnost (i). Tim padem ny > 1. JelikoZ jsme ng zvolili jako nejmensi z ¢isel nemajicich P, pak ng — 1 musi
mit P. Potom ale dle bodu (ii) i ng musi mit P, coz je spor. O

Nasledujici ptiklady ukazuji pouZiti principu indukce k prokazani jednoznac¢nosti a spravnost rekurzivnich
definic faktoridlu a posloupnosti Fibonacciho &isel.

Priklad 8.3. VSimnéte si, Ze principem indukce, viz vétu 8.2, nyni miZeme snadno prokazat, Ze vyse
uvedend rekurzivni definice n! je skute¢né korektni, to jest ze kazdému n pfifazuje jednoznacné hodnotu
n!, kterd je soucinem ¢&isel od jedné do n. Uvazujme vlastnost P, ktera fika: ,hodnota n! je jednoznacné
definovana”. Pro n = 0 plati P zcela jasné, protoZe je to dano prvnim fddkem defini¢niho vztahu, bod (i)
véty 8.2 je tedy pro P splnén trividlné. Ovéfime bod (ii). Predpokladejme, Ze n ma vlastnost P, tedy hodnota
n! je jednoznac¢né dana. Pokud je n = 0, pak pro n + 1 je situace opét pokryta prvnim fddkem (a indukéni
predpoklad v tomto pfipadé na nic nepotfebujeme). Pokud n > 1, pak z toho, Ze n! je jednoznacné dané
a z druhého fadku odvodime

n+D)=Mn+1)-(n+1-1)!=(n+1)-nl,
coz je jednoznacéné danéa ¢iselna hodnota vznikla vynasobenim n! (jednoznaéné dané) s ¢islem n + 1. Bod
(ii) taky plati. PouZitim principu indukce jsme tedy prokéazali jednoznac¢nost predchozi rekurzivni defi-

nice n!. Stejné tak bychom mohli principem indukce dokézat platnost vlastnosti P fikajici ,n! je ndsobkem
pfirozenych ¢isel od 1 do n”.

Priklad 8.4. Analogicky mlizeme principem indukce prokazat, Ze definice F), je korektni pro kazdé n.
Uvazujme pro tento tcel vlastnost P(n): , F; je jednozna¢né definované ¢islo pro kazdé nezdporné i < n”.
Evidentné n = 0 spliiuje P, tedy (i) z véty 8.2 pro P plati. Stejné tak pro n = 1 plati P. Z pfedpokladu,
Ze P plati pro n nyni odvodime platnost P pro n + 1. To, Ze P plati pro n znamend, Ze hodnoty vsech
F;, kde i < n, jsou jednozna¢né dané. Mame ukézat, Ze i F;,11 je jednoznaéné dana. Podle druhého fadku
rekurzivni definice Fibonacciho ¢isel plati:

Fn+1 = Fn—i—l—l + Fn+1—2 = Fn + Fn—l-

To jest, Fi,+1 je hodnota vznikla sou¢tem dvou jednoznaéné danych hodnot F), a F;,—1 (jejich jednoznacénost
je dané induktivnim pfedpokladem), tedy i F},;1 je jednozna¢né dana hodnota. Pro P tedy plati i bod (ii)
véty 8.2, to jest kazdé F;, je jednoznacné dané.

Vsimnéte si, Ze v rekurzivnich definicich faktoridlu a Fibonacciho ¢isel nemtizeme vypustit mezni
pfipady. To jest pro faktorial pfipady 0! = 1! = 1 a pro Fibonacciho &isla Fy = 0 a F; = 1. Bez
nich by totiz definice nebyla tplna (a tim padem ani jednozna¢na). Dale si vSimnéte, Ze pfi definici
rekurzi ,jdeme zpét”, to jest vyjadiujeme funkéni hodnoty pomoci funkénich hodnot definovanych pro
predchazejici ¢isla. U principu indukce je tomu naopak. Pfi prokazovani indukci , jdeme dopfedu”.

Rekurze a indukce nemuseji , jit jen pfes piirozena ¢isla”. V pfedchozich ukazkéach jsme pouzili principy
rekurze a indukce diky tomu, Ze pro kazdé uvazované nezaporné celé ¢islo n jsme vzdy byli schopni rozlisit
dva zékladni pfipady:

(i) bud platin =0,
(ii) nebo je n ve tvarum + 1, kde m € Ny.

To jest bud bylo dané nezéporné celé &islo nula, nebo bylo naslednikem jiného nezaporného celého &isla.
Principy rekurze a indukce byly mozné pravé diky tomu, Ze mnoZina uvazovanych &isel Ny (pfipadné
vybavena operacemi jako je s¢itani a podobné) méla tuto vhodnou strukturdlni vlastnost. Existuji vSak i jiné
mnoziny, u kterych 1ze pfirozené najit strukturalni vlastnosti, které umoziuji mit principy rekurze a indukce
(v modifikované podobé). Pro nés jako informatiky bude dtleZita mnozina vSech seznamii (vybavena dalsimi
operacemi) a principy rekurze a indukce, které ptijdou , pfes seznamy.”
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Abychom se nyni mohli bavit o rekurzi a indukci na seznamech, ale porad si (zatim) zachovali jisty od-
stup od programovaciho jazyka Scheme, zvolime nésledujici notaci. Mnozinu vsech neprizdnijch seznamii
(chdpanych jako elementy) budeme oznacovat £; mnoZzinu vSech seznamii (chapanych jako elementy) bu-
deme oznacovat £,; mnozinu vSech elementi budeme oznacovat £. Mdme tedy £ C £, C &, pfitom
L, = LU{QO}.Samotné seznamy, to jest prvky mnoziny £L,, budeme oznacovat jako obvykle, i kdyZz v tuto
chvili je pro nds mnohem dtilezitéj$i mnoZina vSech seznamt £, neZ konkrétni seznamy. PIné v souladu
s pojetim procedur jako matematickych funkci (viz sekci 2.5 na strané 56) mtizeme nyni chapat konstruktor
cons a selektory car a cdr jako nasledujici zobrazeni:

cons: E X Ly — L,
car: L — &,
cdr: L — L.

To jest, cons zobrazuje dvojice (element, seznam) na neprazdné seznamy (funkéni hodnota cons(e, [) pted-
stavuje seznam vznikly pfipojenim elementu e na zac¢atek seznamu [); car zobrazuje neprdzdné seznamy na
elementy (funkéni hodnota car(l) pfedstavuje prvni prvek seznamu ); cdr zobrazuje neprazdné seznamy
na seznamy (funkéni hodnota cdr (/) pfedstavuje seznam ! bez prvniho prvku). Snadno nahlédneme, Ze pro-
cedury cons, car a cdr 1ze skutecné chapat jako reprezentace zobrazeni cons, car a cdr. Pomoci funkce cons
muizeme vyjadfit strukturalni vlastnost seznamt, kterou budou pouzivat dale uvedené principy rekurze
a indukce: pro kazdy seznam [ € L, plati, Ze

(i) bud'je ! prazdny seznam,
(ii) nebo existuje seznam k € L, a element e € £ tak, Ze plati | = cons(e, k).

Nyni bychom mohli uvaZovat dalsi procedury, tteba 1length a append?2, a jim odpovidajici zobrazeni:

append2: L, X L, — L,
length: £, — Np.
Zobrazeni append?2 zobrazuje dvojice seznamt na seznam vznikly jejich spojenim, zobrazeni length zobra-
zuje seznamy na jejich délky.

Nyni se ndm nabizi alternativni pohled na procedury versus zobrazeni (matematické funkce). Vétsinu
procedur, se kterymi se pfi programovani v Jazyku Scheme setkavame, lze povaZovat za konecné repre-
zentace zobrazeni, to jest konecné reprezentace obecné nekonecnijch matematickych objektii. Funkcionalni
jazyk povazujeme za cisty, pokud lze kaZdou primitivni proceduru tohoto jazyka chapat jako reprezen-
taci zobrazeni a v jazyku nelze vytvofit uzivatelsky definovanou proceduru, kterd by néjaké zobrazeni
nereprezentovala. Jazyk Scheme z tohoto pohledu isty neni. To je dtisledek mimo jiné toho, Ze s pro-
stfedim manipulujeme jako s elementem prvniho fddu a umoZniujeme explicitni vyhodnoceni elementti
relativné vzhledem k prostfedi, viz lekci 6. Mezi ¢isté funkcionélni jazyky patii tteba Haskell a Clean.

Zobrazeni length a append2 mtiZeme velmi snadno nadefinovat rekurzi pfes seznamy. P¥i tomto typu re-
kurze jsou funkéni hodnoty f(...,I,...), kdelje seznam, vyjadifeny pomoci funkénich hodnot f(...,k,...),
kde k je seznam vyjddritelny z [ pomoci (aspori jednoho) pouZiti car a cdr. Abychom zpfesnili pojem , byt vyja-
dfitelny pomoci car a cdr”, zavedeme nésledujici pojem.

NP3

Definice 8.5 (strukturdlni sloZitost seznamti). Seznam k se nazyva strukturilné jednodussi nez seznam 1,
pokud existuji zobrazeni fi, ..., fi (k > 1) tak, ze { f1,..., fx} C {car,cdr}ak = fi(fa(--- (fx(]))---)). N

Princip definice rekurzi pfes seznamy je tedy zaloZen na tom, Ze definujeme (funkéni) hodnotu pro prazdny
seznam, ktery je ze vSech seznami strukturdlné nejjednodussi (neexistuje seznam, ktery by byl struktu-
ralné jednodussi nez prazdny seznam), a déle v pfipadé neprazdnych seznamt vytvofime piedpis, ktery
vyjadii (funkéni) hodnoty pro tyto seznamy pomoci (funkénich) hodnot seznami, které jsou strukturalné
jednodussi.

Napfiklad u délky seznamu mtizeme uvaZzovat takto:
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Obrazek 8.1. Schématické zachyceni tvahy o spojeni dvou seznamt

seznam 1

carl cdrl
seznam k

spojeni cdr(l) a k

carl

,Délka prazdného seznamu je nula. Pokud dany seznam neni prazdny, pak je ve tvaru cons(e, k),
kde k je opét seznam. Navic £ je vyjadfitelny pomoci cdr ze seznamu [, protoze

k = cdr(cons(e, k)) = cdr(l).

JelikoZ je délka seznamu k o jedno mensi nez délka seznamu [, délku [ 1ze vyjadtit pomoci délky
k jako hodnotu 1 + length(k) = 1 + length(cdr(l)).”

Tato tivaha vede na nésledujici rekurzivni definici:

0 okud [ je prazdny seznam,
length(l) = { 1 + length(cdr(1)) in)nak. P g
Predchozi definice vyjadfuje pfesné to, jak jsme slovné length popsali. Zcela v souladu s tim, jak jsme
v tvodu naznadili, jsme length definovali pro dva pfipady: nejprve jsme fekli, co je hodnotu length(()) (co
je délkou prazdného seznamu) a pak jsme vyuzili faktu, Ze druhy prvek kazdého neprazdného seznamu
je opét seznam a mGiZeme pro néj uvazovat funkéni hodnotu length a operovat s ni. UkaZme si funkéni
hodnoty length v pfipadé nékterych seznam1i:

length(()) =0,
length((a)) =1 + length(cdr((a))) = 1 +length(O)) =14+0=1,
length((a b)) =1 + length(cdr((a b))) =1+ length((b)) =1+ (1 + length(cdr((b)))) =
=14 (1 +1length(0))) =1+ (1+0)=
length((a b ¢)) =1+ length(cdr((a b ¢))) =1+ length((b c))
=1+ (1+length((c))) =1+ (1+ (1 + length(cd
=1+ (1+(1+1length(0))) =14+ (1+(1+0)) =

+ (1 + length(cdr((b ©)))) =

o) =
3,

Pro prazdny, jednoprvkovy, dvouprvkovy a tfiprvkovy seznamy jsou tedy funkéni hodnoty vyse defino-
vané length o¢ekavané. Jak tomu bude v pfipadé pro libovolny seznam? Stejné jako v pfipadé faktorialu
a Fibonacciho ¢isel se o tom nemtizeme piesvédcit ruéné tim, Ze ,vypiSeme hodnoty” length pro kazdy
seznam (je jich nekone¢né mnoho). Opét si ale poradime tak, Ze pfedstavime vhodny dokazovaci princip
a spravnost definice pomoci néj prokdZeme. Pfedtim si ale uvedeme jesté rekurzivni definici append2.

V piipadé append2 mtiZeme uvazovat takto:
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,Pokud spojime prazdny seznam s libovolnym seznamem £, pak je vysledkem spojeni seznam k.
Pokud je I neprazdny seznam, miizeme uvazovat seznam j = cdr(l). Pokud spojime j a k, vznikne
nam seznam, ktery obsahuje vSechny prvky z [ kromé prvniho, nasledované prvky ze seznamu k.
Pokud k tomuto seznamu (to jest, k seznamu rovnajicimu se spojeni j a k) pfipojime na zacatek
prvni prvek z [ (pomoci cons), pak jsme ziskali spojeni [ a k. Schématicky je tivaha zobrazena na
obrazku 8.1.”

vvvvvv

k okud [ je prazdny seznam,
append2(l, k) = { cons(car(l), append2(cdr(l), k)) ]Enak. P g

Predchozi definice fik4 praveé to, Ze (i) spojenim prazdného seznamu s druhym seznamem ziskdme pravé
druhy seznam (neutralita prazdného seznamu v1ci spojeni seznami); (ii) druhy bod definice append?2 ¥ika,
Ze v piipadé, kdy je prvni seznam neprazdny, staci spojit prvni seznam bez prvniho prvku s druhym
seznamem a k tomuto vysledku pfipojit na zacatek prvni prvek prvniho seznamu. VSimnéte si, Ze v de-
finici funkéni hodnoty append2(l, k) jde rekurze pouze pies . To jest append2(l, k) je vyjadfena pomoci
append2(cdr(l), k), seznam k se neméni. Rekurze ptes k (druhy ze spojovanych seznamii) by ndm p#i FeSeni
této konkrétni dlohy k ni¢emu nebyla. Na tomto pfikladu je jiZ moZné trochu vidét, Ze definice rekurzi
vyZaduje ur¢ity vhled do problému a cvik. Uvedme si nyni ptiklad vyjad¥eni spojeni dvou seznamti (a b)
a (1 2 3) pomoci vySe definovaného append2:

append2((a b), (1 2 3)) = cons(car((a b)),append2(cdr((a b)), (1 2 3))) =
= cons(a, append2((b), (1 2 3))) =
= cons(a, cons(car((b) ), append2(cdr((b)), (1 2 3)))) =
= cons(a, cons(b, append2((), (1 2 3)))) = cons(a, cons(b, (1 2 3))) =
=cons(a, (b 1 2 3))=(ab 1 2 3).

Nyni pfedstavime princip indukce, ktery je pouZitelny pro dokazovéni vlastnosti zobrazeni definovanych
rekurzi pfes seznamy. Nyni jiz nemiizeme pouzit klasickou matematickou indukci, protoZe ta ,jde pfes
¢isla”. V piipadé seznamt budeme pouzivat indukci, ktery jde pfes jejich ,strukturu”, proto ji budeme
tikat strukturdlni indukce. Analogicky rekurzi pfes seznamy budeme fikat strukturdlni rekurze.

Véta 8.6 (princip strukturdIni indukce ptes seznamy). K tomu abychom ovéfili, Ze vlastnost P plati pro kaZdy
seznam | € L, stac prokdzat platnost ndsledujicich dvou bodii:

(i) plati P(Q)), to jest P plati pro prazdny seznam,
(ii) pokud plati P(l), pak pro kaZdy element e plati P(cons(e,l)).

Diikaz. Tvrzeni dokdZeme opét sporem. Necht’jsou splnény body (i) a (ii) a zaroven existuje seznam [, ktery
nema vlastnost P. Ze vSech seznamii, které nemaji P vybereme seznam s minimdalni délkou a oznacime
j€j lo. Upozornéme na to, Ze obecné miiZe existovat vice seznam1i se stejnou minimélni délkou, které nemaji
vlastnost P. Vybrany seznam [y tedy spliiuje vlastnost, Ze kazdy (ostfe) krat$i seznam ma vlastnost P.
Zcela evidentné [p musi byt neprazdny seznam, jinak by byl porusen bod (i). JelikoZ je lp neprazdny, je
to seznam, ktery je vysledkem cons(e,!’), pro néjaky element e a seznam !’. Seznam !’ je o jeden element
krat$i nez seznam /y, ma tedy (ostie) mensi délku. Tim padem !’ musi mit vlastnost P. Potom dle bodu (ii)
ilp = cons(e,!’) musi mit vlastnost P, coZ je spor. O

Piiklad 8.7. Zobrazeni length: £, — Ny je jednoznacné definované a jeho hodnoty jsou délky seznamf.
To jest pro kazdy seznam [ je length(l) rovno délce seznamu I, tak jak jsme ji doposud chapali. Toto tvrzeni
muzeme dokazat principem strukturalni indukce z véty 8.6. Vskutku, uvazujme vlastnost P(l): ,Délka
seznamu [ je rovna length(l).” Pro prazdny seznam () mame dle prvniho bodu definice length(!) = 0, tedy
délka prazdného seznamu je nula. To jest, prazdny seznam ma vlastnost P, bod (i) véty 8.6 je pro P splnén.
Predpoklddejme, Ze [ ma vlastnost P. To znamend, Ze length(!) je délka seznamu /. Pro to, abychom ovéfili
(ii) musime pro kazdy element e ukazat, Ze seznam cons(e, l) ma vlastnost P. JelikoZ je seznam cons(e, ()
neprazdny, z druhého bodu definice length a ze zfejmého faktu cdr(cons(e, l)) = [ dostavame:

length(cons(e, ) = 1 + length(cdr(cons(e,))) = 1 + length(l).

To jest length(cons(e, 1)) je rovno délce seznamu [ zvétsené o 1. JelikoZ je cons(e,l) seznam vznikly z [
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pfipojenim elementu e na zacatek [, dostdvame, Ze length(cons(e,!)) je délkou seznamu cons(e,l), coz
znamena, Ze cons(e, /) ma vlastnost P. Tim jsme dokon¢ili diikaz bodu (ii) pro P. Z véty 8.6 tedy okamzité
dostavame diikaz spravnosti definice length.

Priklad 8.8. Spravnost definice append2 mtizeme prokazat podobné jako jsme prokézali spravnost definice
length. Nejprve si ale musime uvédomit, pfes ktery seznam budeme indukci provadét, protoZze append2 je
zobrazeni typu append2: £, x L, — L,. Pokud se podivame na definici, pak vidime, Ze append2(/, k) je
v netrivialnim p¥ipadé vyjadfen pomoci konstrukce obsahujici append2(cdr(l), k). Se strukturou druhého
seznamu (to jest seznamu k) se v definici nijak neoperuje. To nam napovida, Ze indukci bychom méli vést
pres seznam [. Uvazujme tedy vlastnost P(l): ,Pro kazdy seznam k plati: spojeni seznamti [ a k (v tomto
pofadi) je rovno append2(l, k).” Prokdzeme, Ze kazdy seznam [ ma vlastnost P. Pokud je ! prazdny, pak
ziejmeé append2(l, k) = k, takze bod (i) véty 8.6 pro vlastnost P je trivialné splnén. Pfedpokladejme, Ze I ma
vlastnost P. To znamend, Ze pro kazdy seznam k plati, Ze append2(l, k) je seznam vznikly spojenim [ a k.
Nyni prokézeme, Ze kazdy seznam cons(e, ), kde e je libovolny element, ma vlastnost P. Seznam cons(e, [)
je neprazdny, tedy dle druhého bodu definice append?2 a s vyuZzitim

car(cons(e,l)) =e,
cdr(cons(e, 1)) =1,
miiZzeme vyjadfit
append2(cons(e, ), k) = cons(car(cons(e, !)),append2(cdr(cons(e, 1)), k)) = cons(e, append2(l, k)).

Pfedchozi rovnost ¥ikd, Ze spojeni seznamu cons(e,!) se seznamem k je rovno pfipojeni elementu e na
zacatek seznamu append2(l, k). Dle indukéniho pfedpokladu je append2(l, k) vysledek spojeni seznamu {
a k. To jest append2(cons(e, 1), k) je rovno vysledku pfipojeni elementu e na zacatek spojeni seznamui / a k.
Jinymi slovy, append2(cons(e, [), k) je spojeni seznamu cons(e, [) se seznamem k. Mame hotov ditkaz bodu
(ii) pro vlastnost P. Z véty 8.6 dostdvame, Ze vySe uvedena definice append?2 je korektni definice spojeni
dvou seznamf.

Poznamka 8.9. Na pfedchozich dlikazech je zajimavé, Ze jsme prokazali vlastnosti nové definovanych
zobrazeni pracujicich se seznamy, anizZ bychom se zabyvali tim, jak jsou seznamy reprezentovany (jak
vypadaji prvky mnoziny L,). Ve co ndm stacilo, byl fakt, Ze seznam je bud’ prazdny, nebo jej 1ze chapat
jako funkéni hodnotu cons(e, 1). Z pohledu strukturalni indukce je tedy stéZejni pravé tato vlastnost, nikoliv
to, zda-li chapeme seznamu jako ,elementy jazyka konstruované z part” (viz lekci 4 a lekci 5) nebo tfeba
néjak tplné jinak. Se seznamy jsme v této sekci pracovali jako s prvky mnoziny L, které jsme vyjadfovali
pomoci funkénich hodnot zobrazeni cons, car a cdr.

Mezni podminky v rekurzivnich definicich length a append2 opét nelze vynechat, protoze takové definici
by nebyly kompletni. VSimnéte si, Ze analogicky jako v pfipadé rekurze a indukce pfes ¢isla, jde princip
strukturdlni rekurze smérem ,zpét”, protoze funkéni hodnoty definovanych funkci jsou vyjadfeny
pomoci funkénich hodnot pro strukturdIné jednodussi seznamy. Naopak, princip indukce postupuje od

strukturdIné nejjednodussiho seznamu — prazdného seznamu, smérem ,, dopfedu”, to jest ke slozit&jsim
seznamuim.

Ukolem této sekce bylo ptedstavit principy rekurze a indukce ptes &fsla a pies seznamy. Ukazali jsme, Ze
rekurzi 1ze definovat dtileZita zobrazeni. S programovanim to souvisi tak, Ze analogicky princip, jako jsme
pouzili pfi definovani zobrazeni, mtZeme pouZit pfi vytvafeni procedur, které tato zobrazeni reprezentuji.
Takovym procedurdm budeme fikal rekurzivni procedury a bliZe se jim budeme vénovat v dalsich sek-
cich. Princip indukce je pro nas dilezitym dokazovacim principem, kterym miizeme dokazovat vlastnosti
rekurzivné definovanych zobrazeni (a procedur, které je reprezentuji).

Abychom jesté na zavér sekce demonstrovali silu definic rekurzi, ukdZeme rekurzivni definici zobrazeni
korespondujicim s procedurou foldr pfedstavenou v piedchozi lekci. Vzpometime, Ze pomoci foldr jsme
byli schopni vytvofit fadu procedur pocinaje length, append?2, pfes filtra¢ni proceduru filter a tak dale.
Doposud jsme ale nefekli, zda-li je moZné proceduru foldr v jazyky Scheme uZivatelsky definovat, nebo
jestli musi byt pfitomna v jazyku jako primitivni procedura. Odpovéd je, Ze procedura je definovatelna plné
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prostfedky jazyka, které jiz mame k dispozici. Definici procedury se ted’ zabyvat nebudeme, tu ukazeme
v dalSich ¢astech textu, ale ukdZeme rekurzivni definici zobrazeni foldr, které je reprezentované procedurou
foldr. Zobrazeni foldr 1ze chapat jako zobrazeni

foldr: F x Ex Ly — €&,
kde F je mnozina vSech zobrazeni f: £ x £ — £. Nyni mtZeme definovat:

foldr(,,1) = { 7}(car(l), foldr(f,t, cdr(l))) Er?:llj.d e prézdny seznam.
Strukturalniindukci se mtiZete presvédcit, Ze definice je jednoznac¢nd, a Ze pro seznam ! délky n bude funkéni
hodnota foldr(f, ¢, ) ziskana pomoci ,,postupného zabaleni” funkci f tak, jak jsme popsali v pfedchozi lekci.
Snadno potom muiZeme vidét, Ze length a append2 mitiZeme definovat pomoci foldr jako

length(l) = foldr(g,0,1), kde g(z,y) =1+,

append2(l, k) = foldr(cons, k, ).

Vsimnéte si korespondence piedchozich zavedenilength a append2 s definicemi procedur 1ength a append2

v programech 7.1 a 7.2 na strandch 174 a 175. Tyto ukazky by ndm mély dat jakousi pfedstavu o tom, Ze
strukturdlni rekurze je skutecné silnym néastrojem (ktery je potfeba umét spravné pouzivat).

Rekurze a indukce nejsou jen néjaké , matematické kuriozity v programovéni “, jedna se o Siroce vyu-
zivané principy bez nichZ by byla nase schopnost fesit problémy vyrazné snizena. Nékteré typy tloh
lze bez rekurze fesit jen velmi obtiZné. Ve funkcionalnich jazycich je tradi¢né rekurze vedle procedur
vyssich fadt jednou z nejpouzivanéjsich metod vytvareni procedur (a v dtisledku vypocetnich procestt).
Ve funkcionélnich jazycich rekurze de facto nahrazuje cykly, které se pouZzivaji hlavné v proceduralnich

N

V této sekci jsme ukézali fadu dikazi spravnosti definic a vlastnosti definovanych zobrazeni. Budeme
v tom pokracovat v omezené mite i v dal$ich sekcich. V praxi zpravidla neni potfeba dokazovat spravnost
timto detailnim zptisobem, protoze zkuSeny programator ma jiz nékteré typické konstrukce tak fikajic
, v oku” a jejich spravnost je schopen velmi rychle ,vidét”. Zdtraznéme vsak, Ze tento nadhled pfichazi
aZ s urcitou programatorskou zkusenosti, jejiz nabyti chvili trva. Ani potom bychom vSak formalni aparat,
ktery jsme pfedstavili v této sekci, neméli povaZzovat za ,cosi zbyte¢ného”, ale spis za uZzite¢nou pomicku.

8.2 Rekurze a indukce pfes pfirozena c¢isla

V této sekci se budeme zabyvat rekurzi pfes pfirozena ¢isla (ke kterym z technickych dévod pfidavame
i nulu). Uk4dZeme, jak souvisi rekurzivni definice zobrazeni, které jsme piedstavili v pfedchozi sekci,
s procedurami, které tato zobrazeni reprezentuji. Jako prvni pfiklad budeme uvaZovat rekurzivni definici
n-té mocniny ¢isla. Pro jednoduchost budeme uvazovat pouze piipady, kdy n nabyva celo¢iselné nezdporné
hodnoty. V tomto pfipadé mtizeme pro libovolné x € R definovat 2™ nasledujicim pfedpisem:

n {1 pokud n =0,

xr = _ e
-z ! jinak.

Predchozi predpis fika, ze 2° = 1apokudjen > 1, pakjes" = x-2" ! Principem prezentovanym ve véteé 8.2
bychom opét mohli snadno dokazat platnost vlastnosti ,pro n je hodnota 2" jednozna¢né definovana”
a navic je zfejmé, Ze se jednd skute¢né o n-tou mocninu x. Upozornéme na fakt, ze pfedchozi rekurzivni
definice definuje pro z = 0 hodnotu 2° = 1, coZ je v rozporu s matematickym chapanim nutné mocniny
(z matematického pohledu neni hodnota 0° definovana). Z praktického (programatorského) pohledu je
viak vhodné zavést 0° jako 1.

Proceduru expt pocitajici hodnoty =™ podle vyse uvedeného rekurzivniho pfedpisu bychom v jazyku
Scheme mohli naprogramovat tak, jak je to uvedeno v programu 8.1. Procedura expt v programu 8.1 je
formalizaci pfedchoziho rekurzivniho pfedpisu v jazyku Scheme. V téle procedury je pomoci specidlni
formy if vyjadien podminény vyraz: ,Pokud je n rovno nule, pak je vysledek umocnéni jedna. V opacném
pripadeé je vysledek umocnéni roven soucinu hodnoty x s hodnotou z umocnénounan — 1.”
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Program 8.1. Rekurzivni procedura pocitajici z".
(define expt
(lambda (x n)
(if (=n 0)
1
(*x x (expt x (= n 1))))))

Definice 8.10 (rekurzivni procedura, rekurzivni aplikace). Procedufe budeme fikat rekurzioni procedura,
pokud pfi vyhodnoceni jejiho téla dochazi (v nékterych pfipadech) k aplikaci sebe sama. Aplikaci ,sebe
sama” budeme dale nazyvat rekurzioni aplikace procedury. |

Procedura expt je tedy prvnim pi¥ikladem rekurzivni procedury, protoze v poslednim argumentu pfedaném
specialni formé if, ktery je vyhodnocen v pfipadé, Ze podminka (prvni argument pfedany if) bude
nepravdivd, dojde k aplikaci expt. Jak jiZ ale bylo feceno, rekurzivni procedury jsou procedury v klasickém
smyslu tak, jak jsme je popsali v itvodnich lekcich tohoto textu (neni tedy na nich nic ,,speciadlniho”).

Poznamka 8.11. Otazkou, kterou bychom se méli zabyvat je, pro¢ vlastné aplikace rekurzivnich procedur
,funguje”. Jinymi slovy, je z pohledu vyhodnocovaciho procesu skutecné v poradku, Ze procedura aplikuje
sebe sama? Podivame-li se na kéd procedury expt v programu 8.1, pak je ziejmé, Ze procedura vznikla
vyhodnocenim A-vyrazu vznikla v globdlnim prostiedi. V tomto prostfedijeiprovedena vazba této procedury
na symbol expt. Pfi aplikaci procedury expt je vytvoreno lokalni prostiedi, jehoZz predkem je prostiedi
vzniku procedury, tedy globélni prostfedi. V lokalnim prostiedi jsou pfi aplikaci procedury definovany
vazby symbolli x a n. Pokud pfi vyhodnocovani téla béhem aplikaci dojde k vyhodnoceni symbolu expt,
pak tento symbol neni nalezen v lokdlnim prostfedi. Hleddnim vazby se proto postupuje v nadfazeném
prosttedi, coZ je globalni prostfedi — v ném ma symbol expt vazbu a tou je pravé aplikovana procedura.
Procedura vznikld vyhodnocenim A-vyrazu v programu 8.1 mé tedy skute¢né k dispozici ,sebe sama”
prostiednictvim vazby symbolu expt.

Na rekurzivni procedufe expt si miiZeme vSimnout dvou ¢asti:

limitni podminka rekurze je podminka, po jejimZ splnéni je vyhodnocen vyraz jeZ nezptisobi dalsi aplikaci
samotné rekurzivni procedury. Na limitni podminku rekurze se 1ze divat jako na podminku vymezujici
trividlni pripady aplikace procedury, v jejichz p¥ipadé neni potfeba pro stanoveni vysledku aplikace
provadeét rekurzivni aplikaci. V piipadé procedury expt je limitni podminkou rekurze fakt, Ze n je
rovno nule, v tomto ptipade je vysledek vyhodnoceni &islo 1, coz koresponduje s faktem 29 = 1. Kazda
rekurzivni procedura by meéla mit alespori jednu limitni podminku, obecné jich mtize mit i vic.

predpis rekurze je Cast téla procedury, p¥ijejimz vyhodnoceni dochdazi k rekurzivni aplikaci procedury. Sou-
asti pfedpisu rekurze je vyjadieni, jak bude stanoven vysledek aplikace rekurzivni procedury s jistymi
argumenty pomoci rekurzivni aplikace této procedury s jinymi argumenty (obvykle s argumenty, které
jsou ve smyslu konkrétniho pouZiti procedury ,jednodussi “). V pfipadé procedury expt je rekurzivni
predpis (x x (expt x (- n 1))), coz koresponduje s faktem, ze 2™ = = - 2"~ pro n > 1 Rekurziv-
nich pfedpisti miize byt v procedufe opét vic, ale z principu by mél byt aspori jeden, abychom se mohli
,,0 rekurzi viibec bavit”.

Limitni podminku i pfedpis rekurze 1ze snadno vy¢ist pfimo z rekurzivni definice 2" tak, jak jsmeji uvedlina
zacatku sekce. Pti vytvéreni rekurzivnich procedur je vZdy potieba si limitni podminky a pfedpisy rekurze
jasné uvédomit a spravné formalizovat (v programu). Absence nékteré z dtleZitych ¢asti v rekurzivni
procedufte, tfeba absence limitni podminky, obvykle vede na nekonéici sérii aplikaci nebo na vznik chyby.

Nyni si uvedeme piiklad aplikace procedury expt s ¢iselnymi argumenty & a 4 (v tomto poradi). Aplikace
procedury s témito argumenty je zndzornéna na obrazku 8.2 (vlevo). Nejprve si vSimnéte metody, kterou
jsme pfi zndzornéni zvolili. Kazdou novou aplikaci procedury jsme vyjadfili tak, Ze do téla vyrazu jsme
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Obrazek 8.2. Schématické zachyceni aplikace procedury expt.

(expt 8 4) vyvolani 1. aplikace procedury

(% & (expt 8 3)) navijeni: vyvolani 2. aplikace

(% 8 (% 8 (expt 8 2))) navijeni: vyvolani 3. aplikace

(% 8 (% 8 (% & (expt & 1)))) navijeni: vyvolani 4. aplikace

(* 8 (% 8 (% 8 (x 8 (expt 8 ©))))) navijeni: vyvolani 5. aplikace

(¢ 8 (% 8 (% 8 (%8 1)))) dosaZent limitni podminky v prabéhu 5. aplikace
(> 8 (% 8 (% 8 8))) stav po odvinuti 4. aplikace

(> 8 (% 8 64)) stav po odvinuti 3. aplikace

(% 8 512) stav po odvinuti 2. aplikace

4096 vyyslednd hodnota vznikla odvinutim 1. aplikace

misto seznamu, jehoZ vyhodnoceni aplikaci zptisobilo, zapsali télo aplikované procedury, v némz jsme zameénili

formdlni argumenty za hodnoty predanych argumentii. V prvnim kroku jsme tedy vyraz (expt 8 4) nahradili
vyrazem (x 8 (expt 8 3)), v dals$im kroku jsme vyraz (expt 8 3) v (x 8 (expt 8 3)) nahradili
vyrazem (* 8 (expt 8 2)) ¢imz vznikl vyraz (= 8 (x & (expt 8 2))) a tak déle. Jak je z obrazku
patrné, pfi vypoctu je v prvni f4zi provddéna rekurzivni aplikace, protoZe pro hodnoty 4,..., 1 navdzané
na symbolu n se neuplatiiuje limitni podminka rekurze. Této fazi vypoctu, pfi které dochazi k postupné
aplikaci rekurzivniho pfedpisu, se fika ,navijeni”. Navijeni je ukon¢eno dosazenim limitni podminky, viz
obrazek 8.2 (vpravo). V nasem piipadé to je kdyZ je na n navazana hodnota 6. Od tohoto okamzZiku se jiz
procedura expt neaplikuje, ale dochézi ke ,zpétnému dosazovani” vypoctenych hodnot a dokon¢ovani
jednotlivych aplikaci expt, které byly zahajeny béhem faze navijeni. Této druhé fazi fikdme p¥iznacné
taze ,odvijeni”. Vysledna hodnota vznik4 odvinutim prvni aplikace expt (prvni aplikace je pochopitelné
odvinuta jako posledni, protoZe se ve fazi odvijeni pohybujeme zpétné).

Pti aplikaci expt s argumenty & a 4 doslo de facto k péti aplikacim této procedury (vSechny probéhly ve
tazi navijeni). Pfi téchto aplikacich vzniklo tim paddem pét prostfedi. Otdzkou by moZzna mohlo byt, jestli
to neni néjaky ,nadbyte¢ny luxus”. V Zadném pfipadé tomu tak neni. Béhem f4ze navijeni je, neformélné
fec¢eno, budovana série odloZenych vijpoctii. Vysledek (expt & 4) je definovanjako soucin ¢isla 8 s hodnotou
vzniknou aplikaci (expt & 3). Tento soucin vSak nemtiZe byt dokonc¢en dfiv, neZ je dokonc¢ena aplikace
expt s argumenty 8 a 3. Do té doby musi byt nékde uloZeny hodnoty, které je potfeba mit k dispozici
pro dokonceni vypoctu, azZ bude vysledek vyhodnoceni (expt & 3) znam. Timto dloZistém jsou praveé
prostiedi. Na obrazku 8.3 jsou zachycena prosttedi vznikla p¥i vyhodnoceni (expt 8 4), pfedkem vsech
téchto prostiedije globalni prostiedi, v némz je na symbol expt navazana rekurzivné aplikovana procedura.

JakjsmejiZz na ptikladu vysvétlili, pribéh vypocetniho procesu generovaného aplikaci rekurzivni procedury
muizeme shrnout do dvou dtleZitych fazi:

faze navijeni je faze, ve které dochdzi k postupné rekurzivni aplikaci. V prtibéhu této faze jsou vytvarena
nova prostiedi v nichZ jsou uloZeny informace o vazbach formalnich argumentti rekurzivné aplikované
procedury. Tato prostfedi v sobé udrzuji informaci o pomyslném odloZeném vypoctu (anglicky deferred
computation). Faze navijeni kon¢i dosaZenim limitni podminky rekurze, v jejimZ pfipadé je vracena
hodnota vznikl4 bez dal$ich rekurzivnich aplikaci procedury.

faze odvijeni Nastava po dosaZeni limitni podminky rekurze. Béhem této faze dochazi k dokonceni vy-
hodnoceni téla procedury v prostfedich, ktera vznikla v pfedchozi fazi navijeni. Postupuje se pfitom
zpétné, jako prvni je dokonceno vyhodnoceni téla v prostiedi posledni aplikace procedury, nésleduje
vyhodnoceni téla v prostfedi pfedposledni aplikace procedury a tak se postupuje aZz k vyhodnoceni
téla v prosttedi prvni aplikace procedury a vysledna hodnota je vysledkem ptivodni aplikace. Béhem
faze odvijeni mize v nékterych ptipadech znovu nastat fize navijeni (uvidime az na dalsich pi¥ikladech).
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Obrazek 8.3. Prostfedi vznikla béhem vyhodnoceni (expt 8 4)

i~

* = procedura X8 X8 X8

expt —» procedura n—»4 n—3 ne—»2
PG

x> 8 x 8

n—1 n—0

Rekurzivni procedury jsou procedury, které ve svém téle vyvolavaji aplikaci sebe sama. Kazda rekur-
zivni procedura ma svou limitni podminku a pfedpis rekurze. Aplikaci rekurzivni procedury si mtizeme
predstavit jako proces probihajici ve dvou zakladnich fazich, které se mohou vzajemné stiidat: faze na-
vijeni a f4ze odvijeni. Na rozdil od jazyka Scheme, nékteré funkcionalni jazyky disponuji tak zvanym
linyym vyhodnocovinim. Jde o princip vyhodnocovéni vyrazt, ktery mimo jiné umozuje definovat rekur-
zivni procedury bez limitni podminky, pfi jejichZ aplikaci vypocetni proces neuvizne v sérii nekoncicich
aplikaci (pravé diky linému vyhodnocovani). Jazyk Scheme nent linyj, a kazda rekurzivni procedura by
tedy limitni podminku mit méla (pokud nechceme zamérné vypocetni proces ,vytuhnout”). V dalsi
¢asti ucebniho textu vsak ukdzeme, Ze liné vyhodnocovani mtizeme ve Scheme implementovat, takze
predchozi tvrzeni tak tplné neplati.

V tuto chvili by ndm meélo byt jasné, jak vypadaji rekurzivni procedury, jak je psat, a také , proc¢ vlastné
funguji”. Nyni si ukdZeme nékolik dal$ich rekurzivnich procedur pracujicich s ¢isly. Jako prvni se zamyslime
nad zefektivnénim stavajici procedury expt. Procedura expt uvedend v programu 8.1 je naprogramovana
tak, ze pfi své aplikaci redukuje problém nalezeni z" na problém nalezeni 2"~ !. Je tedy jasné, Ze pro
vypocet 2" vznikne n + 1 prostiedi, protoZe limitni podminka je dana pro n = 0. Casova sloZitost vypoctu
2" (touto procedurou) je tedy O(n), hodnota z nehraje (teoreticky) roli'®. Vzhledem k tomu, Ze pfi vypoctu
vznikne n + 1 novych prostfedi, miizeme Fict, Ze prostorova slozitost vypoctu 2™ (touto procedurou) je také
O(n) (pocet prostiedi roste linearné s n). Otdzkou je, zda-li bychom proceduru nemohli naprogramovat
efektivnéji (z hlediska ¢asového, prostorového nebo z hlediska obou slozitosti).

Pfi navrhovéni rekurzivnich procedur se ¢asto uplatriuje princip, ktery je v informatice oznacovan jako
divide et impera neboli , rozdél a panuj”. Tento princip spo¢iva v tom, Ze feSeni problému je rozloZzeno na
feSeni (obecné nékolika) podproblémti stejného typu, ale vyrazné mensi sloZitosti. RozloZeni problému
na mensi podproblémy se v programétorské terminologii nazyva dekompozice. AZ jsou tyto podproblémy
vyfeseny, je z jejich feSeni (v rozumném case) sloZeno feSeni vychoziho problému. Tento zptisob nahlizeni
na feSeni problémit vede vétSinou na vytvareni rekurzivnich procedur. Pt¥iklady pouziti principu divide et
impera uvidime v dalsich sekcich. UZ pfi vypoctu " si ale ukdZeme, Ze p¥i dekompozici problému miizeme
postupovat vyrazné efektivnéji nez v programu 8.1.

15Samoztejmé, Ze prakticky hraje roli i hodnota z, protoze mocnéni velkych celych &isel v jejich pfesné reprezentaci bude jisté

Nexs

protoZe pfi ni jde o to stanovit slozitost vzhledem k poc¢tu aplikaci nasobeni. Samotnou délku nasobeni chdpeme zjednodusené
jako konstantni.
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Vypocet 2" bychom mohli urychlit tim, Ze si uvédomime, ze 22" = 2" - 2" = (2")?. To jest, pokud je expo-
nent sudé ¢islo, mtizeme problém vypoctu mocniny redukovat na problém vypocétu mocniny s polovicnim
exponentem. Intuitivné lze asi vycitit, Ze to je vyrazny posun oproti pouhému zmenseni exponentu o jedna,

2 vz

jak tomu bylo doposud. Hodnotu 2™ (pro n nezaporné celé ¢islo) bychom tedy mohli definovat takto:

1 pokud n =0,

2" =14 (z2)?  pokud je n sudé,

r-2"! pokud je n liché.
Vyse uvedeny pfedpis povede na rekurzivni proceduru s jednou limitni podminkou a se dvéma separatnimi
predpisy rekurze —jeden pro pfipad, kdy je exponent sudy a jeden pro pfipad, kdy je exponent lichy. Pfed
uvedenim samotné rekurzivni procedury si viak dokaZme, Ze nase tiprava algoritmu je korektni a vede ke
spravnym vysledkim. Na zakladé ptivodni rekurzivni definice 2" mtZeme indukci prokazat nasledujici
tvrzeni.

m n

Véta 8.12. Pro libovolné x € R a nezdpornd celd &isla m,n plati, Ze 2™+" = z™ . 2",

Z Xz

Diikaz. Principem indukce prokazeme platnost vlastnosti P(7): ,Pro kazda dvé nezaporna cela ¢isla m, n
takovéa, Ze m + n = ¢, plati M = g™ . " Pro i = 0 mame pouze m = 0 an = 0. Navic zfejmé v tomto
ptipadé 2™+ = 2940 = 20 =1 =1.1 =29 .20 = 2™ . 2", takZe bod (i) plati. Nyni prokédZeme platnost
bodu (ii). Predpokladejme, Ze P plati pro i. Mame ukéazat, Ze P plati pro ¢ + 1, to jest mame ukazat, Ze pro
kazda dvé nezéporna cela &isla m, n takova, ze m+n = i + 1, plati 21" = 2™ . 2™. Z rekurzivni definice 2"
dostavame, ze 2" = x - g™ "1 Jelikoz m + n = i + 1, pak musi byt asponi jedno z &sel m a n ptirozené.
Predpokladejme, Ze je to n (pfipad pro m by se odvodil dudlné). Tim padem n — 1 je celé nezaporné &islo.
Mame tedy dvé ¢isla, m a n — 1, ktera jsou celd a nezaporna a plati pro né m + n — 1 = <. Nyni mZeme
aplikovat indukéni pfedpoklad na m a n — 1, to jest dostdvame z™*"~1 = g™ . z"~1. S pomoci posledni
rovnosti tedy vyjadiime ™" takto:

m+

n—1 1

mAn—l — pgm gl = g™ . g g

n

g =g . =M. "

Posledni rovnost opét plyne z rekurzivni definice z". Dohromady jsme tedy prokazali platnost bodu (ii)
pro vlastnost P. UZitim principu indukce z véty 8.2 jsme prokézali vétu 8.12. O

Nyni je zfejmé, Ze i upravend rekurzivni definice =" je korektni, protoZze dvé véty 8.12 mame

a mohli bychom pouzit tento fakt pfi dikazu indukci. P¥i prokdzéni bychom vs$ak museli u bodu (ii)
véty 8.2 rozlisit vic pfipadh (pro n sudé a n liché). Dikaz ponechdme na laskavém c¢tenéfi. Procedura,

ktera pocitd hodnotu 2" podle vyse uvedeného upraveného vztahu je zobrazena v programu 8.2. Jelikoz

Program 8.2. Rychla rekurzivni procedura poditajici x".

(define na2
(lambda (x) (* x x)))

(define expt
(lambda (x n)
(cond ((=n @) 1)
((even? n) (na2 (expt x (/' n 2))))
(else (x x (expt x (= n 1)))))))

jsme v programu potfebovali odli$it dva rtizné predpisy rekurze, vyplatilo se ndm pouzit specidlni formu
cond misto dvou vnofenych specidlnim forem if. Jak jsme na tom se slozitosti nové verze expt? Nejprve
si uvedme piiklad jeji aplikaci s argumenty 2 a 25. Aplikace je schématicky zachycena na obrazku 8.4.
Z prikladu je vidét, Ze vypocteni hodnoty mocniny pro exponent rovny 25 bylo potfeba provést pouze osm
rekurzivnich aplikaci procedury expt. Pfi pouziti ptivodni verze by jich bylo potfeba rovnych dvacet Sest.
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Obrazek 8.4. Schématické zachyceni aplikace rychlé procedury expt.

(expt 2 25) vyvolani 1. aplikace procedury

(x 2 (expt 2 24)) navijeni: vyvolani 2. aplikace

(% 2 (na2 (expt 2 12))) navijeni: vyvolani 3. aplikace

(% 2 (na2 (na2 (expt 2 6)))) navijeni: vyvolani 4. aplikace

(> 2 (na2 (na2 (na2 (expt 2 3))))) navijeni: vyvolani 5. aplikace

(* 2 (na2 (na2 (na2 (* 2 (expt 2 2)))))) navijeni: vyvolani 6. aplikace

(> 2 (na2 (na2 (na2 (x 2 (na2 (expt 2 1))))))) navijeni: vyvolani 7. aplikace
(* 2 (na2 (na2 (na2 (* 2 (na2 (* 2 (expt 2 ©)))))))) navijeni: vyvolani 8. aplikace
(* 2 (na2 (na2 (na2 (x 2 (na2 (= 2 1))))))) dosaZenti limitni podminky

(% 2 (na2 (na2 (na2 (* 2 (na2 2)))))) stav po odvinuti 7. aplikace

(* 2 (na2 (na2 (na2 (x 2 4))))) stav po odvinuti 6. aplikace

(% 2 (na2 (na2 (na2 8)))) stav po odvinuti 5. aplikace

(% 2 (na2 (na2 64))) stav po odvinuti 4. aplikace

(» 2 (na2 4096)) stav po odvinuti 3. aplikace

(% 2 16777216) stav po odvinuti 2. aplikace

33554432 vyslednd hodnota vznikla odvinutim 1. aplikace

Jak muzeme stanovit sloZitost nové verze procedury expt? Zamysleme se nyni nad idealnim pfipadem,
kdy pii vypoctu 2" je pouZit pouze rekurzivni pfedpis pracujici se sudym exponentem az na jediny piipad
a to pro n = 1. V tomto piipadé je pti prvni, druhé, tieti, . .. aplikaci vypoctena hodnota 20, z1, 2%, 24, 28,
216, 232, Obecné Feceno, p¥i k-té aplikaci (k > 2) je vypoctena hodnota 22" *. Odpovéd’ na otézku, p¥i
kolikaté aplikaci je vypoctena hodnota 2" tedy vede na feSeni rovnice:

k—2
" =

jelikoZ je v nasem piipadé = parametr (zde se dopoustime mirného zjednoduseni), staci vyfesit
n =22,
coZ je po zlogaritmovani rovno
logn = (k—2) -log2,
z ¢ehoz vyjadiime k nasledovné:
logn
log 2
Pocet krokti po vypocet 2" je tedy v pfipadé jediného pouziti rekurzivniho pfedpisu pracujiciho s lichym ex-
ponentem 2 +log, n. Jak se pocet krokti promitne v pfipadé, kdy dojde k uZiti vice jak jednoho rekurzivniho
predpisu pro lichy exponent? Uvédomme si nejprve, kolik nejvys miize téchto , patologickych situaci “ na-
stat. P¥i aplikaci rekurzivniho pfedpisu pro lichy exponent je vypocet 2™ redukovéan na vypocet 2"~ 1. V tom
piipadé je ale n — 1 sudé ¢islo, takZe nikdy nemohou nastat dvé aplikace tohoto rekurzivniho pfedpisu po
sobé. To znamen4, Ze v nejhorsim piipadé bude pocet krokti nutnych k vypocteni 2™ dvojndsobkem naseho
odhadu 2 + log, n (aplikace obou rekurzivnich pfedpisi pro lichy a sudy exponent se budou vzajemné
stfidat). Dostavame tim tedy, Ze pocet prostiedi, kterd vznikaji béhem aplikace nové verze procedury expt

roste logaritmicky (pfi zdkladu 2) vzhledem k n. Snadno jiZ mizeme vidét, Ze ¢asové i prostorové sloZitost
jsou shodné O(log, ), coz je vyrazneé lepsi vysledek nez ptivodni O(n), ktery se projevi zvlast pro velka n.

k=2+

= 2+ log, n.

Pti programovani ,,rychlé verze expt” bychom si viak méli dat pozor na efektivni formalizaci rekurzivniho
vztahu. Kdybychom misto kédu v programu 8.2 pouzili nasledujici kéd

(define expt
(lambda (x n)
(cond ((=n o) 1
((even? n) (x (expt x (/ n 2)) (expt x (/ n 2))))

204



(else (% x (expt x (= n 1))))))),

pak by v rekurzivnim predpisu pro sudé n dochazelo k vypoctu hodnoty z2 dvakrét. Zbyteiné by tedy
dochézelo k rekurzivni aplikaci. Ve skute¢nosti bychom tedy proceduru nijak neurychlili, ale drasticky
bychom ji zpomalili. V programu 8.2 byla hodnota x> potitana pouze jednou a jeji druha mocnina byla
vypocitana procedurou na2. V predchozim kédu vSak dochazi v pfedpisu rekurze pro sudou vétev ke
dvéma rekurzivnim aplikacim. To jest s kazdou aplikaci ptivodni rychlé procedury se pocet aplikaci v nové
verzi zdvojnasobi. Mohli bychom tedy provést hruby odhad poctu aplikaci pro vypocet 2™ v piipadé, Ze
je pouzit rekurzivni predpis pro licha n pouze jednou, jako 2119827 (hodnota 1 v exponentu reprezentuje
jediné pouziti rekurzivniho pfedpisu pro n liché, pouziti pro n = 0 jsme pro jednoduchost ignorovali), coz
je vétsi hodnota néz 282" = n. Procedura provadsjici dvé rekurzivni aplikace ve svém téle by tedy ve
skute¢nosti byla dokonce pomalejsi nez vychozi procedura expt v programu 8.1 (se zvySujicim se n by
bylo zpomalenti stéle vice citit, napfiklad pro n = 4096 je potfeba pro vypocet celkem 12288 krokti — v této
hodnoté jsou zapocitany i vSsechny aplikace pro n = 0).

Piedchozi problém bychom bez pouZiti na2 mohli vytesit tfeba tak, Ze hodnotu 22 vypoéteme pouze
jednou, navaZeme ji v lokalnim prostfedi na néjaky symbol a poté ji pouZijeme dvakrat pfi vypoctu soucinu.
Technicky se ale vlastné jedna o stejné feSeni jako p¥i pouZiti uZivatelsky definované procedury na2 (v obou
pfipadech vznika nové prosttedi). Upraveny koéd by tedy vypadal nasledovné:

(define expt
(lambda (x n)
(cond ((=n 9) 1)
(Ceven? n) (let ((result (expt x (/ n 2))))
(% result result)))
(else (x x (expt x (= n 1)))))))

Z hlediska fadové sloZitosti bychom program vyrazné neurychlili, kdybychom pfidali dalsi dvé limitni
podminky fe$ici pfipady mocnéni jednickou a dvojkou:

(define expt
(lambda (x n)
(cond ((=n ©) 1)
((=n 1) x
((= n 2) (nha2 x))
((even? n) (na2 (expt x (/' n 2))))
(else (* x (expt x (= n 1)))))))

Predchozi kéd by z technického hlediska moZzna vedli ke zpomaleni vypoctu, protoze pii kazdé rekurzivni
aplikaci procedury je testovano vétsi mnozstvi podminek.

Nékoho by moZzna mohlo napadnout udélat dalsi urychleni algoritmu na bazi vyfeSeni pfipadu pro expo-
nent ve tvaru 3n. Dle véty 8.12 totiz vime, Ze 23" = z" " = z".z". 2", Nabizelo by se tedy naprogramovat
proceduru na3 pocitajici tfeti mocninu a upravit program 8.2 nasledovné:

(define expt
(lambda (x n)

(cond ((=n ©) 1)
((=n 1) x
(= n 2) (na2 x))
((= (modulo n 3) 0) (a3 (expt x (/ n 3))))
((even? n) (na2 (expt x (/' n 2))))
(else (x x (expt x (= n 1)))))))

Pfidana vétev 1ikd, Ze pokud je exponent délitelny tfemi beze zbytku, pak redukujeme problém vypoctu
hodnoty =™ na problém vypoctu hodnoty (=3 )3. Analogicky bychom mohli postupovat pro dali pfirozena
¢isla 4,5, ... Z hlediska efektivity jak teoretické tak praktické to vSak jiz témér nic nepfindsi. V odbornych
kruzich panuje nazor, Ze ,,vylep$ovani” programt timto zptsobem ,nestoji za to.” Uvedme si dtivod proc.
Pfedné, po zatfazeni nové vétve do programu by pocet krokti nutnych k vypocétu =™ nerostl logaritmicky
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pii zékladu dvé, ale logaritmicky p#i zdkladu t7i (toto je hodné optimisticky odhad, coz ndm ale nyni nevadyi,
protoZze chceme prokazat, Ze sloZitost se vyrazné nezlepsi). Co to ale znamena? Z vlastnosti logaritmt vime:
log, n 1

loggn = -logs n = 0.6309 logy n.

logs 3 logy 3
Coz jinymi slovy znamend, Ze z hlediska asymptotické sloZitosti plati O(logs n) = O(log, n), protoze logs n
se od log, n 1isi pouze o multiplikativni konstantu (p¥iblizné) 0.6309. Z tohoto dlivodu bézné znac¢ime tiidu
slozitosti bez uvedeni zédkladu logaritmu O(logn), protoze tato t¥ida je ekvivalentni viéem O(log;, n), kde
k € (1,00). Radové ma predchozi vylepseni programu stejnou sloZitost jako ptivodni verze v programu 8.2.

Ani z ¢isté praktického hlediska neni vhodné takové rozsifeni programu délat, protoZe cas, ktery je uSetfeny
pfidanou vétvi je z velké ¢asti zkonzumovan testovanim vétsiho poctu sloZitéjSich podminek.

Na zavér této sekce si uvedme procedury fac a fib pro vypocet faktorialu a Fibonacciho &isel naprogra-
mované pomoci rekurzivnich vztahii uvedenych v sekci 8.1 na zacatku této lekce. Procedury jsou napsany
v programech 8.3 a 8.4. Na prvni pohled je vidét, Ze rekurzivni procedury fac a fib jsou vyrazné citelnéjsi

Program 8.3. Rekurzivni vypocet faktorialu.

(define fac
(lambda (n)
(if K= n 1)
1
(* n (fac (= n 1))))))

Program 8.4. Rekurzivni vypocet prvka Fibonacciho posloupnosti.

(define fib
(lambda (n)
(if K= n 1)
n
(+ (fib (- n 1))
(fib (= n 2))))))

nez procedury uvedené v programech 7.12 a 7.13 vytvofenych pomoci foldr. Z hlediska vypoctové slo-
zitosti by nékoho z nas mozna mohlo pfekvapit, Ze zatimco procedura fib z programu 7.13 na strané 187
vraci vysledky ,,okamzité” i pro vétsi vstupni hodnoty (tfeba pro n = 1000), rekurzivni procedura 8.4 pti
hodnoté n = 1000 ,nemé odezvu”. Tento jev bychom si nyni neméli ukvapené vykladat, jako Ze rekurzivni
procedury ,nejsou efektivni“ (velmi efektivni proceduru jsme konec koncti vidéli uz v programu 8.2 na
strané 203), spi§ bychom si jej méli vylozit jako dtleZitou motivaci pro studium vlastnosti vypocetnich
procesti generovanych rekurzivnimi procedurami. Touto problematikou se budeme vénovat v dalsi sekci.

8.3 Vypocetni procesy generované rekurzivnimi procedurami

V této sekci se budeme zabyvat vypocetnimi procesy generovanymi rekurzivnimi procedurami. Z kva-
litativniho hlediska mohou totiZ rekurzivni procedury generovat vypocetni procesy s rtiznou vypocetni
naroc¢nosti. Ve sibudeme postupné demonstrovat na piikladech. Za¢neme ptiklady s rekurzivnimi verzemi
procedur fac a fib, které jsme ukazali v programech 8.3 a 8.4.

Uvazujme nyni rekurzivni verzi procedury fac na vypocet faktoridlu. Pokud tuto proceduru aplikujeme
s argumentem 5, pak bude mit vypocetni proces generovany touto rekurzivni procedurou prtbéh, ktery
je zakresleny v obrazku 8.5. Vypocetni proces probihd analogicky jako u ptivodni verze procedury expt,
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Obrazek 8.5. Schématické zachyceni aplikace rekurzivni verze fac.

(fac B5) navijeni: vyvolani 1. aplikace

(> 5 (fac 4)) navijeni: vyvolani 2. aplikace

(% 5 (% 4 (fac 3))) navijeni: vyvolani 3. aplikace

(* 6 (% 4 (> 3 (fac 2)))) navijeni: vyvolani 4. aplikace
(* 65 (% 4 (% 3 (x 2 (fac 1))))) navijeni: vyvolani 5. aplikace
(* 5 (x4 (%3 (2 1)) dosaZeni limitni podminky

(* 5 (% 4 (% 3 2))) stav po odvinuti 4. aplikace
(x5 (% 4 6)) stav po odvinuti 3. aplikace

(% 5 24) stav po odvinuti 2. aplikace

120 viyslednd hodnota vznikla odvinutim 1. aplikace

kterou jsme pfedstavili v programu 8.1, srovnejte s obrdzkem 8.2. Rekurzivni procedura pro vypocet
faktoridlu ma zfejmé linedrni ¢asovou sloZitost, protozZe n! je vypocitana v n krocich. Prostorova slozitost je
rovnéz linedrni, protoZe s kazdou novou aplikaci této procedury vznikne nové prostfedi. Pocet vzniklych
prosttedibéhem aplikace procedury je tedy linearné zavisly na n a Zadné dalsi prostorové naroky procedura

nema. Casova i prostorova sloZitost vypocetniho procesu generovaného rekurzivni verzi fac jsou tedy ve
t¥ide O(n).

Predchozi feSeni vypoctu faktoridlu je zaloZzeno na vyjadfeni n! pomoci n - (n — 1)!. Hodnotu faktorialu
bychom ale mohli vyjadfit i jinym rekurzivnim pfedpisem. Konkrétné mtZeme rekurzivné zavést zobrazeni
f:No x N — N tak, ze f(n, k) bude mit hodnotu faktoridlu n ndsobenou hodnotou k. Na prvni pohled
se toto zobrazeni miiZe jevit jako ,néjaka komplikace” vychozi definice faktorialu, ale jak dal uvidime, pro

wev s

vypocet faktorialu bude mnohem efektivnéjsi. Uvazujme tedy predpis definujici toto zobrazeni:

|k pokudn <1,
fn k) = {f(n —1,k-n) jinak.

Pfedpis je opét rekurzivni a opét bychom o ném mohli prokézat, Ze je jednozna¢ny (bude plynout z nésle-
dujiciho tvrzeni, takZe to nyni prokazovat nebudeme). Na rozdil od vsech ostatnich pfedpisti je rekurzivni
predpis f zajimavy tim, Ze na druhém ¥adku je hodnota f(n, k) vyjadfena pouze pomoci funkéni hodnoty
f(---) (bez provadéni dal$ich operaci, které by byly zapsany , vné vyrazu f(- - -)“). To vyrazné zjednodusuje
mozZnost funkéni hodnotu takto definovaného zobrazeni pocitat. Uvedme si nyni nékolik funkénich hodnot
f(n,1)pron=0,1,2,...:

f(071) - 11

f,1) =1,

f(271) :f(172):2l

f(371) :f(273>:f(116) =6,

f(4,1) = f(3,4) = f(2,12) = f(1,24) = 24,

f(5,1) = f(4,5) = f(3,20) = f(2,60) = f(1,120) = 120,

Z predchozich piikladt by méla byt jasnd intuice skrytd za definici f. Prvni argument slouzi jako jakysi

,Citac”, ktery jde postupné smérem dolét aZ dojde k jednicce. Pfitom se v druhém argumentu postupné
,akumuluji “ hodnoty nasobk vSech hodnot ¢itace. Tedy nasobkti k-n-(n—1)-(n—2) - - - 2 = n!,akumulace
pfitom za¢ind hodnotou k. V pfedchozich ukézkach tedy k£ = 1. Toto neformélni tvrzeni nyni zpfesnime
néasledujici vétou.

Véta 8.13. Prokazdén € Ng, k € N,c € Ra f: Ng x N — N zavedené pfedchozim rekurzivnim predpisem plati:

(@) c- fln, k) = f(n,c-k),
(i) f(n,k)=k-nl,
(iii) f(n,1) =nl
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Diikaz. (i): Tvrzeni prokazeme indukci. Z pohledu véty 8.2 nam vlastné jde o prokazani vlastnosti P(n): , pro
kazdé k € Nace Ryplatic- f(n,k) = f(n,c-k)”.Pron < 1 mame dle definicic- f(n,k) =c-k = f(n,c- k),
tedy tvrzeni plati. Pfedpoklddejme, Ze n mé vlastnost P. ProkdZeme, Ze i n + 1 ma tuto vlastnost. Dle
defini¢niho vztahu mame ¢ - f(n + 1,k) = c¢- f(n+1) — 1,k- (n+1)) = ¢- f(n, k- (n+ 1)). S uzitim
indukéniho predpokladu a asociativity ndsobeni dostavame
c-f(n+1,k)=c-f(n,k-(n+1))=f(n,c-(k-(n+1)))=f(n,(c-k)-(n+1))=f(n+1,c-k),

to jest vlastnost P plati pro kazdé n. Tim jsme prokézali bod (i).
(ii): Tvrzeni prokaZzeme indukci a s vyuZitim pfedchoziho bodu. Z pohledu véty 8.2 jde ted’ o prokazéani
vlastnosti P(n): ,prokazdé k € Nplati f(n, k) = k-n!”. Pron < 1tvrzeni evidentné plati pro kazdé k. Necht’

tvrzeni plati pro n. ProkdZeme jeho platnost pro n + 1. S vyuZitim indukéniho pfedpokladu, rekurzivniho
vztahu pro n! a bodu (i) tedy médme

ket D=k ((n+1)-nl) = (k- (n+1)) -0l = f(n, k- (n+1)) = F(n+1,k).
To jest P plati pro kazdé n, tim je prokdzan bod (ii).
(iii) je specidlnim pi¥ipadem (ii) pro k = 1. O

Rekurzivni pfepis pro f nam umoziiuje naprogramovat novou verzi procedury fak. Tato procedura je
napsdna v programu 8.5. Pfisné vzato, s rekurzivné definovanym zobrazenim f koresponduje pouze

Program 8.5. Iterativni procedura pro vypocet faktorialu.

(define fac-iter
(lambda (i accum)
(if (k<=1 1)
accum
(fac-iter (- i 1) (* accum 1)))))

(define fac
(lambda (n)
(fac-iter n 1)))

pomocnd procedura fac-iter. Procedura fac pouze provede aplikaci fac-iter s druhym argumentem
nastavenym na 1. Proceduru fac jsme zavedli proto, Ze jeji uZivatelé by se k vypoctu faktoridlu meéli stavét
jako k ¢erné skfitice. I kdyz pro jeho vypocet potfebujeme definovat proceduru dvou argumentt, tento fakt
by pro programatory pouZivajici pouze fac mél byt skryt, coz se ndm timto rozdélenim na dvé procedury
(fac a pomocnou fac-iter) podafilo. V obrazku 8.6 mdme zachycen pribéh vypoctu nové verze fac pro
hodnotu 5. Na tomto pifikladu si mizeme vSimnout nékolika zajimavych véci. Nejprve konstatujme, Ze

Obrazek 8.6. Schématické zachyceni aplikace iterativni verze fac.
(fac 5)

(fac-iter 5 1) navijeni: vyvolani 1. aplikace

(fac-iter 4 5) navijeni: vyvolani 2. aplikace

(fac-iter 3 20) navijeni: vyvolani 3. aplikace

(fac-iter 2 60) navijeni: vyvolani 4. aplikace

(fac-iter 1 120) navijeni: vyvolani 5. aplikace

120 dosaZent limitni podminky a vrdceni hodnoty

je zfejmé vidét, Ze casovou sloZitost vypoctu jsme oproti predchézejici verzi nijak nezlepsili, pro vypocet
faktoridlu je i nadale potfeba provést n soucinti, coZ vede na ¢asovou slozitost v tféidé O(n). V ptikladu je ale
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zajimavé, ze faze odvijeni prakticky chybi. Lépe feceno, fize odvijent je degenerovand na pouhé postupné vracent
téze hodnoty (vysledku). To je disledkem faktu, Ze rekurzivni pfedpis v procedufe fac-iter obsahuje pouze
sebe sama s novymi hodnotami. Tato aplikace neni pouZita jako soucéast zddného odloZeného vypoctu.
Pfi dosaZeni limitni podminky je tedy pouze postupné vracena vysledna hodnota, se kterou se jiz nijak
nemanipuluje.

Otazkou je, zda-li bychom pfedchozi pozorovani o trivialité faze odvijeni dokazali vyuZit pti efektivnéjsi
aplikaci procedury. Vime jiz, Ze ¢asovou stranku jsme nevylep$ili. Otazkou je, jestli bychom mohli vylepsit
prostorovou ndro¢nost vypocetniho procesu. I v programu 8.6 totiZ dochdzi pro vstupni hodnotu n k n apli-
kacim fac-iter. Podle principu aplikace uZzivatelsky definovanych procedur by tedy mélo vzniknout n
novych prostiedi a prostorova slozitost vypocetniho procesu by byla opét O(n). Pfipomeiime, Ze v rekur-
zivni verzi fac slouZila prostfedi k uchovéni informaci o odlozeném vypoctu. JelikoZ fac-iter odloZeny
vypocet nevytvaii, nabizi se moZznost provadeét jeji aplikace neustale v jednom prostiedi, pouze s ménicimi se
vazbami symbolii. Tim bychom prostorovou sloZitost vypocetniho procesu srazili dolti na O(1) (procedura
by pro libovolné velké vstupni n pracovala v konstantnim prostoru — coz je z programatorského hlediska
,idedlni sloZitost”). Optimalizaci aplikaci nékterych rekurzivnich procedur v tomto smyslu (nevytvafeni
novych prostfedi pii kazdé aplikaci, ale pouze prepisovani vazeb a vyhodnocovani v jednom prostiedi)
nazyvame optimalizace na koncovou rekurzi (anglicky tail recursion optimization, ¢asto zkracovano TRO).

Interprety jazyka Scheme délaji optimalizaci na koncovou rekurzi automaticky ve v8ech situacich, kdy je to
mozné. Abychom si tuto optimalizaci bliZze popsali, zavedeme si nékolik novych pojmfi. Jednim z hlavnich
pojmii je tak zvand koncovd pozice (specialni pozice vyrazu v téle procedury), ze které 1ze provést rekurzivni
aplikaci procedury bez nutnosti vytvaret nové prostredi.

Definice 8.14 (koncova pozice, koncova aplikace, koncoveé rekurzivni procedura). Mnozina koncovijch pozic
A-vyrazu A je definovana nasledovné:

(i) posledni vyraz v téle vyrazu A je v koncové pozici vyrazu A;
(ii) je-li (if (test) (duisledek) (ndhradnik)) v koncové pozici vyrazu A,
pak (diisledek) i (ndhradnik) (pokud je pfitomen) jsou v koncové pozici vyrazu A;
(iii) je-li
(cond ((test;) (diisledek;))
({testy) (diisledeks))

((test,) (diisledek,))

(else (ndhradnik)))
v koncové pozici vyrazu A, pak (diisledek,), . . ., (diisledek,,) jsou v koncové pozici vyrazy A a pokud je
piitomna i else-vétev, pak je i (ndhradnik) v koncové pozici A;

(iv) je-li (and --- (vyraz)) v koncové pozici vyrazu A, pak je (vijraz) v koncové pozici vyrazu A;
totéz plati pro specialni formu or;

(v) je-li (et (---) --- (vyraz)) v koncové pozici vyrazu A, pak je (vijraz) v koncové pozici vyrazu A;
totéZ plati pro vSechny ostatni varianty specidlni formy let.

Koncovd aplikace procedury vzniklé vyhodnocenim A-vyrazu A je aplikace vyvolana z koncové pozice vyjrazu A.
Rekurzivni procedura se nazyva koncové rekurzioni, pokud aplikuje sebe sama pouze z koncovych pozic (-
-vyrazu jehoz vyhodnocenim vznikla). |

Ve standardu jazyka Scheme R°RS a také v jeho IEEE standardu se koncové pozice definuji jesté o néco
slozit&jsim zplisobem (Castecné proto, Ze jsme jeSté nepredstavili Gplné vSechny specidlni formy jazyka
Scheme). My si ale prozatim vystac¢ime s pfedchozim chapanim.

Piiklad 8.15. Vratme se nyni k procedufe fac-iter z programy 8.5. Ozna¢me A vyraz, jehoZ vyhodno-
cenim vznik4 procedura, ktera je potom navézéna na symbol fac-iter. JelikoZ je v téle vyrazu A pouze
jediny vyraz, je v koncové pozici. Tento vyraz je navic ve tvaru (if---, podle (ii) pfedchozi definice
tedy dostavame, Ze i vyrazy accum a (fac-iter (- i 1) (% accum 1)) jsou v koncovych pozicich A.
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Aplikace iniciovana vyhodnocenim vyrazu (fac-iter (- i 1) (* accum 1)) je tedy koncova aplikace
procedury fac-iter, protozZe byla vyvolana z koncové pozice. Jelikoz v téle procedury fac-iter jiz na ji-
ném misté aplikace fac-iter neni vyvolana, procedura fac-iter je tedy koncové rekurzivni. Kdybychom
si vzali napfiklad proceduru fac z programu 8.3 na strané 206, tak tato procedura aplikuje sebe sama
také na jediném misté, ale toto misto neni koncové pozice. V koncové pozici se totiZ nachazi cely vyraz
(* n (fac (- n 1))),nikoliv pouze (fac (- n 1)).Procedura fac z programu 8.3 tedy neni koncové
rekurzivni.

Koncové rekurzivni procedury lze ve skute¢nosti rozpoznat velmi jednoduse. Rekurzivni procedura
je koncové rekurzioni, pokud vysledkem kazdé jeji aplikace pouze nova aplikace sebe sama, ktera neni
soucésti zddného sloZeného vyrazu (az na konstrukce if, cond a podobnég, viz definici 8.14). Tim, Ze
koncové aplikace nejsou jiz v daném prostfedi pouZity k Zadnému vypoctu, mize se pro provedeni
aplikace pouzit pravé aktudlni prostfedi a neni potfeba vytvaret prosttedi nové.

Aplikaci uzivatelsky definovanych procedur mtizeme nyni rozsifit o specialni pfipad aplikace procedury
z jeji koncové pozice. Postup jiz nebudeme popisovat formalné tak, jak jsme to udélali tfeba v definici 2.12
na strané 49, ale vysvétlime jej pouze slovné. Pokud je pfi aplikaci procedury (to jest béhem vyhodnoceni
jejiho téla) zaznamenan pokus o opétovnou aplikaci z koncové pozice, pak neni vytvafeno nové prosttedi,
pouze se predefinuji vazby symbolii v aktudlnim prostvedi tak, aby odpovidaly hodnotam pti nové aplikaci
a v aktudlnim prostiedi (s upravenymi vazbami symboli) je opét vyhodnoceno télo procedury.

JelikoZ je procedura fac-iter z programu 8.5 koncové rekurzivni, pak se pfi vypoctu faktoridlu (pro
libovolné velké n) vytvoii pouze dvé prostfedi —jedno pfi aplikaci fac z programu 8.5 a druhé pfi nasledné
aplikaci fac-iter. V tomto druhém prostfedi pak jiz ale probih4d vyhodnoceni vSech aplikaci fac-iter.
JelikoZ se v téle fac-iter provadéji operace s konstantni prostorovou sloZitosti, pak je zfejmé, Ze prostorova
slozitost tohoto vypocetniho procesu je O(1).

Ackoliv procedury fac z programt 8.3 a 8.5 miizeme chapat jako reprezentace stejného zobrazeni, je mezi
nimi z hlediska vypocetnich procesti, které generuji, vyrazny rozdil. Tento rozdil se promita pfedevsim
to prostorové sloZitosti obou procedur. Na dalsich pfikladech uvidime fadu vypocetnich procesti, které se
chovaji jako vypocetni procesy v piipadé procedur z obou programi. Proto se vedle rekurzivnich procedur
budeme také bavit rekurzivnich vijpocetnich procesech, které tyto procedury generuji a budeme rozlisovat
jejich rtizné typy.

Obecné feceno, vypocetni proces budeme nazyvat rekurzioni vijpocetni proces, pokud se bude jednat o proces
generovanyj rekurzivni procedurou nebo nékolika procedurami, které se vzdjemné aplikuji, u kterého lze rozlisit faze
navijeni a odvijeni (pfitom faze odvijeni mtiZe byt trivialni).

Priklad 8.16. V pfedchozi formulaci rekurzivniho vypocetniho procesu je mozné nejasné, co je mysleno
,nékolika vzajemné se aplikujicimi procedurami”. Naptiklad pokud budeme uvaZovat néasledujici dveé
procedury

(define fac—-a (lambda (n) (if (<= n 1) 1 (* n (fac-b (- n 1))))))
(define fac-b (lambda (n) (if (<= n 1) 1 (¢ n (fac-a (- n 1)))))),

pak snadno vidime, Ze obé jsou modifikace rekurzivni verze procedury pro vypocet faktorialu. Ovsem, v téle
procedury navazané na fac-aje aplikovana procedura navdzana na fac-b a obracené. Pfisné vzato tedy ani
fac-a ani fac-b nejsou rekurzivni procedury. Na druhou stranu je ale ztejmé, Ze pfi aplikaci libovolné z nich
(pro n vétsinezjedna) bude vypocetni proces pokracovat aplikaci druhé procedury, poté opét aplikaci prvni
procedury az do bodu, kdy bude dosaZena limitni podminka. Vypocetni proces tedy md fazi navijeni. Stejné
tak ma fazi odvijeni, kterd zac¢ina splnénim limitni podminky. V tomto p¥ipadé tedy mame dvé procedury,
které se navzajem aplikuji a generuji rekurzivni vypocetni proces i kdyZ nejsou rekurzivni. V§imnéte si, Ze
obé procedury pocitaji faktorial.

V této sekci jsme zatim poznali dva typy rekurzivnich vypocetnich procesti:
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linedrni rekurzivni proces je rekurzivni proces, ktery ma netrividlni faze navijeni a odvijeni. Béhem faze
navijeni je budovéna ,série odloZenych vypoctl”, pfitom pocet prostiedi roste linedrné vzhledem
k velikosti vstupnich argumentti. Po dosazeni limitni podminky nastavé faze odvijeni, ve které je
zpétné dokonceno vyhodnocovani vyrazt, které bylo zapocato a ,,odlozeno” ve fazi navijeni. Cinnost
linearné rekurzivniho vypocetniho proces nelze jednoduse pierusit ani neni mozné ,skocit” na néjaké
misto rekurze!®. Procedura fac z programu 8.3 generuje pravé linedrné rekurzivni vypocetni proces.

linedrni iterativni proces je vypocetni proces generovany koncové rekurzivnimi procedurami. Nedochéazi
pfi ném k vytvareni ,odloZenych vypocta.” Kazdy linedrné iterativni vypocetni proces je béhem své
¢innosti jednoznacné uréen

(i) vazbami symboli v prostfedi P svého béhu,
(if) predpisem, jak zménit stav vazeb v P na zékladé aktualnich vazeb,

(iii) limitni podminkou ukoncujici iterativni proces.
Linearné iterativni vypocetni proces mtiZe byt béhem svého vypoctu pierusen a posléze opét obnoven
v misté pferusSeni. Fdze pribéhu linedrné iterativni procesu je dana vazbami symbold v prostiedi
jeho béhu, viz bod (i) z pfedchoziho vypisu. Pokud tyto vazby uchovédme a linedrné iterativni proces

opustime, je mozné jej opét aktivovat s pocateénimi hodnotami nastavenymi na uschované hodnoty.
Tim padem se iterativni proces , rozbéhne” od mista zastaveni.

Pro nékoho moZzna nyni nastal maly terminologicky zmatek, protoZe se bavime o rekurzivnich procedu-
rdch a o rekurzivnich vijpocetnich procesech. Navic nékteré rekurzioni procedury generuji iterativni vijpocetni
procesy. Ve vétsiné programovacich jazyki (zejména proceduralnich jazykt) rekurzivni procedury ne-
mohou generovat iterativni procesy. Na vytvareni iterativnich procesti jsou v téchto jazycich specialni
prostifedky —nejcastéji cykly. Z pohledu jazyka Scheme je tedy iterativni vypocetni proces ekvivalentem
cyklti zndmych z procedurélnich jazyk.

Piiklad 8.17. PrerusSeni iterativniho procesu si 1ze predstavit ndsledovné. Vezméme si tieba proces schéma-
ticky ukdzany na obrazku 8.6. Kdybychom na 4. fadku proces ,ufizli” a zapamatovali si hodnoty 3 a 29,
coz byly aktualni vazby symbolt v prostfedi, ve kterém byla aplikovdna procedura fac-iter, pak bychom
mohli kdykoliv iterativni proces ,spustit” pocinaje timto krokem prosté tak, Ze bychom fac-iter apliko-
vali s danymi hodnotami. Vysledkem by byla poZzadovana hodnota 120. Naprogramujte tuto proceduru
a prakticky se presvédcte o jejim chovani.

Poznamka 8.18. (a) Kvili zjednoduseni terminologie budeme rekurzivnim procedurdm generujicim pouze
iterativni vypocetni procesy fikat iterativni procedury a procedurdm generujicim pouze linearné rekurzivni
procesy linedrné rekurzioni procedury. Pofad je ale potfeba mit na paméti rozdil mezi pojmy rekurzivni
procedura versus rekurzivni vypocetni proces.

(b) Nékteré argumenty iterativnich procedur hraji specialni role. Jednim typem argumentt jsou tak zvané
¢itace. Ukolem &itact je n&jakym zptsobem pocitat kroky iterace. Podle stavu &itace 1ze v piipadé potteby
zastavit iteraci. Napiiklad v procedufe fac-iter z programu 8.5 pfedstavuje formélni argument i &itac,
ktery je na pocatku iterace nastaven na hodnotu n a v kaZdém kroku iterace je sniZen o jedna. Druhym
typem vyznamnych argumentti jsou st7adace. Ucelem sttadacti je n&jakym zptisobem akumulovat hodnoty
béhem iterace. Ve vySe uvedené proceduie fac-iter je accum stfadac, ktery je na pocatku iterace nastaven
na hodnotu 1 a v kazdém kroku je akumulator ndsoben aktudlni hodnotou &itace — timto zptisobem se
postupné akumuluji souciny, které ve vysledku davaji hodnotu faktoriélu.

(c) Nékteré rekurzivni procedury aplikuji sebe sama z nékolika pozic, nékteré z nich jsou koncové a nékteré
koncové nejsou. Takové procedury obecné nejsou iterativni, protoze pfi aplikaci z nekoncovych pozic je
potieba vytvofit nové prostiedi. Na druhou stranu, i u téchto procedur jsou koncové aplikace provadény
v témZe prostiedi. Takto se chova tfeba nésledujici procedura

16V dalsim dile toho ucebniho textu uvidime, Ze to ve skute¢nosti mozné je pomoci tak zvanych inikovijch funkci a aktudlniho
pokracovini. Jelikoz se v8ak jedna o pokrocilé specidlni konstrukty, vénujeme se jim az v dal$im dile textu. Zatim bychom se na
,vyskok z rekurze” méli divat jako na néco, co je béZnymi programétorskymi prostfedky nefesitelné.
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(define proc
(lambda (x)
(cond ((K= x 9) 9)
(Ceven? x) (+ x (proc (/ x 2))))
(else (proc (- x 1)))))),

ktera koncové aplikuje sebe sama v pfipadé, Ze na x je navazané liché ¢islo (viz télo procedury).Pokud je na

x navazané sudé ¢islo rizné od nuly, pak je provedena aplikace z nekoncové pozice a pfi ni je vytvofeno
nové prostiedi.

Na zavér rozboru rekurzivni a iterativni verze procedur pro vypocet faktoridlu dodejme, Ze z hlediska
programaétorské Cistoty by bylo vhodné nadefinovat pomocnou proceduru fac-iter interné v procedufte
fac, protoZe fac-iter byla vytvofena za tcelem, Ze ji bude aplikovat pouze fac. Iterativni procedura
fac s interné definovanou pomocnou procedurou jsou uvedeny v programu 8.6. V programu 8.7 mame

Program 8.6. Iterativni procedura pro vypocet faktoridlu s interni definici.

(define fac
(lambda (n)
(define iter
(lambda (i accum)
(if =1 1D

accum
(iter (= i 1) (* accum i)))))

(iter n 1)))

uvedenou iterativni verzi procedury expt (procedura ma opét pomocnou proceduru expt-iter, prova-
dgjici samotnou iteraci) pracujici s ¢asovou slozitosti O(logn) a prostorovou slozitosti O(1). Na procedufe

Program 8.7. Iterativni procedura pro vypocet mocniny.

(define expt-iter
(lambda (x n accum)
(cond ((= n ©) accum)
((even? n) (expt-iter (* x x) (/ n 2) accum))
(else (expt-iter x (- n 1) (% accum x))))))

(define expt
(lambda (x n)
(expt-iter x n 1)))

si vSimnéte toho, Ze jsme museli mirné upravit rekurzivni predpis tak, aby bylo mozné jej vyjadrit pomoci
koncové rekurze. Misto faktu 2" = (2™)?, ktery jsme vyuZili v programu 8.2 na strané 203, jsme nyni vyuzili
vztahu 22" = (22)", to jest béhem iterativniho vypoétu pribézné ménime kromé exponentu také zéklad.
Presvédcte se sami, Ze tato tivaha je spravna a vede k feSeni. Na obrazku 8.7 je pro demonstraci uveden
priibsh vypoctu 22°. Zde si miizeme povsimnout pribézné zmény zakladu (prvni argument), exponentu
(druhy argument) a pomocného stfadace (tfeti argument), jehoz hodnota je nakonec vracena jako vysledek.

Pfirozenou otazkou je, zda-li 1ze vZdy rekurzivni vypocetni procesy nahradit iterativnimi vypocet-
nimi procesy. V terminologii procedur, které tyto procesy generuji, se tedy ptame, zda-li pro kazdou
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Obrazek 8.7. Schématické zachycenti iterativni verze procedury expt.
(expt 2 25)

(expt-iter 2 25 1) navijeni: vyvolani 1. aplikace
(expt-iter 2 24 2) navijeni: vyvolani 2. aplikace
(expt-iter 4 12 2) navijeni: vyvolani 3. aplikace
(expt-iter 16 6 2) navijeni: vyvolani 4. aplikace
(expt-iter 266 3 2) navijeni: vyvolani 5. aplikace
(expt-iter 256 2 512) navijeni: vyvolani 6. aplikace
(expt-iter 65536 1 512) navijeni: vyvolani 7. aplikace
(expt-iter 65536 0 33554432) navijeni: vyvolani 8. aplikace
33554432 dosaZent limitni podminky a vrdceni hodnoty

proceduru vedouci na rekurzivni proces miizeme napsat proceduru vedouci na iterativni proces. Od-
povéd’ je kladna, ale v nékterych pfipadech to muze byt dost tézké a vysledek mnohdy ,nestoji za
to” — vysledna procedura generujici iterativni proces je vyrazné méné citelnd neZ vychozi procedura.
Diky ¢emu je mozné vZdy najit proceduru vedouci na iterativni proces? Je to tim, Ze rekurzivni aplikaci
a konstrukci odlozenych vypoétli miizeme plné simulovat pomoci zdsobniku, ktery 1ze v ptipadé jazyka
Scheme udrzovat pomoci seznamu odloZenych hodnot ¢ekajicich na dalsi zpracovani.

V programu 8.8 je uvedena iterativni verze procedury expt, ktera provadi simulace faze navijeni a odvijeni
puvodni rekurzivni procedury z programu 8.1 pomoci zasobniku. Procedura expt z programu 8.8 ma

Program 8.8. Iterativni procedura pro vypocet mocniny s pomoci zdsobniku.

(define expt
(lambda (x n)
(define expt-stack
(lambda (n accum stack)
(if (=n 9
(cond ((null? stack) accum)
((car stack) (expt-stack 9 (na2 accum) (cdr stack)))
(else (expt-stack 9 (% accum x) (cdr stack))))
(if (even? n)
(expt-stack (/ n 2) accum (cons #t stack))
(expt-stack (- n 1) accum (cons #f stack))))))
(expt-stack n 1 "())))

v sobé interné definovanou pomocnou proceduru expt-stack tii argumentd. Prvnim z nich je exponent,
druhym je stfadag, ktery bude na konci vypoctu obsahovat hodnotu mocniny z™ a poslednim argumentem
je stack. Zéklad (navazany na symbol x v prostfedi aplikace expt) neni potieba pfedavat, protoZe jeho
hodnota je dostupna pro interné definovanou proceduru expt-stack a hodnota x nebude béhem vypoctu
ménéna. Procedura expt-stack, kterd provadi samotny vypocet, pracuje tak, Ze simuluje fazi navijeni
a odvijeni na zasobniku. V if-vyrazu v téle procedury jsou obé faze rozliSeny limitni podminkou (= n ).
Pokud limitni podminky neni dosaZeno, je zmensovén exponent (bud’ o jedna nebo na polovinu podle toho
jestlije lichy nebo sudy) a na zasobnik se pokladaji hodnoty #f (pfiznak pro nasobeni zakladem v dalsi fazi
vypoctu) a #t (pfiznak pro umocnéni na druhou v dalsi fazi vypoctu). Po dosaZeni limitni podminky zacne
byt zpracovavan zasobnik, coz je de facto simulace faze odvijeni. Pokud je zdsobnik vyprazdnén, je vracena
hodnota akumulatoru. Pokud je prvnim prvkem na zasobniku #t (pfiznak pro provedeni umocnéni),
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provede se dalsi iterace s umocnénou hodnotou akumulétoru, v opaéném ptipadé je akumuléator vynasoben
zakladem. Prtibéh vypoctu (pouze procedura expt-stack) je zobrazen na obrazku 8.8. Jak je z pfikladu

Obrazek 8.8. Schématické zachyceni aplikace expt vytvofené s vyuzitim zédsobniku.
(expt-stack 25 1 ()) simulace navijeni: vyvolani 1. aplikace
(expt-stack 24 1 (#f)) simulace navijeni: vyvolani 2. aplikace
(expt-stack 12 1 (#t #f)) simulace navijeni: vyvolani 3. aplikace
(expt-stack 6 1 (#t #t #f)) simulace navijeni: vyvolani 4. aplikace
(expt-stack 3 1 (#t #t #t #£)) simulace navijeni: vyvolani 5. aplikace
(expt-stack 2 1 (#f #t #t #t #f)) simulace navijeni: vyvolani 6. aplikace
(expt-stack 1 1 (#t #f #t #t #t #£)) simulace navijeni: vyvolani 7. aplikace
(expt-stack @ 1 (#f #t #f #t #t #t #£)) ukoncent simulace navijent
(expt-stack 0 2 (#t #f #t #t #t #£)) simulace stavu po odvinuti 8. aplikace
(expt-stack @ 4 (#f #t #t #t #f)) simulace stavu po odvinuti 7. aplikace
(expt-stack @ 8 (#t #t #t #f)) simulace stavu po odvinuti 6. aplikace
(expt-stack 0 64 (#t #t #f)) simulace stavu po odvinuti 5. aplikace
(expt-stack @ 4096 (#t #f)) simulace stavu po odvinuti 4. aplikace
(expt-stack @ 16777216 (#f)) simulace stavu po odvinuti 3. aplikace
(expt-stack 0 33554432 ()) simulace stavu po odvinuti 2. aplikace

33554432 viyslednd hodnota

a ziejmé i z programu 8.8 patrné, pfepisovani rekurzivnich procedur pomoci dodate¢ného zasobniku
v mnoha pfipadech nepfispiva k ¢itelnosti programu, ani vyrazné nezlepsuje efektivitu. Iterativni verze
procedury expt z programu 8.8 ma ¢asovou slozitost O(logn), protoze pocet krokt je fadoveé stejny jako
u efektivni rekurzivni varianty z programu 8.2. Prostorova sloZitost je také O(logn), protoze v kazdém
kroku aplikace je pfi simulaci navijeni zvétSen zasobnik o jeden prvek. Prostorova sloZitost je tedy fadové
stejna jako u algoritmu 8.2. Iterativni verze expt pracujici se zdsobnikem tedy neni z pohledu vypoctové
efektivity efektivnéjsi neZ linearné rekurzivni varianta. Iterativni proces generovany procedurou expt-
iter z programu 8.8 ma tedy prostorovou slozitost O(log n) (a nikoliv pouze O(1)).

Na programu 8.8 si mtizeme uvédomit, Ze stanoveni prostorové slozitosti se neodviji pouze od poctu aplikaci
procedur (a tim padem od poctu vzniklych prostfedi), ale musime bréat v potaz i konstrukci hierarchickyjch
datovyjch struktur jejichz délka je néjakym zptisobem zavisla na velikosti vstupnich argumentd.

Nyni se budeme zabyvat tfetim zdkladni typem rekurzivnich vypocetnich procesti. Doposud jsme se za-
byvali procedurami, které ve svych rekurzivnich pfedpisech aplikovaly sebe sama pravé jednou. Jedinou
vyjimkou byla procedura fib z programu 8.4 pro vypocet prvkt Fibonacciho posloupnosti pomoci jejich
rekurzivniho pfedpisu. Tuto proceduru jsme ,snadno naprogramovali”, ale jiz na konci sekce 8.2 jsme
konstatovali, Ze procedura je trestuhodné neefektivni. To, jak moc je neefektivni, rozebereme nyni. Zna-
zornéme si nejdiiv schématicky prtbéh aplikace této procedury. Jelikoz jeji rekurzivni pfedpis obsahuje
dvé aplikace sebe sama, budeme vyvoj vypocetniho procesu zachycovat stromem. Uzly ve stromu budou
zastupovat jednotlivé aplikace. Vrcholem stromu bude vychozi aplikace. Kazdy uzel ma ve stromu tolik
potomkdi, kolik je provedeno v rekurzivnim pfedpisu dalSich aplikaci.

V pfipadé procedury fib z programu 8.4 bude situace pro vstupni hodnotu 5 vypadat tak, jak je zndzornéno
na obrazku 8.9. Strom z obrazku 8.9 reprezentuje pritbéh vypoctu. Je to ale pouze jeho schéma. Tento obrazek
bychom si neméli vykladat tak, ze p¥i vypoctu je néjaky takovy strom skutecné ,sestaven” a pak se v ném
néco ,hleda”. Samotny priibéh aplikace je zachycen na obrazku 8.10. Vypocet zahdjeny vyhodnocenim
(fib 5) pokracuje dalsi aplikaci (fib 4) (za pfedpokladu, Ze interpret vyhodnocuje prvky seznamu pied
aplikaci procedury zleva doprava), déle se pokracuje aplikaci (fib 3), (fib 2),a (fib 1).V tomto bodu
a v této fazi vypoctu jsme narazili na limitni podminku, nastava faze odvijeni. V dal$im kroku se tedy
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Obrazek 8.9. Schématické zachyceni aplikace rekurzivni verze fib.

(flb 5)
(flb 4)
\\\\\\\\\\\ (fib 3)
(fib 3)
/ (fib 2) (fib 2)
(fib 2) /// \\\ /// \\\
(fib 1)
(fib 1) (fib 9) (fib 1) (fib @)
(fib 1) (fib ©)

(fib 1)

Obrazek 8.10. Postupné provadeéni aplikaci pfi pouziti rekurzivni verze fib.

(fib 5)
(+ (fib 4) (fib 3))

(+ (+ (fib 3) (fib 2)) (fib 3))

(+ (+ (+ (fib 2) (fib 1)) (fib 2)) (fib 3))
(+ (+ (+ (+ (fib 1) (fib 9)) (fib 1)) (fib 2)) (fib 3))
(+ (+ (+ (+ 1 (fib @) (fib 1)) (fib 2)) (fib 3))
(+ (+ (+ (+ 10) (fib 1)) (fib 2)) (fib 3))
(+ (+ (+ 1 (fib 1)) (fib 2)) (fib 3))

(+ (+ (+ 1 1) (fib 2)) (fib 3))

(+ (+ 2 (fib 2)) (fib 3))

(+ (+ 2 (+ (fib 1) (fib ©))) (fib 3))

(+ (+ 2 (+ 1 (fib ©))) (fib 3))

(+ (+ 2 (+ 109) (fib 3))

(+ (+ 2 1) (fib 3))

(+ 3 (fib 3))

(+ 3 (+ (fib 2) (fib 1)))

(+ 3 (+ (+ (fib 1) (fib @)) (fib 1)))

(+ 3 (+ (+ 1 (fib @) (fib 1))

(+3 (+ (+ 10 (fib D))

(+ 3 (+ 1 (fib 1))

+3 (+1 1))

(+ 32

5
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opét vratime do bodu aplikace (fib 2), abychom zde dokoncili ,,odloZeny vypocet”. Soucasti odloZeného
vypoctu je vSak dalsi rekurzivni aplikace (fib ©). Po jeho provedeni se opét narazi na limitni podminku
a vypocet pokracuje v prostfedi aplikace (fib 2), kde je dokoncen vypocet, ten jiz skute¢né dokoncen byt
miiZe, protoZe hodnoty 1 a @ pro soucet jiz byly spocteny predchozimi rekurzivnimi aplikacemi. Nastdva
tedy dale faze odvijeni v prosttedi aplikace (fib 3).Zde je soucasti odloZeného vypoctu dalsi rekurzivni
aplikaci (fib 1),... Faze navijeni a odvijeni se dale stfidaji ve sméru Sipky nakreslené v obrazku 8.9.
Vsimnéte si, Ze neefektivita vypocetniho procesu spociva v opakovaném vypocitavani tychz hodnot.

Nyni mtizeme provést hruby odhad sloZitosti vypocetniho procesu generovaného rekurzivni procedurou
fib z programu 8.4. Pocet krokti, které je pro dané n potieba k vypocteni vysledku je dany poctem
uzli, které se nachazeji ve stromé zachycujicim vSechny aplikace (protoZe s¢itani v jednotlivych aplikacich
probihé v konstantnim &ase). V nagem ptipadé ma kazdy uzel bud’ Zddny nebo dva potomky. Nejdelsi cesta
od kofene k listu (uzlu bez potomka), tak zvana hloubka stromu, méa pro dané n délku n. Pokud bychom si
nyni zjednodusili situaci tim, Ze bychom konstatovali, Ze strom je vyvazeny, pak vime, Ze pocet jeho uzlti je
2" — 1. Pesimisticky odhad ¢asové sloZitosti by tedy byl O(2"). Podotknéme, Ze strom aplikaci fib obecné
neni vyvéaZeny a lze udélat mnohem pfesnéjsi odhady casové sloZitosti vypocty hodnoty fib pro n, ale
dilezitym faktem je, Ze Casova sloZitost nartista exponencialné vzhledem k n. Procedura fib z programu 8.4
je tedy pouZitelna pouze pro malé vstupni hodnoty n (uz pfin = 30 je prodleva znateln4, protoZe probéhne
celkem 2692537 aplikaci). Procedura je tedy prakticky nepouZitelnd. S prostorovou sloZitosti na tom nejsme
tak Spatné, ta je v tfidé O(n). P¥i jejim stanoveni je klicové pozorovéni, kolik prostoru je spotfebovéno
(maximaln€) pfi prichodu stromem z obrazku 8.9 ve sméru postupnych aplikaci. Pro dané n mé strom
nejvétsi hloubku n, tedy spotiebovany prostor roste linedrné s hloubkou stromu (to jest s rostoucim n).

Vypocetni proces generovany procedurou fib z programu 8.4 nazyvame stromové rekurzioni vyjpocetni proces.
Charakteristiku procesti toho typu bychom mohli shrnout takto:

stromové rekurzioni proces je vypocetni proces svym pribéhem pfipominajici linedrni vypocetni proces, jen
s tim rozdilem, Ze pocet aplikaci rekurzivni neroste linearné s velikosti vstupu. Stromové rekurzivni
proces je typicky generovan procedurami, které ve svych rekurzivnich pfedpisech vyvolaji dvé nebo
vice aplikaci sebe sama. Pro stromové rekurzivni vypocetni procesy je charakteristické postupné stii-
dani fazi navijeni a odvijeni.

V pfipadé stromové rekurzivnich vypocetnich procesti stanovujeme ¢asovou sloZitost stanovenim poctu
aplikaci procedury v zavislosti na vstupnich datech, coz je pocet uzlii v pomyslném , stromu” zachycu-
jicim prtbéh celého vypoctu. Pfi stanoveni prostorové sloZitosti se 1ze odrazit od hloubky stromu, ktera
udéva maximalni hloubku (zanofeni) rekurzivnich aplikaci.

Dobrou zpravou je, Ze i v pfipadé Fibonacciho ¢isel mtiZeme naprogramovat proceduru pro jejich vypocet
efektivné. Snadno totiz mlizeme najit iterativni proceduru, kterd bude Fibonacciho ¢isla pocitat v case
O(n) a v prostoru O(1). Tato procedura bude mit jeden argumentem jimZz bude ¢ita¢ zachycujici kolik je
potieba udélat iteraci a dva pomocné argumenty v nichz bude uchovavat posledni dvé vypoctena Fibonacciho
¢isla. Procedura je uvedena v programu 8.9. Procedura fib opét provede pouze aplikaci pomocné iterativni
procedury fib-iter. Procedura fib-iter je z fib aplikovana s ¢itacem nastavenim na hodnotu vstupniho
¢isla (posledni argument), prvni dva prvky Fibonacciho posloupnosti jsou @ a 1 (prvni dva argumenty).
Z kodu procedury fib-iter lze snadno vycist, Ze iterace je zastavena pokud ¢ita¢ klesne na nulu. Potom
je vracena hodnota navdzana na prvnim symbolu (prvni pomocny argument). Rekurzivni predpis fikd, Ze
v kazdém kroku je sniZen ¢itac o jedna, a zdznam o poslednich dvou Fibonacciho ¢islech je zménén tak, aby
se v dalsim kroku opét jednalo o (dalsi) dvé posledni Fibonacciho ¢isla v posloupnosti. Na obrazku 8.11 je
ukézka aplikace procedury fib z programu 8.9 pro vstupni hodnotu 5. Casova sloZitost vypoctu je zfejmé
ve tfidé O(n), prostorova v O(1). Procedur fib-iter v programu 8.9 bychom opét mohli definovat jako
interni ve fib, abychom provedli odstinéni pomocné procedury fib-iter od uZivatele procedury fib, viz
program 8.10.
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Program 8.9. Iterativni procedura pro vypocet Fibonacciho ¢isel.

(define fib-iter
(lambda (a b i)
(if (<=1 @)
a
(fib-iter b (+ a b) (- i 1)))))

(define fib
(lambda (n)
(fib-iter © 1 n)))

Obrazek 8.11. Schématické zachyceni aplikace iterativni verze fib.

(fib 5)

(fib-iter 0 1 5) navijeni: vyvolani 1. aplikace

(fib-iter 1 1 4) navijeni: vyvolani 2. aplikace

(fib-iter 1 2 3) navijeni: vyvolani 3. aplikace

(fib-iter 2 3 2) navijeni: vyvolani 4. aplikace

(fib-iter 3 5 1) navijeni: vyvolani 5. aplikace

(fib-iter 5 8 0) navijeni: vyvolani 6. aplikace

5 dosaZent limitni podminky a vrdiceni hodnoty

V této sekci jsme ukazali, Ze rlizné rekurzivni procedury generuji kvalitativné riizné vypocetni procesy
s riznou naro¢nosti na vypocetni zdroje pocitace. S timto faktem je vZdy potiteba dopfedu pocitat.
Pfi programovani bychom se méli soustfedit jak na efektivitu procedur tak na ¢istotu jejich provedeni
a na jejich celkovou C¢itelnost. Efektivita a ¢istota provedeni jdou leckdy proti sobé, u konkrétnich
aplikaci je tedy potfeba najit pfijatelny kompromis. UZivatele obvykle zajima ,rychlost programu”,
coz hovofi pro vétsi dliraz na efektivitu. Na druhou stranu uZivatele také ¢asto zajima ,rozsifitelnost,
pfizptisobitelnost a pfenositelnost programu”, coz naopak vede k dtirazu na ¢isté provedeni programu
(vysoce optimalizované programy jsou zpravidla tézko citelné a jejich rozsifitelnost je tim padem tézsi
nebo prakticky nemozna).

Poznamka 8.19. Stromov4a rekurze je ¢asto pouzivanym nastrojem pfi zpracovani hierarchickych dat. Touto
problematikou se budeme zabyvat predevsim v dalsi lekci. V této sekci jsme si predstavili stromové re-
kurzivni vypocetni procesy jako jeden typ procesti generovanych rekurzivnimi procedurami. Obecné nelze
fict, jak by se na prvni pohled mozna mohlo zdét, Ze stromoveé rekurzivni procesy jsou ,neefektivni “, nebo
ze vzdy vedou na exponencialni ¢asovou sloZzitost. Tak tomu neni. Slozitost totiz vzdy stanovujeme vzhle-
dem k velikosti vstupnich dat. Pokud budou vstupni data reprezentovana (néjakou) hierarchickou datovou
strukturou s n uzly a tyto uzly budou néjakou procedurou prochazeny s pouzitim stromové rekurze jeden
po druhém, pak bude ¢asova sloZitost této procedury linearni, i kdyz 8lo o proceduru generujici stromoveé
rekurzivni vypocetni proces.

8.4 Jednorazové pouziti procedur
U mnoha pfikladi v pfedchozi lekci jsme pfi vytvateni procedury fesici dany problém vytvofili pomocnou
proceduru, kterou jsme z hlavni procedury aplikovali pouze jednou. Napiiklad tomu tak bylo v programech 8.9

a 8.10. Tteba v programu 8.9 byla pomocna iterativni procedura fib-iter pouZita jednordzoveé v téle
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Program 8.10. Iterativni procedura pro vypocet Fibonacciho ¢isel s interni definici.

(define fib
(lambda (n)
(define iter
(lambda (a b i)
(if (k=1 9)
a
(iter b (+ ab) (- i 1)))))
(iter 9 1 N)))

procedury fib. Na Zadném dal$im misté programu (mimo télo samotné procedury fib-iter)jiz k aplikaci
procedury fib-iter nedochézi. V pfedchozi sekci byla vZdy pomocna procedura iterativni, obecné se ale
miizeme do podobné situace dostat i v pfipad€, kdy pomocné procedura generuje linedrni nebo stromové
rekurzivni vypocetni proces.

N

definici jednorazové pouZita (s danymi argumenty). K tomuto tcéelu slouZi rozsifeni specialni formy let,

kterému fikdme pojmenovanyj 1et. Popis tohoto rozsifeni 1let nasleduje.

Definice 8.20 (specidlni forma let, pojmenovand verze). Specialni forma pojmenovanyj 1et se pouziva se ttemi
nebo vice argumenty ve tvaru

(let (jméno) (((symboly) (vyrazy))
((symboly) (virazs))

((symboln> (vyrazy)))
<télOl>
(télOg)

(o)),

kden >0,k > 1; (symboly), . .., (symbol,) jsou vzdjemné rizné symboly, (jméno) je symbol (obecné se mtize
jednat i o néktery ze symbolt (symboly), ..., (symboly,)), (vyrazy), ..., (vyraz,) jsou libovolné vyrazy jejichz
vyhodnocenim vznikaji pocate¢ni vazby piislusnych symbolti, a (t¢loy), ..., (téloy) jsou vyrazy tvorici télo.
Aplikace pojmenované verze specidlni formy let s vyse uvedenymi argumenty probihd tak, Ze interpret
tuto formu nahradi nasledujicim kédem

(let O
(define (jméno)
(lambda ((symboly) (symboly) - - - (symbol,,))
<tél01>
<té102>

(télog)))
((jméno) (vyraz;) (vyrazz)---(vijrazy))),

ktery je vyhodnocen v aktualnim prostiedi. [ |

Na prvni pohled se pojmenovany let od tradi¢ni formy let lisi tim, Ze jeho prvni argument neni seznam
(vazeb), ale symbol. Ve zbylé ¢asti jiz ze syntaktického hlediska rozdil neni. Z pfedchoziho popisu je vidét,
Ze vyskyty pojmenovaného let v programu jsou béhem vyhodnocovani nahrazovany jinym kédem, ve
kterém je pouzita tradi¢ni specidlni forma let k vytvoreni nového prostvedi (bez vazeb, vSimnéte si, Ze let

ma prazdny seznam vazeb). V téle specialni formy let je potom klasickym zptisobem definovina procedura,
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ktera je navazana na symbol (jméno). Télo procedury je tvofeno télem pojmenovaného let a argumenty
procedury jsou symboly, které v pojmenovaném let oznacovaly jména novych vazeb. Tato procedura je
potom jednorazové aplikovana s argumenty jimiz jsou hodnoty vzniklé vyhodnocenim vyrazt pfedanych
pojmenovanému let.

Pokud pouZijeme pojmenovand let (to jest let, kde prvnim argumentem je symbol — jméno) aniz bychom
dané jméno pouzili v téle této specidlni formy, pak ma pojmenovany let stejny efekt jako klasicky let:

(let proc ((x (% 2 5))
(y 20))
(+ xy)) = 30

coz je dobfe vidét, kdyz si uvédomime, Ze pfedchozi kéd je ekvivalentni:

(let O
(define proc
(lambda (x y)
(+ x y)))
(proc (* 2 5) 20)) = 30

Z definice pojmenovaného let uvedené v piedchozim piikladé je dobfe vidét, Ze prostiedi vyhodnoceni
téla je prostiedi aplikace procedury navazané na symbol (jméno). Navic v téle ma symbol (jméno) aktudlni
vazbu jiz je pravé aplikovana procedura. Pomoci symbolu (jméno) a jeho vazby je tedy mozné provadét
aplikaci ,,sebe sama”. Napiiklad nasledujici kéd ukazuje provede secteni ¢isel od 0 do 10 pomoci rekurzivni
aplikace (jednordzové) procedury vytvofené touto specidlni formou:

(let proc ((n 10))
(if (=n 9)
%]
(+ n (proc (- n 1))))) = 655

Ptedchozi pouziti pojmenovaného let je béhem vyhodnocovani pfepsano na

(let O
(define proc
(lambda (n)
(if (=n 9
%]
(+ n (proc (- n 1))))))
(proc 10))

Nasledujici priklad ukazuje rekurzivni verzi procedury fib pro vypocet prvkh Fibonacciho posloupnosti,
ktera je definovdna pomoci pojmenovaného let a jednorazové aplikovéna s hodnotou 3e:

(let fib ((n 30))
(if K= n 1D
n
(+ (Fib (- n 1))
(fib (- n 2))))) = 832040

Jméno uvedené v pojmenovaném let se miize shodovat s nékterym ze symbolti pojmenovavajicim vazby,
i kdyZ to neni acelné. V takovém ptipadé je totiz vazba symbolu (jméno) ptekryta hodnotou pfedavaného
argumentu, viz piiklad:
(let f ((x (> 2 5))

(y 20)

(f 100))
(list x y f)) = (10 20 100),

coz je opét patrné, pokud si pfedchozi pojmenovany let rozepiSeme:
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(let O
(define f
(lambda (x y )
(list x vy f)))
(f (« 25) 20 100)) = (10 20 100)

V programech 8.11 a 8.12 jsou uvedeny verze programii 8.6 a 8.10 ze stran 212 a 218, ve kterych byla interné
definovana a jednorazové aplikované procedura vytvofena pomoci pojmenovaného let.

Program 8.11. Iterativni procedura pro vypocet faktoridlu s interni definici pomoci pojmenovaného
let.

(define fac
(lambda (n)
(let iter ((i n)
(accum 1))
(if (k=1 1)
accum
(iter (- 1 1) (¢ accum i))))))

Program 8.12. Iterativni procedura pro vypocet Fib. ¢isel s interni definici pomoci pojmenovaného let.

(define fib
(lambda (n)

(let iter ((a 9)

(b 1)

(in))

(if =1 @
a
(iter b (+ a b) (= i 1))))))

PouZziti pojmenovaného let je vhodné v pfipadé, kdy potiebujeme okamZité a jednordzoveé aplikovat
pravé definovanou pomocnou proceduru, kterd je rekurzivni. Z hlediska pouZiti pojmenovaného let
je pritom jedno, jaky rekurzivni vypocetni proces tato pomocni procedura generuje.

8.5 Rekurze a indukce na seznamech

Nyni se budeme blize zabyvat rekurzivnimi procedurami pracujicimi se seznamy. Po teoretické strance
jde opét o klasické uzivatelsky definované procedury, jak jsme se piedstavili jiz v lekci 2. Rekurzivni
procedury pracujici se seznamy mohou stejné jako procedury pracujici nad ¢isly generovat kvalitativné
rtzné rekurzivni vypocetni procesy. Opét se jedna o linearné rekurzivni vypocetni proces, linearné iterativni
vypocetni proces a stromové rekurzivni vypocetni proces.

Jako prvni si ukaZeme rekurzivni variantu procedury length pro vypocet délky seznamu. Pfipomerime, Ze
tuto proceduru jsme jiz implementovali hned dvakrat. Prvni verze pouZzivala map a apply, viz program 6.1
na strané 144. Druhou verzi jsme implementovali pomoci foldr, viz program 7.1 na strané 174. Varianta
pomoci foldr byla efektivnéjsi nez verze pouzivajici map a apply. V programu 8.13 médme uvedenu
rekurzivni verzi procedury length, kterd je co se tyce efektivity stejné kvalitni jako verze z programu 7.1.
Limitni podminkou vypoctu délky seznamu je prazdny seznam, ten ma délku nula. Pokud je seznam
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Program 8.13. Vypocet délky seznamu pomoci rekurze.

(define length
(lambda (1)
(if (rull? 1)
0
(+ 1 (length (cdr 1))))))

Program 8.14. Iterativni vypocet délky seznamu.

(define length
(lambda (1)
(let iter ((1 1)
(steps 9))
(if (null? 1)
steps
(iter (cdr 1) (+ steps 1))))))

neprazdny, pak je rekurzivnim pfedpisem problém vypoctu délky tohoto seznamu redukovan na problém
nalezeni délky seznamu bez prvniho prvku (rekurzivni aplikace) a pficteni jednic¢ky (zapocteni prvniho
prvku vychoziho seznamu). V§imnéte si, Ze rekurzivni procedura z programu 8.13 je v podstaté jen pfepisem
rekurzivniho defini¢niho vztahu ze sekce 8.1.

Procedura length z programu 8.13 ma prostorovou slozitost O(n), kde n je délka seznamu, protoze pfi
kazdé rekurzivni aplikaci je vytvofeno nové prosttedi (rekurzivni aplikace length neni koncova). Snadno
bychom ale mohli length naprogramovat iterativné. K tomuto tcelu bychom potiebovali (jednorazové
pouzivanou) pomocnou proceduru s dvéma argumenty. Jednim by byl seznam, ktery by slouZil jako ¢itac¢ —
- pfi kazdém kroku bychom z néj odebirali jeden prvek. Druhy argument by slouzil jako ¢iselny stfadac,
ktery by pocital pocet krokfi. Iterativni verze length je uvedena v programu 8.14. Tato iterativni verze ma
prostorovou slozitost O(1), béhem aplikace jsou vytvofena vzdy jen dvé prostfedi a nejsou konstruovany
zadné hierarchické datové struktury. Pribéh aplikace iterativni verze 1length pro konkrétni vstupni seznam
ve tvaru (a 10.2 b #f) je zobrazen na obrazku 8.12. Jak je z tohoto obrazku patrné, prabéh iterativniho
procesu se ni¢im nelisi od pribéhu iterativnich procesti uvedenych v predchozi sekci. Na véci nic neméni
to, Ze nyni zpracovavame seznam a limitni podminka je formulovana pro seznam. V dalsich ukazkéach v této
sekci jiz tedy nebudeme podrobné zndzortiovat pribéhy jednotlivych vypocetnich procesti a ponechdme je
na laskavém c¢tenafi.

Nyni se budeme vénovat rekurzivnimu spojeni dvou seznamii. V tivodu této lekce jsme ukazali rekur-
zivni definici zobrazeni append2. V programu 8.15 je definovana procedura append?2, ktera reprezentuje
rekurzivné definované append2 ze sekce 8.1. Limitni podminkou je, pokud je prvni ze spojovanych se-
znamu prazdny, v tom piipadeé je spojeni rovno druhému seznamu. V opacném piipadé je problém spojeni
dvou seznamiti redukovan na problém spojeni prvniho seznamu bez prvniho prvku s druhym seznamem
(rekurzivni aplikace) a nasledné pfipojeni prvniho prvku prvniho seznamu na zacéatek vysledku pied-
choziho spojeni. Proceduru append2 jsme jiz také nékolikrat implementovali. Poprvé to byla neefektivni
implementace v programu 5.2 na strané 123, kterd byla zaloZend na build-1list a pfistupu k prvkim se-
znamu pomoci list-ref. Déle jsme provedli implementaci pomoci foldr, viz program 7.2 na strané 175.
Z hlediska efektivity, je rekurzivni verze append2 shodna s append2 vytvorené pomoci foldr. Samotnou
proceduru foldr bychom mohli rovnéZ snadno naprogramovat jako rekurzivni proceduru. Timto a dals$imi
problémy se budeme zabyvat v nasledujici lekci.

Ne vSechny procedury, se kterymi jsme se setkali, vSak lze efektivné naprogramovat pomoci foldr. Pfi-
nejmensim to neni z programéatorského pohledu nijak , pfimocaré”. Takovou procedurou je tfeba procedura
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Obrazek 8.12. Schématické zachyceni aplikace iterativni verze length.

(length (a 10.2 b #f))
(iter (a 10.2 b #f) 0) navijeni: vyvolani 1. aplikace

(iter (10.2 b #f) 1 navijeni: vyvolani 2. aplikace
(iter (b #f) 2) navijeni: vyvolani 3. aplikace
(iter (#f) 3) navijeni: vyvolani 4. aplikace
(iter O 4) navijeni: vyvolani 5. aplikace
4 dosaZent limitni podminky a vriceni hodnoty

Program 8.15. Spojeni dvou seznamti pomoci rekurze.

(define append?2
(lambda (11 12)
(if (null? 11)
12
(cons (car 11) (append2 (cdr 11) 12)))))

list-ref, kterd pro dany seznam a index vraci prvek seznamu nachazejici se na pozici uré¢ené indexem.
Snadno Ize ale naprogramovat iterativni proceduru, kterd n-ty prvek seznamu vraci. Viz proceduru v pro-
gramu 8.16. Tato procedura skute¢né vzdy generuje iterativni vypocetni proces, protoze jeji jediné rekur-

Program 8.16. Rekurzivni verze proceduru vracejici prvek na dané pozici v seznamu.

(define list-ref
(lambda (1 index)
(if (= index 0)
(car 1)
(list-ref (cdr 1) (- index 1)))))

zivni aplikace se nachazi v koncové pozici. Limitni podminkou procedury je, pokud je index nulovy. V tom
pfipadé vracime prvni prvek seznamu, ktery lze ziskat v konstantnim ¢ase pomoci car. Pokud je index ne-
nulovy, pak vime, Ze hledany prvek se nachazi hloubéji v seznamu. Hledani n-tého prvku seznamu je tedy
redukovano na hledani prvku na pozici n — 1 v seznamu zkraceném o prvni prvek. Procedura list-ref
mé ¢asovou slozZitost O(n), kde n je pozice (index) v seznamu. Casova sloZitost tedy neni zavisld na délce
vstupniho seznamu, ale na pozici, ze které chceme prvek vratit. Prostorové slozitost je O(1). Z hlediska
sloZitosti jde o vyznamny posun oproti verzi list-ref z programu 6.4 na strané 146, ktera méla pfi efek-
tivni implementaci procedur filter (pracujici v ¢ase a prostoru O(n)) a length (z programu 8.14) ¢asovou
slozitost O(4n) a prostorovou slozitost O(3n) (zd@ivodnéte si podrobné proc).

Analogicky jako proceduru list-ref bychom mohli naprogramovat obecnéjsi proceduru list-tail,
ktera pro dany seznam a ¢iselny argument n vrati seznam bez prvnich n prvka. Viz program 8.17. Jedna
se opét o iterativni proceduru s ¢asovou slozitosti O(n), kde n je pocet vypusténych prvkd, a prostorovou
slozitosti O(1). Z definice procedury list-tail je zfejmé, Ze pomoci ni bychom mohli definovat 1list-ref:

(define list-ref
(lambda (1 index)
(car (list-tail 1 index))))

Mapovéni pfes jeden seznam bychom mohli pfimocate naprogramovat pomoci rekurzivni procedury.
V predchozich ¢astech textu jsme jiz dvé implementace procedury map1 (mapovani pfes jediny seznam)
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Program 8.17. Procedura vracejici seznam bez zadaného poctu prvnich prvka.

(define list-tail
(lambda (1 skip)
(if (= skip 9)
1
(list-tail (cdr 1) (- skip 1)))))

vidéli. Prvni z nich byla v programu 5.3 na strané 125, vyuZivala téZkopadnébuild-list a list-ref abyla
hodné neefektivni. Dal$i implementace byla ukdzana v programu 7.4 na strané 176 a pouZivala foldr. Tato
verze jiz byla efektivni a efektivnéjsi verzi z principu vytvofit nelze — pfi mapovani totiz vytvafime novy
seznam délky n, takZe ¢asova i prostorova slozitost nemohou byt fadoveé lepsi nez O(n). Rekurzivni verze
map 1 vSak muZe byt Citelngjsi neZ verze vytvofena pomoci foldr. Rekurzivni verzi map1 médme zobrazenu
v programu 8.18. Meznim piipadem je opét piipad pro prazdny seznam. V tomto pfipadé je vysledkem

Program 8.18. Mapovaci procedura pracujici s jednim seznamem pomoci rekurze

(define map1
(lambda (f 1)
(if (null? 1)
O
(cons (f (car 1))
(map1 f (cdr 1))))))

mapovani procedury pies prazdny seznam opét pradzdny seznam. V piipadé, Ze je dany seznam neprazdny,
je vysledkem mapovéni seznam vznikly pfipojenim modifikace prvniho prvku na vysledek mapovéni pfes
seznam bez prvniho prvku.

vz 2

Jednou z procedur, kterou by bylo bez rekurze téZké vytvofit, je procedura build-1ist slouZici k vytvareni
seznamll dané délky jeZ obsahuji prvky dané jako vysledky aplikace procedury jednoho argumentu (argu-
mentem je pozice prvku v seznamu). Naprogramovat proceduru build-1ist pomoci rekurze je pfimocaré.
Trividlnim pfipadem je vytvofeni seznamu délky nula — ten je vZdycky prazdny. V opaéném ptipadé Ize
redukovat problém vytvoreni n-prvkového seznamu na problém vytvofeni seznamu o n — 1 prvcich na
jehoz pocatek je pfipojen novy prvek. Rekurzivni procedura je uvedena v programu 8.19. V procedufe

Program 8.19. Rekurzivni verze procedury na vytvafeni seznamfi.

(define build-list
(lambda (n )
(let build-next ((i ©))
(if (=1 n)
0
(cons (f i) (build-next (+ i 1)))))))

build-list je pomoci pojmenovaného let vytvorena jednordzové aplikovana rekurzivni procedura vy-
tvarejici seznam. Tuto proceduru jsme vytvorili proto, Ze jsme potiebovali dalsi argument pomoci néjz
si pfeddvame informaci o pozici prvku, ktery chceme vytvofit. V limitni podminka vyjadfuje zastaveni
navijeni (konstrukce seznamu) v p¥ipadé, Ze jiz jsme na pozici vyskytujici se ,za poslednim pozadova-
nym prvkem”. Dokud neni limitni podminky dosaZeno, jsou rekurzivné konstruovany prvky pomoci cons
a pomoci pfedané procedury navédzané na f. Implementace build-list z programu 8.19 mé ¢asovou
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i prostorovou slozitost O(n), kde n je délka seznamu, ktery chceme vytvéfet. Jedna se tedy o maximalné

Vs v 2

efektivni implementaci (lepsi fadové slozitosti jiz nelze dosahnout).

V programu 8.19 jsme vysledny seznam konstruovali jakoby odpfedu. To jest od prvku s nejniz§im indexem

az k prvku s nejvyssim indexem. Mohli bychom postupovat i obracené. To by mélo zdanlivou vyhodu
v tom, Ze bychom nemuseli definovat pomocnou proceduru. ReSeni je uvedeno v programu 8.20. Pii

Program 8.20. Neefektivni verze procedury na vytvareni seznam.

(define build-list-rev
(lambda (n )
(if (= n 9
O
(append2 (build-list-rev (- n 1) f)
(list (f (= n 1)))))))

pozorném studiu programu zahy zjistime, Ze program je ale velmi neefektivni. Je to zptisobeno pouZivanim
append2 pfi kazdé rekurzivni aplikaci. Pomoci append2 spojujeme seznamy délky n — 1 s jednoprvkovym
seznamem — tim realizujeme pfipojeni nové vytvoreného prvku na konec seznamu. Nejefektivnéjsi verze
append2 pottebuje n krokt pro spojeni prvniho seznamu délky n s libovolnym seznamem. Tim padem
procedura build-list-rev potifebuje postupné n — 1,n — 2,...,1 krokt k postupnému zafazeni vSech
vytvafenych prvkiél na konec seznamu. Souctem prvki aritmetické posloupnosti tedy ziskdme celkem
w kroki. Casova slozitost build-1ist-revje tedy kvadratickd vzhledem k délce vytvateného seznamu.
I prostorova sloZitost je v této tfidé, protoze béhem pouzivani append2 jsou postupné dokola konstruovany
nové seznamy délek n,n — 1,...,1. Celkové vzato je tedy procedura build-list-rev velmi neefektivni.
Na této procedufte je taky dobré uvédomit si, Ze i kdyZ procedura generuje linedrné rekurzivni vypocetni
proces, jeji asové slozitost neni linedrni vzhledem ke velikosti vstupu. Slovo ,linearni” v pojmu , linedrné
rekurzivni vypocetni proces” se totiz vztahuje k poc¢tu rekurzivnich aplikaci procedury. VZdy je ale potieba
jesté brat v potaz, co se (z hlediska ¢asové naro¢nosti) déje v kazdé z aplikaci.

Samotné vytvafeni seznamt poc¢inaje poslednim prvkem vsak neni zavrzenihodnd myslenka. Misto rekur-
zivni verze konstrukce je vSak vhodné pouzivat ke konstrukci seznamu iterativni proceduru, kterd bude
nové vytvatené prvky postupné ,stfddat” do nového seznamu. V programu 8.21 je uvedena procedura
build-list-iter vytvéfejici seznam pravé timto zptisobem. Procedura build-list-iter opét pouziva

Program 8.21. Rekurzivni verze procedury na vytvafeni seznamf.

(define build-list-iter
(lambda (n f)
(let iter ((1 (- n 1))
(accum “()))
(if (K i 9)
accum
(iter (- 1 1) (cons (f i) accum))))))

pomocnou proceduru vytvoifenou pomoci pojmenovaného let. Tato pomoci procedura ma dva argumenty,
jednim je ¢itac jdouci od n — 1 (posledni pozice v konstruovaném seznamu) k 0 (prvni pozice v konstruo-
vaném seznamu). V kazdém kroku konstrukce je tento ¢ita¢ zmensSen o jedna. Iterace kon¢i pokud je &itac
mensi neZ hodnota nula (v8echny prvky jiz byly vytvofeny). Druhym argumentem pomocné procedury
je akumulator, ke kterému jsou postupné (zepfedu) pfidavany nové vytvotfené prvky. Po dosaZeni limitni
podminky je vracena hodnota akumulatoru. Casova a prostorova slozitost tohoto feseni je O(n). Oproti
verzi z programu 8.19 je rekurzivni aplikace provadéna v jednom prostiedi, protoZe jde o iteraci. I pfesto je
ale prostorova slozitost O(n), protoze dojde k vytvofeni n-prvkového seznamu.
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Nyni se budeme vénovat efektivni procedufe pro pfevraceni prvkl seznamu. Jde ndm tedy o efektivni
implementaci procedury reverse. Stejné jako v pfipadé vytvareni seznamt ,odzadu”, které jsme vidéli
v procedurdch build-list-rev a build-list-iter, bude existovat nékolik feSeni liSicich se ve své
efektivité. Nejprve si ukdZeme feSeni, které neni pfili§ efektivni. V programu 8.22 je uvedena linedrné
rekurzivni procedura reverse. Tato procedura je zaloZena na faktu, Ze pfevraceni prazdného seznamu

Program 8.22. Neefektivni verze pfevraceni prvka v seznamu.

(define reverse
(lambda (1)
(if (null? 1)
O
(append (reverse (cdr 1))
(list (car 1))))))

je trividlni a pokud mame prevratit neprazdny seznam, pak staci pfevratit zbytek tohoto seznamu bez
prvniho prvku a potom nakonec takového seznamu piipojit ptivodni prvni prvek. Procedura reverse
z programu 8.22 tedy trpi stejnym neduhem jako linedrné rekurzivni procedura build-list-rev — pii
kazdé rekurzivni aplikaci je pouZita procedura append2 s linedrni ¢asovou slozitosti. Pfevraceni seznamu
timto zptisobem mé tedy opét fadové kvadratickou ¢asovou i prostorovou slozitost.

Efektivni verzi pfevraceni seznamu bychom mohli vytvofit pomoci iterativni procedury provadeéjici spojeni
dvou seznam tak, Ze ve vysledku je prvni z téchto dvou seznamti spojen v opa¢ném poiadi. Proceduru
provadéjici tento typ spojeni nazveme rev-append2 a jeji kod je uveden v programu 8.23. Procedura

Program 8.23. Iterativni verze pfevraceni prvki v seznamu.

(define rev-append2
(lambda (11 12)
(if (null? 11)
12
(rev-append2 (cdr 11)
(cons (car 11) 12)))))

(define reverse
(lambda (1)
(rev-append2 1 “())))

rev-append2 pouZziva svij prvni argument (prvni ze spojovanych seznamti) jako ¢ita¢ a druhy argument
(druhy ze spojovanych seznamti) jako akumulator. Pokud je prvni ze spojovanych seznamii prazdny, je
vracen druhy seznam. V opa¢ném piipadeé je z prvniho seznamu odebran jeho prvni prvek, ktery je pfidan
na zacatek druhého seznamu. Viz nasledujici ptiklady pouziti procedury rev-append2:

(rev-append2 ") ")) O
(rev-append2 ‘() (1 2 3 4)) 123 4)
(rev-append2 “(a) (1 2 3 4)) (a1234)

(rev-append2 “(a b) (1 2 3 4))
(rev-append2 ‘(a b c) (1 23 4))
(rev-append2 “(a b c) "))

(ba1234)
(cba1234)
(c b a)

[

Nynijejasné, Ze efektivni reverse mtizeme naprogramovatjako proceduru, ktera pouze aplikuje proceduru
rev-append2 s druhym seznamem, ktery je prazdny, viz program 8.23. Procedura rev-append2 a tim
padem i procedura reverse ma linedrni ¢asovou i prostorovou sloZitost.
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Nyni, na konci sekce, uvedeme implementaci tfidéni nazyvaného mergesort. Tato metoda je zaloZena na
takzvaném slévani jiz setfidénych seznami. Ze dvou setfidénych seznamti je totiZ mozné snadno vytvorit
jeden setfidény seznam. Staci ndm totiZ postupné odebirat vzdy mensi z prvnich prvki téchto seznamt a
konstruovat z nich vysledny seznam. Pfedvedme si to na konkrétnich seznamech:

prvni seznam: (1 7 8) (7 & (7 8 (7 8 (8) O

druhy seznam: (2 3 9 18) (23 9 10) (3 9 10) (9 10) (9 10) (9 19
vysledek: O &D) 1 2) 123 (1237 (12378)
prvni seznam: () O

druhy seznam: (10) O

vysledek: 123789 (123789 109

Proceduru na slévani dvou setfidénych seznami mtiZeme napsat tteba takto:

(define merge
(lambda (s1 s2)
(cond ((null? s1) s2)
((hull? s2) s1)
((K= (car s1) (car s2)) (cons (car s1) (merge (cdr s1) s2)))
(else (cons (car s2) (merge s1 (cdr s2)))))))

Jednaé se tedy o rekurzivni proceduru. Jeji limitni podminkou je to, Ze je aspori jeden ze seznami prazdny. Je-
li této podminky dosaZeno, je vracen zbyvajici (potencialné neprazdny) seznam. Neni-li limitni podminky
dosaZeno, redukujeme problém na pfipojeni prvku procedurou cons a slévani seznami, z nichZ je jeden
puvodni a jeden vznikne z druhého ptivodniho odebranim prvniho prvku.

V uvedené definici procedury merge pouZivame k porovnavani prvnich prvki seznam predikat <=. To sa-
mozfejmeé neni jediné usporadani, podle kterého miizeme chtit slévat. Jednoduchym rozsifenim procedury
merge na proceduru vyssiho fadu, které budeme mimo settidénych seznamii pfedédvat navic predikat uréu-
jici uspotfadéni, dosdthneme vyrazného zobecnéni. Proceduru navic napiSeme tak, aby tento novy argument

vy

byl volitelny. Nasleduje definice rozsifené procedury.

(define merge
(lambda (s1 s2 . pred?)
(let ((K= (if (Null? pred?) <= (car pred?))))
(let merge ((s1 s1)
(s2 s2))
(cond ((null? s1) s2)
((null? s2) s1)
((K= (car s1) (car s2)) (cons (car s1) (merge (cdr s1) s2)))
(else (cons (car s2) (merge s1 (cdr s2)))))))))

ZNz

V téle nové verze procedury merge vytvaiime lokalni prostfedi s vazbou na symbol <=. V pfipadé, Ze je
procedufe merge pfedédn volitelny argument (seznam navézany na symbol pred?) je tedy neprazdny, bude
na symbol <= navéazan tento argument, tedy prvni prvek seznamu pred?. V opatném piipadé ponechdme
symbolu <=jeho ptivodni vyznam. V tomto lokalnim prostfedi pak pomoci pojmenovaného let vytvaiime
a jednorazové aplikujeme proceduru merge, ktera se nijak nelisi od jeji pfedchozi verze.

Novou proceduru merge tedy miiZeme pouZzit se dvéma argumenty, v tom pfipadé se bude chovat stejné
jako ta ptivodni:

(merge "(15679) (22344410) = (122344450679 10)

nebo se tfemi argumenty. Tehdy je tfetim argumentem uréeno usporadani, v jakém by mély byt setfidény
slévané seznamy, a jakym zptisobem probiha vybér ,mensiho prvku” pfi samotném slévani:
(merge (9 765 1) (1044 4322)>>) — (109 7654443221)
Pravé to ndm umoZziuje pouZit tuto proceduru ke slévani jinych seznamt nez ¢iselnych. MiZeme naptiklad

slévat seznamy obsahujici racionélni ¢isla v reprezentaci pfedstavené v sekci 4.6:
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(merge (list (make-r 1 3) (make-r 2 3))
(list (make-r 1 2) (make-r 2 2))
r<=) == (1.3 (1.2 @ .3 ¢ .10

Procedura slévéani seznamti je tedy zakladem tf¥idici metody mergesort. Cely popis této metody je nasledujici:
Vstup: seznam (a predikat uspofddani)
Vystup: setfidény seznam

Postup:
e Pokud je seznam prazdny nebo jednoprvkovy, je jiz setfidény a je vystupem.

e Jinak seznam rozdélime na dvé ¢asti (seznamy), kazdou z nich setfidime algoritmem mergesort.
o Tyto dva setfidéné seznamy slijeme do jednoho, vysledny setfidény seznam je pak vystupem.

Samotné slévani bychom tedy méli implementované. Zbyva nam implementace procedury na rozdéleni
seznamu na dvé c¢asti. P¥i déleni ndm nezélezi na zachovani poradi prvka, protoZe vysledné seznamy
budou stejné setfidény metodou mergesort. Mizeme proto béhem jednoho prichodu projit vsechny prvky
seznamu a stfidavé je davat do dvou rtiznych seznamt. Tim bude zajisténa ¢asova slozitost O(n), kde n je
délka seznamu. Implementace takové procedury by vypadala takto:

(define divide-list
(lambda (1)

(let divide
(1
(1st "))
(2nd "))

(if (rull? 1)

(cons 1st 2nd)
(divide (cdr 1) 2nd (cons (car 1) 1st))))))

Pomoci pojmenovaného let jsme nadefinovali iterativni proceduru divide. Jeji argumenty 1st a 2nd
maji roli sttadach. Pfi kazdém kroku pfidavame prvni prvek seznamu 1 do jednoho z nich. Pfitom je
stdle zaménujeme, vSimnéte si, Ze pii rekurzivnim volani pfeddvdme procedute divide stfada¢ 2nd jako
argument 1st. Tim je dosaZeno rovnomérného rozdéleni. Iterace kon¢i po priichodu celym seznamem 1,
pak vracime teckovy pér obou stfadact. Viz priklady aplikace této procedury.

(divide-list “()) = (O
(divide-list (1)) = (O 1)
(divide-list (1 2356 7)) == (B 42) 7531)

Nyni tedy napiSeme proceduru mergesort.

(define mergesort
(lambda (1 . pred?)
(let ((K<= (if (null? pred?) <= (car pred?))))
(if (or (null? 1) (null? (cdr 1)))
1
(let ((divided-list (divide-list 1)))
(merge (mergesort (car divided-list) <=)

(mergesort (cdr divided-list) <=)
<=))))))

Jednad se o piimy pfepis pfedpisu uvedeného vyse. Procedurou mergesort mtiZeme tfidit libovolné seznam
na zékladé predikatu urcujiciho uspofadani jejich prvka. Viz nésledujici priklady:

(mergesort (2 5 3 4 1)) = (123 405)
(mergesort (253 4 1) >=) = (B 4321)

Nasledujici priklad ukazuje tfidéni seznamu raciondlnich ¢isel reprezenrovanych péary:
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(map r—>number
(mergesort (list (make-r 2 1)
(make-r 1 2)
(make-r 3 2))
r<=)) = 1 3/2 2)

8.6 Reprezentace polynomi

V této sekci se budeme vénovat reprezentaci polynomi a procedurami manipulujicimi s polynomy v této
reprezentaci. Jedna se o komplexni pfiklad na kterém pfedvedeme praci se seznamy, pouziti rekurze,
a pouziti procedur apply, eval a akumulacénich procedur pfedstavenych v piedchézejici lekci.

Polynomy jedné proménné budeme reprezentovat pomoci seznamii ¢isel. Cislo na pozici i v nasi reprezen-
taci polynomu bude piedstavovat koeficient ¢lenu stupné i. Tedy napiiklad polynom

5axd — 222 +1
bude reprezentovan seznamem (1 @ -2 5). Konstantni polynomy jsou tedy reprezentovany jednoprvko-
vymi ¢iselnymi seznamy, napiiklad nulovy a jednotkovy polynom definujeme takto:

(define the-zero-poly ’(0))
(define the-unit-poly ‘(1))

U reprezentaci polynomu pfitom nepovolujeme nadbyte¢né nuly na konci seznamu. Tfeba seznamy
120),(1200),(12000)
nejsou reprezentacemi polynomt. Z tohoto pravidla vyjimame nulovy polynom, ktery je vzdy reprezento-

van jednoprvkovym seznamem (0). Déle prazdny seznam neni reprezentaci polynomu.

Prvni procedurou v této sekci je konstruktor polynomu poly. Jedna se o proceduru libovolného poctu
argumentt. Témito argumenty jsou ¢isla — koeficienty polynomu, sefazené vzestupné podle fddu. Procedura
poly vraci seznam reprezentujici polynom se zadanymi koeficienty. Cinnost procedury si dobte uvédomime
na piikladech jeji aplikace:

(poly) = (0 reprezentace polynom 0

(poly ©) = (9) reprezentace polynom O

(poly 6 ©) = (0 reprezentace polynom 0

(poly -1 2) = (-1 2) reprezentace polynomu 2z — 1

(poly -1 9 2) = (10 2) reprezentace polynomu 2% — 1

(poly -1 0 2 0 0 0) = (=10 2) reprezentace polynomu 2x? — 1

(poly -1 020003 = (-10200 0 3) reprezentace polynomux 3z5 + 22% — 1

Nyni se podivdme na implementaci této procedury:

(define poly
(lambda coeffs
(let ((result
(let cons-poly
((coeffs coeffs)
(zero—accum “()))
(cond ((Null? coeffs) “())
((= (car coeffs) 0) (cons-poly (cdr coeffs)
(cons O zero-accum)))
(else (append zero-accum
(list (car coeffs))
(cons-poly (cdr coeffs) “())))))))
(if (null? result)
the-zero-poly
result))))
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V téle procedury poly definujeme pomoci pojmenovaného let rekurzivni proceduru cons-poly, ktera
bere dva argumenty. Prvnim argumentem je seznam zbyvajicich koeficientti coeffs. Druhy argument
je seznam zero-accum, ktery mé funkci stfadace. V tom si procedura cons-poly pamatuje pocet nul
od posledniho nenulového koeficientu. Dtivodem, pro¢ tento stfada¢ potfebujeme, je to, Ze reprezentace
polynomu nesmi obsahovat nuly na konci. Pokud pfi zpracovani seznamu koeficienti narazime na nulu,
nemiizeme v daném okamzZiku védét, jestli vsechny dalsi koeficienty nebudou také nulové. Proto nulové
koeficienty stfddame do seznamu zero-accum a pouZijeme je aZ pfi nalezeni nenulového koeficientu.
Limitni podminkou procedury cons-poly je skutecnost, Ze je seznam nezpracovanych koeficientti prazdny.
Pokud je splnéna, je vracen prazdny seznam. V opaéném piipadé mohou nastat dvé situace. Bud'to je dalsi
nezpracovany koeficient (hlava seznamu coef fs) roven nule, a pak pfiddme nulu do stfadace zero-accum
a pokracujeme zpracovanim zbytku koeficient(i procedurou cons-poly. Nebo je nenulovy a v tom piipadé
pfidame vSechny nuly ze stfadace zero-accum a tento nenulovy koeficient do seznamu, ktery vznikne
aplikaci procedury cons-poly seznam coeffs bez prvniho prvku a prazdny stfadac.

Vysledkem aplikace procedury cons-poly bude seznam, ktery nema na konci nuly. Miize se v3ak stét, Ze
tento seznam bude prazdny. To nastane v piipad¢, Ze vSechny prvky seznamu coef fs budou ¢isla ©. Pokud
tedy bude vysledkem prazdny seznam, budeme vracet reprezentaci nulového polynomu.

Pomoci pravé nadefinovaného konstruktoru poly a procedury apply miizeme vytvofit proceduru konver-
tujici seznam na reprezentaci polynomu:

(define list->poly
(lambda (1) (apply poly 1)))

Dale vytvofime predikaty constant-poly? a zero-poly?. Jejich definice je velice jednoducha proto kod
nebudeme nijak komentovat. Tyto predikéty vyuZijeme pfi implementaci dalsich procedur v této sekci.

(define constant-poly?
(lambda (p)
(and (pair? p)
(number? (car p))
(null? (cdr p)))))

(define zero-poly?
(lambda (p)
(equal? p the-zero-poly)))

Nyni nadefinujeme proceduru poly-degree. Tato procedura bude pro zadany polynom vracet jeho stuperi.

(define poly-degree
(lambda (p)
(if (constant-poly? p)
0
(+ 1 (poly-degree (cdr p))))))

Proceduru poly-degree jsme vytvofili jako jednoduchou rekurzivni proceduru. Limitni podminkou je
konstantnost polynomu. Je-li této podminky dosaZeno, je vysledkem nula. V opaéném pfipadé redukujeme
problém na pficteni jednicky a nalezeni stupné polynomu, ktery vznikne z ptivodniho polynomu odebranim
prvniho prvku z jeho reprezentace (coZ je v podstaté vydéleni polynomu polynomem z). Uvedeny kéd je
velice podobny programu 8.13 na strané 221, kde jsme implementovali proceduru zjistujici délku seznamu.

Procedura poly-degree tedy zjistuje stupen polynomu, jak se mtizeme presvédcit na nasledujicich ukaz-
kéach pouZiti této procedury:

(poly-degree (poly))

(poly-degree (poly 0))
(poly-degree (poly © 0))
(poly-degree (poly -1 2))
(poly-degree (poly -1 0 2))
(poly—-degree (poly -1 0 2 0 0 0))

FITTL
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(poly-degree (poly -1 0 2 0 0 0 3)) = 5

Dalsi dvé procedury budou provadét ndsobeni polynomu specidlnimi polynomy. Konkrétné procedura
poly*xnbude ndsobit vstupni polynom polynomem z™ a procedura poly=c bude nasobit vstupni polynom
konstantnim polynomem c. Ndsobenim polynomem z" je vzhledem k nas$i reprezentaci pfidani » nul na
zacatek seznamu. Nésleduje implementace procedury poly»xn provadéjici nasobeni polynomem z":

(define poly*xn
(lambda (p nN)
(if (=n 0)
p
(cons 0 (poly*xn p (= n 1))))))

Proceduru poly=xn jsme tedy napsali jako rekurzivni proceduru. Limitni podminkou je rovnost ¢isla n
nule. V takovém pfipadé vracime ptivodni polynom. V opacném piipadé pfidavdme nulu na zacatek
reprezentace sou¢inu polynomu s polynomem 2"~ 1. Ve skute¢nosti bychom méli jesté provadét test na
zjisténi, jestli polynom p neni nulovy a v takovém p¥ipadé vracet vzdy nulovy polynom. Upravu nechavame
na ¢tenafi. Néasleduji priklady volani:

(polyxxn (poly 1 © -2) ) = (1 0 -2)

(poly*xn (poly 1 6 -2) 1) = (@ 10 -2)

(poly*xn (poly 1 6 -2) 2) — (@0 10 -2)

(poly*xn (poly 1 6 -2) 3) = (B O 0 10 -2)

Nésobeni polynomu konstantou ¢ bude velice jednoduché. V piipadé, Ze je tato konstanta rovna nule,
vracime nulovy polynom. Jinak sta¢i mapovat proceduru nasobeni konstantou na seznam reprezentujici
polynom. Definice takové procedury by vypadala takto:

(define polyxc
(lambda (p c)
(if (=c @
the-zero-poly
(map (lambda (x) (*x c x)) p))))

Procedura polyxc tedy vraci polynom vynasobeny konstantou:

0 -2) 9) = ()

0 -2) 1) = (186 -2)
0 -2) 2) — (20 -4
0 -2) 3) = (30 -6)

(polyxc (poly 1
(poly*c (poly 1
(poly*c (poly 1
(poly*c (poly 1
Dalsi ¢ast sekce budeme vénovat operacim nad polynomy. Pfesnéji budeme implementovat procedury
s¢itani, od¢itani nasobeni a déleni polynomt. Nejdfive tedy s¢itani:
(define poly2+
(lambda (p1 p2)
(list->poly
(let add ((p1 p1)
(p2 p2))
(cond ((null? p1) p2)
((hull? p2) p1
(else (cons (+ (car p1) (car p2))
(add (cdr p1) (cdr p2)))))))))

V téle procedury poly2+ jsme vytvorili pomoci pojmenovaného let rekurzivni proceduru add. Procedura
realizuje jednoduché s¢itani ¢lentt polynomt po odpovidajicich si slozkach (konstantni ¢len prvniho po-
lynomu je pfi¢ten ke konstantnimu ¢lenu druhého polynomu, stejné tak pro linedrni, kvadraticky a dalsi
¢leny). Jedinym problémem, ktery je potteba oSetfit, jsou obecné rtizné stupné s¢itanych polynomd, coz se
projevi v rizné dlouhych vstupnich seznamech.

Limitni podminkou procedury poly2+ je skutecnost, Ze jeden ze vstupnich seznami je prazdny. V tom
pfipadé je vracen druhy seznam. Prazdny seznam sice neni reprezentaci polynomu, ale mtiZe se stat Ze pfi
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rozkladu problému bude procedufe add pfedan prazdny seznam. Problém na nalezeni souctu polynomii
zde rozkladame na problém nalezeni souctu jednodussich polynomd, které vzniknou z ptivodnich ode-
branim prvniho prvku jejich reprezentace (aplikaci procedury car), a pfidani souctu téchto prvnich prvka
na zacatek (aplikaci procedury cons). Vysledny seznam ale nemusi byt platnou reprezentaci polynomu.
Napfiiklad budou-li vstupem procedury add reprezentace polynomt z 4+ 2 a —z — 1, tedy vstupem budou
seznamy (2 1) a (-1 -1),bude vysledkem jeji aplikace seznam (1 0). To je dvouprvkovy seznam kon¢ici
nulou a tedy neni platnou reprezentaci seznamu. Proto na vysledek, ktery vrati procedura add, aplikujeme
jesté proceduru list->poly, kterou jsme nadefinovali vy3e. Viz ptiklady pouziti:

(poly2+ "(B) (1 2 -3)) = (12 -3)
(poly2+ (1 2 3) "(9)) = (12 3)
(poly2+ (1 23) ‘(12 -3)) = (24)
(poly2+ (1 2 3) (-1 2 -3)) = (@ 4)
(poly2+ (1 2 3) "(-1 -2 -3)) = (@)

Uvedena implementace procedury poly2+ je na jednu stranu elegantni, ale druhou stranu neni pi#ilis
efektivni. Provadime v ni vlastné dva priichody seznamem. V prvnim ze dvou seznamti reprezentujicich
polynomy vytvéafime seznam soucth koeficientti. Druhy priichod je proveden aplikaci pomocné procedury
list->poly, kdy z takto vytvofeného seznamu vytvofime reprezentaci polynomu. Tyto dvé ¢innosti mu-
Zeme provadeét soucasné a tak kod zefektivnit. Program definice procedury poly2+ by pak mohl vypadat:

(define poly2+
(lambda (p1 p2)
(let ((result
(let add ((p1 p1)
(p2 p2)
(zero-accum “()))
(cond ((and (null? p1) (null? p2)) "))
((null? p1) (append zero-accum p2))
((null? p2) (append zero-—accum p1))
(else (let ((sum (+ (car p1) (car p2))))
(if (= sum ©)
(add (cdr p1) (cdr p2) (cons 6@ zero-accum))
(append zero-accum
(list sum)
(add (cdr p1) (cdr p2) “(1)))))))))
(if (null? result)
the-zero—-poly
result))))

Tato definice poly2+ se lisi od piedchozi pfedevsim v procedufe add, ktera nyni bere o jeden argument
navic. Tento argument zero-accum je pomocny a procedura add jej bude pouZzivat k zapamatovani si poctu
nul od posledniho nenulového koeficientu, podobné jako tomu je u implementace procedury list->poly.
Procedura add je rekurzivni a stejné jako v pfedchozi implementaci je limitni podminkou skutecnost, Ze je
jeden ze vstupnich seznamt prazdny. V tom pfipadé vracime druhy z nich. V pfipadé, Ze limitni podminka
nebyla splnéna, je vypocten soucet prvnich prvki vstupnich seznamt. S timto ¢islem pak procedura zachazi
podobné jako procedura 1ist->poly. Tedy pokud je soucet nulovy, je rekurzivné voldna procedura add, se
seznamy bez prvnich prvkii a s pomocnym seznamem zero-accum, do kterého pfiddme nuly. Je-li naopak
soucet nenulovy, je procedura add aplikovana na ocasy seznamu, ale jako argument zero-accum je predan
prazdny seznam. Nuly ze seznamu zero-accum a vypocteny soucet prvnich ¢lenti je pfipojen na zacatek
seznamu, ktery bude vysledkem této aplikace procedury add. Vysledkem aplikace procedury add bude
vzdy reprezentace polynomu, aZ na jednu vyjimkou. Tou je prazdny seznam. A to vyfesime jednoduchou
podminkou.

JelikoZ je s¢itani polynom® monoidalni operace, miiZeme pomoci procedury poly2+ a akumulacni pro-
cedury foldr nadefinovat proceduru na s¢itani libovolného mnozZstvi polynom:

(define poly+ (lambda polys (foldr poly2+ the-zero-poly polys)))
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Tuto proceduru tedy mtiZeme pouZit ke s¢itani jakéhokoli poctu polynomfi. Viz piiklady aplikace:

(poly+) = (@)

(poly+ “(1 2 3)) = (123
(poly+ (1 2 3) (10 20 30)) = (11 22 33)
(poly+ (1 2 3) (10 20 30) "(-11 © -33)) = (0 22)

(poly+ “(1 2 3) “(16 20 30) "(-11 6 -33) (6 -22)) — (@)

Dale mtizeme pomoci procedury séitani dvou polynomt implementovat proceduru od¢itani jednoho po-
lynomu od druhého. Odecteni polynomu je vlastné pfi¢tenim opa¢ného polynomu, ve smyslu vynasobeni
konstantou —1. Implementace je tedy velice pfimocara:

(define poly-
(lambda (p1 p2)
(poly+ p1 (polyxc p2 -1))))

Procedura poly2x* bude vracet soucin dvou polynomti:

(define poly2x
(lambda (p1 p2)
(if (or (zero-poly? p1) (zero-poly? p2))
the-zero-poly
(let mul ((p1 p1)
(p2 p2))
(if (null? p1)
O
(poly2+ (polyxc p2 (car p1))
(poly*xn (mul (cdr p1) p2) 1)))))))

Nejdiive jsme vyftesili specidlni pfipad, tedy to, Ze alespoii jeden z polynomt byl nulovy. K samotnému
nésobeni jsme pak vyuZili procedur poly2+, polyx*c a poly*xn, které jsme nadefinovali vySe v této sekci.

(poly2x “(©) “(1 2 3)) = (@)
(poly2* (1 2 3) “(8)) = (0)
(poly2x “(1) (1 2 3)) = (12 3)
(poly2x (0 1) (1 2 3)) = (0 123)

(poly2> (-2 0 1) (1 2 3)) = (-2 -4 -5 2 3)

Stejné jako s¢itdni polynomi i ndsobeni polynomti je monoidalni operace. Proto mtizeme podobnym zpti-
sobem jako jsme dfive implementovali proceduru poly+ vytvofit proceduru polyx, ktera bude pocitat
soucin libovolného po¢tu polynomti:

(define polyx*
(lambda polys
(foldr poly2* the-unit-poly polys)))

A pouzivat ji s libovolnym poctem argumentti:

(polyx) = (D

(polyx ‘(1 2 3) (@ 1)) = (@12 3)
(poly=x “(1 2 3) “(© 1) (6 1)) = (00123
(poly= (1 2 3) (B 1) (B 1) (2)) = (@0 2 46)

Posledni zbyvajici operaci je déleni polynomfi, pfedstavované procedurou poly/. Kéd si uvedeme vcetné
jednoduchych komentaf.

(define poly/
(lambda (p1 p2)

i i pomocnd procedura: vrat’ posledni prvek neprizdného seznamu
(define last
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(lambda (1)
(if (null? (cdr 1))
(car 1)
(last (cdr 1)))))

i vrat’'seznam (podil zbytek)
(let poly/

((p1 pM

(p2 p2))

i i rozliseni situace podle tvaru délitele
(cond

i i nulovy delitel
((zero-poly? p2) ’‘divided-by-zero)

i i délitel je konstantni polynom
((= (poly-degree p2) 0) (list (polyxc p1 (/ 1 (car p2))) "))

i i stuperi délence je mensi nez stuperi délitele
((< (poly-degree p1) (poly-degree p2)) (list () p1))

i i stuperi délence je vétsi nebo roven stupni délitele
(else (letx ((leader (poly*xn (list (/ (last p1) (last p2)))
(- (poly-degree p1) (poly-degree p2))))
(rest (poly/ (poly- p1 (polyx* leader p2)) p2)))
(list (poly+ leader (car rest)) (cadr rest))))))))

Tato procedura nam tedy vraci dvouprvkovy seznam, jehoZ prvnim prvkem je vysledek déleni a druhym
prvkem je zbytek po tomto déleni. Nefesili jsme skutecnost, Ze tento vysledny seznam mtize obsahovat
prazdny seznam, coZ neni reprezentace polynomu. Upravu opét ponechdvame na ¢tenéii. Viz piiklady
pouZiti procedury:

(poly/ (1 2 3) 7(©)) = , CHYBA: Pokus o déleni nulou.”
(poly/ (1 2 3) “(1)) = (123 O)

(poly/ (1 2 3) “(2)) = ((1/2 1 1 1/2) (@)

(poly/ (1 2 3) “(19)) = ((1/10 1/5 3/10) (©))
(poly/ (1 2 3) “(0 1)) = (23 (1))

(poly/ “(1 2 3) (0 2)) = (11 1/2) (1))

(poly/ (1 2 3) (5 2)) = ((-11/4 1 1/2) (59/4))
(poly/ (1 2 3) (5 2 3)) = (1) (-4))

(poly/ (1 23) (523 4)) = (8 (123))

Pomoci procedury poly/ jednoduse definujeme procedury poly-quotient a poly-modulo na zjistovani
podilu a zbytku po déleni:

(define poly-quotient
(lambda (p Q)
(car (poly/ p Q))))

(define poly-modulo
(lambda (p qQ)
(cadr (poly/ p 9))))

TéZz mhiZeme napsat proceduru zjistujici hodnotu polynomu v daném bodé £, ta je totiZ totozna se zbytkem
po déleni polynomem k — x:

(define poly-value
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(lambda (p k)
(car (poly-modulo p (poly (- k) 1)))))

Popiipadé miZeme s vyuZzitim curryingu vytvaret z polynomt polynomidlni funkce:

(define poly-function
(lambda (p)
(lambda (k)
(poly-value p k))))

Procedura poly-sexpr bude brat dva argumenty — polynom (p) a symbol (var) — a bude pfevadét poly-
nom na vyhodnotitelny S-vyraz. Navic bude eliminovat nasobeni nulou a upravovat nasobeni jedni¢kou
a pricitani nuly. Viz pfiklady aplikace této procedury:

(poly-sexpr “(8) ’'x) 0
(poly-sexpr “(2) ’x) 2
(poly-sexpr “(0 1) ’'x) X
(poly-sexpr ‘(2 1) 'x) (+ 2 %)
(poly-sexpr (6 0 1) "x) (% x %)

(poly-sexpr ‘(0 1 1) 'x) (+ x (% x x))
(poly-sexpr (8 2 1) ’'x) (+ (% 2 x) (¢ x x))
(poly-sexpr ‘(3 0 1) ‘x) (+ 3 (» x x))
(poly-sexpr (3 1 1) %) (+ 3 x (> x x))

A A A

(poly-sexpr (3 2 1) ’x) (+ 3 (% 2 x) (¢ x x))

Nyni se podrobné podivdme na nasledujici definici této procedury:

(define poly-sexpr
(lambda (p var)
(if (constant-poly? p)
(car p)
(letx ((result
(let build ((p (cdr p))
(degree 1))
(cond ((null? p) "))
((= (car p) 0) (build (cdr p) (+ degree 1)))
(else
(cons (if (and (= (car p) 1) (= degree 1))
var
(append (if (= (car p) 1)
")
(list "= (car p)))
(build-list degree
(lambda (i) var))))
(build (cdr p) (+ degree 1)))))))
(result (if (= (car p) 0) result (cons (car p) result))))
(cond ((null? result) ©)
((null? (cdr result)) (car result))
(else (cons "+ result)))))))

V téle procedury poly-sexpr jsme nejdiive vytesili specidlni pfipad polynom, kterym je konstantni poly-
nom. S-vyraz odpovidajici takovému polynomu je pravé jediny prvek z jeho reprezentace. Neni-li polynom
konstantni, prochdzime procedurou build jeho reprezentaci — bez konstantniho ¢lenu — a konstruujeme
podle ni novy seznam, ktery obsahuje misto kazdého nenulového prvku (coef) seznam

(= (coef) (var) --- (var)).

Tento seznam obsahuje tolikrat symbol (var), kolik je stupeti zpracovavaného ¢lenu polynomu. Stuper ak-
tudlniho polynomu si pfitom pfeddvame pomoci argumentu degree procedury build. Toto ,nahrazovéani “
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ma vyjimku. Vyjimkou jsou ¢leny jejichz koeficient je 1, v takovém pfipadé do seznamu nedédvame (coef)
(fesime nasobeni jednickou), pokud ma navic tento ¢len stupen 1, nevytvafime seznam, ale nahrazujeme
jej pouze symbolem (var). Na zacatek takto vzniklého seznamu pfidame konstantni ¢len polynomu, je-li
nenulovy. Pokud je takto vznikly seznam jednoprvkovy, vracime jeho jediny prvek. V opa¢ném piipadé
vracime tento seznam s pfidanym symbolem + na jeho zacatku.

Poznamka 8.21. Ve zbytku této sekce budeme v prikladech pouZiti implementovanych procedur pouZivat
k vypisu reprezentace polynomii vysledky aplikace procedury poly-sexpr.

Pomoci této procedury mtizeme napsat proceduru nalezeni hodnoty polynomu v daném bodé. Jednoduse
vytvoiime let-blok, ktery bude vazat symbol x, a jehoZ téle bude S-vyraz, ktery vytvofime pomoci pro-
cedury poly-sexpr, ze zadaného polynomu a symbolu x. Takto zkonstruovany let-blok vyhodnotime
pomoci procedury eval. Nasleduje definice pravé popsané procedury:

(define poly-sexpr-value
(lambda (p x)
(eval (list “let (list (list “x x))
(poly-sexpr p "x)))))

Podobnym zptisobem jako jsme definovali proceduru poly-sexpr-value mtZeme napsat i proceduru,
ktera polynom pifevadi na proceduru jednoho argumentu, kterd pfedstavuje polynomialni funkci. Princip
je stejny, jen vyraz, ktery vznikne aplikaci poly-sexpr ,neobalime” let-blokem, ale A\-vyrazem, a ten pak
vyhodnotime aplikaci procedury eval. Definice této procedury by pak vypadala takto:

(define poly-sexpr—function
(lambda (p)
(eval (list ‘lambda (list “x)
(poly-sexpr p "x)))))

Na zavér této sekce naimplementujeme procedury symbolické derivace a symbolické integrace polynomi.
Nejdiive tedy symbolicka derivace realizovana procedurou poly-diff:

(define poly-diff
(lambda (p)
(let ((result
(let diff ((p (cdr p))
(n 1))
(if (null? p)
p
(cons (* (car p) n)
(diff (cdr p) (+ n 1)))))))
(if (null? result)
the-zero-poly
result))))

V kédu definujeme pies pojmenovany let rekurzivni proceduru diff. Jejim prvnim argumentem je se-
znam, druhym je pak ¢ita¢, ve kterém si procedura pamatuje kolikata jeji aplikace pravé probiha. Toto
¢islo vlastné souhlasi s aktudlné zpracovdvanym prvkem seznamu reprezentujiciho polynom a tedy také se
stupném odpovidajiciho ¢lenu tohoto polynomu. Vysledkem aplikace procedury diff na ¢iselny seznam
je seznam, jehoZ prvky jsou prvky ptivodniho seznamu vynasobené jejich pozicemi (tentokrat vyjimecné
pocitanych od 1). Této procedufe ale nepfedavdme piimo derivovany polynom, ale jeho reprezentaci bez
prvniho prvku (odebrani prvniho prvku z reprezentace polynomu, znamena odebrani konstantniho ¢lenu
tohoto polynomu a sniZeni stupné ostatnich prvkii). Vysledek aplikace procedury diff na takovy seznam,
je-li neprazdny, odpovida reprezentaci polynomu, ktery je derivaci ptivodniho. Pokud je vracen prazdny
seznam (coZ se stane v piipadé, Ze jsme derivovali konstantni polynom), vracime nulovy polynom. Viz
aplikace této procedury:
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(poly-sexpr (poly-diff “(5)) ’x) = ©

(poly-sexpr (poly-diff ‘(5 2)) ’'x) = 2

(poly-sexpr (poly-diff (5 2 4)) ’'x) = (+ 2 (% 8 x))

(poly-sexpr (poly-diff (6 0 6 -7)) 'x) = (% -21 x x)

(poly-sexpr (poly-diff (5 2 4 -7)) 'x) B (+ 2 (% 8 x) (»* -21 x X))

Posledni proceduru, kterou napiSeme v této sekci, je procedura na symbolickou integraci polynomu. V jejim
téle definujeme proceduru int. Ta prochédzi seznam podobné jako procedura diff, jen misto seznamu
nasobkt prvki ptivodniho seznamu jejich pozicemi (brano od 1), vraci seznam podila prvki a jejich pozic.
Jako konstantni ¢len pak pfidavame pro jednoduchost nulu. Nésleduje definice této procedury:

(define poly-int
(lambda (p)
(let ((result
(let int ((p p)
(n 1))
(if (null? p)
p
(cons (/ (car p) n)
(int (cdr p) (+ n 1)))))))
(if (zero-poly? result)
the-zero-poly
(cons 0 result)))))

Viz aplikace procedury poly-int:

(poly-sexpr (poly-int “(5)) ’x) = (% 5 x)

(poly-sexpr (poly-int ‘(5 2)) ’'x) = (+ (¢ 5 x) (¢ x x))

(poly-sexpr (poly-int (5 2 4)) ’x) = (+ (% 5 x) (¢ x x) (% 4/3 x x X))
(poly-sexpr (poly-int (B 0 @ -7)) 'x) = (% -7/4 x X X X)

(poly-sexpr (poly-int (5 2 4 -7)) 'x) = (+ (¥ 5 x) (* x x) (% 4/3 x x x)

(x =7/4 x x X X))

Shrnuti

V této lekci jsme se zabyvali rekurzivnimi procedurami a vypocetnimi procesy generovanymi témito pro-
cedurami. Nejprve jsme uvedli rekurzi a princip indukce pfes pfirozen4 ¢isla. Dale jsme se zabyvali struktu-
ralni rekurzi a strukturalni indukci. Ukazali jsme také obecné principy rekurze a indukce. Principy rekurze
a indukce byly v obou pfipadech (rekurze pfes ¢isla a pfes seznamy) té€sné vazané na strukturalni vlastnosti
prvk mnozin, se kterymi jsme pracovali. Pro kazdé nezaporné celé ¢islo jsme vZdy mohli udélat tvahu,
Ze bud’ je ¢islo rovno nule, nebo je naslednikem né&jakého jiného &isla. Stejné tak kazdy seznam je bud’
prazdny, nebo vznika z jiného seznamu pfipojenim nového prvniho prvku. Pomoci rekurze jsme definovali
zobrazeni mezi mnoZzinami ¢isel a seznami. Pomoci indukce jsme prokazovali sprdvnost a vlastnosti takto
zavedenych zobrazeni. Déle jsme ze zabyvali rekurzi a indukci z pohledu programovani. Pfedstavili jsme
rekurzivni procedury jako procedury aplikujici sebe sama. Kazda rekurzivni procedura, kterou jsme uva-
zovali, méla svij rekurzivni predpis (pfedpisy) a limitni podminku (podminky). Vytvareni rekurzivnich
procedur je pfimocaré, pokud si dobfe uvédomime, jak ma vypadat limitni podminka (vztahujici se ke
krajnimu pfipadu) a jak vypadé rekurzivni pfedpis, ktery vyjadfuje redukci problému na problém (nebo
nékolik problémii) o mensim rozsahu. Déle jsme zjistili, Ze rekurzivni procedury generuji rtizné vypocetni
procesy. Zabyvali jsme se tfemi typy procesti generovanych rekurzivnimi procedurami, linedrné rekurziv-
nim vypocetnim procesem, linearné iterativnim vypocetnim procesem a stromoveé rekurzivnim vypocetnim
procesem. U kazdého z nich jsme uvedli nékolik metod stanoventi slozitosti vypocetniho procesu. Pro efek-
tivni provadéni iterativniho procesu jsme upravili aplikaci uzivatelsky definovanych procedur vzhledem
k aplikaci z koncovych pozic. Uk4zali jsme rovnéz uZzite¢ny aparat, pomoci néjz je mozné vytvéret jed-
norazové aplikovatelné rekurzivni procedury. Lekci jsme uzavieli sérii pfiklad rekurzivnich procedur
pracujicich se seznamy.
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Pojmy k zapamatovani

princip indukce, princip rekurze, aplikace sebe sama,

rekurzivni definice, rekurzivni definice zobrazeni,

matematickd indukce, indukce pfes pfirozena ¢isla,

strukturdlné jednodussi seznamy, strukturalni indukce, strukturalni rekurze,
¢isty funkcionalni jazyk,

rekurzivni procedura, rekurzivni aplikace procedury,

limitni podminka rekurze, pfedpis rekurze, série aplikaci,

faze navijeni, odloZeny vypocet, deferred computation,

dosaZeni limitni podminky, faze odvijeni,

dekompozice, divide et impera, rozdél a panuj,

rekurzivni vypocetni proces, linedrni rekurzivni vypocetni proces,

koncova pozice, koncova aplikace, koncova rekurze, koncové rekurzivni procedura,
optimalizace na koncovou rekurzi, tail recursion optimization,
degenerovana faze odvijeni, linedrni iterativni vypocetni proces, cyklus,
linearné rekurzivni procedura, iterativni procedura,

éitag, stradad,

jednordzova aplikace,

simulace navijeni a odvijeni pomoci zdsobniku,

stromové rekurzivni vypocetni proces.

Nové pfedstavené prvky jazyka Scheme

specialni forma: pojmenovany let.

Kontrolni otazky

1.

© o NS Ok L

N RN = o o
RSO ®NS TR LN R D

K cemu slouzi princip rekurze?

K ¢emu byste pouZili indukci?

Jak Ize dokdzat spravnost rekurzionich definic?

Jaky je rozdil mezi matematickou indukct a strukturdlni indukci?

Co to znamend, Ze jeden seznam je strukturdlné jednodussi nez jiny seznam?

Je Scheme cisty funkciondlni jazyk?

Co jsou to rekurzivni procedury?

Co fikd princip , divide et impera”™?

Jakyj je rozdil mezi rekurzivnimi procedurami a procedurami, se kteryymi jsme pracovali v predchozich lekcich?
Jaky je rozdil mezi rekurzivni procedurou a rekurzionim vypocetnim procesem?

. Jaké typy rekurzivnich vypocetnich procesii zndte?
. Co je charakteristické pro linedrné rekurzioni vijpocetni proces?
. Jak je definovdna koncovd pozice?

Co je to koncovd aplikace a koncové rekurzivni procedura?

Jak je ve vétsiné programovacich jazykii realizovdna iterace?

M kazdy linedrné iterativni vypocetni proces linedrni casovou sloZitost?
Co jsou a k cemu slouzi citace?

Co jsou a k cemu slouzi sttadace?

V jakyich fazich probihaji jednotlivé rekurzivni vijpocetni procesy?

. Z jakého diivodu je v rekurzivnich procedurdch pfitomnd limitni podminka?
. Co mdme na mysli pod pojmem jednordzovd aplikace rekurzivni procedury?
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22. Jakym zpiisobem lze vZdy nahradit rekurzioni proceduru iterationi procedurou?
23. U kteryich vijpocetnich procesti roste exponencidlné pocet prostvedi vznikljch béhem aplikace?
24. Ktery z rekurzivnich vijpocetnich procesii je mozné snadno ,zastavit” a ,,rozbéhnout™?

Cviceni
1. Naprogramujte proceduru perrin jednoho argumentu (1), ktera vraci (n)-ty ¢len P,, Perinovy po-
sloupnosti. Perinova posloupnost je definovdna nasledujicim predpisem:

3 pokud n =0,
p _ 0 pokud n =1,
") 2 pokud n = 2,

P,_2+ P,_3 jinak.

Proceduru implementujte

(a) jako rekurzivni proceduru

(b) jako iterativni proceduru

(c) pomoci pojmenovaného let
Napiste rekurzivni proceduru vracejici aritmeticky pramér ¢isel v seznamu.
Napiste rekurzivni verzi procedury list-indices, kterou jsme definovali v programu 6.5.
Implementujte Euklidtiv algoritmus na vypocet nejvétsiho spole¢ného délitele.

Naprogramuje proceduru reverse pomoci pojmenovaného let.

SRS LI RN

Dopliite sadu procedur pro préci s polynomy ze sekce 8.6 o:
(a) predikat poly?, ktery zjistuje, zda je jeho argument reprezentaci seznamu

(b) konstruktor poly-roots libovolného poctu argumentt vytvérejici polynom podle vyctu vSech
jeho kotent.

(c) proceduru poly-gcd, kterd pocita nejvétsi spolecny délitel dvou polynomt, a kterd bude imple-
mentaci Euklidova algoritmu na polygomech.

Ukoly k textu
1. Zamyslete se, pro¢ prvni argument specialni formy if neni v koncové pozici. Co by nefungovalo?

2. Urcete slozitosti procedur uvedenych v sekci 8.6.

3. Napiste proceduru pascal, ktera pfijima dva ¢iselné argumenty (x), (y) a vraci prvek pascalova
trojuihelnika na pozici ((x), (y)). Viz piiklady volani:
(pascal 0 0) =1 (pascal 5 1) =5 (pascal 5 3) =10 (pascal 7 3) =35

Urcete slozitost vaseho feSeni.

ResSeni ke cviéenim

1. (define perrin
(lambda (n)
(cond ((= n @) 3)
((=n 1) 0)
((=n2)2)
(else (+ (perrin (- n 2))
(perrin (- n 3)))))))
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(@) (define perrin
(lambda (n)
(define iter
(lambda (a b c i)
(if =1 9)
a
(iter bc (+ ab) (=i DN
(iter 3 0 2 N)))

(b) (define perrin
(lambda (n)
(let iter ((a 3) (b ©) (c 2) (1 n))
(if (k=1 9)
a
(iter b c (+ ab) (- i 1))))))

2. (define arit-means
(lambda numbers
(if (null? numbers)

#f

(let iter ((1 numbers)
(accum 0)
(nr 0))

(if (null? 1)
(/ accum nr)
(iter (cdr 1) (+ accum (car 1)) (+ nr 1)))))))

3. (define list-indices
(lambda (1 elem)
(let find-occurrs
(1 D
(i 9))
(cond ((null? 1) "))
((equal? elem (car 1)) (cons i (find-occurrs (cdr 1) (+ i 1))))
(else (find-occurrs (cdr 1) (+ i 1)))))))

4. (define gcd
(lambda (a b)
(if (= b @)
a
(ged b (modulo a b)))))

5. (define reverse
(lambda (1)
(let iter ((1 1)
(accum “()))
(if (null? 1)
accum
(iter (cdr 1) (cons (car 1) accum))))))
6. (a) (define poly?
(lambda (p)
(or (constant-poly? p)
(and (pair? p)
(let poly-test ((p p)
(last-zero? #f))
(if (null? p)
(hot last-zero?)
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(if (and (pair? p) (number? (car p)))
(poly-test (cdr p) (= (car p) 0))
#£3))3)))

(b) (define poly-roots
(lambda roots
(if (null? roots)
the-unit-poly
(poly* (poly (- (car roots)) 1)
(apply poly-roots (cdr roots))))))
(c) (define poly-gcd
(lambda (p1 p2)
(let ((m (poly-modulo p1 p2)))
(if (zero-poly? m)
p2
(poly—-gcd p2 m)))))
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Lekce 9: Hloubkova rekurze na seznamech

Obsah lekce: V této lekci pokracujeme v problematice rekurzivnich procedur. Nejprve uvedeme nékolik
metod zastaveni rekurze. Déle ukazeme, Ze rekurzivni procedury je mozné vytvaret i bez specidlni formy
define. V dalsi ¢asti lekce predstavime specidlni formu letrec jakozto dalsi variantu formy let umoz-
nujici definovat lokalni rekurzivni procedury. V posledni ¢asti se budeme vénovat hloubkové rekurzi na
seznamech a hloubkovym akumula¢nim procedurdm.

Kli¢ova slova: hloubkova rekurze na seznamech, specialni forma letrec, y-kombinétor, zastaveni rekurze.

9.1 Metody zastaveni rekurze

V piedchozi lekci jsme uvedli mnoZstvi definic rekurzivnich procedur. Limitni podminku rekurzivnich
procedur a vyraz vyhodnoceny po jejim dosazeni jsme pfitom vzdy vyjadfovali pomoci specialnich forem
if nebo cond. Tyto specialni formy jsme tedy v rekurzivnich programech pouZivali k ,zastaveni rekurze”,
to jest k zastaveni postupnych aplikaci téze procedury. Existuji vSak i dalsi metody, kterymi lze zastavit
rekurzi. V této kapitole se budeme vénovat pravé témto metoddm, a ptfikladtim jejich pouZiti.

Rekurzi je mozné zastavit

e pomoci specidlnich forem if a cond
Tato moZnost byla bohaté prezentovana v pfedchazejici lekci. Nyni jen pro srovnani s dalsim bodem,
uvedeme (bez dalsiho komentafe) vlastni implementaci predikatu 1ist?, ktery zjistuje, zda je jeho
argument seznam:

(define list?
(lambda (1)
(if (null? 1)
#t
(and (pair? 1)
(list? (cdr 1))))))

e pomoci specidlnich forem and a or
V definicich 2.22 a 2.23 na stranach 64 a 66 jsme popisovali, jak probihd aplikace téchto specialnich
forem. V obou pifipadech je pro nas dtilezitym rysem to, Ze tyto specialni formy vyhodnocuji své argu-
menty sekven¢né jeden po druhém. Navic plati, Ze vyhodnoceni kazdého z argumentti je podminéno
vysledkem vyhodnoceni pfedchazejictho argumentu. Napfiklad pokud se jeden z argumentti pro and
vyhodnoti na ,nepravda®”, dalsi argumenty jiz nebudou vyhodnocovény. Analogické situace plati pro
or v piipadé, kdy se argument vyhodnoti na , pravda”, viz lekci 2.

Jako ptiklad pouziti téchto specialnich forem k zastaveni rekurze uvedme nejdfive predikat 1ist?,
ktery jsme definovali pfedchozim bodé pomoci specialni formy if:

(define list?
(lambda (1)
(or (null? 1)
(and (pair? 1)
(list? (cdr 1))))))

V téle A\-vyrazu mame tedy pouZitu specidlni formu or. Jejim prvnim argumentem (null? 1). Po
vyhodnoceni tohoto prvniho argumentu mame dvé moZnosti. Bud'to se vyhodnotil na pravdu (seznam
navazany na 1 je prazdny), a pak je pravda vysledkem aplikace specidlni formy or a také vysledkem
aplikace predikatu 1ist?, nebo se vyhodnotil na nepravdu (seznam navézany na 1 je neprazdny) a pak
pokracujeme vyhodnocenim dal$itho argumentu. Tim je seznam

(and (pair? 1) (list? (cdr 1)))

a protoZe se jedna o posledni argument, bude vysledek jeho vyhodnoceni také vysledkem aplikace
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specidlni formy or a tedy i aplikace predikatu 1ist?. Tato ¢ast kddu uz je shodna s alternativni vétvi
specidlni formy if v programu uvedeném v pfedchozim bodé.

Dale miizeme napsat tfeba efektivni verze predikati forall a exists, které jsme poprvé definovali
v lekci 6. Jejich definice uzZ nebudeme podrobné popisovat, jedné se o podobny pfepis jako v pfipadé
predikatu 1ist?:

(define forall
(lambda (f 1)
(or (null? 1)
(and (f (car 1))
(forall f (cdr 1))))))

(define exists
(lambda (f 1)
(and (not (null? 1))
(or (f (car 1))
(exists f (cdr 1))))))

Na prvni pohled by se mohlo zdat, Ze zastaveni rekurze vyuZzivajici specidlni formy and a or lze
pouZzit pouze pii programovani predikéth (procedur vracejicich jako vysledky aplikace pravdivostni
hodnoty). Jako protipfiklad mtiZeme uvést definici procedury fak na vypocet faktorialu:

(define fak
(lambda (n)
(or (and (= n ) 1)
(* n (fak (= n 1))))))

Zatimco u predchozich pfikladt na zastaveni rekurze pomoci specidlnich forem and a or, které byly
definicemi predikatd, je tato definice ponékud nepiehlednd. Tieba v pfipadé predikatu list? jsme
mohli kéd intuitivné &ist jako: ,, Argument 1 je seznam, pokud je to prazdny seznam nebo je to pér a
soucasné druhy prvek tohoto paru je zase seznam.” U definice procedury fak toto provést nelze. Pti
programovani je kromé samotné funkénosti programu potieba dbat i na jeho ¢itelnost a vyse uvedené
rekurzivni procedura pocitajici faktoriél, ktera zastavuje rekurzi pomoci or je spi8 odstrasujici priklad.

i kdyz ,zddnlivé nemd limitni podminku”.

V nékterych pripadech je limitni podminka rekurze v procedufe ,skryta”, tojestje obsaZena az , hloubéji
v téle” procedury. Jako pfiklad uvazujme tfeba proceduru depth-map, ktera pro zadanou proceduru
a seznam, jehoZ prvky mohou byt opétné seznamy, vytvofi seznam, ktery ma stejnou strukturu jako
ptvodni seznam, ale jeho prvku jsou vysledky aplikace zadané procedury na ptivodni prvky seznamu.
Tedy naptiklad:

(depth-map - (1 (2 O (3)) (((4))))) = (=1 (-2 O (=3)) (((-4))))
Definici takto popsané procedury bychom mohli napsat naptiklad takto:

(define depth-map
(lambda (f 1)
(map (lambda (x)
(if (list? x)
(depth-map f x)
f x)))
D»

Procedura na kazdy prvek daného seznamu aplikuje budto sama sebe nebo zadanou proceduru - to
podle toho, jestli se jedna o seznam. K rekurzivni aplikaci , sebe sama” tedy nedojde, pokud seznam
nebude obsahovat dalsi seznamy. Pfima formulace této limitni podminko ovSem nikde v kédu neni,
ale je jaksi rozloZena v pouZiti procedury map a v jejim prvnim argumentu. Dalsim pi¥ikladtim na tento
typ limitni podminky se budeme vénovat v sekci 9.5.
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Jakjiz jsme v predchozilekco naznadili, teoreticky mame rovnéZ moznost ,,nezastavovat rekurzi”, to jest
psét rekurzivni procedury bez limitni podminky. Zatim to ale nema pfili$ velky smysl. Programy pak
generuji nekonecny vypocetni proces, ktery sestdvd z nekoncici série aplikaci jedné procedury. Tteba
néasledujici kod je definici procedury, jejiz aplikace zptisobi nekoncici sérii aplikaci:

(define loop-to-infinity
(lambda ()
(loop-to-infinity)))

Pti pokusu aplikovat 1loop-to-infinity (bez argumentu) dojde k ,,zacykleni vypoctu”.

Jiz v lekci 1 jsme naznacili, Ze bychom si s konceptem ,,if jako procedura” nevystacili. Hlavnim diivodem
k tomuto tvrzenti je fakt, Ze if jako procedura nezastavi rekurzi. P¥i¢inou by pravé byl jeji proceduralni cha-
rakter, ktery zptisobuje, Ze pfed samotnou aplikaci dochazi k vyhodnoceni vSech pifedanych argumentt.
Vyhodnoceny by tedy byly obé ,vétvé” rekurzivni procedury (vZraz nésledujici za limitni podminkou
i predpis rekurze) bez ohledu na vysledek vyhodnoceni podminky. Pfi pouZiti ,,if jako procedury” k za-
staveni rekurze ale jedna z vétvi obsahuje rekurzivni volani procedury, a tak dochazi k nekone¢né smy¢cce
aplikaci této procedury. Viz nasledujici pfiklad, ktery zachycuje pokus o vytvofeni procedury na vypocet
faktorialu pomoci ,,if jako procedury”:

(define if-proc
(lambda (condition expr altex)
(if condition expr altex)))

(define fak-loop
(lambda (n)
(if-proc (= n 1)
1
(* n (fak-loop (- n 1))))))

Timto zptisobem definované procedura fak-1loop bude vZdy cyklit.

9.2 Rekurzivni procedury definované pomoci y-kombinatoru

V lekci 2 jsme vysvétlili vznik uzivatelskych procedur. UzZivatelské procedury vznikaji vyhodnocovanim A-
-vyrazt a kazdou uzivatelskou proceduru I1ze chapatjako trojici hodnot: seznam argumentt, télo, a prostiedi
vzniku. Pfipomerime, Ze na vzniku procedur se nijak nepodili specidlni forma define. V této a pfedchozi
lekci jsme vytvareli procedury, které ve svém téle aplikovaly samy sebe. Tento typ ,sebeaplikace” bylo
mozné provést, protoze symbol, na ktery byla procedura navazédna pomoci def ine, se nachazel v prostfedi
jejtho vzniku. Na prvni pohled se tedy miuze zdat, Ze v pfipadé rekurzivnich procedur hraje define
vyznamnou roli. Tato role sice nespocivéa v samotném vytvofeni procedury (tu méa pofad na starost specialni
forma lambda), ale vumoZznéni odkézat se z téla procedury na sebe sama prostfednictvim hodnoty navédzané
na symbol (jméno procedury) pomoci define. V této kapitole ukdZeme, Ze def ine neni z pohledu aplikace
rekurzivnich procedur potteba, coZ miiZe byt jisté pro fadu ¢tendit prekvapujici zavér.

Procedury vytvofené vyhodnocenim A-vyrazt mohou byt pfimo aplikovény s danymi argumenty. Na-
pfiklad vyhodnoceni vyrazu ((lambda (x) (* 2 x)) 18) vede najednordzovou aplikaci procedury
jez vynésobi sviij argument s dvojkou. Otdzkou je, zda-li jsme schopni definovat ,jednorazovou rekur-
zivni proceduru”, aniZ bychom provedli definici vazby pomoci specialni formy define. Je zfejmé, Ze
pokud mé byt danad procedura rekurzivni, musi mit k dispozici ,,sebe sama” prosttednictvim vazby
nékterého symbolu. Na prvni pohled by se tedy pouZiti define mohlo zdat jako nevyhnutelné.

Nasim cilem tedy bude vytvofit pojmenovanou rekurzivni proceduru bez pouZiti define. Nejprve si
ukaZme, kudy cesta nevede (a proc). Jako modelovou proceduru si vezmeme rekurzivni proceduru na
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vypocet faktoridlu. JelikoZ je nasim tkolem tuto proceduru vytvofit jako pojmenovanou, leckoho mozna
napadne ,,pouze nahradit define pomoci let” nasledujicim zptisobem:

(let ((fak (lambda (n)
(if (=n o)
1
(*n (fak (= n 1))
(fak 6))

Vyhodnoceni pfedchoziho kédy vsak konci chybou, jejiZ vznik by ndAm mél byt v tuto chvili jasny. Pfedchozi
kod je totiz ekvivalentni programu:

((lambda (fak)
(fak 6))
(lambda (n)
(if (=n o)
1
(x n (fak (= n 1))))))

Symbol fak, ktery se nachazi v téle procedury vzniklé vyhodnocenim A-vyrazu (lambda (n) ---) zfejmé
nema zadny vztah k symbol fak, ktery je vdzany v A\-vyrazu (lambda (fak) - - - ). Uvédomte si, Ze procedura
vytvofena vyhodnocenim A-vyrazu (lambda (n) - - - ) vznikla v globalnim prostfedi (kde fak nema vazbu).
Z naprosto stejného dtivodu by chybou skon¢il i nasledujici program, ktery se od pfedchoziho lisi pouzitim
letx misto let (vzhledem k tomu, Ze v pfipadé vytvoreni jedné vazby se 1let* a 1let shoduji se navic jedna
o tyZz program jako v pfedchozim p¥ipadeé).

(let* ((fak (lambda (n)
(if (=n o)
1
(* n (fak (= n 1)))))))
(fak 6))

Problém zavedeni rekurzivni procedury bez define vyfeSime tak, Ze uvazované rekurzivni proceduie
pfedédme sebe sama prostiednictvim nového arqumentu. Naptiklad v p¥ipadé procedury pro vypocet faktoridlu
by situace vypadala nasledovné:

(lambda (fak n)
(if (= n 9)
1
(* nh (fak fak (- n 1)))))

Vsimnéte si, Ze pokud proceduru vytvofenou vyhodnocenim pfedchoziho A-vyrazu aplikujeme s prvnim
argumentem jimz bude ta sama procedura, pak bude zcela legitimné probihat rekurzivni volani, protoze
v téle procedury bude na symbol fak, ktery je nyni jednim z argumentti, navazana pravé volana procedura.
Pochopitelné, pfi rekurzivnim volani musi byt procedura opét pfeddvéna, coz se v kédu promitlo do tvaru
volani (fak fak (-n 1)).Nyni tedy zbyva vyfesit posledni problém, jak zavolat pfedchozi proceduru tak,
aby na svém prvnim argumentu byla tatdz procedura navézéna. K vyfeSeni tohoto problému pouZijeme
takzvany y-kombinator. Pfedtim neZ jej obecné popiSeme si vS§imnéte, Ze pokud se ndm podafi nasledujici
proceduru

(lambda (y)
(yy B))

aplikovat s argumentem jimz bude procedura vznikld vyhodnocenim (lambda (fak n) ---), pak v téle
procedury vzniklé vyhodnocenim (lambda (y) (yy 6)) probéhne aplikace procedury vzniklé vyhodno-
cenim (lambda (fak n) ---), pfitom na prvnim argumentu bude navézéana pravé aplikovana procedura
a druhym argumentem bude ¢islo 6, coZ pfesné povede na pozadovany rekurzivni vypocet. VySe popsanou
aplikaci vsak mtiZeme provést jednoduse spojenim predchozich dvou ¢asti dohromady tak, jak to ukazuje
program 9.1.
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Program 9.1. Rekurzivni procedura pro vypocet faktorialu aplikovana pomoci y-kombinatoru.

((lambda (y)
(v y B))
(lambda (fak n)
(if (=n )
1
(* n (fak fak (= n 1))))))

Kéd v programu 9.1 tedy zptisobi aplikaci rekurzivni procedury pro vypocet faktorialu jejimz prvnim
argumentem je samotné procedura pro vypocet faktoridlu a druhym argumentem je hodnota, pro kterou
chceme faktorial pocitat (v tomto konkrétnim p¥ipadé hodnota 6). Zapis predchoziho kédy bychom mohli
zjednodusit pomoci specialni formy let nasledovné:

(let ((y (lambda (fak n)
(if (=n 9
1
(x n (fak fak (= n 1)))))))
(yy 6))

Principialné se ale jedna o totéZ jako v pfedchozim ptipadé.

Nyni mtiZeme obecné popsat y-kombinator a jeho pouziti pfi zavedeni rekurzivnich procedur. Pod pojmem
y-kombinator mame na mysli pravé A\-vyraz v nasledujicim tvaru:

(lambda (y)
(y vy (argumenty) (arqumenty)--- (arqumenty)))

Argumenty (argument;) - - - (arqument,) v pfedchozim vyrazu reprezentuji argumenty, které chceme pfedat
volané (rekurzivni) procedufe navdzané na symbol y. Prvnim pfedanym argumentem je ovSem hodnota
navéazana na y, tedy samotnd procedura. Proceduru vzniklou vyhodnocenim pfedchoziho A-vyrazu (y-
-kombinatoru) zavoldme s jedinym argumentem jimZ bude procedura n + 1 argumentt. y-kombinator je
tedy cast programu, kterd je odpovédna za aplikaci rekurzioni procedury, konkrétné za aplikaci procedury
spojené s predanim prvniho argumentu jimz je sama procedura. Nésledujici program demonstruje pouZiti
y-kombinatoru pfi aplikaci rekurzivni procedury dvou argumentti (spojeni dvou seznami):

((lambda (y)
(y y list-a list-b))
(lambda (append2 s1 s2)
(if (null? s1)
s2
(cons (car s1) (append2 append2 (cdr s1) s2)))))

Pfedchozi kéd provede spojeni seznamiti navdzanych na symbolech list-aa list-b.

V predchozich prikladech jsme pomoci y-kombinatoru provedli vZdy jen jednu aplikaci procedury. Nic
ale nebrani tomu, abychom rekurzivni proceduru vytvofenou pomoci y-kombinatoru lokalné pojmenovali
prostfednictvim vazby vytvofené specialni formou let a pak ji pouZili opakované. Viz nasledujici piiklad:

(let ((append2
(lambda (list-a list-b)
(let ((y (lambda (append2 s1 s2)
(if (null? s1)
s2
(cons (car s1)
(append2 append2 (cdr s1) s2))))))
(y y list-a list-b)))))
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- oyrazy ---
(append2 (1 2 3) “(a b c))
- oyrazy ---)

Lokélni definici rekurzivnich procedur se budeme zabyvat i v dalsi ¢asti této lekce. Praktické pouziti
y-kombinatorti ukdZeme v lekci 12.

Pozorni ¢tenafi si jisté pamatuji, Ze v sekci 2.5 jsme uvedli nasledujici kéd
((lambda (y) (y y)) (lambda (x) (x x))),

ktery rovnéz zptisobi nekoncici sérii aplikaci téZe procedury. V druhé lekci, kde byl tento kéd poprvé
uveden, jsme si celou situaci mozna nebyli schopni zcela pfedstavit. Nyni se ale na vyse uvedeny kéd
muZzeme divat jako na kod, ve kterém je pouZit y-kombinétor pro rekurzivni aplikaci procedury bez
argumentu. Ve skute¢nosti tedy pouzita proceduru ,jeden argument ma”, diky némuz ma k dispozici
sebe sama.

9.3 Lokalni definice rekurzivnich procedur

V pfedchozi sekci jsme ukézali, Ze pomoci specidlnich forem let a letx nemtZeme lokalné ,definovat”
rekurzivni procedury. Mizeme v8ak b&Znym zptisobem pouzit interni definice. Jako p¥iklad uvedme
proceduru na vypocet kombina¢niho &isla (}) podle vzorce

W)=mon

Proceduru pro vypocet faktoridlu ale budeme definovat lokalné. Mohli bychom ji napfiklad napsat takto:

(define comb
(lambda (n k)
(define fak (lambda (N)
(if K=n 1) 1 (*n (fak (= n 1))
(/ (fak n) (fak k) (fak (- n k)))))

Uvedend definice ma ale jeden zavazny nedostatek. Timto nedostatkem je skute¢nost, Ze pfi kazdém volani
procedury comb vytvaiime stale znovu proceduru pro vypocet faktorialu. To je zbytecné, protoze vytvofeni
této procedury je nezavislé na argumentech procedury comb. To mtiZeme snadno vyftesit tak, Ze nebudeme
proceduru fak definovat v téle procedury comb, ale proceduru comb vytvofime az lokalnim prostfedi ve

kterém bude definovana procedura fak. Kéd definice procedury comb by pak vypadal takto:

(define comb
(let O
(define fak (lambda (n)
(f K= n 1) 1 (xn (fak (= n 1IN
(lambda (n k)
(/ (fak n) (fak k) (fak (- n k))))))

Podobné bychom mohli proceduru comb napsat pomoci dalsi varianty specidlni formy let, a to specialni
formy letrec. Nyni uvedeme definici procedury comb napsanou s pouZitim této specialni formy a vzapéti
tuto specidlni formu podrobné popiseme.

(define comb
(letrec ((fak (lambda (n)
(f K= n 1) 1 (*n (fak (=n 1IN
(lambda (n k)
(/ (fak n) (fak k) (fak (- n k))))I)I)

Ted' tedy k specialni formé letrec:
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Definice 9.1 (Specialni forma letrec). Specidlni forma letrec se pouziva ve stejném tvaru jako specialni
forma letx, tedy ve tvaru

(letrec (((symboly) (element;))
((symboly) (elements))
((symbol,,) (element,,))

(vyrazy)
(vyrazs)

<5yrazm) ),

kde n je nezaporné ¢islo a m je ptirozené &islo; (symboly); (symbols), . .. (symbol,) jsou symboly; (element;),
(elements), ... (element,) a (vyrazi), (viyrazs), ... (vyraz,,) jsou libovolné vyrazy. Cely vyraz nazyvame
letrec-blok, vyrazy (viraz,), (vjrazs), ... (vjraz,,) nazyvame souhrnné télem letrec-bloku.

letrec-blok vyhodnocuje stejnym zptisobem jako vyraz

(let (((symboly) undefined)
((symboly) undefined)

((symbol,,) undefined))

(define (symboly) (element;))
(define (symboly) (elements))

(define (symbol,) (element,))
(vyrazy)
(vyraza)

(vyraz,,)),

kde undefined je specidlni element jazyka zastupujici , nedefinovanou hodnotu®. |
Ptiklad 9.2. letrec-blok ve tvaru

(letrec ((x 10)
(y (+ x 2)))
(list x y)) = (10 12)

se pfepisuje na nasledujici vyraz, ktery je vyhodnocen:

(let ((x undefined)
(y undefined))
(define x 10)
(define y (+ x 2))
(list x y)) = (10 12)

Poznamka 9.3. (a) Standard R°RS jazyka Scheme piesné nezavadi, jak chapat nedefinovanou hodnotu.
Nedefinovana hodnota, ktery hraje roli ve specidlni formé letrec je ve vétsiné interpretti jazyka Scheme
zastoupena specidlnim elementem jazyka. Obvykle je tento element odlisny od elementu , nespecifikovana
hodnota”, ktery jsme zavedli jiz v prvni lekci (pfipomerime, Ze napfiklad vyhodnocenim (if #f #f)
ziskame element zastupujici nespecifikovanou hodnotu). Vzhledem ke zptisobu jakym se pfepisuji letrec-
bloky, miZeme napsat vyraz, jehoZ vysledek vyhodnoceni bude pravé nedefinovana hodnota pouzita jako
pocatecni vazba symbolli v 1letrec-blocich:
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(letrec ((x x)) x) == undefined

(b) Specialni forma letrec je stejné jako ostatni dfive uvedené varianty specidlni formy let nadbyte¢nd
v tom smyslu, Ze jsou nahraditelné jinym kédem.

(c) Narozdil od pouziti specialni formy a 1et* je mozné odkazovat se ve (element, ), (elementsy), . .. (element,)
nejen ,, dozadu” (na vazby definované vyse) ale i ,dopfedu”. Napiiklad nasledujici kéd bude fungovat:

(letrec ((x V)
(y 19))
(list x y)) = (undefined 10)

Vysledkem jeho vyhodnocenti je seznam (undefined 10). Uvedeny kéd se totiz pfepiSe na let-blok

(let ((x undefined)
(y undefined))
(define x y)
(define y 10)
(list x y)) = (undefined 10)

Béhem definice (define x y) je na symbol y navazana nedefinovana hodnota. Proto i po vyhodnoceni
této definice bude na symbol x navazana nedefinovana hodnota. AZ poté je na symbol y navazano ¢islo 1e.
Télo (1ist x y) ptvodniho letrec-bloku je tedy vyhodnoceno na vyraz (undefined 10).

9.4 Implementace vybranych rekurzivnich procedur

V pfedchozich lekcich jsme ukézali implementace mnoha procedur pracujicich se seznamy. Nyni se k nim
vratime a naimplementujeme je s pouzitim rekurze. Nejdfive ale uvedeme implementace samotnych aku-
mulac¢nich procedur foldr a foldl (pro jeden seznam):

(define foldr
(lambda (f basis 1)
(if (null? 1)
basis
(f (car 1) (foldr f basis (cdr 1))))))

Jedna se tedy o rekurzivni proceduru, jejiZ limitni podminkou je prazdnost seznamu. Pokud je tato splnéna
vraci se terminator basis. Jinak je aplikovéna procedura f na prvni prvek seznamu a vysledek rekurzivniho
volani procedury foldr se zkrdcenym seznamem. Nyni pfedejme k definici procedury foldl:

(define foldl
(lambda (f basis 1)
(let iter ((1 1)
(accum basis))
(if (null? 1)
accum
(iter (cdr 1)
(f (car 1) accum))))))

V téle této procedury definujeme a aplikujeme pomocnou proceduru iter. Tato iterativni procedura pfijima
dva argumenty —seznam doposud nezpracovanych prvki 1 (na zacatku cely seznam) a vysledek akumulace
zpracovanych prvkl accum (na zacatku terminator basis). Pokud je seznam 1 prazdny, je vracen accum,
jinak volame proceduru iter se zkrdcenym seznamem 1 a s nabalenim jeho prvniho prvku na argument
accum.

V lekci 6 jsme implementovali mnoho procedur pomoci procedur pro akumulaci na seznamech foldr
a foldl. Se znalosti toho, jak jsou tyto dvé procedury implementovany, je velmi snadné piepsat ukazkové
procedury z lekce 6 na rekurzivni procedury, které ve svém téle nevolaji akumula¢ni procedury. Prepis
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je pfitom v podstaté mechanickou zélezitosti. V této sekci proto uvedeme jen tfi ptiklady, a to proceduru
append na spojovani (libovolného mnoZstvi) seznamti, procedura mapovani procedury pfes libovolny
pocet seznami map a procedura compose na skladani (libovolného mnoZstvi) funkci.

Nejprve tedy uvedeme definici rekurzivni procedury append. Jako prvni nadefinujeme proceduru append2
na spojeni dvou seznamii a pomoci ni napiSeme rozsifeni na libovolny pocet argumentti. Viz program 9.2.
Procedura append zastavuje rekurzi v pfipadé, Ze je pocet jejich argumentti nulovy nebo jednotkovy. Pak je
spojeni trivialni. Jinak dva argumenty spojime pomocnou procedurou append2 a aplikujeme pak append
na mensi pocet argumentti.

Program 9.2. Spojovani seznamti append naprogramované rekurzivné

(define append2
(lambda (11 12)
(if (null? 11) 12
(cons (car 11) (append2 (cdr 11) 12)))))

(define append
(lambda lists
(cond ((null? lists) "))
((rull? (cdr lists)) (car lists))
(else (apply append
(append2 (car lists) (cadr lists))
(cddr lists))))))

Proceduru append bychom mohli napsat i bez pouziti pomocné procedury pro spojeni dvou seznamii
append2. Viz program 9.3. V ném postupné opétné zastavujeme rekurzi v pfipadé, Ze je seznam seznam
uréenych ke spojeni prazdny nebo jednoprvkovy. Problém pak rozkladame na spojeni méné seznamt
(pokud je prvni seznam prazdny), nebo na spojeni stejného poctu seznamt, s tim, Ze prvni z nich je

YV 2

zkraceny o jeden prvek (a tedy strukturdIné jednodussi) a pfipojeni prvku na zac¢atek seznamu.

Program 9.3. Spojovani seznamtli append naprogramované rekurzivné bez pouziti pomocné procedury

(define append
(lambda lists
(cond ((null? lists) "))
((hull? (car lists)) (apply append (cdr lists)))
(else (cons (caar lists)
(apply append
(cons (cdar lists) (cdr lists))))))))

V piedchozi lekci jsme ukazali implementaci rekurzivni procedury map1, (viz program 8.18). Nyni pomoci

ni naimplementujeme proceduru mapovani procedury na libovolny pocet seznamti map. Nasleduje kod
této procedury:

(define map
(lambda (f . lists)
(if (null? (car lists))
O
(cons (apply f (map1 car lists))
(apply map (cons f (map1 cdr lists)))))))
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Posledni procedurou, kterou v této sekci napiSeme, je procedura na skladani libovolného poctu funkci
(procedur reprezentujicich zobrazeni). Takovou proceduru jsme jiZ implementovali v programu 7.10 na
strané 184 pomoci akumula¢ni procedury foldl. Nyni udélame totéZz bez ni. Viz program 9.4.

Program 9.4. Skladani funkci compose bez pouZiti procedury foldl

(define compose
(lambda functions
(let iter ((flist functions)
(f (lambda (x) x)))
(if (null? flist)

f‘

(iter (cdr flist)
(lambda (x)

(Ccar flist) (f x))))))))

V programu 9.4 tedy pomoci pojmenovaného let definujeme a aplikujeme pomocnou proceduru iter
dvou argumentti. Prvni argumentem je seznam funkci ke skladani a druhy je akumula¢ni argument,
kde si pamatujeme prozatimni sloZeni funkci (na zacatku identita) Tato procedura je rekurzivni a pfi
splnéni limitni podminky, kterou je test prdzdnosti seznamu skladanych funkci, akumulaéni argument.
Pfi nesplnéni limitni podminky je rekurzivné volana procedura iter se seznamem funkci bez prvniho
prvku a sloZzeni akumula¢niho argumentu s prvni funkci ze seznam funkci. Viz nasledujici aplikace této
procedury:

(define s (0 1 2 3 4))

(map (compose) s)

(map (compose (lambda (x) (x 2 x))) s)

(map (compose (lambda (x) (* 2 x)) (lambda (x) (* x X))) s)
(map (compose (lambda (x) (x x x)) (lambda (x) (* 2 x))) s)

1234
(624606 8)
(0 4 16 36 64)
(0 2 8 18 32)

1111

9.5 Hloubkova rekurze na seznamech

Doposud jsme vice méné zpracovavali seznamy , prvek po prvku”. V této sekci se budeme zabyvat im-
plementaci rekurzivnich procedur, které pii zpracovani seznamu budou aplikovat samy sebe na ty prvky
seznamil, které jsou opét seznamy. Typicka tloha pattici do tohoto druhu tloh je napiiklad spocitani ato-
mickych prvkt (to jest téch prvki celé struktury, které nejsou seznamy). Dale tieba linearizace seznamu,
tedy vytvofeni seznamu atomickych prvki.

Nyni napiSeme a rozebereme moZznou implementaci uvedenych tloh (pocet atomt a linearizace), poté

se zam&fime na podobnost obou definic a navrhneme zobecnéni. Definici procedury linearizace seznamu
linearize provedeme takto:

(define linearize
(lambda (1)
(cond ((null? 1) "))
((list? (car 1)) (append (linearize (car 1)) (linearize (cdr 1))))
(else (cons (car 1) (linearize (cdr 1)))))))

V této rekurzivni procedufte je limitni podminkou rekurze prazdnost zpracovdvaného seznamu. Je-li této
podminky dosazeno, vraci procedura prazdny seznam. V opa¢ném piipadé (tedy pokud seznam neni
prazdny), zkouméame jeho prvni prvek. JestliZe je tento prvek opét seznam, zlinearizujeme jej procedurou
linearize a procedurou append ji pfipojime ke zlinearizovanému zbytku seznamu. Je-li prvni prvek
atomicky, pfidame jej k linearizaci zbytku seznamu. Timto postupem vytvoiime linearni seznam, ktery
obsahuje vSechny atomické prvky z ptivodniho seznamu. Viz ukazky pouZiti:
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(linearize “()) = O
(linearize ‘(1)) = (1)
(linearize “((1))) = (1
(linearize ‘(1 ((2))) = (1 2)
(linearize (1 ((2)) O (3 (4) B))) = (123 4 5)

Ted’ se zaméfme na druhou uvedenou typickou tlohu, kterou je zjisténi poctu atomickych prvka v dané
hierarchické struktufe. Nasleduje k6d implementace této procedury.

(define atoms
(lambda (1)
(cond ((null? 1) 9)
((1list? (car 1)) (+ (atoms (car 1)) (atoms (cdr 1))))
(else (+ 1 (atoms (cdr 1)))))))

Limitni podminku tvofi, stejné jako v predchozi procedufte, test na prazdnost seznamu. Pokud je tedy
seznam prazdny, je vracena nula. Jinak se zajimdme o to, jestli je prvni prvek tohoto seznamu opétné
seznam. Jestlize ano, se¢teme jeho atomy a atomy ve zbytku seznamu. JestliZe prvni prvek neni seznam,
a tedy je to atomicky prvek, pfi¢teme za néj jedni¢ku k pocétu atomt ve zbytku seznamu. Viz piiklady
aplikace této procedury:

(atoms “()) = 0
(atoms " (1)) = 1
(atoms “((a))) = 1
(atoms (1 ((2))) = 2
(atoms (1 ) 2 (a () (b (@))) (A &) = 7

Pozorny ¢tendf si jisté povsiml nemalé podobnosti uvedenych definic. V obou pfipadech zastavujeme
rekurzi v pfipadé prazdného seznamu. KdyZ byl seznam neprazdny, zajimalo nas, jestli byl jeho prvni prvek
opét seznam nebo ne. V piipadé seznamu jsme rekurzivné volali proceduru pro tento prvni prvek a také
pro zbytek seznamu. Vysledek této aplikace jsme pak zkombinovali pomoci dalsi procedury (append, +).
V piipadé atomického prvku jsme tento prvek zpracovali, a zkombinovali jej (vlastné stejnou procedurou
jako v predchozi vétvi) s vysledkem rekurzivniho vyvolani procedury na zbytek seznamu. Konkrétné
u procedury atoms jsme zpracovali atomicky prvek tak, Ze jsme jej zaménili za jednicku, tu jsme pak secetli
aplikaci procedury +. U procedury linearize jsme uvedli kod:

(else (cons (car 1) (linearize (cdr 1))))
Stejny vyznam by mél kéd, napsany takto:
(else (append (list (car 1)) (linearize (cdr 1)))).

Zpracovani prvku je tedy v tomto pfipadé vytvoreni jednoprvkového seznamu aplikaci procedury list
a procedurou kombinace je procedura append. Tato podobnost ndm umoziiuje vytvofit zobecnéni téchto
procedur — hloubkovou akumula¢ni proceduru depth-accum

(define depth-accum
(lambda (combine nil modifier 1)
(cond ((null? 1) nil)
((list? (car 1)) (combine (depth-accum combine nil modifier (car 1))
(depth-accum combine nil modifier (cdr 1))))
(else (combine (modifier (car 1))
(depth-accum combine nil modifier (cdr 1)))))))

Sjednotili jsme tedy pfedchozi dvé procedury do jedné obecnéjsi. Rozdily v procedurach jsme zahrnuli do
dal3ich argumentti této procedury: combine pro riizné zptisoby kombinace vysledki z rekurzivnich volani
(popf. ze zpracovani atomickych prvkt), nil pro rtizné navratové hodnoty pii splnéni limitni podminky
a modifier pro rizna zpracovani atomickych prvki. Naptiklad aplikace procedur atoms a linearize
bychom mohli nahradit aplikaci procedury depth-accum takto:

(depth-accum + 0 (lambda (x) 1) “(a (b c (d)) e)) = 5
(depth-accum append () list “(a (b c (d)) e)) = (abcde)
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Pomoci procedury depth-accum samoziejmé mtizeme definovat dalsi hloubkové rekurzivni procedury.
Ted uvedeme nékolik dalsich procedur tohoto typu, k jejich vytvofeni pouzijeme pravé proceduru depth-
accum. Prvni z nich bude procedura depth-count zjistujici (hloubkoveé) pocet vyskytt daného atomického
prvku v zadané struktufe. Viz jeji definici:

(define depth-count
(lambda (atom 1)
(depth-accum + 0 (lambda (x)
(if (equal? atom x)
1.0))
1)

Terminatorem je v tomto pfipadé ¢islo nula a kombinaéni procedurou je procedura séitani +. To je vlastné
stejné jako u implementace procedury atoms. Na rozdil od procedury atoms ale nezpracovavame kazdy
atom tak, Ze jej zamérniujeme za &islo jedna, ale bud'to za &islo jedna nebo za é&islo nula v zavislosti na tom,
jestli je tento atom stejny jako zadany element. Pro porovnani elementti jsme pouZili proceduru equal?.
Nésleduji ukazky pouziti takto vytvorené procedury.

(depth-count 1 “()) = 0
(depth-count 1 “(1)) = 1
(depth-count 1 “((1))) =1
(depth-count 1 “(1 (1)) = 2
(depth-count ‘a (1 O 2 (a (O (b (@)) (d e))) = 2

Dale vytvofime predikat depth-find, ktery zjistuje, zda je dany atom pfitomen ve struktufe. K jeji imple-
mentaci opét pouZijeme proceduru hloubkové akumulace na seznamu depth-accum. Predikét depth-find
miizeme implementovat nahledoveé:

(define depth-find
(lambda (x 1)
(depth-accum (lambda (x y) (or x y))
#f
(lambda (y) (equal? x y))
1))

Proceduru depth-accum jsme tedy pouzili témito argumenty: procedura napodobujici specidlni formu or
pro dva argumenty (taktéZ bychom zde misto vytvafeni nové procedury mohli vyuzit proceduru or-proc,
se kterou jsme se jiz setkali v lekci 6). Termindtorem je pravdivostni hodnota nepravda a zpracovanim
atomického prvku zde rozumime vraceni pravdivostni hodnoty podle toho, zda je shodny s hledanym
elementem. Nasleduji ukazky aplikace této procedury.

(depth-find “a (1 O 2 (@ (O (b (@))) (d e))) = #t
(depth—-find ‘b (1 O 2 (a (O (b (@))) (d) e))) = #t
(depth-find 'x (1 O 2 (@ (O (b (@)) (d e))) = #f

Poslednim uZitim procedury depth-accum (ve stavajici podobé), kterou si v této sekci ukaZzeme bude
procedura hloubkové filtrace atomt danych vlastnosti, které zachovava hloubkovou strukturu seznamu.
Pro jeho definici viz program 9.5. Terminatorem je zde prazdny seznam, atomické prvky zpracovavame
tak, Ze pokud spliuji zadany predikat x, aplikujeme na né modifikator modifier, jinak je ponechdvdme
stejné. Procedurou pro kombinaci vysledki je pak konstruktor paru cons. Viz ptiklad aplikace:

(define s (1 () 2 (a (O (b (a))) d e)))

(depth-replace number? - s) = (-1 0O -2 (a (O (b (&) d) e))
(depth-replace symbol? (lambda (x) #f) s) = (1 O 2 (#f (O #f (#))) (#F) #£))

Procedury linearize a atoms, jejichZ definice jsme uvedli na zac¢atku této sekce, bychom samoziejmé
mohli napsat i jinak. Napiiklad pouziti procedur apply a map ndm umozZiuje znatelné zkratit kéd téchto
procedur. Definice procedury linearize by vypadalo takto:
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Program 9.5. Implementace procedury hloubkového nahrazovani atomii depth-replace

(define depth-replace
(lambda (prop? modifier 1)
(depth-accum cons
O
(lambda (z)
(if (prop? z)
(modifier z)
z))
D)

(define linearize
(lambda (1)
(if (list? 1)
(apply append (map linearize 1))
(list 1))))

Procedura linearize nejdfive zkontroluje, zda je jeji argument seznam. JestliZe ne, vytvofime jednoprv-
kovy seznam obsahujici tento prvek. V pfipad¢, ze ano, pomoci procedury map aplikuje sama sebe na kazdy
jeho prvek — dostavame tak seznam, jehoZ prvky jsou linedrni seznamy (bud'to zlinearizované seznamy
z pivodniho seznamu nebo jednoprvkové seznamy vytvorené z atomickych prvki). Tyto seznamy spojime
v jeden aplikaci procedury append.

Obdobnym zptisobem napiSeme proceduru atoms:

(define atoms
(lambda (1)
(if (list? 1)
(apply + (map atoms 1))
1))

Stejné jako v definici procedury linearize jsme nejdiive zjistili, zda je argumentem procedury seznam.
Pokud ne, vracime ¢islo 1. Jinak aplikujeme na kazdy prvek tohoto seznamu pomoci procedury map.
Vysledny seznam ¢isel pak secteme aplikaci procedury scitani.

Nyni se mZzeme zaméfit na zobecnéni inspirované témito dvéma definicemi. Podruhé naprogramujeme
proceduru depth-accum zobeciiujici procedury atoms a linearize timto zptisobem:

(define depth—accum
(lambda (combine modifier 1)
(if (list? 1)
(apply combine (map (lambda (x) (depth-accum combine modifier x)) 1))
(modifier 1))))

Prvky, ve kterych je kédy procedur atoms a linearize liSily jsme shrnuli do argumentti combine a modi-
fier.V porovnani s pfedchozim feSenim ndm tedy odpadl terminator nil.

Funkci pfedchozich procedur atoms a 1inearize bychom mohli vyjadfit pomoci procedury depth-accum
tak jak ukazuji nasledujici piiklady:

(depth-accum append list “(a (b c (d)) e))

(depth-accum + (lambda (x) 1) “(a (b ¢ (d)) e))

Takto definovana procedura depth-accum ma ale dva nedostatky. Procedura pro kombinaci prvkii musi byt
procedurou libovolného poctu argumentti. To proto, Ze ji aplikujeme pomoci procedury apply na seznam
jehoz délku piedem nezndme. Druhym nedostatkem je skute¢nost Ze procedura depth-accum funguje
i kdyZ jejim poslednim argumentem nebude seznam.
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Zatimco s druhym nedostatkem bychom se mohli docela klidné smifit, prvni nedostatek ndm nové feSeni
jaksi degraduje v porovnéni s pfedchozim. Napfiklad nemtiZeme piimo pfepsat proceduru depth-replace
z programu 9.5, protoZe tam jsme ke kombinaci pouZivali proceduru cons, ktera pfijima pfesné dva argu-
menty. Tento nedostatek bychom mohli odstranit napfiklad tak, Ze bychom z libovolné monoid4lni operace
vytvéreli pfislusnou operaci libovolného poctu argumentti. To bychom mohli provadét tfeba pomoci takto
nadefinované procedury:

(define arbitrary
(lambda (f nil)
(lambda 1
(foldr f nil 1))))

Takto mtiZeme pomoci depth-accum piepsat proceduru depth-replace, kterou jsme definovali v pro-
gramu 9.5. V kédu tak z procedury cons vytvoiime proceduru libovolného mnoZstvi argumentti. K tomu
ale potfebujeme doplnit neutrdlni prvek. Ta hraje v podstaté stejnou tlohu jako terminator v pfedchozi
verzi. TakZe se tak pfipravujeme o vyhodu mensiho poc¢tu argumentt.

(define depth-replace
(lambda (prop? modifier 1)
(depth-accum (arbitrary cons “())
(lambda (z) (if (prop? z) (modifier z) z))
D»

V zavéru této sekce se podivame na praktické vyuziti hloubkové rekurze. Pfedstavme si, mame tabulku
naplnénou ¢iselnymi tidaji a Ze mame zpracovavat vyrazy zadané uZivatelem. Tyto uZivatelem zadané

vyrazy obsahuji odkazy do datové tabulky, coz jsou péry ve tvaru (#ddek . sloupec). Pro pfesnéjsi piedstavu
uvedme piiklad takové tabulky a ptiklad takového vyrazu:

(define tab

‘(1100110 30)
(6221010 4005)
(21061502131
(321504111
(21205 13112)
(6130000112

+ 1@ .2 (22 . 4)))

Vyhodnoceni uvedeného vyrazu pfirozené skonéi chybou. Nasim prvnim zdmérem tedy bude proceduru
query->sexpr nahrazujici tyto pary ve tvaru (#idek . sloupec) seznamy (table-ref fidek sloupec).Ktomu
pouZzijeme proceduru depth-replace, kterou jsme definovali v programu 9.5.

(define query->sexpr
(lambda (expr)
(depth-replace pair?
(lambda (x)
(let ((row (car x))
(col (cdr x)))
(list ’“table-ref row col)))
expr)))

Viz ptiklad pouZiti:
(query->sexpr "(+ 1 (3 . 2) (x 2 (2 . 4))))
= (+ 1 (table-ref 3 2) (* 2 (table-ref 2 4)))

Proceduru query->sexpr ted vyuzijeme k vytvoreni procedury vyssiho fadu query->proc, ktera pfijima
jeden argument, kterym je procedura, kterd je pouzita jako procedura dereference do datové tabulky.
Provedeme to tak, Ze vyraz, ktery je vracen procedurou query->sexpr ,obalime” kontextem
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(lambda (table-ref) ---)

a takto vznikly A-vyraz vyhodnotime procedurou eval. Viz nésledujici kod:

(define query->proc
(lambda (expr)
(eval (list ‘lambda ’(table-ref) (query->sexpr expr)))))

Zde uvadime pfiklad aplikace:

((query->proc “(+ 1 (3 . 2) (* 2 (2 . 4))))
(lambda (row col) (list-ref (list-ref tab row) col))) = 13

Pomoci této procedury query->proc muzeme definovat proceduru pro vyhodnoceni vyrazu s odkazy
do tabulky vzhledem ke konkrétni tabulce. Procedura eval-in-table bude brat dva argumenty: vyraz
a tabulku. Ve svém téle pak aplikaci procedury query->proc vytvoii proceduru (viz vyse), kterou aplikuje
na proceduru pro pfistup k tdaji v tabulce. Procedura pro piistup je pfitom jen dvojnasobna aplikace
procedury list-ref. Viz definici procedury eval-in-table a po ni nasledujici p¥iklady pouziti:

(define eval-in-table
(lambda (expr table)
((query—->proc expr)
(lambda (row col)
(list-ref (list-ref table row) col)))))

(eval-in-table “(+ 1 2) tab) = 3
(eval-in-table "(+ 1 (1 . 7)) tab) = b5
(eval-in-table "(+ 1 (3 . 2) (%« 2 (2 . 4))) tab) == 13

Proceduru table-ref pfitom mtZeme realizovat riznymi zptsoby. Dokonce miizeme opustit ptivodné
zamysleny format tabulky, jako seznam seznamii, pracovat napiiklad s linedrnim seznamem. Tuto variantu
zachycuje nasledujici program:

(define eval-in-linear-list
(lambda (expr 1 cols)
((query->proc expr)
(lambda (row col)
(list-ref 1 (+ (* cols row) col))))))

(eval-in-linear-list ‘(list (0 . ©9) ‘blah (1 . 7) ‘halb (2 . 5))
(10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
11 21 31 41 51 61 71 81 91 101
12 22 32 42 52 62 72 82 92 102)
19) = (10 blah 81 halb 62)

Shrnuti

V této lekci jsme pokracovali v problematice rekurzivnich procedur. Ukédzali rizné zptisoby specifikace
limitni podminky v rekurzivnich procedurach a vysvétlili jsme, pro¢ by ,,if jako procedura” nebyla pou-
Zitelna pro zastavovani rekurze. Dale jsme se zabyvali otdzkou, zda je specidlni forma define nutné pro
vytvéareni rekurzivnich procedur, a ukazali jsme Ze rekurzi mtizeme zajistit i pomoci konstruktu nazyvaného
y-kombinator. V dalsi ¢asti lekce jsme pfedstavili specialni formu letrec, kterd umozZnuje definovat lokalni
rekurzivni procedury. V zavéru lekce jsme se pak vénovali hloubkové rekurzi na seznamech a hloubkovym

akumulaénim procedurdm.

Pojmy k zapamatovani

e metody zastaveni rekurze
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y-kombinator
hloubkové rekurze na seznamech
e atom

linearizace seznamu

Nové pfedstavené prvky jazyka Scheme
o element nedefinovand hodnota
e specialni forma letrec

Kontrolni otazky
1. Jakymi zpiisoby lze zastavit rekurzi?
Proc¢ if jako procedura nezastavi rekurzi?
Jakou md roli specidlni forma def ine pri psani rekurzionich procedur.
Co je to y-kombindtor?
Jak se pouzivi specidlni forma letrec?
Na jaké vyrazy se prepisuji letrec-bloky?
Co je to nedefinovand hodnota?

N kW

Co se mysli hloubkovou rekurzi na seznamech?

Cviceni
1. pomoci y-kombinétoru naprogramujte nasledujici procedury:
e proceduru pro vypocet n-tého Fibonacciho ¢isla fib
e mapovéani procedury pfes jeden seznam map 1
e linearizace seznamu linearize

2. Implementujte nasledujici procedury bez pouziti procedury depth-accum:
e depth-filter —hloubkova filtrace na seznamu

e depth-map — hloubkové mapovani procedury pies seznam

o atom? — predikét zjiStujici, jestli je element atomem seznamu
3. Implementujte procedury z piedchoziho tikolu pomoci prvni verze depth-accum.
4. Implementujte procedury z piedchoziho tikolu pomoci druhé verze depth-accum.

Ukoly k textu

1. Popiste rozdil mezi specidlni formou letrec a specidlni formou let+ z tikolil k textu lekce 2. Napiste
kéd, jehoz vysledek vyhodnoceni se bude lisit pfi pouziti téchto specidlnich forem.

2. Implementuje nékterou proceduru provadeéjici hloubkovou rekurzi na seznamech (napiiklad depth-
count, depth-find nebo depth-accum) pomoci y-kombinéatoru. Existuje néjaky principidlni rozdil
pfi pouZiti y-kombinatoru pro hloubkovou a béZnou rekurzi? Vysvétlete proc¢ ano ¢i pro¢ ne.

Reseni ke cvidenim
1. e ;, fib
(lambda (n)

((lambda (y)
(yyn)

(lambda (fib n)
(if K= n 1 n

(+ (fib fib (- n 1))
(fib fib (- n 2)))))))
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o ;; mapi
(lambda (f 1)
((lambda (y)
(yy f 1)
(lambda (map1 f 1)
(if (null? 1)
Q)
(cons (f (car 1))
(map1 map1 £ (cdr 1)))))))
e ;;, linearize
(lambda (1)
((lambda (y)
(v y 1))
(lambda (lin 1)
(cond ((null? 1) "))
((list? (car 1)) (append (lin lin (car 1)) (lin lin (cdr 1))))
(else (cons (car 1) (lin lin (cdr 1))))))))

2. (define depth-filter
(lambda (p? 1)
(cond ((null? 1) "))
((1list? (car 1)) (cons (depth-filter p? (car 1))
(depth-filter p? (cdr 1))))
((p? (car 1)) (cons (car 1) (depth-filter p? (cdr 1))))
(#t (depth-filter p? (cdr 1))))))

e (define depth-map
(lambda (f 1)
(cond ((null? 1) "))
((list? (car 1)) (cons (depth-map f (car 1))
(depth-map f (cdr 1))))
(#t (cons (f (car 1)) (depth-map f (cdr 1)))))))

o (define atom?
(lambda (a 1)
(if (null? 1) #f
(or (if (list? (car 1))
(atom? a (car 1))
(equal? (car 1) a))
(atom? a (cdr 1))))))
3. e (define depth-filter
(lambda (pred? 1)
(depth-accum (lambda (x y)
(if (null? x)
Y
(cons x y)))
O
(lambda (x) (if (pred? x) x “()))
1))
o (define depth-map
(lambda (f 1)
(depth-accum cons () f 1)))
o (define atom?
(lambda (a 1)
(depth-accum (lambda (x y) (or x y)) #f (lambda(x) (equal? a x)) 1)))
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4. e (define depth-filter
(lambda (pred? 1)
(depth-accum (arbitrary (lambda (x y)
(if (null? x)
Y
(cons x ¥))) "))
(lambda (x) (if (pred? x) x “()))
1)
o (define depth-map
(lambda (f 1)
(depth-accum list f 1)))

o (define atom?
(lambda (a 1)
(depth-accum (arbitrary (lambda (x y) (or x y)) #f)
(lambda(x) (equal? a x)) 1)))
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Lekce 10: Kombinatorika na seznamech, reprezentace stromti a mnozin

Obsah lekce: Tato lekce obsahuje pokrocilejsi ptiklady slouZzici k procvic¢eni prace s hierarchickymi daty.
V prvni &ésti lekce se budeme zabyvat reprezentaci stromt pomoci seznamu a jejich prohledavanim do
hloubky a do $itky. Déle ukdZeme reprezentaci mnoZin pomoci uspofddanych seznamii a pomoci binarnich
vyhledavacich stromt. Zavér lekce je vénovan kombinatorice na seznamech.

Kli¢ova slova: kombinatorika na seznamech, reprezentace mnoZin, stromy.

10.1 Reprezentace n-arnich stromt

Prvni sada piikladt se tyka n-arnich stromt (dale v této sekci budeme pouZivat pojmenovani strom).
Nejdiive popiSeme reprezentaci téchto struktur, poté nadefinujeme piislusny konstruktor a selektory. V za-
véru sekce pak budeme realizovat algoritmy pro priichod stromem do hloubky a do Siiky.

Za strom budeme povaZzovat jakykoli seznam, ktery, pokud je neprazdny, ma za prvky ocasu dalsi stromy.
Hlavu seznamu pfitom nazyvame hodnota a prvky ocasu nazyvame podstromy nebo téZ vétve stromu. Proky
stromu rozumime hodnotu stromu a prvky jeho vétvi. Stromy, které nemaji podstromy nebo jsou vSechny
jejich podstromy prazdné, nazyvame listy.
Napftiklad strom nakresleny na obrazku 10.1 je reprezentovan seznamem ve tvaru

(@ (b) (c (e) (£ (@ () (1 (I ).

Vétve tohoto stromu jsou reprezentovany seznamy (b), (c (e) (f (g) (h) (i (j)))) a (d). Hodnota
stromu je a. Prvky stromu jsoua, b, c,d, e, f, g, h,ia j.

Obréazek 10.1. Pfiklad n-arniho stromu

Nésleduje definice konstruktoru a selektorti pro uvaZovanou reprezentaci stromf:

(define make-tree
(lambda (val . subtrees)
(cons val subtrees)))

(define get-val car)

(define get-branches
(lambda (x)
(if (null? x) ") (cdr x))))

Dale uvadime predikét tree? zjistujici zda je jeho argument reprezentace stromu. Predikat tedy zjisti, jestli
se jedna o seznam a v piipadé Ze ano, zjisti jestli jsou jeho prvky (vyjma prvniho) téZ reprezentace stromu.
Implementace je velmi pfimocard, vyuzivame v ni predikatu forall, ktery jsme zavedli v lekci 6.
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(define tree?
(lambda (x)
(and (list? x)
(forall tree? (cdr x)))))

Dalsi procedury, které naimplementujeme v této sekci, jsou selektory vracejici konkrétni vétve. Piesnéji
selektor left-branch vracejici k-tou vétev zleva a selektor right-branch vracejici k-tou vétev zprava.
Pfitom budeme chtit, aby pro k, které bude zdporné, nebo vési nebo rovno poctu vétvi vracel selektor
prazdny strom (prazdny seznam). Néasleduje definice selektorti:

(define left-branch
(lambda (tree k)
(if (or (K k 0) (null? tree))
O
(let iter ((branches (cdr tree))
(k k)
(cond ((null? branches) “())

((= k ) (car branches))
(else (iter (cdr branches) (- k 1))))))))

YN Z Mz

Procedura left-branch nejprve ovéfi, zda nebylo zadano zaporné ¢islo a zda zadany strom neni prazdny.
Pokud ano, vraci prdzdny strom. V opa¢ném piipadé pomociiterativni procedury iter, postupné ,odjima”
podstromy, dokud nedojde na konec seznamu podstromt — pak vraci prazdny strom —nebo dokud nenajde
pozadovany podstrom. Proceduru right-branch pak lze vytvorit jednoduse pomoci procedury left-
branch. Viz jeji nasledujici definici:

(define right-branch

(lambda (tree k)
(left-branch tree (- (length tree) k 2))))

Nyni budeme realizovat algoritmy priichodu stromu do hloubky a priichodu stromu do hloubky. Prticho-
dem stromu pfitom myslime proceduru, ktera postupné ,zpracuje” véechny prvky stromu. Pod pojmem
,zpracovani prvk” budeme mit na mysli konstrukci seznamu prvk v podstromech v tom potadi, v jakém
je navstévujeme. Dale uvedené algoritmy se lisi pravé v pofadi, v jakém prvky stromu zpracovavaji. Pi
prichodu stromu do hloubky je strom zpracovavan ,po vétvich”, pfi priichodu stromu do $itky je strom
zpracovavan ,po patrech”. Viz ilustraci na obrazku 10.2. Procedura dfs uvedena v programu 10.1 pro

Obrazek 10.2. Ukazka prichodu do sitky (uprostfed) a do hloubky (vpravo).

prichod stromu do hloubky vraci prazdny seznam pro prazdny strom. Jinak vezme vétve stromu a projde
je do hloubky (aplikaci sebe sama), vysledné seznamy spoji a pfida k nim hodnotu stromu.

A

Procedura bfs uvedend v programu 10.2 pro prtchod stromu do Sifky vyuZivd pomocnou proceduru
aux, ktera si ve svém argumentu pamatuje seznam stromt ur¢enych k prichodu. Pokud je tento seznam
prazdny, vraci prazdny seznam. Jinak vezme hodnoty za vSech stromti v seznamu. V dal$im kroku je pak
tento seznam tvofen podstromy téchto stromi. Tim jakoby ,sestoupime o jedno patro”.
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Program 10.1. Prohleddvani stromu do hloubky.

(define dfs
(lambda (tree)
(if (null? tree) Q)
(cons (get-val tree)
(apply append (map dfs (get-branches tree)))))))

Program 10.2. Prohleddvani stromu do $itky.

(define bfs
(lambda (tree)
(let aux ((tree (list tree)))
(if (null? tree) QO
(append (map get-val tree)
(aux (apply append (map get-branches tree))))))))

10.2 Reprezentace mnozin pomoci uspofddanych seznamiu

V sekci 6.5 jsme ukazali, jak se daji reprezentovat kone¢né mnoziny pomoci seznam@i neobsahujicich
vicendsobné vyskyty prvki (duplicity). V této ¢asti pfedvedeme jinou moZnost reprezentace mnozin. Za
mnoziny budeme povazovat seznamy bez vicendsobnych vyskyt prvkd, které jsou navic uspofadané.
Tedy napftiklad seznam (5 8 2 4 9), ktery byl v sekci 6.5 platnou reprezentaci mnoZziny, neni uspofaddany
(podle usporadani danym predikatem <=), a proto neni reprezentaci mnoZiny pro tuto sekci. Platnou
reprezentaci této mnoziny by pak byl seznam (2 4 5 8 9).

Yevs

Toto zpfisnéni reprezentace ndm umozni psat efektivnéjsi procedury, nez jsou ty ze sekce 6.5. Na druhou
stranu ale musime mit dané néjaké rozumné linedrni uspofddani (rozumné ve smyslu slozitosti — ovéfent,
zda-li je jeden prvek mensi nebo roven neZz druhy musi mit pfijatelnou ¢asovou a prostorovou sloZzitost).
Také kéd procedur pro tuto reprezentaci bude mnohem méné prehledny, coz mize vést ke vzniku chyb pii
jejich implementaci. Proto je nutné provadét dusledné testovani.

U nasledujicich procedur (in?, cons-set, union a inter) budeme uvaZovat jen ¢iselné mnoZiny a uspo-
fadéni dané predikatem <=. U kazdé z téchto procedur nejdfive nazna¢ime, jak pracuji, uvedeme jejich
definici s popisem kédu a priklady aplikace.

Prvni procedura — predikéat in? —bude vyuZzivat uspofddéani seznamu k rychlejS$imu zjisténi nepfitomnosti
daného prvku v mnoziné. Tato procedura bude postupné prochazet pfes prvky seznamu dokud nenarazi
na prvek, ktery je shodny s hledanym prvkem, dokud neprojde vSechny prvky, nebo dokud nenarazi na
prvek, ktery je vétsi nez ten hledany. Pravé posledni pfipad zastaveni je pfinosem zpiisnéni reprezentace
mnoziny. Viz nasledujici definici predikatu in7:

(define in?
(lambda (x set)
(cond ((or (null? set) (K x (car set))) #f)
((= x (car set)) #t)
(else (in? x (cdr set))))))

V této rekurzivni procedufe zastavujeme rekurzi pfi zjisténi, Ze je seznam prazdny, nebo Ze je prvni prvek
seznamu vétsi nez hledany prvek. V tom pfipadé je jisté, Ze hledany prvek v mnoZziné neni, a tak je vracena
nepravda #f. Dale zastavujeme rekurzi, pokud je prvni prvek seznamu shodny s hledanym prvek, a tehdy
je vracena pravda #t. Zastaveni rekurze je v kodu zahrnuto v prvnich dvou vétvich specidlni formy cond.
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V piipadé, Ze neni splnéna ani jedna z téchto limitnich podminek, je predikat in rekurzivné aplikovan na
seznam bez prvniho prvku. Nasleduji pfiklady aplikace:

(in? 3 7)) = #f
(in? 3 "(1 2)) = #f
(in? 3 (1 2 3 4)) = #t
(in? 3 "(1 2 4)) = #f

Druhou procedurou je konstruktor mnoziny cons-set. Ten mé zatfidit zadany element do dané mnoZiny,
pokud uZ tam tento element neni. Ta bude prochazet seznam reprezentujici mnoZzinu podobnym zptisobem
jako predikat in?. Pfinosem zpfisnéni reprezentace je opétné to, Ze miizeme diive zjistit nepfitomnost
prvku. Implementace této procedury se bude jen malo liSit od implementace predikatu in?. Viz definici:

(define cons-set
(lambda (x set)
(cond ((Null? set) (list x))
((= x (car set)) set)
((<= (car set) x) (cons (car set) (cons-set x (cdr set))))
(else (cons x set)))))

V téle této procedury zastavujeme rekurzi v piipad€, Ze je mnoZina prazdné a v tom pfipadé vracime
jednoprvkovy seznam obsahujici pfidany prvek. Déle zastavujeme rekurzi pfi zjisténi, Ze je prvni prvek
seznamu shodny s pfidavanym elementem a tehdy vracime ptivodni seznam bez jakékoli zmény, protoZe je
v ném piidavany prvek uz obsaZzen. Posledni limitni podminkou je skute¢nost, Ze prvni prvek seznamu je
vétsi, nez pfidavany element. Pokud je tato podminka splnéna, znamena to, Ze jsme nasli misto, kam ma byt
prvek pfidan. Pokud neni splnéna zadna z limitnich podminek, pak rozklddame problém na p¥idani prvku
do seznamu (konstruktorem cons), a pfidavani prvku do mensi mnoZiny (tedy mnoZiny reprezentované
strukturdlné jednodussim seznamem). Nésleduji pfiklady pouZiti procedury cons-set.

(cons-set 3 ")) = O
(cons-set 3 (1 2)) = (12 3)
(cons-set 3 (1 23 4)) = (123 4)
(cons-set 3 (1 2 4)) = (123 4)

Dalsi dvé procedury uvedené v této sekci pfedstavuji mnoZzinové operace sjednoceni a primiku. ProtoZe se
jedna o slozitéjsi procedury, ukdZeme nejdfive to, jak pracuji na konkrétnim pfipadé a pak az se zaméiime
na konkrétni implementaci.

U operace sjednoceni mnozin zpracovavame soucasné dva seznamy reprezentujici mnoziny. S témito se-
znamy provadime slévani, podobné jako tomu bylo u procedury merge v sekci 8.5. Jedinym rozdilem je to,
Ze sledujeme i moznost, Ze by pfi pribézném zpracovani seznamii nastala skutecnost, Ze tyto seznamy maji
stejny prvni prvek. V tom pfipadé zarfadime tento prvek do vysledného seznamu a odebereme jej z obou
seznamul. Tim zamezime vzniku duplicit ve vysledném seznamu, které by nastaly pfi bézZném slévani. Viz
priklad:

seznam A seznam B proky zatazené do AU B
(24067 (123 45) 1
(24867 (2 3 4 5) 2
(467 (3 4 5) 3
(467 (4 5) 4
(6 M (5 5
(6 7 O 6 7, visledek AUB: (1 23 456 7)

Nésleduje definice procedury union:

(define union
(lambda (set-A set-8)
(cond ((Null? set-A) set-8)
((null? set-B) set-A)
((= (car set-A) (car set-B))
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(cons (car set-A)
(union (cdr set-A) (cdr set-B8))))
((<= (car set-A) (car set-B))
(cons (car set-A)
(union (cdr set-A) set-B8)))
(else (cons (car set-B) (union set-A (cdr set-8)))))))

Limitni podminkou je test na prazdnost alespori jednoho ze seznamii. Pokud je tato podminka splnéna,
vracime druhy ze seznami (ten, ktery neni prazdny). To je vyjaddfeno prvnimi dvéma vétvemi specidlni
formy cond. Jinak rozliSujeme tyto moZnosti:

e Oba seznamy zacinaji stejnym prvkem. Pak tento spole¢ny prvek pfiddme na zacatek sjednoceni
mnozin bez tohoto prvku. To je zahrnuto v tfeti vétvi formy cond.

¢ Jeden seznam zacind mensim prvkem neZ druhy seznam. V tom pifipadé sjednotime seznamy bez
tohoto nejmensiho prvku, a tento prvek pfiddme do vysledku. Tato moZnost je vyjadfena poslednimi
dvéma vétvemi formy cond

Viz priklady aplikace:

(union ") ")) = QO

(union ") (1 2 3 4 5)) (123 45)
(union (2 46 7) ")) = (2486 7)
(union (2 46 7) (1 2 3 4 5)) = (1234586 7)

Podobné pracuje i procedura inter na vypocet priniku mnozin. Prvky do vysledné mnoziny ale zatfazu-
jeme jen v pfipadé, Ze se vyskytuji v obou seznamech. Takové se ndm pii pribéZzném zpracovani dostanou
na zacatek seznamu. Viz nasledujici p¥iklad:

seznam A seznam B proky zatazené do AN B
(2467 (123465)
(246 7) (2 3 4 5) 2
(467 (3 4 5)
(467 (4 5) 4
(6 7 (5)
(CI! O visledek AN B: (2 4)

Nésleduje implementace procedury inter:

(define inter
(lambda (set-A set-B)
(cond ((or (Null? set-8) (null? set-A)) "))
((= (car set-A) (car set-B))
(cons (car set-A)
(inter (cdr set-A) (cdr set-8))))

((K= (car set-A) (car set-B)) (inter (cdr set-A) set-B))
(else (inter set-A (cdr set-B8))))))

Procedura inter zastavuje rekurzi v pfipad¢, Ze alespor jeden ze seznamti je prazdny. V takovém piipadé
je vysledkem prdzdna mnoZina. Pokud oba seznamy zacinaji stejnym elementem, pfiddme tento spole¢ny
element do priniku mnoZin bez tohoto elementu. Jinak pouze ,,odjimdme” nejmensi prvky ze seznam.

Viz ptiklady aplikace:

(inter ") “O)) = O
(inter ") (1 2 3 4 5)) = O
(inter (2 486 7) ")) = QO
(inter (2 46 7) (123 45) = (24
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10.3 Reprezentace mnoZin pomoci binarnich vyhledavacich stromi

V této sekci ukazeme daldi moZnost, jak reprezentovat mnoziny. Jedna se o reprezentaci pomoci binarnich
vyhledéavacich stromt. Bindrnim vyhledavacim stromem vzhledem k uspofadani < rozumime:

e prazdny strom

o strom, ktery mé pravé dva podstromy. Tyto podstromy nazyvame pravy podstrom a levy podstrom. Jsou-li
tyto podstromy neprazdné, musi platit, Ze hodnota levého podstromu je mensi vzhledem k usporadani
< neZ hodnota stromu a hodnota pravého podstromu je vétsi vzhledem k uspofddani < neZ hodnota
stromu.

Bindrni vyhled4vaci stromy budeme reprezentovat stejné jako n-arni stromy uvedené v sekci 10.1. Tomu
budou odpovidat i konstruktory a selektory pro binarni strom.

(define make-tree
(lambda (value left rignht)
(list value left right)))

(define make-leaf
(lambda (value)
(make-tree value ‘() “())))

(define tree-value car)
(define tree-left cadr)
(define tree-right caddr)

Pomoci téchto struktur budeme reprezentovat mnoZiny. NapiSseme predikat in? zjistujici, zda je zadany
prvek v mnoZzing, a konstruktor cons-tree pfidavajici prvek do mnoziny. Pfi implementaci téchto procedur
budeme uvaZovat stromy reprezentujici mnoziny ¢isel a usporadani dané predikatem <=.

Procedura in? zastavuje rekurzi v pfipadé, Ze zkoumany strom je prazdny — pak vraci nepravdu — nebo
v piipadé, Ze hodnota stromu je shodna s hledanym prvkem — pak vraci pravdu. Pokud ani jedna z téchto
limitnich podminek podminek neni splnéna, pokracuje hleddnim prvku v levém nebo v pravém podstromu,
to podle porovnani hledaného prvku a hodnoty stromu.

(define in?
(lambda (x tree)
(cond ((Null? tree) #f)
((= x (tree-value tree)) #t)
((K x (tree-value tree)) (in? x (tree-left tree)))
(else (in? x (tree-right tree))))))

Procedura konstrukce mnoziny reprezentované stromem také zastavuje v pfipadé, Ze je strom prazdny.
Tehdy vraci jednoprvkovy strom vytvofeny procedurou make-leaf. Zastavuje také, pokud je hodnota
stromu rovna pfidavanému prvku. V tom pfipadé je prvek uz ve stromu piitomen a ten se jeho pfidanim
nezméni, a je tedy vracen ptvodni strom. Jinak je vytvofen novy strom do jehoZ levého nebo pravého
podstromu (v zévislosti na porovnani vkladaného prvku a hodnoty stromu) je vloZen pfidavany prvek
(pouzitim procedury cons-tree).

(define cons-tree
(lambda (x tree)
(cond ((ull? tree) (make-leaf x))
((= x (tree-value tree)) tree)
(K x (tree-value tree))
(make-tree (tree-value tree)
(cons—-tree x (tree-left tree))
(tree-right tree)))
(else
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Program 10.3. Vypocet potenni mnoziny.

(define power-set
(lambda (set)
(if (null? set)
“CO)
(append (map (lambda (x)
(cons (car set) x))
(power-set (cdr set)))
(power-set (cdr set))))))

Program 10.4. Efektivnéjsi vypocet potencni mnoZiny.

(define power-set
(lambda (set)
(if (null? set)
€O

(let ((power-rest (power-set (cdr set))))

(append (map (lambda (x)
(cons (car set) x))

power-rest)
power-rest)))))

(make-tree (tree-value tree)
(tree-left tree)
(cons-tree x (tree-right tree)))))))

10.4 Kombinatorika na seznamech

V této posledni sekci pfedvedeme nékolik piikladdi na vypocet kombinatorickych tloh nad seznamy.
Budeme napfiklad hledat vSechny podmnoZziny mnoZiny reprezentované seznamem bez vicenasobnych
vyskytd prvkd, vSechny permutace, vSechny k-prvkové kombinace nebo k-prvkové kombinace prvki
zadané mnoziny.

Vypocet potenéni mnoziny 24 (mnoZiny véech podmnoZin mnoziny A) vytvofime podle tohoto rekurziv-
niho pfepisu:

o {0 pokud A = 0,
=\ glaz.} U{{al} UB|B € 2{a2,...}} pokud A = {ay,aq,. ..} je neprazdna.

Pokud zadand mnoZzina A = {a1,as, ...} neni prazdna, vypocteme nejdfive potenéni mnozinu jeji pod-
mnoziny {as, ... }. Do vysledné mnoziny pak zafadime v8echny prvky této potenéni mnoziny ,jakoby dva-
krat”. Jednou to budou pfimo tyto mnoZziny, podruhé tyto mnoZiny s pfidanym prvkem a;. Program 10.3
je pfimym piepisem pravé uvedeného popisu. VSimnéte si, Ze se v programu 10.3 vyskytuje dvakrat vyraz
(power-set (cdr set)). Vypocet miZeme zefektivnit pomoci lokalni vazby tak, jak je uvedeno v pro-
gramu 10.4. Dtsledkem, Ze poten¢ni mnoZinu podmnoZiny pocitdme jen jednou, bude nejen kratsi cas
vypoctu, ale také struktura vysledného seznamu bude vypadat jinak (viz obrazek 10.3, vlevo je vysledek
pro ptvodni proceduru, vpravo je vysledek pro novou proceduru). Z &isté funkcionalnitho pohledu na
seznamy, ktery jsme doposud uplatiiovali, je to v8ak principialné jedno.

Dale sebudeme zabyvat vypoctem vSech permutacin prvk. Budeme to provadét tak, Ze postupné projdeme
vSech n prvkii seznamu. Pro kaZdy vytvofime seznam permutaci majicich na zac¢atku pravé tento prvek. Ty
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Obrazek 10.3. Vysledek aplikace staré a vylepsené verze power-set pro argument (a b).

— [ [ [+—{O] O] — [

als7—p[ O] L'1b|()| al

Program 10.5. Vypocet vSech permutaci prvkii mnozZiny.

(define permutation
(lambda (1)
(if (nhull? 1)
)
(let perm
((base 1)
(p-set (cdr 1)))
(if (null? base)
O
(append
(map (lambda (x)
(cons (car base) x))
(permutation p-set))
(perm (cdr base)
(cdr (append p-set (list (car base)))))))))))

vytvofime tak, ze najdeme (rekurzi) permutace zbyvajicich prvki a na jejich zac¢atek pfidame uvaZovany
prvek. Tyto seznamy spojime. Nésledujici schéma zachycuje hledani vSech permutaci prvkt seznamu (1
2 3):

uvazovany prvek: 1 2 3
zbyvajici prvky: (2 3 3 1 “1 2
permutace zbyvajicich prvki: (2 3 (3 2) 3 1) (13 12 (21

permutace zac¢inajici danym prvkem: (1 23) (1 32) (23 1) (213) (312) (321

Program 10.5 obsahuje definici pravé popsané procedury. Jednotlivé prvky zadaného seznamu 1 jsou pro-
chadzeny pomocnou procedurou perm. Tato procedura si v argumentu p-set pamatuje seznam zbylych
prvki (to jest prvkd, které jsou rtizné od pravé zpracovavaného). Z prvkh tohoto seznamu vytvoii per-
mutace (pomoci rekurzivniho volani procedury permutation), pfipoji na jejich zacatek aktualni prvek,
a seznam takto vytvofenych permutaci p¥ipoji k permutacim zacinajicim ostatnimi prvky (procedura perm
pokracuje zpracovanim dalsiho prvku).

MuZeme také generovat pfimo konkrétni permutace, aniZ bychom museli vytvaret vSechny. A to pies jejich
index. K tomu pouZijeme takzvanou faktoradickou soustavu cisel. Faktoradicka ¢iselna soustava je soustava
o promeénlivém zékladu zaloZeném na faktoriélu:

zaklad: 7 6 5 4 3 2 1 (%]
hodnota pozice: rd B! 51 41 31 21 11 09l
v dekadické soustavé: 5040 720 120 24 6 2 1 1

Prvnich Sest ¢isel faktoradické soustavy je ukazano v prosttednim sloupci tabulky 10.4.

Vztah faktoradickych éisel a permutaci n prvki je velice jednoduchy. My ted popiseme, jak z faktoradického
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Obrazek 10.4. Faktoradicka ¢isla a permutace.

0 040100 (0,1,2)
051100 (0,2,1)
150100 (1,0,2)
1,1100 (1,2,0)
20100 (2,0,1)
2,1,00  (2,1,0)

Q= LODN -

¢isla ziskat permutaci:

Z n prvkl vytvofime tzv. seznam kandidatd. Cislice, kterd je v n-ciferné reprezentaci (pfipadné doplnéné
pocatecnimi nulami) faktoradického ¢isla nejvice vlevo oznacuje index prvku v seznamu kandidatt, ktery
dosadime na nejlevéjsi neobsazené pozici v n-tici permutace. Vybrany prvek odebereme ze seznamu kan-

didath a z reprezentace faktoradického cisla odebereme nejlevéjsi ¢islici. Zbytek pozic n-tice permutace
vyplnime jako permutaci zbyvajicich kandidatt podle zkraceného faktoradického ¢isla.

Pfiklad 10.1. Pfedvedme popsany postup na nésledujicim p¥ikladé

250100 {a,b,c} e, -, ]

0109 {a,b} [c,a, ]

0o {b} [c, a,b]
Permutace prvkt a, b, c odpovidajici faktoradickému ¢islu 250,00 je permutace [c, a, b]. Dalsi pfiklady jsou
v tabulce 10.4.

Pfi implementaci budeme vyuZzivat procedur, které jsme naprogramovali diive. Konkrétné se jedné o pro-
ceduru fak (viz programy 7.12,8.3,8.5a 8.6 na stranach 187,206,208 a 212 a proceduru remove z programu6.3
na strané 146, respektive jeji efektivni implementaci).

Vyjdeme z jednoduché procedury na pievod ¢isla dec v dekadické soustavé na ¢islo v bas-adické soustaveé:

(define prevod
(lambda (dec bas)
(let iter ((dec dec)
(res “()))
(if (= dec 9) res
(iter (quotient dec bas) (cons (modulo dec bas) res))))))

Nyni udélame dvé dpravy (viz program 10.6):

1. na misto pevné zadaného zakladu bude procedura pfijimat proceduru basf, ktera pro index (pozici,
pocitanou zleva) vraci jeji zaklad. To proto, abychom mohli prevadét ¢isla z dekadické soustavy na
soustavy s proménlivym zakladem.

2. procedura bude vracet piesné 1 ¢isel (vysledek bude ofezan, nebo budou doplnény pocate¢ni nuly).
Cislo 1 bude p¥edavano proceduie jako dalsi parametr.

Program 10.6 obsahuje definici procedury pro pfevod prevod s pravé popsanymi tpravami a definici
procedury index->perm realizujici vySe popsané hledani permutace nélezejici k danému indexu.

Viz ptiklady aplikace:

(index->perm 0 ‘(1 2 3)) = (1 2 3)
(index->perm 1 (1 2 3)) = (1 3 2)
(index->perm 2 ‘(1 2 3)) = (2 1 3)
(index—>perm 3 ‘(1 2 3)) = (23 1)
(index->perm 4 (1 2 3)) = (3 1 2)
(index—->perm 5 (1 2 3)) = (3 2 1)
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Program 10.6. Vypocet permutace prvkii mnoziny pomoci faktoradickych cisel.

(define prevod

(lambda (dec basf 1)

(let iter ((dec dec)

(res "))
[GRED))
(if O i 1) res

(let ((bas (basf 1i)))
(iter (quotient dec bas)
(cons (modulo dec bas) res)

(+ 1 1))

(define index—>perm
(lambda (i set)
(let perm ((set set)
(fnum (prevod i n! (length set))))
(if (null? set) O
(cons (list-ref set (car frnum))
(perm (remove set (car frnum))
(cdr frum)))))))

Program 10.7. Vypocet vSech kombinaci prvki mnoZiny.

(define combination
(lambda (k set)
(cond ((null? set) "))

((=k @ "CON

((= k 1) (map list set))

(else (append (map (lambda (x)

(cons (car set) x))
(combination (- k 1) (cdr set)))
(combination k (cdr set)))))))

Procedura combination pfijima dva argumenty — ¢islo £ a mnoZzinu S — a vraci seznam vech k-prvkovych
kombinaci prvkti mnoziny S (to jest seznam vSech rtiznych k-tic, jejichz slozky jsou vzéjemné rtizné prvky
mnoziny S). Pracuje tak, Ze prochdzi seznam reprezentujici mnoZinu S a pro kazdy prvek vytvoii dva
seznamy kombinaci:

1. kombinace obsahujici tento prvek. Ty najde tak, Ze vytvoii k — 1-prvkové kombinace doposud neuva-
zovanych prvki a pak do nich pf¥ida pravé zpracovédvany prvek.
2. kombinace neobsahujici tento prvek. Hledaji se tedy k-prvkové kombinace doposud neuvazovanych
prvka.
Tyto seznamy se pak spoji dohromady. Viz program 10.7
Malou tpravou kédu z programu 10.7 dostaneme proceduru, ktera vraci seznam kombinaci s opakova-
nim. Program 10.8 se lisi od definice procedury combination-dup jen v tom detailu, Ze pfi rekurzivnim

volani procedury, jehoZz vysledkem mé byt zbytek kombinace, neodebirame uz dosazeny prvek z mnoziny
kombinovanych prvkda.
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Program 10.8. Vypocet vSech kombinaci s opakovanim.

(define combination-dup
(lambda (k set)
(cond ((null? set) ‘()
((=k 8 (O
(else (append (map (lambda (x)
(cons (car set) x))
(combination—-dup (- k 1) set))
(combination—-dup k (cdr set)))))))

Shrnuti

Tato lekce obsahuje pokrocilejsi pfiklady slouzici k procviceni prace s hierarchickymi daty. V prvni ¢asti lekce
se budeme zabyvat reprezentaci stromi pomoci seznamt a jejich prohleddavanim do hloubky a do Sifky.
Dale ukdZeme reprezentaci mnozin pomoci uspofddanych seznamt a pomoci bindrnich vyhledévacich
stromil. Zavér lekce je vénovan kombinatorice na seznamech.
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Lekce 11: Kvazikvotovani a manipulace se symbolickymi vyrazy

Obsah lekce: Tato lekce obsahuje nékolik klasickych pfiklad zpracovéani symbolickych dat se kterymi
se lze setkat i v jiné v literatufe. Nejprve se budeme zabyvat kvazikvotovdnim, coZ je obecnéjsi metoda
kvotovani umoZnujici programétortim snadnéji definovat nékteré seznamy. Déle se budeme zabyvat na-
sledujicimi okruhy problémii: zjednodusovani aritmetickych vyrazi, symbolickéd derivace, konverze mezi
symbolickymi vyrazy zapsanymi v prefixové, infixové, postfixové a polské bezzadvorkové notaci. Nakonec
ukazeme metodu vyhodnocovéni vyrazi v polské bezzdvorkové notaci.

Kli¢ova slova: kvazikvotovani, infixova notace, postfixovéa notace, polské bezzavorkovéa notace.

11.1 Kvazikvotovani

V sekci 4.5 jsme ukazali specidlni formu quote, ktera vracela sviij argument v nevyhodnocené podobé.
Nyni pfedstavime zobecnéni této specidlni formy — quasiquote. Specialni forma quasiquote, v porovnani
se specidlni formou quote, umoZziiuje navic urcit podvyrazy jejtho argumentu, které budou vyhodnoceny
béZznym zplisobem. Bez tohoto urceni funguje specialni forma quasiquote stejnym zplisobem jako specialni
forma quote. Viz nasledujici p¥iklady:

(quasiquote 15) = 15
(quasiquote symbol) = symbol
(quasiquote (x . 3)) = (x.3)

(quasiquote (1 2 (3 4) 5)) = (12 (3 4) 5)

Zatimco specidlni forma quote ,slepé” vraci sviij argument, specidlni forma quasiquote argument projde a
vyhled4 v ném podvyrazy, které jsou jednoprvkové seznamy zacinajici symbolem unquote. Tyto podvyrazy
jsou nahrazeny vyhodnocenim jejich druhého prvku. Nejlépe to bude vidét na pfikladech:

(define x 3)

(quasiquote (unquote x)) = 3
(quasiquote (unquote (+ 1 2))) = 3
(quasiquote (1 x (unquote (+ 1 x 2)))) = (1 x 6)

Priklad 11.1. (a) Nékdy se symbol unquote nemusi nachézet viditelné na zac¢atku seznamu. V nasledujici
ukazce tento symbol neni prvnim prvkem seznamu (1 unquote (+ 1 2)), ale az druhym. Tento seznam
je teckovy par (1. (unquote (+ 1 2))),jehoz druhym prvkem je seznam zacinajici symbolem unquote:

(quasiquote (1 unquote (+ 1 2))) = (1 . 3)
je totéz jako
(quasiquote (1 . (unquote (+ 1 2)))) = (1 . 3).

(b) Symbol unquote musi byt prvnim prvkem seznamu, nikoli jen paru. Navic seznam, jehoZ prvni prvek je
symbol unquote, musi obsahovat pravé jeden dalsi prvek. Nasledujici vyrazy neobsahuji spravné pouZziti
symbolu unquote v argumentu specialni formy quasiquote:

(quasiquote (1 (unquote . 2)))
(quasiquote (1 (unquote)))
(quasiquote (1 (unquote 2 3)))

Vysledky vyhodnoceni téchto vyrazi standard jazyka Scheme R°RS neurcuje. Naopak p¥imo ¥ik4, Ze v ta-
kovych ptipadech dochazi k nepfedpovidatelnému chovéani. V naSem abstraktnim interpretu nechdme vy-
hodnoceni takovych vyrazt skonéit chybou , CHYBA: Nekorekini argument specialni formy quasiquote”.

Dalsi symbol se specidlnim vyznamem pro specialni formu quasiquote je symbol unquote-splicing.
Pokud argument specidlni formy quasiquote obsahuje seznam ve tvaru (unquote-splicing (arg)), je
vyhodnocen vyraz (arg). Predpoklada se, Ze se tento argument vyhodnoti na seznam. Cely vyraz

(unquote-splicing (arg))

je pak nahrazen timto vyslednym seznamem bez otevirajici a uzavirajici zavorky. Viz piiklad:
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(1 (0 1 2) #t)
(10 12 #)

(1 (-1 -2 -3) #t)
(1 -1 -2 -3 #t)

(quasiquote (1 (unquote (build-list 3 +)) #t))

(quasiquote (1 (unquote-splicing (build-list 3 +)) #t))
(quasiquote (1 (unquote (map — (list 1 2 3))) #t))
(quasiquote (1 (unquote-splicing (map - (list 1 2 3))) #t))

I

N

Odstranény jsou pfitom jen vnéjsi zavorky. Pokud seznam vznikly vyhodnocenim vyrazu (arg) ma jako
prvky dalsi seznamy, nebudou k nim naleZejici vyrazy odstranény. Tedy naptiklad:

(quasiquote (1 2 (unquote-splicing (map list (list 1 2 3))))) = (1 2 (1) (2) (3))

V sekci 4.5 jsme zavedli pouziti uvozovky “ jako syntakticky cukr pro specidlni formu quote. Také pro
specialni formu quasiquote je k dispozici zkraceny zdpis. Namisto vyrazu (quasiquote (arg)) miZeme
ekvivalentné psétjen *(arg). Dale namisto vyrazi (unquote (arg)) a (unquote-splicing (arg)) je mozno
psat pouze ,(arg) a ,@(arg) (v tomto pofadi). Napiiklad:

(12 (@12 #)
(120 12 #)

(1 2 ,(build-list 3 +) #f)
(1 2 ,@(build-list 3 +) #f)

b ==
‘symbol = symbol
“(x . 3) = (x.3)
(12 ,(+ 2 3) #) = (1 25 #f)
=
=

Podvyrazy argumentu specidlni formy quasiquote mohou pfirozené opétné obsahovat pouZiti této speci-
alni formy:

‘(12 ,(ist “(3))) = (12 (3N
(12 ,(map (lambda (x) “(,x)) (1 2 3))) = (12 (1) (2 (3)))

Nyni ukaZeme nékolik pfikladii s pouzitim kvotovéani a kvazikvotovani. VSechny jsou uvedeny s pouZzitim
syntaktického cukru, i po jeho odstranéni. Specialni forma quote sviij argument vraci bez jakékoli zmény,
bez ohledu na to, jestli se uvnitf ného vyskytuji symboly unquote a unquote.

(1 2 3) =(quote (quasiquote (1 2 3)))
> (quasiquote (1 2 3))
“7(1 2 3) =(quasiquote (quote (1 2 3)))
= (quote (1 2 3))
Y1 2 3) = (quasiquote (quasiquote (1 2 3)))
= (quasiquote (1 2 3))
(12 ,(+ 1 2))=(quote (quasiquote (1 2 (unquote (+ 1 2)))))
= (quasiquote (1 2 (unquote (+ 1 2)))
(12 ,(+ 1 2)) =(quasiquote (quote (1 2 (unquote (+ 1 2)))))
(quote (1 2 3))

I

Upozornéme, Ze na symboly unquote a unquote-splicing nejsou navazany ani procedury, ani specidlni
formy. Tim, Ze na tyto symboly navdZeme néjakou hodnotu, nezménime vyhodnocovéni specialni formy
quasiquote. Viz nasledujici ptiklady:

unquote = ,CHYBA: Symbol unquote nema vazbu.”
(define unquote (lambda (x) (+ 1 x)))
*(,10) = (quasiquote (unquote 10)) = (10)

*(,.,10) = (quasiquote (unquote (unquote 10))) = (11)

Standard jazyka Scheme R°RS nefiké jakym zptisobem mé interpret zachazet se symboly unquote
a unquote-splicing. Nékteré interpretry, jako je napfiklad DrScheme, se odlisuji od naseho abstrakt-
niho interpretru v aplikaci specidlni formy quasiquote. VySe popsanym zptisobem se chovaji napfi-
klad interpretry Bigloo nebo Guile. Napiiklad v DrScheme po navéazani hodnoty na unquote pfestane
spravné fungovat vyhodnocovéni kvazikvotovanych vyraza.
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11.2 ZjednoduSovani aritmetickych vyrazi

V této a nasledujicich sekcich uvedeme procedury pro zpracovani symbolickych vyrazt. V této sekci ptijde
o vytvofeni procedury simplify, kterd zjednodusuje aritmetické vyrazy.

Aritmetické vyrazy budeme v tomto pfipadé reprezentovat S-vyrazy které jsou ¢isla, symboly nebo dvou-
prvkové nebo tfiprvkové seznamy, jejichz prvni prvek je jeden ze symbolii +, -, * a / oznacujicich operaci
a zbylé prvky jsou aritmetické vyrazy. Cisla ptitom reprezentuji &iselné hodnoty, které oznaduji, symboly
reprezentuji ,proménné”, a vyrazy ve tvaru seznamu reprezentuji provedeni operace s¢itani, od¢itani, na-
sobeni a déleni nad danymi operandy. Napiiklad seznam (+ (% 3 x) 2) reprezentuje aritmeticky vyraz
ve tvaru 3x + 2.

Kéd procedury simplify uvedeny v programu 11.1 nejdfive popiSeme a poté se budeme vénovat tipravam
tohoto feSeni.

V téle procedury simplify definujeme nékolik pomocnych procedur. Prvni z nich je predikét ==, ktery zjisti,
zdali jsou oba jeho argumenty ¢isla a zdali jsou si rovna (pfi porovnani predikatem =). Dale definujeme
proceduru div-by-zero, pomoci niZ bude vracen pfiznak déleni nulou a to v pfipadé, zZe by mél byt
zjednoduSovan vyraz, ve kterém se déli nulou. V téle jsou déle uvedeny pomocné procedury zjednodusujici
urdity typ vyrazu. V programu 11.1 mame uvedenu jen jednu z nich — proceduru simplify-add zajistujici
zjednodusovani vyrazi, které jsou ve tvaru souctu. Dalsi procedury, které by se v kédu nachazely na misté
vypustky, jsou uvedeny v programu 11.2. Jedna se o procedury simplify-min, simplify-mul a kone¢né
simplify-div zajistujici zjednoduSovani vyrazh ve tvaru rozdilu, sou¢inu a podilu.

Procedura simplify zjednodusuje vyraz podle jeho charakteru. Jedna-li se o ¢islo nebo o symbol, jedna
se 0 atomicky vyraz a zjednodusit uz nejde. Pokud se jedna o seznam zacinajici symbolem operace, zjed-
nodusi se jeho operandy rekurzivnim volanim procedury simplify. V piipadé, Ze se po zjednoduSeni
jedna o dvouprvkovy seznam obsahujici (mimo symbolu operace) ¢islo, je zjednoduSenim piimo vysle-
dek vyhodnoceni tohoto vyrazu. Totéz plati pro tfiprvkovy seznam obsahujici symbol operace a dvé
¢isla. V ostatnich pfipadech aplikujeme jednu ze zjednodusujicich pomocnych procedur (to jest procedur
simplify-add,...,simplify-div) v zavislostina symbolu operace, kterym zjednoduSovany vyraz zacina.
Viz ptiklady aplikace:

(simplify “(+ 10)) = 10

(simplify “(+ 1 2)) = 3

(simplify “(+ (* 2 3) (+y (+ 2 x)))) = (+6 (+y (+ 2x)))
(simplify (- x ©)) = X

(simplify (- @ x)) = (= x)

(simplify “(/ 6 x)) = 0

(simplify “(/ x ©)) = division-by-zero
(simplify “(/ x 1)) = X

(simplify “(/ 1 x)) = (/ x)

(simplify “(/ (+ 2 x) (% 2 ©0.5))) = (+ 2 x)

N s

Elegantnéjsiho feSeni miizeme dosdhnout tak, Ze vytvofime tabulku, ve které budeme mit ulozené pomocné
procedury na zjednodusovéni a k nim pfislusné symboly operaci. Implementovat bychom ji mohli naptiklad
tak, jak je uvedeno v programu 11.3.

V proceduie simplify pak mGZeme vétveni cond zkratit tfeba takto:

(if (and (number? x) (nNumber? y)) (eval expr)
(apply (cdr (assoc op simplification-table)) expr))

Zde vyuzivame procedury assoc, kterou jsme doposud neuvedli. Tato procedura pfijima dva argumenty (e)
a (). Prvni argument (e) je libovolny element a druhy argument (/) je seznam teckovych part. Procedura
vraci ten nejlevéjsi teckovy par ze seznamu (I), jehoZ prvni prvek je shodny s elementem (e). Viz ilustrativni
pfiklady pouZiti assoc:

(define s "((a . 19) (b . (ab c)) (20 30) (b . 666)))
(assoc ‘as) = (a . 10)
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Program 11.1. Procedura pro zjednodusovani aritmetickych vyrazt.

(define simplify
(lambda (expr)
i1 zjisti, zda-1li jsou oba argumenty stejna cisla
(define ==
(lambda (x y)
(and (number? x) (number? y) (= x y))))

i1+ osetreni deleni nulou
(define div-by-zero
(lambda () ‘division-by-zero))

i1 zjednoduseni pro pricitani
(define simplify-add
(lambda (op x y)
(cond ((== x 9) y) zjednodusent vyuzivajici 0+y =y
((==y 0) x) zjednoduseni vyuzivajici x4+ 0 =0
((equal? x y) ‘(% 2 ,x)) zjednoduSeni vyuZivajici x +x =2 x
(else (list op x y)))))

(cond
((number? expr) expr)
((symbol? expr) expr)
((and (list? expr) (member (car expr) "(+ * — /)))
(letx ((op (car expr))
(expr (map simplify expr)))
(if (null? (cddr expr))
(if (number? (cadr expr))
(eval expr)
expr)
(let ((x (cadr expr))
(y (caddr expr)))
(cond ((and (number? x) (number? y)) (eval expr))
((equal? op ‘+) (simplify-add op x y))
((equal? op %) (simplify-mul op X y))
((equal? op '-) (simplify-min op X y))
(else (simplify-div op x y¥))))))))))
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Program 11.2. Interni definice v procedufe pro zjednodusovani vyraza.

i1 Zjednoduseni pro nasobeni
(define simplify-mul
(lambda (op x y)

(cond ((== x 0) 0) zjednoduSeni vyuZivajici 0-y =0
((==y 9) 09) zjednoduseni vyuzivajici x -0 =0
((=x 1) W zjednoduseni vyuZivajici 1-y =1y
((==y 1) %) zjednoduseni vyuzivajici -1 =1y

(else (list op x ¥)))))

i1 Zjednoduseni pro odcitani
(define simplify-min
(lambda (op x y)

(cond ((== x ) (list op y)) zjednoduseni vyuZivajici 0 —y = —y

((==y 0) x) zjednoduseni vyuZivajici x — 0 = x
((equal? x y) 9) zjednoduseni vyuZivajici x — x =
(else (list op x ¥)))))

i1 zjednoduseni pro deleni
(define simplify-div
(lambda (op X y)

(cond ((== x ©) 0) zkdnoduéﬁﬁvyuiﬁmﬁtig
((== x 1) (list op y)) zjednodusent vyuzivajici | =y~
((==y 0) (div-by-zero)) déleni nulou je nedefinované
((=y 1 x zjednodusent vyuzivajici T = x
((equal? x y) 1) zjednodusent vyuZivajici 7 =1

(else (list op x y¥)))))

Program 11.3. Tabulka procedur pro zjednodusovani vyrazi.

(define simplification-table
i1 pomocne procedury == a div-by-zero
(let ((== (lambda (x y)
(and (number? x) (number? y) (= x y))))
(div-by-zero (lambda () ’‘division-by-zero)))

i1 vliastni tabulka
‘((+ . ,(lambda (op x V)
(cond ((== x 0) )
((==y 0) x
((equal? x y) “(* 2 ,x))
(else (list op x y¥)))))

(>x . ,(lambda (op x y)
(cond ((== x ©) 0©)
((=1y 0 9)
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Program 11.4. Procedura pro vyhledavani v asocia¢nim seznamu.

(define assoc
(lambda (key alist)
(cond ((null? alist) #f)
((equal? key (caar alist)) (car alist))
(else (assoc key (cdr alist))))))

(assoc ‘b s) (b abc)
(assoc 20 s) = (20 30)
(assoc ‘c s) B #f

Proceduru assoc by bylo jednoduché implementovat, jak ukazuje program 11.4.

Nyni se zaméfime na zobecnéni procedury simplify tak, aby bylo mozné zjednodusovat i aritmetické
vyrazy obsahujici pouziti + a * pro n operandti. Pfi s¢itani (ndsobeni) vyfiltrujeme vSechna ¢isla a se-
¢teme (vyndsobime) je. Zbylych, to jest neéiselnych prvki, vytvofime seznam. To provedeme napiiklad
nasledovné s vyuZzitim procedur filter a remove (viz napiiklad programy 6.2 a 6.3 na strané 146.)

(let ((value (apply (eval op) (filter number? (cdr expr))))
(compound (remove number? (cdr expr))))

Tyto hodnoty pak zpracujeme nasledujici procedurou simplify-addmul:

(define simplify-addmul
(lambda (op compound value)
(cond ((and (equal? op ‘%) (= value 0)) 0)

((null? compound) value)

((= value (eval ‘(,op))) (if (null? (cdr compound))
(car compound)
(cons op compound)))

(else ‘(,op ,value ,@Bcompound)))))

Procedura simplify-addmul vraci nulu, pokud se jedna o operaci * a ¢iselnd hodnota navazana na for-
malni argument value je nulova. A vraci pfimo ¢iselnou hodnotu, pokud je seznam sloZenych vyrazt
(navéazany na formélni argument compound), prazdny. Pokud je ¢iselnd hodnota rovna neutrdlnimu prvku
piislusné operace, coz zjistime vyhodnocenim vyrazu (= value (eval ‘(,op)), je vracen ptivodni vy-
raz bez ¢iselné hodnoty, nebo sloZeny vyraz ze seznamu compound, pokud je tento seznam jednoprvkovy.
V ostatnich pfipadech uz nelze vyraz zjednodusit.

Vysledny kéd s uvedenymi dvéma zménami by pak vypadal tak jak je to uvedeno v programu 11.5.
Nasleduji pfiklady aplikace:

(simplify “(+))
(simplify “(+ 10))
(simplify “(+ 1 2))
(simplify "(+ 1 2 x 3y 5 6))
(simplify “(+ (% 2 3) y (+ 2 x)))
(simplify (= (% 1 x) (+ 2 -3 x 1)))
(simplify ‘(- x ©))
(simplify ‘(- 0 x))
(simplify “(/ © x))
(simplify “(/ x ©))
X
1

%]

+ 17 x V)
+6y (+ 2 x))

%]
1
3
(
(
7]
X
(- x)

2]
division-by-zero
X

/ x)

(simplify “(/ x 1))
(simplify “(/ 1 x))

FTITTTTTI0TTT
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Program 11.5. VylepSena procedura pro zjednoduSovani aritmetickych vyrazi.

i1 tabulka pro zjednodusovani
(define simplification-table
(let ((== (lambda (x y)
(and (number? x) (number? y) (= x y))))
(div-by-zero (lambda () ‘division-by-zero))
(simplify+x (lambda (op . rest)
(let ((value (apply (eval op) (filter number? rest)))
(compound (remove number? rest)))
(simplify-addmul op compound value)))))

Y((+ ., simplifytx)
(% . ,simplify+x)

(- . ,(lambda (op x y)
(cond ((== x @) (list op y))
((==y 0) x)

((equal? x y) 0)
(else (list op x ¥)))))

(/ . ,(lambda (op x V)
(cond ((== x ©) 9)
((==x 1) (list op V)
((==y 0) (div-by-zero))
((=y 1) x)
((equal? x y) 1)
(else (list op x ¥))))))))

i vlastni procedura provadejici z jednodusovani
(define simplify
(lambda (expr)
(cond
((number? expr) expr)
((symbol? expr) expr)
((list? expr)
(let ((op (car expr))
(expr (map simplify expr)))
(if (forall number? (cdr expr))
(eval expr)
(let ((simplifier (assoc op simplification-table)))
(if simplifier
(apply (cdr simplifier) expr)
(error “No record for such operation”))))))
(else (error “lIncorrect input expression”)))))
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(simplify “(/ (+ 2 x) (+ 1 x (> 2 1/2)))) = 1

Procedura simplify samoziejmeé jesté neni (zdaleka) dokonala. Na zavér sekce ukdZeme nékolik piikladi
aplikace procedury simplify, které ukazuji jeji nedostatky:

(simplify “(+ x (= x))) = (+ x (= X)) idealni zjednoduseni: @
(simplify “(* x (/ 1 x))) = (e x (/ X)) idealni zjednoduseni: 1
(simplify "(+ 1 (+ 1 (+ 1 x)))) = (+ 1 (+ 1 (+ 1 x) idealnizjednoduseni: (+ x 3)
(simplify “(+ x x x x)) = (+ x x x x) idedlni zjednodusSeni: (* x 4)

11.3 Symbolicka derivace

V této sekci se budeme zabyvat realizaci procedury diff na nalezeni symbolické derivace aritmetického
vyrazu (podle dané proménné). Pro jednoduchost se omezime jen na aritmetické vyrazy s bindrnimi ope-
racemi.

vvvvvv

pak podle jejtho deriva¢niho predpisu. Tento pfedpis budeme vybirat na zakladé operace, kterou vyraz
zacina. Predpis pfitom budeme reprezentovat procedurou dvou argumentt, kterymi budou operandy
derivovaného vyrazu. Procedura pfedpisu bude vracet vyraz odpovidajici derivaci vyrazu. Napftiklad pro
operaci +, to bude procedura, ktera vznikne vyhodnocenim A-vyrazu

(lambda (x y) “(+ ,(derive x) ,(derive y))),
ktera formalizuje znamy deriva¢ni vztah (f + g) = f’ + ¢'. Operace a k nim pfislusné pfedpisy budeme
uchovavat v tabulce obdobné jako v sekci 11.2. Tato tabulka bude opét reprezentovana seznamem fadkd.
Témito fadky budou teckové pary, tabulka tedy bude organizovana jako asocia¢ni seznam. Tento pfistup
umoziiuje rozsifovat proceduru pro derivovani pouhym pfidavanim fadkt do této tabulky. Naptiklad
kdybychom chtéli derivovat i vyrazy obsahujici podvyrazy ve tvaru (sin x), stacilo by pfidat do kédu
radek

(sin . ,(lambda (x) *(x (cos ,x) ,(derive x))),
coz formalizuje vztah (sin f)' = (cos f’) - f’ (nezapomeiite, Ze f nemusi byt pouze proménnd). Definice
procedury diff je uvedena v programu 11.6.

Procedura diff tedy pro aritmeticky vyraz a proménnou vraci jeho derivaci podle této proménné. Viz
pfiklady aplikace této procedury:

(diff 'x “x) 1
(diff 'x ’y) 2]
(diff “(+ x x) 'x) (+ 11D
(diff “(+ x x) ‘y) (+ 0 9)

(diff (% x y) %)
(diff "(+ (¢ x 2) (¢ x X)) %)
(diff (% x (% x x)) ’'x)

(+ (¢ x @) (< 1y))
(+ (+ (e x0) (<1 2)) (+ Gex 1) (1))
(+ (e x (+ (e x 1) (¢ 1 x))) (<1 (¢ x x)))

Vysledny vyraz miizeme zjednodusit pomoci procedury simplify, kterou jsme naspali v pfedchozi sekci.

N

(simplify (diff “x “x)) = 1

(simplify (diff ’'x ‘y)) = 0

(simplify (diff “(+ x x) X)) = 2

(simplify (diff “(+ x x) “y)) = 0

(simplify (diff “(x x y) ’'x)) =y

(simplify (diff “(+ (¢ x 2) (* x X)) ‘X)) k= (+ (+ x x) 2)

(simplify (diff “(* x (% x x)) "x)) =  (+ (¢ x (+ x X)) (> x x))

Poznamka 11.2. VSimnéte si, Ze v téle procedury diff v programu 11.6 jsme definovali pomocnou pro-
ceduru derive v jejimz téle je pouzita tabulka pravidel. Na druhou stranu ale taky plati, Ze procedury,
které se nachazeji v tabulce pravidel, pouZivaji pomocnou proceduru derive. To je ale zcela v pofadku
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Program 11.6. Procedura pro symbolickou derivaci.

(define diff
(lambda (expr var)

(define variable?
(lambda (expr)
(equal? expr var)))

(define constant?
(lambda (expr)
(or (number? expr)
(and (symbol? expr)
(not (variable? expr))))))

(define table
((+ . ,(lambda (x y) ‘(+ ,(derive x)
(- . ,(Qambda (x y) ‘(- ,(derive x)

,(derive y))))
,(derive y))))

(x . ,(lambda (x y) “(+ (% ,x ,(derive y)) (x ,(derive x)
(/ . ,Qambda (x y) ‘(/ (= (% ,(derive x)
(C VNI DDDDD]

(define derive
(lambda (expr)
(cond ((variable? expr) 1)
((constant? expr) 9)

) (2 ,x ,(derive y)))

(else (apply (cdr (assoc (car expr) table))

(cdr expr))))))

(derive expr)))
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a kod je naprosto funkéni. Nékoho by mozZzna mohlo zmast, Ze v téle procedury mame nékolik procedur,
které se na sebe vzajemné odkazuji. Mohla by se tedy nabidnout otdzka, zdali je to viibec pfipustné a jestli
k viili tomu pfi aplikaci diff nemiiZze dojit k chybé. K chybé nedojde proto, Ze veskeré aplikace procedur
derive a procedur v tabulce pravidel probihaji az v okamziku, kdy jsou v lokalnim prostfedi procedury
diff zavedeny vSechny lokalni vazby symbolii variable?, constant?, table a derive. To je disledkem
toho, Ze pfi vzniku procedury se nevyhodnocuje jeji télo. Jinymi slovy, béhem vzniku procedury viibec
nevadji, Ze v jejim téle je uveden vyraz obsahujici symbol, ktery je (zatim) bez vazby. Podstatné je, Ze vazby
budou existovat v okamZiku jeji aplikace, coZ je v pfipadé programu 11.6 splnéno.

Pomoci procedury diff miZeme napsat proceduru vyssiho fadu, ktera vraci proceduru jako proceduru
jednoho argumentu reprezentujici matematickou funkci. Provedeme to tak, Ze zkonstruujeme A-vyraz, jehoz
télem je vysledek aplikace procedur simplifyadiff nazadany vyraz. Ten vyhodnotime procedurou eval.

(define diff-procedure
(lambda (expr var)
(eval ‘(lambda (,var)
,(simplify (diff expr var))))))

Procedura diff-procedure narozdil od procedury derivace, kterou jsme implementovali v programu 2.7
na strané 61 vraci pfesnou reprezentaci derivované funkce. Viz nasledujici ptiklad pouZiti:

(define f (diff-procedure ‘(% x x) ’x))
1D = 2
(f 190 = 20
(f 18) = 30

N

Na druhou stranu procedura derivace pro pfibliZnou derivaci z programu 2.7 je univerzalnéjsi v tom,
Ze ji mhZeme predat jako argument rovnou proceduru. Procedura diff pracuje nad symbolickymi vyrazy
a pokud by byla derivované funkce zastoupena procedurou obsahujici operace, které nejsou v tabulce
pravidel pro derivaci, museli bychom tabulku rozsifit.

Programovaci jazyky FORTRAN a LISP vznikly prakticky souc¢asné (FORTRAN je o néco mélo starsi).
Presto je filosofie obou jazykii naprosto odlisna a da se fict, Ze oba dva jazyky predurcily vyvoj mnoha
dalsich rodin programovacich jazykt. Zatimco FORTRAN byl programovaci jazyk slouZici pro nume-
rické vypocty, tedy jedina data, ktera bylo mozné ve FORTRANu zpracovavat, byla ¢isla, LISP byl jiz
od pocatku jazykem zpracovévajicim symbolicki data, viz [MC60]. Za symbolicka data povaZujeme data
reprezentujici symbolické vyrazy, tedy ¢isla, symboly a seznamy. To je vyrazny posun proti pouhému
,numerickému zpracovani ¢isel”. Vznik LISPu byl motivovan potfebou mit k dispozici programovaci
jazyk, ve kterém bude mozné pracovat s procedurami reprezentujicimi rekurzivni funkce nad sym-
bolickymi daty. Za zminku stoji, Ze motivacni piiklad se symbolickymi derivacemi byl predstaven jiz
v prvnim publikovaném dokumentu o jazyku LISP, kterym je ¢lanek [MC60].

11.4 Infixova, postfixova a bezzavorkova notace

V této sekci se budeme zabyvat problémem pfevodu vyraz zapsanych v rtiznych notacich. Jiz v prvni
lekci jsme konstatovali, Ze jazyk Scheme pouziva prefixovou notaci, ale béZné se také pouzivaji jiné notace.
Nejcastéjsije infixova, méné Casté jsou postfixovéa notace a postfixova bezzdvorkova notace (tak zvané polska
reverzninotace), viz sekci 1.2. P¥i psani praktickych aplikaci se miizeme setkat s problémem pfevodu vyrazt

mezi témito notacemi. Tim se tedy budeme zabyvat nyni.
Prvni a nejdiileZitéjsi je si vzdy uvédomit strukturu vyrazu. Mame-li naptiklad symbolicky vyraz
(+ (2 x) (= (/ (+ x2) 2)) 9),

pak jej z hlediska operaci a operandii mtZeme zachytit uzlové ohodnocenym stromem tak, jak je tomu
v obrazku 11.1 vlevo. Z hlediska datové reprezentace je seznam (+ (% 2 x) (- (/ (+ x 2) z)) 5)
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Obrazek 11.1. Struktura vyrazu (+ (* 2 x) (- (/ (+ x 2) 2)) 5)

Obrazek 11.2. Fyzicka struktura seznamu (+ (x 2 x) (- (/ (+ x 2) 2)) 5)
*[F—12[F—1x[ O]

—— [l [ [—{5] O]

“[—11 O] o x[ 2] O]
/A1 [F—{z[ O]

reprezentovan strukturou pard, ktera je nakreslena v obrazku 11.2. Problém pfevodu prefixového vyrazu
do ostatnich notaci je vlastné problémem priichodu stromem naznac¢enym v obrazku 11.1, ktery je fyzicky
reprezentovany strukturou z obrazku 11.2. Pokud budeme tento strom prochazet do hloubky, to jest ve
sméru tak, jak to naznacuje sipka v obrazku 11.1 vpravo, projdeme postupné vsechny uzly reprezentujici
,podvyrazy” pfitom pro dany vyraz je vZdy jako prvni zpracovan jeho nejlevéjsi podvyraz. JelikoZ se pre-
fixova, infixova a postfixové notace lisi jen pozici (symbolu) operace, pfevod mtiZeme provést jednoduse
tak, Ze béhem priichodu strukturou budeme konstruovat jeji , kopii” az na to, Ze v kaZdém nelistovém uzlu
budeme vzdy davat symbol pro operaci na poZadované misto: tedy bud pfed, mezi, nebo za viechny ope-
randy. To v podstaté v grafové terminologii odpovida pre-order, in-order a post-order zpracovani nelistovych

uzlt stromu.

V programu 11.7 je uvedena procedura prefix->postfix pro pfevod vyrazu v prefixové notaci do post-
fixové notace. Pfi splnéni prvnich tii podminek v cond-vyrazu je pfevod trividlni. V pfipadé, Ze vstupni
vyraz je seznam, je nejprve rekurzivné aplikovdna procedura prefix->postfix, coZ zptisobi pfevod vSech
podvyrazt do postfixové notace. Z vysledku jejich pfevodu je vytvoren vysledny vyraz pfipojenim symbolu
pro operaci za posledni z néj. Viz pfiklady pouZiti procedury:

(prefix->postfix (% 2 x)) = (2 x %)
(prefix->postfix (- (/ (+ x 2) 2))) = (((x 2 +) z /) =)

Upravenim procedury pro pfevod do postfixové notace miiZzeme vytviit proceduru prefix->polish pro
prevod prefixovych vyrazii do polské reverzni bezzdvorkové notace tak, jak je to ukdzano v programu 11.8.
Jedinou zménou oproti myslence pouZité v programu prefix->postfix je to, Ze nyni kromé pfipojeni
symbolu operace az za poselni operand navic odstrafiujeme z vyrazu veskeré zavorky (kromé vnéjsich). To
v podstaté odpovida operaci linearlizace, kterou jsme probrali v lekci 9, viz sekci 9.5. Vskutku, bezzdvorko-
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Program 11.7. Procedura pro pfevod vyrazh do postfixové notace.

(define prefix->postfix
(lambda (S-expr)

(cond ((number? S-expr) S-expr)
((symbol? S-expr) S-expr)
((null? S-expr) S-expr)
((1list? S-expr)
(append (map prefix->postfix (cdr S-expr))

(list (car S-expr))))

(else “incorrect expression”))))

Program 11.8. Procedura pro pievod do postfixové (polské) bezzdvorkové notace.

(define prefix->polish
(lambda (S-expr)

(cond ((number? S-expr) (list S-expr))
((symbol? S-expr) (list S-expr))
((hull? S-expr) (list S-expr))
((1list? S-expr)
(append (apply append (map prefix->polish (cdr S-expr)))

(list (car S-expr))))

(else “incorrect expression”))))

vou notaci bychom z prefixové mohli ziskat pouhou linearizaci pfislusného seznamu. Na druhou stranu,
procedura z programu 11.8 pracuje efektivnéji (jednopriichodoveé). Viz ptiklady pouziti procedury:

(prefix->polish ’x) = (x)
(prefix->polish 20) = (20)
(prefix->polish “(* 2 x)) = (2 x %)
(prefix->polish (- (/ (+ x 2) 2))) = (x 2+ z/ -)
(prefix->polish “(* 2 (+ 3 5))) = (2 35 + %)
(prefix->polish “(x (+ 2 3) 5)) = (23 +5 %)

Na pfedchozim pfikladu si povSimnéte dvou véci. Vysledny vyraz je vzdy ve tvaru jediného linearniho
seznamu a to i v pfipadé, Ze vstupni vyraz byl atom, to je rozdil oproti zavorkované postfixové notaci.
Na poslednich dvou fadcich pfedchoziho pfikladu je vidét, jak se do bezzavorkové notace promita jiné
uzavorkovani dvou aritmetickych vyrazt.

Analogicky, jako jsme naprogramovali procedury pro pfevod z prefixové do postfixovych notaci, bychom
mohli naprogramovat i procedury pro opa¢né pievody. Jejich naprogramovani je vice méné rutinni a ne-
chéame jej na laskavém ¢tenati. Mnohem obtiznéjsi je vsak manipulace s infixovymi vyrazy. Nejprve uvedme
proceduru pro pfevod prefixovych vyrazh do infixu. Procedura prefix->infix vykonévajici tento pfevod
je uvedena v programu 11.9. Pfevod ¢isel a symbolti do infixu je opét trividlni. V pfipadé seznam@i mu-
sime oSetfit nékolik situaci. Ve vnitfnim cond-vyrazu nejprve oSetiujeme situaci, kdy je pfevadény seznam
jednoprvkovy, to jest obsahuje pouze symbol pro operaci a Zadné operandy. V tomto pfipadé je pfevod
opét trivialni. Déle oSetfujeme situaci, kdy mame vstupni operaci s jednim operandem. Ten pfevedeme do
infixu, ale symbol pro operaci piSeme pofad pred ngj, to odpovida napiiklad hodnotdém —2, 1 reprezentova-
nym seznamy (- 2) a (/ 2), a podobné. V ostatnich pfipadech musime za kazdy operand vlozit symbol
pro operaci. Navic do sebe vnofime zévorky tak, aby kazda operace méla pouze dva operandy. K tomuto
tucelu mtZzeme s vyhodnou pouZit proceduru foldl, viz lekci 7 vénujici se akumulaci. Néasledujici priklady
ukazuji pouZiti procedury.
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Program 11.9. Procedura pro pfevod vyrazl do infixové notace.

(define prefix->infix
(lambda (S-expr)
(cond ((null? S-expr) S-expr)
((number? S-expr) S-expr)
((symbol? S-expr) S-expr)
((pair? S-expr)
(let* ((op (car S-expr))
(tail (cdr S-expr))
(len (length tail)))
(cond ((= len 9) S-expr)
((= len 1) (list op (prefix->infix (car tail))))
(else (foldl (lambda (expr collected)
(list collected op expr))
(prefix->infix (car tail))
(map prefix->infix (cdr tail)))))))
(else “incorrect expression”))))

(prefix->infix ‘(-)) G
(prefix->infix (- 2)) -2
(prefix->infix (- 2 3)) (2 - 3

(2 -3 -4
(- (x+2) /2

(prefix->infix (- 2 3 4))
(prefix->infix (- (/ (+ x 2) z)))

IR

Pfevod vyrazu z obrazku 11.1 by dopadl takto:

(prefix->infix “(+ (* 2 x) (- (/ (+ x 2) z)) 5))
= (((2 % x) + (- ((x+2)/ 2))) +5)

Poznamka 11.3. Podotknéme, Ze procedura prefix->infix neni zdaleka dokonal4, nerespektuje napitiklad
pfirozenou asociativitu operaci. VSechny vyrazy ve tvaru z; ® - - - ® x,, chape jako vyrazy tvaru

coz nemusi byt vZdy Zadouci. V nékterych piipadech vyzadujeme zavorkovani opacné, nékdy jej Ize tplné
vynechat. Upravy procedury ponechavame na ¢tenafi.

//////

vvvvvv

asociativity operaci, nebo kdyZ chceme do nasich tivah zapo¢ist pravidla pro priority operaci (pravidla typu
,Méasobeni “ mé pfednost pfed ,s¢itanim”, tedy infixovy vyraz (2 * 3 + 5) znamend v prefixové notaci
(+ (% 2 3) 5) anikoliv (¥ 2 (+ 3 5))). Problém rozpoznavani struktury vyrazi je obecné obtiZny.
V informatice se timto obecnym problémem zabyva samotna disciplina — teorie formdlnich jazykii a auto-
matii, kterd je pfednasena jako jeden ze zékladnich kursti na vSech informatickych oborech vysokych skol.
Proto ponechdme pfevody z infixové notace zatim stranou. Co bychom si ale z této sekce méli odnést je
poznatek, Ze jednou z hlavnich vyhod prefixové notace je jeji jednoduchost a tim paddem snadna strojova
zpracovatelnost. Zvoleni prefixové notace symbolickych vyrazt jako zdkladni notace pro dialekty LISPu
lze tedy bez nadsazky oznacit jako genialni tah.

11.5 Vyhodnocovani vyrazt v postfixové a v bezzavorkové notaci

V této sekci se budeme snaZit pro vyrazy pouZzivané v predchozi sekci sestavit vhodné evaluatory. Pro
vyrazy v prefixovém tvaru to ¢init nemusime, protoZe evaluétor jiZ je ndm k dispozici v podobé procedury
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Program 11.10. Procedura vyhodnocujici postfixové vyrazy.

(define postfix-eval
(lambda (expr)
(cond
((number? expr) expr)
((symbol? expr) (eval expr))
(else
(let iter ((expr expr)
(args "))
(cond ((Null? expr) “())
((hull? (cdr expr))
(apply (postfix-eval (car expr))
(reverse args)))
(else (iter (cdr expr)
(cons (postfix-eval (car expr)) args)))))))))

eval a jednd se samotny evaluator jazyka Scheme. Zaméfime se tedy na konstrukci procedur provadéjici
vyhodnocovéni vyrazi v postfixové a bezzavorkové reverzni notaci. Infixovou notaci se opét kvtili slozitosti
nebudeme zabyvat (studenti se s problematikou biZe setkaji také v kursu prekladacit).

Vyhodnocovani zavorkovanych postfixovych vyrazi bychom mohli provést analogicky jako vyhodnoco-
vani vyrazl v prefixové notaci, pouze musime pocitat s tim, Ze vyraz, jenz se ma vyhodnotit na proceduru
(nebo na specidlni formu), stoji v seznamu jako posledni. NeforméIné miizeme popsat vyhodnocovani
vyrazi v postfixové notaci nasledovné:

e (islo se vyhodnoti na svou hodnotu,
e symbol se vyhodnoti na svou vazbu,

e je-li dany vyraz seznam, tak se za¢nou vyhodnocovat jeho prvky jeden po druhém, aZ se vyhodnoti
posledni z nich, pak se ovéii, jestli se (posledni) vyhodnotil na proceduru. Pokud ano, je procedura
aplikovéna s argumenty jimiZ jsou elementy vzniklé vyhodnocenim pfedchozich prvkh seznamu.

Postup mtZeme formalizovat procedurou postfix-eval uvedenou v programu 11.10. Tato procedura
obsahuje pomocnou koncové rekurzivni proceduru iter, kterd je v jejim téle jednorazové aplikovana
(pomoci pojmenovaného let). Tato pomocna procedura se stara o postupné prochazeni prvkh v seznamu,
které jsou béhem priichodu postupné vyhodnocovany. Vysledky jejich vyhodnoceni se postupné akumuluji
v seznamu navazaném na args. Pfi dosazeni posledniho prvku je aplikovana procedura ziskana vyhod-
nocenim posledniho elementu. Argumenty pfedané pfi aplikaci procedury jsou pravé elementy, které byly
akumulovany v seznamu navdzaném na args.

(postfix-eval (60 (10 20 +) /)) = 2
(postfix-eval “((10 20 +) 60 /)) == 1/2
(postfix-eval ‘(10 20 +)) = 30

Je samoziejmé mozné vyhodnocovat i vyrazy obsahujici procedury pro manipulaci s péry:
(postfix-eval “((10 20 cons) (30 40 cons) list)) = ((10 . 20) (30 . 40))

Upozornéme na fakt, Ze vyhodnocovaci proces implementovany v programu 11.10 je oproti vyhodnoco-
vacimu procesu jazyka Scheme silné zjednoduseny. Viibec se napfiklad nepocita s pouzitim specidlnich
forem. Viz priklad:

(postfix-eval (20 ((x) x lambda))) = ,CHYBA:Symbolxnema vazbu”
Dtvodem chyby je pravé potadi, v jakém vyhodnocujeme argumenty. Pokud postupujeme v seznamu od

jeho pocatku az ke konci, pravé aZ na konci zjistime, zda-li se dany vyraz vyhodnotil na proceduru nebo
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na specialni formu. To jest zavedeni specidlnich forem v naSem modelu vyhodnocovéani by nemélo smysl,
protoze jesté pred tim, nez zjistime typ aplikovaného elementu, jsou jiz vyhodnoceny vsechny argumenty.
Nyni obratime nasi pozornost na vyhodnocovani bezzdvorkovych vyrazi. To by mohlo byt na prvni pohled
sloZzitéjsi, protoZe ve vyrazech chybéji zadvorky explicitné urcujici ,strukturu vyraza”. I v tomto pripadeé lze
ale navrhnout jednozna¢ny vyhodnocovaci proces a implementovat jej.

Pred tim, nez zatneme konstruovat evaluator vyrazii, si musime objasnit jeden nepfijemny rys, ktery

T

jednoznaény ptepis prefixovych vyrazii, pokud bereme v potaz symboly pro operace s libovolnym pocetem
operandti, viz pfiklad:

(+ 23 (% 4 5)) = 25
(prefix->polish "(+ 2 3 (% 4 5))) F=> (2 3 4 5 = +)
(+ 2 (¢ 3 4 5)) = 62
(prefix->polish "(+ 2 (% 3 4 5))) = (2 3 4 5 % +)

Zde vidime, Ze dva rizné vyrazy maji stejnou reverzni bezzavorkovou reprezentaci. NeZ pfistoupime ke
konstrukci vyhodnocovaciho procesu, musime tuto situaci vytesit. Jinak bychom nevédéli, zda-li vyhodno-
titvyraz (2 3 4 5 = +) nahodnotu 25 nebo na hodnotu 62 (nebo jesté néjak tplnéjinak). Jelikoz problém
nejednoznacnosti spo¢iva v tom, Ze nezndme pocet operandii pro operace, nabizi se dvé metody feSeni:

(i) Kazdou operaci uvazovat vzdy pouze s pevnou aritou, to jest s pevnym poctem operandti. Toto FeSeni
je jednoduché a my se jej pridrzime. Zavedeme tabulku symboli, ve které budeme mit pro kazdou
operaci zaznamendn pocet jejich operandi.

(ii) Do vyrazi budeme pfed kazdy symbol operace vzdy zapisovat pocet operandi, na které se vztahuje.
Napfiklad ve vyrazu (+ 2 3 (*x 4 5)) ma ,+” tfi operandy a ,,*” pouze dva. V reverzni bezzdvor-
kové notaci bychom tedy vyraz zapsalive tvaru (2 3 4 6 2 » 3 +),pfitom ¢ervené jsou zddraznény
hodnoty reprezentujici pocty operandti. Na druhou stranu vyraz (+ 2 (x 3 4 5)) by byl reprezento-
van seznamem (2 3 4 5 3 = 2 +).Oba vyrazy jsou tedy rtizné a k nejednozna¢nostem nedochazi.
Vyrazy kédované timto zplisobem jsou pochopitelné delsi, ale zase v nich miizeme pouZivat operace
s libovolnymi operandy.

Nyni vezmeme v tivahu tmluvu (i) a budeme se soustfedit na implementaci. Jako prvni budeme definovat
tabulku symbold, viz definici v programu 11.11. V této tabulce je pro kazdy symbol uvazZované operace

Program 11.11. Jednoduch4 tabulka s prostfedim vazeb pro postfixovy evaluétor.

(define env

((+ 2 ,4)
-2 ,7)
2./
(% 2 ,%)
(n 1 ,-)
(" 2 ,expt)))

ttiprvkovy zdznam ve formé seznamu ((symbol) (arita) (procedura)),kde (symbol)je jméno operace, (arita)
je ¢islo urcujici pocet operandti dané operace a (procedura) je procedura pouzivajici se pfi ,aplikaci operace”.
Vsimnéte si, Ze v tabulce 11.11 jsme definovali undrni operaci oznac¢enou n, coz je unarni minus. Pro unarni
minus jiZ nemtZeme zvolit symbol ,-“, ktery je vyhrazen pro od¢itani dvou ¢isel (uvédomte si, Ze arita ,—"
je ddna pevné na jedinou hodnotu).

Vyhodnocovani postfixovych vyrazi budeme provadét pomoci dodate¢né datové struktury — zasobniku.
Samotna reprezentace zasobniku je z naseho pohledu primitivni, protoZe jej mtiZeme reprezentovat pfimo
seznamem (cons ,,pfiddva” prvek na vrchol zadsobniku, car vraci prvek na vrcholu, a cdr ,,0debird” prvek
z vrcholu zasobniku). Béhem vyhodnocovéni tedy budeme mit k dispozici vstupni vijraz reprezentovany
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linedrnim seznamem ¢isel a symbolt a zdsobnik. V kazdém kroku se ze vstupniho vyrazu odebere nejlevéjsi
,slovo” (¢islo nebo symbol) a zpracuje se. Zasobnik je na pocatku prazdny. Podle typu slova na vstupu
budeme rozliSovat dvé situace:

(i) Na vstupu je &islo. V tomto pfipadé presuneme &islo na vrchol zdsobniku a zpracujeme nésledujici
vstupni slovo.

(ii) Je-li na vstupu symbol f oznacujici operaci, odstranime jej ze vstupu a vyzvedneme ze zdsobniku
tolik prvki, jaka je arita symbolu f (aritu nejdeme v tabulce symbolfi, kterou jsme jiz zavedli) a apli-
kujeme piisluSnou proceduru s témito argumenty (procedura je opét k nalezeni v tabulce). Vysledek
vyhodnoceni ddme na vrchol zasobniku.

Vyhodnocovani kon¢i vypotiebovanim vstupu. V tom piipadé je vysledek uloZen na vrcholu zasobniku
(nebo za vysledek vyhodnocovani mtizeme povaZovat cely zasobnik).

Ptiklad 11.4. (a) Uvazujme vyraz (16 20 +). PrGbéh jeho vyhodnocovani dany pfedchozim postupem,
miiZeme zaznamenat v tabulce se dvéma sloupci. Prvni sloupec ukazuje stav vstupniho vyrazu, ze kterého
jsou postupné zepfedu odebirdny prvky, a druhy sloupec pfedstavuje aktudlni stav zasobniku. Kazdy
fadek tabulky pak koresponduje s jednim elementarnim krokem vypocetu. V pfipadé naseho vyrazu bude
vypocet vypadat takto:

vstup ‘ zdsobnik
(16 20 +) | O

(20 +) | (1@)
(+) | (20 19)
O | (30)

Vysledek vyhodnoceni je tedy 3e.
(b) V ptipadé vyrazu (16 20 30 + =) probiha vyhodnocovéani takto:

vstup | zdsobnik
(1@ 20 30 + %) | O
(20 30 + =) | (19)
(30 + %) | (20 10)
(+ %) | (38 20 10)
(<) | (50 10)
O | (c00)

Vysledek vyhodnoceni je 500.

(c) Konecné, v pfipadé (16 20 + 30 =) probiha vyhodnocovéani takto:

vstup | zdsobnik
(10 20 + 30 =) | O
(20 + 30 =) | (19)
(+ 30 %) | (20 10)

(30 =) | (3@
() | (30 30)
O | (900)

Vysledek vyhodnoceni je 90e.

Proceduru provadéjici vyhodnocovani pomoci zasobniku miizeme naprogramovat tak, jak je to uvedeno
v programu 11.12. Zde je uvedena procedura polish-eval, ktera jako argumenty akceptuje dany vyraz,
ktery bude vyhodnocen, a tabulku symbolti. V nasem pfipadé budeme vzdy pouzivat tabulku z pro-
gramu 11.11. Nic v8ak nebréni tomu, abychom zavedli jinou tabulku. Procedura ve svém téle pouZiva
pomocnou interni iterativni proceduru iter, ktera méa dva argumenty: seznam reprezentujici vstupni vy-
raz a seznam reprezentujici zdsobnik (na pocatku prazdny). Ve svém téle procedura déla pfesné to, co jsme
fekli v pfedchozich paragrafech. Pomocna procedura list-pref uvedend v programu 11.11 slouZi k zis-
kani prvnich n prvkii ze seznamu: procedura slouZi k vyzvednuti vice hodnot ze zasobniku pted aplikaci
procedury odpovidajici symbolu operace.
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Program 11.12. Procedura vyhodnocujici vyrazy v reverzni bezzavorkové notaci.

(define list-pref
(lambda (n 1)
(if (<= n 9
O
(cons (car 1)
(list-pref (- n 1) (cdr 1))))))

(define polish-eval
(lambda (expr env)
(let iter ((input expr)
(stack "))
(if (null? input)
stack
(let ((word (car input))
(tail (cdr input)))
(if (not (symbol? word))
(iter tail (cons word stack))
(let ((func (assoc word env)))
(if (not func)
(error “Symbol not bound”)
(let ((arity (cadr func))
(proc (caddr func)))
(iter tail
(cons (apply proc
(reverse (list-pref arity stack)))
(list-tail stack arity))))))))))))

286




(polish-eval “(10 20 +) env) = (30)
(polish-eval ‘(10 20 30 +) env) > (50 10)
(polish-eval “(10 20 30 + =) env) = (500)
(polish-eval “(10 20 30 * +) env) = (610)
(polish-eval (10 20 + 30 %) env) = (900)
(polish-eval ‘(10 20 * 30 +) env) = (230)
(polish-eval “(10 30 n +) env) — (-20)
(polish-eval "(10 n 30 +) env) = (20)
(polish-eval ‘(10 n 30 n +) env) = (-40)
(polish-eval (10 n 30 n + n) env) = (40)
(polish-eval ‘(10 & 2 / ) env) > (10000)

Zasobnikové vyhodnocovani postfixovych bezzavorkovych vyrazi se pouziva daleko castéji, nez jak
bychom moZzna intuitivné ¢ekali. Na tomto stylu vyhodnocovéni vyrazi je zaloZeno celé jedno minoritni
paradigma — zdsobnikové paradigma (dost ¢asto se vSak za samostatné paradigma nepovaZzuje). Typickym
zéastupcem zasobnikového jazyka je FORTH. Jazyk PostScript, ktery umi interpretovat kazda trochu
lepsi tiskarna, a ktery je v soucasnosti de facto standardem, pokud jde pies pfenositelné formaty popisu
tiskové strany, je rovnéz dialektem jazyka FORTH upravenym pravé pro pouZziti popisu obsahu tiskové
strany. Virtualni stroje zpracovavajici programy v bajtkédu (viz prvni lekci) jsou vesmés naprogramo-
vany jako zdsobnikové vyhodnocovaci programy zpracovévajici programy v zédsobnikovych jazycich.
Existuji samozfejmé i hardwarové zasobnikové procesory, které jsou soucasti malych pocitacii a tiskaren.

Shrnuti

V této lekci jsme se zabyvali zpracovanim symbolickych vyrazh reprezentovanych seznamy skladajicimi se
z ¢isel, symbolti a dal$ich seznamil reprezentujici symbolické vyrazy. Nejprve jsme pro zjednoduseni prace
zavedli rozsifeni kvotovani — tak zvané kvazikvotovéani, coZ je obecné€jsi metoda kvotovani umoZnujici
programatortim snadnéji definovat nékteré seznamy. V lekci jsme se potom vénovali zjednoduSovani arit-
metickych vyrazi, tyto aritmetické vyrazy byly reprezentovany seznamy. Ukazali jsme nékolik procedur
pro zjednoduSovani s rliznou vnitini strukturou a s riznymi schopnostmi. Dals$im pfikladem bylo pocitani
symbolickych derivaci. Potom jsme nasi pozornost pfesunuli na reprezentaci vyraz{i v infixové, postfixové,
a reverzni bezzavorkové notaci. Naprogramovali jsme fadu procedur pro konverzi vyrazi v prefixové
notaci na ostatni notace a zpét. Poukazali jsme na fakt, Ze infixova notace je z hlediska strojového zpra-
covéani dost komplikovana. V posledni sekci jsme se vénovali konstrukci procedur vyhodnocujici vyrazy
v postfixové a reverzni bezzavorkové notaci. Navrhli jsme nékolik modeli jejich vyhodnocovani a uka-
zali jejich silné a slabé stranky. Vyhodnocovani reverznich bezzavorkovych vyrazii jsme naprogramovali
pomoci manipulace s dodate¢nym zasobnikem, ktery byl fyzicky reprezentovan seznamem.

Pojmy k zapamatovani

e kvazikvotovani

Nové predstavené prvky jazyka Scheme
e specialni forma quasiquote

e procedura assoc

Kontrolni otazky
1. Co je kvazikvotovini? jak se lisi od kvotovini?
2. Jak jsme naprogrogramovali zjednodusovini aritmetickyjch vijrazii?
3. Jak jsme naprogrogramovali symbolickou derivaci?
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4. Jak jsme naprogrogramovali prevod mezi jednotlivymi notacemi?

Cviceni
1. Bez pouziti interpretru urcete vysledky vyhodnoceni nasledujicich vyrazi:
(quasiquote symbol)
*(symbol)
(car " ‘symbol)
G+ D
G 1 2)

NGEED!
NGEED)
G+l )

(1 + 2 ,03)
(quote (,€0)))

(quasiquote quasiquote)

(quasiquote (+ 1 (unquote +)))

(quasiquote (1 2 ,(+ 1 2)))

YL+ 1 2)

L.+ 1 2)

(1 2 ,e(build-list 5 (lambda (x) (* x x))) 3)

(quasiquote (1 2 (unquote-splicing (map list (1 2 3))) 5))
unquote-splicing
NS
iy
(quote unquote)
2. Upravte kéd procedury diff v programu 11.6 tak, aby bylo moZzné derivovat vyrazy, ve kterych je
soucet a soucin pouzit na libovolné mnozstvi argument.

Ukoly k textu

1. Popiste, jak nahradit pouziti specidlni formy quasiquote.
2. Rozsifte proceduru simplify tak, aby neméla nedostatky uvedené na konci sekce 11.2.

3. Naprogramujte proceduru vyhodnocovani pro infixové vyrazy s pevné danym poctem argumentti
(nejvyse dva).

ResSeni ke cviéenim

1. symbol, (symbol), quasiquote, (+ 1), (,procedura s¢itani” 1 2)

(11) chyba (,,procedura s¢itdni” . ,,procedura od¢itani”) chyba ((unquote-splicing ()))

quasiquote (+ 1 ,procedura s¢itani”) (123)33(120149 16 3)

(12 (1) (2) (3) 5) chyba (quasiquote (quasiquote ())) "+ unquote

2. Oproti programu 11.6 sta¢i zménit lokalni definici tabulky takto:
(define table
(let ((2x->x (lambda (x) (if (and (pair? x) (equal? ‘%2 (car x)))

(> ,@(cdr x))
%x))))
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“((+ . ,(lambda 1 ‘(+ ,@(map (lambda(x) (derive x)) 1))))
(- . ,(Qambda (x y) ‘(- ,(derive x) ,(derive y))))
(* . ,(lambda 1 (derive (foldr (lambda (x a) ‘(%2 ,x ,a)) 1 1))))
(%2 . ,(lambda (x y) “(+ (% ,(2%x=>% x) ,(derive y)) (x ,(derive x) ,(2x->x y))))
(/ . ,Qambda (x y) ‘(/ (= (% ,(derive x) ,y) (*x ,x ,(derive y¥))) (* .,y ,y))))))
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Lekce 12: Cisté funkcionalni interpret Scheme

Obsah lekce: V této lekci se nejprve budeme zabyvat automatickym pretypovanim a generickymi procedu-
rami. Pro generické procedury zavedeme jednoduchou metodu jejich aplikace prostfednictvim vyhledavani
procedur pomoci vzort uvedenych v tabulkach. Ve zbytku lekce ukaZeme implementaci ¢isté funkcionalni

podmnoziny jazyka Scheme. Zaméfime se na implementaci datové reprezentace elementti jazyka pomoci
manifestovanych typt a na implementaci vyhodnocovaciho procesu.

Klic¢ova slova: genericka procedura, koerce, manifestovany typ, pfetypovani, tabulka generickych procedur.

12.1 Automatické pfetypovani a generické procedury

V tvodni sekci této lekce udélame malou odbocku od hlavniho zaméfeni lekce jimZ bude konstrukce
interpretu jazyka Scheme. V této sekci se budeme zabyvat generickymi procedurami. Vétsina procedur, které
jsme v jazyku Scheme pouZivali, byly tésné svdzané s konkrétnim datovym typem. Napiiklad procedura
append provadéla spojovani seznamfi a nebylo ji mozné pouzit s argumenty jinych typti nez jsou seznamy.
Toto chovani je v mnoha situacich Zadouci.

Nékdy je ale potfeba jednoduse pouzivat tutéZ proceduru s argumenty rtiznych datovych typt. Napiiklad
procedura pro sc¢itdni + je schopna pracovat s ¢isly v piesné reprezentaci (racionalni zlomky) a s ¢isly
v piiblizné reprezentaci (¢isla s pohyblivou desetinnou te¢kou). Proceduru s¢itani je dokonce mozné pouZit
s argumenty raznych typli soucasné, to jest s nékterymi argumenty (¢isly) v pfesné reprezentaci a s nékte-
rymi argumenty (¢isly) v pfiblizné reprezentaci. Procedura pro scitani tedy musi provadét dil¢i operace,
které jsou podminéné typem elementti. V nékterych ptipadech tedy musi provést pfed samotnym souctem
jistou ,konverzi datovych typt”, aby mohla aritmetickou operaci provést.

Proceduram, které svou ¢innost fidi podle typti svych argumentti, fikdme generické procedury. Piesnéji fe-
¢eno, za generické procedury povazujeme ty procedury, které podle typti argumentti provadéji aplikace
jinych procedur a provadéji pfipadné dodatecnou konverzi argumentti (elementii) na elementy vyza-
dovanych typt. Napiiklad procedura sc¢itdni v jazyku Scheme je generickd procedura. Pokud je s¢itani
aplikovano s racionalnimi argumenty, provede se s¢itani pfimo v pfesna reprezentaci a vysledkem je opét
¢islo v pfesné reprezentaci. Pokud by byl byt’jen jeden z argumentti v pfiblizné reprezentaci, pak procedura
provede nejprve konverzi vSech argumentt do pfibliZné reprezentace a provede se¢teni v pfiblizné repre-
zentaci. Vysledkem takového secteni je ¢islo v pfiblizné reprezentaci. To by nas nemélo pfekvapit, protoze
pfi préci s interpretem jazyka Scheme jsme si mohli vS§imnout nasledujiciho chovani +:

(+ 1/2 10) = 21/2
(+ 0.5 19)  10.5
(+ 1/2 2/3) = 7/6

(+ 0.5 0.666) = 1.166

Automatickym konverzim na elementy jinych typt, ke kterym mtZe dochdzet béhem pouzivani gene-
rickych procedur, se ¥ika koerce. Koerce je tedy obecné feceno implicitni pretypovini. Skoro ve vSech pro-
gramovacich jazycich jsou k dispozici néjaké prosttedky pro explicitni pretypovini, to jest programéatorem
vynucenou zménu typu elementu. P¥ikladem miize byt tteba prevod ¢isla na fetézec znakii. V jazyku Scheme,
jako ve vétsiné programovacich jazykt, existuje datovy typ ,fetézec znak”. S fetézci lze délat béZzné ope-
race, jimiz se podrobné nebudeme zabyvat, protoZze to neni nasim hlavnim cilem (zdjemce odkazuji na
specifikaci R°RS jazyka Scheme, viz [R5RS]). Jednou z operaci s fetézci je jejich spojovani. K tomu slouZi
procedura string-append. Spojovani fetézcti je demonstrovano nasledujicimi pfiklady:
(string-append) = 7

(string-append “Ahoj” “svete”) = “Ahojsvete”

(string-append “Ahoj “ “svete”) = “Ahoj svete”

(string-append “a” “b” “c”) = “abc”

Prevod ¢isel na fetézce se provadi pomoci procedury number->string, které pro dané ¢islo vraci fetézec
znakt obsahuyjici externi reprezentaci ¢isla. Pro ilustraci viz nasledujici ukazky pouZiti procedury:
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(number->string 10.2) = “10.2"
(number->string (/ -1 2)) = “-1/2"
(number->string (sqrt -1)) = “0+1i”

Predchozi operaci bychom de facto mohli chapat jako explicitni pretypovini. Na programatorovu zadost byl
element ¢islo , pfeveden” na element fetézec, se kterym se dal miize pracovat. Naproti tomu vyse uvedené
implicitni pretypovini (koerci) provadéji automaticky nékteré (generické) procedury. Je zajimavé, Ze koerce je
nékdy chapana jako potencialni zdroj chyb a nékteré jazyky koerci viibec neumoZziiuji. Jednim z takovych
jazykt je napfiklad funkciondlni jazyk ML.

Ve zbytku této sekce si ukaZeme modelovy piiklad, jak 1ze naprogramovat uzivatelsky definované gene-
rické procedury. Vyjdeme z ndm dobie zndmé operace scitani ¢isel a obohatime ji tak, aby mohla slouzit
i ke spojovani fetézcti. Umoznime navic, abychom mohli tuto novou verzi generického séitani pouzivat
s argumenty raznych typt (tedy s ¢isly i s fetézci). Toto zobecnéni s¢itani je ve skutec¢nosti docela praktické.
UmoZiiuje ndm snadno vytvéafet textovy vystup, v némz jsou nékteré hodnoty dopoctené, viz ukazku:

(let ((x 19)
(y 20))

(+ “Soucin “ x “ a”y
“je” (¢ xvy) ”.”)) = “Soucin 10 a 20 je 200.”

Jako prvni vytvoiime pomocny predikat match-type? slouzici k testovani typh argumentti. Predikat je

Program 12.1. Porovnavéni datového typu argumentu se vzorem.

(define match-type?
(lambda (preds args)
(or (and (null? preds) (null? args))
(and (pair? preds)
(pair? args)
((car preds) (car args))
(match-type? (cdr preds) (cdr args))))))

uveden v programu 12.1. Prvnim argumentem procedury match-type? je seznam predikatti a druhym
argumentem je seznam elementti. Vysledek aplikace match-type? pro dané argumenty je ,pravda”, pravé
kdyZ jsou oba dva seznamy pfedané jako argumenty stejné dlouhé a elementy z druhého seznamu od-
povidaji po fadé typim danym predikaty v prvnim seznamu. PouZiti match-type? je demonstrovano
nasledujicim piikladem.

(match-type? (,number? ,number?) ‘(10.2 “Anoj”)) = #f
(match-type? ‘(,number? ,string?) ‘(10.2 “Ahoj”)) = #t
(match-type? ‘(,string? ,number?) “(10.2 “Anoj”)) = #f
(match-type? ‘(,string? ,string?) ‘(190.2 “Ahoj”)) = #f

Predikat match-type? bude pouZit pii testovani shody argumentti se vzorem v tabulce urcujici chovani
generické procedury. Pro kazdou generickou proceduru budeme vzdy uvazovat tabulku metod"’, coz bude
tabulka ve specidlnim tvaru urcujicim vzory a procedury pro aplikaci, pokud argumenty budou odpovidat
danému vzoru.

Pokud se nyni pro ilustraci zaméfime pouze na dva argumenty, miiZeme nové implementované generické
s¢itani popsat tabulkou uvedenou v programu 12.2. Po vyhodnoceni vyrazu z programu 12.2 dojde k nava-
z&ni seznamu parti na symbol table-generic. Seznam se sklddd z part jejichZ prvni prvek 1ze chapat jako
identifikator typu konkrétni operace a druhy prvek je samotna operace, kterd se ma provést. Naptiklad
prvni fadek bychom mohli ¢ist tak, Ze v pfipadé s¢itani dvou ¢isel je pouZita ptivodni operace , s¢itani ¢isel

7Pojem ,metoda“ je ¢asto pouzivan v objektovém programovéni. My budeme za metody povaZzovat procedury spolu se vzorem
jejich pouziti, které budou soucasti tabulky urcujici ¢innost generické procedury.
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Program 12.2. Konkrétni tabulka metod generické procedury.

(define table-generic
(let ((+ +))

‘(((+ ,number? ,number?) . ,+)
((+ ,number? ,string?) . ,(lambda (x y)
(string-append (number->string x) y)))
((+ ,string? ,number?) . ,(lambda (x y)

(string-append x (number->string y))))
((+ ,string? ,string?) . ,string-append))))

(v8imnéte si vazby + v let-vyrazu, pro pfipomenuti viz lekci 3). Na druhém fadku tabulky je uvedeno,
Ze v pripadé scitani cisla a fetézce se provede konverze ¢isla na fetézec a vysledek se spoji s pfedanym
fetézcem. Pii aplikaci posledni jmenované procedury vlastné z hlediska uZivatele generické procedury

P

(kterou vytvofime dale) dochazi ke koerci (pfetypovani ¢isla na fetézec).

Program 12.3. Vyhledani pfislusné operace v tabulce metod generické procedury.

(define table-lookup
(lambda (table op args)
(cond ((null? table) #f)
((not (equal? (caaar table) op)) (table-loopkup (cdr table) op args))
((match-type? (cdaar table) args) (cdar table))
(else (table-lookup (cdr table) op args)))))

Procedura table-lookup uvedend v programu 12.3 ma na starost vyhledavat pfisluSnou operaci v ta-
bulce metod generické procedury. Procedura table-lookup bere jako argumenty tabulku metod generické
procedury, symbol identifikujici generickou proceduru (v jedné tabulce metod mohou byt zaznamy pro
vice generickych operaci), a seznam argumentti, podle kterych se v tabulce vyhledava. Procedura itera-
tivné prochazi tabulku a pfi nalezeni prvni shody vzoru metody s argumenty (zde se pouziva predikat
match-type?) je vracena procedura jez je soucasti metody.

7 Z. 7wz

primitioni procedura ,,s¢itdni cisel”
uziv. def. procedura z 2. fadku tabulky
uZiv. def. procedura z 3. vddku tabulky
primitivni procedura ,,spojent vetézcii”
#f

(table-lookup table-generic '+ ‘(10 20))

(table-lookup table-generic '+ (10 “svete”))
(table-lookup table-generic ‘+ ‘(”“Anoj” 20))
+
+

(table-lookup table-generic ‘+ ‘(“Anhoj” “svete”))
(table-lookup table-generic (19 #t))

’

I

Aplikace generickych procedur bude provadéna pomoci procedury apply-generic, viz program 12.4.
Procedura apply-generic provede vyhledani metody v tabulce navazané na table-generic podle vzoru

Program 12.4. Aplikace generické procedury.

(define apply-generic
(lambda (op . args)
(let ((proc (table-lookup table-generic op args)))
(if proc
(apply proc args)
(error “No method for these types”)))))
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a provede néslednou aplikaci procedury jez je soucasti shodujici se metody. Pro vétsi pohodli pii apli-
kaci generické procedury provedeme navazani nové vytvofené procedury na symbol +. Kéd provadéjici
tuto vazbu je uveden v programu 12.5. Pomocné procedura foldr1 pracuje stejné jako foldr s jednim

Program 12.5. Genericka procedura pro s¢itani.

(define foldr1
(lambda (f term 1)
(cond ((null? 1) term)
((null? (cdr 1)) (car 1))
(else (f (car 1) (foldr1 f term (cdr 1)))))))

(define +
(lambda args
(foldr1 (lambda (x y)
(apply—generic "+ x y))
0
args)))

seznamem, pouze s tim rozdilem, Ze hodnota navdzana na symbol term je vracena pouze v pfipad¢, Ze
seznam predany foldr1 jako tieti argument je prazdny. V pfipadé, Ze seznam je jednoprvkovy, je vracen
tento prvek — to je jediny rozdil oproti ptivodni verzi foldr. V programu 12.5 jsme pouZili foldr1 k na-
programovéni nové procedury libovolnych argumentt, kterd je posléze navazana na symbol +. Procedura
foldr1je zde pouzita k zobecnéni aplikace generické procedury ze dvou argumentti na libovolné mnozstvi
argumentt. Touto problematikou jsme se jiZ zabyvali v sekci 7.3. Novou generickou proceduru + je nyni
mozné pouZivat nasledujicimi zptisoby:

(+ = 0

(+ 109) = 10

(+ 10 209) = 30

(+ 10 20 30) = 60

(+ 10 “x” 30) =  “10x30”
(+ 19 20 30 ") = ”“102030”
(+ 19 20 ”” 30) F— “102030"
(+ 19 ”” 20 30) = “1050”
(+ ”” 19 20 30) = ”“BO”

Vsimnéte si, Ze pokud uvadime jako argumenty pouze &isla, genericka procedura + se chova stejné jako
puvodni procedura s¢itani. Zbyva odpovédét na otdzku, pro¢ jsme pfi vytvofeni generické procedury
+ pouZili foldr1 misto klasického foldr. Je to z dilivodu prakti¢nosti. Pfi pouZiti foldr misto foldr1
bychom totiz dostali nepfirozeny vysledek v situaci, kdy je posledni ze s¢itanych elementti fetézec:

(+ IIII) tﬁ Il@ll
(+ “"Ahoj ” “svete”) = “Ahoj sveted”
(+ “Faktorial “ 4 “ je ” 24 ”.”) k= “Faktorial 4 je 24.0”"

Naproti tomu verze se foldr1 se chova pfirozené:

(+ ” I/) @ ” v
(+ “Ahoj ” “svete”) > “Ahoj svete”
(+ “Faktorial ” 4 7 je ” 24 ”.”) = “Faktorial 4 je 24.”

12.2 Systém manifestovanych typt

JelikoZ nam v této lekci jde o konstrukci interpretu jazyka Scheme, jako jeden z prvnich problémt musime
vyftesit, jak budeme reprezentovat jednotlivé elementy jazyka: &isla, pravdivostni hodnoty, symboly, pary,

293



procedury (primitivni a uzivatelsky definované), specialni formy a dalsi. V této sekci nejprve naznacime
obecnou reprezentaci elementti pfi niZ uzijeme tak zvanou manifestaci typii. Kazdy element se bude sklddat
ze dvou zékladnich ¢asti:

(i) identifikdtor typu elementu,
(ii) data charakterizujici element.

Identifikator typu bude slouZit k jednozna¢nému urceni o jaky element se jedna. Pomoci tohoto identifi-
katoru tedy rozlisime, zda-li napfiklad dany element reprezentuje par nebo proceduru. Jako identifikatory
typti budeme pouZzivat symboly jejichZ jména budou typ elementu ozna¢ovat. Druhou ¢asti kazdého ele-
mentu jsou data pfedstavujici ,hodnotu elementu”.

Poznamka 12.1. (a) Pokud si napiiklad pfedstavime dvé ¢isla -13 a 27, pak jejich vnitfni reprezentace
(v naSem konstruovaném interpretu Scheme) budou obsahovat shodny identifikator typu ,cislo”. Oba
elementy budou mit ale riznou datovou ¢ast — v prvnim pripadé bude datova ¢ast uchovévat ¢iselnou
hodnotu —13, v druhém piipadé 27.

(b) Otazkou je, pro¢ v elementech potifebujeme identifikatory jejich typt a zda-li bychom se bez nich
mohli obejit. Identifikatory skute¢né potfebujeme, abychom mohli sprdvné rozliSovat datové typy elementti
(a v dasledku abychom byli schopni spravné vyhodnocovat elementy). V nékterych pfipadech totiZ pouze
na zakladé znalosti ,,datové ¢asti elementu” nejsme schopni urcit jeho typ. Vezméme si napiiklad teckovy
péar (2 . 3). Mohli bychom se na néj divat jako na dvojici ¢iselnych hodnot. Ta mtiZe reprezentovat tieba
zlomek 2, nebo komplexni &fslo 2 + 3i. Z pohledu syntaxe a sémantiky jazyka, viz sekci 1.2, je identifikétor
typu sémantickd informace urcujici vjznam datové éisti elementu (datova ¢ast elementu by sama o sobé neméla

zadny vyznam).
Pod pojmem manifestovany typ mame tedy na mysli pfitomnost identifikatoru typu ,v datech”. Pti repre-
zentaci elementti budeme pouZzivat manifestaci typt, jak jsme to naznacili v ttvodu této sekce.

Pro préci s elementy a manifestovanymi typy si vytvofime sadu pomocnych procedur, které jsou uvedeny
v programu 12.6. Procedura curry-make-elem slouzi k vytvareni konstruktorii elementii s manifestovanym

Program 12.6. Systém manifestovanych typt.

(define curry-make-elem
(lambda (type-tag)
(lambda (data)
(cons type-tag data))))

(define get-type-tag car)

(define get-data cdr)

(define curry-scm-type
(lambda (type)

(lambda (elem)
(equal? type (get-type-tag elem)))))

typem. Procedura curry-make-elembere jako argument symbol (formélni argument type-tag) oznacujici
dany typ. Symboliim oznacujicim typy se nékdy fika ,visacky” nebo ,tagy” (z anglického tags). Procedura
curry-make—-elem vraci konstruktor jimZ je procedura jednoho argumentu. Tento argument pfedstavuje
hodnotu, kterou chceme vloZit do datové ¢asti elementu. Na fyzické tirovni je kazdy element reprezentovan
pérem, jehoZ prvni sloZka je visacka a druhé slozka je tvofena hodnotou elementu. VSimnéte si, Ze procedura
curry-make-elempouze rozklada proceduru dvou argumentti cons na dvé procedury jednoho argumentu,

tento princip jsme popsali v sekci 2.4 jako currying. Procedury get-type-taga get-data pro dany element
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vraci jeho visacku respektive jeho datovou slozku. Posledni procedura v programu 12.6 je curry-scm-type.
Tato procedura pro dany identifikator typu vraci predikat testujici zda-li dany element je tohoto typu ¢i
nikoliv. Viz nasledujici pfiklad pouziti.

Nejprve vytvorime konstruktory a predikéaty testujici typ pro dva rtizné datové typy (racionalni a komplexni
¢isla):

(define make-frac (curry-make-elem ’fraction))
(define make-cplx (curry-make-elem ’‘complex—number))
(define frac? (curry-scm-type ‘fraction))

(define cplx? (curry-scm—-type ’‘complex—number))

Ptedchozi procedury mtizeme pouzivat nasledujicim zptisobem:

(define a (make-frac (2 . 3)))
(define b (make-cplx (2 . 3)))

a = (fraction 2 . 3)

b = (complex-number 2 . 3)
(get-data a) = (2 . 3)

(get-data b) = (2 . 3)

(frac? a) = #t

(frac? b) = #f

(cplx? a) = #f

(cplx? b) = #t

Elementy jazyka Scheme budeme reprezentovat jako hodnoty s manifestovanym typem. Typ elementu
je manifestovan pomoci visacky, coZ je identifikator typu. Typ elementu je potieba rozeznavat, protoze
samotna datova ¢ast elementu jednoznacéné neurcuje typ (sémantiku) elementu. V dalsi sekci uvidime,
Ze manifestace typu ndm umozni rozliSovat od sebe napiiklad vnitini reprezentaci parti a uZivatelsky
definovanych procedur. Samotny princip manifestace typti je samoziejmé pouZzitelny i p¥i feSeni jinych
problémii neZ je reprezentace elementti jazyka Scheme.

12.3 Datova reprezentace elementt jazyka Scheme

V této sekci ukdZeme implementaci jednotlivych elementti jazyka Scheme, které budeme potfebovat pii
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vytvoreni jeho interpretu. Budeme postupovat od nejjednodussich elementti ke slozité&jsim.

Pfed tim, neZ zacneme, je potieba udélat nékolik terminologickych pozndmek. JelikoZ se zabyvame imple-
mentaci interpretu jazyka Scheme v jazyku Scheme, pracujeme vlastné se dvéma interprety soucasné. Prvnim
z interpretti je pro nds ten interpret, ktery pouZivdme pii vyvoji programu. Timto programem je (druhy)
interpret jazyka Scheme. V této sekci se tedy budeme zabyvat reprezentaci elementi nové vytvareného
interpretu Scheme, nikoliv reprezentaci elementti v interpretu, ktery pfi vytvareni pouzivame. Abychom
zjednodusili terminologii, zavedeme nyni pojmy metainterpret a interpret jazyka Scheme:

o metainterpret jazyka Scheme je jiz existujici interpret, ktery pouzivame pro vytvafeni dalsich programa
(mimo jiné naseho nového interpretu jazyka Scheme),

e interpret jazyka Scheme je (meta)program pro metainterpret jazyka Scheme, ktery provadi interpretaci
jisté podmnoziny jazyka Scheme.

Podobné jako rozliSujeme pojmy metainterpret a interpret mtiZeme odliSovat dalsi pojmy, se kterymi jsme
se doposud setkali. Tak tteba metajazyk (jazyk interpretovany metainterpretem) a jazyk (jazyk interpretovany
interpretem), metaelement (element metajazyka) a element (element jazyka), metaprogram (program v metaja-
zyku) a program (program v jazyku). Abychom situaci jesté zjednodusili, budeme nékdy pfedponu , meta”
vynechavat, a to v pfipadé, kdy bude jasné, Ze se bavime o ptivodnim interpretu jazyka Scheme nebo o sou-
visejicich pojmech.
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Pokud budeme hovofit o ,metapojmech”, budeme tim mit vZdy na mysli pojmy vztazené k metainter-
pretu jazyka Scheme, to jest k interpretu, ktery pouzivame k vyvoji naseho nového interpretu podmno-
ziny jazyka Scheme. Na programy, které dosud vytvafime se taky musime divat ze dvou tthl pohledu.
Metaprogramy jsou programy pro vychozi metainterpret, tedy na$ novy interpret jazyka Scheme je
sam o sobé metaprogram. Programy pro nové vytvafeny interpret nazyvame v souladu s pfedchozi
umluvou pouze ,programy”.

Nyni jiz obratime nasi pozornost k reprezentaci elementti jazyka Scheme. Mezi nejjednodussi elementy patii
bezpochyby ¢isla. P¥ijejich implementaci vyuZijeme toho, Ze se snazime vytvofit ,Scheme ve Scheme”, tedy
novy interpret Scheme v jiz existujicim metainterpretu Scheme. Diky tomu miiZzeme de facto pfevzat veskeré
aritmetické (meta) procedury, jak uvidime dale. P¥i implementaci také nebudeme rozlisSovat jednotlivé typy
¢isel (pfesnou a nepfesnou reprezentaci ¢isel, racionalni ¢isla, komplexni ¢isla a tak dale). Pro &isla tedy
zavedeme pouze jejich konstruktor a predikat testujici typ ,¢islo” nasledovné:

(define make-number (curry-make-elem ‘number))
(define scm-number? (curry-scm-type ‘number))

Analogicky jednoduché bude reprezentace symbolii. Hodnotou symbolu (jakoZto elementu jazyka) je pro
nés jeho ,jméno”, které mtiZeme ztotoznit s fetézcem znakid. Abychom situaci jesté vice zjednodusili,
nebudeme k oznaceni jmen symbolti pouZzivat fetézce znakfi, ale metasymboly dostupné v metainterpretu
jazyka Scheme. Konstruktory symbolii a predikat testujici typ tedy zavedeme:

(define make-symbol (curry-make-elem ‘symbol))
(define scm-symbol? (curry-scm-type ‘symbol))

Nyni se zaméfime na specidlni elementy jazyka, které se vyhodnocovaly na sebe sama. Jednalo se o prav-
divostni hodnoty, prazdniyj seznam, a element zastupujici nedefinovanou hodnotu. Pro tyto elementy nepottebu-
jeme vytvéret konstruktory, protoZze pravdivostni hodnoty jsou pouze dvé, prazdny seznam je pouze jeden
a stejné tak pouze jeden je element zastupujici nedefinovanou hodnotu.

V piipadé pravdivostnich hodnot tedy vytvofime dva nové elementy zastupujici nepravdu a pravdu. Tyto
elementy navdZeme na symboly scm-false a scm-true. Déle vytvoiime predikét testujici typ ,pravdi-
vostni hodnota”. Viz nasledujici kéd.

(define scm-false ((curry-make-elem ‘boolean) #f))
(define scm-true ((curry-make-elem ’‘boolean) #t))
(define scm-boolean? (curry-scm—type ’‘boolean))

Prazdny seznam bude nové vytvofeny element navazany na the-empty-list:

(define the-empty-list ((curry-make-elem ‘empty-list) “()))
(define scm-null? (lambda (elem) (equal? elem the-empty-list)))

A konecné stejnym zptlisobem vytvofime i element zastupujici nedefinovanou hodnotu:

(define the-undefined-value ((curry-make-elem ‘undefined) “()))
(define scm-undefined? (lambda (elem) (equal? elem the-undefined-value)))

Vsimnéte si toho, Ze pfedchozi predikaty scm-null? a scm-undefined? vyuZivaji toho, Ze prazdny seznam
a nedefinovana hodnota jsou unikatni elementy daného typu. V tomto pfipadé je tedy mozné naprogramo-
vat predikéaty testujici typ jako predikaty testujici rovnost s danym elementem.

Nyni se budeme zabyvat teckovymi péry. Nejprve podotknéme, Ze pro to, abychom v nasem interpretu
mohli uvaZovat seznamy, neni nutné (a ani vhodné) vytvaret elementy jazyka typu ,seznam”. PIné si
vystac¢ime s dale navrZzenymi pary a prazdnym seznamem, ktery jsme definovali vy3e. To je zcela v souladu
s tim, jak jsme zavedli seznamy pomoci pard v lekci 5. Pary pro néas tedy budou specialni elementy typu
»par”, jejichz datovou slozkou budou tvofit dva elementy v pevné daném potadi. Fyzicky budeme pary
reprezentovat pomoci metapart ve tvaru

(pair . ((proni) . (druhy))),
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kde (proni) je element pfedstavujici prvni slozku paru a (druhy) je element pfedstavujici druhou slozku
paru. Pro pary vytvofime jejich konstruktor, dva selektory a predikat testujici typ ,par”. V programu 12.7
je uveden konstruktor paru make-pair. Jedna se o proceduru dvou argumentti, kterd vznikla v prostfedi

Program 12.7. Reprezentace teckovych pard.

(define make-pair
(let ((make-physical-pair (curry-make-elem ’‘pair)))
(lambda (head tail)
(make-physical-pair (cons head tail)))))

(define scm-pair? (curry-scm-type ‘pair))

(define pair-car
(lambda (pair)
(if (scm-pair? pair)
(car (get-data pair))
(error “CAR: argument must be a pair”))))

(define pair-cdr
(lambda (pair)
(if (scm-pair? pair)
(cdr (get-data pair))
(error “CDR: argument must be a pair”))))

v némz je na symbol make-physical-pair navazana procedura vytvarejici element s manifestovanym
typem , par”. Samotna procedura make-pair provadi pouze jednu aplikaci make-physical-pair pfi niz
jsou obé dvé slozky spojeny do metaparu pomoci cons. Opét jsme tedy zvolili strategii, Ze k reprezentaci
part nadm slouzi metapary a konstruktor paru make-pair je vytvofen pomoci konstruktoru metapéaru cons.
Pro objasnéni uvedme nasledujici ptiklady pouZiti make-pair:

(define a (make-number 1))
(define b (make—-number 2))
(make-pair a b) = (pair (number . 1) number . 2)
(make-pair a the-empty-list) == (pair (number . 1) empty-list)
(make-pair the-empty-list b) = (pair (empty-list) number . 2)

V programu 12.7 je déle uveden predikat scm-pair? testujici, zda-li je dany element typu ,par”. Déle jsou
zde uvedeny selektory pair-car a pair-cdr slouzici k pfistupu k prvni, pfipadné druhé, sloZce pért.
Jejich implementace je pfimocara.

Priklad 12.2. Nyni si jiz mtiZeme udélat zdkladni pfedstavu o tom, jak bude vypadat reprezentace slozitéj-
Sich elementti jazyka pomoci metaelementt. Napiiklad par (16 . ahoj), to jest par, jehoZ prvni sloZkou
je ¢islo a druhou sloZkou je symbol bude v metainterpretu fyzicky reprezentovdn metaelementem vyobra-
zenym na obrazku 12.1. Déle napiiklad A-vyraz (16 . ahoj) bude v metainterpretu reprezentovan tak,
jak ukazuje obrazek 12.2. Jak je na prvni Pohled zfejmé, reprezentace tohoto relativné malého seznamu je
dost velka. To je jakasi dan, kterou musime zaplatit za visacky jednoznacné urcujici typy elementt.

Dalsi elementy jazyka, jejichz reprezentaci popiSeme, jsou prostiedi. Koncept prostiedi byl pfedstaven jiz
v lekci 1 a dale zpfesnén v lekci 2. Prostiedi potfebujeme k udrzovéani vazeb mezi symboly a elementy a kviili
schiidné implementaci lexikdIniho rozsahu platnosti: kazdé prostfedi, kromé globalniho, méa ukazatele na
svého lexikalniho predka (prostfedi svého vzniku). Datové ¢ast prostfedi tedy musi obsahovat jednak
tabulku vazeb mezi symboly a elementy a jednak (ukazatel na) dalsi prostedi. Elementy typu prostfedi
tedy budeme reprezentovat metapary ve tvaru
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Obrazek 12.1. Fyzicka reprezentace paru (160 . ahoj) pomoci metaelementd.

—{pair|e]—> ¢ [+]—+{symbol[ahoj|

Obrazek 12.2. Fyzicka reprezentace seznamu (lambda (x) (+ x 1)) pomoci metaelementi.

—{symbol[lambda| —{pair|e}—{é]ef—{empty-list][ ()]
B[ [T} ([ [F} (e[ [ (e Tise O]
LT T (e Tst o]

(environment . ((predek) . (tabulka))),

kde (predek) je bud'to element prostfedi nebo element ,nepravda” (dané prostfedi nema predka) a (tabulka)
je tabulka vazeb mezi symboly a elementy udrZovana jako interni reprezentace seznamu ve tvaru

(((symboly) (elementy))
((symboly) (elements))

( <symboln> (element,,)) ).

Pro préci s prostfedimi budeme potfebovat nékolik zakladnich procedur. V prvni fadé to bude konstruktor
prostiedi make-env a dva selektory get-pred a get-table, které pro dané prostfedi vraceji prostiedi
predka nebo tabulku vazeb. Tyto procedury jsou uvedeny v programu 12.8. V tomto programu je dale
uveden predikét testujici typ elementu ,prostfedi”. VSimnéte si, Ze zdkladni konstruktory a selektory
prosttedi jsou de facto stejné jako konstruktory a selektory part, viz program 12.7. V pfipadé prostiedi ale
plati, Ze jeho datové slozky nejsou libovolné elementy, ale pfesné vymezené elementy (prvni element je
pfedek, tedy ,nepravda” nebo opét prostfedi a druhy element je vzdy tabulka vazeb).

Pro pohodInou manipulaci s prostfedim zavedeme dalsi procedury. V nasem novém interpretu totiZ musime
mitnéjak definovano prostiedi pocatecnich vazeb, musime mit tedy k dispozici procedury, kterymi prostiedi
vytvofime. Dalsi prosttedijiz budou vznikat pfi aplikaci uzivatelsky definovanych procedur tak, jak jsme to
vysvétlili v lekci 2. V programu 12.9 je uvedeno nékolik procedur, které vyuZijeme pfi definici po¢ate¢nich
prosttedi. Predikat global? je pro dany element pravdivy, pravé kdyZ je element prostiedi, které nema
pfedka. Jedna se tedy o predikat testujici, zda-li je pfedany element globalni prostfedi. Pomocna procedura
assoc—>env provede prevod asociacniho metaseznamu na tabulku vazeb realizovanou asociacnim seznamenm.
Pfi bliZzsim pohledu je vidét, Ze assoc->env je v podstaté jen jednoducha rekurzivni procedura, ktera
pfevadi metaseznam metapar(i na seznam parti ve vnitini reprezentaci (nového interpretu), pfitom také
provéadi vytvafeni novych symboli z metasymbold. Pro objasnéni jesté uvedme ptiklad jejtho pouZiti:

(define s “((a . ,(make—number 10)) (b . ,(make-number 20))))
(assoc->env s) = (pair (pair (symbol . a) number . 10)
pair (pair (symbol . b) number . 20)
empty-list)
Kone¢né procedura make-global-env z programu 12.9 slouzi k vytvoreni globalniho prostfedi. Jeji pouZziti
uvidime v jedné z dalsich sekci.
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Program 12.8. Reprezentace prostiedi.

(define make-env
(let ((make-physical-env (curry-make-elem ’‘environment)))
(lambda (pred table)
(make-physical-env (cons pred table)))))

(define scm-env? (curry-scm-type ‘environment))

(define get-table
(lambda (elem)
(if (scm-env? elem)
(cdr (get-data elem))
(error “GET-TABLE: argument must be an environment”))))

(define get-pred
(lambda (elem)
(if (scm-env? elem)
(car (get-data elem))
(error “GET-PRED: argument must be an environment”))))

Pfiimplementaci vyhodnocovaciho procesu budeme potfebovat hledat vazby v prosttedich. K tomuto ticelu
naprogramujeme dvé pomocné procedury. Procedura scm-assoc z programu 12.10 provadi prakticky totéz
co standardni procedura assoc (viz standard R°RS jazyka Scheme [R5RS]). Jediny rozdil je v tom, Ze scm-
assoc pracuje s asociaénimi seznamy (a nikoliv metaseznamy) v jejich interni reprezentaci. Procedura pro
dany kli¢ a asocia¢ni seznam prohleddva dany asocia¢ni seznam a vraci prvni pér, jehoZ prvni slozka odpo-
vida kli¢i. Pokud zadny takovy par neexistuje, je vracena ,nepravda®”. Proceduru scm-assoc tedy mtzeme
pouzit k vyhledani vazby v tabulce vazeb néjakého prostfedi. Druha procedura v programu 12.10 je pro-
cedura lookup-env, coZje komplexnéjsi procedura, ktera vyhledava vazbu symboli v prostfedi nebo vraci
element navdzany na symbol not-found, pokud neni vazba nalezena. Formalni argument pojmenovany
search-nonlocal? slouZi jako pfepinac, kterym lze ovliviiovat, co se mé stat, pokud vazba neni nalezena
v tabulce aktualniho prosttedi. Pokud je p¥i aplikaci 1ookup-env na search-nonlocal? navazana hodnota
,pravda”, pak se pfi nenalezeni vazby v tabulce lokalniho prosttedi postupuje k nadfazenému prostiedi.
V piipadé, Ze je na search-nonlocal? navazana ,nepravda”, pak je pfi nenalezeni vazby v tabulce lokal-
niho prostfedi okamzité vracena hodnota navazana na not-found. Procedura lookup-env bude pouZivana
k hledani vazeb symbolti pfimo béhem vyhodnocovani element.

Nyni se budeme zabyvat reprezentaci procedur a specidlnich forem. Reprezentace primitivnich procedur,
tedy procedur, které budou pfimo zabudované v naSem novém interpretu, bude jednoducha. Vytvoiime
jejich konstruktor a predikat testujici typ , primitivni procedura” nésledovné:

(define make-primitive (curry-make-elem ‘primitive))
(define scm-primitive? (curry-scm-type ‘primitive))

Datovou slozkou primitivni procedury bude metaprocedura, tedy néjaka procedura, ktera je pfimo soucasti
konstruovaného interpretu a kterd bude pfi aplikaci provadéna metainterpretem jazyka Scheme. V tuto
chvili pfipomerime, zZe uz v prvni lekci, kdy jsme primitivni procedury zavedli, jsem upozornili na fakt,
Ze se nebudeme zabyvat tim, jak jsou vytvorené. Obecné muiZeme fict, Ze primitivni procedury jsou vzdy
vytvofeny pomoci néjakych metaprocedur. Primitivni metaprocedury (primitivni procedury v metainter-
pretu) jsou rovnéZ vytvoreny pomoci n¢jakych ,metametaprocedur”, které jsou, v piipadé interpretu jazyka
Scheme vzniklého kompilaci, zapsané v kédu stroje (a zdrojové kédy téchto , metametaprocedur” budou
naprogramovany nejspis v néjakém vyssim programovacim jazyku, tfeba v jazyku C, coz je oblibeny jazyk
pro tvorbu interpretti a prekladaci).
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Program 12.9. Konstruktor pro globalni prostfedi.

(define assoc->env
(lambda (1)
(if (nhull? 1)
the-empty-list
(make-pair (make-pair (make-symbol (caar 1))
(cdar 1))
(assoc->env (cdr 1))))))

(define make-global-env
(lambda (alist-table)
(make-env scm-false (assoc->env alist-table))))

(define global?
(lambda (elem)
(and (scm-env? elem)
(equal? scm-false (get-pred elem)))))

At’tak ¢i onak, nyni se musime zabyvat tim, jak primitivni procedury vytvéfret, protoze se zabyvame kon-
strukci interpretu jazyka. Nékteré primitivni procedury budeme programovat jako uZivatelsky definované
metaprocedury. Radu dtileZitych primitivnich procedur, nap#iklad aritmetické procedury, ale méizeme vytvo-
fit jednoduchym ,trikem” a to tak, Ze pouze zabalime metaproceduru, ktera je protéjSkem dané procedury,
do pomocného programu, ktery z danych elementti vyzvedne jejich datovou ¢ast, aplikuje metaproceduru
s takto ziskanymi hodnotami a nakonec vysledkem aplikace (tedy metaelement) pfevede do interni repre-
zentace. Na tuto problematiku se bliZze podivdme v dal$ich sekcich.

V lekci 2 jsme uvedli, Ze uZivatelsky definované procedury chapeme jako trojice hodnot ((parametry), (t¢lo), P),
kde (parametry) je seznam formdlnich argumentti, (t¢lo) je element reprezentujici télo procedury a P je
prosttedi vzniku procedury. V lekci 3 jsme rozsifili procedury tak, Ze jsme umoznili, aby v jejich téle bylo
pfitomno vic vyrazh. Toto rozsifeni jsme ucinili z dvodu pohodlného zavedeni internich definic. Jeli-
koz se ale jedna o rys, ktery neni ¢isté funkciondlni (pfi vytvafeni definic dochazi k vedlejsimu efektu
jimZ je modifikace prostiedi), budeme se dale zabyvat konceptem procedur tak, jak jsme jej pfedstavili
v lekci 2 (jeden vyraz v téle). Uzivatelsky definovand procedura je tedy element jazyka, ktery v sobé
agreguje tii hodnoty (seznam formélnich argumentti, prostfedi a télo). Reprezentaci uZivatelsky defino-
vanych procedur jakoZto elementti naseho jazyka mtZeme tedy provést zcela pfimocare tak, jak je to
ukdzéno v programu 12.11. Procedura make-procedure je konstruktor uzivatelsky definovanych procedur
akceptujici tfi argumenty: prostfedi, seznam argumentti a télo. Tyto tfi polozky jsou v elementu fyzicky
uloZeny do tfiprvkového metaseznamu. Dale médme k dispozici tfi selektory procedure-environment,
procedure-arguments a procedure-body vracejici prostfedi, seznam argumentti a télo pro dany element
typu ,uzivatelsky definovana procedura”. Nakonec jsme opét zavedli predikat testujici dany typ. Jelikoz
primitivni procedury a uZzivatelsky definované procedury chapeme souhrnné jako procedury, vytvofime
navic dodate¢ny predikat testujici, zda-li je element procedura (primitivni nebo uZzivatelsky definovand):

(define scm-procedure?
(lambda (elem)
(or (scm-primitive? elem)
(scm-user-procedure? elem))))

Poslednim typem uvazovanych elementii jazyka budou specialni formy. Specidlni formy budou imple-
mentované opét pomoci metaprocedur. Pro kazdou specidlni formu, kterou bude nas interpret obsahovat,
budeme vytvaret specidlni uZivatelsky definovanou metaproceduru. Zatim tedy vytvofime pouze zdkladni
reprezentaci elementdi typu ,specialni forma”:
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Program 12.10. Vyhledavéni vazeb v prostfedi.

(define scm-assoc
(lambda (key alist)
(cond ((scm-null? alist) scm-false)
((equal? key (pair-car (pair-car alist))) (pair-car alist))
(else (scm-assoc key (pair-cdr alist))))))

(define lookup-env
(lambda (env symbol search-nonlocal? not-found)
(let ((found (scm-assoc symbol (get-table env))))
(cond ((not (equal? found scm-false)) found)
((global? env) not-found)
((not search-nonlocal?) not-found)
(else (lookup—env (get-pred env) symbol #t not—found))))))

Program 12.11. Reprezentace uzivatelsky definovanych procedur.

(define make-procedure
(let ((make-physical-procedure (curry-make-elem ’‘procedure)))
(lambda (env args body)
(make-physical-procedure (list env args body)))))

(define procedure-environment (lambda (proc) (car (get-data proc))))
(define procedure-arguments (lambda (proc) (cadr (get-data proc))))

(define procedure-body (lambda (proc) (caddr (get-data proc))))

(define scm-user-procedure? (curry-scm-type ‘procedure))

(define make-specform (curry-make-elem ’‘specform))
(define scm-specform? (curry-scm-type ’‘specform))

Nyni se dostavame do bodu, kdy si mtiZzeme dovolit malou epistemickou tvahu. Je zajimavé, Ze pii
nasem exkurzu programovanim v jazyku Scheme jsme postupovali od procedur vyssich fadd smérem
k partm. U parh pro uvedli, Ze je mZzeme plné vyjadfit pomoci uzivatelsky definovanych procedur
vyssich fadd. Nyni postupujeme zdanlivé obracené. UZivatelsky definované procedury mame tplné
reprezentované pomoci (meta) pard.

12.4 Vstup a vystup interpretu

Konstruovany interpret jazyka Scheme musi mit k dispozici zakladni vstupni a vystupni ¢asti, konkrétné
reader (proceduru realizujici na¢itdni vstupnich symbolickych vyrazii ajejich pfevod do interni reprezentace)
a printer (proceduru, ktera se stard o vytisténi externi reprezentace elementtt).

Pro nacteni symbolického vyrazu mtizeme pouzit primitivni proceduru read, se kterou jsme se jiz setkali
v lekci 5. Po nacteni vSak musime jesté provést konverzi hodnoty ziskané aplikaci read do nasi interni
reprezentace. To jest vSechny nactené symboly, ¢isla a seznamy je potfeba prevést na pfislusné elementy
,symbol”, ,¢islo” a ,pary” tak, jak jsme je pfedstavili v pfedchozi sekci. Tuto konverzi pronas bude provadét
nové vytvofena procedura expr->intern, viz program 12.12. Samotny reader je jiZ moZné naprogramovat
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Program 12.12. Pfevod do interni reprezentace a implementace readeru.

(define expr->intern
(lambda (expr)

(cond ((symbol? expr) (make-symbol expr))
((humber? expr) (make—number expr))
((and (boolean? expr) expr) scm-true)
((boolean? expr) scm-false)
((null? expr) the-empty-list)
((pair? expr) (make-pair (expr->intern (car expr))

(expr->intern (cdr expr))))

((eof-object? expr) #f)
(else (error “READER: Syntactic error.”)))))

(define scm-read
(lambda ()
(expr—->intern (read))))

pomoci read a procedury expr->intern tak, jak je to uvedeno v programu 12.12. Dodejme, Ze pokud
bychom neméli v jazyku Scheme k dispozici proceduru read, museli bychom rovnéz naprogramovat
samotné nacitani vstupnich vyrazt. V piipadé jazyka Scheme by to nebylo pfili$ obtizné, ale tématicky tento
problém spada do jinych kurzi. Laskavého ¢tenafe timto odkazujeme na kurzy formdlni jazyky a automaty
a prekladace. V nésledujici ukazce je uvedeno pouZiti procedury expr->intern.

(expr->intern 1) = (number . 1)

(expr->intern ’+) = (symbol . +)

(expr->intern (1 . 2)) = (pair (number . 1) number . 2)

(expr—>intern (- 13)) = (pair (symbol . -) pair (number . 13) empty-list)

Printer se pouzivé ptedevsim k vypisovini vijsledkii vyhodnoceni. P¥i implementaci printeru musime oproti
readeru naprogramovat opacnou konverzi. Tedy konverzi elementu v interni reprezentaci na citelnou
reprezentaci, jenZ miize byt vytisténa na obrazovku, zapsdna do souboru, a tak dale. Pochopitelné, Ze

YY s

naprogramovat printer je obecné vzdy jednodussi neZ naprogramovat reader (konverze fetézce znaki na

vvvvvv

z moZnosti, jak naprogramovat printer je uvedena v programu 12.13. Printer bychom samozfejmé mohli
realizovat i mnohem jednoduseji, napiiklad nasledujici procedurou, kterd provede pouze vytisténi interni
reprezentace elementu na obrazovku:

(define scm-print
(lambda (elem)
(display elem)))

V tomto pfipadé by ale vypis nékterych elementt nebyl pfehledny (uvidime dale).
12.5 Implementace vyhodnocovaciho procesu

V této sekci rozebereme implementaci vyhodnocovaciho procesu véetné aplikace procedur a speciélnich
forem. Postup bude kopirovat teorii, kterou jsme probrali v prvnich dvou lekcich tohoto textu. Nejprve pii-

8Toto pozorovani by pro nas mélo byt vlastng malym poucenim. P¥i programovani éehokoliv se vzdy vyplati reprezentovat
data v co mozné nejvic strukturované podobé. Nikdy tim nemtiZzeme nic ztratit (snad kromeé vétsi pamétové naro¢nosti na jejich
uloZeni) a pfidana hodnota mtiZze byt opravdu velkd. Neni ndhodou, Ze metoddm (automatického) strukturovani velkych dat se
v informatice vénuje fada disciplin.
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Program 12.13. Pfevod do externi reprezentace Implementace printeru.

(define intern->expr
(lambda (expr)
(cond ((scm—pair? expr) (cons (intern->expr (pair-car expr))

(intern->expr (pair-cdr expr))))

((scm—env? expr) “#<environment>”)

((scm-primitive? expr) “#<primitive—procedure>”)

((scm—-user-procedure? expr) “#<user—defined-procedure>”)

((scm-specform? expr) “#<{special-form>”)

((scm-undefined? expr) “#<undefined>”)

(else (get-data expr)))))

(define scm-print
(lambda (elem)
(display (intern->expr elem))))

pomenime, Ze aplikace primitivnich procedur a specidlnich forem bude feSena pomoci aplikace uzivatelsky
definovanych metaprocedur.

Jak jsme jiz ptedeslali v pfedchozi sekci, v nékterych pfipadech je mozné vytvofit primitivni procedury
s vyuzitim primitivnich metaprocedur pomoci jejich ,, pouhého zabaleni “ do pomocné procedury. Pomocna
procedura slouzici jako jakasi obalka se stard o konverzi element(i na metaelementy (pfed aplikaci metapro-
cedury) a opacné o konverzi metaelementti na elementy (po aplikaci metaprocedury). Na provedeni tohoto
zabaleni ,metaprocedury” mtZeme vytvofit pfekvapivé jednoduchou proceduru wrap-primitive, kterd
je zobrazena v programu 12.14. PouZiti této procedury uvidime v dal$ich sekcich. Princip wrap-primitive

Program 12.14. Reprezentace primitivnich procedur.

(define wrap-primitive
(lambda (proc)
(make-primitive
(lambda arguments
(expr->intern (apply proc (map get-data arguments)))))))

si nejlépe uvédomime na nasledujicim piikladu, ve kterém nejprve na symbol p navaZeme element jimz
je primitivni procedura vznikla z metaprocedury s¢itani. Datovou slozkou tohoto elementu je tedy meta-
procedura vznikla vyhodnocenim vnitiniho A-vyrazu uvedeného v téle procedury z programu 12.14. Viz
ptiklad:

(define p (wrap-primitive +))
p = (primitive . ,metaprocedura realizujici proceduru s¢itani ¢isel”)

Primitivni proceduru bychom nyni mohli aplikovat nasledovné:
((cdr p) (make-number 10) (make-number 20)) = (number . 30)

Béhem pfedchozi aplikace byla provedena extrakce metacisel z elementti reprezentujicich ¢isla 10 a 20.
Dale byla aplikovana primitivni metaprocedura s¢itani a jejim vysledkem je metacislo 30. To bylo nakonec
zkonvertovano na element pomoci procedury expr->intern, kterou jsme predstavili v programu 12.12 na
strané 302. VySe uvedenou metodou pievezmeme v nasem novém interpretu dalsi aritmetické procedury.

Jelikoz bude béhem vyhodnocovani obc¢as potfeba konvertovat metaseznamy (seznamy sloZené z meta-
part) na seznamy (seznamy sloZené z parti) a obrdcené, vytvorime si pomocny konstruktor convert-list,
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viz jeho koéd v programu 12.15. Procedura convert-list je de facto obecny konstruktor seznamt a me-

Program 12.15. Obecny konvertor seznamu na seznam ve vnitini reprezentaci a obracené.

(define convert-list
(lambda (a-null? a-car a-cdr b-cons b-nil f 1)
(if (a-null? 1)
b-nil
(b-cons (f (a-car 1))
(convert-list a—null? a-car a-cdr b-cons b-nil f
(a—cdr 1))))))

taseznamt. Pomoci néj mGzeme vytvorit fadu konvertort téchto datovych struktur a metastruktur. Ty
nejdtleZitéjsi z nich jsou uvedeny v programu 12.16. Procedura scm-1ist->1ist konvertuje seznamy na

Program 12.16. Konverze seznamt na metaseznamy o obracené.

(define scm-list->list
(lambda (scm-1)
(convert-list scm-null? pair-car pair-cdr cons ‘() (lambda (x) x) scm-1)))

(define list->scm-list
(lambda (1)
(convert-list null? car cdr make-pair the-empty-list (lambda (x) x) 1)))

(define map-scm-list->list
(lambda (f scm-1)
(convert-list scm-null? pair-car pair-cdr cons () f scm-1)))

metaseznamy. Naopak procedura list->scm-1list konvertuje seznamy na metaseznamy. Pomoci pro-
cedury map-scm-1list->1list je rovnéZ mozné pievést seznam na metaseznam, ale béhem zpracovani
prvki vychoziho seznamu se jesté pouZziva procedura jednoho argumentu k modifikaci prvk (analogicky
jako u standardni procedury map).

Nyni se jiz mtiZeme podivat na implementaci vyhodnocovactho procesu. Nejprve se budeme zabyvat im-
plementaci procedury provadéjici vyhodnoceni elementti. V ni pouZijeme nékolik procedur, které objasnime
dale. K vyhodnocovéni elementti bude slouZzit procedura scm-eval, ktera je uvedena véetné jednoduchych
komentait v programu 12.17 na strané 305. VSimnéte si, Ze scm-eval ma dva argumenty, prvni z nich je
element, ktery vyhodnocujeme, a druhym je aktudlni prostiedi, ve kterém tento element vyhodnocujeme.
To koresponduje s tim jak jsme zavedli Eval[E, P] v definici 2.7 na strané 47. V téle procedury scm-eval
je jeden cond-vyraz, ve kterém se rozhoduje o zptisobu vyhodnoceni elementu na zékladé jeho typu. Zde
uplatnime manifestaci typti a predikaty testujici typ elementu, které jsme doposud zavedli.

V prvnim pfipadé je vyfeSena situace, kdy je dany element symbol. V tomto piipadé je hleda jeho vazba
(pocinaje pfedanym aktudlnim prosttedim) pomoci procedury lookup-env z programu 12.10 na strané 301.

Druha vétev cond-vyrazu oSetiuje pfipad, kdy je dany element seznam nebo lépe feceno, kdy je dany
element pdr'®. V tomto ptipadé, je nejprve v daném prostfedi vyhodnocen prvni prvek paru. V&imnéte

YUvedomte si, Ze test toho, zda-li dany element seznam nelze provést v konstantnim case. Z divodu efektivity by tedy bylo
nestastné definovat vyhodnocovani seznamii, ale mnohem jednodussi je pracovat pfimo s pdry, které dany seznam tvoii. Tak je
tomu i v tomto pifpadé. Navic ndm tento postup umozni zapisovat program pomoci péarti v te¢kové notaci (i kdyz to z¥ejmé neni
pfilis uZite¢né a ani pfehledné).
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Program 12.17. Implementace vlastniho vyhodnocovaciho procesu.

i vyhodnot vyraz v danem prostredi
(define scm-eval
(lambda (elem env)

i1 vwyhodnocovani elementu podle jejich typu
(cond

i1 symboly se vyhodnocuji na svou aktualni vazbu
((scm-symbol? elem)
(let* ((binding (lookup-env env elem #t #f)))
(if binding
(pair-cdr binding)
(error “EVAL: Symbol not bound”))))

i1 vyhodnoceni seznamu
((scm-pair? elem)

i nejprve vyhodnotime prvni prvek seznamu
(letx ((first (pair-car elem))

(args (pair-cdr elem))

(f (scm-eval first env)))

i1 podle prvniho prvku rozhodni o co se jedna
(cond

i1 pokud se jedna o proceduru, vyhodnot argumenty a aplikuj
((scm-procedure? f)
(scm-apply f (map-scm-list->list
(lambda (elem)
(scm-eval elem env))
args)))

i1 pokud se jedna o formu, aplikuj s nevyhodnocenymi argumenty
((scm-specform? f)
(scm—specform—apply env f (scm-list->list args)))

i1 na prvnim miste stoji nepripustny prvek
(error “EVAL: First element did not eval. to procedure”))))

ii vse ostatni (cisla, boolean, ... se vyhodnocuje na sebe sama)
(else elem))))
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si, Ze zde dochazi k rekurzivni aplikaci scm-eval. Vysledek vyhodnoceni je navazan v lokalnim metapro-
stfedi na metasymbol f. Dale vyhodnocovani postupuje dvéma sméry podle toho jakého typu je element
navazany na f. Pokud je to procedura (primitivni nebo uZivatelsky definovana), provedeme aplikaci me-
taprocedury scm-apply, kterou si zdhy popiSeme. Tato metaprocedura ma na starosti provedeni aplikace
procedury f s danymi argumenty. V8imnéte si, Ze argumenty jsou pfedany ve formé metaseznamu, jehoZ
prvku jsou vyhodnocené elementy ze seznamu argumentti (zde opét provadime rekurzivni aplikaci scm-
eval). V pfipadé, kdy je na f navdzana specialni forma je provedena jeji aplikace pomoci metaprocedury
scm-specform-apply. Zde si vSimnéme toho, Ze argumenty jsou scm-specform-apply pfedany bez vy-
hodnoceni a navic jako jeden z argumentti pro scm-specform-apply pfedavame aktualni prostfedi. To je
nezbytné k tomu, aby mohla kaZd4 specidlni forma provadét dalsi vyhodnocovéni a aby védéla, ve kterém
prosttedi ma vyhodnocovani provadét.

Kone¢né v posledni vétvi cond-vyrazu (else-vétev) obsaZeného v téle scm-eval je vyfeSeno vyhodno-
covani vSech ostatnich elementti (tedy ¢isel, pravdivostnich hodnot, prazdného seznamu, nedefinované
hodnoty, procedur, specialnich forem a prostfedi): tyto elementy se vyhodnocuji na sebe sama.

Vsimnéte si, Ze procedura scm-eval de facto implementuje postup, ktery jsme uvedli v definici 2.7
na strané 47. Procedura scm-eval se od tohoto postupu lisi jen v technickych drobnostech. Naptiklad
implementace separatniho bodu (A) z definice 2.7 neni pfitomna, protoZe je feSena jiz v rdmci bodu
(D), viz else-vétev v proceduie scm-eval. Nyni se tedy mtZeme kone¢né ,prakticky presvédcit”, ze
vyhodnocovaci proces skutecné funguje tak, jak jsme jej ptivodné uvedli.

Abychom dokoncili vyhodnocovaci proces, musime vytvofit metaprocedury provadéjici aplikaci procedur
a specialnich forem. Aplikace specidlnich forem je elementarni. Jelikoz kazda forma ¥idi vyhodnocovani
svych argumentti jinym zptisobem, nechdvame pfi aplikaci specidlni formy veskery priitbéh vyhodnocovani
na metaprocedufe, ktera je datovou slozkou specidlni formy. Proceduru scm-specform-apply pouZitou
ve scm-eval bychom tedy mohli naprogramovat takto:

(define scm-specform-apply
(lambda (env form args)
(cond ((scm-specform? form) (apply (get-data form) env args))
(else (error “APPLY: Expected special form”)))))

Na pfedchozim kédu si opét vSimnéte, Ze metaprocedufe realizujici specidlni formu je pfedano prostiedi
jako prvni z argumentti. Implementaci jednotlivych specidlnich forem ukazeme v dalsi sekci.

V piipadé aplikace procedur je situace slozit&jsi. Musime jednak rozlisit mezi primitivnimi procedurami
a uzivatelsky definovanymi procedurami. Situace v pfipadé primitivnich procedur bude podobné jedno-
duchd jako v ptipadé specidlnich forem, jak zahy uvidime. V pfipadé aplikace uzivatelsky definovanych
procedur v8ak musime provést kroky popsané v definici 2.12 na strané 49. To jest, musime vytvofit nové
lokalni prostfedi s vazbami a v ném vyhodnotit télo procedury.

K vytvofeni tabulky vazeb mezi forméalnimi argumenty a pfedanymi argumenty, ktera je nezbytnou sou-
¢asti nové vytvareného lokalniho prosttedi, bude slouZit procedura make-bindings z programu 12.18.
Procedura make-bindings akceptuje dva argumenty, prvnim s nich je seznam formalnich argumenta
a druhym je metaseznam elementti (hodnot), které se maji na dané forméalni argumenty ,navazat”. Vysled-
kem aplikace make-bindings je tabulka vazeb, ktera je posléze pouZita jako soucast nového prostfedi.

Samotna aplikace procedur je provddéna pomoci scm-apply, viz program 12.19. Jesté pied tim, Ze probe-
reme scm-apply, se budeme zabyvat obecnéjsi pomocnou metaprocedurou scm-env-apply, ktera je rovnéz
uvedena v programu 12.19. Metaprocedura scm-env-apply bere jako argumenty proceduru, prostiedi a ar-
gumenty s nimiz md byt procedura aplikovana. Pokud jde o primitivni proceduru, jeji aplikace je provedena
prostou aplikaci metaprocedury. V tomto pfipadé nehraje prostiedi pfedané scm-env-apply Zadnou roli.
V pfipadé, Ze je vyZadovéna aplikace uzivatelsky definované procedury se vytvofi novéa tabulka vazeb mezi
formalnimi argumenty této procedury a hodnotami, se kterymi proceduru aplikujeme. Déle je pomoci této
tabulky a pfedaného prostiedi (navdzaného na env) vytvofeno nové prostfedi a v ném je vyhodnoceno télo
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Program 12.18. Vytvofeni tabulky vazeb mezi formalnimi a skute¢nymi argumenty.

(define make-bindings
(lambda (formal-args args)
(cond ((scm-null? formal-args) the-empty-list)
((scm-symbol? formal-args)
(make-pair (make-pair formal-args (list->scm-list args))
the-empty-list))

(else (make-pair
(make—-pair (pair-car formal-args) (car args))
(make-bindings (pair-cdr formal-args) (cdr args)))))))

Program 12.19. Implementace aplikace procedur.

(define scm-env-apply
(lambda (proc env args)
(cond ((scm-primitive? proc) (apply (get-data proc) args))
((scm-user-procedure? proc)
(scm-eval (procedure—body proc)
(make-env env
(make-bindings (procedure—arguments proc)

args))))

(else (error “APPLY: Expected procedure”)))))

(define scm-apply
(lambda (proc args)
(cond ((scm-primitive? proc) (scm-env-apply proc #f args))
((scm-user-procedure? proc)
(scm—env-apply proc (procedure-environment proc) args))
(else (error “APPLY: Expected procedure”)))))

procedury. Jinymi slovy, scm-env-apply v piipadé uZivatelsky definovanych procedur provadi vyhodno-
ceni jejich téla v prostiedi, jehoZ piedek je prostfedi navazané na env. Tim je scm-env-apply obecnéjsi nez
tradi¢ni apply, kde je pfedek nové vzniklého prostiedi dan prostfedim vzniku procedury.

Naprogramovat scm-apply pomoci scm-env-apply je jiz velmi jednoduché. V programu 12.19 vidime, ze
v pfipadé aplikace primitivnich procedur je voldno scm-env-apply s prosttednim argumentem nastave-
nym na ,nepravda” (hodnota tohoto argumentu miize byt jakdkoliv, protoZe jak jsme jiz zjistili, nebude
k nicemu pouzita). V piipadé aplikace uZivatelsky definovanych procedur je opét volano scm-env-apply,
tentokrat je ale prosttedi pfedka nastaveno na prosttedi vzniku procedury (coz je prostfedi uloZzené v datové
sloZce elementu reprezentujiciho uzivatelsky definovanou proceduru).

12.6 Pocatecni prostfedi a cyklus REPL

Nyni nadefinujeme pocate¢ni prostfedi naseho interpretu. Jelikoz se snazime vytvaret ¢isté funkcionalni
interpret Scheme, tedy interpret, ve kterém Z4dné procedura ani specidlni forma nemadi vedlejsi efekt, nas inter-
pretnebude obsahovat specidlni formu def ine, jejimZ vedlejsim efektem je modifikace aktualniho prosttedi.
V dtisledku budeme muset v nasem interpretu vytvaret rekurzivni procedury pomoci y-kombinétor.

Dals$im zajimavym rysem vaSeho interpretu bude, Ze na pocatku vyhodnocovani nebudeme uvaZovat
pouze jediné prostfedi, ale hned nékolik prostiedi, které mezi sebou budou mit urcité vazby. Konkrétné
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budeme rozliSovat dvé prostiedi:

e prostiedi primitivnich definic (anglicky nazev toplevel environment) — prostiedi, které nema pfedka (pfisné
vzato je to tedy globilni prostedi), v némz jsou symboly navazany na primitivni procedury, specidlni
formy a p¥ipadné dalsi elementy vyjma uZivatelsky definovanych procedur,

e prostiedi odvozenych definic (anglicky nazev midlevel environment) — prosttedi, jehoZ pfedkem je prostiedi
primitivnich definic, v némzZ jsou symboly navazany na uZivatelsky definované procedury.

Pro¢ viibec potifebujeme vytvofit dvé prostiedi? Piisné vzato bychom nemuseli, ale tim pasem bychom
v pocate¢nim prosttedi nemohli mit na Zddny symbol navazanou netrividlni uzivatelsky definovanou pro-
ceduru. Kazda uzivatelsky definovana procedura mé totiZ v sobé obsaZenu informaci o prostiedi svého
vzniku. JelikoZ nemame k dispozici prostfedky pro ,,zménu (mutaci) prostfedi “, nemtZeme vytvofit pro-
ceduru, ktera by byla navazana v prostiedi svého vlastniho vzniku. Kromé prosttedi primitivnich definic
tedy musime mit k dispozici i nové prostiedi, v némz mohou byt definice uZivatelsky definovanych pro-
cedur jejichZ prostfedim vzniku je pravé prostfedi primitivnich definic. Takovym novym prostfedim je
praveé prosttedi odvozenych definic?. Podotknéme, Ze uzivatelsky definované procedury navazané v pro-
stfedi odvozenych definic se ,vzajemné nevidi“, protoZe prostfedim vzniku vSech procedur je prostiedi
primitivnich definic. Kdybychom chtéli, aby nékteré z uZivatelsky definovanych procedur mohly pouzivat
jiné, museli bychom vytvofit nové ,prostfedi odvozenych definic II.” jehoZ pfedkem by bylo existujici
prostfedi odvozenych definic. V tomto piipadé by uZivatelsky definované procedury navazané na symboly
v prosttedi odvozenych definic II. mohly pouZzivat procedury navdzané ve vychozim prostfedi odvozenych
definic. Dale bychom mohli dle potieby vytvaret dalsi , prostfedi odvozenych definic IIL., IV,, ... “.

Nyni si tedy rozebereme obsah prostfedi primitivnich definic a prostfedi odvozenych definic. Za¢neme
prostiedim primitivnich definic. V naSem interpretu bude prostfedi zavedeno pomoci konstruktoru globalniho
prosttedi make-global-env z programu 12.9 na strané 300.

(define scheme-toplevel-env
(make-global-env

¢

)))

Vypustka uvedend v pfedchozim kédu znaci misto, kam budou uvadény definice vazeb symbold, kterymi
se budeme zabyvat ve zbytku této sekce. Nejprve ukdZeme definice nékolika zékladnich specialnich forem.
V programu 12.20 je ukdzana definice specialni formy if. Tato definice (a kazda dalsi uvedena) je ve tvaru

Program 12.20. Definice specialni formy if v globalnim prostiedi.

(if . ,(make-specform
(lambda (env condition expr . alt-expr)
(let ((result (scm-eval condition env)))
(if (equal? result scm-false)
(if (null? alt-expr)
the-undefined-value
(scm-eval (car alt-expr) env))
(scm-eval expr env))))))

paru ((symbol) . (element)), kde symbol je metasymbol ur¢ujici ,jméno symbolu” a (element) je konkrétni
element navdzany na symbol. V nasem piipadé je metasymbolem if a element navazany na piislusny
symbol v prostfedi primitivnich definic vznikne vyhodnocenim vyrazu (make-specform ---.Zde by nas
nemeélo piekvapituvedeni,, ,” pfed vyrazem, protoZe si musime uvédomit, Ze cely par ((symbol) . (element))

2Nékteré uzivatelsky definované procedury bychom navazané mit mohli, tfeba procedury vracejici konstantni ¢iselnou hodnotu
nebo projekce. Tyto procedury totiZ ve svém téle kromeé formélnich argumentt nepouZzivaji Zadné dalsi symboly. Tim paddem miize
byt prostiedi jejich vzniku nastaveno na ,nepravda”.
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je vloZzen do predchoziho vyrazu na misté vypustky, kterd je v kvazikvotovaném seznamu (viz seznam
navazany na scheme-toplevel-env).

Prohlédneme-li si vyraz v programu 12.20 definujici specidlni formu if vidime, Ze odpovid4 formalnimu
popisu if z definice 1.31 na strané 35. VSimnéte si, Ze specidlni forma je realizovana metaprocedurou, jejiz
prvni argument je prostfedi a dals$i argumenty odpovidaji argumenttim specidlni formy if. Prostiedi je
predavéano kvili tomu, abychom mohli v téle metaprocedury realizujici specialni formu provadét vyhod-
nocovéni, viz aplikaci specidlnich forem v programu 12.17. V téle metaprocedury je nejprve vyhodnocen
argument condition a vysledek je navazan na symbol result. Podle vysledné hodnoty je rozhodnuto,
zda-li se vyhodnoti expr nebo nepovinny posledni argument alt-expr. OSetien je i pfipad vraceni nedefi-
nované hodnoty v p¥ipadé, Ze condition se vyhodnotilona , nepravda” a v i f-vyrazu chybinadhradnik, viz
definici 1.31 na strané 35. V8imnéte si, Ze pro definici specidlni formy if jsme, mimo jiné, pouZili specialni
metaformu if.

Analogicky jako specidlni formu if bychom mohli zavést specidlni formu and jejiZ definici nalezneme
v programu 12.21. Pfi naprogramovani specialni formy jsme opét postupovali tak, Ze se chova jako and

Program 12.21. Definice specidlni formy and v globalnim prosttedi.

(and . ,(make-specform
(lambda (env . exprs)
(let and-eval ((exprs exprs))
(cond ((Null? exprs) scm-true)
((null? (cdr exprs)) (scm-eval (car exprs) env))
(else (let ((result (scm-eval (car exprs) env)))
(if (equal? result scm-false)
scm-false
(and-eval (cdr exprs)))))II)))

predstavend v definici 2.22 na strané 64. Metaprocedura ve svém téle pouziva iterativni proceduru, ktera
postupné prochédzi a vyhodnocuje jednotlivé elementy pfedané specialni formé. Pokud se néktery z ele-
mentt vyhodnotina ,nepravda“, je iterace ukoncena a vracena je pravdivostni hodnota ,nepravda”. Pokud
jiz zbyva jen posledni element, je vradcena hodnota vznikla jeho vyhodnocenim. Pokud byly zpracovany
vSechny prvky, je vysledek aplikace specialni formy pravdivostni hodnota ,,pravda”.

Kromeé and muZeme vytvofit i primitivni proceduru not nasledovné:

(not . ,(make-primitive
(lambda (elem)
(if (equal? elem scm-false)
scm—true
scm-false))))

JelikoZ je not procedura a nikoliv specidlni forma, neni ji pfedavano prostfedi a pfedany argument je jiz ve
své vyhodnocené podobé. Pomoci not a and miizeme vyjadfovat i disjunktivni podminky (viz komentaf
v sekci 2.7). Samoziejmé, Ze z programatorského hlediska by bylo dobré naprogramovat rovnéz i specialni
formu or. Realizace specialni formy or je jednim z feSenych pfikladt na konci této sekce, proto ji nyni
uvadét nebudeme.

V programu 12.22 jsou uvedeny definice specidlnich forem lambda, the-environment a quote. Jak je vidét,
realizace téchto forem je velmi jednoduchéd. Specialni forma lambda vytvoii novy element typu ,,uzivatelsky
definovana procedura” na zdkladé pfedaného prostiedi, seznamu argumentti a téla. Specidlni forma the-
environment je realizovana metaprocedurou, kterd pouze vraci aktudlni prosttedi (tato metaprocedura
je vlastné identita). Analogicky specidlni forma quote vraci pfedany element (bez jeho vyhodnoceni),
metaprocedura realizujici quote je tedy projekce.

Pro uzivatelsky definované procedury mtiZzeme vytvofit sadu selektorti, viz program 12.23. Se tfemi
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Program 12.22. Definice specidlnich forem lambda, the-environment a quote v globalnim prostfedi.

(lambda . ,(make-specform
(lambda (env args body)
(make-procedure env args body))))

(the-environment . ,(make-specform (lambda (env) env)))

(quote . ,(make-specform (lambda (env elem) elem)))

Program 12.23. Definice selektor(i uZivatelsky definovanych procedur v globalnim prosttedi.

(procedure-environment . ,(make-primitive procedure-environment))
(procedure-arguments . ,(make—primitive procedure-arguments))
(procedure-body . ,(make-primitive procedure-body))

(environment-parent . ,(make-primitive get-pred))

(environment->list . ,(make-primitive
(lambda (elem)
(if (equal? elem scm-false)
scm—-false
(get-table elem)))))

procedurami procedure-environment, environment-parent a environment->list jsme se uz setkali
v lekci 6. Tyto procedury vraci prostfedi vzniku procedury, nadfazené prosttedi daného prosttedi a po-
sledni procedura prevadi tabulku na Citelny asocia¢ni seznam. V programu 12.23 mame navic selektor
procedure-arguments, ktery pro danou proceduru vraci seznam jejich argumentti. Selektor procedure-
body pro danou proceduru vraci vyraz, ktery je télem procedury.

Nynimtizeme popsat, jak do prostfedi primitivnich definic zabudujeme primitivni procedury apply a eval.
JelikoZ chceme, aby apply pracoval s libovolnym poctem argumentt, to jest ve tvaru
(apply (procedura) (argi) (args)---(arg,) (seznam)),

zavedeme nejprve pomocnou metaproceduru apply-collect-arguments, kterd ze vSech pfedanych ar-
gumentti ve tvaru (arg) - - - (arg,) (seznam) sestavi (jediny) seznam vsech argumentii. K6d této metaprocedury
je v programu 12.24. V programu 12.25 jsou pak uvedeny definice procedur eval (procedura dvou argu-

Program 12.24. Sestaveni seznamu argumentti pro obecny typ volani procedury apply.

(define apply-collect-arguments
(lambda (args)
(cond ((null? args) (error “APPLY: argument missing”))
((and (not (null? args)) (null? (cdr args)))
(scm-1list->list (car args)))
(else (cons (car args) (apply-collect-arguments (cdr args)))))))

mentt z nichz druhy - reprezentujici prosttedi - je vzdy povinny), apply a env-apply (zobecnéna verze
apply, které je jako druhy argument pfedano prostiedi, viz program 12.19 na strané 307).
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Program 12.25. Definice eval, apply and env-apply v globdlnim prostfedi.

(eval . ,(make-primitive
(lambda (elem env)
(scm-eval elem env))))

(apply . ,(make-primitive
(lambda (proc . rest)
(scm-apply proc (apply-collect-arguments rest)))))

(env—apply . ,(make-primitive
(lambda (proc env . rest)
(scm-env-apply proc
env
(apply-collect-arguments rest)))))

Ostatni procedury v prostiedi primitivnich vazeb mohou byt vytvofeny rutinné, nebudeme je tedy vSechny
vypisovat. Timto ¢tenafe odkazujeme na zdrojové koédy interpretu jazyka Scheme, ktery je doddvan spolu
s timto ucebnim textem. Naznacme ale zhruba, jak definice vypadaji. Budeme pfedpokladat, Ze v prostiedi
primitivnich vazeb budeme mit na symbol pi navazanu &iselnou hodnotu ¢isla 7. Tuto vazbu bychom
provedli tfeba takto:

(pi . ,(make-number (x 4 (atan 1))))

Aritmetické procedury (s¢itdni, od¢itani, zaokrouhlovani a podobné€) miiZzeme vytvorit pomoci metapro-
cedury wrap-primitive, kterou jsme jiz popsali v programu 12.14 na strané 303. Pfi definici aritmetickych
procedur tedy budeme postupovat nésledovné:

(¢ ., (wrap-primitive x))
(+ . ,(wrap-primitive +))
(- . ,(wrap-primitive -))
(/ . .(wrap-primitive /))
(< . ,(wrap-primitive <))
(K= . ,(wrap-primitive <=))
(= . ,(wrap-primitive =))

(tan . ,(wrap-primitive tan))
(truncate . ,(wrap-primitive truncate))
(zero? . ,(wrap-primitive zero?))

RovnéZz definice konstruktort a selektorti part je jednoduchd. Pouze pfevedeme metaprocedury z pro-
gramu 12.7 na strané 297 na primitivni procedury a uvedeme vazby na pfislusné symboly.

(cons . ,(make-primitive make-pair))
(car . ,(make-primitive pair-car))
(cdr . ,(make-primitive pair-cdr))

Predikat testujici prdzdnost seznamu vytvoiime pomoci porovnani daného elementu s elementem repre-
zentujicim prazdny seznam:

(null? . ,(make-primitive
(lambda (1)
(expr—>intern (equal? 1 the-empty-list)))))

Nyni se mtizeme zacit vénovat prostfedi odvozenych definic. Toto prostfedi vytvofime analogicky jako
prostfedi primitivnich definice. Jedinym rozdilem bude, Ze prostfedi odvozenych definic jiz bude mit
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jako svého predka nastaveno jiné prostfedi, konkrétné pravé prostfedi primitivnich definice. Nasledujici
fragment kédu ukazuje tvar, v jakém miizeme prosttedi odvozenych definic zavést.

(define scheme-midlevel-env
(make—-env
scheme-toplevel-env
(assoc->env

¢

(sgn . ,(make-procedure
scheme-toplevel-env
(expr—->intern “(x))
(expr—>intern “(if (= x 0)

(%]

(if O x 9)
1
=133)))

))))

V predchozim kédu jsou opét uvedeny vypustky a je zde uveden piiklad definice uZzivatelsky definované
procedury sgn. Element navazany na symbol sgn v tomto prostiedi je skute¢né uzivatelsky definovana pro-
cedura, protoze se jedna o element vytvoreny aplikaci make-procedure, viz program 12.11 na strané 301.
Pfi vytvoreni této uZivatelsky definované procedury jsme jako prostfedi vzniku pfedali prostfedi primi-
tivnich vazeb (navdzané na scheme-toplevel-env). Seznam argumentt procedury signum jsme vytvorili
prevedenim metaseznamu (x) do jeho interni formy. Stejnym zptisobem jsme zapsali télo procedury.

Ze vztahu obou prostfedi je patrné, Ze ani v prostfedi odvozenych definic nemtZeme vytvéret rekurzivni
procedury bez pouZiti y-kombinatoru, protoZze procedura neni navdzdna na symbol v prostiedi svého
vzniku. Pfi definici rekurzivnich procedur si tedy musime pomoci y-kombinatorem, viz sekci 9.2. Pfiklady
rekurzivnich procedur definovanych v prosttedi odvozenych definic najdeme v programech 12.26 (vypocet
délky seznamu) a 12.27 (mapovani pfes jeden seznam).

Program 12.26. Procedura length v prostfedi odvozenych definic.

(length . ,(make-procedure
scheme-toplevel -env
(expr—>intern “(1))
(expr->intern
“((lambda (y)
(yy 1))
(lambda (length 1)
(if (null? 1)
(%]
(+ 1 (length length (cdr 1)))))))))

Posledni véci, kterou musime vyfesit, je implementace cyklu REPL, ve kterém pobéZi samotné vyhodnoco-
vani. REPL bude realizovan jednoduchou iterativni metaprocedurou, ktera simuluje ¢innost vyhodnocova-
ctho cyklu tak, jak jsme jej popsali v sekci 1.5. Viz kéd uvedeny v programu 12.28. Nejprve je vytvofeno nové
prostiedi, jehoZ piedkem je prostfedi odvozenych vazeb. Toto prostfedi je navdzano na symbol init-env.
Dale se opakuje cyklus, ve kterém je vzdy nacten symbolicky vyraz, poté je pfeveden do interni repre-
zentace, vyhodnocen v prostfedi navazaném na init-env, vysledek je vytistén a cely cyklus se opakuje
dokud neni vycerpan vstup (nebo nedojde k chybé). Na poslednim fadku metaprogramu (interpretu) tedy
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Program 12.27. Procedura map v prostiedi odvozenych definic.

(map . ,(make-procedure
scheme-toplevel-env
(expr->intern “(f 1))
(expr->intern
“((lambda (y)
(yy 1))
(lambda (map 1)
(if (hull? 1)
O
(cons (f (car 1)) (map map (cdr 1)))))))))

Program 12.28. Implementace cyklu REPL.

(define scm-repl
(lambda ()
(let ((init-env (make-env scheme-midlevel-env the-empty-list)))
(let loop ()
(display “1=> ")
(let ((elem (scm-read)))
(if (not elem)
‘bye-bye
(let ((result (scm-eval elem init-env)))
(newline)
(scm-print result)
(newline)
(newline)

(loop))))iId)

spustime metaproceduru (scm-repl), ktera déle ¥idi pritbéh vyhodnocovani. Tim jsme zavrsili vyvoj prvni
verze naseho interpretu (dalsi vylepseni ukaZeme v dal$im dile tohoto u¢ebniho textu).

Zdrojovy kéd naseho interpretu (véetné komentaiti) nepfesahuje 600 fadki, z pohledu velikosti se tedy
jedna o velmi maly program. Velké programy bézné piesahuji stovky tisic i miliony fadkt. Napiiklad
jadra opera¢nich systémii mivaji kolem péti miliont fadkd, stejné tak kancelafské baliky. Mezi ,nejvétsi
programy” patii bezpec¢nostni software pro fizeni leteckého provozu a raketové systémy. I pfes to, Ze
nas program je pozoruhodné maly, jedna se o implementaci interpretu Turingovsky tplného progra-
movaciho jazyka, tedy jazyka, ktery je z hlediska své vyjadfovaci sily stejné silny jako béZné pouZivané
programovaci jazyky (napiiklad C, C++, LISP, Pascal, . . .).

12.7 Ptiklady pouZiti interpretu

V této sekci ukdZeme ptiklady pouziti nové vytvofeného interpretu. P¥iklady budeme komentovat pouze
strucné, protoZe viechny konstrukce jsou jiz ¢tenafiim divérné znamé. Vysledné hodnoty zobrazujeme
stejné jako je vystup naseho interpretu.

Nejprve ukdZeme pouZiti a chovani specidlni formy quote:
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quote F Specform: #<{special-form>
(quote blah) = Symbol: blah

‘blah F Symbol: blah

"’blah = Pair: (quote blah)

Dalsi ptiklad ukazuje kvotovani seznamu:

+ 12 3) F Number: 6

+ 1 2 3) = Pair: (+ 1 2 3)
(+ 1 (e 2 3)) F Number: 7

(+ 1 (% 23)) = (+1 (=2 3))

Speciélni elementy se vyhodnocuji na sebe sama, jako obvykle:

O = Empty-list: O
‘() = Empty-list: O
#t = Boolean: #t
‘#t = Boolean: #t
#£ = Boolean: #f
‘#f = Boolean: #f

Speciélni formu if pouzivdme obvyklym zplisobem. Z posledniho pfikladu je vidét, Ze if se skute¢né
chové jako specialni forma a nikoliv jako procedura:

if = Specform: #<{special-form>
(if 1 2 3) > Number: 2

(if #Ff 1 2)  Number: 2

(if #f 1) — Undefined: #<undefined>

(if #t 1 blah-blah) == Number: 1

Nasledujici pfiklad ukazuje pouZiti specialni formy and:

(and) > Boolean: #t
(and 10) F Number: 10
(and #f) > Boolean: #f
(and 0 2 4) F Number: 4

(and 3 (= 1 1)) = Boolean: #t

LNz

Pomoci specidlni formy lambda vytvaiime procedury:

lambda F Specform: #<{special-form>
(lambda (x) (+ x 1)) > Procedure: #<user-defined-procedure>
(Qambda (x) (+ x 1)) 10) = Number: 11

Nas interpret umoziiuje préci se specidlnimi formamijako s elementy prvniho fadu. V nasledujicim pfikladu
je specialni forma pfedédna jako argument procedufe. Podobnou konstrukci by ndm drtiva vétsina interprett
jazyka Scheme viibec neumoznila (specidlni formy nejsou v existujicich interpretech jazyka Scheme chapany
jako elementy prvniho fadu).

(((lambda (procedura)
(procedura (x) (+ x 1)))
lambda)
19) = Number: 11

Rekurzivni procedury miZzeme definovat pomoci y-kombinatoru, jako tfeba:

((lambda (y)
(yy B))
(lambda (fak n)
(if (=n o)
1
(* n (fak fak (= n 1)))))) = Number: 720
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Na symbol map je navdzana uZivatelsky definovana procedura:

map F Procedure: #<{user—defined-procedure>
(procedure-environment map) = Environment: #<environment>
(procedure-arguments map) = Pair: (f 1)

(procedure-body map) F Pair: ((lambda (y) (y y 1)) (lambda (map ---

Tato uzivatelsky definovana procedura funguje standardné:

(map - (1 23 4))

(map (lambda (x) (cons x ())) “(a b c d))
(map even? (0 1 2 3 45 6))

(map (lambda (x) (<= x 3)) (0 12 3 45 6))

Pair: (-1 -2 -3 -4)

Pair: ((a) (b) (c) (d))
Pair: (#t #f #t #f #t #f #t)
Pair: (#t #t #t #t #f #F #F)

1171

Nasledujici priklad ukazuje pouZiti map a rekurzivni procedury pocitajici faktorial:

(map
(lambda (n)
((lambda (y)
(yyn)
(lambda (fak n)
(if (= n 9)
1
(* n (fak fak (- n 1)))))))
‘© 123456 789) F Pair: (1 12 6 24 120 720 5040 40320 362880)

Nasledujici dvé ukazky demonstruji pouziti libovolnych a nepovinnych argumentt.

((lambda list (map - list)) 1 2 3 4 5 6) = Pair: (-1 -2 -3 -4 -5 -6)
((lambda (x y . list)
(cons x (cons y (map - list)))) 1 2 3 4 5 6) = Pair: (1 2 -3 -4 -5 -6)

Pomoci procedure-environment mtZeme ziskat prostedi vzniku procedury:

(procedure-environment
((lambda (x)
(lambda (y) (+ x y)))
19)) = Environment: #<environment)>

Vazby v prostfedi mtizeme vypsat pomoci environment->1list:

(environment->1list
(procedure-environment
((lambda (x)
(lambda (y) (+ x y)))
19))) B Pair: ((x . 10))

V nésledujicim pfikladuje ziskano a vypsano pocatecni prostfedi (jeho tabulka vazeb je prazdna). V druhém
pfipadé je pak vypsana tabulka vazeb v pfedchtidci aktudlniho prostfedi, coz je prostfedi odvozenych
definic.

(the-environment) F Environment: #<environment>
(environment->list (the-environment)) == Empty-list: ()
(environment->list
(environment-parent
(the-environment))) = Pair: ((sgn . #<user-defined-procedure>)
(length . #<user-defined-procedure>)
(map . #<user-defined-procedure>))

Procedura eval je moZzné pouZzivat pouze se dvéma argumenty:

(eval "(+ 1 2) (the-environment)) = Number: 3

315



V nésledujici ukazce je vyhodnocen seznam (length (quote (a b c¢))) ve tfech riiznych prosttedich.
V poslednim piipadé dojde pii vyhodnoceni k chybé, protoze v prostfedi primitivnich definic neni pro-
cedura length definovana.

(eval “(length “(a b c)) (the-environment)) — Number: 3
(eval “(length “(a b c)) (environment-parent
(the-environment))) — Number: 3

(eval “(length “(a b c)) (environment-parent
(environment-parent
(the-environment)))) = Error (symbol not bound)

Dalsi ptiklad ukazuje vyhodnoceni seznamu “(* x x) v prostfedi vzniku procedury:

(eval “(* x x)
(procedure—-environment
((lambda (x)
(lambda (y) (+ x y)))
19))) F= Number: 100

Proceduru apply je mozné pouzitis vice jak dvéma argumenty:

(apply + (1 2 3 4)) Number: 10
(apply + 1 2 (3 4)) Number: 10
(apply + 1 2 3 4 ")) Number: 10

(apply map - “((1 2 3 4)))
(apply map - (1 23 4) "))

Pair: (-1 -2 -3 -4)
Pair: (-1 -2 -3 -4)

I

V dal$im piikladu vyuZijeme faktu, Ze na symbol pi mdme navédzanou hodnotu ¢isla 7:
pi F= Number: 3.141592653589793

Pfi vyhodnoceni nasledujiciho vyrazu nehraje globalni vazba pi roli, protoZe interpret pouzivé lexikalni
rozsah platnosti:

(((lambda (pi)
(lambda (x)
(+ x pi)))
109)
20) = Number: 30

Totéz plati pro explicitni aplikaci:

(apply ((lambda (pi)
(lambda (x)
(+ x pi)))
10)
20
“()) = Number: 30

V naésledujici ukdzce jsme provedli aplikaci uzivatelsky definované procedury, pfitom jsme , docasné na-
stavili” pfedka této procedury na lokalni prostfedi v némzZ je na y navazana hodnota 106:

(env-apply (lambda (x) (+ x y))
((lambda (y) (the-environment)) 100)
20 “()) = Number: 120

Shrnuti

Zabyvali jsme se automatickym pfetypovanim a generickymi procedurami. Pro generické procedury jsme
zavedli jednoduchou metodu jejich aplikace prostfednictvim vyhledavani metod pomoci vzort uvedenych
v tabulkdch. Na konkrétnim pfikladu generickych procedur jsme ukézali jejich praktické pouziti. Déle
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jsme se seznamili s konceptem manifestovanych typt. Pomoci manifestovanych typti jsme implementovali
reprezentaci elementti jazyka Scheme. S jejich vyuZitim jsme dale naprogramovali vyhodnocovaci proces.
Nakonec jsme zkompletovali interpret ¢isté funkcionalni podmnoziny jazyka Scheme.

Pojmy k zapamatovani

pretypovéni, implicitni/explicitni pfetypovani,
automatické pfetypovani, koerce,

genericka procedura, tabulka generickych procedur,
manifestované typy, visacky, tagy,

metajazyk, metainterpret, metaelement, metaprocedura.

Nové predstavené prvky jazyka Scheme

procedury number->string a string-append

Kontrolni otazky

1.

S

Co jsou to generické procedury?

Jaké jsou vijhody a nevijhody automatického pretypovini?

Co jsou to manifestované typy?

Jak jsme v nasi implementaci jazyka Scheme reprezentovali jednotlivé elementy jazyka?
Kolik jsme uvaZovali pocitecnich prostiedi a proc?

Jaky je rozdil mezi jazykem/interpretem a metajazykem/metainterpretem?

Cviceni

1.

Bez pouZziti interpretu jazyka Scheme zjistéte, jak se vyhodnoti nasledujici vyrazy pouZzivajici generické
+ tak, jak jsme jej predstavili v sekci 12.1:

(+ 2/3 7.7 9.5)

+ (= 1) "x” (- 2))

(+ 127+ 3 4)

(+ 2 (+ 2 "3”) 10)

(+ 2 (log (exp 2)))

(apply + “("a” “b” (+ 1 2) 2))

(apply + (map number->string (1 2 3)))

[

Obohatte vytvoreny interpret jazyka Scheme o primitivni proceduru foldr. To jest foldr by méla
byt ve vytvofeném interpretu k dispozici pfimo v pocate¢nim prostfedi a mélo by se jednat o primi-
tivni proceduru, tedy nikoliv o uZivatelsky definovanou proceduru. Naprogramujte tuto primitivni
proceduru tak, aby mohla pracovat s libovolnym mnozstvim seznamfi (vZdy vSak alespori s jednim).
Analogicky proved'te obohaceni interpretu o primitivni proceduru foldl.

Obohatte vytvofeny interpretjazyka Scheme o specialni formu or. Tuto specidlni formu naprogramujte
tak, aby se chovala pfesné jako specialni forma or v jazyku Scheme, viz [R5RS].

Obohatte vytvofeny interpret jazyka Scheme o specidlni formu let (nepojmenovanou verzi).
Obohatte vytvoreny interpret jazyka Scheme o pojmenovany let. JelikoZ v jazyku neméame k dispozici
define, musime si pfi programovani pojmenovaného let pomoci y-kombinatoru. Specidlni formu
ale vytvorte tak, abychom pfi rekurzivni aplikaci nemuseli pfedavat proceduru prostfednictvim jejtho
prvniho argumentu. Vytvofeny pojmenovany let by se tedy z uzivatelského pohledu mél chovat jako
pojmenovany let popsany ve [R5RS].

. Obohatte interpretjazyka Scheme o specidlni formu dyn-apply, ktera bude provadét aplikaci procedur

podobné jako apply, ale pfi aplikaci procedur pomoci dyn-apply se budou pii vyhodnocovani téla
procedury hledat vazby symboli ve smyslu dynamického rozsahu platnosti, tedy v prostiedi aplikace
procedury. Na nésledujicim prikladu je vidét rozdil pouziti apply a dyn-apply:
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((lambda (x)
(apply ((lambda (x)
(lambda (y)
(+ x y))) 100)
7(20)))
1000) = 120

((lambda (x)
(dyn-apply ((lambda (x)
(lambda (y)
(+ x y))) 100)
7(20)))
1000) = 1020

. Obohatte interpret o novou specialni formu delta, kterd je po syntaktické strance shodna s formou
lambda. Vyhodnocenim d-vyrazu vznikne specialni typ uzivatelsky definované procedury. P¥i aplikaci
procedury vzniklé vyhodnocenim §-vyrazi je uplatnén dynamicky rozsah platnosti. Zavedeni 6-vyrazt
dojazyka nam tedy umozni vytvéret uzivatelsky definované procedury, jejichz vyhodnocovani probiha
v souladu s dynamickym rozsahem platnosti. Viz pfiklad pouZiti a rozdil v pouZiti specidlnich forem
lambda a delta.

((lambda (x)

(((lambda (x)
(lambda (y)
(+ x yJ))) 100) 20)) 1000) F— 120

((lambda (x)
(((lambda (x)
(delta (y)

(+ x y))) 100) 20)) 1000) = 1020
Pfi implementaci vyuZijte svych znalosti ze sekce 2.6.

. Napiste, jak interpret Scheme vyhodnoti nasledujici symbolické vyrazy:
(environment->1list
((lambda (x) (the-environment)) 10))

((lambda (x)
(eval (- x) (the-environment)))
100)

(eval "(+ x 1)
((lambda (x) (the-environment)) 10)) =

((lambda (x)
((lambda (x)
(eval “(cons x (quote x)) (procedure-environment x)))
(lambda (x) ‘blah)))
1000)

(environment->1list
(procedure-environment
((lambda (y)
(lambda (x)
(+ x 1))
100))) =
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Ukoly k textu

1. Vytvoite systém generickych procedur +, -, %, modulo, quotient a = slouZicich pro préci s cisly
a polynomy. Polynomy (jedné proménné) reprezentujte seznamy jejich koeficientt tak, jak jsme to
délali v sekci 8.6. Zakladni aritmetické procedury +, -, * slouzi k provadéni aritmetickych operaci
s ¢isly a polynomy. Napiiklad tedy pro = by to mélo pokryvat soucin ¢isel, soucin polynomt a soucin
¢isla s polynomem. Procedury modulo a quotient by mély vracet podil ¢isel nebo polynomti a zbytek
po déleni cislem nebo polynomem. Predikat = by mél slouzit k porovnavani cisel a polynomi.
Pfi implementaci si pomozte tim, Ze ¢isla jsou de facto konstantni polynomy. Kde lze, provadéjte
automatické pfetypovani.

2. Po dokonéeni predchoziho tikolu naprogramujte procedury pro s¢itani a ndsobeni matic. Pokud jsme
provedli sprdvnou implementaci v pfedchozim bodé, méla by vase implementace operaci s maticemi
umozinovat pracovat s maticemi jejichZ prvky jsou ¢isla nebo polynomy. Dikladné vasi implementaci
otestujte.

3. Obohatte interpretjazyka Scheme o specidlni formy cond a let*. Obé specialni formy naprogramujte
tak, aby se chovaly stejné, jak jsme je pfedstavili v lekcich 2 a 3. Implementace obou specialnich forem
diikladné otestujte a presvédcte se o jejich spravnosti.

4. Obohatte interpret jazyka Scheme o specidlni formu named-lambda, ktera je po syntaktické strance
totoZzna se specialni formou lambda. Specialni forma named-lambda slouzi k vytvafeni procedur
stejné jako specialni forma lambda, navic vsak v téle procedury vytvorené pomoci named-lambda je
vzdy na symbol self navdzana samotné procedura. Pomoci self je tedy moZzné provadét rekurzivni
volani, viz nasledujici pfiklad pouZiti.

(map (named-lambda (n)
(if (=n )
1
(¢ n (self (- n 1)))))
‘© 123456 78) = (1126 24 120 720 5040 40320)

5. V predchozich pfikladech na procviceni jsme vidéli dva piistupy k aplikaci procedur fidici se dy-
namickym rozsahem platnosti. Prvni metodou bylo pouZiti explicitni aplikace pomoci dyn-apply.
Druhym zptisobem bylo zavedeni §-vyraz{i, pomoci nichz vznikaly procedury aplikované vzdy ve
smyslu dynamického rozsahu platnosti. Ani jedno z téchto feSeni neni tplné ideédlni, protoze v né-
kterych pfipadech by se mohlo hodit, abychom v téle jedné procedury uvazovali vétsinu symbolti ve
smyslu lexikalniho rozsahu platnosti (zajimat se budeme o lexikalni vazby symbolii) a nékteré sym-
boly ve smyslu dynamického rozsahu platnosti (zajimat se budeme o dynamické vazby symbolti).

Obohatte interpret o specidlni formu dynamic, jejimZ jedinym argumentem bude symbol. Vysledkem
vyhodnoceni (dynamic x) (v daném prostiedi) je dynamickéd vazba symbolu x, tedy vazba, ktera
je hledana v dynamicky nadfazenych prostfedich (pokud neni nalezena v lokdlnim prosttedi), viz
sekci 2.6. Néasledujici ukazka demonstruje pouZiti dynamic.

((lambda (x)
(((lambda (x)
(lambda (y)
(+ x Y))) 100) 20)) 1000) — 120

((lambda (x)
(((lambda (x)
(lambda (y)
(+ (dynamic x) y))) 100) 20)) 1000) — 1020
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Reseni ke cvi¢enim

1. ”2/3.0.5", "-1x-2", “12+7”, "22310”,4 .0,Error: No method for these types, ”123”

2. Vytvofime pomocnou proceduru scm-foldr nasledovné:
(define scm-foldr
(lambda (f basis . lists)
(if (scm-null? (car lists))

basis

(scm-apply

{’

(append (map pair-car lists)
(list (apply
scm—foldr

f basis (map pair-cdr lists))))))))
Dale je nutné do tabulky vazeb prosttedi ,toplevel” pfidat zdznam:

(foldr . ,(make-primitive scm-foldr))

3. Vytvofime pomocnou proceduru scm-foldl nasledovné:
(define scm-foldl

(lambda (f basis . lists)
(let iter ((lists lists)
(accum basis))
(if (scm—-null? (car lists))
accum
(iter (map pair-cdr lists)
(scm-apply f (append (map pair-car lists)

(list accum))))))))
Dale je nutné do tabulky vazeb prostiedi ,toplevel” pfidat zdznam:

(foldl . ,(make-primitive scm-foldl))

4. Vytvofime pomocnou proceduru scm-or nasledovné:
(define scm-or

(lambda (env . exprs)
(let or-eval ((exprs exprs))
(cond ((null? exprs) scm-false)
((null? (cdr exprs)) (scm-eval (car exprs) env))
(else (let ((result (scm-eval (car exprs) env)))
(if (equal? result scm—false)
(or-eval (cdr exprs))

result)))))))
Dale je nutné do tabulky vazeb prostiedi ,toplevel” pfidat zaznam:
(or . ,(make-specform scm-or))

. Vytvofime pomocnou proceduru map-scm-1ist pro mapovani pies seznam ve vnitini reprezentaci:
(define map-scm-list
(lambda (f 1)
(convert-list scm-null? pair-car pair-cdr

make-pair the-empty-list f 1)))
Dale vytvofime pomocnou proceduru scm-1let:

(define scm-let
(lambda (env bindings body)

(let ((proc (make-procedure
env
(map-scm-list pair-car bindings)
body)))

(scm-apply proc

(map-scm-list->1list
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(lambda (elem)

(scm-eval (pair-car (pair-cdr elem)) env))
bindings)))))
Dale je nutné do tabulky vazeb prostiedi ,toplevel” pfidat zdznam:

(let . ,(make-specform scm-let))

6. Vytvofime nejprve pomocny konstruktor seznamu v interni reprezentaci:
(define make-list
(lambda args
(if (null? args)
the-empty-list
(make-pair (car args)
(apply make-list
(cdr args))))))
Pro programovéani pomocné procedury, ktera bude v konstruovaném interpretu realizovat speciélni
formu ,, pojmenovany let” si musime uvédomit, Ze kéd ve tvaru
(let (jméno) (((symboly) (vyrazi))
((symboly) (vyrazs))

((symbol,,) (vyraz,)))
(telo))
sta¢i nahradit kodem ve tvaru
((lambda (y)
(y vy (vyrazy) (vyrazs) - - - (vyraz,)))
(lambda ((jméno) (symboly) (symboly) - - - (symboly,))
((lambda ((jméno)) (télo))
(lambda ((symboly) (symbolsy) --- (symboly,))
((jméno) (jméno) (symboly) (symboly) --- (symbol,))))))
Podle tohoto postupu naprogramujeme pomocnou proceduru scm-named-1let:
(define scm—named-let
(lambda (env . args)
(if (not (scm-symbol? (car args)))
(apply scm-let env args)
(let*x ((hame (car args))
(bindings (cadr args))
(body (caddr args))
(y (make-symbol ‘y))
(y—comb (make—procedure
env
(make-list y)
(make-pair y
(make-pair vy
(map-scm-list
(lambda (elem)
(scm-eval (pair-car (pair-cdr elem)) env))
bindings)))))
(proc (make—procedure
env
(make-pair
name
(map-scm-list pair-car bindings))
(make-list
(make-1list (make-symbol ‘lambda)
(make-list name)
body)

321



(make-list (make-symbol ‘lambda)
(map-scm-list pair-car bindings)
(make-pair name
(make-pair name
(map-scm-list pair-car bindings))))))))

(scm-apply y-comb (list proc))))))
Dale je nutné do tabulky vazeb prosttedi ,toplevel” pfidat zdznam:

(let . ,(make-specform scm—-named-let))

7. Vytvofime pomocnou proceduru scm-dyn-apply nasledovné:
(define scm-dyn-apply
(lambda (env proc . rest)
(scm-eval
(make-pair (make-symbol ‘env-apply)
(make-pair
proc
(make-pair
env
(let iter ((ar rest))
(if (null? (cdr ar))
(make-pair (car ar) the-empty-list)
(make-pair (car ar)
(iter (cdr ar))))))))

env)))
Dale je nutné do tabulky vazeb prosttedi ,toplevel” ptidat zdznam:

(dyn-apply . ,(make-specform scm—dyn-apply))
8. Nejprve vytvoiime datovou reprezentaci nového typu elementu:
(define make-dyn-procedure
(let ((make-physical-procedure (curry-make-elem ‘dyn-procedure)))
(lambda (args body)
(make-physical-procedure (list args body)))))

(define dyn-procedure-arguments (lambda (proc) (car (get-data proc))))
(define dyn-procedure-body (lambda (proc) (cadr (get-data proc))))

(define scm-user-dyn-procedure? (curry-scm—type ‘dyn-procedure))
Upravime scm-procedure? tak, aby brala ohled i na novy typ procedury:

(define scm-procedure?
(lambda (elem)
(or (scm-primitive? elem)
(scm—user-procedure? elem)

(scm-user-dyn—procedure? elem))))
Dale pfidame do tabulky vazeb prostfedi ,toplevel” zdznam:

(delta . ,(make-specform
(lambda (env args body)

(make-dyn-procedure args body))))
Upravime scm-eval tak, aby se p¥i volani scm-apply pfedavalo aktualni prostiedi jako novy posledni
argument. Kriticky fragment kodu by mél vypadat takto:

((scm-procedure? f)
(scm—-apply f
(map-scm-list->list
(lambda (elem)
(scm-eval elem env))
args)
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env))

Dale upravime scm-env-apply a scm-apply nasledovné tak, Ze do nich pfidame vétve oSettujici
priibéh aplikaci v pfipadé procedur vzniklych vyhodnocenim §-vyrazi.
(define scm—env-apply
(lambda (proc env args)
(cond ((scm-primitive? proc) (apply (get-data proc) args))
((scm-user—-procedure? proc)
(scm—eval (procedure-body proc)
(make-env env
(make-bindings (procedure—arguments proc)
args))))
((scm-user-dyn-procedure? proc)
(scm-eval (dyn-procedure—body proc)
(make-env env
(make-bindings (dyn-procedure—arguments proc)
args))))
(else (error “APPLY: Expected procedure”)))))

(define scm-apply
(lambda (proc args . env)
(cond ((scm-primitive? proc) (scm-env-apply proc #f args))
((scm-user-procedure? proc)
(scm-env-apply proc (procedure-environment proc) args))
((scm-user-dyn-procedure? proc)
(scm-env-apply proc (car env) args))
(else (error “APPLY: Expected procedure”)))))

9. ((x . 19)),-100, 11, (1000 . x), ((y . 100))
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