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Úvod 9
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1.4 QGP a Velký třesk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2 Kvantová statistická mechanika 13
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2.2.1 Bosony a fermiony . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.2.2 Hustota stav̊u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
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Úvod

Jádro těžkého iontu se zhruba chová jako kapka kapaliny s přibližně homogenńı hus-
totou, v klidové soustavě přibližně sféricky symetricky rozmı́stěnou kolem těžǐstě.
Pozorujeme-li vysokoenergetické srážky (od 1GeV na nukleon) dvou těžkých iont̊u,
docháźı vždy i při přesně centrálńı vstř́ıcné srážce k podélné expanzi zp̊usobené kvan-
tovými jevy - jádra jsou částečně

”
pr̊uhledná“. V oblasti pr̊uniku drah v čase srážky

vznikaj́ı d́ıky silné interakci extrémńı podmı́nky - jaderná kapalina je silně podélně
stlačena. Dosáhne-li hustota energie potřebných hodnot, může doj́ıt k tvorbě hypo-
tetického kvark-gluonového plazmatu. Kvatové jevy zp̊usob́ı přeměnu části energie
této velmi husté kapky jaderné hmoty na vznik pár̊u částice - antičástice a značný
tlak zp̊usob́ı jejich př́ıčnou expanzi.

Vzniká tedy fireball mnoha částic částečně př́ıčně a podstatně podélně expanduj́ıćı
do prostoru. Jak fireball expanduje, klesá jeho hustota energie a to zp̊usobuje dva
podstatné zpětné přechody. Nejprve od kvark-gluonového plazmatu k hadronovému
plynu. Tento přechod nazýváme hadronizace. Hadronový plyn je stále dostatečně
hustý, vázán silnou interakćı, takže ho můžeme považovat za přibližně termalizovaný.

Následně docháźı k přechodu od hustého hadronového plynu k volným hadron̊um.
Tento přechod nazýváme vymrznut́ı. Jak fireball dále expanduje, hustota energie
dále klesá a nestabilńı částice se rozpadaj́ı. Detekujeme pak pouze stabilněǰśı částice
a z nich se pokouš́ıme rekonstruovat fyziku p̊uvodńı jaderné srážky – stavové rovnice
na krátkou dobu vzniklých stav̊u hmoty (tj. povahu kolektivńıho chováńı husté ja-
derné hmoty), zákony elemetárńıch interakćı při vysokých energíıch, chováńı značně
excitovaného vakua.

Otázkou je, jaký zvolit model pro popis vysokoenergetické srážky dvou těžkých iont̊u
a jak zvolit jeho parametry. Jedńım z mnoha model̊u je model Blastwave, jehož
základńımi předpoklady jsou podélně boost-invariantńı expanze, př́ıčná expanze a
existence konkrétńı nadplochy v časoprostoru na které dojde ke skokovému uvolněńı
hadronové hmoty z fireballu. Autor práce se pokouš́ı naj́ıt nejvhodněǰśı volbu dvou
hlavńıch parametr̊u tohoto modelu pomoćı programu DRAGON [9], který zahrnuje
i vliv rezonanćı, fitováńım spekter v př́ıčné hybnosti.
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Kapitola 1

Současný pohled na strukturu
hmoty

1.1 Elementárńı částice

Elemetárńı stavebńı jednotkou hmoty je elementárńı částice, což je nedělitelný ob-
jekt s určitými fyzikálńımi vlastnostmi. Za určitých okolnost́ı vznikaj́ı po nějaký
čas stabilńı struktury, které můžeme rozdělit podle stupně elementarity na: látka,
molekula, atom, obal a jádro.

Atom je tvořen obalem a jádrem. Obal atomu tvoř́ı elektrony v uspořádáńı určeným
eletromagnetickou interakćı s opačně nabitým jádrem. Jádro je tvořeno nukleony –
protony a neutrony, jejichž konstituenty jsou trojice kvark̊u.

V posledńım stolet́ı se ukázalo, že př́ıroda se neomezuje pouze na protony, neutrony
a elektrony, ale je tvořena mnohem širš́ı skupinou částic, které jsou však tvořeny
poměrně malou skupinou kvark̊u a lepton̊u. Tato představa se nazývá standardńı
model, který spolu s kvatovou chromodynamikou, kvantovou elektrodynamikou, kde
jsou interakce zprostředkovány výměnou intermediálńıch částic, představuje základ
moderńı částicové fyziky.

1.2 Standardńı model

Elementárńı částice standardńıho modelu děĺıme do tř́ı skupin – na kvarky, lep-
tony a intermediálńı bosony. Ke každé částici ještě př́ısluš́ı antičástice, přičemž v
některých př́ıpadech je částice a antičástice nerozlǐsitelná. Kvarky a leptony děĺıme
na tři generace, přičemž prvńı je stabilńı a daľśı dvě jsou nestabilńımi excitacemi
rozpadaj́ıćımi se slabou interakćı na elementárńı částice prvńı generace.

Kvarky jsou nositeli barevného náboje silné interakce. Existuj́ı vždy ve vázaném
stavu na jiné kvarky, tak aby

”
součet“ barev byl neutrálńı. Proto kvarky tvoř́ı vždy

hadron: bud’ baryon, ve kterém maj́ı všechny tři kvarky jinou barvu a nebo mezon, ve
kterém je kvark a antikvark, tj. barva a jej́ı antibarva. Teoreticky byli předpovězeny
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i složitěǰśı struktury jako je pentakvark, který je složen ze čtyřkvark̊u a jednoho
antikvarku.

Kvarky se nikdy nevyskytuj́ı individuálně, ale jsou vázany v hadronu společně s
ostatńımi kvarky. Kdybychom se pokoušeli dva kvarky od sebe odtrhnout, rostla by
lineárně s jejich vzdálenost́ı jejich potenciálńı energie. Důležitou roli zde sehrávaj́ı
vlastnosti gluonu – bosonu zprostředkuj́ıćıho silnou interakci. Gluon je nehmotný a
má náboj silné interakce, d́ıky tomu snadno vzniká a interaguje i s jiným gluonem.
Při odtahováńı kvark̊u nakonec vzroste energie vazby natolik, že postač́ı na vznik
kvark-antikvarkového páru. Ten rekombinuje s p̊uvodńımi odtahovanými kvarky a
tud́ıž máme oba kvarky opět ve vázaném stavu.

Interakce mezi částicemi je zprostředkována intermediálńımi bosony. To znamená,
že energie a hybnost jsou předávány po kvantech intermediálńımi bosony, které
existuj́ı často velmi krátce, a tak d́ıky principu neurčitosti má jejich hmotnost jistou
neurčitost.

Obrázek 1.1: Elementárńı částice Standardńıho modelu. [11]

1.3 Kvark-gluonové plasma

Kvark-gluonové plazma, zkráceně QGP, je stav hmoty předpovězený teoríı kvatové
chromodynamiky (QCD). Původńı práce týkaj́ıćı se kvark-gluonového plazmatu je
[14]. Jeli hmota – hadronový plyn stačen do objemu o dostatečné hustotě ener-
gie [1GeVfm−3], tak se kvarky r̊uzných hadron̊u ocitnou dostatečně bĺızko sobe,
přestanou být výlučně vázány ke své hadronové trojici resp. dvojici a mohou se
volně pohybovat. Tedy můžeme-li ř́ıci, že se společně

”
sd́ıĺı“ navzájem čili přǐrazeńı

k jednotlivým hardon̊um ztráćı smysl, pak tento stav nazýváme kvark-gluonovým
plazmatem.
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Žádná teorie se však neobejde bez experimatálńıch fakt̊u a proto potřebujeme zař́ızeńı
na výrobu QGP. Očekáváme, že při dostatečně energetické srážce dvou iont̊u těžkého
prvku, dosáhneme potřebné hustoty energie pro existenci QGP fáze na dobu řádově
10−23s. Takovou srážku nazýváme Malý třesk. Z podstaty QGP je nemožné jeho
př́ımé zkoumáńı, ale pozorováńım vzniknuvš́ıch hadron̊u bychom se mohli o tomto
stavu mnoho dozvědět. K tomu slouž́ı urychlovače a detektory částic, které jsou v
schopné přesáhnout hraničńı energii potřebnou pro tvorbu QGP a lze v nich efek-
tivně pozorovat vzniklé částice.

1.4 QGP a Velký třesk

V teorii velkého třesku uvažujeme rozṕınáńı velkého množstv́ı hmoty ze stavu s
velkou hustotou. Pokud je teorie v souladu se skutečnost́ı musela hmota proj́ıt sta-
vem QGP do 10µs po začátku Velkého třesku. Podař́ı-li se nám tud́ıž dostatečně
prozkoumat tento stav hmoty, źıskáme zároveň daľśı poznatky o počátćıch vesmı́ru.
Problém je v některých rozd́ılech mezi Velkým třeskem, z něhož vznikl vesmı́r, a
Malým třeskem, který můžeme vytvořit na urychlovači:

1. Mnohem rychleǰśı hadronizace fireballu Malého třesku.

Zat́ımco u Velkého třesku předpokládáme rozṕınáńı QGP fireballu zpomalo-
vané gravitačńım p̊usobeńım obrovského množstv́ı nahromaděné hmoty, tak u
Malého třesku uvažujeme rozṕınáńı do vakua. Můžeme odvodit charakteris-
tické časy hadronizace QGP Velkého třesku τbb = 10µs a Malého třesku na
τmb = 10−17µs.

2. Nenulovost baryonového č́ısla v fireballu Malého třesku.

V počátečńım vesmı́ru bylo baryonové č́ıslo prakticky nulové narozd́ıl od ex-
perimetu. Asymetrii mezi hmotou a antihmotou při srážce na urychlovači
popisujeme čistým baryonovým č́ıslem B = NB − NB̄ . V ideálńım př́ıpadě
B = 0. Při srážce produkujeme páry částice-antičástice a tedy při zachováńı B
roste počet detekovaných částic N , čili alespoň B/N → 0. Problém asymetrie
můžeme teoreticky překonat extrapolaćı baryonového chemického potenciálu.
Nav́ıc zvyšováńım energie srážky zvyšujeme počet vzniklých částic.

3. Mnohem vyšš́ı hustota energie.

Podle teorie Velkého třesku se vesmı́r vyv́ıj́ı z počátečńı singularity charakte-
rizované mimo jiné nekonečnou hustotou a teplotou. Při studiu na urychlovači
můžeme dosáhnout jen konečných hodnot.
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Kapitola 2

Kvantová statistická mechanika

2.1 Kvantová statistická mechanika

Matici hustoty definujeme jako samosdružený, pozitivńı operátor s jednotkovou sto-
pou.

ρ̂∗ = ρ̂ ∀|ψ >∈ H < ψ|ρ̂ψ > ≥ 0 Tr ρ̂ = 1

Matici hustoty můžeme definovat pomoćı kladných č́ısel wj a vektor̊u |ψj >∈ H
následovně:

Ŵ =
∑
j

wj
|ψj >< ψj|
< ψj|ψj >

ρ̂ =
Ŵ

Tr Ŵ
. (2.1)

Proto pomoćı matice hustoty můžeme také poč́ıtat středńı hodnotu pozorovatelné
Ô = Ô∗:

Ō =
∑
j

wj
< ψj|Ôψj >
< ψj|ψj >

= Tr[ρ̂Ô].

V práci budeme použ́ıvat přirozené jednotky ~ = c = kB = 1.

2.2 Nejpravděpodobněǰśı rozděleńı a Grandkano-

nický soubor

Necht’ máme kvantový systém, který popisujeme dvěma komutuj́ıćımi operátory
Ĥ, B̂ tj. hamiltoniánem a baryonovým č́ıslem. Protože budeme pracovat s obecnými
stavy a ne jen s vlastńımi k operátoru baryonového č́ısla, budeme vlastně budovat
grandkanonický statistický soubor, kde neńı baryonové č́ıslo pevně fixováno.
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Necht’ dále má hamiltonián diskrétńı spektrum ĤP̂j = EjP̂j, kde P̂j je ortogonálńı
projektor na př́ıslušný vlastńı podprostor. Definujme společnou množinu ortogonálńıch
projektor̊u na vlastńı podprostory {P̂l | ĤP̂l = ElP̂l ∧ B̂P̂l = blP̂l}.

Mějme nyńı statistický soubor stavu s r̊uznými hodnotami baryonového č́ısla a ener-
gie, který poṕı̌seme pomoćı matice hustoty:

ρ̂ =
∑
l

wl
P̂l

Tr P̂l
,

kde předpokládáme, že dim P̂l = Tr P̂l < +∞.

Známe středńı hodnoty energie Ē a baryonového č́ısla b̄:

Ē = Tr[ρ̂Ĥ] =
∑
l

wlEl ∧ b̄ = Tr[ρ̂B̂] =
∑
l

wlbl.

Položme si nyńı otázku jaká je nejpravděpodobněǰśı matice hustoty, či ekvivalentně
jaké je nejpravděpodobněǰśı rozděleńı nalezeńı r̊uzných hodnot energie a baryo-
nového č́ısla. Zavedeme entropii:

S = −Tr[ρ̂ ln ρ̂] = −
∑
l

wl lnwl

a budeme j́ı maximalizovat vázaně na dané podmı́nky, pro Ē, b̄.

Λ(w1, w2, ...) = −
∑
l

wl ln(wl) + α
∑
l

wl − β
∑
l

wlEl + lnλ
∑
l

wlbl, (2.2)

kde β, − lnλ jsou Lagrangerovy multiplikátory. Někdy označujeme eβµ = λ jako
fugacita, kde µ je baryonový chemický potenciál.

Hledejme volbu wj aby v ńı měla funkce Λ(w1, w2, ...) maximum. Protože

O2Λ(w1, w2, ...) = −
∑
l

1

wl
< 0 na wl ∈ (0, 1)

lež́ı maximum ve stacionárńım bodě funkce – tj. v bodě, kde je wl splňuj́ı:

∀l ∂wlΛ = 0.

Z toho dostáváme:

wl = Z−1
G e−β(El−µbl) =< l|Z−1

G e−β(Ê−µB̂) |l >,

kde ZG = eα−1 =
∑
l

e−β(El−µbl) se nazývá partičńı funkce.
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A tedy dostáváme:

Ē = −∂β lnZG B̄ = − 1

β
∂µ lnZG. (2.3)

Pro matici hustoty v tomto stavu máme:

ρ̂ =
e−β(Ĥ−µB̂)

Tr e−β(Ĥ−µB̂)
.

Pro partičńı funkci máme:

ZG = Tr e−β(Ĥ−µB̂) =
∑
n

< n| e−β(Ĥ−µB̂) |n > . (2.4)

Dı́ky tomu, že je Tr je reprezentačně invariantńı, můžeme už́ıt libovolnou orto-
normálńı bazi. To nám dovoluje už́ıvat bazi obsazovaćıch č́ısel pro neinteraguj́ıćı
částice. Interakce se pak někdy zavád́ı přibĺıžeńım pomoćı poruchového rozvoje.

2.2.1 Bosony a fermiony

Mějme systém nerozlǐsitelných a neinteraguj́ıćıch částic popsaný dvěma komutuj́ıćımi
operátory hamiltonianem Ĥ a baryonovým č́ıslem B̂. Necht’ jednočásticový hamilto-
nian Ĥ(1) nabývá jen diskrétńıch hodnot Ĥ(1)|j >= εj|j >, kde |j > je vlastńı vektor.
Na Fockově prostoru zavedeme symetrizovanou nebo antisymetrizovanou bázi obsa-
zovaćıch č́ısel:

{|(S/A), n
(b1)
1 , n

(b2)
2 , n

(b3)
3 ... >,

kde n
(bi)
i jsou obsazovaćı č́ısla jednočásticových stav̊u |i >,

pro které Ĥ(1)|i >= εj|i > ∧B̂|i >= bi|i >}.

Pro celkový hamiltonián(Fock̊uv prostor) a baryonové č́ıslo dostáváme:

Ĥ|(S/A), n
(b1)
1 , n

(b2)
2 , n

(b3)
3 ... >=

∑
i

n
(bi)
i εi|(S/A), n

(b1)
1 , n

(b2)
2 , n

(b3)
3 ... >,

B̂|(S/A), n
(b1)
1 , n

(b2)
2 , n

(b3)
3 ... >=

∑
i

n
(bi)
i bi|(S/A), n

(b1)
1 , n

(b2)
2 , n

(b3)
3 ... > .

Pro konstrukci grandkanonického souboru užijeme vzorec (2.4), který má v námi
zvolené bázi tvar:

ZG =
∑
n

e−
∑∞
i=1 niβ(εi−µbi) =

∑
n

∏
i

e−niβ(εi−µbi) .

Protože všechny kombinace obsazovaćıch č́ısel z̊ustanou (poněkud formálně) obsaženy,
můžeme zaměnit pořad́ı sumy a produktu. Sč́ıtáme přes všechny stavy s volným N
celkovým počtem částic.
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ZG =


∏

i

∑∞
ni=0 e−niβ(εi−µbi) pro bosony.∏

i

∑1
ni=0 e−niβ(εi−µbi) pro fermiony.

Sečteme sumy ( pro bosony za podmı́nky e−niβ(εi−µbi) < 1 )

lnZ
(G)

F+,B− = ±
∑
i

ln(1± e−β(εi−µbi)), (2.5)

kde suma prob́ıhá přes všechny jednočásticové stavy, horńı znaménko plat́ı pro fermi-
ony a dolńı pro bosony.

Pro středńı hodnotu baryonového č́ısla z (2.3) máme:

B̄ = − 1

β
∂µ lnZ

(G)

F+,B− =
∑
i

bi
1∓ eβ(εi−µbi)

. (2.6)

Odsud máme také Bose-Eistainovo a Fermi-Diracovo rozděleńı 1
eβ(εi−µbi)∓1

. Rozděĺıme-

li sumu v (2.5) na stavy s bi > 0 (částice) a stavy s bi < 0 (antičástice) a předpokládáme-
li, že jsou možné stavy pro částice a antičástice stejné, dostáváme:

lnZ
(G)

F+,B− = ±
∑
i

[
ln(1± e−β(εi−µbi)) + ln(1± e−β(εi+µbi))

]
, (2.7)

kde suma
∑

i bude od ted’ značit sč́ıtáńı přes všechny stavy s bi > 0. Pomoćı
λbi = eβµbi = e

µ
T
bi můžeme předcházej́ı vztah upravit na:

lnZ
(G)

F+,B− = ±
∑
i

[
ln(1± λbi e−βεi) + ln(1± λ−bi e−βεi)

]
. (2.8)

Nahrazeńım baryonového č́ısla leptonovým, bychom mohli stejným postupem odvo-
dit vztahy pro leptony. Povoleńım pouze stav̊u bi = ±1 dostaneme systém částic a
antičástic jednoho typu.

2.2.2 Hustota stav̊u

Uvažujeme kvantově mechanickou úlohu s částićı v nekonečně hluboké potenciálové
jámě – krabici < 0, L > × < 0, L > × < 0, L >. Zavedeme periodické okrajové
podmı́nky(částice na kružnici), které umožnuj́ı transparentńı řešeńı a v pozděǰśı
limitě V →∞ nebudou konkrétńı okrajové podmı́nky podstatné.

ψ(xi = 0) = ψ(xi = L)

Źıskáme periodická řešeńı tvaru podobného jako u de Broglie vlny, avšak hybnost
máme nyńı kvantovánu.

”
Jemnost“ kvantováńı udává právě velikost krabice. Máme

tedy:
ψ(x) = ei~p~x
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~p =
2π

L
(k1, k2, k3) kde ki ∈ Z.

Necht’ f je reálná funkce reálné proměnné, εn jsou reálná č́ısla. Mějme sumu

∞∑
n=0

f(εn) =

∫ ∞
0

dµD(ε)f(ε),

kde v integrálu generujeme mı́ru následovně:

dµD(ε) = d

( ∞∑
n=0

θ(ε− εn)

)
.

Mı́ra tedy určuje
”
kolik přibývá“ člen̊u v daném bodě ε. Existuje-li funkce g prostá,

se spojitou nenulovou prvńı derivaćı g′ na < 0,+∞ > taková, že vhodně aproximuje
trend εn. Tedy např́ıklad plat́ı:

∀n ∈ N0 |g(n)− εn| < δ1 ∧ ∀x ∈< n− 1, n >: |g′(x)− (g(n)− g(n− 1))| < δ2,

kde δ1,2 > 0 jsou dostatečně malá č́ısla. Funkci můžeme na < 0,+∞ > invertovat a
mı́ru v předchoźım integrálu aproximovat:

dµD(ε) ≈ d(g−1(ε))

∞∑
n=0

f(εn) ≈
∫ ∞

0

d(g−1(ε))f(ε) =

∫ ∞
0

dε
dg−1(ε)

dε
f(ε).

Předcházej́ıćı postup snadno zobecńıme na následuj́ıćı v́ıcerozměrnou variantu:

+∞∑
k1,k2,k3=−∞

f(ε(~p(k1, k2, k3))) ≈
∫
R3

dk1dk2dk3f(ε(~p(k1, k2, k3)) =

∫
R3

d3p |J |f((ε(~p)),

kde J vhodný jakobián. V př́ıpadě částice v krabici |J | = V/(2π)3. Pro usnadněńı
práce pracujeme mı́sto sumy s integrálem, k čemuž nás motivuje také skutečnost, že
v limitě L → ∞ je spektrum operátoru impulsu spojité. Sumu z výše načrtnutého
postupu nahrad́ıme integrálem následovně:

∑
i

[...] = g

∫
V d3p

(2π)3
[...], (2.9)

kde nav́ıc obecně násob́ıme degeneračńım faktorem g, který znač́ı daľśı stupně vol-
nosti rozšǐruj́ıćı fázový prostor do daľśıch dimeźı. To jsme odvodili pro periodické
okrajové podmı́nky nebo libovolně veliký objem.

2.2.3 Fermi a Bose plyny částic a antičástic jednoho typu

Povoleńım stav̊u s baryonovým č́ıslem pouze bi = ±1 v (2.8) odvod́ı vztah pro

lnZ
(G)

F+,B− pro plyn částic a antičástic jednoho typu. Užijeme-li nav́ıc (2.9) dosta-
neme:
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lnZF/B(V, β, λ) = ±gV
∫

d3p

(2π)3

[
ln(1± λ e−β

√
p2+m2

) + ln(1± λ−1 e−β
√
p2+m2

)

]
,

(2.10)
kde horńı znaménko plat́ı pro fermiony, dolńı pro bosony a část u λ−1 odpov́ıdá
antičástićım.

Užit́ım vztahu pro grandkanonický potenciál:

Ω(T, V, µ) = −PV = −β−1 lnZG,

kde P znač́ı tlak, źıskáváme:

P (β, λ) = ∓g
∫

d3p

(2π)3
[ln(1± λ e−β

√
p2+m2

) + ln(1± λ−1 e−β
√
p2+m2

)], (2.11)

kde g je degeneračńı faktor viz. závěr podkapitoly 2.9 a kde horńı znaménko plat́ı
pro fermiony, dolńı pro bosony a část u λ−1 odpov́ıdá antičástićım.

2.2.4 Fotonový plyn

Pro fotonový plyn můžeme z (2.11) źıskat jednoduchou stavovou rovnici, která ko-
responduje s teoríı zářeńı černého tělesa. Pro fotonový plyn plat́ı: m = 0 , εi = p, v
integrálu vynecháme část násobenou λ−1 př́ıslušej́ıćı antičástićım a dosad́ıme λbi = 1.
Posledńı dva předpoklady zd̊uvodńıme t́ım, že foton a antifoton jsou nerozlǐsitelné
částice. Proto přidáńı fotonu můžeme zároveň interpretovat jako přidáńı antifotonu,
tud́ıž chemický potenciál můžeme považovat za nulový. Část za antičásticové stavy
vymiźı rovněž d́ıky nerozlǐsitelnosti. Proto dosazeńım výše zmı́něných předpoklad̊u
do (2.11), přechodem ke sférickým souřadnićım, zavedeńım substituce x = p/T
źıskáme stavovou rovnici fotonového plynu:

P = −4πgT 4

(2π)3

∫ ∞
0

dxx2 ln(1− e−x).

Protože je integrál roven −π4/45 źıskáváme:

P = g
π2

90
T 4, (2.12)

kde pro fotony g = 2 (polarizace). Dı́ky vztahu vypĺıvaj́ıćıho z definic:

Ē(T ) = −∂β lnZG = −∂β − βPV = 3PV
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Źıskáváme tedy vztah pro tlak zářeńı (ultrarelativistická limita pro libolnou částici
tj. pro p >> m):

P = ε(T )/3,

kde ε(T ) je hustota energie elektromagnetického pole. Odsud snadno urč́ıme známou
Stefan-Boltzmannovu konstantu.

2.2.5 Bag model

Původńı práćı k tomuto modelu je [12]. Bag model je primitivńı model procesu
hadronizace QGP. Protože pracujeme s vysokými energiemi, můžeme v nultém
přibĺıžeńı zanedbat hmoty všech částic QGP a HG (Hadronový plyn) v̊uči jejich
hybnosti. Dále za degeneračńı faktor dosad́ıme př́ıslušnou hodnotu, která nám mul-
tiplikuje dimenzi fázového prostoru. Do úvahy vezmeme, že fázový prostor fermion̊u
je d́ıky Pauliho vylučovaćıho principu o něco menš́ı než boson̊u. Přesněji 7/8 krát
menš́ı. To je dokázáno v [5] odkud je tento př́ıklad přejat.

gQGP = gG +
7

8
× 2(antičástice)× gq + gEW ≈ 56,5 ,

kde pro gluny, kvarky:

gG = 2(spin)× (N2
c − 1)(barva) = 16 ,

gq = 2(spin)×Nc(barva)× nf ≈ 15 ,

gEW = 2(γ) +
7

8
× 2(antičástice)× (2(spin)× 2(e +µ) + 3(νeLνµLντL)) = 14,25.

Dosazujeme:Nc = 3(počet barev), nf ≈ 2,5 (efektivńı počet v̊uńı). Pro ν započ́ıtáváme
jen levotočivá neutrina a pravotočivá antineutrina a nepředpokládáme tvorbu taonu.

Hadronový plyn v nultém přibĺıžeńı odhadneme pionovým plynem a přidáme opět
elektroslabé částice:

gHG = 3(π+π−π0) + gEW ≈ 17,25.

Při hadronizaci jsou oba tlaky HG i QGP právě stejné, proto:

PH = gQGP
π2

90
T 4
H −B = gHG

π2

90
T 4
H . (2.13)

Od tlaku pro fotonový plyn modeluj́ıćı QGP odeč́ıtáme takzvanou bag konstantu
B

1
4 ≈ 190MeV źıskanou fitem experimentálńıch dat, Tato konstanta zároveň re-

prezentuje latentńı teplo QGP. Kdybychom tuto konstantu nezavedli, pak by vždy
platilo PQGP > PHG a hmota by byla neustále ve stavu kvark-gluonového plazmatu.
Konstantu B si můžeme také představit jako tlak, který tlač́ı fyzikálńı vákuum na
proton a

”
drž́ı ho pohromadě“. Odhadneme tak teplotu hadronizace:

TH = B
1
4

(
90

π2∆g

) 1
4

≈ 130MeV.
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Daľśı možnost́ı určeńı TH je užit́ım vzorce pro tlak zářeńı (ultra-relativistická limita)
a hustotu energie:

P =
ε

3
.

Protože proton je nejobyčejněš́ı kvarkový systém, můžeme hustotu energie při hadro-
nizaci odhadnout jako:

εH =
mp

(1fm)3
= 1GeVfm−3.

Pak dosazeńım za hustotu energie do Boltzmanova vztahu źıskáme tlak pomoćı
kterého můžeme provést odhad teploty hadronizace:

TH = 160MeV.
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Kapitola 3

Podélně boost-invariantně
expanduj́ıćı fireball

3.1 Poznámky

1. V textu už́ıvám vzorce:

δ(f(x)) =
∑
i

δ(x− xi)
|f ′(xi)|

kde suma běž́ı přes body, kde je f(x) nulová (3.1)

a značeńı:
δ+(f(x)) = θ(x)δ(f(x)) (3.2)

2. Pro čtyřvektor často znač́ım aµ = a bez zd̊urazněńı, že jde o čtyřvektor. Dále
už́ıvám značeńı aµa

µ = a2. Trojrozměrné vektory znač́ım d̊usledně ~a.

3. Často užitým vzorečkem pro čtyřhybnost částice je:

p2 = E2 − ~p2 = m2 (3.3)

proto pro následovně definované Dp plat́ı

Dp = 2δ+(pµp
µ −m2)d4p =

d3p

E
(3.4)

3.2 Souřadnice

3.2.1 Prostoročasové souřadnice

Pro popis podélně boost invariatńı expanze jsou vhodné následuj́ıćı souřadnice:

Definujme nadplochu na které očekáváme vymrznut́ı. Zat́ım ji ponecháme jako obec-
nou nadplochu ve čtyřrozměrném prostoru. V modelu Blastwave pak zavedeme
konkrétněǰśı definici.
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Nadplocha vymrznut́ı:

σ = {xµ| nadplocha ve 4 rozměrném prostoru} (3.5)

Dále zavád́ıme veličiny, které budeme už́ıvat pro popis jednotlivých část́ı expan-
duj́ıćıho fireballu v laboratorńı soustavě.

Prostorový čtyřvektor části expaduj́ıćıho fireballu v laboratorńı soustavě:

xµ = (t, x, y, z) = (t, ~x) (3.6)

Čtyřvektor rychlosti části expaduj́ıćıho fireballu s polohovým čtyřvektorem xµ:

uµ =
dxµ

dτ
=

(V0, ~V )√
1− V 2

0 − ~V 2

. (3.7)

3.2.2 Souřadnice částice

Pro popis částice v laboratorńı soustavě definujeme následuj́ıćı značeńı:

Čtyřhybnost částice:
pµ = (p0, ~p) (3.8)

Podélná rapidita částice:

y =
1

2
ln
p0 + pz
p0 − pz

(3.9)

Rychlost částice v laboratorńı soustavě

~v =
~p

p0
(3.10)

Vektor př́ıčné hybnosti částice:

~pt = (px, py) = pt(cosφ, sinφ) (3.11)

Př́ıčná hmotnost částice:
mt =

√
m2 + p2

t (3.12)

Energie částice v laboratorńı soustavě:

E = p0 =
√
m2
t + p2

z =
√
m2 + p2

t + p2
z (3.13)

Energie částice v lokálńı soustavě xµ :

E∗ =
1√

1− V 2
(p0 − ~V ~p) (3.14)

Snadno ukážeme, že plat́ı:

pµ = (mt cosh y, pt cosφ, pt sinφ,mt sinh y), (3.15)

E∗ = pµu
µ. (3.16)
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3.3 Hydrodynamický popis relativistické srážky

Při hydrodynamickém popisu relativistické srážky zavád́ıme následuj́ıćı značeńı:

Hustota počtu částic:

n(~x, t)d3x = n(xµ)d3x = počet částic v objemu d3x v čase t. (3.17)

Celkový počet částic v čase t:

N (t=kost) =

∫
d3xn(xµ) (3.18)

Obecně se nemuśıme omezovat na nadrovinu v časoprostoru definovanou nějakou
hodnotou času, ale můžeme určovat počet světočar procházej́ıćıch obecnou nad-
plochou v časoprostoru. Výpočet je nutné provést složitěǰśım zp̊usobem. To právě
už́ıváme v některých modelech relativistických srážek, kde definujeme vymrzávaćı
nadplochu, přes kterou poté integrujeme. K tomuto tématu viz. dále v podkapitole
3.5.

Proud částic:
~j(~x, t) = ~j(xµ) (3.19)

je vektor takový, že pro libovolný infinitesimálńı element plochy d~S v bodě ~x udává
skalárńı součin d~x~j(~x, t) počet částic procházej́ıćı daným elementem za čas dt.

Čtyřproud:
jµ = (n(~x, t),~j(~x, t)) (3.20)

Časoprostorová distribuce částic:

f(xµ, pµ)d3xd3p = počet částic ve fázovém objemu d3xd3p v bodě (xµ, pµ) (3.21)

odsud plyne:

n(xµ) =

∫
d3p f(xµ, pµ), (3.22)

~j(xµ) =

∫
d3p~vf(xµ, pµ). (3.23)

Protože se částice nacházej́ı na hmotové slupce – tj. p0(~p) =
√
p2 +m2 = E, plyne

odsud užit́ım (3.4):

jν(xµ) =

∫
p0=E

d3p
pν

p0
f(xµ, pµ) =

∫
Dppνf(xµ, pµ). (3.24)

Odsud dále pro p0 = E:

E
d3jν

d3p
(xµ, ~p) = pνf(xµ, pµ), (3.25)

E
d3N (t=kost)

d3p
(t, ~p) =

∫
d3xEf(xµ, pµ). (3.26)

Předchoźı vzorec plat́ı však pouze pro integraci přes časoprostorovou rovinu od-
pov́ıdaj́ıćı konstantńımu času. Obecněji se poč́ıtaj́ı světočáry a postup je složitěǰśı.
Vı́ce v kapitole 3.5.
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3.3.1 Rozděleńı částic

Pro popis rozděleńı částic v časoprostoru už́ıváme lorentzovsky invariatńı rozděleńı,
které je zobecněńım nerelativistického rozděleńı, které je invariantńı v̊uči galieovské
transformaci. To vyhovuje požadavku, že př́ıslušné transformované hybnosti spektra
odpov́ıdá ve všech soustavách č́ıselný invariant představuj́ıćı četnost výskytu krát
energie částice v dané soustavě tj.

√
p2 +m2. Invarianci dokážeme snadno trans-

formaćı diferenciál̊u složek čtyřhybnosti p a užit́ım zmı́něného vzorce pro energii.
Celkový počet částic na zvolené časoprostorové nadploše znač́ıme N .

Lorentzovsky invariantńı distribuce:

E
d3N

d3p
= p0d

3N

d3p
=
√
p2 +m2

d3N

d3p
(p) (3.27)

Produkčńı funkce:

S(x, p) taková že E
d3N

d3p
=

∫
d4xS(x, p) (3.28)

Lokálńı Boltzmanovo rozděleńı:

f(xµ, ~p) =
d3j0

d3p
∝ n(xµ) exp(−E∗/T ), (3.29)

kde za E∗ dosazujeme z (3.14).

3.4 Bjorkenova boost invariantńı expanze

Při velmi vysokých energíıch můžeme už́ıt přibĺıžeńı fenomenologického modelu bo-
ost invariantńı expanze, při které rozděleńı produkovaných částic s podélnou rapi-
ditou je v oblasti mezi rapiditami p̊uvodńıch částic y0 přibližně uniformńı. [2] tj:

dNB

dy
=

{
N−1 y ∈< −y0, y0 >
0 jinak.

V d̊usledku toho se v limitě y0 → ∞ expanze (dokonce i př́ıčná) jev́ı v stejně v
každé soustavě z množiny soustav navzájem podélně boostovaných tj. v každé takové
soustavě má rozděleńı tvar daný výše uvedeným vztahem. Jediným problémem, se
kterým se muśıme vypořádat, je konečnost y0. Můžeme předpokládat, že pro

”
malé“

boosty v oblasti středńı rapidity y = 0 přibližně dosahujeme uniformity.

3.5 Rozděleńı v hybnostech při vymrznut́ı

Původńı praćı týkaj́ıćı se této podkapitoly je [1]. Předpokládáme, že k vymrznut́ı
dojde v každé soustavě ve stejném podélném vlastńım čase tj. při τ = τfo. Tedy za-
nedbáváme př́ıspěvek do vlastńıho času zp̊usobený př́ıčnou expanźı, což je v souladu
s přibĺıžeńım podélně boost-invariantně expanduj́ıćıho fireballu.
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Intuitivně bychom předpokládali, že pro źıskáńı rozděleńı částic postač́ı integrovat
invariantńı rozděleńı přes nadplochu vymrznut́ı (3.43):

E
d3N

d3p
=

∫
σ

E∗f(xν , pν) =

∫
σ

uµp
µf(xν , pν),

ale tento předpoklad je mylný. Taková definice by narušovala zákon zachováńı ener-
gie. To je možné dokázat po dosazeńı integraćı EdN . [1].

Definujme element nadplochy jako vektor, který má normu rovnou povrchu nadplošky
a je k ńı čtyřkolmý:

dσµ = εµν1ν2ν3∂αx
ν1∂βx

ν2∂γx
ν3dαdβdγ,

kde α, β, γ jsou souřadnice, kterými parametrizujeme nadplochu. Vezměme nyńı
počet světočar, které prot́ınaj́ı hyperplochu σ v bodě xµ a maj́ı hybnost bĺızko pµ:

dN(σ, xµ, pµ) = f(xµ, pµ)dσµ(xµ)pµDp = dσµ(xµ)
d3jµ

d3p
(xν , ~p)d3p, (3.30)

kde Dp pocháźı z (3.4) a druhá rovnost vyplývá z (3.25). Pro ověřeńı, že daný vzorec
splňuje očekáváńı diskutujme dvě volby hyperplochy:

dσ(z=kost)
µ = (0, 0, 0,−dxdydt), dσ(t=kost)

µ = (dxdydz, 0, 0, 0).

dN =


dxdydz d

3n
d3p

(xν , ~p)d3p = počet částic ve fazovem objemu d3xd3p

dxdydtd
3j3
d3p

(xν , ~p)d3p = počet částic, co vyproud́ı plochou dxdy

za čas dt a p′ ∈ (p± dp).

Odsud již snadno přejdeme k obecnému tvaru užit́ım rozkladu dσµ = cνdσ
(xν=konst)
µ

kde cνc
ν = 1 určuj́ı jednotkovou normálu k hyperploše v bodě xµ̃. Ověřme:

dσµp
µ = [cµp

µ]dσ =
∑
ν

cν [n(ν)
µ pµ]dσ =

∑
ν

cν [dσ
(xν=kost)
µ pµ],

kde n(ν) jsou jednotkové vektory ve směru os ν. T́ım jsme ověřili, že (3.30) je počet
světočar, které prot́ınaj́ı hyperplochu σ v bodě xµ a maj́ı hybnost bĺızko pµ.

Upravme nyńı vzorec pro dN do tvaru invariantńı distribuce užit́ım vzorce pro Dp
(3.4) a pro druhou rovnost (3.25) a dostáváme:

E
d3N (σ)

d3p
=

∫
σ

dσµp
µf(xν , pν) =

∫
σ

dσµ
d3jµ

d3p
(xν , ~p). (3.31)

Pro produkčńı funkci (3.28) dostáváme:

S(x, p)d4x = dσµ(x)pµf(x, p). (3.32)
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3.6 Symetrizace produkčńı funkce, parametrizace

Projdeme si nyńı teorii vlivu symetrizace pro nerozlǐsitelné bosony na jejich pro-
dukčńı funkce, ale data vztahuj́ıćım k této partii nebudeme dále zkoumat.

Dı́ky vlastnostem nerozlǐsitelných částic je amplituda AN produkce částic symet-
rická resp. antisymetrická v hybnostech produkovaných částic. Mějme amplitudu
produkce N-částicového systému s hybnostmi pµi vznikaj́ıćı v př́ıslušných bodech xµi ,
kde i ∈ {1, 2 . . . N}. Pak d́ıky symetrii resp. antisymetrii bude pravděpodobnost
vzniku systému částic s hybnostmi pµi v oblasti G následuj́ıćı:

AN(pµi , G) =

∫
G

d3Nx
∑
π∈Sn

sgn πÃ

(
(pµπ(1), x

µ
1), (pµπ(2), x

µ
2) · · · (pµπ(N), x

µ
N)

)
,

PN(pµi , G) =

∣∣∣∣AN(pµi , G)

∣∣∣∣2,
kde pro bosony pokládáme sgn π = 1 a pro ferminony znač́ı sgnπ znaménko permu-
tace.

Vliv symetrizace se ukazuje být významný pro malou oblast G a málo rozd́ılné
hybnosti a to v řádech ∆p∆x ∼ ~. Tento vliv můžeme zkoumat pro dvoučásticovou
variantu zavedeńım korelačńı funkce:

c(pµ1 , p
µ
2) =

P2(pµ1 , p
µ
2)

P1(pµ1)P1(pµ2)
=
E1E2

d6N
d3p1d3p2

E1
d3N
d3p

E2
d3N
d3p

. (3.33)

Vyjádř́ıme-li jednočásticové spektrum pomoćı produkčńı funkce (3.32) lze odvodit
[6, 7]

c(pµ1 , p
µ
2) = 1+

|
∫
d4xS(x,K) exp(iqx)|2

E1
d3N
d3p

E2
d3N
d3p

= 1+
|
∫
d4xS(x,K) exp(iqx)|2∫

d4xS(x, p1)
∫
d4y S(y, p2)

, (3.34)

kde q = p1 − p2 a K = p1+p2
2

. Užijeme tzv. přibĺıžeńı hladkosti: p1 ≈ p2 ≈ K a
přejdeme k novým souřadnićım:

c(p1, p2)− 1 = C(q,K)− 1 ≈
|
∫
d4xS(x,K) exp(iqx)|2

(
∫
d4xS(x,K))2

,

kde c(p1, p2) = C(p1 − p2,
p1+p2

2
).

3.6.1 Nástin odvozeńı vlivu symetrizace

Inspiraćı mi byla část práce [8]. Odvozeńı vlivu symetrizace si můžeme naznačit
následovně:

Amplitudu produkce si můžeme představit jako prostou vlnovou funkci částice a
vznik částice jako provedeńı měřeńı na této funkci.
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Jednočásticová produkčńı funkce

Mějme bodový zdroj, v němž může vzniknout částice ve vlastńım stavu operátoru
impulsu s rozděleńım r(p) s počátečńı fáźı φ(x1) v bodě x1 nezávislou od jejiho im-
pulsu. Počátečńı fáze v určitém bodě je podstatným prvkem tohoto modelu, protože
zajǐst’uje jakousi minimálńı lokalizaci vzniku jinak delokalizované de Broglieho vlny,
to později uvid́ıme – při středováńı bude mı́t podstatný následek. V x-representaci
máme:

< x|ψ >=

∫
dp r(p) eip(x−x1) eiφ(x1) .

To můžeme interpretovat jako aplitudu produkce částice vznikaj́ıćı v bodě x1 s
počátečńı fáźı φ(x1) v x-reprezentaci. Mějme nyńı obecněǰśı zdroj v impulzu se
pomalu měńıćı rozdělovaćı funkćı S = |a(x, p)|2, kde a(x, p) je př́ıslušná amplituda:

< x|ψ >=

∫
dp

∫
dx′ a(x′, p) eip(x−x

′) eiφ(x′) .

Snadno přejdeme k p-representaci, která je intuitivněǰśı z pohledu naměřeńı-produkce
částice s určitou hybnost́ı, proto znač́ıme A(p):

A(p) =< p|ψ >=

∫
dx′ a(x′, p) e−ipx

′
eiφ(x′) .

Lokálnost částice zde můžeme samozřejmě splnit např. exponenciálńım baĺıkem
okolo distribuované hybnosti a později pak už́ıt přibĺıžeńı hladkosti distribučńı funkce
a t́ım źıskat stejný výsledek.

Měř́ıme vždy kvadrát absolutńı hodnoty a zpravidla středovaný přes konečný časový
interval. Jelikož neńı d̊uvod, abychom v nějakém bodě preferovali nějakou počátečńı
fázi, budeme středovat tento kvadrát ještě přes všechny volby funkce počátečńı fáze
ve všech bodech produkce:

|A(p)|2 =

∫
dx′
∫
dx′′ a(x′, p)a(x′′, p) e−ip(x

′−x′′) ei(φ(x′)−φ(x′′)) .

Středujme formálně přes všechny funkce φ(x) :< −∞,+∞ >→< −π,+π > část
předchoźıho integrálu: ∫

{φ(x)}
dφ ei(φ(x′)−φ(x′′)) = δ(x′ − x′′).

Platnost tohoto vztahu můžeme formálně ověřit diskretizaćı problému nebo uvážeńım
podobnosti s Feynmannovým integrálem pro propagátor systému, jehož lagranžian
obsahuje pouze funkci, jenž je úplnou časovou derivaćı funkce času a souřadnic.
Výsledek bude tedy stejný, budeme-li poč́ıtat Feynmann̊uv integrál pro propagátor
se stejným počátečńım a koncovým časem. Pro stejný počátečńı a koncový čas
operátor časového vývoje přecháźı v identitu a propagátor v delta funkci.
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Po dosazeńı źıskáme kompletńı pravděpodobnost produkce jedné částice s hybnost́ı
p dostaneme:

P1(p) =

〈
|A(p)|2

〉
=

∫
dx |a(x, p)|2 =

∫
dxS(x, p). (3.35)

Dvoučásticová produkčńı funkce

Protože muśıme vlnovou funkci symetrizovat dostáváme:

A(p1, p2) = < p1| < p2|ψ1 > |ψ2 > + < p2| < p1|ψ1 > |ψ2 >=

=

∫
dx1dx2

[
a(x1, p1)a(x2, p2) e−i(p1x1+p2x2) +

+ a(x2, p1)a(x1, p2) e−i(p1x2+p2x1)

]
ei(φ(x1)+φ(x2)) =

=

∫
dx1dx2 ei(φ(x1)+φ(x2)) e−i(p1x1+p2x2)[

a(x1, p1)a(x2, p2) + a(x2, p1)a(x1, p2) ei(p1−p2)(x1−x2)

]
.

Užit́ım přibĺıžeńı hladkosti funkce a(x, p) v hybnostech pro p1 ≈ p2 ≈ K = p1+p2
2

máme:

a(x1, p1)a(x2, p2) ≈ a(x1,
p1 + p2

2
)a(x2,

p1 + p2

2
).

Dále použijeme |1 + eiy |2 = 1 + cos(y) a středováńım počástečńıch fáźı dostáváme:

P2(p1, p2) =

〈
|A(p1, p2)|2

〉
≈

≈
∫
dx1dx2|a(x1, K)|2|a(x2, K)|2(1 + cos[(p1 − p2)(x1 − x2)]).

Zavedeńım q = p1 − p2, užit́ım možnosti záměny souřadnic:∫
dx1dx2 S(x1, K)S(x2, K) e+iq(x1−x2)

=

∫
dx1dx2 S(x1, K)S(x2, K) e−iq(x1−x2)

=

∫
dx1dx2S(x1, K)S(x2, K)

eiq(x1−x2) + e−iq(x1−x2)

2

=

∫
dx1dx2S(x1, K)S(x2, K) cos(q(x1 − x2)).

Tud́ıž máme:

P2(p1, p2) =

〈
|A(p1, p2)|2

〉
≈
(∫

dxS(x,K)

)2

+

∣∣∣∣∫ dxS(x,K) eiqx
∣∣∣∣2. (3.36)
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3.6.2 Parametrizace

Pokračujme v práci s c(p1, p2):

c(p1, p2)− 1 = C(q,K)− 1 ≈
|
∫
d4xS(x,K) exp(iqx)|2

(
∫
d4xS(x,K))2

Ukazuje se, že často bývá pravá strana pro rozumné produkčńı funkce dobře popsána
následuj́ıćım gaussianem:

C(q,K)− 1 ≈ exp(−qµqν < x̃µx̃ν >), (3.37)

kde zavád́ıme značeńı:

x̃µ = xµ− < xµ >, < f(x) >K=

∫
d4xS(x,K) f(x)∫
d4xS(x,K)

.

Snadno ověř́ıme planost následuj́ıch rovnic vycházej́ıćıch z definice a rovnice (3.3).
Druhou z nich pak užijeme k daľśı úpravě přecházej́ıćıho výrazu.

4KµK
µ + qνq

ν = 4m2 qµKµ = 0

a tedy

q0 = ~q · ~β kde ~β =
~K

K0

a proto
C(q,K)− 1 ≈ exp(−qiqj < (x̃i − βit̃)(x̃j − βj t̃) >).

Volbou vhodné soustavy můžeme vztah dále zjednodušit. Problematické je, že sou-
stava, kterou vybereme bude r̊uzná v závislosti na hybnosti dvojice částic, které
použijeme. Voĺıme tzv. out-side-long system:

Longitudinal axis: ~l ve směru svazk̊u,

Outward axis: ~o ve směru poř́ıčné komponenty konkrétńıho K,

Sideway axis: ~s kolmý na předchoźı.

Volbou těchto souřadnic zároveň zaruč́ıme, že ~β~s = 0. Protože pro centrálńı srážky
máme symetrii kolem osy ~l, plat́ı pro všechny členy, které jsou lineárńı v x̃side,
< x̃i, x̃j >= 0. Proto zavedeme Bertsch-Pratt parametrizaci korelačńı funkce:

C(q,K) = exp(−q2
outR

2
out(K)− q2

sideR
2
side(K)− q2

longR
2
long(K)− 2qoutqsideR

2
ol(K)),

(3.38)
kde

R2
out =< (x̃− β⊥t̃)2 > (3.39)

R2
side =< ỹ2 >, (3.40)

R2
long =< (z̃ − βlt̃)2 >, (3.41)

R2
ol =< (x̃− β⊥t̃)(z̃ − βlt̃) > . (3.42)

Tyto parametry je možné měřit a porovnávat je s teoreticky odvozenými pomoćı
produkčńı funkce.
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3.7 Model Blastwave

Původńımi pracemi týkaj́ıćı se modelu Blastwave jsou [4, 13]. V modelu Blastwave
předpokládáme, že rychlost část́ı fireballu ve směru osy z se neměńı tj: Vz = konst.

Podélný vlastńı čas: τ =
√
t2 − z2

Podélná rychlost: Vz = z
t
,

kde t, z jsou slozky (3.6) a Vz je složkou (3.7).

To nám dovoluje mimo jiné propojit podélnou časoprostorovou rapiditu a podélnou
rychlost.

Podélná časoprostorová rapidita: ηs = 1
2

ln t+z
t−z = 1

2
ln 1+Vz

1−Vz

Dále v modelu Blastwave definujeme trojrozměrnou nadplochu v prostoru na které
očekáváme vymrznut́ı pomoćı podélného vlastńıho času. To můžeme interpretovat
také tak, že zanedbáváme př́ıspěvek do vlastńıho času od podélné expanze a o sa-
motném vymrznut́ı předpokládáme, že nastane po určité přesně definované vlastńı
době.

Nadplocha vymrznut́ı:

σ = {xµ|τ =
√
t2 − z2 = τfo = konst} (3.43)

Pro popis podélné expanze definujeme:

Př́ıčná rychlost části fireballu: ~Vt = (Vx, Vy) = Vt(cos θ, sin θ)

Př́ıčná rapidita části fireballu: ηt = 1
2

ln
1+

Vt√
1−V 2

z

1− Vt√
1−V 2

z

U této veličiny je třeba dát pozor na to, že nejde o př́ıčnou rapiditu jak se běžně
definuje. V tu přecháźı pouze v oblasti středńı rapidity tj. vz = 0.

Radiálńı souřadnice části fireballu: r =
√
x2 + y2,

kde x, y jsou složky (3.6) a Vx,y jsou složky (3.7).

Pomoćı předchoźıch předpoklad̊u odvod́ıme pro čtyřvektory xµ a uµ definované v
(3.6) a (3.7) popisuj́ıćıch části expanduj́ıćıho fireballu následuj́ıćı rovnice:

xµ = (τ cosh ηs, r cos θ, r sin θ, τ sinh ηs), (3.44)

dxµ = τrdθdηsdτdr, (3.45)

uµ =
1√

1− (V 2
z + V 2

t )
(1, Vt cos θ, Vt sin θ, Vz), (3.46)

uµ = (cosh(ηs) cosh(ηt), cos(θ) sinh(ηt), sin(θ) sinh(ηt), sinh(ηs) cosh(ηt)), (3.47)

Vz = tanh ηs. (3.48)

Vt =
tanh ηt
cosh ηs

. (3.49)
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Snadno ověř́ıme, že plat́ı:

E∗ = pµu
µ = (mt cosh(ηs − y) cosh(ηt)− pt sinh(ηt) cos(φ− θ)). (3.50)

Použijme ještě dσµp
µ = τformt cosh(ηs − y)dηsdrdφ, což vyplývá z vlastnost́ı vy-

mrzávaćı nadplochy. Zavedeme lokálńı Boltzmannovo rozděleńı (3.29):

f(xµ, pµ) ∝ n(xµ) exp(−E∗/T ),

které popisuje lokálńı rovnováhu. Použijme ještě vzorec (3.50) a předpoklad: n(xµ) =
ρ(r), což znamená, že profil hustoty je záviśı pouze od radiálńı souřadnice. Je-
likož přecháźıme k jiným souřadnćım měńı se nám př́ıslušně i levá strana. Celkem
dostáváme:

d3N (fo)

mtdmtdφdy
= mtτfo

∫ ∞
0

drrρ(r)

∫ 2π

0

dθ

∫ +∞

−∞
dηs cosh(ηs − y) exp(−E

∗

T
) =

= mtτfo

∫ ∞
0

drrρ(r)

[∫ 2π

o

dθ exp(−pt sinh ηt(r) cos(φ− θ)
T

]
[∫ ∞
−∞

dηs cosh(ηs − y) exp(−mt cosh ηt(r) cosh(ηs − y)

T
)

]
. (3.51)

V integrálu můžeme zavést substituce za (φ− θ) a (ηs − y) a d́ıky př́ıhodným inte-
gračńım meźım, pak nebude výsledek záviset na φ, y. To je charakteristická vlastnost
boost-invariantńı expanze. Kromě toho můžeme zavést ještě modifikované Besselovy
funkce, kterými nahrad́ıme integrály v závorkách.

d3N (fo)

mtdmtdφdy
= mtτfo

∫ ∞
0

dr rρ(r)I0

(
pt sinh ηt(r)

T

)
K1

(
mt cosh ηt(r)

T

)
(3.52)

Vyjdeme-li z (3.32) a (3.52) dosazeńım źıskáme explicitně:

S(x,K)d4x = δ(τ − τfo)mtρ(r) cosh(ηs − y) exp(−p
µuµ
T

)τdτdηsrdrdθ. (3.53)

Připomeňme si, že r =
√
x2

1 + x2
2 je radialńı souřadnice, abychom zavedli předpoklady:

ρ(r) = Θ(R− r) ηt =
√

2ηf
r

R
. (3.54)

To znamená, že předpokládáme v čase vymrznut́ı homogenńı rozděleńı hustoty
počtu částic ve válci s poloměrem podstavy R a lineárńı nár̊ust př́ıčné rapidity fire-
ballu s rostoućım radiálńı souřadnićı, což zd̊uvodňujeme p̊usobeńım přibližně kon-
statńıho tlaku. Ponecháváme si ηf jako parametr, který koriguje intenzitu př́ıčného
toku (transverse flow). Pomoćı tohoto modelu můžeme vypoč́ıtat (3.39) a porovnat
výsledky s experimentem. Nav́ıc můžeme přechoźı předpoklady dosadit do (3.52),
kde ještě můžeme vyintegrovat přes φ a přej́ıt od mt k pt a explicitně źıskat:
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d2N (fo)

2πptdptdy
= mtτfo

∫ R

0

dr rI0

(
pt sinh(

√
2ηf

r
R

)

T

)
K1

(
mt cosh(

√
2ηf

r
R

)

T

)
. (3.55)

Také můžeme upravit do tvaru:

d2N (fo)

2πptdptdy
=

τfoR√
2ηf

mt

∫ √2ηf

0

ds s I0

(
pt sinh(s)

T

)
K1

(
mt cosh(s)

T

)
. (3.56)

Problémem tohoto odhadu spektra je, že do něho jde jen velmi těžko zahrnout
značný vliv rozpadu rezonanćı. Z toho d̊uvodu se vznikl program DRAGON, který
napravuje tento handicap pomoćı metody Monte Carlo. Vı́ce v kapitole 4. Postup a
výsledky numerické integrace v př́ıloze A.1, A.2.

3.7.1 Oblasti homogenity

Z charakteru lokálńı termalizace rozṕınaj́ıćıho se fireballu d3N
d3p
∝ ρ(r) exp(−pµuµ/T )

je evidentńı, že každá pohybuj́ıćı se část fireballu produkuje hybnosti s rozděleńım
daným teplotou ve své klidové soustavě. Proto pozorováńım určitých hybnost́ı po-
zorujeme určité oblasti fireballu, které produkuj́ı většinu částic s touto hybnost́ı.
Tyto oblasti nazýváme oblasti homogenity. Daľśımi úvahami lze odvodit následuj́ıćı
přibližné závislosti [3]:

Rlong = τfo
T√

K2
t +m2

,

Rs =
R2
G

1 +Mtηf/T
.

Tyto veličiny měř́ı velikost oblasti homogenity, tedy určité části fireballu.

3.7.2 Sklon spektra př́ıčné hybnosti, teplota vymrznut́ı

Pro analýzu spektra v př́ıčné hybnosti zavád́ıme následuj́ıćı veličinu:

Sklon spektra př́ıčné hybnosti: Tslope =

[
−∂mt ln

(
d3N

mtdmtdθdy

)]−1

.

Pro limitńı př́ıpady máme analytické vyjádřeńı:

Tslope =


Tfo

√
1+<vt>
1−<vt> ultrarelativistický pt � m

Tfo +m < vt >
2 nerelativistický pt << m,

kde Tfo je freezout teplota. Rostoućı Tfo a ηf vede k nár̊ustu Tslope a tedy k plošš́ımu
spektru. Spektrum je obecně lépe popsáno druhým vztahem. Předpokládáme, že sklon
spektra bude závislý také od hmotnosti částice, jak je tomu v nerelativistickém
př́ıpadě.
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Chceme-li měřeńım Tslope určit Tfo, muśıme už́ıt spektrum stejné srážky pro dva
r̊uzné typy částic s r̊uznými hmotnostmi m, za předpokladu, že maj́ı stejný Tfo,
což neńı triviálńı předpoklad. Jelikož interakce mezi nukleony prob́ıhá při nižš́ıch
teplotách předevš́ım výměnou pion̊u, je rozumné předpokládat, že nukleon-pionový
systém je i přes některé odlǐsné účinné pr̊uřezy dobře termalizován.
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Kapitola 4

Simulace v programu DRAGON

4.1 Program DRAGON a jeho parametry

K výpočt̊um jsem užil program Dragon [9], který už́ıvá model Blastwave, aby pomoćı
metody Monte Carlo simuloval centrálńı energetické srážky na základě vstupńıch
parametr̊u modelu. Program postupuje tak, že náhodně vygeneruje polohu vzniku
částice ve fireballu a pomoćı (3.47) vypoč́ıtá čtyřrychlost uµ dané části fireballu.
Pak náhodně vygeneruje energii podle rozděleńı (3.29) a směr izotropně. Výslednou
čtyřhybnost boostuje dle uµ. Program DRAGON také zahrnuje produkci rezonanćı
a jejich následný rozpad na stabilńı částice.

Dı́ky podélné boost-invarianci spektra v př́ıčné hybnosti u modelu Blastwave neńı
potřeba, aby interval přijmut́ı částic do statistiky v rapiditě |y| < P , kde P je kon-
stanta určuj́ıćı tento interval, přesně odpov́ıdal intervalu užitému v experimentu.
Nicméně je třeba také přihlédnout k š́ı̌ri simulovaného spektra double maxrap. Aby
rozděleńı dobře odpov́ıdalo boost invariantńımu je třeba zajistit alespoň P/maxrap <
1/5. Této úvahy jsem užil při pozděǰśım fitováńı experimentálńıch dat.

Tento program byl spouštěn s následuj́ıćım nastaveńım paramentr̊u v souboru
”
pa-

rams.hpp“:

NOEvents= 14000 double DropletPart = 0.;
double fotemp = 0.04 až 0.13; double etaf = 0.3 až 1.2;
double Tch = 0.1656 double mub = 0.028;
double mus = 0.0069 ; double huen = 0.7;
double minrap = -5.; double maxrap = 5.;
double N total = 4.5 * 9000 ; double rapcenter = 0.0;
double rapwidth = 1.4; double rb = 10.;
double a space = 1.0; double tau = 9.;
double rho2 = 0.0; double tau = 9.;
int NOSpec = 277;

Vysvětleńı parametr̊u je možno naj́ıt v literatuře [9]
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4.2 Úpravy programu

Aby program efektivně prováděl výpočty požadované v této práci, bylo zapotřeb́ı
provést několik úprav.

Původńı DRAGON je koncipován tak, že generuje částice na základě modelu Blastwave
metodou Monte Carlo s pevnými vstupńımi parametry. Informace o vzniklých částićıch
ukládá do souboru. Problémem je značná velikost vznikaj́ıćıch soubor̊u kv̊uli do-
statečné statistice. Také je také potřeba zpracováńı dat. Jelikož je v tomto pro-
cesu obsaženo mnoho operaćı čteńı a ukládáńı na disk, jde nutně o proces velmi
pomalý, přestože konečným výsledkem je soubor o velikosti několika kilobit̊u obsa-
huj́ıćı typicky žádané spektrum. Takový koncept je nevhodný pro opakované výpočty
stejného typu, které jsou potřebné např́ıklad při fitováńı vstupńıch parametr̊u mo-
delu. Proto jsem pro účely mé práce provedl na programu některé úpravy:

1. Přidal jsem vlastńı knihovnu pro práci s maticemi v C++ založenou na dy-
namických poĺıch (velikost určena až za běhu) a šablonách (umožnuje psát
knihovny nezávislé od typ̊u použitých proměných).

2. Přidal jsem vlastńı knihovnu na tvorbu histogramů za běhu programu užit́ım
výše zmı́něných knihoven pro práci s maticemi. T́ım jsem se vyhnul celému
mezikroku, který zpomaloval proces. Hranice bin̊u v histogramu jsou automa-
ticky vypoč́ıtány ze souboru s experimentálńımi hodnotami, což je vhodné pro
pozděǰśı porovnáńı výsledk̊u.

3. Abych urychlil výpočet, vytvořil jsem jednoduchý bash script, který využ́ıvá
nezávislosti jednotlivých výpočt̊u a paralelizuje je. K tomu jsem užil programu
Grid Engine na výpočetńı stanici Sunrise Cluster.

4. Implementoval jsem program pro analýzu dat pomoćı χ2(ηf , Tfo) spekter z
DRAGON a z experimetu. Hodnoty χ2 jsou pak uloženy do souboru jako ma-
tice. Hledané minimum lze pak snadno izolovat a provést fit experimentálńıch
dat.

Hledáńı minima χ2 pro r̊uzné parametry ηf a Tfo prob́ıhá následovně:

1. Cyklus

(a) nastaveńı parametr̊u ηf a Tfo

(b) spuštěńı DRAGON s danými parametry

(c) generace částic programem DRAGON a plněńı histogramu pro spektrum
v pT

2. Výpočet χ2(ηf , Tfo) normalizovaných hodnot vzhledem k experimentálńı dat̊um

3. Zápis χ2(ηf , Tfo) do tabulky

4. Nalezeńı minima v tabulce χ2(ηf , Tfo).
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4.3 Výsledky výpočt̊u

4.3.1 Experimetálńı data, normalizace dat

Použil jsem data z experimentu STAR [10], konkrétně invariantńı spektra v př́ıčné
hybnosti dN2/(2πpTdpTdy)[(GeV/c)−2] versus pT [GeV/c] Au+Au srážek při rapi-
ditě |y| < 0,1 a centralitě 5 − 6% pro 6 typ̊u částic a 3 r̊uzné energie: p, p̄, π±, K±

při 62,4, 130 a 200 GeV na nukleon.

Použil jsem přibĺıžeńı nezávislosti spektra od rapidity, což je vhodné přibĺıžeńı v
oblasti středńı rapidity y = 0. Tud́ıž jsem vlastně nahradil dy = 2 ∗ 0,1. Protože
středem zájmu jsou předevš́ım parametry ηf a Tfo a normalizaci spektra je možno
korigovat poloměrem fireballu R, kterým se nezabýval, mohl jsem normalizováńım
přeškálovat podle potřeby (viz. také (3.56)). Proto jsem data normalizoval, tak aby
Nnorm(i, j, E, Tfo, ηf ) pro jednotlivé biny leželo v intervalu (0, 100). Následuj́ıćım
zp̊usobem:

1. Vzal jsem jedno nenormalizované spektrum dN2

2πpT dpT dy
(i, j, E, Tfo, ηf ) z pro-

gramu DRAGON nebo z experimetálńıch dat pro jeden i-tý typ částic.

2. Vypočetl normu A =
∑

j
dN2

2πpT dpT dy
(i, j, E, Tfo, ηf ) ∗ (pT )j[GeV/c], kde suma

prob́ıhá všechny biny v histogramu a (pT )j [GeV/c] je př́ıčná hybnost j-tého
binu v GeV/c

3. Pomoćı té jsem definoval Nnorm(i, j, E, Tfo, ηf ) = 100
A
∗ dN2

2πpT dpT dy
(i, j, E, Tfo, ηf ).

4.3.2 Výpočet χ2 pro fit parametr̊u Tfo a ηf

Pro fit parametr̊u modelu Blastwave jsem poč́ıtal χ2 pro jednotlivá nastaveńı para-
metr̊u Tfo a ηf a jednotlivé energie srážky následuj́ıćım vztahem:

χ2(E, Tfo, ηf ) =
∑

(castice)i

∑
(pT )j

[
Nnorm.DRAGON(i, j, E, Tfo, ηf )−Nnorm.exp.(i, j, E)

]2

σnorm.exp(i, j, E)2
,

kde prvńı suma procháźı přes všechny analyzované typy částic a druhá přes všechny
biny v pT . Obdržená data jsem zanesl do následuj́ıćı tabulky a 2D grafu a nalezl
minima pro všechny 3 energie:

36



E [GeV] ηf Tfo [GeV] χ2
min(E)

62,4 0,8 0,08 2,66
130 0,8 0,08 2,35
200 0,9 0,08 0,81

Tabulka 4.1: Hodnoty parametru ηf , Tfo [GeV] pro nalezená minima funkce
χ2(ηf , Tfo) (viz. podkapitola 4.3.2) a pro r̊uzné energie viz. také tabulky v př́ıloze
A.3

η f

Tfo [GeV]

Obrázek 4.1: Př́ıslušné vrstevnice 1σ, 2σ a 3σ kolem nalezeného minima funkce
χ2(ηf , Tfo) normalizovaných dat z Monte Carlo generátoru DRAGON a experimentu
dN2/(2πpTdpTdy)[(GeV/c)−2] versus pT [GeV/c] Au+Au srážek při středńı rapiditě
|y| < 0,1 a centralitě 5− 6% pro p, p̄, π±, K± při 62,4 GeV na nukleon [10]
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η f

Tfo [GeV]

Obrázek 4.2: Př́ıslušné vrstevnice 1σ, 2σ a 3σ kolem nalezeného minima funkce
χ2(ηf , Tfo) normalizovaných dat z Monte Carlo generátoru DRAGON a experimentu
dN2/(2πpTdpTdy)[(GeV/c)−2] versus pT [GeV/c] Au+Au srážek při středńı rapiditě
|y| < 0,1 a centralitě 5− 6% pro p, p̄, π±, K± při 130 GeV na nukleon [10]

η f

Tfo [GeV]

Obrázek 4.3: Př́ıslušné vrstevnice 1σ, 2σ a 3σ kolem nalezeného minima funkce
χ2(ηf , Tfo) normalizovaných dat z Monte Carlo generátoru DRAGON a experimentu
dN2/(2πpTdpTdy)[(GeV/c)−2] versus pT [GeV/c] Au+Au srážek při středńı rapiditě
|y| < 0,1 a centralitě 5− 6% pro p, p̄, π±, K± při 200 GeV na nukleon [10]
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Obrázek 4.4: Spektra v př́ıčné hybnosti normalizovaných dat z DRAGON při Tfo =
0,08 GeV a experimentu dN2/(2πpTdpTdy)[(GeV/c)−2] versus pT [GeV/c] Au+Au
srážek při středńı rapiditě |y| < 0,1 a centralitě 5− 6% pro částice odshora zleva do
prava v následuj́ıćım pořad́ı: p, p̄, π−, π+, K−, K+ při 62,4 GeV na nukleon [10]

39



Obrázek 4.5: Spektra v př́ıčné hybnosti normalizovaných dat z DRAGON při Tfo =
0,08 GeV a experimentu dN2/(2πpTdpTdy)[(GeV/c)−2] versus pT [GeV/c] Au+Au
srážek při středńı rapiditě |y| < 0,1 a centralitě 5− 6% pro částice odshora zleva do
prava v následuj́ıćım pořad́ı: p, p̄, π−, π+, K−, K+ při 130 GeV na nukleon [10]
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Obrázek 4.6: Spektra v př́ıčné hybnosti normalizovaných dat z DRAGON při Tfo =
0,08 GeV a experimentu dN2/(2πpTdpTdy)[(GeV/c)−2] versus pT [GeV/c] Au+Au
srážek při středńı rapiditě |y| < 0,1 a centralitě 5− 6% pro částice odshora zleva do
prava v následuj́ıćım pořad́ı: p, p̄, π−, π+, K−, K+ při 200 GeV na nukleon [10]
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Závěr

Pomoćı programové úpravy některých výstup̊u programu DRAGON [9] jsem fitoval
dva nejd̊uležitěǰśı parametry modelu Blastwave s rezonancemi na normalizovaná
(viz. podkapitola 4.3.1) spektra v př́ıčné hybnosti z experimentu STAR [10]:

E [GeV] ηf Tfo [GeV] χ2
min(E)

62,4 0,8 0,08 2,66
130 0,8 0,08 2,35
200 0,9 0,08 0,81

Tabulka 4.2: Hodnoty parametru ηf , Tfo [GeV] pro nalezená minima funkce
χ2(ηf , Tfo) (viz. podkapitola 4.3.2) a pro r̊uzné energie viz. také tabulky v př́ıloze
A.3

Zaj́ımavé je, že přestože si spektra pro fitované hodnoty celkem odpov́ıdaj́ı (viz.
grafy v podkapitole 4.3.2), jsou hodnoty teploty vymrznut́ı Tfo zhruba polovičńı
oproti předchoźım odhad̊um [15, 16, 17, 18]. Vysvětleńı může být několik:

� Přestože jsou zvolené parametry podstatné, je třeba hýbat i s ostatńımi.

� Region v př́ıčné hybnosti, který jsem analyzoval, je př́ılǐs úzký.

� Je třeba upravit parametr pro chemické složeńı pro energii 62,4 [GeV].

� Volba vymrzávaćı nadplochy Blastwave modelu neńı vhodná.

Možným pokračováńım této práce by bylo přidat jako daľśı data výsledky vlivu
symetrizace - HBT interferometrie viz. podkapitola 3.6.

42
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A.1 Script pro MATLAB pro numerickou inte-

graci vztahu pro spektrum př́ımo produko-

vaných částic

e=2.71828;%zakladni konstanty
pi=3.141592654;

T=80; %MeV/k - parametry modelu Blastwave
etaf=0.8;

m=493; %MeV - hmotnost castice

k1=@(y,t) cosh(y).* e.ˆ(-cosh(y).*t); % pracovni funkce
i0=@(y,t) e.ˆ(-cos(y).*t); %znich vyrobime spektrum

maxpt=725; %definujeme oblast, kterou budeme pocitat
minpt=275;
n=10;
step=(maxpt-minpt)/(n-1);

Y=1:n; %pracovni promenne
X=1:n;
spc=ones(n,2);
norm=0;

for k = 1:n
pt=minpt+step*(k-1); %MeV/c
mt=sqrt(ptˆ2 + mˆ2);%MeV/c2

X(k)=pt;
%nasleduje trojita numericka integrace
Y(k)= mt*triplequad(@(r,y,z) r.* i0(z, (pt*sinh(r))/T ) .*

k1(y, (mt*cosh(r))/T ) ,0,etaf*sqrt(2),-5,5,0,2*pi);

spc(k,1)= X(k)/1000; %data pro ulozeni do souboru pt[GeV]
spc(k,2)= Y(k);
norm=norm+(X(k)/1000)*Y(k); %pracovni promena pro

%normalizaci( beru pt[GeV])
end

for k = 1:n %normalizace spektra
Y(k)= Y(k)*100/norm;
spc(k,2)= Y(k);

end

%vystup vypoctu
plot(X,Y);
save('numspc.xls', 'spc', '-ascii', '-double', '-tabs')
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A.2 Srovnáńı spekter numericky poč́ıtaných pro

př́ımo produkované částice, z experimentu a

z DRAGON

Na ńıže uvedených grafech porovnávám normalizovaná spektra numericky poč́ıtaná
z (3.56) pomoćı MATLAB pro spektra př́ımo produkovaných částic, z experimentu
STAR a spektra z programu DRAGON už́ıvaj́ıćıho Monte Carlo k zahrnut́ı rezonanci
do modelu Blastwave.
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Obrázek A.7: Srovnańı spekter v př́ıčné hybnosti normalizovaných dat z numerické
integrace (3.56) pomoćı MATLAB, DRAGON pro ηf = 0,8 a Tfo = 0,08 [GeV]
a experimentu dN2/(2πpTdpTdy)[(GeV/c)−2] versus pT [GeV/c] Au+Au srážek při
midrapiditě |y| < 0,1 a centralitě 5− 6% pro částice odshora v následuj́ıćım pořad́ı:
p, π−, K− při 62,4 GeV [10]. Odlǐsnosti ve spektrech (3.56) pomoćı MATLAB a
DRAGON jsou zapř́ıčiněny chyběj́ıćım př́ıspěvkem od rozpadu rezonanci v (3.56)
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A.3 Tabulky výsledk̊u χ2(E, ηf , Tfo)
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Tabulka A.3: Hodnoty χ2(ηf , Tfo) normalizovaných dat z Monte Carlo generátoru
DRAGON a experimentu dN2/(2πpTdpTdy)[(GeV/c)−2] versus pT [GeV/c] Au+Au
srážek při midrapiditě |y| < 0,1 a centralitě 5 − 6% pro p, p̄, π±, K± při 62,4 GeV
(prvńı tabulka), 130 GeV (druhá tabulka) [10]
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Tabulka A.4: Hodnoty χ2(ηf , Tfo) normalizovaných dat z Monte Carlo generátoru
DRAGON a experimentu dN2/(2πpTdpTdy)[(GeV/c)−2] versus pT [GeV/c] Au+Au
srážek při midrapiditě |y| < 0.1 a centralitě 5 − 6% pro p, p̄, π±, K± při 200 GeV
[10]
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