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3.1. ¿Qué son las sucesiones espectrales? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
3.2. Aplicación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
3.3. Sistemas de Cartan-Eilenberg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Complejos celulares

1.1.1. Definiciones

Definiremos notación para los siguientes conjuntos, los cuales serán muy útiles en esta
sección:

1. el disco n-dimensional
Dn = {x ∈ Rn ∶ ∣x∣ ≤ 1},

2. el interior del disco n-dimensional

int(Dn) = {x ∈ Rn ∶ ∣x∣ < 1},

3. la esfera n-dimensional
Sn−1 = {x ∈ Rn ∶ ∣x∣ = 1},

definimos S−1 = φ y D0 = {∗}.

Definición 1.1.1. Una n-celda es un espacio homeomorfo a int(Dn) y decimos que la
celda tiene dimensión n.

Definición 1.1.2. Una descomposición celular de un espacio X es una familia ξ = {eα ∶
α ∈ I} de subespacios de X tal que cada eα es una celula y X = ⊔

α∈I
eα.

El n-esqueleto de X es un subespacio Xn = ⊔
α∈I ∶ dim(eα)≤n

eα

Ejemplo 1.1.3. Consideremos S1 y veamos que una de su descomposicón celular esta
dada por
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Caṕıtulo 1

e0 = {∗} e1 = S1/{∗} = S1/e0,

luego la descomposición celular queda de la siguiente manera:

S1 = e0⊔ e1.

Los n-esqueletos son X0 = e0 y X1 = e0⊔ e1, lo cuales cumplen X0 ⊂X1 = S1.

Ejemplo 1.1.4. Demos una descomposición celular para S2:

e0 = {∗}, e1 = S1/e0, e2 =D2/∂D2,

luego la descomposicón celular es:

S2 = e0⊔ e1⊔ e
(1)
2 ⊔ e

(2)
2 ,

donde el supra ı́ndice advierte un cambio en la orientación de las celulas, quedando de la
siguiente manera,
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Luego los n-esqueletos son X0 = e0, X1 = e0⊔ e1 y X2 = e0⊔ e1⊔ e(1)2 ⊔ e(2)2 , que cumple
con X0 ⊂X1 ⊂X2 = S2.

Ejemplo 1.1.5. Otra descomposición celular para S2 es e0⊔ e2.

Vemos que en el ejemplo anterior S1 ⊂ S2 celularmente mientras que en este ejemplo
S1 ⊄ S2 celularemente, ya que e1 ⊄ S2.

Definición 1.1.6. A la pareja (X,ξ), donde X es un espacio Hausdorff y ξ es su descom-
posición celular, que cumple los siguientes axiomas:

1. (función caracteŕıstica) Para cada n-celda e ∈ ξ existe una aplicación Φe ∶ Dn Ð→ X
restringiendo a un homomorfismo Φe ∣int(Dn)(int Dn) = e y Φe(Sn−1) ⊂Xn−1 bajo la
función Φe, S

n−1 es la frontera del Dn,

2. (cerradura finita) Para toda celula e ∈ ξ la clausura ē, intersecta solo a un número
finito de otras celulas en ξ,

3. (topológia débil) un subconjunto A ⊆X es cerrado si y sólo si A ∩ ē es cerrado en X
para cada e ∈ ξ,

se le llama complejo CW.
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Caṕıtulo 1

Podremos decir de manera general que un complejo CW es una formada topológica de
pegar partes básicas, de ah́ı que lleva su nombre, C por closure-finite (cierre-finito), y el
W por weak topology (topoloǵıa débil).

Ejemplo 1.1.7. Demos la siguiente descomposición celular para S2

e0 = {∗}, e1 = S1/e0,

la cual nos da como resultado

obteniendo la descomposición celular de la siguiente manera:

S2 = eS0 ⊔ eN0 ⊔
α∈(0,1)

(e(α)0 ⊔ e
(α)
1 )

veamos que no es un complejo CW, verifiquemos cada uno de los axioma:

1. (función caracteŕıstica)

φα(∂D1) = φα(S0)
= e

(α)
0

⊂ X0,

2. (cerradura finita)

eα0 = eα0

eα1 = eα0 ⊔ eα1

3. (topológia débil) consideremos A el conjunto no cerrado que se muestra en la siguiente
figura
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luego

eα0 ⋂A = { eα0
φ

eα1 ⋂A = { eα0
φ

los cuales son cerrados, pero A no lo es, por lo tanto, la descomposición celular no es un
complejo CW.

Lema 1.1.8. Sea (X,ξ), donde X es un espacio Hausdorff junto con su descomposición
celular ξ. Si (X,ξ) satisface el axima del función caracteŕıstico, entonces se tiene que

ē = Φe(Dn)

para alguna celula e ∈ ξ. En particular ē es un subespacio compacto de X y la frontera
celular ē / e = Φe(Sn−1) en Xn−1.

Lema 1.1.9. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. el par (X ′, ξ′) es un complejo CW,

2. el subconjunto X ′ es cerrado en X,

3. la clausura ē ⊆X ′ para cada e ∈ ξ′, donde ξ̄ es la clausura de e en X.

Definición 1.1.10. Sean (X,ξ) y (X ′, ξ′) dos complejos CW. Entonces (X ′, ξ′) es llamado
subcomplejo de (X,ξ) si se satisfacen las condiciones del lema anterior.

Corolario 1.1.11. Sea (X,ξ) es un complejo CW, entonces

1. Sea {Ai ∶ i ∈ I} una familia de subcomplejos de (X,ξ), entonces ⋃
i∈I
Ai y ⋂

i∈I
Ai son

subcomplejos de (X,ξ),

2. el n-esqueleto Xn es un subcomplejo de (X,ξ) para cada n ≥ 0,

3. sea {ei ∶ i ∈ I} una familia arbitraria de n-celdas en ξ, entonces Xn−1⋃(⋃
i∈I
ei) es un

subcomplejo.
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1.2. Variedades

Decimos que un espacio topológico M es una variedade topológica si:

1. M es un espacio Hausdorff o T2,

2. M tiene una base segundo numerable

3. M es localmente Euclideano, es decir, para cada x ∈M existe una vecindad abierta
de M, U , y un homeomorfismo ϕ ∶ U Ð→ V ⊂ Rn, donde V es una abierto en Rn, para
algún n. Si además n es la misma para cada x ∈M , diremos que dim M = n.

Veamos los siguientes ejemplos

Ejemplo 1.2.1. El ejemplo más clásico de variedad diferencial es Rn, ya que por definición
del espacio es Hausdorff, su base numerable son todas las bolas abiertas de radio racional
y centradas en todas las coordenadas racionales. Por último es totalmente Euclideano y
por lo tanto es localmente Euclideano, por tanto Rn es una variedad.

Ejemplo 1.2.2. Sea C un cono truncado, probemos que es una variedad topológica:

1. Dado que C es un subespacio de un espacio métrico (R3) entonces es T2.

2. La restricción a la base númerable de R3 induce una base numerable para la topoloǵıa
relatia a C.

3. Sea ϕ ∶ (x, y,
√
x2 + y2)z→ (x, y) ⊂ R2, la proyección en la primera y segunda compo-

nente, ϕ es biyectiva y continua. Por lo tanto ϕ es homeomorfismo y C es localmente
euclideano.

Por lo tanto C es una variedad topológica.

Ejemplo 1.2.3. Todo superficie en R3 es una variedad, 2 dimensional.

Sea M una variedad topológica de dimensión n. Una carta de coordenadas o sistema
de coordenadas, es una pareja alrededor de x ∈M (U,ϕ), donde x ∈ U es un abierto en M
y ϕ ∶ U Ð→ Rn un homeomorfismo. Asignamos n coordenadas para cada q ∈ U

ϕ(q) = (x1(q), . . . , xn(q)) ⊂ Rn,

donde cada xi(q) es una función real en U , la i-esima función coordenada.
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Supongamos que q esta en dos cartas coordenadas (U,ϕ), (V,ψ), entonces q tiene dos
representaciones, es decir, ϕ(q) = (x1(q), . . . , xn(q)) y ψ(q) = (y1(q), . . . , yn(q)), dado que
ambas funciones son homeomorfismo, definen el siguiente homeomorfismo

ψ ○ ϕ−1 ∶ ϕ(U ∩ V )Ð→ ψ(U ∩ V )

el dominio y el rango corresponden a los puntos en la intersección U ∩ V . Podemos ver las
coordenas en determinadas por ψ ○ ϕ−1 por las funciones continuas

yi = hi(x1, . . . , xn) para i = 1, . . . , n

las y-coordenadas estan determinadas por las x-coordenadas. De manera similar las coorde-
nadas de ϕ ○ψ−1 estan determinadas por x-coordenadas, expresado de la siguiente manera

xi = gi(y1, . . . , yn) para i = 1, . . . , n.

Podemos observar que ϕ ○ ψ−1 y ψ ○ ϕ−1 son homeomorfismos y uno son inversos uno del
otro. De manera equivalente las funciones continuas hi(x) y gj(y) para ij = 1, . . . , n se
aplican como inversas, es decir,

hi(g1(y), . . . , gn(y)) = yi para i = 1, . . . , n

gj(h1(x), . . . , hn(x)) = xj para j = 1, . . . , n.

Aśı para cada punto de la variedad topológica M se encuentra en una gran colección
de cartas coordenas, pero podemos superponer cada dos cartas y obtener un cambio de
coordenas de una carta a otra.

Por lo tanto, podemos dar la siguiente definición

Definición 1.2.4. Decimos que (U,ϕ) y (V,ψ) son C∞-compatibles o simplemente com-
patibles, si U ∩ V no vacio implica que las funciones hi(x) y gi(y) dan un cambio de
coordenadas, o equivalentemente ϕ ○ψ−1 y ψ ○ϕ−1 son difeomordismos de conjuntos abier-
tos ϕ(U ∩ V ) y ψ(U ∩ V ) de Rn, lo cual se puede seguir en el siguiente diagrama.

ϕ(V )
--

ϕ(U) && ψ○ϕ−1

HH
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Caṕıtulo 1

Una estructura diferencial de una variedad topológica M es una familia de cartas com-
patibles U = {(Uα, ϕα)}α∈Λ tal que ⋃

α∈Λ
Uα =M , algunas veces a este conjunto se le conoce

como atlas, si además existe alguna carta coordenada (V,ψ) ∈ U compatible con cada una
de las cartas de U .

Ejemplo 1.2.5. El espacio Rn es una estructura diferencial. Lo cual es claro ya que la
única carta (U,ϕ) es aquella donde ϕ = idRn ∶ Rn Ð→ Rn, por ende su atlas coincide con su
relación de equivalencia.

Teorema 1.2.6. Sea M un espacio Hausdorff segundo numerable. Si V = {(Vβ, ψβ)} es
una cubierta de M por cartas coordenas compatibles, entonces existe una única estructura
diferencial que contiene a estas cartas coordenadas.

Por último, decimos que una variedad topológica es una variedad diferecicial, si esta
cuenta con una estructura diferencial.

Sean M y N variedades diferenciales y f ∶ M Ð→ N una función. Decimos que f es
diferenciable en x ∈M si para cada carta (U,ϕ) de M y cada carta (Vf(x), ψ) de N se tiene
la siguiente composición:

M

ϕ

��

f ..

ψ

ψ○f○ϕ−1

EE

es decir,
ψ ○ f ○ ϕ−1 ∶ Rm Ð→ Rn,

es diferenciable en x. Si esto sucede para toda x ∈M se dice que f es diferenciable en M .
Si además f es biyectiva y f−1 es diferenciable, decimos que f es un difeomorfismo.

Ejemplo 1.2.7. El espacio de matrices con coeficientes reales Mn×m(R), dotado con la
topoloǵıa inducida por la funcoión biyectiva ϕ ∶ Mn×m(R) Ð→ Rn⋅m tal que ϕ((aij)) =
(a11, ⋅, a1m, ⋅, an1, ⋅, anm). Es claro ver que es una variedad topol ógica y que (Mn×m(R), ϕ)
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es una carta de dimensión n ⋅m tal que cubre a Mn×m(R) y por el teorema 1.2.6 existe
una única estructura diferencial que contiene a (Mn×m(R), ϕ), por lo tanto el espacio
Mn×m(R) es una variedad diferncial.

Ejemplo 1.2.8. Un subconjunto abierto U de una vaiedad diferencial M es una variedad
con estructura diferencial, la cual consiste de las cartas coordenadas (V ′, ψ′) restrigiendo
a la carta coordenada (V,ψ) de M de la siguiente forma

V ′ = V ∩U
ψ′ = ψ∣V ∩U .

Esto proprciona una cubierta de U por la topoloǵıa de las cartas coordenadas, las cuales
son compatibles y por ende define una estructura diferencia en U , a la cual se le llama
subvariedad de M .

Para ilustrar una subvariedad veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2.9. Consideremos U = Gl(n,R) ⊂M =Mn(R), sabemos que el det A es una

función polinomial de entradas aij , por tanto identificamos a A con Rn2
. U es un conjunto

abierto, ya que su complemento es un conjunto cerrado, por lo tanto tenemos que GL(n,R)
es una subvariedad de Mn(R).

Teorema 1.2.10. Sea M y N variedades diferenciales de dimensiones m y n respectiva-
mente. Entonces M ×N es una variedad de dimensión m+n con una estructura diferencial
determinada por las cartas coordenadas de la forma {(U ×V,ϕ×ψ)}, donde (U,ϕ) y (V,ψ)
son las cartas coordenadas en M y N respectivamente, además ϕ × ψ(p, q) = (ϕ(p), ψ(q))
en Rm+n = Rm ×Rn.

Demostración. Sea {(Uα, ϕα)}α∈Λ y {(Vβ, ψδ)}γ∈Γ los atlas de las variedades M y N res-
pectivamente. Definamos el siguiente función para el producto cartesiano Uα × Vδ de la
siguietne forma:

ϕα × ψδ ∶ Uα × Vδ Ð→ Rm+n

(p, q)z→ (ϕα(p), ψδ(q))

Entonces {(Uα×Vδ, ϕα×ψδ) ∶ (α, δ) ∈ Λ×∆} es un atlas para el producto M×N . Observamos
que la imagen ϕα×ψδ(Uα×Vδ) es un abierto en Rm+n, ya que es producto finito de abiretos
en Rm+n. La función ϕα×ψδ es biyectiva, por ser ϕα y ψδ funciones biyectivas. Por lo tanto
(Uα × Vδ, ϕα × ψδ) es una carta coordenada sobre M ×N .

Luego se tiene que

⋃
(α,δ)∈Λ×∆

ϕα × ψδ(Uα × Vδ) = (⋃
α∈Λ

ϕα(Uα)) × (⋃
δ∈∆

ψδ(Vδ))

= M ×N.

Ahora veamos que el cambio de una carta coordenada a otra es diferenciable. Sean
(Uα ×Vβ, ϕα ×ψβ) y (Uγ ×Vδ, ϕγ ×ψδ) cartas coordenadas de M ×N tales que (Uα ×Vβ)∩
(Uγ ×Vδ) /= φ, entonces Uα ∩Uγ) /= φ y Vβ ∩Vδ /= φ, lo que implica que ϕα ○ϕ−1

γ y psiβ ○ψ−1
δ

son diferenciales.
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Por último el cambio de coordenadas de queda de la siguiente manera:

(ϕα × ψβ) ○ (ϕγ × ψδ)−1 = (ϕα ○ (ϕγ)−1) × (ψβ ○ (ψδ)−1).

Por tanto el producto M ×N es una variedad diferencial de dimensión m + n con sus
carta coordenadas de la forma {U × V,ϕ × ψ}.

Definición 1.2.11. Sea U = {Uα}α∈Λ una cubierta abierta de un espacio topológico X.
Una partición de la unidad subordinada a U es una colección de funciones continuas fα ∶
X Ð→ [0,1], con α ∈ Λ, tales que

i) Sop(fα) ⊂ Uα, para todo α, donde Sop(fα) = {x ∈X ∶ fα(x) /= 0},

ii) ∑
α∈Λ

fα(x) = 1, para toda x ∈X.

Lema 1.2.12. Sea U = {U1, U2 . . . , Un} una cubierta abierta de un espacio topológico
normal X. Entonces existe una cubierta abierta V = {V1, V2 . . . , Vn} tal que Vi ⊂ Ui para
toda i = 1,2, . . . , n.

Demostración. Probaremos que para cualquier sub́ındice i = 1, . . . , n existe un abierto Vi
con Vi ⊂ Ui y tal que {U1, . . . , Ui−1, Vi, Ui+1, . . . , Un} es una cubierta (abierta) de X.

Sin pérdida de generalidad sea i = 1 y C1 = (
n

⋃
i=2

Ui)
c

, entonces vemos que C1 cerrados

y C1 ⊂ U1. Luego C1 y (U1)c son cerrados y disjuntos. Como X es normal, existen abiertos
disjuntos V1 y O1 tales que C1 ⊂ V1 y (U1)c ⊂ O1, entonces V1 ⊂ U1 y {V1, U2, . . . , Un} cubre
a X.

Lema 1.2.13. Todo cubierta abierta finita de un espacio topológico normal, tiene una
partición de la unidad asociada.

Demostración. Sea X un espacio normal y sea U = {U1, U2, . . . , Un} una cubierta abierta
de X. Entonces, existen cubiertas abiertas V = {V1, V2, . . . , Vn} y W = {W1,W2 . . . ,W3}
tales que para cada i = 1,2, . . . , n se tiene que Wi y Vi ⊂ Ui.

Por el Lema de Uryhson, para cada i = 1,2, . . . , n existe ψi ∶ X Ð→ [0,1] continua con
sop(ψi) ⊂ Vi y ψi = 1 sobre Wi.

Entonces ψ(x) =
n

∑
i=1

ψi(x) /= 0 para toda x ∈ X. Es fácil probar que {fi}ni=1 con fi(x) =

ψi(x)
ψ(x)

es una partición de la unidad subordinada a U .

Teorema 1.2.14. Toda m-variedad compacta M se incrusta en algún Rn.

Demostración. Sea M una variedad compacta de dimensión m. Sea U = {U1, U2, . . . , Un}
una cubierta abierta de X tal que cada Ui se incrusta en Rm mediante fi ∶ Ui Ð→ Rn. Como
toda variedad compacta es un espacio normal, existe una partición de la unidad {fi}ni=1

subordinada a U . Para cada i = 1,2, . . . , n sea gi ∶M Ð→ Rm definida por

gi(x) = { hi(x)fi(x) si x ∈ Ui
0 si x ∉ Ui

,

luego sea F ∶M → Rn+m definida por

F (x) = (f1(x), . . . , fn(x), g1(x), . . . , gn(x)),

la cual es una incrustación.

10



Preliminares

Ejemplo 1.2.15. El toro T2 = S1 ×S1, más generalmente, Tn = S1 × . . .×S1, el n-producto
de cŕculos es un variedad diferencial obtenida como un producto cartesiano.

1.3. Elementos de topoloǵıa equivariante

1.3.1. G-espacios y funciones equivariantes

Sea G un grupo topológico con unidad e, sea X un espacio topologico y supogamos
que que tenemos definido una acción izquierda (derecha) ⋅ ∶ G×X Ð→X como ⋅(g, x) = gx,
entonces llamaremos a X un G-espacio izquiedo (derecho) siempre que exista está acción.

Cuando X es un G-espacio derecho podemos definir (g, x) ↦ g−1x, dando una acción
izquierda. El resto del trabajo trabajaremos con G-espacios izquiedas, refiriendonos a ellos
como G-espacio.

Una función f entre dos G-espacios X e Y , f ∶ X Ð→ Y , es llamada una G-función
o una función equivariante, si f(g ⋅X x) = g ⋅Y f(x) para todo g ∈ G y para todo x ∈ X,
en adelante se usara indistintamente la acción ⋅ esperando no cause confución. Con la
composición de funciones obtenemos la categoŕıa G − Top, donde los objetos son los G-
espacios y los morfismos son G-funciones entre los objetos.

Escribimos HomG−Top(X,Y ) o HomG(X,Y ) a el conjunto de G-funciones equivariantes
de X a Y , a este conjunto tambien se le denota C1(X,Y ) en un sentido categoŕıco (cf.
A.1). El conjunto HomG(X,Y ) es un subespacio topológico del espacio HomTop(X,Y ) con
la siguietente topoloǵıa:

Sea X un espacio localmente Hausdorff y Y un espacio Hausdorff entonces definimos

M(K,U) = {f ∶X Ð→ Y ∶ f es continua y f(K) ⊂ U},

donde K es un subconjunto compacto de X y U un subconjunto abierto de Y .

El conjunto M(K,U) forma una subbase para los conjuntos abiertos y genera la topo-
loǵıa conocida como topoloǵıa compacto-abierto.

Podemos definir la conjugación de la G-acción en el espacio HomTop(X,Y ) como
(g, f) ↦ g ⋅ f y (g ⋅ f)(x) = gf(g−1x), con esta acción el conjunto HomTop(X,Y ) es un
objeto en G − Top, esto es llamado el interior Hom y es denotado por HomTop(X,Y ), a
demás el mismo conjunto denota al espacio topológico con la topoloǵıa compacto abierto.

Para algún subgrupo cerrado H de G definimos el conjunto de puntos fijos o sis-
tema de puntos fijos H de X como

XH = {x ∈X ∶ hx = x para toda h ∈H}.

11
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El tipo de homotoṕıa equivariante de X está completamente determinado poe el sistema
de puntos fijos {XH ∶H ≤ G}.

Dados G-espacios X e Y , consideremos el G-espacio HomTop(X,Y ) con la G-acción
conjugada.

Entonces un G-punto fijo f en HomTop(X,Y ) tiene la propiedad gf(g−1x) = f(x) o
equivalentemente gf(x) = f(gx) para todo g ∈ G y x ∈ X. Es decir, f es una G-función.
Reciprocamente una G-función f ∶ X Ð→ Y es claramente fijado por G, cuando es visto
como un elemento de HomTop(X,Y ).

Por lo tanto tenemos que HomG−Top(X,Y ) = (HomTop(X,Y ))G.

Veamos los siguientes resultados topológicos.

Teorema 1.3.1. Sea X un espacio Hausdorff localemnte compacto, Y,Z arbitrarios espa-
cios Hausdorff. Dada una función f ∶X ×Y Ð→ Z, definiendo para cada y ∈ Y fy ∶X Ð→ Z
como fy(x) = f(x, y). Entonces f es continuo y sólo si se cumple las dos siguientes condi-
ciones:

a) cada fy es continua y

b) la función Y Ð→ {g ∶X Ð→ Z ∶ g es continua} que manda a y a fy es continua.

Demostración. (⇒) Supongamos que f es continua, entonces

a) fy es la composción de X Ð→X × Y Ð→ Z dada por la inclusión x↪ (x, y) con
f ,

b) sea y ∈ Y dado y sea fy ∈ M(K,U), con K ⊂ X y U ⊂ Z. Es suficiente probar
que existe una vecindad W de y ∈ Y tal que y′ ∈W , entonces fy′ ∈M(K,U), lo
cual probará la condición de continuidad para una subbase.

Para x ∈ K existe vecindades abiertas Vx ⊂ X y Wx ⊂ Y de y tales que f(Vx ×
Wx) ⊂ U . Por compacidad de X tenemos existen x1, . . . , xn tales que K ⊂ Vx1 ∪
⋯∪Vxn = V , de manera analoga para W =Wx1 ∪⋯∪Wxn . Entonces f(K ×W ) ⊂
f(V ×W ) ⊂ U . Luego como y′ ∈ W , entonces fy′ ∈ M(K,U) como deseamos
probar.

(⇐) Supongamos que se cumplen las condiciones a) y b), entonces f s la composición de
funciones X × Y Ð→ {g ∶ X Ð→ Z ∶ g es continua} ×X tomando (x, y) y enviandolo
a (fy, x) y como es composición de funciones contunuas, entonces f es una función
continua.

Podemos observar que el teorema implica que una homotoṕıa X × I Ð→ Y , con X
localmente compacto, es la misma cosa que I Ð→ {g ∶ X Ð→ X ∶ g es continua} en {g ∶
X Ð→X ∶ g es continua}.

Proposición 1.3.2. Sea X,Y,Z G-espacios Hausdorff y X,Y son G-espacio localmente
compactos, entonces existe un G-homoemorfismo natural

Φ ∶ HomTop(X × Y,Z)Ð→ HomTop(X,HomTop(Y,Z)),

donde Φ esdefinido por (Φ(f))(x)(y) = f(x, y) para todo f ∶X × Y Ð→ Z, x ∈X e y ∈ Y .

12
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Demostración. Consideremos solamente a X,Y espacos Hausdorf y localmente compactos,
y Z un espacio Hausdorf, entonces por el teorema anterior tenemos una asignación Φ z→
Φ∗ ∶ X × Y Ð→ X × Y biyectiva donde definimos Φ∗(y)(x) = Φ(x, y) = Φy(x), entonces es
suficiente probar que su inversa es continua para asi tener el isomorfismo.

Sea U ⊂ Z abierto y K ⊂X, K ′ ⊂ Y conjuntos compactos. Entonces

Φ ∈M(K ×K ′, U) ⇐⇒ [y ∈K ′, x ∈K, entonces Φy(x) = Φ(y, x) ∈ U]
⇐⇒ [y ∈K ′, entonces Φy(x) ∈M(K,U)]
⇐⇒ [Φ∗ ∈M(K ′,M(K,U)].

Aśı K ×K ′ es una base de vecindad para X ×Y . Por lo tanto la M(K ×K ′, U) forman
una subbase para la topoloǵıa de {Φ ∶ X × Y Ð→ Z ∶ Φ es continua} y por tanto Φ es un
isomorfismo, a este resultado se le conoce como la ley exponencial.

Ahora veamos que pasa con la G -acción en los espacios y conjuntos Hom, para probar
que Φ es una función equivariante

(Φ(g ⋅ f)) (x)(y) = (g ⋅ f)(x, y)
= gf(g−1x, g−1y)
= g [f(g−1x, g−1y)]
= g [(Φ(f))(g−1x)(g−1y)]
= g [(Φ(f))(g−1x)] (g−1y)
= [g ⋅Φ(f)(g−1x)] (y)
= [g ⋅Φ(f)(x)] (y)
= [g ⋅Φ(f)] (x)(y),

por lo tanto (Φ(g ⋅ f)) (x)(y) = [g ⋅Φ(f)] (x)(y), lo que implica que Φ es un G-
Homeomortfismo.

Corolario 1.3.3. Sea X,Y,Z G-espacios Hausdorff e Y un G-espacio localmente compacto
y Φ un homeomorfismo de HomTop(X×Y,Z) a HomTop(X,HomTop(Y,Z)), entonces existe
un homeomorfismo

Ψ ∶ HomG−Top(X × Y,Z)Ð→ HomG−Top(X,HomTop(Y,Z)).

Demostración. Si Φ ∶ X Ð→ Y es un G-homeomorfismo, entonces Ψ = Φ ∶ XG Ð→ Y G es
un homeomorfismo.

Con el teorema y corolario anterior vemos que la ley exponcial también es valida en las
categoŕıas Top(X,Y ) y GTop(X,Y ).

Proposición 1.3.4. Sea X un G-espacio y sea A un espacio con la G-acción trivial.
Entonces hay los siguientes homeomorfismos naturales:

i) HomG−Top(A,X) ≅ HomTop(A,XG),

ii) HomG−Top(A,X) ≅ HomTop(X/G,A).

13
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Demostración. i) Sea f ∈ HomG−Top(A,X), entonces g ⋅ f(a) = f(g ⋅ a), pero ya que

la acción en A es trivial se tiene que g ⋅ f(a) = f(a)HomTop(A,XG). Ahora h ∈
HomTop(A,XG), entonces que g ⋅ h(a) = h(a) ∈ HomG−Top(A,X).

Por lo tanto HomG−Top(A,X) ≅ HomTop(A,XG)

ii) Sea f ∈ HomG−Top(A,X) y Φ ∈ HomTop(X/G,A), consideremos los espacios cocientes
X/G y A/G = A, por tener la acción trivial, entonces tenemos el siguiente diagrama:

X
f //

p

��

A

X/G,
Φ

<<zzzzzzzz

donde p es la proyección X en el espacio cociente. Por tanto es claro poder establecer
un homeomorfismo.

Proposición 1.3.5. Si G es un grupo compacto y H < G un subgrupo cerrado, entonces
para algún G-espacio X existe una transformación natural

Φ ∶XH Ð→ HomG−Top(G/H,X),

donde Φ env́ıa a ∈ XH a fa ∶ G/H Ð→ X con fa(gH) = ga. La inversa de Φ env́ıa
f ∈ HomG−Top(G/H,X) a f(H).

Demostración. Sea a ∶XH Ð→ HomG(G/H,X) definida como a(x)(gH)↦ gx

Si {Xα ∶ α ∈ J} es una colección de G-espacios, entonces el producto Πα∈JXα es un
G-espacio bajo la acción diagonal

(g, (Xα)α∈J)z→ (gXα)α∈J .

Sea I = [0,1] con la G-acción trivial derecha. Dos G-funciones f0, f1 ∶ X Ð→ Y son
llamados G-homotópicos si existe una G-función continuo F ∶X×I Ð→ Y , tal que F (x,0) =
f0(x) y F (x,1) = f1(x), donde X × I llevaa la acción diagonal. F es es llamado un G-
homotópica de f0 a f1. Cuando la acción en I es trivial la función ft ∶ X Ð→ Y con
xz→ F (x, t) es equivariante para toda t ∈ I. Como en el caso no equivariante, la realación
de ser G-homotópicas es una relación de equivalencia. Por lo cual denotaremos por [X,Y ]G
a las clases de G-funciones X a Y y [f] denota un representante de la clase G-homotópica,
representando f ∶X Ð→ Y .

La categoŕıa homotópica hG −Top es tal que sus objetos son los mismos en G-Top y
los morfismos son las clases G-homotópicas de G-funciones entre G-espacios.

Sea X un espacio topológico, recordemos el espacio cociente CX, el cono del espacio
X CX =X ×I/X ×{1}. Si en este espacio X tenemos una G-acción, entonces el cono es un
G-espacio con la G-acción diagonal. Sea A subconjunto de X y para cualquier G-función
f ∶ AÐ→X, el cono Cf es el siguiente espacio cociente:

Cf =X⋃
f

CA =X⊔CA/ ∼,
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donde ∼ es la relación de equivalencia generada por (a,0) ∼ f(a) para toda a ∈ A.
Si A =X y f = id, entonces Cid =X⋃

id

CX =X⊔CX/ ∼, donde relacionamos (x,0) ∼ x

para todo x ∈X.

Definición 1.3.6. Una G-función f ∶ A Ð→ X es un cofibrado equivariante o G-
cofibrado si este satisface la propoiedad de extensión homotópica (G-HEP), es
decir, para algún G-espacio Y y G-funciones Ψ ∶X Ð→ Y , Φ ∶ A× I Ð→ Y , se satisface que
Φ ○ i0 = Ψ ○ f existe una G-función Φ̃ ∶ X × I Ð→ Y tales que hacen comutar el siguiente
diagrama

A
i0 //

f

��

A × I

f×id

��

Φ||yy
yy
yy
yy
y

Y

X × {0}
i0

//

Ψ
;;wwwwwwwww

X
Φ̃

bbDDDDDDDDD

,

donde i0(x) = (x,0).

Definición 1.3.7. Un G-espacio basado, (X,x), es un G-espacio con un punto base
x ∈X y el cual es un punto fijo.

Nos referimos a X como un G-espacio basado, siempre que exita un punto base en X.
Si Z es algún G-espacio, definimos Z+ como la unión disjunta de Z con un punto +,

el cual es un G-punto fijo y {+} tiene la G-acción trivial, tal que hace a Z+ un G-espacio
basado. El G-espacio Z+ tiene la topoloǵıa compactificación a un punto.

Definimos la topoloǵıa compactificación a un punto como ...

Ejemplo 1.3.8. Sea R, y sea + = , entonces

R+ =

Definición 1.3.9. Si (X,x0) y (Y, y0) son G-espacios basados, entonces una G-funciónma-
peo f ∶X Ð→ Y es entonces una G-función basado si f manda puntos basados en puntos
basados, es decir, f(x0) = y0.

La colección de G-espacios basados y G-funciones basados forma la categoŕıa G-Top0.

Definición 1.3.10. La cuña o punto unión de (X,xo) e (Y, y0) G-espacios basados
esta definida de manera similar a la cuña de espacios, es decir, es el espacio cociente de
la unión ajena de los espacios X e Y y cociente la relación de identificación x0 con y0.

Esto es un G-espacio y es G-homeomorfismo a el G-subespacio X × {x0}⊔Y × {y0} del
producto X × Y .

Definición 1.3.11. El smash X ⋀Y es el cociente entre X×Y /X ⋁Y , es decir, es colapsar
el espacio X × Y a los puntos base X ⋁Y .

Definición 1.3.12. Sea X e Y G-espacios basados, definimos una G-homotoṕıa basada F
entre dos G-funciones f0, f1 ∶ X Ð→ Y , esto es una G-función basado, F ∶ X ⋀ I+ Ð→ Y
tal que F (x,0) = f0(x) y F (x,1) = f1(x), donde X ⋀ I+ es un G-espacio basado obtenido
de colapsar X × I al punto base {x0} × I.
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Con la definición anterior definimos la categoŕıa homotópica hG −Top0 tiene como
objetos a los G-espacios basados y sus morfismos las clases de G-homotoṕıas basadas de
G-funciones basados (los cuales escribiremos como [X,Y ]0

G, donde las G-funciones van de
X a Y ).

Definición 1.3.13. Sea (X,x0) un G-espacio basado, entonces el cono reducido CX es
el G-espacio cociente siguiente

CX =X × I/({x0} × I⋃X × {1}),

donde {x0} × I ⋃X × {1} colapsa al punto base.

El cono reducido de una G-función basado f, Cf donde f ∶ AÐ→X, es definido como

Cf =X⋃
f

CA =X⊔CA/ ∼ .

La definición de G-cofibración basada es de manera natural como en la definición 1.3.6,
es decir, todos las funciones y espacios en el diagrama son basados.

1.3.2. Complejos celulares equivariantes

Como hemos visto anteriormente ene la teoŕıa de no-equivariancia complejos CW puede
extenderse a el caso equivariante.

Sea Dn el disco unitario en Rn y Sn−1 el ćırculo unitario en Rn, ambos espacios tienen

la G-acción trivial. El interior de
o
Dn = Dn/Sn−1 es el disco abierto n-dimensional.

Definición 1.3.14. Sea G un grupo y H subgrupo de G una n-celda equivariante de
tipo G/H es el producto de G-espacio G/H ×Dn.

La diferencia fundamental de una n-celda equivariante y una no-equivariante es el grupo
G/H que tomamos.

Definición 1.3.15. Un complejo CW equivariante o complejo G − CW X es un
G-espacio X junto con una filtación {Xn ∶ n > 0} de X tal que:

i) X0 es la unión disjuntas de órbitas G/H y por inducción, Xn es obtenido de Xn−1 al
pegar n-celdas equivariante G/Hα×Dn v́ıa la G-función pegado Φα ∶ G/Hα×Sn−1 Ð→
Xn−1. Es decir, Xn es el espacio cociente

Xn−1 ⋃
⊔Φα

(⊔
α
G/Hα ×Dn) ,

{Hα}α∈Λ es una familia subgrupos cerrados de G

ii) X =⋃
n
Xn y X tiene la topoloǵıa débil con respecto a {Xn}, es decir, un subconjunto

A ⊂X es cerrado (abierto) si y sólo si A⋂Xn es cerrado (abierto) en Xn para toda
n.
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Observemos que la condición i) esta dada por el cono de funcón de la familia {Φα},
por definición de cono de Φα tenemos que

CΦα = Xn−1⋃
Φα

C(G/Hα × Sn−1)

= Xn−1⋃
Φα

(G/Hα ×Dn−1),

Entonces cuando consideramos el cono de cada Φα de la familia {Φα} tendremos que

C{Φα} = CΦα⊔⋯⊔CΦα

= (Xn−1⋃
Φα

(G/Hα ×Dn−1))⊔⋯⊔(Xn−1⋃
Φα

(G/Hα ×Dn−1))

= Xn−1 ⋃
⊔Φα

(⊔
α
G/Hα ×Dn−1) .

Haciendo una analoǵıa a lo ya visto en los complejos CW.

i) Para cada n el espacio Xn es un G-subespacio cerrado de X y es llamado el n-
esqueleto de X.

Si existe algún n tal queX =Xn yX /=Xn−1, entonces decimos queX tiene dimensión
n. A esta propiedad se le conoce como minimalidad.

ii) Para cada celda equivariante G/Hα×Dn hay una función caracteristica ΨαG/Hα×
Dn Ð→ X en una extención de las funciones de pegado Φα ∶ G/Hα × Sn−1 Ð→ Xn−1,
es decir, Ψα es la composición

G/Hα ×Dn �
� Φ // Xn−1∐ (∐αG/Hα ×Dn) q // Xn � � // X,

donde q es la función cociente definido en Xn. La imagen Ψα(G/Hα × Dn) y

Ψα(G/Hα ×
o
D
n

) las llamaremos n- celda cerrada y abierta respectivamente.

Denotaremos Ψα(G/Hα ×Dn) por enHα y Ψα(G/Hα ×
o
D
n

) por int(enHα).

iii) La topoloǵıa débil en X es equivalentemente caracterizada por lo siguiente:

un subconjunto de B ⊂X es cerrado si y sólo si la intersección de B y alguna n-celda
cerrada es cerrada en n-celda, es decir, B ∩ enHα es cerrado en enHα para cada n-celda
equivariante enHα .

Un G-espacio A de un complejo G−CW X es llamado un G-subcomplejo si A es una
unión de algunas celdas cerradas en X, es decir, si una celda abierta int(enHα) intersecta a
A no tirvialmente, entonces todas las celdas cerradas enHα estan contenidas en A.

Es fácil ver que A es un complejo G−CW . Si A es un subcomplejo, entonces llamamos
a la pareja (X,A) complejo G −CW .

Proposición 1.3.16. Sea X un complejo G−CW , entonces la órbita X/G es un complejo
CW no equivariante con n-esqueleto Xn/G.
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La siguiente propiedad una conexión entre la equivariancia y los complejos CW , donde
G es un grupo discreto.

Sea G un grupo discreto, sea X un G-espacio y un complejo CW no equivariante. Una
G-acción regular en X es una G-acción que satisface:

i) para cada celda abierta int(enHα) y cada g ∈ G, la transtalación izquierda g ⋅ int(enHα)
es tambien una celda abierta en X,

ii) si int(enHα)∩g ⋅int(e
n
Hα

) /= ∅, entonces g fija puntos del conjunto int(enHα)∩g ⋅int(e
n
Hα

).

Proposición 1.3.17. Sea G un grupo discreto y X un complejo CW no equivarnate. Si
existe una G-acción regular en X, entonces X es un complejo G − CW con n-esqueleto
Xn.

Demostración. Xn es un G-subespacio de X, donde X tiene la topoloǵıa débil respecto a
Xn, Xn es obtenido apartir de pegar n-celdas a Xn−1. Dado que X es un complejo CW ,
entonces

J × Sn−1 ϕ //

��

Xn−1

��
J ×Dn Ψ // Xn

con J un conjunto discreto y J × Sn−1 = ⊔
j∈J

Sn−1. El grupo G actúa en el conjunto de

n-celdas y por lo tanto actúa en J . Rescribamos a J como la unión disjunta de órbitas Jα,
con α ∈ A, y elegimos G-isomorfismos G/Hα ≅ Jα, gJHα z→ gjα para cada jα ∈ Jα.

Para s ∈
0
Dn y h ∈ Hα tenemos hΨ(jα, s) = Ψ(hjα, s), por la condición ii) se vale

para toda s ∈
0
Dn y por continuidad se extiende para todo s ∈ Dn. Por lo tanto, tenemos

G-funciones continuos
Ψα ∶ G/Hα ×Dn Ð→Xn,

bien definidos, dados por (gHα, s) = gΨ(jα, s). De manera análoga tenemos ϕα ∶ G/Hα ×
Sn−1 Ð→Xn−1.

Utilizamos los ϕα y Ψα para construir las G-funciones ϕ′ y Ψ′ y probar que tales
G-funciones hacen conmutar el siguiente diagrama:

⊔
α∈A

G/Hα × Sn−1 ϕ′ //

� _

��

Xn−1
� _

��
⊔
α∈A

G/Hα ×Dn−1 Ψ′
// Xn.

Supongamos que f ∶ Xn Ð→ Z es dado y que los funciones f ∣Xn−1 y {gHα} × Dn Ψ′
Ð→

Xn f
Ð→ Z son continuos. Como Dn es compacto, entonces la función Ψ′∣{gHα}×Dn es una

identificación lo que implica que f es continua en Ψ′∣{gHα}×Dn , pero estas son las n-celdas
cerradas Xn y por tanto f es continua.
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Una cubierta buena equivariante
de una G- variedad diferencial

Recordemos que una cubierta abierta U = {Uα} de una variedad diferencial M es
llamada una cubierta buena si todas las intersecciones finitas no vaćıas Uα0⋅sαn = Uα0 ∩
⋯ ∩Uαn son contráıbles.

Como mencionábamos anteriormente, R. Boot y L.-W. Tu demuestran (cf. [3, Teo.
5.1]) que toda variedad diferencial M tiene una cubierta buena dada por discos convexos
geodésicos asociados a una métrica Riemanniana sobre M . En este caṕıtulo extenderemos
tal resultado al caso donde está presente una acción de un grupo de Lie compacto G sobre la
variedad M . Seguiremos las ideas establecidas por H. Yang en [22], en donde se demuestra
dicho resultado para la acción de un grupo finito.

2.1. Complejos simpliciales

Estableceremos en primer lugar la notación y terminoloǵıa necesaria para este caṕıtulo.
En esta sección proporcionamos algunos hechos generales sobre complejos simpliciales,
teoŕıa que puede consultarse en los siguientes textos: [20], [7], [13], [17], [4] y [18], entre
otros.

Si {v0, . . . , vn} es un conjunto af́ın independiente de un espacio euclidiano, entonces el
subespacio

s = ⟨v0, . . . , vn⟩ ∶= {
n

∑
i=0

λivi ∶
n

∑
i=0

λi = 1, λi ≥ 0} ,

es llamado el n-simplejo generado por {vi}. Denotaremos su conjunto de vértices por
Vert(s) ∶= {v0, . . . , vn}.

Una cara s′ de s es un simplejo tal que Vert(s′) ⊂ Vert(s).

Definición 2.1.1. Un complejo simplicial (geométrico) K es una colección de simplejos
en un espacio euclidiano tal que:

i) si s ∈K, entonces cada cara de s también está en K,

ii) si s, t ∈K, entonces s ∩ t = ∅ o bien, es una cara de s y t.
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Para un complejo simplicial K, escribimos como Vert(K) el conjunto de vértices de
K, es decir, el conjunto de 0-simplejos de K. La dimensión de K es definida por dim K =
sup{dim(s) ∶ s ∈ K}. Decimos que K es localmente finito si cada punto x ∈ ∣K ∣ = ⋃{s ∶
s ∈ K} ⊂ Rn tiene una vecindad que intersecta sólo una cantidad finita de simplejos de
K (cf. [16, p. 69]), y decimos que K es finito si solamente contiene una cantidad finita de
simplejos.

Asumiremos en el resto de este trabajo que todos los complejos simpliciales considerados
son localmente finitos.

Un subcomplejo simplicial L de K es un subconjunto de K tal que L es por si mismo
un complejo simplicial. Es claro que un subconjunto L ⊂K es un subcomplejo si y sólo si,
todo simplejo en K que es una cara de un simplejo en L, es también un simplejo en L.

Ejemplo 2.1.2. Dado un n-simplejo s, denotamos por s el conjunto de todas las caras de
s y, por ṡ el conjunto de todas las caras propias de s. Si n = 0, entonces ṡ = ∅.

Entonces s y ṡ son complejos simpliciales de dimensión n y n − 1, respectivamente. El
conjunto s○ = s − ṡ es llamado un n-simplejo abierto.

Ejemplo 2.1.3. Si K es un complejo simplicial, entonces su n-esqueleto Kn es un complejo
simplicial que consta de todos los simplejos en K de dimensión menor o igual a n.

Dado un complejo simplicial K, llamamos al subespacio ∣K ∣ ∶= ⋃
s
{s ∶ s ∈ K} ⊂ Rn, el

poliedro asociado o espacio subyacente de K.

Definición 2.1.4. Un espacio topológico X es llamado un poliedro si existe un homeo-

morfismo h ∶ ∣K ∣ ≅Ð→X para algún complejo simplicial K. La pareja (K,h) es llamada una
triangulación de X.

Sea K un complejo simplicial y sea x ∈ ∣K ∣. Denotaremos por K(x) al (único) simplejo
más pequeño de K que contiene a x.

Si v es un vértice de K, la estrella (abierta) de v se define por

stK(v) = {x ∈ ∣K ∣ ∶ v ∈K(x)}.

Proposición 2.1.5. Sea K un complejo simplicial. Entonces x ∈ stK(v) si y sólo si,
v ∈K(x) y para x, y ∈ ∣K ∣, y ∈K(x) implica K(y) ⊂K(x).

Demostración. Sea x ∈ stK(v), entonces v ∈K(x).
Sean x, y ∈ ∣K ∣, tales que y ∈ K(x), ya que K(y) es el simplejo más pequeño que

contiene a y, entonces se sigue que K(y) ⊂K(x).

Por otra lado, sea y ∈ stK(v) y como K(y) ⊂K(x), cuando y ∈K(x), entonces v ∈K(x),
lo que implica que x ∈ stK(v).

Proposición 2.1.6. Si {v0, . . . , vn} son vértices de un complejo simplicial K, entonces

⋂
i

stK(vi) /= ∅ si y sólo si ⟨v0, . . . , vn⟩ es un simplejo de K.

Demostración. Sea x ∈⋂
i

stK(vi) si y sólo si vi ∈K(x) para todo i = 1, . . . , n, se sigue por

el resultado anterior que vi ∈K(x) para todo i = 1, . . . , n.
Lo que implica que el conjunto v0, . . . , vn es un simplejo de K(x), por lo tanto es un

simplejo de K.
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Observación. 2.1.7. Para cualquier simplejo s de un complejo simplicial K es contráıble,
ya que tenemos que la familia {fα} con α ∈ [0,1], definida como fα(s) = αs, entonces
f0(s) = 0 y f1(s) = s. Por lo tanto, s es contráıble.

El siguiente resultado muestra que el conjunto de estrellas abiertas es una cubierta bue-
na de un complejo simplicial. En particular, esto es una prueba alternativa de la existencia
de una cubierta buena para una variedad diferencial, ya que toda variedad admite una
triangulación (cf. [21]). La razón es que dada una variedad diferencial M y un complejo
simplicial K, de a misma dimensión, existe un homeomorfismo h ∶ ∣K ∣ Ð→M y apartir de
la existencia UK = {stK(v) ∶ v ∈ Vert(K)}, la cual es una cubierta buena de K, construimos
la cubierta buena para M como UM = {Uv}v∈Vert(K), donde Uv = h(stK(v)).

Teorema 2.1.8. Sea K un complejo simplicial localmente finito. Entonces, para cada
vértice v de K,

stK(v) = ⋃
s ∈K

v ∈ Vert(s)

s○

Más aún, el conjunto
U = {stK(v) ∶ v ∈ Vert(K)}

es una cubierta buena para K.

Demostración. Si K es un complejo simplicial, entonces, ∣K ∣ es la unión disjunta de todos
los simplejos abiertos s○, con s ∈ K. Se sigue que para cada x ∈ ∣K ∣, x ∈ (K(x))○. Luego,
para cualquier par de simplejos s, t en un complejo simplicial K, la intersección de sus
interiores es vacia, cuando s no es identicamente t. Incluso cuando s es cara de t.

Sea

A = ⋃
s ∈K

v ∈ Vert(s)

s○

si x ∈ stK(v), entonces por la Proposición 2.1.5 se tiene que v ∈ K(x), de modo que
v ∈ Vert(K(x)) y por lo tanto x ∈ A. Aśı st(v) ⊂ A.

Por otra parte, elegimos x ∈ s○ tal que s contiene a v y como K(x) es el simplejo
más pequeño que contiene a v, entonces s = K(x). Luego como v ∈ Vert(s) implica que
v ∈ Vert(K(x)) ⊂ K(x). Luego A ⊂ stK(v) para cualquier x ∈ stK(v) y s. Por lo tanto,
A = stK(v).

Definimos U como el conjunto de subconjuntos abiertos de ∣K ∣, el cual cubre a ∣K ∣. Más
aún, dado un conjunto finito de elementos Ui = stK(vi) en U para i =, . . . , n, entonces

U0 ∩⋯ ∩Un = stK(v0) ∩⋯ ∩ stK(vn)
= {x ∈K ∶ v0, . . . , vn ∈K(x)}
= ⋃

s ∈K
v ∈ Vert(s)

s○

y como U0∩⋯∩Un es un subcolmplejo simpliciales de K, entonces U0∩⋯∩Un es contráıble
por la Observación 2.1.7.
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2.2. Aproximación simplicial

Definición 2.2.1. Sean K y L complejos simpliciales

1. Una función simplicial f ∶ K Ð→ L es una función tal que f ∶ ∣K ∣ Ð→ ∣L∣ es
continua, la cual env́ıa Vert(K) en Vert(L) y es lineal en cada simplejo de K, es

decir, f (∑
i

λivi) =∑
i

λif(vi). Dada una función continua ϕ ∶ ∣K ∣ Ð→ ∣L∣, si f(x) ∈

L(ϕ(x)) para cada x ∈ ∣K ∣, entonces f es llamada una aproximación simplicial a
ϕ.

2. Una subdivisión de K es un complejo simplicial K ′ tal que ∣K ′∣ = ∣K ∣ y cada simplejo
s′ de K ′ esta contenido en algún simplejo de K. Una subdivisión baricéntrica de
K es un complejo simplicial K ′ cuyos vértices son los simplejos de K y los simplejos
de K ′ son el conjunto ⟨s0, . . . , sn⟩ tal que si son simplejos de K con

s0 ⊂ ⋯ ⊂ sn,

es decir, cada si es cara de si+1, para i = 0, . . . , n − 1.

Ejemplo 2.2.2. Sea K el siguiente complejo simplicial

los siguientes complejos simpliciales son una subdivisión y una subdivisión baricéntrica,
respectivamente, del complejo simplicial anterior K.

Subdivisión Subdivisión baricéntrica

De la definición anterior es fácil ver que si f ∶K Ð→ L es una función simplicial, entonces
para cualquier {v0, . . . , vn} que genera un simplejo en K, se sigue que {f(v0), . . . , f(vn)}
genera un simplejo en L.

Proposición 2.2.3. Sean K y L complejos simpliciales finitos.
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1. Si f ∶K Ð→ L es una función simplicial, entonces f(K(x)) = L(f(x)) y f(stK(v)) ⊂
stL(f(v)) para todo x ∈ ∣K ∣ y v ∈ Vert(K).

2. Una función simplicial f ∶ K Ð→ L es una aproximación simplicial a ϕ ∶ ∣K ∣ Ð→ ∣L∣
si y sólo si, ϕ(stK(v)) ⊂ stL(f(v)) para todo vértice v de K.

Demostración.

1. Sea s = ⟨v0, . . . , vn⟩ un simplejo de K y para cualquier elemento x en s, se tiene

que x =
n

∑
i=0

λivi con λi > 0. Como f es una función simplicial, entonces f(x) =
n

∑
i=0

λif(vi). Luego L(f(x)) = ⟨f(v0), . . . , f(vn)⟩ = f ⟨v0, . . . , vn⟩ = f(K(x)). Por lo

tanto, L(f(x)) = f(K(x)).
Aśı tenemos que f(x) ∈ stL(f(v)) y para algún x arbitrario, tenemos que f(stK(v)) ⊂
stL(f(v)).

2. Sea f una aproximación simplicial a ϕ, entonces f(x) ∈ L(ϕ(x)) para toda x ∈ ∣K ∣.
Elijamos x ∈ stK(v), se sigue que v ∈ K(x), por lo cual f(v) ∈ f(K(x)) = L(f(x)) ⊂
L(ϕ(x)), por la Proposición 2.1.5.

Luego ϕ(x) ∈ stL(f(v)) y aśı tenemos que ϕ(stK(v)) ⊂ stL(f(v)).
Por otra parte, elegimos x ∈ ∣K ∣ y sea K(x) = ⟨v0, . . . , vn⟩, entonces x ∈ stK(vi) para
toda i, por la Proposición 2.1.5.

Por hipótesis tenemos que ϕ(x) ∈ ϕ(stK(vi)) ⊂ stL(f(vi)) para toda i. Se sigue que
f(vi) ∈ L(ϕ(x)) para toda i. Por lo tanto, tenemos que f(x) ∈ ⟨f(v0), . . . , f(vn)⟩ ⊂
L(ϕ(x)). Aśı f(x) ∈ L(ϕ(x)), lo cual prueba que f es una aproximación simplicial a
ϕ.

Definición 2.2.4. Dado un un complejo simplicial K de dimensión qn definimos la cero
subdvisión baricéntrica (K(0)) como K, la primera subdivisión baricéntrica (K(1)) como
K ′, de manera recursiva definimos la q-ésima subdivisión baricéntrica (K(q)) como K(q−1).
Además tenemos que ∣K(n)∣ = ∣K ∣.

Definimos al máximo diámetro de un simplejo de K, m(K) = máx{diam(s) ∶ s ∈
K ∶}, una propiedad interesante de m(K) y útil para nuestro siguiente resultado es la
siguiente (la cual se puede revisar su demostración en [5, Lema 17.3, p. 226])

m (K ′) ≤ ( n

n + 1
)m(K).

Entonces

m (K ′′) ≤ n

n + 1
m(K ′) ≤ ( n

n + 1
)

2

m(K).

Aśı para la q-ésima subdivisión baricéntrica de K tenemos que

m (K[q]) ≤ ( n

n + 1
)
q

m(K).

Por lo tanto, m (K[q])Ð→ 0, cuando q Ð→∞, por lo cual tenemos el siguiente resultado.
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Teorema 2.2.5. Sean K y L complejos simpliciales finitos y sea ϕ ∶ ∣K ∣Ð→ ∣L∣ una función
continua. Entonces existe un entero q ≥ 0 y f ∶ K(q) Ð→ L una aproximación simplicial a
ϕ.

Demostración. Sea {wi} el conjunto de vértices de L y sea Ui = ϕ−1(stL(wi)), notemos que
esta es una cubierta para ∣K ∣. Sea δ un número de Lebesgue de esta cubierta.

Luego para cualquier conjunto A en K se tiene que diam(A) < δ, lo cual implica que
A ⊂ Ui para algún i. Sea q un número entero tal que m(K[q]) < δ/2 y consideremos esta
q-ésima subdivisión como el punto de partida, es decir, consideremos K = K[q], para lo
cual m(K) < δ/2.

Sea v un vértice deK y x ∈ stK(v), entonces v ∈K(x), por lo cual dist(v, x) ≤mesh(K).
Luego, diam(stK(v)) < 2 ⋅ δ/2 = δ, lo que implica que, stK(v) ⊂ Ui para algún i, es decir,
ϕ(stK(v)) ⊂ stL(wi) para algún i.

Definimos f(v) como aquel wi que cumple lo anterior, es decir,

ϕ(stK(v)) ⊂ stL(f(v)).

De modo que el conjunto Vert(K) es env́ıado a el conjunto Vert(L) con la función f .
Sea ⟨v0, . . . , vn⟩ ∈K, entonces ⋂{stK(vi)} /= ∅, aśı

∅ /= ϕ(⋂ stK(vi)) ⊂⋂ϕ(stK(vi)) ⊂⋂ stL(ϕ(vi)).

Por lo tanto, ⋂ stL(ϕ(vi)) /= ∅ y por la Proposición 2.1.6 ⟨f(v0), . . . , f(vn)⟩ es un simplejo
de L, lo cual prueba que f es una función simplicial.

Ahora, consideremos x ∈ K y K(x) = ⟨v0, . . . , vn⟩, entonces x ∈ stK(vi) y esto implica
que

ϕ(x) ∈ ϕ(stK(vi)) ⊂ stL(f(vi)).

Por lo tanto, f(vi) ∈ L(ϕ(x)) y aśı f es una aproximación simplicial a ϕ.

2.3. Complejos simpliciales equivariantes

Consideraremos una acción de un grupo G en un complejo simplicial K.

Definición 2.3.1. Sea G un grupo finito.

1. Un G-complejo simplicial consiste de un simplejo K junto con una G-acción en
K talque para cada g ∈ G la función g ∶K Ð→K es un homeomorfismo simplicial.

2. Un G-complejo simplicial K es un G- complejo simplicial regular si satisface las
siguiente condiciones:

(R1) si los vértices v y gv pertecen a el mismo complejo simplicial, entonces v = gv,

(R2) si s = ⟨v0, . . . , vn⟩ es un simplejo de K y s′ = ⟨g0v0, . . . , gnvn⟩, donde gi ∈ G
para i = 0, . . . , n, es también un simplejo de K, entonces existe un g ∈ G tal que
gvi = givi para i = 0, . . . , n.

De la definición anterior podemos remarcar:
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a) si K es un G-complejo simplicial, entonces el subespacio adyacente ∣K ∣ lleva a una
G-acción tal que ∣K ∣ es un G-espacio,

b) la condición (R2) implica la condición (R1), ya que si v y gv pertenecen a algún
complejo simplicial, se tiene que ⟨v, v⟩ y ⟨v, gv⟩ son simplejos de K, entonces para
algún g′ ∈ G, v = g′v = gv.

Proposición 2.3.2. Sea K un G-complejo simplicial. Entonces, para todo vértice v de K
y algún g ∈ G, tenemos

stK(gv) = g(stK(v)).

Demostración. Sea g ∈ G, elegimos x ∈ stK(gv), por la Proposición 2.1.5, tenemos que gv ∈
K(x). Entonces, por la Proposición 2.2.3 vemos que v ∈ g−1(K(x)) =K(g−1x). Nuevamente
usando la Proposición 2.1.5, se tiene que, g−1x ∈ stK(v), lo que implica que, gv ∈ g(K(x)) =
K(gx), lo que es equivalente a decir que, gx ∈ stK(gv).

La siguiente proposición prueba que algún G-complejo simplicial después de pasar por
la segunda subdivisión baricéntrica es un G-complejo simplicial regular.

Proposición 2.3.3. Si K es un G-complejo simplicial, entonces la acción inducida en la
subdivisión K ′ satisface (R1). Si (R1) se cumple para K, entonces (R2) se cumple para
K ′.

Demostración. Elijamos un vértice s de K ′, s es un simplejo de K. Si s y gs pertenece a
un mismo simplejo de K ′, entonces, s es una cara de gs o viceversa. Pero como s y gs tiene
la misma dimensión, tenemos que, s = gs.

Supongamos que K satisface (R1), probaremos que se cumple (R2) para K ′ por induc-
ción sobre n.

Supongamos que ⟨s0, . . . , sn⟩ es un simplejo de K ′ tal que s0 ⊂ s1 . . . ⊂ sn−1 ⊂ sn, donde
dim si < dim si+1 para i = 0, . . . , n−1, y cada simplejo si está en K; además supongamos que
⟨g0s0, . . . , gnsn⟩ es también un simplejo de K ′. Por hipótesis, existe un g ∈ G con gsi = gisi
para 0 ≤ i < n. Al multiplicar por g−1 a ⟨g0s0, . . . , gnsn⟩ se tiene que

⟨s0, s1, . . . , sn−1, g
−1gnsn⟩ ,

el cual es un un simplejo de K ′.
Luego sn−1 ⊂ (sn∩g−1gnsn) y por la condición (R1) se tiene que, g actúa de trivialmente

en el simplejo s ∩ gs para algún g ∈ G, ya que para algún vértice v de s ∩ gs, se sigue que
⟨v, gv⟩ ⊂ gs, tal que v = gv, lo que implica que g−1gn actúa trivialmente en sn−1, por lo
tanto, actúa trivialmente en si para toda i < n.

Por último, tenemos que gnsi = gsi = gisi para toda i < n, es decir, gnsi = gisi para toda
i.

Para un subgrupo H de G, definimos KH ∶= ∣K ∣H , como el conjunto de puntos fijos
de ∣K ∣ fijado por H. Consideremos para la siguiente proposición a K un G-complejo y su
subcomplejo KH .

Proposición 2.3.4. Sea K un G-complejo simplicial regular,

1. para cualquier subgrupo H ≤ G, KH es un subcomplejo simplicial no quivariante de
K,
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2. para x ∈KH , KH(x) =K(x). Más aún, si v es un vértice de KH , entonces

stKH(v) = stK(v) ∩KH .

Demostración.

1. Sea KH = ⋂
h∈H

∣K ∣h, entonces es suficiente probar que para cualquier h ∈ H, ∣K ∣h

es un subcomplejo simplicial. Elegimos x ∈ ∣K ∣h y consideremos hK(x) = K(x). En
particular, esto implica que para cualquier vértice v de K(x), hv y v estan en el
mismo simplejo K(x) y aśı por la regularidad de K tenemos que hv = v.

Por la linealidad de la acción de h en K(x) se tiene que cada punto en K(x) es fijado
por h. Es decir, K(x) ⊂ ∣K ∣h, luego ∣K ∣h es una colección de simplejo de K, lo cual
satisface las condiciones i) y ii) en la Definición 2.1.1, por lo tanto, ∣K ∣h en efecto es
un subcomplejo simplicial de K.

2. Por la prueba anterior tenemos que si x ∈ KH , entonces, K(x) ⊂ KH . Dado que
KH(x) es el más pequeño simplejo de KH que contiene a x, se tiene que KH(x) ⊂
K(x).
Por otra parte, el conjunto KH(x), visto como un simplejo de KH , es también un
simplejo de K que contine x y por definición de K(x) se tiene que K(x) ⊂KH(x).
Por lo tanto, KH(x) = K(x) si x ∈ KH . Entonces, se sigue la siguiente relación de
equivalencia.

x ∈ stKH(v) ⇔ x ∈KH y v ∈KH(x)
⇔ x ∈KH y v ∈K(x)
⇔ x ∈ stK ∩KH .

2.4. Cubiertas buenas equivariantes

Sea U = {Uα}α∈I una cubierta abierta de un G-espacio paracompacto X. Entonces para
algún g ∈ G el conjunto

gU ∶= {gUα ∶ Uα ∈ U}

es aún una cubierta abierta de X. Si gU = U para todo g, decimos que U es G- invariante
o simplemente invariante. En este caso existe una acción inducida de G en el conjunto de
ı́ndices I definida por gα, el único ı́ndice que satisface Ugα = gUα.

Si U y V = {Vβ}β∈J son dos cubiertas abiertas de X, entonces

U ∩ V = {Uα ∩ Vβ ∶ Uα ∈ U , Vβ ∈ V}

es una cubierta abierta tal que refina a U y V. Notemos que

⋂
g∈G

gU
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es una cubierta abierta invariante y a su vez refina a U , ya que es la intersección finita de
conjuntos abiertas, luego para cualquier h ∈ G tenemos que

h ⋂
g∈G

gU = ⋂
g∈G

hgU

= ⋂
g̃∈G

g̃U ,

aśı esta es una cubierta abierta. Por último, tenemos que

⋂
g∈G

gU = {g1Uα1 ∩ gnUαn ∶ Ui ∈ U para i = 1, . . . , n},

por lo cual tenemos un refinamiento para U . Más aún, ⋂
g∈G

gU es localmente finito si U

lo es. Esto para cada espacio paracompacto, las cubiertas invariantes localmente finitas y
cofinitas en el conjunto de todas las cubiertas de X.

Ejemplo 2.4.1. Sea G = {ω0, ω1, ω2}, ráıces cúbicas de la unidad de la unidad y sea
X = S1, de donde destacaremos dos puntos N y S.

Consideremos la siguiente cubierta abierta, U = {UN , US}, para S1.

Figura 2.1: UN Figura 2.2: US
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Ahora apliquemos la acción de G sobre la cubierta U , obteniendo aśı:

ω0UN ω0US

Figura 2.3: El elemento ω0 actuando en la cubierta U

ω1UN ω1US

Figura 2.4: El elemento ω1 actuando en la cubierta U

ω2UN ω2US

Figura 2.5: El elemento ω3 actuando en la cubierta U
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Por último, observemos la siguiente cubierta abierta, invariante y que refina a U .

Figura 2.6: El conjunto de abiertos dado por
2

⋂
i=0

ωiU

Ahora sea U = {Uα}α∈I es una cubierta invariante localmente finita de X y sea

f = {fα}α∈I

es una partición de la unidad subordinada a U . Entonces f es llamada una G-partición de
la unidad si fgα(gx) = fα(x) para toda g, x y α.

Supongamos que f = {fα}α∈Λ es alguna partición de la unidad subordinada a la cubierta
invariante U , definimos

f̃α(x) =
1

∣G∣∑g
fgα(gx).

Entonces

∑
α∈Λ

f̃α(x) = 1

∣G∣ ∑α∈Λ
∑
g

fgα(gx)

= 1

∣G∣∑g
(∑
α∈Λ

fgα(gx))

= 1

∣G∣∑g
1

= ∣G∣
∣G∣

= 1.

Esto prueba que {f̃α}α∈Λ es una partición de la unidad.

f̃hα(hx) = 1

∣G∣∑g
fg(hα)(g(hx))

= 1

∣G∣∑g
f(gh)α((gh)x)

= 1

∣G∣∑k
fkα(kx)

= f̃α(x).

Por lo tanto, f̃kα(x) = f̃α(x), es decir, {f̃α}α∈Λ es una G-partición de la unidad.
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Definición 2.4.2. Sea ∆ la categoŕıa cuyos objetos son conjuntos finitos ordenados [n] =
{0 < 1 < ⋯ < n} para algún entero n ≥ 0, y sus morfismos son funciones no decrecientes.

Si A es alguna categoŕıa, un objeto simplicial A en A es un funtor contravariante de
∆ a A, es decir, A ∈ A∆op

(escribimos a A([n]) como An para reducir terminos). De manera
similar, un objeto cosimplicial B en A es un funtor covariante de ∆ a A, es decir, B ∈ A∆

(nuevamente escribimos a B([n]) como Bn). Esta es una categoŕıa SA cuyos objetos son
objetos simpliaciles en A y sus morfismos son transformaciones naturales.

Ejemplo 2.4.3. Si A es la categoŕıa Sets en la categoŕıa SSets los objetos son llamados
conjuntos simpliciales. Similarmente, si A es la categoŕıa es Ab tenemos la categoŕıa SAb
donde los objetos son grupos abelianos simpliciales. Análogamente, si A es la categoŕıa
Top, entonces STop consta de espacios simpliciales.

2.5. Realización geométrica asociada a una G-cubierta

Definición 2.5.1. Sea A un conjunto simplicial. Para cada n ≥ 0, dotamos An con la
topoloǵıa discreta. La realización geométrica ∣A∣ de A se definie como el espacio cociente

∣A∣ ∶= (∐
n≥0

An ×∆n) / ∼,

donde ∆n es el n-simplejo estándar y la relación de equivalencia está dada por

(f∗(x), t) ∼ (x, f∗(t)),

con f ∶ [m]Ð→ [n] una función no decreciente, x ∈ An y t ∈ ∆m.

Sea U = {Uα}α∈I una cubierta abierta de un espacio topológico X. Si el conjunto de
ı́ndices {α}α∈I está ordenado, le asocia el siguiente conjunto simplicial N (U) ∶ ∆ Ð→
Sets para algún entero no negativo n, sea N (U)n el conjunto de todas las (n + 1)-tuplas
ordenadas (a0, . . . , an) de ı́ndices, posiblemente incluyendo repeticiones, tal que

Uα0 ∩⋯ ∩Uαn /= ∅.

Para cada función no decreciente f ∶ [m] Ð→ [n], con f∗ = N (U)(f) ∶ N (U)n Ð→ N (U)m
definida por

f∗(α0, . . . , αn) = (αf(0), . . . , αf(m)).

Se sigue queN (U) es un conjunto simplicial y llamaremos a éste el nervio de la cubierta
U . Si σn = (α0, . . . , αn) ∈ N (U)n, es decir, denotado por Uσn o Uα0⋯αn a la intersección no
vaćıa Uα0 ∩⋯ ∩Uαn .

Existe un complejo simplicial Comp(N (U)) asociado al nervio de N (U) cuyos vértices
{vα} están en correspondencia uno a uno con el conjunto de ı́ndices {α ∶ α ∈ I}. Un conjunto
{vα0 , . . . , vαn} es un simplejo de Comp(N (U)) si y sólo si Uα0 ∩⋯∩Uαn /= ∅, es decir, si y
sólo si (α0, . . . , αn) ∈ N (U)n.

Similarmente, definimos el espacio simplicial NTop(U). Sea

NTop(U)n = ∐
σn ∈N(U)n

Uσn
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con la topoloǵıa de la unión ajena. Para cada función no decreciente f ∶ [m] Ð→ [n], el
morfismo f∗ ∶= NTop(U)n(f) ∶ NTop(U)n Ð→ NTop(U)m es defido por

f∗∣Uσn ∶ Uσn Ð→ Uαf(0)⋯αf(m) ,

dado con la inclusión o la función identidad.

Definición 2.5.2. Una cubierta abierta invariante U de un G-espacio X es una G-
cubierta regular si el complejo simplicial asociado a su nervio Comp(N (U)) es un
G-complejo simplicial regular, esto es, si satisface las siguietne dos condiciones:

(RC1) para Uα ∈ U y g ∈ G, si Uα ∩ gUα /= ∅ entonces Uα = gUα,

(RC1) si U0, . . . , Un ∈ U y g0, . . . , gn ∈ G y las intersecciones U0 ∩⋯ ∩Un y g0U0 ∩⋯ ∩ gnUn
son no vaćıas, entonces existe g ∈ G tal que gUi = giUi para toda i ≤ n.

Teorema 2.5.3. Sea X un G-espacio paracompacto, con G un grupo finito. Entonces las
G-cubiertas localmente finitas, regulares de X, son cofinales en el conjunto de cubiertas
abiertas de X.

Demostración. Elijamos una cubierta invariante U de X. Sea Comp(N (U)) es el complejo
simplicial asociado al nervio de U . Entonces Comp(N (U)) es un G-complejo simplicial. Sea
f = {fα} es una G- partición de la unidad subordinada a U y sea f ∶X Ð→ ∣Comp(N (U))∣
asociados por el mapeo

f(x) =∑
α

fα(x)vα.

Observemos que f esta bien definida como G-mapeo, ya que es finita fα = 0 y

f(gx) = ∑
α

fα(gx)vα

= ∑
g−1α

fα(g−1gx)vα

= ∑
α

fg−1α(x)vα

= g∑
α

fg−1α(x)g−1vα

= g∑
α

fα(x)vα

= gf(x),

para alguna función de X a un poliedro f ∶ X Ð→ ∣K ∣, f−1(stK) denota la cubierta
abierta de X por imagenes inversas de estellas abiertas de vértices de K. Supongamos que
K es un G- complejo y que f es equivariante. Entonces f−1(stK) es una cubierta invariante
por la Proposición 2.3.2. Más aún, si K es un G-complejo regular entonces f−1(stK) es una
G cubierta regular. Ya que si U0 ∩⋯∩Un /= ∅ /= g0U0 ∩⋯∩ gnUn, donde Ui = f−1(stK(vi)),
entonces por la Porposición 2.1.6 ⟨v0, . . . , vn⟩ y ⟨g0v0, . . . , gnvn⟩ son simplejo de K. La
regularidad de K implica que f−1(stK) es regular.

Al definir f ∶X Ð→ ∣Comp(N (U))∣, tenemos que f
−1(stComp(N (U))) es un refinamiento

de U . De hecho, para algún α, f
−1(stComp(N (U))(vα)) = f−1

α ((0,1]) ⊂ Uα. Sea L la segunda
subdivisión baricéntrica de Comp(N (U)) tal que ∣L∣ = ∣Comp(N (U))∣ y L es unG-complejo

regular por la Proposición 2.3.3. Entonces V = f−1(stL) es una G-cubierta regular tal que
refina a U .

31
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Teorema 2.5.4. Sea X una G-variedad diferencial suave. Entonces

1. existe un G-complejo simplicial regular K y una triangulación suave equivariante
h ∶K Ð→X,

2. si h ∶ K Ð→ X y h1 ∶ L Ð→ X son triangulaciones suaves equivariantes de X existe
subdiviciones equivariantes K ′ y L′ de K y L, respectivamente, tal que K ′ y L′ son
G-isomorfismos.

La demostración se puede consultar [12].
Sea U = {Uα}α∈I un G-espacio abierto X. Para algún subgrupo H de G y α ∈ I,

definimos UHα = Uα ∩XH = {x ∈ Uα ∶ hx = x para toda h ∈ H}. Denotemos por UH a la
colección de {UHα }α∈I . Es claro que UH es una cubieta de XH .

Definición 2.5.5. La cubierta U es llamada una cubierta buena equivariante de X
si esta es una G-cubierta regular y UH es una cubierta buena de XH para todo subgrupo
H ≤ G.

Teorema 2.5.6. Cada G-variedad suave tiene una cubierta buena equivariante. Más aún,
las cubiertas buenas equivariantes son cofinales en el conjunto de cubiertas abiertas de una
G-variedad X.

Demostración. Por el Teorema 2.5.4 y sin pérdida de generalidad, supongamos que X es
el espacio subyacente de un G-complejo simplicial regular de K. Consideremos la cubierta
abierta

M = {stK(v) ∶ v ∈ Vert(K)}.

Por la Proposición 2.3.2, M es G-invariante. Más aún, M es una G-cubierta regular, lo
cual se sigue de si tomamos U = stK(v) ∈M y g ∈ G con ∅ /= U ∩ gU = stK(v) ∩ stK(gv),
que se sigue de ⟨v, gv⟩ es un simplejo en K por la Proposición 2.1.6. La regularidad de K
implica que v = gv y por lo tanto, U = gU .

Si para i = 0, . . . , n, Ui = stK(vi) enM y gi en G tal que U0∩⋯∩Un y g0U0∩⋯∩gnUn =
stK(g0v0) ∩⋯ ∩ stK(gnvn) son no vaćıos, nuevamente por la Proposición 2.1.6 existen dos
simplejos en K, ⟨v0, . . . , vn⟩ y ⟨g0v0, . . . , gnvn⟩ y como K es regular existe g ∈ G talque
gvi = givi para toda i, lo que es equivalente a gUi = giUi para toda i. Entonces por la
Definición 2.5.2 M es una G-cubierta regular.

Para algún subgrupoH deG, la Proposición 2.3.4-(1) prueba queKH es un subcomplejo
simplicial de K y XH es homeomorfo a KH . Elegimos U = stK(v) enM. Consideremos la
intersección U ∩KH = stK(v)∩KH . Si v ∈ Vert(KH), entonces por la Proposición 2.3.4-(2),
U ∩KH = stKH(v). Si v ∉ KH , es claro que U ∩KH = ∅. Supongamos que U ∩KH /= ∅ y
elijamos x ∈ U ∩KH . Entonces x ∈ U = stK(v) implica que v ∈ K(x), por la Proposición
2.1.5 y x ∈ KHda K(x) ⊂ KH por la Proposición 2.3.4-(2). Aśı v ∈ KH , contradiciendo la
hipótesis de v ∉KH . Entonces

MH = {U ∩KH ∶ U ∈M} = {stKH(v) ∶ v ∈ Vert(KH)},

y por lo tanto, MH es una cubierta buena de KH , por el Teorema 2.1.8.
Notemos que una subdivisión baricéntrica de un G-complejo regular es también regular.

Entonces para alguna cubierta abierta dada U de X, existe un entero m tal que la m-
ésima subsivisión baricéntrica K(m) de K tiene las propiedades de que V = {stK(m)(v) ∶
v ∈ Vert(K(m))} refina a U , que V es aún una cubierta buena equivariante, ya que V es
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nuevamente el conjunto de estrellas abiertas del G-complejo regular K(m), lo cual prueba
la cofinalidad de las cubiertas buenas equivariante en el conjunto de cubiertas abiertas de
X.

Si K es un G-complejo simplicial, entonces el espacio de órbita K/G tiene la estructura
de un complejo simplicial ordinario, es decir, no equivariante, donde los vértices de K/G son
definidos como las órbitas v = Gv de la acción de G en los vértices v de K, s = ⟨v0, . . . , vn⟩
seŕıa un simplejo de K/G si y sólo si, existen representantes vi de vi tales que s = ⟨v0, . . . , vn⟩
es un simplejo de K.

Por la definición de K/G, la proyección natural

π ∶K Ð→ K/G
v ↦ Gv = v

es una función simplicial, cada simplijeo deK es enviado homeomorfamente en el correspon-
diente simplejo imagen en K/G. Además si K es un G-complejo regular y si s = ⟨v0, . . . , vn⟩
y s′ = ⟨v′0, . . . , v′n⟩ son simplejos de K que definen el mismo simplejo s de K/G, entonces
⟨v0, . . . , vn⟩ = g ⟨v′0, . . . , v′n⟩ para algún g ∈ G. Aśı el conjunto de todos los simplejos sobre
un simplejo dado s de K/G forman una órbita de un simplejo s de K que se proyecta sobre
s.

Ahora consideremos la cubierta buena stK/G de K/G. El conjunto U ′ = π−1(stK/G) es
una cubierta abierta de K. Veamos que para cada vértice v de K,

π−1(stK/G(v)) = ∐
g∈G

stK(gv). (2.1)

Sean g, g′ ∈ G. Si stk(gv) ∩ stK(g′v) /= ∅, entonces ⟨gv, g′v⟩ es un simplejo en K, por
la Proposición 2.1.6 y por lo tanto, gv = g′v por la Definición 2.3.1-(2.(R1)). Por lo tanto,
stK(gv) = stK(g′v) o bien son ajenos, para g, g′ ∈ G. Aśı el lado derecho de 2.1 es la unión
ajena de estrellas abiertas.

Para obtener la igualdad, elejimos x ∈ stK(gv) para algún g, entonces gv ∈ K(x) y
v = π(gv) ∈ π(K(x)) =K/G(π(xX)) por la Proposición 2.2.3. Por lo tanto, π(x) ∈ stK/G(v)
lo cual prueba que ∐

g∈G
stK(gv) ⊂ π−1(stK/G(v)).

Por otra parte, elejimos x ∈ π−1(stK/G(v)) y sea K(x) = ⟨w0, . . . ,wn⟩. Por el Teo-

rema 2.1.8 existe una única expresión x =
n

∑
i=0

λiwi con λi ≥ 0 para i = 0, . . . , n. Apli-

cando π tenemos que π(x) = ∑ni=0 λiwi. Esto prueba K/G(π(x)) = ⟨w0, . . . ,wn⟩, ya que
x ∈ π−1(stK/G(v)), π(x) ∈ stK/G(v) y por lo tanto, v ∈ K/G(π(x)) = ⟨w0, . . . ,wn⟩, lo que
implica que v = wi, es decir, wi = gv para algún g ∈ G. Por lo tanto, gv ∈K(x) y x ∈ stK(gv),
lo que prueba la otra contención.

Corolario 2.5.7. Sea X una G-variedad diferencial. Entonces existe una cubierta abierta
de subespacios G-invariantes tal que cada intersección finita de elementos en esta cubierta
abierta es homeomorfa a la órbita de un espacio contráıble, es decir, un espacio de la forma
G/H ×D, donde H es un subgrupo de G y D es contráıble.

Demostración. Por el Teorema 2.5.6, la G-variedad diferencial X tiene una cubierta buena
U = {Uα} tal que cada Uα es la estrella de un vértice vα ∈ Vert(K). AqúıK es unG-complejo
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regular. Definimos una nueva cubierta abierta V = {Vα} definidos por Vα = ⋃
g∈G

g(stK(vα)).

Entonces Vα es G- invariante y cada intersección finita Vα0 ∩ ⋯ ∩ Vαp es homeomorfa a
G/H ×D donde D es el espacio contráıble stK/G(vα0) ∩⋯ ∩ stK/G(vαp).

2.6. Realización gruesa asociada a un G-complejo celular

El nervio de una cubierta buena equivariante tiene gran información de la estructura
G-homotópia de X.

Definición 2.6.1. Sea A un espacio simplicial. La realización geométrica gruesa de
A es el espacio topológico

∣∣A∣∣ ∶= (∐
n≥0

An ×∆n) / ∼

donde ∆n es el n-simplejo estándar y la relación es (∂i(x), t) ∼ (x, ∂i(t)), para ∂i ∶ ∆n Ð→
∆n+1 la inclusión como la i-ésima cara y ∂i ∶ An+1 Ð→ An la funcón cara para A.

Si A es un G-espacio simplicial, entonces la realización gruesa ∣∣A∣∣ lleva naturalmente
a una G-acción tal que ∣∣A∣∣ es un G-espacio.

Una función simplicial f entre espacios simpliciales A y A′ induce una función ∣∣f ∣∣ ∶
∣∣A∣∣ Ð→ ∣∣A′∣∣. Si f es una G-función simplicial entre G-espacios simpliciales, entonces ∣∣f ∣∣
es una G-función entre G-espacios topológicos.

Proposición 2.6.2. Sea A y A′ espacios simpliciales y sea f ∶ A Ð→ A′ una función
simplicial.

1. Si fn ∶ An Ð→ A′
n es una equivalencia homotópica para toda n, entonces ∣∣f ∣∣ ∶ ∣∣A∣∣Ð→

∣∣A′∣∣ es una equivalencia homotópica.

2. ∣∣A ×A′∣∣ es homotópicamente equivalente a ∣∣A∣∣ × ∣∣A′∣∣.

3. La i-ésima función de degeneraión ηi ∶ [n]Ð→ [n−1] induce una función si ∶ An−1 Ð→
An y si manda An−1 en An como una retracción. Si la inclusión si(An−1) ↪ An es
una cofibración cerrada para toda i y n, entonces ∣∣A∣∣ Ð→ ∣A∣ es una equivalencia
homotoṕıca.

La demostración se puede consultar [19].

Sea U = {Uα}α∈I una cubierta abierta de un espacio topológico X. Si σn = (α0, . . . , αn) ∈
N (U)n, denotamos por Uσn a la intersección finita no vaćıa Uα0 ∩ ⋯ ∩ Uαn . Sea XU la
ralización geométrica gruesa ∣∣NTop(U)∣∣, es decir,

XU =
⎛
⎜⎜
⎝

∐
n ≥ 0

σn ∈N(U)n

Uσn ×∆n
σn

⎞
⎟⎟
⎠
/ ∼

donde ∆n
σn es el n-simplejo estándar con vértices {vα0 , . . . , vαn} y la relación de equiva-

lencia es (∂i(x), t) ∼ (x, ∂i(t)), donde ∂i ∶ ∆n−1 Ð→∆n es la i-ésima función cara y ∂i es la
inclusión Uα0...αn Ð→ Uα0...α̂iαn . Sea π ∶∐

σn
(Uσn ×η σn)Ð→XU la proyección en el cociente.
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Proposición 2.6.3. Si U = {Uα}α∈I es una cubierta abierta localmente finita de un espacio
paracompacto X, entonces la realización geométrica gruesa XU = ∣∣NTop(U)∣∣ es homotópi-
camente equivalente a X.

Demostración. Para cada σn = (α0 . . . αn) ∈ N (U), sea pσn la composición de funciones

Uσn ×∆n
σn

p1 // Uσn
� � // X , donde p1 es la proyección en la primera componente. El

conjunto de funciones pσn induce una función

p ∶ ∐
n ≥ 0

σn ∈N(U)n

(Uσn ×∆n
σn)Ð→X

Se sigue que la función p preserva la relación de equivalencia, por lo cual existe una
función única q ∶XU Ð→X tal que qπ = p.

∐σn(Uσn ×∆n
σn)

p //

π

��

X

XU

q

::t
t

t
t

t
t

t
t

t
t

t

Para cada punto x ∈X, sea {α0, . . . , αn} el conjunto de todos los ı́ndices tal que x ∈ Uαi ,
es decir, x ∉ Uα para toda α /= α0, . . . , αn. Este conjunto es finito, ya que la cubierta es
localmente finita. Entonces la preimagen q−1(x) es justamente el n-simplejo {x}×∆n

α0...αn .

Por lo tanto, cada punto en q−1(x) puede ser representado como {x}×
n

∑
i=1

tivα, donde ti ≥ 0

y ∑ ti = 1.

Como X es paracompacto, existe una partición de la unidad subordinada {fα} a la
cubierta {Uα}. En particular, sop(fα) ⊂ Uα para cada α. Tomemos x ∈X y α = {α0, . . . , αn}
el conjunto de todos los ı́ndices tales que x ∈ Uαi . Entonces el conjunto de α tal que
fα(x) > 0 es un subconjunto de {α0, . . . , αn} y por lo tanto, es finito. Consideremos una
función s ∶X Ð→∐

σn
Uσn ×∆n

σn , xz→ {x}×∑ fαi(x)vαi ∈ Uα0...αn ×∆n
α0...αn ⊂∐

σn
Uσn ×∆n

σn ,

y sea r ∶X Ð→XU la composicion de π ○ s. Claramente q ○ r = IdX .

Verificaremos que r ○ q ≃ idXU , supongamos x pertenece al conjunto Uα0,...,αn y no
pertenece a otro Uα. Entonces los puntos y = {x} ×∑ tivαi y r(q(y)) = {x} ×∑ fαi(x)vαi
pertenece al simplejo con vértices vα0 , . . . , vαn . Aśı r(q(y)) es llevado homotópiamente a y
a lo largo del segmento que une estos puntos.

Proposición 2.6.4. Si U = {Uα}α∈I es una cubierta buena de un espacio topológico X,
entonces la realización gruesa XU = ∣∣N Top(U)∣∣ es homotópicamente equivalente a la rea-
lización normal ∣N (U)∣ del geométrica N (U).

Demostración. De la Proposición 2.6.2-(1), se sigue que si U es una cubierta buena, enton-
ces XU es homotópicamente equivalente a la realización gruesa ∣∣N (U)∣∣ con la topoloǵıa
discreta.

Por otra parte, como conjuntos simpliciales ∣∣N (U)∣∣ es homotópicamente equivalente a
∣N (U)∣ por la Proposición 2.6.2-(3).
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Corolario 2.6.5. Si U = {Uα}α∈I es una cubierta buena localmente finita de un espacio
paracompacto X, entonces la realización geométrica ∣N (U)∣ del nervio N (U)es homotópi-
camente equivalente a X.

Lema 2.6.6. Si A es un G-espacio simplicial, entonces la realización ∣A∣ y ∣∣A∣∣ heredan la
G-acciones tal que

∣AH ∣ = ∣A∣H y ∣∣AH ∣∣ = ∣∣A∣∣H

para todo subgrupo H de G.

Demostración. La inclusión AH ↪ A induce una función bien definida

∐
n

(AHn ×∆n) / ∼ Ð→∐
n

(An ×∆n) / ∼

cuyas imagenes son fijadas por H. Por otra parte, si a ∈ ∣A∣H (o a ∈ ∣∣A∣∣H), entonces a es la
clase de equivalencia de un elemento (x, t) ∈ AHi ×∆i para algún i, lo que indica a ∈ ∣AH ∣
(o a ∈ ∣∣AH ∣∣).

Teorema 2.6.7. Si U = {Uα}α∈I es una cubierta buena localmente finita de un G-complejo
celular de X, entonces la realización geométrica ∣N (U)∣ del nevio N (U) es G-homotópica-
mente equivalente a X.

Demostración. La realización ∣N (U)∣ es un G-espacio, ya que U es G-invariante. Con la es-
tructura natural de un complejo celular en una realización, ∣N (U)∣ llega a ser unG-complejo
celuar. Por lo tanto, es suficiente probar que ∣N (U)∣ es débilmente G-homotopicamente
equivalente a X, para lo cual probaremos que para algún subgrupo H de G, ∣N (U)∣H es
homotópicamente equivalente a XH .

Por definición, si U es una cubierta buena equivariante de X, entonces UH es una
cubierta buena de XH , aśı por el Corolario 2.6.5 ∣N (UH)∣ es homotópicamente equivalente
a XH . Pero N(UH) = N (U)H y por el Lema 2.6.6, tenemos

∣N (U)∣H = ∣N (U)H ∣ = ∣N (UH)∣ ≃XH .

Concluyendo, para cada G-variedad diferencial suave, existe una cubierta buena equiva-
riante tal que la realización geométrica del nervio de esta cubierta es G-homotópicamente
equivalente a la G-variedad diferencial.
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Sucesiones espectrales y sistemas
de Cartan-Eilenberg en K-teoŕıa

3.1. ¿Qué son las sucesiones espectrales?

El tema de las sucesiones espectrales tiene una reputación de ser dif́ıcil para el princi-
piante. Incluso G.W. Whitehead (citado en [14]) dijo: ”La maquinaria de sucesíıon espec-
trales, derivada de la obra algebraica de Lyndon y Koszul, parećıa complicada y oscura
para muchos topologos”.

David Eisenbud [8] sugiere que esto se debe a que el tema de las sucesiones espectrales
es elemental, pero la noción de sucesión espectral de un complejo involucra tantos objetos
e ı́ndices que lo hacen parecer a primera repulsivo.”

Comenta Chow en [6] que otros matemáticos hacen quejas similares por la cantidad de
sub́ındices y supeŕındices y en mi propia explicación, las sucesiones espectrales a menudo
no se enseña de la forma como se ha llegado a la definición. Por ejemplo, un excelente
art́ıculo de John McCleary ([14]) dice el lector necesita familiarizarse con la manipulación
de estos objetos sin el problema de sus oŕıgenes.”

Sin una comprensión de las sucesiones espectrales, uno se encuentra de forma natural
con estos misterios. Por el contrario, si uno no ve de donde vienen la notación no debeŕıa
ser un obstáculo.

Una buena referencia sobre la historia de las sucesiones espectrales y cómo se inventaron
es [15].

Afin de presentar una introducción sencilla de la teoŕıa sucesiones espectrales asumimos
en esta sección las siguientes hipótesis: Todos los grupos considerados seran espacios vecto-
riales de dimensión finita. Todos los grupos de cadenas son de dimensión finita y todas las
filtraciones (explicadas más adelante) tienen un número finito de niveles. Estas hipótesis
no se tienen en generalmente.

3.1.1. Complejos graduados

Los complejos de cocadenas que surgen “manera natural” frecuentemente se tiene una
estructura extra, además de un operador de cofrontera. Ciertas clases de estructuras extra
son particularmente comúnes, de modo que tiene sentido encontrar un método sistemático
para explotar tales caracteristicas.
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Consideremos el siguiente ejemplo, supongamos que tenemos el siguiente complejo de
cocadenas

⋯ dp−2 // Cp−1 dp−1 // Cp
dp // Cp+1 dp+1 // ⋯,

el cual es “graduado”, es decir, que cada Cp se descompone en una suma directa

Cp =
n

⊕
q=1

Cp,q.

más aun el operador cofrontera d respeta a la graduación, en el sentido de que dCp,q ⊂ Cp+1,q

para toda p y q. Entonces la graduación no permite encontrar la cohomoloǵıa por pequeñas
partes: calculando la homoloǵıa en cada grado de manera independiente y luego sumarla,
para aśı tener la cohomoloǵıa del complejo inicial.

Desafortunadamente, en la práctica no siempre podemos tener una graduación en nues-
tro complejo, lo que tenemos en su lugar es un complejo filtrado, es decir, cada Cp tiene
una sucesión anidada de submódulos

0 = Cp,0 ⊂ Cp,1 ⊂ ⋯ ⊂ Cp,n = Cp

y el operador cofrontera respecta la filtración en la sucesión en el sentido de

dCp,q ⊂ Cp+1,q, (3.1)

para toda p y q (el ı́ndice q es llamado el grado de la filtación).
Lo anterior sólo tiene sentido si 0 ≤ q ≤ n, pero atravez de este trabajo, consideremos

ı́ndices más alla de la frontera, asumiendo que los objetos en cuestión son cero, por ejemplo
C−1 = 0.

El complejo filtrado no es exactamente el mismo que el complejo gradiado original, pero
es sufientemente similar. Por lo cual nos podemos preguntar ¿Existe una manera similar
de descomponer los grupos de cohomoloǵıa de un complejo filtrado en una suma directa?
La respuesta es si, pero su realización es sorprendentemente complicada

El siguiente analisis nos llevará al concepto de sucesiones espectrales. Empecemos tran-
tando ingenuamente de reducir este problema a problemas más pequeõs ya resueltos pre-
viamente de complejos graduados. Para esto debemos expresar cada Cp como una suma
directa. Observemos que Cp no necesariamente es la suma de Cp,q, de hecho, Cp,n es todo
Cp. Sin embargo Cp es un espacio vectorial de dimensión finita, por lo cual podemos ob-
tener un espacio isomormo a Cp mediante su cociente por cualquier subespacio U y luego
agregando como sumando directo con U , es decir, Cp ≅ (Cp/U)⊕U . En particular pode-
mos considerar U = Cp,n−1, entonces podemos repetir este proceso para “descomponer” a el
mismo U en un sumando directo y continuar hasta concluir. Más formalmente, definimos

Ep,q0 ∶= Cp,q/Cp,q−1, (3.2)

para todo p y q. Entonces

Cp ≅
n

⊕
q=1

Ep,q0 . (3.3)

La ventaja de esta descomposicón de sumandos directos es que el operador cofrontera
d induce naturalmente un operador

d0 ∶
n

⊕
q=1

Ep,q0 Ð→
n

⊕
q=1

Ep+1,q
0 ,
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tal que d0Ep,q0 ⊂ Ep+1,q
0 para todo p y q.

Esto se debe a que dos elementos de Cp,q que difieren por un elemento en Cp,q−1 son
enviado a elementos de Cp+1,q−1 que difiere de un elemento dCp,q−1 ⊂ Cp+1,q−1 debido a
(3.1). Por lo tanto, obtenemos un complejo graduado que se descompone en n partes como
se sigue en el siguiente diagrama, el cual es llamado la página cero,

⋯ d0 // Ep−1,n
0

d0 // Ep,n0
d0 // Ep+1,n

0
d0 // ⋯

⋯ d0 // Ep−1,n−1
0

d0 // Ep,n−1
0

d0 // Ep+1,n−1
0

d0 // ⋯

⋮ ⋮ ⋮

⋯ d0 // Ep−1,1
0

d0 // Ep,10
d0 // Ep+1,1

0
d0 // ⋯

(3.4)

Ahora definimos Ep,q1 como el q-ésimo elemento graduado de la cohomoloǵıa de este com-
plejo:

Ep,q1 ∶=Hd(Ep,q0 ) =
ker d0 ∶ Ep,q0 Ð→ Ep+1,q

0

im d0 ∶ Ep−1,q
0 Ð→ Ep,q0

. (3.5)

Pensando aún ingenuamente podriamos esperar que

n

⊕
q=1

Ep,q1 (3.6)

sean la cohomoloǵıa de nuestro complejo original. Desafortunadamente esto es demasiado

fácil para ser verdad. Aunque cada termino en el complejo (⊕
q
Ep,q0 , d0), conocido como

el complejo graduado asociado de nuestro complejo filtrado (Cp, d) original, es isomorfo
al correspondiente termino de nuestro complejo original. Esto no garantiza que los dos
complejos serán isomorfos como complejos de cocadenas. Aśı, aunque ⊕

q
Ep,q1 corresponde

a la cohomoloǵıa del complejo graduado asociado, puedo no corresponder a la cohomoloǵıa
de nuestro complejo original.

El complejo graduado asociado está estrechamente relacionado con el complejo original,
que incluso su cohomoloǵıa no es exactamente lo que deseamos, esta representación una
aproximación razonablemente buena. Examinamos cuidadosamente para ver si podemos
arreglar el problema para manter las cosas lo más simples posibles. Consideremos el caso
n = 2, entonces el arreglo en el diagrama (3.4) sólo tiene dos niveles, que llamaremos el
”superior” (q = 2) y el “inferior” (q = 1).

El grupo de cohomoloǵıa Hp que realmente queremos Zp/Bp, donde Zp es el espacio
de cociclos en Cp y Bp es el espacio de cofronteras en Cp. Como Cp es filtrado, existe una
filtración natural en Zp y Bp:

0 = Zp,0 ⊂ Zp,1 ⊂ Zp,2 = Zp y 0 = Bp,0 ⊂ Bp,1 ⊂ Bp,2 = Zp.
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Queremos encontrar un camino natural para la descomposición Hp en una suma directa.
Como Cp no es una suma directa de Cp,1 y Cp,2, ya que observamos que Zp/Bp no es la
suma directa de Zp,1/Bp,1 con Zp,2/Bp,2. Nuevamente podemos usar el mismo truco de
tomar el cociente por el nivel “inferior”y entonces agregando como sumando directo al
nivel “inferior”, quedando la suma directa como

Zp

Bp
≅ Zp +Cp,1

Bp +Cp,1 ⊕
Zd ∩Cp,1

Bp ∩Bp,1

= Zp,2 +Cp,1

Bp,2 +Cp,1 ⊕
Zp,1

Bp,1
.

Ahora, podriamos esperar ingenuamente que

Ep,21 ≅ Z
p,2 +Cp,1

Bp,2 +Cp,1
(3.7)

y

Ep,11 ≅ Z
p,1

Bp,1
. (3.8)

y que incluso el númerador y el denominador en (3,7) y (3,8) sean precisamente los cociclos
y cofronteras en la definición de la ecuación (3.5) de Ep,q1 . Ya que la expresión (3.6) nos
daŕıa una descomposición de los sumandos directos deHd. Desafortunadamente, en general,
(3.7) y (3.8) no se satisfacen y es necesario hacer algunos ajustes.

Veamos primero el nivel “inferio” en Ep,11 . Los cociclos de Ep,11 son los ciclos en Ep,10 y
las cofronteras son la imagen I del operador

d0 ∶ Ep,10 Ð→ Ep+1,1
0 .

El espacio de cociclos en Ep,10 es Zp,1, el cual es el númerador de la ecuación (3.8). Sin
embargo la imagen I no es Bp,1, pues Bp,1 es la parte de Bd contenida en Cp,1 y mientras
que está contiene a I, pero también puede contener otras “cosas”. Especificamente el
operador d puede llevar algunos elementos x ∈ Cp+1 del nivel “superior” a el nivel “inferior”
mientras que en I sólo pertenecerán las de los elementos que inicialmente estaban en el
nivel “inferior”. Por lo tanto, Zp,1/Bp,1, es un cociente de Ep,11 .

Ahora veamos el nivel “superior” en Ep,21 . En este caso el espacio cofronteras de Ep,22

es Bp,2 + Cp,1, el cual corresponde al denominador de la ecuacioón (3.7). Sin embargo, el
espacio de cociclos en este caso es el kernel K del operador

d0 ∶ Ep,20 Ð→ Ep+1,2
0 ,

el cual por definición de E0, es el operador

d0 ∶ C
p,2

Cp,1
Ð→ Cp+1,2

Cp+1,1
.

Aśı vemos que K no sólo contiene cocadenas que bajo el operador d son env́ıadas a 0, si no
también contiene cualquier cocadaena que bajo el operador d es env́ıada del nivel “inferior”
a Cp+1,1.
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En contraste, los eslementos de Zp,2 + Cp,1 son más especiales: sus cofronteras son
cofrotneras de cocadenas que vienen en de Cp,1. Por lo tanto,

Zp,2 +Cp,1

Bp,2 +Cp,1

es un subespacio de Ep,21 , el subespacio de elementos cuyas cofronteras son las cofronteras
de elementos de Cp,1. Intuitivamente, el problema es que el complejo graduado asociado
sólo “ve” la actividad que se ĺımita a un solo nivel horizontal, todo por encima y por abajo
de este nivel es ignorado. Pero en el complejo original, el operador cofrontera d lleva las
cosas hacia abajo uno o más niveles (este no puede subir uno o más niveles porque d respeta
filtraciones) de modo que debe hacerse alguna corrección para niveles intermedios.

El surgimiento de la sucesión espectral. El hecho interesante que hace que la herra-
mienta de sucesiones espectrales funcione es que ambas de las correcciones comentados
anteriormente en la cohomoloǵıa de grupos de Ep,q1 pueden verse como grupos de cohomo-
loǵıa de grupos de cohomoloǵıa.

Notemos que d induce un operador natural, el cual lo llamaremos d1 de Ep,21 a E1
p+1,1

para toda p, pues la cofrontera de cualquier elemento en Ep,21 es un cociclo que pertenece

en Cp+1,1 y aśı esto define un elemento en Ep+1,1
1 . Los hechos principales, para n = 2, son

los siguientes:

Hecho 1 Si tomamos Ep,11 y formamos su cociente por la imagen de d1, entonces obtenemos

Zp,1

Bp,1
. Para ver esto, sólo basta verificar que la imagen de d1 corresponde a todas las

cofronteras que pertenecen a Cp,1.

Hecho 2 El kernel de d1 es un subespacio de Ep,21 isomorfismo a
Zp+1,2 +Cp+1,1

Bp+1,2 +Cp+1,1

De nuevo solo basta verificar que el kernel consiste de solo aquellos elementos cuya
cofrontera es igual a una cofrontera de algún elemento de Cp+1,1. Podemos visualizar estos
hechos en el siguiente diagrama, llamada la página uno,

0
d1

""E
EE

EE
EE

E 0
d1

##G
GG

GG
GG

GG 0
d1

##G
GG

GG
GG

GG 0

d1

""E
EE

EE
EE

EE
EE 0

⋯
d1

!!B
BB

BB
BB

BB
Ep−1,2

1

d1

""E
EE

EE
EE

E
Ep,21

d1

""E
EE

EE
EE

E
Ep+1,2

1

d1

!!B
BB

BB
BB

BB
B

⋯

⋯
d1

!!B
BB

BB
BB

BB
Ep−1,1

1

d1

""E
EE

EE
EE

E
Ep,11

d1

""E
EE

EE
EE

E
Ep+1,1

1

d1

!!B
BB

BB
BB

BB
B

⋯

⋯
d1

""E
EE

EE
EE

EE
E Ep−1,0

1

d1

##G
GG

GG
GG

GG
G

Ep,01

d1

##G
GG

GG
GG

GG
G

Ep+1,0
1

d1

""E
EE

EE
EE

EE
⋯

0 0 0 0 0

(3.9)

El diagrama (3.11) es una colección de complejos de cocadenas, estos no se encuentran de
manera horizontal como en el esquema (3.4), si no que se inclina hacia abajo en un angulo
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de 45○ y cada complejo tiene sólo dos terminos no tirviales. (Recordemos que nuestra
convención de indexación es diferente de la mayoria de los autores, por lo tanto, se verán
“asimetricas” relativas al diagrama (3.2)).

Si ahora definimos Ep,q2 como la cohomoloǵıa, es decir,

Ep,q2 ∶=Hd(Ep,q1 ) =
ker d1 ∶ Ep,q1 Ð→ Ep+1,q−1

1

im d1 ∶ Ep−1,q+1
1 Ð→ Ep,q1

, (3.10)

entonces de los hechos 1 y 2 se sigue que Ep,12 ⊕Ep,22 es la cohomoloǵıa correcta de nuestro
complejo filtrado original.

Para el caso n = 2, esto termina la historia. Aśı la sucesión E0,E1,E2 es la sucesión
espectral de nuestro complejo filtrado cuando n = 2. Podemos considerar E1 una aproxima-
ción de primer orden de la cohomoloǵıa deseada y E2 como una aproximación de segundo
orden, la cual (cuando n = 2) no sólo es una aproximación, sin o es la respuesta correcta.

¿Qué pasa si n > 2? Las definiciones (3.2), (3.5) y (3.10) aún tienen sentido, pero ahora
E2 no nos daŕıa la cohomoloǵıa correcta, porque E2 sólo tiene encuenta las iteraciones entre
niveles adyacentes en el diagrama (3.4), pero d potencialmente puede llevar las cosas a dos
o más niveles. Por lo tanto, necesitamos considerar terminos adicionales E3,E4, . . . ,En.
Por ejemplo, para definir E3, podemos verificar que d induce un operador natural, llamado
d2 de Ep,q2 a Ep+1,q−2

2 para todo p y q. Se obtiene un diagrama similar a (3.11), con la
diiferencia de (E2, d

2) en lugar de (E1, d
1) y con cada flecha bajando dos niveles en lugar

de uno, quedando aśı la página 2.
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(3.11)

Entonces Ep,q3 es el ker d2/im d2 en Ep,q2 . En general, tenemos que Er tiene flechas que

decendiente r niveles, las cuales son etiquetadas por drp,q de Ed,pr a Ed+1,p−r
r y aśı Er+1 es
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definido como la cohomoloǵıa de (Er, dr). Se puede verificar que para todo n, Hd ≅⊕
p
Ep,qn

es una generalización conceptual directa de las ideas que ya hemos visto, cf. [14]

En analisis, el valor de tener una serie de aproximaciones convergiendo a una cantidad
de interés es familiar para todo matemático. Esta aproximación es especialmente valioso
cuando el primer par de términos contiene la mayor parte de la información.

Observemos que resultados similares se aplican a las sucesiones espectrales. Un
fenómeno común es en el que una cantidad grande de Ep,qr y/o los operadores cofrontera
dr se anula para valores pequeños de r.

Esto hace que la sucesión espectral se estabilizae o colapse rápidamente, permitiendo
que sea realitivamente fácil calcular la cohomoloǵıa. Ilustrando este hecho bosquejando la
prueba de la [11, Demostración 2].

Esto está lejos de ser una aplicación “popular” de sucesiones espectrales, pero tiene
gran ventaja de requerir muy pocos conocimientos preliminares para entenderlo.

3.2. Aplicación

El objetivo de este trabajo es mostrar de manera expĺıcita la construcción de un sistema
de Cartan-Eilenberg para los grupos de K-teoŕıa equivariante de unaG-variedad diferencial,
con G un grupo finito. Dicho sistema define una sucesión espectral cuya segunda página
es dada por la cohomoloǵıa de Čech asociada a la pregavilla de los grupos locales de
representaciones. El contenido del resto de este caṕıtulo se encuentra en el art́ıculo [9].

3.3. Sistemas de Cartan-Eilenberg

A continuación presentaremos la construcción general de un sistema de Cartan-
Eilenberg (cf. [2]) y [14, p. 59]). Mostramos también algunos ejemplos clásicos.

Sea H = {H(p, q)} una familia de módulos, uno por cada pareja de enteros (p, q) tales
que ∞ ≤ p ≤ q ≤ ∞. La familia H es llamada un sistema de Cartan-Eilenberg si satisface
los siguientes axiomas:

CE-1. Existen homomorfismos

η ∶H(p′, q′)→H(p, q)

si p ≤ p′ y q ≤ q′.

CE-2. Para una terna de enteros −∞ ≤ p ≤ q ≤ r ≤∞ existe un homomorfismo de conexión.

CE-3. La aplicación H(p, q)→H(p, q) está dada por la identidad.

CE-4. Si p ≤ p′ ≤ p′′ y q ≤ q′ ≤ q′′, entonces el siguiente diagrama es conmutativo:

H(p′′, q′′) //

&&MM
MMM

MMM
MM

H(p, q)

H(p′, q′)

99rrrrrrrrrr
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CE-5. Para p ≤ p′, q ≤ q′ y r ≤ r′, el siguiente diagrama es conmutativo:

H(p′, q′) //

��

H(q′, r′)

��
H(p, q) // H(q, r)

CE-6. Para −∞ ≤ p ≤ q ≤ r ≤∞, la siguiente sucesión es exacta:

⋯ // H(q, r) // H(p, r) // H(p, q) δ // H(q, r) // ⋯

CE-7. Para cada q fijo,

H(q, q) // H(q − 1, q) // ⋯ // H(p, q) // H(p − 1, q) // ⋯

tiene como ĺımite directo a H(−∞, q).

Denotamos por H(p) a H(p,∞) y por H a H(−∞,∞). Definimos

Zpr = Im (H(p, p + r)→H(p, p + 1))
Bp
r = Im (H(p − r + 1, p)→H(p, p + 1))

Epr = Zpr /Bp
r

Lo anterior define una sucesión espectral que cuando converge, lo hace a H.

Ejemplo 3.3.1 (Módulos diferenciales filtrados). Todo módulo graduado A con dife-
rencial d y filtración F pA, define un sistema de Cartan-Eilenberg mediante H(p, q) =
H(F pA/F qA). ▽

Ejemplo 3.3.2. Sea X un espacio topológico y {Xp} una familia de subespacios definida
para todo entero p, tal que Xp ⊂Xp+1, X−∞ = ∅ y X∞ =X. Definimos

H(p, q) =∑n
Hn(Xq,Xp),

donde Hn(Xq,Xp) corresponden a los grupos de cohomoloǵıa de la pareja (Xq,Xp) respec-
to a alguna teoŕıa de cohomoloǵıa fija. En este caso, la familia H = {H(p, q)} no siempre
define un sistema da Cartan-Eilenberg, siendo el axioma (CE-7) el que no necesariamente
se satisface. Sin embargo, en el caso de cohomoloǵıa celular H∗ y complejos CW con filtra-
ción por esqueletos, dicha familia H define efectivamente un sistema de Cartan-Eilenberg
(cf. [4]). ▽

3.4. K-teoŕıa equivariante

En esta sección introducimos la definición del funtor de K-teoŕıa equivariante, sus gru-
pos relativos y superiores, y sus correspondientes propiedades cohomológicas. El contenido
de esta sección está basado en [10] y [11].

A lo largo de estas notas, G denotará un grupo finito yH un espacio de Hilbert complejo
separable de dimensión infinita.
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La K-teoŕıa topológica compleja fue introducida por M. F. Atiyah y F. Hirzebruch
(cf. [4]) alrededor de 1959, basándose en el trabajo de A. Grothendieck y R. Bott. Fue
definida en un sentido geométrico, a saber, como la construcción de Grothendieck aplicada
al monoide de clases de isomorfismo de haces vectoriales complejos de rango finito. Ésta
viene a ser el primer ejemplo de una teoŕıa de cohomoloǵıa generalizada, es decir, una teoŕıa
que satisface todos los axiomas de Eilenberg-Steenrod para una teoŕıa de cohomoloǵıa (cf.
[6]), excepto el axioma de la dimensión. Como tal, por el Teorema de Representabilidad
de Brown, es representable y de manera independiente Atiyah y Jänich probaron que un
modelo para su correspondiente Ω-espectro está dado por el espacio de operadores de
Fredholm Fred(H), sobre un espacio de Hilbert separable de dimensión infinita H.

Más precisamente, del Teorema de Atiyah-Jänich tenemos que la K-teoŕıa de un com-
plejo celular finito X satisface

K0(X) ≅ [X,Fred(H)].

De manera análoga, se define la K-teoŕıa equivariante de un espacio en la presencia de una
acción (cf. [13] y [14]).

Definición 3.4.1. Sean G un grupo finito y X un G-complejo celular finito. La K-teoŕıa
G-equivariante de X se define como el grupo

KG(X) ∶= π0 (C(X; Fred(HG))G) ,

cuyos elementos corresponden a clases de homotoṕıa de funciones G-equivariantes de X a
HG ∶=H⊗L2(G).

La G-acción sobre Fred(HG) está dada mediante la G-acción en HG.

Es importante señalar que el modelo de Fred(HG) considerado aqúı1 consiste del con-
junto de parejas de operadores de Fredholm (A,B) tales que AB−1 y BA−1 son compactos,
con la topoloǵıa sobre Fred(HG) inducida por el encaje

(A,B)z→ (A,B,AB − 1,BA − 1)

en B×B×K×K, con B el espacio de operadores acotados en HG con la topoloǵıa compacto-
abierto y K el espacio de operadores compactos con la topoloǵıa de la norma.

3.4.1. El grupo de representaciones lineales

Veamos el caso particular de la K-teoŕıa G-equivariante del espacio que consta de sólo
un punto. Para ello recordaremos brevemente la definición del grupo de representaciones.
Para una exposición más detallada puede consultarse [cap. III,10], aśı como el enfoque
presentado en [Sec. 6,14].

Si V es un espacio vectorial complejo de dimensión finita, una aplicación ρ ∶ G→ Aut(V )
es llamada una representación (lineal) de G si ρ(x)ρ(y) = ρ(xy), para todos x, y ∈ G y
ρ(1) = IdV .

Dos representaciones ρ1 ∶ G → Aut(V1) y ρ2 ∶ G → Aut(V2) se dicen ser linealmente
equivalentes si existe un isomorfismo de espacios vectoriales f ∶ V1 → V2 tal que ρ2(g) =
fρ1(g)f−1 para todo g ∈ G.

Es fácil ver que podemos tomar la suma directa de cualesquiera dos representaciones
lineales y ésta es nuevamente una representación lineal. Esta suma se extiende de manera
obvia a las clases de equivalencia lineal.

1En [1], M. Atiyah y G. Segal denotan este espacio por Fred′(HG).
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Definición 3.4.2. Definimos M(G) como el monoide de clases de isomorfismos lineales
de representaciones lineales de G, respecto a la suma directa. Denotamos por R(G) el grupo
de Gothendieck asociado a M(G).

Por otro lado, si T ∶ HG Ð→ HG es un operador de Fredholm G-equivariante, entonces
los subespacios KerT y CokerT son de manera natural G-representaciones de dimensión
finita, y su diferencia es un elemento del grupo R(G), lo cual induce el homomorfismo

ind ∶KG(∗) → R(G)
T z→ KerT −CokerT

De hecho el homomorfismo ind es un isomorfismo.

3.4.2. Grupos relativos y superiores de K-teoŕıa equivariante

Para definir los grupos relativos de K-teoŕıa equivariante (cf. [2]) usaremos la construc-
ción del espacio fibra homotópica.

Recordemos que si ϕ ∶ AÐ→ B es cualquier aplicación continua, su fibra homotópica es
definida como

Eϕ ∶= {(a, f) ∈ A ×B[0,1] ∣ f(0) = ϕ(a)}.

Tal espacio tiene la propiedad de que la aplicación Eϕ Ð→ B definida por ev1 ∶ (a, f) z→
f(1) es una fibración (cf. [10]), cuya fibra es denotada por Fϕ y es llamada la fibra ho-
motópica de f , la cual expĺıcitamente está dada por

(Fϕ)b0 = {(a, f) ∈ A ×B[0,1] ∣ f(0) = ϕ(a), f(1) = b0}

para algún punto base b0 ∈ B.

Definición 3.4.3. Sea G un grupo finito y (X,A) una G-pareja complejos celulares. En-
tonces, dada la aplicación de restricción

C(X; Fred(HG))G
res // C(A; Fred(HG))G ,

y Fres(X,A) la correspondiente fibra homotópica, definimos los grupos relativos de K-teoŕıa
equivariante por

KG(X,A) ∶= π0(Fres(X,A)).

Por otro lado, como el elemento Id ∈ Fred(HG) es fijado bajo U(HG), se sigue que
C(X; Fred(HG))G tiene un punto base distinguido y podemos hablar sobre grupos supe-
riores de homotoṕıa.

Definición 3.4.4. Sea G un grupo finito y (X,A) una G-pareja de complejos celulares.
Definimos

K−i
G (X) ∶= πi(C(X; Fred(HG))G).

Asimismo, definimos
K−i
G (X,A) ∶= πi(Fres(X,A))

con Fres(X,A) la fibra homotópica de la restricción

C(X; Fred(HG))G
res // C(A; Fred(HG))G .
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3.4.3. Propiedades cohomológicas

Los grupos de K-teoŕıa equivariante satisfacen ciertas propiedades, de tal manera que
le dan una estructura de teoŕıa de cohomoloǵıa generalizada. La demostración de estas
propiedades puede consultarse en el art́ıculo G. Segal [10].

Sea G-Top2 la categoŕıa cuyos objetos consisten de parejas de G-complejos celula-
res (X,A). En la categoŕıa G-Top2, un morfismo f ∶ (X,A) Ð→ (Y,B) consiste en una
aplicación G-equivariante f ∶ (X,A)Ð→ (Y,B), entre parejas de G-complejos celulares.

De modo que tenemos una aplicación G-equivariante entre los correspondientes espacios
de funciones C(X,A; Fred(HG))Ð→ C(Y,B; Fred(HG)) que desciende a un homomorfismo
al nivel de los grupos de homotoṕıa (Definición 3.4.4) y por lo tanto, tenemos el homomor-
fismo

f∗ ∶K−i
G (X,A)Ð→K−i

G (Y,B).

Una homotoṕıa entre dos aplicaciones f, g ∶ (X,A)Ð→ (Y,B) es una aplicación

(X,A) × [0,1]Ð→ (Y,B)

con π ∶ (X,A)×[0,1]Ð→ (X,A) dada por la proyección, tal que la restricción a (X,A)×{0}
es f y la restricción a (X,A) × {1} es g.

La correspondencia

K−i
G ∶ (X,A)z→ K−i

G (X,A)

es un funtor homotópico contravariante de la categoŕıa G-Top2 a la categoŕıa de grupos
abelianos.

El funtor de K-teoŕıa equivariante satisface las siguientes propiedades cohomológicas:

Invarianza homotópica. Si f, g ∶ (X,A)Ð→ (Y,B), son aplicaciones homotópicas, entonces

f∗ = g∗ ∶K−i
G (Y,B)Ð→K−i

G (X,A).

Sucesión exacta larga. Existe la siguiente sucesión exacta larga

⋯Ð→K−i
G (X,A)Ð→K−i

G (X)Ð→ K−i
G (A)Ð→K−i+1

G (X,A)Ð→ ⋯

⋯Ð→K0
G(X,A)Ð→K0

G(X)Ð→K0
G(A)

Aditividad. Si (X,A) =∐λ(Xλ,Aλ), entonces

K−i
G (X,A) ≅ // ∏λK

−i
G (Xλ,Aλ) .

Escisión. Si Z ⊂ A es un G-subcomplejo celular contenido en el interior de A, entonces

K−i
G (X,A) ≅ // K−i

G (X ∖Z,A ∖Z) .
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El axioma de la dimensión para una teoŕıa de cohomoloǵıa h∗ establece que hn(∗) = 0
para n ≠ 0. Sin embargo, en el caso de los grupos de K-teoŕıa equivariante esto no se
cumple, pues de hecho el Teorema de Periodicidad de Bott establece que

K−i
G (X) ≅K−i−2

G (X). (3.12)

Este resultado se sigue por la existencia de una equivalencia homotópica entre Fred(HG) y
Ω2Fred(HG) la cual, al ser U(H)-equivariante (cf. [11]), induce una equivalencia homotópi-
ca entre Fred(HG) y Ω2Fred(HG) de la cual se sigue el isomorfismo (3.12).

Debido a esta propiedad de periodicidad, esta teoŕıa no puede cumplir el axioma de la
dimensión que caracteriza a una teoŕıa de cohomoloǵıa, sagún los axiomas de Eilenberg-
Maclane, pero al cumplir el resto de los axiomas antes enlistados y usando Periodicidad de
Bott para definir los K-grupos para todo entero mediante

Ki
G(X,A) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

K0
G(X,A) si i es par,

K−1
G (X,A) si i es impar,

se sigue que la K-teoŕıa equivariante es una teoŕıa de cohomoloǵıa generalizada sobre la
categoŕıa G-Top2.

En la siguiente sección se presentará una filtración del G-espacio X asociada a una
cubierta, de tal manera que la sucesión espectral inducida por el correspondiente sistema
de Cartan-Eilenberg converge a la K-teoŕıa equivariante de X y además, los términos
iniciales son relativamente más sencillos respecto a la filtración por esqueletos; ésto último
se presentará en la Sección 3.6.

3.5. La filtración asociada a una cubierta

Dado el G-espacio X y

U = {Ui}Ni=0 (3.13)

una G-cubierta finita de subconjuntos abiertos de X, construiremos un espacio asociado
WU de tal manera que K∗

G(WU) ≅K∗
G(X).

La construcción de este espacio fue dada por G. Segal en [3]y [11].

Sea N (U) el nervio de la cubierta U , esto es, un complejo simplicial finito cuyos sim-
plejos son los subconjuntos de la forma {0 ≤ i0 < i1 < ⋯ < in ≤ N} tales que

Ui0 ∩Ui1 ∩⋯ ∩Uin ≠ ∅,

y ∣NU ∣ su realización geométrica. Aśı mismo, usaremos la notación

Uσn = Ui0 ∩Ui1 ∩⋯ ∩Uin .

Definimos WU como el subespacio abierto

⋃
0≤i≤N

Uσn × ∣σn∣ (3.14)

del producto X × ∣NU ∣ y w ∶WU Ð→X la proyección en el primer factor.

48



Sucesiones espectrales y sistemas de Cartan-Eilenberg en K-teoŕıa

Por otro lado, sea Xp el conjunto de puntos x ∈ X que se encuentran contenidos en al
menos p + 1 elementos distintos de U , esto es, x ∈ Uσp para algún σp. Como la cubierta es
finita, con N elementos, se tiene que Xp = ∅ para p ≥ N, esto es,

XN =XN+1 =XN+2 = ⋯ = ∅.

De tal manera que tenemos una filtración de X por subespacios,

X =X0 ⊃X1 ⊃X2 ⊃ ⋯ ⊃XN−1 ⊃XN = ∅,

la cual, mediante w ∶ WU Ð→ X induce una filtración sobre WU , a saber, Wp = w−1(Xp).
De modo que tenemos el diagrama conmutativo,

∐(Uσp , Uσp ∩Xp+1) × ∣σp∣ //

��

(Wp,Wp+1)

��
∐(Uσp , Uσp ∩Xp+1) // (Xp,Xp+1)

cuyas aplicaciones horizontales son dadas por homeomorfismos relativos G-equivariantes y
la aplicación vertical de la izquierda del diagrama es una G-equivalencia homotópica.

De lo anterior, se sigue que

K∗
G(Wp,Wp+1) ≅K∗

G(Xp,Xp+1)

para todo p. Luego, como los grupos Ep,q1 = Kp+q
G (Wp,Wp+1;P ) son triviales para p ≥ N y

para p < 0, se sigue que el primer término de la sucesión espectral que éstos definen, está
localizada en N columnas en el plano cartesiano, desde la columna p = 0 hasta la columna
p = N − 1. Luego, las diferenciales

dr ∶ Ep,qr Ð→ Ep+r,q−r+1
r

son todas triviales para r ≥ N y por lo tanto la sucesión espectral converge en el término
N.

Aśı, hemos demostrado el siguiente resultado.

Lema 3.5.1. K∗
G(WU) ≅K∗

G(X).

Este lema es importante para la demostración del Teorema 3.6.1 que se presenta en la
siguiente sección.

3.6. Sucesión espectral para K-teoŕıa equivariante

En esta sección mostraremos cómo el sistema de Cartan-Eilenberg asociado a la K-teoŕıa
equivariante del espacio WU relativo a la G-cubierta de X define una sucesión espectral
cuya segunda página es dada por la cohomoloǵıa de Čech asociada a la pregavilla de los
grupos locales de K-teoŕıa.
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Teorema 3.6.1. Sea G un grupo finito y X un G-complejo celular finito. Dada una G-
cubierta finita U = {Ui}Ni=0 de subconjuntos abiertos de X, existe una sucesión espectral
Ep,qr tal que

Ep,q2 = Ȟp(U , Ǩq)

y convergente a Kp+q
G (X), donde Ǩq es la pregavilla U ↦Kq

G(U).

Demostración. Al espacio WU , definido en (3.14), podemos asociarle una filtración

W 0 ⊂W 1 ⊂ ⋯ ⊂WU

dada por
W p ∶= ⋃

0≤i≤p
Uσi × ∣σi∣,

esto es, la imagen inversa del p-esqueleto de ∣NU ∣. A esta filtración le corresponde un sistema
de Cartan-Eilenberg y en consecuencia una sucesión espectral convergiendo aK∗

G(WU) cuyo
primer término está dado por Kp+q

G (W p,W p−1). Luego, a fin de reformular este primer
término y poder expresarlo en forma más expĺıcita aplicamos el funtor K∗

G(−) a la sucesión

X ∐Uσ0oo ∐Uσ1oo oo ∐Uσ2⋯oooo
oo

donde las flechas son dadas por inclusión y obtenemos la sucesión

K∗
G(X) // ∏K∗

G(Uσ0) //// ∏K∗
G(Uσ1) ////// ∏K∗

G(Uσ2)⋯

donde los morfismos en la sucesión son dados por restricciones.
Definimos

Ep,q1 =Kq
G(Ap), donde Ap ∶=∐Uσp .

Luego, si ∆p es el p-simplejo estándar y ∆̇p su (p− 1)-esqueleto, de la terna (Ap ×∆p,Ap ×
∆̇p,Ap ×∆p−1) obtenemos la sucesión exacta

0Ð→Kp+q−1
G (Ap × ∆̇p,Ap ×∆p−1)Ð→Kp+q

G (Ap ×∆p,Ap × ∆̇p)Ð→ 0,

esto es, un isomorfismo

Kp+q
G (Ap ×∆p,Ap × ∆̇p) ≅Kp+q−1

G (Ap × ∆̇p,Ap ×∆p−1),

y usando el principio de escisión en la pareja (Ap × ∆̇p,Ap ×∆p−1), tenemos

Kp+q−1
G (Ap × ∆̇p,Ap ×∆p−1) ≅Kp+q−1

G (Ap ×∆p−1,Ap × ∆̇p−1)

en consecuencia

Kp+q
G (Ap ×∆p,Ap × ∆̇p) ≅Kp+q−1

G (Ap ×∆p−1,Ap × ∆̇p−1)

e inductivamente, se sigue que

Ep,q1 ≅Kp+q
G (Ap ×∆p,Ap × ∆̇p).

Luego, de las propiedades cohomológicas de la K-teoŕıa equivariante y la equivalencia
homotópica relativa (Ap ×∆p,Ap × ∆̇p)Ð→ (W p,W p−1), se sigue que,

Ep,q1 ≅Kp+q
G (W p,W p−1).
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Por lo tanto, de la conmutatividad del diagrama

Ep,q1

dp,q1 //

≅
��

Ep+1,q
1

≅
��

Kp+q
G (W p,W p−1)

δp,q1 // Kp+q+1
G (W p+1,W p)

obtenemos que la sucesión espectral Ep,qr converge a K∗
G(WU).

Finalmente, si Ǩq es la pregavilla U ↦Kq
G(U), entonces por definición se sigue que

Ep,q2 ≅ Ȟp(U , Ǩq).

Del teorema anterior se deduce que d2 = 0 y entonces E2 = E3.
Por otro lado, si G es finito y X es una G-variedad diferencial, podemos tomar una

cubierta abierta equivariantemente contráıble U y cuyas intersecciones arbitrarias no vaćıas
sean también G-contráctiles, entonces para cada abierto Ui ∈ U se tiene

λi ∶KG(Ui)
≅ // R(Gi)

con Gi el subgrupo de isotroṕıa de Ui; y en una doble intersección Ui ∩Uj ,

KG(Ui) //

λi ≅
��

KG(Ui ∩Uj)

λij ≅
��

KG(Uj)oo

λj ≅
��

R(Gi) // R(Gij) R(Gj)oo

de modo que si los morfismos en el renglón inferior son tomados de tal manera que ha-
cen conmutar cada diagrama, entonces son dados por res ∶ R(Gi) Ð→ R(Gij). Sobre las
intersecciones múltiples se cumplen las propiedades análogas.

De lo anterior, tenemos un morfismo de cadenas

K∗
G(X) // ∏K∗

G(Uσ0) ////

��

∏K∗
G(Uσ1) // ////

��

∏K∗
G(Uσ2)⋯

��
∏R(Gσ0) //// ∏R(Gσ1) ////// ∏R(Gσ2)⋯

(3.15)

de tal manera que las correspondientes cohomoloǵıas de Čech son isomorfas y en conse-
cuencia la sucesión espectral inducida por este complejo de cadenas converge a Kp+q

G (X)
y por lo tanto tenemos el siguiente resultado.

Proposición 3.6.2. Sea G un grupo finito y X un G-complejo celular finito. Entonces
existe una sucesión espectral Ep,qr tal que

Ep,q2 =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

Ȟp(U ,R(−)) si q es par

0 si q es impar

y convergente a Kp+q
G (X).
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Apéndice A

Elementos de Teoŕıa de Categoŕıas

El concepto de categoŕıa fue introducido por Samuel Eilenberg y Saunder Mac Lane
en 1942, fue un paso importante a la teoŕıa de homoloǵıa.

El desarrollo de la teoŕıa se debe a la necesidad del álgebra homológica y más tarde a
necesidades axiomáticas en la geometŕıa algebraica.

A.1. Categoŕıas

Definición A.1.1. Se dice que C es una categoŕıa si tiene:

1. una clase de objetos la cual denotaremos con C0,

2. para todo par de objetos de C0 , digamos A, B ∈ C0, tendremos un conjunto de
morfismos de A en B, el cual denotaremos por C(A,B) ó C1(A,B),

3. para todo A, B, C ∈ C0 y para todo morfismo f ∈ C(A,B) y g ∈ C(B,C) se cumplen
las siguientes propiedades:

a) existe h ∈ C(A,C) tal que h = g ○ f , se tiene una ley de composición, es decir,

C(A,B) × C(B,C) Ð→ C(A,C)
(f, g) z→ g ○ f,

b) k ○ (g ○ f) = (k ○ g) ○ f para todo k ∈ C(A,C),

c) para cada A ∈ C0 existe un morfismo IA ∈ C(A,A) tal que para todo f ∈ C(A,B)
y g ∈ C(B,A) se tiene que

f ○ IA = f y IA ○ g = g.

Ejemplo A.1.2. A continuación presentaremos algunos ejemplos clasicos de categoŕıas,
en los cuales solamente especificaremos los objetos y morfismos de las distintas categoŕıas.

1. La categoŕıa Sets, que consta de todos los conjuntos y aplicaciones entre ellos.

2. La categoŕıa Top, que consta de todos los espacios topológicos y aplicaciones conti-
nuas entre ellos.
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3. La categoŕıa Gr, que consta de todos los grupos y los morfismos entre ellos.

4. La categoŕıa Ab, que consta de todos los grupos abelianos y sus morfismos son los
homomorfismos entre éstos.

5. La categoŕıa An, que consta de todos los anillos y sus morfismos son las aplicaciones
entre éstos.

6. La categoŕıa Anc, que contiene a todos los anillos conmutativos y sus morfismos son
las aplicaciones contrinuas entre ellos.

7. La categoŕıa AP , donde (P,≤) es un conjunto parcialmente ordenado. Los objetos
serán los elementos de P y los morfismos están determinados para cualesquiera dos
objetos X, Y ∈ AP0 , de la siguiente forma:

AP(X, Y ) = { (X,Y ) si X ≤ Y,
φ en otro caso.

8. Dada una categoŕıa C, definimos a la categoŕıa opuesta Cop como aquella categoŕıa
que consta de los mismos objetos de C, pero los morfismos para cada par de objetos
A,B ∈ C0 son C(B,A).

9. La categoŕıa ModR de todos los módulos derechos sobre un anillo R con unidad,
junto con sus homomorfismos de módulo. Análogamente para los módulos izquierdos,

RMod.

Ejemplo A.1.3. Sea G un grupo. La categoŕıa de los espacios topológicos en donde G
actúa, denotada por G − Top, es aquella en la cual los objetos son los G-espacios y los
morfismos son las funciones continuas equivarinates.

Observamos que si la acción de G es trivial, entonces la categoŕıa G−Top coincide con
la categoŕıa Top.

Ejemplo A.1.4. Sea G un grupo, X = {x} un conjunto con un solo elemento, sobre el
cual actúa G. Definimos la categoŕıa G, donde los objetos es el elemnto x y los morfismos
están determinados por los elementos de G.

Ahora observemos que efectivamente es una categoŕıa:

probaremos que existe un elemento h ∈ G tal que para cada g1, g2 ∈ G se cumple la
ley de composición descrita en la definicón. Sean g1, g2 ∈ G, x ∈X entonces

(g1, g2)(x) = g1 ⋅ g2 ⋅ x
= (g1 ○ g2) ⋅ x

luego definimos g = g1 ○ g2, teniendo aśı

(g1, g2)(x) = g ⋅ x,
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ahora probemos que se cumple la ley de asociatidad. Sean g1, g2, g3 ∈ G, x ∈ X
entonces

(g1, g2 ○ g3)(x) = g1 ⋅ (g2 ○ g3) ⋅ x
= g1 ⋅ g2 ⋅ g3 ⋅ x
= (g1 ○ g2, g3)(x),

por último probaremos que existe un morfismo I tal que

g ○ I = g y g ○ I = g.

Sean e, g ∈ G, x ∈X entonces

(g, e)(x) = g ⋅ e ⋅ x
= (g ○ e) ⋅ x
= g ⋅ x
= g(x)

y

(e, g)(x) = e ⋅ g ⋅ x
= (e ○ g) ⋅ x
= g ⋅ x
= g(x),

haciendo I = e tenemos lo que se buscaba probar, donde ○ es la operacion en G.

Antes de introducir la noción de funtor, esto es, aplicaciones entre categoŕıas, introdu-
ciremos la siguiete noción.

Definición A.1.5. Dada una categoŕıa C, diremos que A ∈ C0 es:

1. inicial si para todo B ∈ C0, si existe un único morfismo f ∈ C(A,B),

2. final si para todo B ∈ C0, si existe un único morfismo f ∈ C(B,A),

3. cero si es inicial y final a la vez.

Definición A.1.6. Dada una categoŕıa C y objetos A, B ∈ C0, diremos que un morfismo
f ∈ C(A,B) es un:

1. monomorfismo si para todo C ∈ C0 y para todos g, h ∈ C(C,A), f ○g = f ○h implica
que g = h,

2. epimorfismo si para todo C ∈ C0 y para todos g, h ∈ C(B,C), g ○ f = h ○ f implica
g = h,

3. isomorfismo si existe g ∈ C(B,A) tal que f ○ g = IB y g ○ f = IA,

4. endomorfismo si A = B,

5. automorfismo si f es un isomorfismo y A = B.
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A.2. Funtores

De la misma manera como relacionamos los elementos de la categoŕıa con morfismos
entre ellos, deceamos relacionar una categoŕıas con otra, para lo cual se tiene la siguiente
definición.

Definición A.2.1. Sean C y C′ dos categoŕıas. Un funtor covariante F ∶ C → C′ es una
regla de asociación que cumple lo siguiente:

1. para cada objeto A ∈ C0 hay un objeto A′ ∈ C′0 tal que F (A) = A′,

2. para cada morfismo f ∈ C(A,B) hay un morfismo en C′(F (A), F (B)),

F (f) ∶ F (A)→ F (B)

tal que

F (f ○ g) = F (f) ○ F (g) y F (1A) = 1A′

Definición A.2.2. Sean C y C′ dos categoŕıas. Un funtor contravariante F ∶ C → C′ es
una regla de asociación que cumple lo siguiente:

1. para cada objeto A ∈ C0 hay un objeto A′ ∈ C′0 tal que F (A) = A′

2. para cada morfismo f ∈ C(A,B) hay un morfismo en C′(F (B), F (A)),

F (f) ∶ F (B)→ F (A)

tal que

F (f ○ g) = F (g) ○ F (f) y F (1A) = 1A′

Ejemplo A.2.3. Los siguientes dos ejemplos son básicos en esta teoŕıa.

1. Sea C una categoŕıa, entonces I ∶ C Ð→ C el funtor identidad, es un funtor covariante.

2. Dada una categoŕıa C y D una subcategoŕıa C, definimos el funtor inclusión i ∶ D ↪ C
de manera obvia. Este funtor es covariante.

El siguiente ejemplo lo hemos desarrallodo más ya que será útil para el desarrollo de
este trabajo.

Ejemplo A.2.4. Sea C, donde los objetos son los subconjuntos finitos y los morfismos
estan dados por inclusiones. N = (N,N1), donde N1 es un conjunto parcialmente ordenado.

Definiremos el siguiente funtor. Sea A ∈ C0 y #(A) la cardinalidad del conjunto enton-
ces:

F ∶ A Ð→ #(A).

Lo cual implica que si A ⊂ B entonces #(A) < #(B), claramente observamos que F es un
funtor covariante.
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Ejemplo A.2.5. Sea X,Y un G-conjuntos y H-conjunto respectivamente. Definimos la
categoŕıa C = [X/G], donde los objetos son los elementos de X y los morfismos como la
acción de G en X, de manera análoga para D = [Y /H], entonces defineremos el funtor
entre las categoŕıas de la siguiente manera

F ∶ C Ð→ D.

Sea f ∶ X Ð→ Y una función φ-equivariante, donde φ ∶ G Ð→ H es un morfismo de grupos
y g ∶ (G ×X)Ð→ (H × Y ), entonces sea a, b ∈ G se sigue el siguiente diagrama:

x

a

��

f //

ba

��

f(x)

φ(a)
��

φ(ba)

��

a ⋅ x

b

��

f // f(a ⋅ x)

φ(b)
��

b ⋅ (a ⋅ x) f // f(b ⋅ (a ⋅ x))

observemos que f(a ⋅ x) = φ(a) ⋅ f(x), ya que f es φ − equivariante, luego

f(b ⋅ (a ⋅ x)) = φ(b) ⋅ f(a ⋅ x)
= φ(b) ⋅ (φ(a) ⋅ f(x))
= (φ(b)φ(a)) ⋅ f(x)
= (φ(ba)) ⋅ f(x),

lo cual muestra que F es un funtor covariante.

Definición A.2.6. Dados dos categoŕıas C y D, diremos que un funtor covariante F ∶
C Ð→ D es:

1. pleno si para todos A,B ∈ C0, F ∣C(A,B) es sobreyectivo,

2. fiel si para todo A,B ∈ C0, F ∣C(A,B) es inyectivo,

3. plenamente fiel si para todo A,B ∈ C0, F ∣C(A,B) es biyectivo,

4. denso si para todo A′ ∈ D0, existe A ∈ C0 tal que B es isomorfismo a F (A).

Diremos que un funtor covariante F ∶ C Ð→ D es isomorfismo categorico si existe G ∶ D Ð→
C tal que G ○ F = IC y F ○G = ID.

A.3. Transformaciones naturales

Definición A.3.1. Sea C y D dos categoŕıas y F,G ∶ C Ð→ D dos funtores, una trans-
formación natural t de F a G es una colección de morfismos tA ∶ F (A) Ð→ G(A) en D,
tal que para cualequier morfimo f ∶ A Ð→ B en C, G(f) ○ tA = tB ○ F (f), es decir, hace
conmutar el siguiente diagrama
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F (A)

F (f)
��

tA // G(A)

G(f)
��

F (B) tB // G(B)

entonces se le llama a tA ∶ F (A)Ð→ G(B) natural en A.

Definición A.3.2. Sean C y D dos categoŕıas, F,G ∶ C Ð→ D funtores y t ∶ F Ð→ G una
transformación natural. Diremos que t es equivalencia natural o isomorfismo natural si
tA ∶ F (A)Ð→ G(A) es un isomorfismo para todo A ∈ C. Si pasa lo anterior F y G se dicen
equivalentes en forma natural.

Definición A.3.3. Sean C y D dos categoŕıas, F,G ∶ C Ð→ D funtores y t ∶ F Ð→ G una
transformación natural. Diremos que F es equivalencia si existe un funtor G ∶ D Ð→ C tal
que G ○ F,1 ∶ C Ð→ C son equivalentes de forma natural y F ○G,1 ∶ D Ð→ D también son
equivalentes en forma natural. Si F es una equivalencia, diremos que las categoŕıas C y D
son equivalentes.

Diremos que una categoŕıa es una categoŕıa pequeña si su clase de objetos es un
conjunto.

Si C es una categoŕıa pequeña y D cualquier categoŕıa, podemos hablar de la categoŕıa
de todos los funtores F ∶ C Ð→ D y lo denotaremos D C .

Ejemplo A.3.4. Retomando el ejemplo A.2.5, sean F,G ∶ [X/G] Ð→ [Y /H] funtores,
tales que F = (f, φ) y G = (g,ψ) (f, g ∶ X Ð→ Y y φ,ψ ∶ G Ð→ H). Sea η ∶ F Ð→ G,
entonces se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

f(x)
φ(a) //

ηx

��

f(a ⋅ x)
ηa⋅x
��

= φ(a) ⋅ f(x)

g(x)
ψ(a) // g(a ⋅ x) = ψ(a) ⋅ g(x)

es decir,

ψ(a) ⋅ ηx(f(x)) = ηa⋅x(φ(A) ⋅ f(x)),

o de manera equivalente,

ψ(a) ⋅ g(x) = g(a ⋅ x).
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Por lo tanto tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

○
f(x)

φ(a)

��

η

!!

○
φ(a) ⋅ f(x)

ηa⋅x

��

○
x

a

��
○

a ⋅ x

(f,φ) 33

(g,ψ) ++ ○
g(x)

ψ(a)

II

○
ψ(a) ⋅ g(x)

En el siguientes definiciones aplicaremos los conceptos de categoŕıa, funtor y transfor-
mación natural.

Definición A.3.5. Si X es un espacio topológico, una pregavilla sobre X es una pareja
de familias (F , r) que consta de:

1. una familia F = {f(U) ∶ U es abierto en X}

2. una familia de r = {rUV ∶ f(U)Ð→ f(V ), con U ⊂ V conjuntos abiertos de X} tal que
cumple las siguientes propiedades:

a) rUU = 1U ,

b) rUW ○ rVW si U,V,W son abiertos tales que W ⊂ V ⊂ U .

Se suele escribir F en vez de (F , r), los homomorfismos rUV se llaman homomor-
fismos de restricción.

Definición A.3.6. Si F y G son pregavillas sobre X, entonces un morfismo de prega-
villas

h ∶ F Ð→ G

es una colección de aplicaciones

{hU ∶ F(U) ∶ longrightarrowG(U) ∶ U es un abierto en X}

tal que hace conmutar el siguiente diagrama

F(U) hU //

rUV

��

G(U)

rUV

��
F(V ) hV // G(V )
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Definición A.3.7. Si F y G son pregavillas de un grupo X, diremos que F es una sub-
pregavilla de G, lo denotaremos F ⊂ G, si se cumple lo siguiente:

1. para cada abierto U ∈X, F(U) ⊂ G(U) es un subgrupo,

2. si U ⊂ V son abiertos de X, entonces el morfismo F(U) Ð→ F(V ) es la restricción
del morfismo G(U)Ð→ G(V ).

Definición A.3.8. Si F y G son pregavillas de un grupo X y F es una subpregavilla de
G, la pregavilla cociente, G/F , esta dada por:

1. para cada abierto U ⊂X, definimos

(G/F)(U) ∶= G(U)/F(U),

2. si V ⊂ U son abiertos de X, los morfismos G(U)Ð→ G(V ) y F(U)Ð→ F(V ) inducen
un morfismo (G/F)(U)Ð→ (G/F)(V ).

Notemos que si f ∶ F Ð→ G es un morfismo de pregavillas, entonces:

1. kerf ⊂ F e una subpregavilla,

2. imf ⊂ G es una subpregavilla,

3. cokerf = G/imf es una pregavilla cociente.

Definición A.3.9. Una pregavilla F sobre un espacio topológico X es llamada gavilla
si para cualquier conjunto abierto U ⊂ X y cualquier familia de subconjuntos abiertos
{Ui}i∈I = {Ui ∶ Ui ⊂ U} tal que {Ui}i∈I cubre a U , se satisface las siguietes condiciones:

1. si s, t ∈ F(U) y rUUi(s) = r
U
Ui

(t) para toda i ∈ I, entonces s = t,

2. si si ∈ F(Ui) para i ∈ I y si para cada i, j ∈ I tal que Ui ∩Uj /= ∅, se tiene que

rUiUi∩Uj(si) = r
Uj
Ui∩Uj(sj),

entonces existe s ∈ F(U) tal que rUUi(s) = si para toda i.

Para consultar más información ver [10].
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