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Introduccion

Dado un conjunto dirigido (I, =), un sistema proyectivo en una categoria C consiste
en una coleccion de objetos {X;}ic; v morfismos

fi,j ZX]'—>XZ' \V/Zj],

que cumplen condiciones de compatibilidad (ver definicion 2.1.2). En el caso particular,
cuando los objetos de un sistema proyectivo son variedades algebraicas y los morfismos son
mapeos algebraicos es llamado variedad proalgebraica. Estas han mostrado tener utilidad
en distintas areas de las matemaéticas, una de las mas conocidas viene dada por M. Gromov
en [7] y [8], donde se estudia la dindmica de un mapeo algebraico f : V' — V considerando

el sistema proyectivo

Lvdvd..

Asociado a cualquier sistema proyectivo, tenemos la nocion de limite proyectivo (ver defi-
nicion 2.1.3). En algunas categorias (grupos abelianos, anillos, espacios topologicos, entre
otros) el limite proyectivo

m X

de un sistema proyectivo siempre existe.

Dada una variedad torica normal X, para cada m,n € N tales que n | m, podemos
definir
Pmm : C— C

dada por z — 2™/, Estas a su vez inducen mapeos algebraicos
mn - X = X,

y definen un sistema proyectivo. El limite proyectivo de éste, denotado por Xg, es llamado
completacion proalgebraica de la variedad torica X.

En la primera parte de [1| de A. Verjovsky y J.M. Burgos, se estudia precisamente el
limite Xq de un sistema proyectivo de variedades toricas normales. Mas particularmente,
describen su categoria de haces vectoriales. El objetivo principal de esta tesis es poder
dar una descripcion geométrica de Xq, obteniendo resultados analogos a los ya conocidos
sobre variedades toricas normales. A continuacién describimos la estructura de este tra-
bajo.



VI

En el primer capitulo se presentan algunas nociones basicas sobre las variedades afines
(complejas) y variedades algebraicas (complejas) en general. Luego, se introduce el con-
cepto de variedad torica como una variedad X dotada con la accion de un toro algebraico
T (ver definicion 1.2.8), asi como distintas formas de construirlas. Resultara de especial
intereés la construccion a partir de abanicos, en cuyo caso se obtienen variedades toricas
normales.

En el segundo capitulo se define el solenoide algebraico Cg como un limite proyectivo de
toros 1-dimensionales, y se estudian algunas propiedades de éste. Veremos que el solenoide
algebraico tiene estructura de laminacidn, en el sentido de [11].

En el tercer capitulo, empezamos introduciendo el concepto de toro proalgebraico
(CH)", que resulta ser el limite proyectivo de toros algebraicos (C*)". La estructura de
laminacion en el solenoide algebraico Cf permite obtener también una estructura de la-
minacion en (Cg)".

Luego, generalizamos al caso de las variedades toricas normales para obtener asi la com-
pletacion proalgebraica de una variedad torica normal. El hecho de que la variedad torica
X viene dotada con una accién de su toro 7', implica que su completacion Xg admite una
accién de la completacion T del toro.

Cuando X7 es la variedad asociada al abanico F, existe una biyeccion entre las 6rbitas de
la accion de su toro algebraico 1"y los conos o € F, y mas atin, cada una de estas o6rbitas
es por si misma un toro algebraico. El resultado principal de este trabajo (teorema 3.3.5)
muestra que hay una biyeccion entre las érbitas en Xq de la accion del toro Tgp y los conos
en el abanico F, y ademés orbitas de dicha acciéon son a su vez toros proalgebraicos.



Capitulo 1

Variedades toricas

1.1. Nociones basicas sobre variedades algebraicas

En este capitulo presentamos las herramientas basicas para definir y construir varie-
dades toricas. Se trata de material clasico de variedades algebraicas, por lo que omitimos
las pruebas de los resultados pero el lector puede consultar 9] y [5] para los detalles. Mas
alin, a menos que se especifique lo contrario nos restringiremos a trabajar con variedades
definidas sobre el campo C de los ntimeros complejos.

1.1.1. Variedades afines

Consideremos el espacio afin C" (en principio como un conjunto). Los elementos del
anillo de polinomios A := C|xy, ..., x,] se pueden pensar como funciones de C" en C. De
esta manera, dado un subconjunto 7' C A, se define el conjunto de ceros de 7', como el
subconjunto del espacio afin donde se anulan todos los elementos de T, denotado

V(T) :={(a1,...,an) € C" | f(ay,...,a,) =0 para todo f € T'}.

Notese que si (T') representa al ideal de A generado por los elementos de 7', entonces
V(T) = V((T)). Mas aun, el Teorema de la base de Hilbert implica que cualquier ideal
de A tiene un namero finito de generadores. Asi, V(T') se puede expresar como los ceros
en comun que tiene el conjunto finito de polinomios que generan a (7).

Definiciéon 1.1.1. Un subconjunto V' de C" es una variedad afin (compleja) si existe
un subconjunto 7' C A tal que V = V(7).

Observacion 1.1.2. En algunas referencias, como por ejemplo en |9], el término variedad
afin se refiere a subconjuntos de la forma V' = V(T') que ademés tienen la propiedad de
ser irreducibles (ver definicion 1.1.6).

La siguiente proposicion, la cual se sigue de las propiedades de los ideales en el anillo
A, nos permite definir una topologia en el espacio afin C".

Proposicion 1.1.3. La union de dos variedades afines es nuevamente una variedad afin.
La interseccion de una familia de variedades afines es una variedad afin. El espacio com-
pleto y el vacio son variedades afines O

Se define entonces la topologia de Zariski en el espacio afin C", tomando como
subconjuntos abiertos los complementos de las varidades afines. Por tanto, toda variedad
afin V tiene una topologia inducida por la de Zariski en C", ademéas de por supuesto la
topologia inducida por la usual en C™.
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Dada variedad afin V' C C", se tiene asociado el ideal
I(V):={f e A]| f(p) =0 para todo p € V}
del anillo de polinomios A. Se define el anillo coordenado de V' como el cociente
CV] = A/L(V),

cuyos elementos pueden ser intepretados como funciones polinomiales definidas en V' que
toman valores en C, es decir, hay una biyeccion entre C[V] y el conjunto

{(f:V—=C]|feA.

Notese que C[V] es de hecho una C-algebra, lo que quiere decir que tiene estructura de
C-espacio vectorial, y ésta es compatible con su estructura de anillo. Mas atn, este tipo
de C-algebras pueden caracterizarse de la siguiente manera:

Proposicion 1.1.4. Una C-dlgebra R es isomorfa al anillo coordenado de una variedad
afin V' si y solo si R es una C-dlgebra finitamente generada sin elementos nilpotentes no
nulos. U

Los ideales de C[V] se corresponden con subconjuntos de V' de acuerdo a las siguientes:
Definicién 1.1.5. Sea V una variedad afin.

(i) Para cualquier ideal I de C[V], se define
Vv(I):={peV | f(p) =0 para todo f € I}.
Al conjunto Vy (I) le llamaremos subvariedad de V' definida por 1.

(ii) Para cada subconjunto W C V| se define el ideal asociado

I, (W) :={f € C[V] | f(p) =0 para todo p € W}.

Como veremos en la proposicion 1.1.8, las correspondencias anteriores definen biyec-
ciones, al restringirnos a ideales radicales. Mas aun, los ideales primos se corresponden a
subconjuntos irreducibles:

Definiciéon 1.1.6. Un subconjunto no vacio V' de un espacio topolégico X es irreducible,
si éste no puede ser expresado como la union V = V; U V5 de dos subconjuntos propios,
cada uno de ellos cerrado en V. El conjunto vacio no se considera irreducible.

Ejemplo 1.1.7.
= El espacio afin es irreducible.
= Los subconjuntos unipuntuales del espacio afin son irreducibles.

» Cualquier subconjunto abierto no vacio de un espacio irreducible, es irreducible y
denso.
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» SiV es un subconjunto irreducible de X, su cerradura V en X es también irreducible.
Proposicién 1.1.8. Sea V C C" una variedad afin.

(i) (Nullstellensatz para C[V]). Si I es cualquier ideal de C[V], entonces

Iy (Vy (1) = VI = {[f] € C[V] | [f]™ € I para algin m € N}.

(11) Las correspondencias

Iy

{Subvariedades afines W C V'} ~ {Ideales radicales I C C[V]}

son biyecciones que invierten las inclusiones y son inversas una de la otra. Mds aun,
una subvariedad es irreducible si y solo si su ideal asociado es primo.

(111) Bajo la corresponencia en (i), puntos de V' se corresponden con ideales mazimales

de C[V].
La demostracion de esta proposicion se encuentra en [/[, teorema 5, § 4, cap 5. U

Sea V una variedad afin y p € V. De la proposiciéon anterior tenemos que

{feCVl| fp) =0}

es un ideal maximal de C[V]. Mas atn, todos los ideales maximales del anillo C[V] son
de esta forma. Por esta razén podemos escribir

V' = Spec(C[V]),

donde Spec(C[V]) denota el conjunto de ideales maximales de C[V]. De esta manera
podemos definir de manera abstracta el concepto de variedad afin como Spec(R), donde
R es una C-algebra que satisface las condiciones de la proposicion 1.1.4.

Observacion 1.1.9. En general, para un anillo A (conmutativo con 1), se define su
espectro Spec A como el conjunto de ideales primos, y se le puede dotar con una topologia
de Zariski (ver por ejemplo [9]), para la cual los puntos cerrados de Spec A se corresponden
con los ideales maximales de A. En este trabajo nos centraremos en un estudio geométrico,
donde solamente nos interesaran los puntos cerrados de una variedad. Por esta razon
usamos esta notacion para el conjunto de ideales maximales.

Ahora definiremos la nociéon de dimensiéon para variedades afines. Podemos dar una
definicién para espacios topologicos en general:

Definicion 1.1.10. Sea X es un espacio topoldgico. Se define la dimensioén de X, de-
notada dim X, como el supremo de todos los enteros n, tal que existe una cadena

ZyC Zy C...C Zy,

de subconjuntos distintos, irreducibles y cerrados de X. Se define ademéas la dimensién
de una variedad afin, como la dimensién de ésta como espacio topoléogico.
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Ejemplo 1.1.11.
» La dimension del espacio afin C™ (con la topologia de Zariski) es n.
» Si U es un abierto de una variedad afin V entonces dim U = dim U.

Las variedades que nos interesan principalmente en este trabajo tienen la propiedad
de ser normales. Para definir esta propiedad necesitamos la siguiente:

Definiciéon 1.1.12. Sea R un dominio entero con campo de fracciones K. Diremos que
R es integralmente cerrado si cada elemento de K que es raiz de un polinomio moénico
en R[z| pertenece a R.

Ejemplo 1.1.13.
» Cualquier dominio de factorizaciéon tnica es integralmente cerrado.

= Si R es integralmente cerrado y S es cualquier subconjunto multiplicativo de R, se
cumple que la localizaciéon Rg es integralmente cerrado.

Definiciéon 1.1.14. Una variedad afin irreducible V' es normal, si su anillo coordenado
C[V] es integralmente cerrado.

Ejemplo 1.1.15. El espacio afin C" es una variedad afin normal ya que su anillo coor-
denado, el anillo de polinomios C[xy, ..., x,], es un dominio de factorizacion tunica.

A continuacién veremos que algunos subconjuntos abiertos de Zariski en una variedad
afin V' C C" son por si mismos variedades afines. Sean f € C[V] — {0} y

Vi={peV | [flp)#0}=V-V(f)

claramente es abierto en V. La notacion V(f) tiene sentido ya que los ceros de f en V
coniciden con los ceros en V' de cualquier representante de f. Supongamos que I(V') esta
generado por los polinomios fi,.,,, fs y consideremos una nueva variable w. Entonces

W :=V(fi,.... [, 1— fw) CC"xC

es una variedad afin, y la proyeccion C* x C — C" envia de manera biyectiva a W en el
abierto V;. De esta manera podemos identificar a V; con la variedad afin W C C" x C.

Cuando V es irreducible, se puede probar que V; = Spec(C[V]), donde C[V]; es la
localizacion en f del anillo coordenado de V', es decir,

ClVly={g/f € C(V) | g € C[V],r = 0},

con C(V) el campo de fracciones del dominio entero C[V] (o campo de funciones raciona-
les).

Ejemplo 1.1.16. El toro n-dimensional es el abierto
C)"=C"=V(xy---x,) CC",
y es una variedad afin normal e irreducible con anillo coordenado

Clz1, .o, Tnleyoe, = Clatt, ..., x3.
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Definicién 1.1.17. Dada una variedad afin V' = Spec(R) y un abierto de Zariski U C V|
se dice que una funciéon ¢ : U — C es regular si para todo p € U, existe f, € R tal que
p € Vs, v dlv,, € Ry,. Entonces se define el anillo

ﬂ;(U) ={¢:U — C| ¢ es regular}.
La condicion p € V, significa que f,(p) # 0, y al decir Qﬁ]vfp € Ry, se refiere a que

a
¢ = —m;

p

para algin a, € Ry m, > 0.
Cuando U =V se cumple que QE(V) = R, es decir, el anillo de funciones regulares en V'
es precisamente el anillo coordenado de V.

Definiciéon 1.1.18. Sean Vi, V5 variedades afines y U; C Vi, U; C V5 abiertos de Zariski.
Una funcion @ : Uy — U, es un morfismo si la correspondencia

pr— pod
define un homomorfismo de anillos

O : (4, (Us) — G (Uy).

Algunas propiedades de los morfismos entre variedades afines son las siguientes (para
la demostracion ver [9])

Proposicién 1.1.19.

» St U es una abierto en una variedad afin V', entonces

oU)={¢:U = C | ¢ es morfismo},
es decir, las funciones requlares en U son precisamente los morfismos de U en C.

» La composicion de dos morfismos es un morfismo y la identidad en una variedad
afin V' es un morfismo.

s La inclusion W C U entre dos abiertos en una variedad afin V' es un morfismo.

= Los morfismos son funciones continuas en la topologia de Zariski.
O

Observemos que el segundo punto de la proposicion anterior establece que esta no-
cion de morfismo nos permite definir la categoria de variedades afines. En esta categoria
tenemos la siguiente nocién de isomorfismo:

Definicion 1.1.20. Diremos que un morfismo ® : U; — U; es un isomorfismo si ¢ es
biyectivo y su inverso ®~! : Uy — U; es un morfismo.
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Si V; = Spec(R;) es una variedad afin, para i = 1,2, y ® : V; — V5 es un morfismo,
entonces se induce un homomorfismo de C-élgebras ®* : Ry — R;. Reciprocamente, un
morfismo entre los anillos coordenados induce un morfismo entre las respectivas variedades
afines (tomando la imagen inversa de los ideales maximales en R;). Mas atn, tenemos la
siguiente:

Proposicion 1.1.21. Dos variedades afines Vi, Vo son isomorfas si y solo si sus anillos
coordenados los son como C-dlgebras.

O

1.1.2. Variedades algebraicas

Definiremos ahora el concepto de variedad algebraica (compleja), la cual se obtiene al
“pegar” variedades afines complejas. Consideremos una coleccion finita {V,,}, de varieda-
des afines. Supongamos que para cada pareja «, 3 tenemos abiertos de Zariski Vg, C V,

e isomorfismos ggq : Vo — Va,s que satisfacen las siguientes condiciones de compatibili-
dad:

(1> Va,a == Va Y Ga,a = [dVa;
(i) gap= gﬁ_i para todo «, 3; y
(il1) 98,0(Vaa NViya) =Vaps N V8 Y Gra = 01,8 ° 9sa €1 Vaa NV, 4 para todo «, G, 7.

Sea Y = | |, Vo y definimos la relacién de equivalencia ~ en Y como a ~ b si y solo
sia € V,, b € Vg para alguna pareja o, con gs.(a) = b. Construimos entonces al
espacio cociente X := Y/ ~ dotado con la topologia cociente inducida. Al espacio X se
le denomina variedad algebraica compleja (o simplemente variedad).

Observacion 1.1.22. Para cada «, sea
Uy =A{lz] € X 1z € V,},

el cual es un abierto en X y la correspondencia x +— [z] define un homeomorfismo V,, = U,,,
el cual permite dotar a U, con estructura de variedad afin. Asi, X localmente se mira
como una variedada afin y a los abiertos U, se les denomina piezas afines de X.

Como en el caso afin, una variedad X viene equipada con dos topologias: la usual
inducida en cada pieza afin; y la topologia de Zariski, cuyos subconjuntos abiertos de
Zariski son precisamente aquellos que se restringen a abiertos de Zariski en cada pieza
afin. Los subconjuntos cerrados de Zariski son llamados subvariedades de X.

Observacion 1.1.23. Notemos que una variedad algebraica X es en particular un espacio
topologico, por lo que podemos hablar de variedades irreducibles (definicion 1.1.6) y de
su dimension dim X (definicion 1.1.10)

Sea U un abierto de Zariski de una variedad X, y sea W, = h;}(UNU,) C V,,
donde h es el homeomorfismo descrito en la observacion 1.1.22. Una funcién f: U — C
es regular si

tha\Wa:Wa—HC
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es regular para todo a. Las condiciones de compatibilidad aseguran que ésto esta bien
definido, por lo que podemos considerar el anillo de funciones regulares en U

(% (U) :={¢:U — C | ¢ es regular}.

Definicion 1.1.24. Sea p un punto en una variedad X. Para Uj, U, vecindades de p,
decimos que dos funciones regulares f; : Uy — Cy fy : Uy — C son equivalentes,
denotado f; ~ fy, si existe una vecindad U C U; N U, de p tal que fi|y = fa|y. Esto
define una relacion de equivalencia y definimos el anillo local de X en p como

%y ={f:U—C|U es una vecindad de p en X}/ ~

Observacion 1.1.25. Para cada punto p en una variedad X, el anillo ﬂ;(,p es en efecto
un anillo local, y su tinico ideal maximal es

m, = {¢ € Ck, | 6(p) = 0}.

Si X = Spec(R) es afin e irreducible, entonces su anillo coordenado R es integralmen-
te cerrado si y s6lo si el anillo local ﬂi—,p es integralmente cerrado para todo p € X
(proposicion 3.0.11 de [5]).

La segunda parte de esta observacién permite definir la nociéon de normalidad para
una variedad algebraica cualquiera.

Definiciéon 1.1.26. Sea X una variedad algebraica compleja, entonces X es normal si
es irreducible y el anillo local ﬂxyp es integralmente cerrado para todo p € X.

Se tiene la siguiente proposiciéon inmediata.

Proposicion 1.1.27. Sea X wuna variedad wrreducible cubierta por abiertos afines V.
Entonces X es normal si y sdlo si cada V, es normal.

O

Ejemplo 1.1.28. Sea n € N y consideremos la accién de C* en C"™! — {0} dada por
A (20,00 2n) 1= (A20y ooy AZp),

para A € C* y (29,...,2,) € C"™ — {0}. Se define el espacio proyectivo P", como el
espacio de orbitas

(cm = {o})/C,

en el cual, la clase de (2o, ..., z,) se denota por [2o;...; 2, ).

Si p = [z0;...; 2], entonces cualquier (n + 1)-tupla en la érbita p, es llamado conjunto
de coordenadas homogéneas de p.

Consideramos a P" con la topologia inducida por la de Zariski en C*™! — {0} y definimos,
para cada ¢ = 0, ..., n, el abierto

Ui = {[z0;...;20] €P" | z; # 0}.
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Estos cubren completamente al espacio proyectivo, cada uno homeomorfo a C™ via

20 Zi—1 Zi+1 Zn
[20; .5 2n] — (—,..., ) ey —

Zi Zi Zi Zi

para ¢ = 0, ...,n. Por lo tanto, cada

U; = Spec (C [@, e $¢—1’ Tet1 e ﬁ})

es una variedad afin. Para ¢ # j, “pegamos” estas copias de C" como sigue. Tenemos
subconjuntos abiertos

e isomorfismos
i+ (Ui)zi = (Uj) =
z; Zj
ya que ambos dan el mismo conjunto abierto U; N U; en P". De esta manera, el espacio
proyectivo P™ es una variedad normal de dimension n (ejercicio 2.7, cap. I, de [9]).
En la seccién 1.3 veremos que el espacio proyectivo es una variedad torica

Definicién 1.1.29. Sean X, Y variedades con cubiertas afines X = J, Ua, Y = U, Up.
Un morfismo ¢ : X — Y es una funcién Zariski continua tal que la restriccion

®|Uaﬂ¢'71(U£}) . Ua N q)_l(Ué) — Ué
es un morfismo en el sentido de la Definicion 1.1.18, para todo «, . Un morfismo
XY

se denomina isomorfismo si es biyectivo y su inverso ! : Y — X es un morfismo.

Observacion 1.1.30. Se puede probar que la definiciéon de morfismo es independiente de
las cubiertas abiertas afines. También, una funcién ¢ : X — C es un morfismo si y soélo si
¢ es una funcion regular en X, ie. ¢ € (% (X).

Concluiremos esta seccion definiendo el producto de dos variedades. Esta es una ma-
nera de construir una nueva variedad a partir de dos ya dadas:

Ejemplo 1.1.31. Sean
Vi C C™ = Spec(Clxy, ..., xm]), Vo C C" = Spec(Clyy, ..., Yn])

variedades afines y supongamos que I(Vy) = (f1, ..., fs) y I(Va) = (g1, ..., ;). En principio,
los polinomios f; dependen de x, ..., ,, y los polinomios g; dependen de vy, ..., y,, pero
considerando tanto a f; como a g; como polinomios en las variables z1, ..., T, Y1, ..; Ym,
es posible definir la variedad afin

Vi X ‘/2 = V(fh "'7f87917 "'791) C Cm«#n'
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En general, si X = U Uy, Y = U U é son variedades, es posible definir una nueva variedad

B
X x Y “pegando” los productos U, x U é de la siguiente manera: para cada U, existe un
abierto Uy o C U, e isomorfismos

(&)
9o’ o - Ua’,a — Ua,a’

para todo . De igual forma, para cada Uj existe un abierto U, é,ﬁ C Uj e isomorfismos

956 Us g = Usgr
para todo ’. Entonces la funcion
go/,a X 96175 : Uo/,a X Uﬂ’ﬂ — Ua,o/ X Uﬂ,ﬁ’

es un isomorfismo que satisface las condiciones de pegado en la definiciéon de variedad
para cualesquiera o, o/, 3, 3.

1.2. Variedades toricas afines

Un toro (algebraico), es por definicion cualquier variedad afin 7" isomorfa a (C*)™ para
algin n. Como (C*)™ es un grupo abeliano mediante la multiplicacién componente a com-
ponente, cualquier toro 7" adquiere una estructura de grupo mediante dicho isomorfismo.
Asociados a cada toro hay dos grupos: el de caracteres y el de subgrupos de un pardmetro.

Definicién 1.2.1.

1. Un caracter de un toro 7', es un morfismo de variedades x : T'— C* que es ademés
un homomorfismo de grupos.

2. Un subgrupo de un parametro de un toro 7', es un morfismo de variedades
A:C—>T
que es ademéas un homomorfismo de grupos.
Ejemplo 1.2.2. Si T'= (C*)", cada m = (ay, ..., a,) € Z" define un caracter
X" (CH = C
dado por
X" (try oy ty) = 90200

Mas atin, dicha correspondencia entre puntos de Z" y caracteres de T' = (C*)" es biyectiva
(obs. 22.5.4 [11]). Por tanto, el conjunto de caracteres de (C*)" es un Z-modulo libre de
rango n, con la operaciéon inducida

/7

Xm . Xm _ Xm-‘,—m” m’ml /i
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Por otra parte, cada v = (by, ..., b,) € Z™ define un subgrupo de un parametro
AV Cr = (C)”
del toro n-dimensional, dado por
Ne(t) = (8. thm).
Asi como en el caso de los caracteres, la correspondencia
u = A"

es biyectiva, y por lo tanto los subgrupos de un parametro del toro n-dimensional forman
un Z-moédulo libre de rango n.

Definicion 1.2.3. Le llamaremos latice a cualquier Z-modulo libre de rango finito.

En general, si ¢ : T =) (C*)™ es un isomorfismo de variedades que le da estructura de
toro a T'y M es el conjunto de caracteres de T', entonces se tiene una correspondencia
biyectiva

M, — M, X" x"o00¢,

donde M,, representa el latice de caracteres de (C*)". Por tanto, dado cualquier toro 7,
sus caracteres forman un latice de rango igual a la dimension de 7. De manera anéloga, el
conjunto N de subgrupos de un pardmetro forma un latice de rango igual a la dimension
de T

Dado un toro 7', es posible definir de manera natural un emparejamiento bilineal
(,): MxN—=Z

de la siguiente manera: si Y™ es un caracter y A* un subgrupo de un pardmetro de T, la
composicién Y™ o A\* : C* — C* es un caracter de C*, el cual esta dado por t — t! para
algin [ € Z. Entonces podemos definir

(m,u) = 1.

Ejemplo 1.2.4. Si T = (C*)", m = (a1, ...,a,) € Z" y u = (b1, ...,b,) € Z", entonces

n

(m,u) = Z a;b;,

=1
i.e., el emparejamiento es el producto interior usual.

El emparejamiendo que hemos definido identifica a N con Homy(M,Z) y a M con
Homy (N, Z). Por tanto, todo toro T tiene asociados dos latices duales entre si: el de ca-
racteres M y el de subgrupos de un parametro N.

Notaciéon. Dado m = (ay,...,a,) € Z", escribiremos m € M identificando m con el
caracter Y : T — C*, descrito anteriormente. Similarmente, si u € Z", escribimos u € N
refiriéndonos al subgrupo de un parametro \* : C* — T.
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Proposicion 1.2.5. Sea N un ldtice de rango n y M := Homgz(N,Z) su dual. Entonces,
para cualquier Z-mddulo A se tienen isomorfismos de Z-mdodulos

N @z A= A" = P A= Homy(M, A).

Demostracion. Supongamos que el conjunto {eq,...,e,} es una base para N. Cualquier
clemento © € N ®z A tiene una representacion unica de la forma x = )"  e; ® a;, con
a; € A. Definimos

N®ZA—>An, Z6i®&ii—> (al,...,an),
=1

el cual claramente es un isomorfismo de Z-modulos.
Por otro lado, como N es isomorfo a su dual M = Homy(N,Z) via la correspondencia

n
Zuiei — (61' — ul)
i=1

con u; € 7, se tiene que M es un latice de rango n. Sea {e7, ...e } base para M. Definimos
Y A" — Homgz (M, A), (ai,...,an) — (e — a;).
Claramente ¥ es un homomorfismo de Z-moédulos y

¢ : Homg (M, A) = A", v (v(€]), ..., v(€}))

es su Inverso. N

Observacién 1.2.6. Dado un toro 7' con latice de subgrupos de un parametro N, el
resultado anterior implica que se obtiene un isomorfismo

N®,C =T,

dado por
u®t— A(t).

De esta manera, se acostumbra escribir un toro como 7. También, si M es el latice de
caracteres del toro T se obtiene el isomorfismo

TN = HomZ(M, C*)
dado por t — (m — x™(t)).

El siguiente es un resultado que nos ayudara a probar la proposiciéon 1.2.9. Su demos-
tracion se puede encontrar en [10], § 16.

Lema 1.2.7.

(a) Sea @ : Ty — Ty un morfismo entre dos toros que es ademds un homomorfismo de
grupos. Entonces la tmagen de ® es un toro cerrado en T.



1.2 Variedades toricas afines 12

(b) Sea T un toro y sea H C T una subvariedad irreducible de T' que es ademds un
subgrupo. Entonces H es un toro.

O

Definiciéon 1.2.8. Una variedad térica, es una variedad irreducible X que contiene un
toro T' = (C*)™ como un abierto de Zariski, y tal que la accion natural de 7" en si mismo
se extiende a una accion algebraica de T sobre X (i.e., tal que T'x X — X es un morfismo
de variedades).

El espacio afin C" y el toro n-dimensional (C*)™ son ejemplos de variedades toricas
afines.

Una manera de construir variedades toricas afines es mediante puntos en algun latice
como veremos a continuacion.

Proposicion 1.2.9. Sea Ty un toro con ldtice de caracteres M y .of = {my,...,ms} C M.
Consideremos el morfismo

By Ty — €t (Y™ (L), ™ (1)) (1.1)

Sea X la cerradura de Zariski en C* de la imagen de ®,,. Entonces X< es una variedad
torica afin cuyo toro tiene ldtice de caracteres Z.of C M, siendo éste el subldtice de M
generado por o/ . En particular, la dimension de X es iqual al rango de 7.7 .

Demostracion. (prop. 1.1.8 de [5]) Notese primero que @, es efectivamente un morfismo
ya que el mapeo inducido

o, Clay, ...,z = C[Ty], zi—x™

es un homomorfismo de anillos. Ademas, como la imagen de ®, esta completamente
contenida en el toro s-dimensional, por el lema 1.2.7 (a) la imagen 7" := &, (T) es un
toro cerrado en (C*)®. Entonces existe una subvariedad A de C° tal que T'= AN (C*)?,
lo cual implica que T'C X C A. Asi,

X7N(C) CAN(C) =T.

Por tanto T = X“ N (C*)* (la otra contencién es obvia), de donde sigue que T' es un
abierto de X*“. Mas atn, T es irreducible ya que es un toro, y en consecuencia X es
también irreducible.

Veamos ahora la accién de T' que, como en particular es un subgrupo de (C*)°, la
accion de éste en si mismo se extiene de manera natural a C*°. Asi, cada t € T induce un
morfismo C* — C*® dado por z — t - z que mapea variedades en variedades. Entonces,

T=t-TCt X7

muestra que ¢ - X*“ es una variedad que contiene a 7. Por tanto X C ¢t - X para cada
t € T. Reemplazando t por ¢t~ tenemos que X = ¢ - X“. En conclusion X es una
variedad torica.
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Solo resta calcular el latice de caracteres M(7") de T'. Como T' = @ /(T ), el morfismo
®,, da lugar al diagrama conmutativo

el cual induce el siguiente diagrama en los latices de caracteres

M <—$“/ 7?

by

donde el homomorfismo de Z* a M(T) es sobreyectivo (coro 22.5.4 [11]). Como

?

b, 75 =M

envia la base estdndar eq, ..., es en my, ..., my se sigue que la imagen de &3% es Z.97. De la
conmutatividad del diagrama se tiene el isomorfismo M(T') = Z</ . O

Otra manera equivalente de construir variedades toricas afines es mediante semigrupos
afines:

Definicion 1.2.10. Un semigrupo afin es un conjunto S junto con una operacion
binaria asociativa y un elemento neutro, que satisface las siguientes propiedades:

(i) La operacion binaria en S es conmutativa. Escribiremos la operacion como + y el
elemento neutro como 0. Asi, un conjunto finito # C S induce el conjunto

Lo = {Z Amm | ay, € Z>0} C S.

meg/

(i) S es finitamente generado, es decir, existe un conjunto finito &7 C S tal que Zsoo/ =

S.
(iii) S se puede encajar en algun latice M.

Dado un semigrupo afin S, se define el algebra C[S] como el espacio vectorial sobre C
con base los elementos de S, y donde la multiplicacién es inducida por la estructura de
semigrupo de S. De manera concreta, si pensamos en M como el latice de caracteres de
un toro Ty entonces

meS

C[S] = {Z X" em € C, ¢, = 0 para todos salvo una cantidad finita de m’s} ,

y la multiplicacién inducida es
Xm . Xm/ — Xerm’.

Obsérvese que si S = Zsoo/ para &/ = {my,...,ms}, entonces C[S| = C[x"™, ..., x"™].
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Ejemplo 1.2.11. Si ey, ..., e, es base de un latice M, entonces como semigrupo afin M
es generado por &/ = {=£ey, ..., +e,}. Tomando t; = x“ se tiene el anillo de polinomios

C[M] = C[tF!, ..., tH1].
Notese que C[M] es el anillo coordenado del toro Ty.
Proposicion 1.2.12. Sea S C M un semigrupo afin.

(a) CI[S] es un dominio entero y es una C-dlgebra finitamente generada.

(b) Spec(C[S]) es una variedad tdrica afin cuyo toro tiene ldtice de caracteres ZS, y si
S = Zsod para algin conjunto finito o/ C M, entonces Spec(C[S]) = X

Demostracion. (prop. 1.1.4 de [5]) Como ya vimos, S = Z>oo/ para & = {my,...,ms} C S
implica que C[S] = C[x™, ..., x"*], por lo que C[S] es una C-algebra finitamente generada.
Ademas, es claro que C[S] C C[M], y por el ejemplo 1.2.11, se sigue que C[S] es un dominio
entero.

Para (b), pensemos en M como el latice de caracteres de un toro Ty. En particular
o ={myq,....,ms} C M, de manera que es posible definir el morfismo

CI)M : TN —C°

dado por t — (x™(t),...,x"™(t)). Entonces se induce un homomorfismo en los anillos

coordenados
¢, : Clzy, ..., xs] — C[M]

Tt Xmia

que es ademds un homomorfismo de C-algebras. Se puede probar que Ker ®*, = I(X).
Obsérvese que Im ®*, = C[x™, ..., x™] = C[S], de manera que el anillo coordenado de la
variedad torica X es

CIX“] = Clzy, ...,z /I(X?) = Clay, ..., x5] /Ker ®*, = Im &*, = C[S].

Por tanto, X = Spec(C[X*“]) = Spec(C[S]). Esto prueba que Spec(C[S]) es una variedad
torica afin

Finalmente, como S es generado por &/ como semigrupo, entonces el sublatice ZS' de
M generado por S es igual al sublatice Z< generado por /. En consecuencia, el toro de
X = Spec(C[S]) tiene latice de caracteres ZS. O

El resultado anterior muestra que cualquier semigrupo afin da lugar a una variedad
torica afin, lo destacable es que todas las variedades téricas afines surgen de esta manera.

Teorema 1.2.13. Sea V' una variedad afin. Entonces V' es una variedad torica si y solo
si V' = Spec(C[S]) para algin semigrupo afin S.

La idea central de la prueba es que si Tl es el toro de la variedad torica afin V', enton-
ces el subconjunto de caracteres de Ty que se pueden extender a funciones polinomiales
en V, forman un semigrupo afin finitamente generado, cuya algebra generada por éstos es
el anillo coordenado de V, es decir, si S = {m € M : x™ € C[V]} entonces C[S] = C[V].
Los detalles en [5], teo 1.1.17. O
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1.3. Variedades toricas normales

Las variedades toricas de interés para nosotros son aquellas que tienen la propiedad
de ser normales. En el caso de las afines, todas ellas se obtienen a partir de conos, que a
su vez dan lugar a semigrupos afines en algun latice. El caso general, a partir de abanicos,
que son colecciones de conos que satisfacen ciertas propiedades. En la siguiente seccion
describiremos estos dos conceptos. Las demostraciones para los resultados en esta seccion
se encuentran en el apéndice de [13].

1.3.1. Conos y abanicos

Para un latice arbitrario N de rango n (i.e., N =2 Z") y M := Homgy(N,Z) su latice
dual, se tiene un mapeo canénico Z-bilineal

(,V:MxN—=Z

Mediante la extension de los escalares al campo R de los ntimeros reales, se obtienen espa-
cios vectoriales reales n-dimensionales Ng := N®zR y Mg := M ®7;R con emparejamiento

R-bilineal (, ) : Mg x Ng — R.

Definicion 1.3.1. Un subconjunto o de Ng es llamado cono poliédrico y racional si
existe un numero finito de elementos uq, ..., us de N tales que

g = Rzoul + ...+ RZOuS
= {a1uy + ... + asus | a; € Ryp}.
Si ademas satisface 0 N (—o) = {0}, diremos que o es fuertemente convexo, donde

—o:={-u:u€do}.

La condicion de convexidad fuerte o N (—o) = {0} significa que o no contiene subes-
pacios de Ng no nulos. Mientras que la condiciéon de ser racional quiere decir que o es
generado por elementos en el latice V.

Definiciéon 1.3.2. Dado un cono poliédrico y racional o, se define su dimensién dim o,
como la dimension del subespacio Ro = 0+ (—0) de Ng generado por o. Se define ademas
su cono dual en My como

o’ :={m € Mg : (m,u) > 0 para todo u € c}.

Dicho dual resulta ser un cono poliédrico y racional (no necesariamente fuertemente
convexo atn cuando o lo sea). Ademaés satisface (0¥)¥ = o, por ello el nombre de cono
dual. Si o es fuertemente convexo, entonces 0¥ +(—c") = Mg, de manera que dim 0" = n.

Definiciéon 1.3.3. Un subconjunto 7 de o, es una cara de o, denotado 7 =< o, si éste es
de la forma 7 = ¢ N'm™* para algin m € ¢V, donde

m* = {u € Ng : (m,u) =0}

es el hiperplano determinado por m.
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En particular, tomando m = 0 € Mg se tiene que ¢ es una cara de si mismo. El
siguiente lema es una herramienta que serd muy ttil en el capitulo 3.

Lema 1.3.4. Sea 7 una cara de un cono poliédrico y racional o. Siv,w € 0o yv+w € T,
entonces v,w € T. ]

La relacién entre caras de o y " es la siguiente.
Proposicién 1.3.5. Sea 0 un cono poliédrico y racional en Ngx y 7 = 0. Definimos
7+ ={m € Mg | {(m,u) = 0 para todo u € 7}.
Sea 7 := oV N1t entonces
(i) T es cara de 0.

(11) La funcion T +— 7 es una correspondencia biyectiva que invierte las inclusiones
entre caras de o y las caras de V.

(iit) dim 7 4+ dim T = n.

O
De (iii) obtenemos que si ¢ es un cono poliédrico, racional y ademas fuertemente
convexo, entonces la cara “mas pequena’ de éste es de dimension cero, es decir, el cono 0
en Ng (el cono generado por el elemento 0 € Ng) es cara de o.
Por otro lado, las caras de un cono poliédrico, racional y fuertemente convexo o satis-
facen las siguientes propiedades:

(a) Cada cara de o es un cono poliédrico, racional y fuertemente convexo.
(b) La interseccion de cualesquiera dos caras de o es nuevamente una cara de o.
(c) Las caras de cualquier cara de ¢ son también caras de o.

Definicién 1.3.6. Un abanico en ]VR es una colecciéon F de conos poliédricos, racionales
) )
y fuertemente convexos en ]\/vR tales que

(a) Para todo o € F, cada cara de o pertenece a F.

(b) Para cualesquiera oy, 09 € F, la interseccién o1 N oy es una cara de cada uno, y por
tanto un elemento de F.

Miés atin, diremos que un abanico F es completo si U o = Ng.
oeF
Ejemplo 1.3.7.

1. Cualquier cono poliédrico, racional y fuertemente convexo o C Ng junto con todas
sus caras forman un abanico en Ng.
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2. En R, los conos Rxq - 1, R - (—1) junto con su interseccion (el origen) forman un
abanico.

=21 e1

3. En R?, el abanico obtenido a partir de los conos generado por los vectores (1, 0), (0, 1)

4. En En R?, el abanico obtenido a partir de los conos generados por los vectores
(1,0),(0,1),(=1,0) y (0,-1).

ez

-e:z

1.3.2. Construccion de variedades toricas normales

Lo que resta de este capitulo se especificard la referencia precisa de cada uno de los
resultados sin demostracion. Describiremos cémo se construye una variedad térica normal
a partir de un abanico.
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Dado un cono poliédrico y racional ¢ C Ng, se define el semigrupo
S?:=c"NM={meM: (m,u) >0 para todou € 0} C M.

De hecho este semigrupo es finitamente generado, resultado conocido como el lema de
Gordan (prop. 1.2.17 [5]). De esta manera S? es un semigrupo afin y, en consecuencia
X7 := Spec(C[S]) es una variedad torica afin (proposicion 1.2.12). Si ademads, o es
fuertemente convexo tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.3.8. Sea 0 C Nr un cono poliédrico, racional y fuertemente convexo con
semigrupo afin S = o N M. Entonces

X7 := Spec(C[S]) = Spec(Clc¥ N M])

es una variedad torica afin normal con toro Ty = N ®z C*, por tanto dim X = dim Ng.
Mads ain, cualquier variedad torica afin normal se obtiene de esta manera.

Para la demostracion ver [5], teorema 1.2.18 y teorema 1.3.5. U

Ejemplo 1.3.9. Consideremos el cono o = 0 en Ng. Obsérvese que su cono dual 0¥ = Mg
y por tanto
Spec(C[S?]) = Spec(C[o" N M]) = Spec(C[M]) = Ty.

Los que sigue es ver que dado un latice y un abanico en el R-espacio vectorial asociado a
éste, las variedades toricas afines normales correspondientes a los conos que lo constituyen,
cumplen con los requerimientos necesarios para construir una variedad térica normal.

Proposicion 1.3.10. Sea o un cono poliédrico y racional en Ng y seam € S =o' NM.
Entonces 7 = o N'm™* es un cono poliédrico y racional. Todas las caras de o son de esta

forma y
ST =357 -+ Zzo(—m).

Por tanto, C[ST] = C[S7]m.
Para la demostracion ver [6], proposicion 2, cap. 1, sec. 1.2. U

Teorema 1.3.11. Sea F un abanico en Nr. Entonces la coleccion de variedades toricas
afines y normales X° = Spec(C[S?]), o € F, dan lugar a una variedad térica normal X7 .

Demostracion. Consideremos la coleccion de variedades toricas afines
{X7}oer = {Spec(C[S7]) }oer-

Sean o y 0o cualesquiera dos conos en F y 7 = g7 N oy. El lema de separaciéon 1.2.13 en
[5] implica que es posible encontrar m € oy N (—oy) N M tal que 7 = oy Nm* = oy Nmt.
Por la proposicién 1.3.10, X7 = (X')m = (X72),-m. Asi,

X7 D (X)ym = X7 = (X72),-m C X2 (1.2)
De esta manera, se tiene un isomorfismo

90-270-1 . (XUI)Xm — (XO-Q)Xfm (13)
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que es simplemente la identidad en X7. Estos ismorfismos satisfacen las condiciones de
pegado de las variedades afines X7 a lo largo de las subvariedades (X7),m en la definicion
de variedad algebraica, y por tanto obtenemos una variedad X7 asociada al abanico F.
Ahora, como cada cono en F es en particular fuertemente convexo, se tiene que {0} C N
es cara de todo o € F. Asi,

Ty = Spec(C[M]) C X7

para todo o. Estos toros se identifican mediante el pegado, de manera que Ty C X7.
Ademas, el toro T actiia en cada X7, y como los isomorfismos de pegado g,,,, son la
identidad en las intersecciones, la accién esta bien definida en éstas. Por tanto se tiene
una acciéon algebraica de Ty en X7 .

La variedad X7 es irreducible ya que cada pieza afin X7 lo es. Més atin, por el teorema
1.3.8 y la proposicion 1.1.27, X* es normal. O

Observacién 1.3.12. Dado un abanico F en Ng, la variedad térica X7 tiene dos pro-
piedades que resultan ser muy convenientes al vizualizarla con la topologia usual:

(a) La imagen de la diagonal A : X¥ — X7 x X7 es cerrada en X7 x X7 en la
topologia de Zariski (teo. 3.1.5 [5]). En general, a cualquier variedad que satisfaga
esta propiedad se le denomina separada.

(b) X7 es compacta en la topologia usual si y solo si F es completo (teo. 3.1.19 [5]).

Teorema 1.3.13. Una variedad es separada si y solo st es Hausdorff en la topologia
usual. 0

El gran resultado, consecuencia del teorema de Sumihiro (teo. 3.1.7 [5]) es el siguiente.

Teorema 1.3.14. Sea X una variedad torica separada con toro Ty. Entonces existe un
abanico F en Ny tal que X = X7 O

Los siguientes dos resultados nos dan una descripcién alternativa de una variedad
torica, la cual seré de gran utilidad en el capitulo 3 para definir su completaciéon proalge-
braica.

Proposicion 1.3.15. Sea V' = Spec(C[S]) la variedad torica afin asociada al semingrupo
afin S C M. Hay una correspondencia biyectiva entre los puntos p € V (ideales mazi-
males de C[S]) y los homomorfismos de semigrupos (S,+) — (C,-). Mds ain, mediante
esta biyeccion, el toro T de V' se corresponde con el subconjunto de homomorfismos de
semigrupos S — C*.

Demostracion. En la primera parte so6lo daremos la correspondencia y su inversa, para
los detalles ver teorema 1.3.1 [7]).
Definimos la funciéon

V — Hom,(S,C) , p— (m— x"(p) €C).

Esto tiene sentido ya que C[S] = C[V]. Yendo en la otra direccién, supongamos que el
conjunto &/ = {my, ..., ms} genera al semigrupo S. Definimos entonces

Hom,,(S,C) =V = X7CC , e (v(m1), ..., v(ms)).
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Se puede probar que efectivamente (y(my), ..., v(m,)) es un punto en X y que ambas
definiciones son inversas la una de la otra.

Para la segunda afirmacion, recordemos de la proposicion 1.2.9 que el toro 7" de V =
X“ tiene latice de caracteres Zo/ O S = Zso/. Ademés, por la observacion 1.2.6 tenemos

T = Homy(Z</,C")
y un diagrama conmutativo

Hom,, (S, C*)

T

~

— Homy (Z.<f ,C*)

t—(m—=x™(p))

Por lo tanto, es suficiente probar que la correspondencia
Homy(Z</,C*) — Hom,, (S, C*)

v = s

determina un isomorfismo de grupos.
Como & = {my, ..., ms} genera al semigrupo S, el conjunto

{my, —myq, ...,mgs, —ms}

genera a Z&/ como semigrupo. Asi, si v : Zo/ — C* es tal que y(m;) = 1 para todo
i =1,..,s, entonces, y(—m;) = (y(m;))~* = 1 para todo 7 = 1,..., s y por tanto v = 1.
Luego, para cualquier v : S — C* homomorfismo de semigrupos, podemos extender a un
homomorfismo 7 : Z&/ — C* definiendo J(—m;) := (y(m;))~! para todo i y se tiene el
resultado. O

Observacion 1.3.16. Dado un cono poliédrico, racional y fuertemente convexo o C Ng,
la accion de t € Ty en v € Hom,,(S?,C) = X7, se corresponde con el homomorfismo de
semigrupos

t-v:8 =C
dado por (t-v)(m) = x™(t)y(m). Méas atn, como toro Ty C X7 se identifica con el subcon-
junto Hom,, (57, C*) € Hom,,(S7,C) ~ X7, la accion de Hom,, (S, C*) en Hom,, (S, C)
es simplemente la multiplicacién usual de funciones.

Sea F un abanico en Ng. Para cualesquiera 01,00 € F y 7 = 01 N 0y se tiene que
So1 592 C ST y por tanto homomorfismos inyectivos (consecuencia proposicion 1.3.10)

Hom,, (57!, C) <= Hom,, (S, C) — Hom,, (572, C)

dados por la restriccion, los cuales se corresponden con los morfismos inyectivos en (1.3.2).
Consideremos entonces la unién ajena

| | Hom,,(5°,C)

oEF
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y en ésta la siguiente relacion: (y; : S — C) ~ (72 : S — C) si y solo si existe
7 =< 01 N oy y un homomorfismo de semigrupos v : S™ — C, tal que 7y|ses = 71 ¥

Vg2 = 2.
Dicha relacion es de equivalencia ya que viene inducida por los isomorfismos ¢, -, en
(1.3) y resulta claro el siguiente resultado.

Proposicién 1.3.17. Sea un abanico F en Ng. Entonces se tiene una biyeccion

X7 ~ |_| Hom,(S°,C)/ ~ .
ocF

Observemos que la proposicion anterior nos da una definicién alternativa de una va-
riedad torica asociada a un abanico F como variedad. Podemos también dotarla con la
accion del toro, como describimos a continuacion.

Dado un abanico F en Ng, en la segunda parte de la prueba de la Proposicion 1.3.15,
se mostré que cualquier homomorfismo de semigrupos S? — C* se puede extender de
manera Unica a un homomorfismo de grupos 7 : M — C* para todo o € F. Asi, el toro

|_| Hom,,(S7,C*)/ ~

oeF
de X7 es precisamente el toro Ty = Homgz (M, C*) y tenemos la accién
Ty x X7 — X7 dada por 7 - [y] = [ls~ - 7], (1.4)
con vy:57 = C.
Ejemplo 1.3.18. Consideremos el abanico F en Ng = R del ejemplo 1.3.7(2), es decir,
F={o0={0},01 =Rsp-1,00 =R5¢-(—1)} CR.

De esta manera S°° = 7Z, S7' = Z>o, 572 =Z<o y

Hom,,(Z,C) ~ C*,

Hom,y(Z>y,C) ~ C,

HOmsg<Z§0, C) ~ C.

Dado que los tnicos puntos que se relacionan en el pegado son aquellos que yacen en los
toros C*, tenemos que

X7 =C"U{ptu{q} =Cu{p} =P"

De manera similar, P? y P! x P! son las variedades asociadas a los abanicos del ejemplo
1.3.7 (3) y (4) respectivamente.

Mas generalmente, si {ey, ..., e, } es la base canonica para N = Z" y eg := —e; —...— €y,
entonces la variedad torica asociada al abanico en R™ que consiste de los conos generados
por cualquier subconjunto propio de {eq, €1, ..., €, } es precisamente P™ (seccion 1.4 de [6]).



Capitulo 2

El solenoide algebraico

En la primer seccion de este capitulo presentamos las definiciones de sistemas y limite
proyectivos en categorias en general. Para un estudio més detallado sobre éstos, ver [12].
Estos nos serviran para dar definir el soleonoide algebraico, el cual sera de utilidad en
el resto del trabajo. Posteriormente, en la segunda secciéon del capitulo estudiaremos el
concepto de laminacién y probaremos que el solenoide algebraico tiene una estructura
natural de laminacion.

2.1. Definicion y propiedades basicas

Para dar la definiciéon del solenoida algebraico necesitamos la nocién de limite proyec-
tivo, para el cual a su vez necesitamos las siguientes:

Definicién 2.1.1. Un conjunto parcialmente ordenado (I, <) es un conjunto dirigido
si para cualesquiera i,j € [ existe k € [ tal quet < ky j < k.

Definicion 2.1.2. Sea C una categoria. Un sistema proyectivo en la categoria C consiste
en:

» Un conjunto dirigido (7, <) llamado conjunto de indices,
» Para cada i € I, un objeto X; € Obj(C),

» Para cada ¢ =< j, un morfismo f;; : X; — X; tal que f;; = 1x, paratodoi € Iy
fig = fijo fiksiempreque i = jyj =k

Denotamos un sistema proyectivo como {X;, f; j, I }i<;, o simplemente {X;, f; ;}i<; cuando
es claro cual es el conjunto de indices. Los objetos X; son llamados términos y los
morfismos f; ; morfismos de conexién.

Definicién 2.1.3. Sea C una categoria y {X;, fi;, [ }i<; un sistema proyectivo en C. El
limite del sistema proyectivo, llamado limite proyectivo, es un objeto X € Obj(C) junto
con una coleccién de morfismos

en C que conmutan con los morfismos de conexién, y que ademas satisfacen la siguiente
propiedad universal: Para cualquier otro objeto Y € Obj(C) y coleccion de morfismos

22
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en C que conmutan con los morfismos de conexion, existe un tnico morfismo
f:Yy—=X

tal que p; o f = ¢; para todo i € I. El siguiente diagrama ilustra esta definicion.

Y
|
If
q] Y q;
X
N
Xj fij X,

Denotamos el limite proyectivo del sistema {X;, f; ;, I }i<; como lngZ
fij

Observacion 2.1.4. Si el limite proyectivo de un sistema proyectivo existe, éste es tinico
salvo isomorfismos (§5.1, coro. 1, [12]).

El limite proyectivo de cualquier sistema proyectivo existe en las siguientes categorias:
Conjuntos, grupos, grupos abelianos, anillos, espacios topologicos. Mas atun, en cada uno
de estos casos esta dado por

@Xi = {(Ii)ie[ € HXZ- | fij(x;) = z; para todo i < j} :
firg i€l
Ejemplo 2.1.5. La coleccion de grupos finitos {Z/jZ},  junto con los homomorfismos

naturales Z/mZ — 7 /nZ siempre que n divida a m, forman un sistema proyectivo cuyo
limite es la completacion profinita de los enteros, denotado

7 = {(a_j)jeN € HZ/jZ | am = an(modd n) siempre que n[m} )

jEN
Ejemplo 2.1.6. Sea p un nimero primo. Similar al ejemplo anterior, la colecciéon de
anillos finitos {Z/p'Z};cn junto con los homomorfismos naturales Z/p"™'Z — Z/p'Z, para

cada ¢ € N, forman un sistema proyectivo cuyo limite, denotado Z,, es el anillo de los
enteros p-adicos.

El ejemplo fundamental que trabajaremos es el siguiente. Primeramente observemos
que N tiene un orden parcial dado por la relaciéon de divisibilidad. Luego, para cada pareja
m,n € N tales que n|m (n divide a m) se define el mapeo cubriente

Pom : C'—=C*, 2+ 2mm,

Esto determina un sistema proyectivo de espacios cubrientes {C*, pym}njm cuyo limite
proyectivo es el solenoide algebraico

Ch = {(zj)jeN € H(C* | 2™/ = 2, siempre que n\m} ,
N
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el cual es un grupo abeliano topolégico con la multiplicacién componente a componente
y la topologia que definen las proyecciones canénicas

7, Cg — CF,

dadas por 7m,((2;)jen) = 2z, para cada n € N (veremos en la proposicion 2.1.9 que éstas
son sobreyectivas). Para ser mas precisos en esto tltimo, si

C, = {m, (U) | U es abierto de C*},

c=Jc.

neN

entonces la coleccién

es una subbase para una topologia en el solenoide algebraico, ésto quiere decir que los
abiertos en Cg son uniones de intersecciones finitas de elementos de C. Dicha topologia
tiene la propiedad de ser la mas gruesa (con la “menor cantidad” de abiertos), para la cual
las proyecciones candnicas son continuas.

Observacion 2.1.7. En lo anterior, consideramos a C* con la topologia usual de C.
De manera completamente andloga, en el ejemplo 2.1.5, la completacion profinita de los
enteros Z es un grupo abeliano topologico, donde cada término Z/nZ esta dotado de la
topologia discreta. Con esta topologia, la completacion 7 admite una inclusion natural de
los enteros Z cuya imagen es densa [15]. Frecuentemente escribiremos Z C Z pensando en
la imagen de los enteros bajo dicha inclusion .

A continuacion vamos a estudiar algunas propiedades del solenoide algebraico para
posteriormente generalizarlas a variedades toricas normales en el siguiente capitulo.

Notese que cada punto en Cf, es una sucesion de la forma (rjeiej) jen, cuyos elementos
satisfacen (Tmewm)m/ " = r,e? siempre que nlm. Con esta descripcion es posible definir
para cada k € N, una accion de Z en Cg de la siguiente manera:

J

A ) 2rwka;
(@) jen - (rje™)jen = (Tjez(eﬂr g )) ; (2.1)
jJEN

donde @; € Z/jZ para todo j € N.

Vamos a verificar primero que el valor de la acciéon no depende de la eleccion de los
representantes a;’s. Si para cada j € N, @; = E entonces existe un entero r tal que
a; = b; + jr. En consecuencia,

k(b;+3
Z’(9,+27d?aj> i(9j+27" (;"’J"”))
rie\? 7 ) =rje

para todo j € N.
Ahora probaremos que (a@;)jen - (r;¢%)jen € Cf). En efecto, si n|m entonces

U = a,,  (méd n)
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(i.e., am = a, + nl para algin entero [), y

R I T
i0 Z(w)
= 7316 7Le -
=, ei(Ont?m)
n .
Proposicion 2.1.8. La accion (2.1) es continua.

Demostracion. Sea k € N. Probaremos que para cada n € N la accién

o Z/nZ x C* = C*,  (@,re?) — rel(PT25)

es continua. En efecto, sea n € Ny U C C* un abierto. Para cada a € {0,...,n — 1},
definimos el abierto

27ka

Ul — {7’6"9 eC| ret(0+%% ) € U} C C".

n

Entonces
1y — L (e it x| i(0+22ke) . ()
(U)—{(a,re ) E€EZ/nZ x C* | re ceU =| |({a} x U9),

n
a=0

que claramente es abierto.
Ahora consideremos el diagrama conmutativo

Zx Cy——Cp

pnanl Lﬂn

Z/nZ x C* ——C*

donde p,, : 7 — Z/nZ denota la proyeccion candnica. Si U es cualquier abierto en C*, se
sigue que la imagen inversa del subbasico 7, ' (U) bajo la accion - en (2.1) es precisamente

el abierto (p, x m,) " (-;1(U)) en Z x Cy, v se sigue el resultado. O

Proposicion 2.1.9. Sea k € N. Entonces la proyeccion y : Cty — C* es un epimorfismo
de grupos. Mds ain, la accion (2.1) para dicho k, respeta las fibras de 7y, i.e., que para
cada punto z € C*, si (r;e"%);en € m, ' (2), entonces

— i0; . i<0j+72ﬂ?aj ) -1
(@5)jen - (rje")jen = | 1j€ 7 €m, (2)
JEN

para todo (@) en € 7.

Demostracion. Si z = re?® € C* entonces definimos la sucesion (r¥/7e*9/7) ;. que clara-
mente es un elemento del solenoide algebraico y my((r¥/7e™%/7)cy) = 2.

., 0. —1 . S -
Para la segunda afirmacion, sea (r;e");en € m, (2). Entonces para cualquier (@;);eny € Z

i (@) jen - (1) jen) = ((rjez(gj+ j J>) ) L ) S
JjeN
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El caso de mayor interés para este trabajo es cuando k£ = 1 que, por la proposicion
anterior para cada z € C*, se tiene una accién continua

2ma

Z x m'(2) = my ' (2) dada por (a@j)jen - (rje™)jen = <7’j€i(9j+ "]>> , (2.2)
jeN

con (@;)jen € Z'y (r;je')jen € 1y 1(2).
Lema 2.1.10. La accion (2.2) es libre y transitiva.

Demostracion. Veamos primero que la accion es libre. Sean (a;),en, (b_j)jeN ¥/ y supon-
gamos que existe (r;e%);cy € m'(2) tal que

(@) jen - (rje")jen = (bj)jen - (7€) jen.

(Tjez‘(ej+2frjaj>) _ <rjei(0j+2’;bj)) ,
jeN jeN

lo cual ocurre si y solo si para cada j € N, existe [; € Z tal que (a;/j) — (b;/j) = ;. Se
sigue que a; = E en Z/jZ para todo j € N, y por lo tanto la accion es libre.

Ahora veamos que la accién es transitiva. Sean (r;e%) ey, (s;6%) jen € 7y (2). Obsér-
vese que como riet = s;e¥1 = 2 se tiene que r; = s;. M4s aiin, para cada j > 1, r;e'
y sjewﬂ' deben ser cada uno alguna rafz j-ésima de z, es decir, existen [;, l; € {0,...7—1}
tales que

Entonces

) ([ Bi+2xl;

. (01427l i 7

i0, 1/5 1( - J) i8; 1/5 z( 7 )
rie =rMe\ I/ s =5""e

para todo j € N, de donde se tiene que (r;)jen = (;)jen = (ri/j)jeN. Asi,
) . (01427l ) L 51+?”l;'

(Tjezej)jeN = (T’i/]el( J J)) s (Sjezﬁj)jeN = <T}/J€2< 7 )) .

JeN jEN

Por las condiciones de compatibilidad en el solenoide si n|m, entonces

)

(rmewm)m/” = (ri/mei<91+r2nﬂm ))m/” = ri/nei(el-'—iﬂm) = rnei(61+jﬂln>’

por lo que l,, = [,(m6d n) y, andlogamente I/, = [/ (mdéd n). Definimos la sucesion
(@5)jen == (I)jen — (Ij)jen € Z, donde [, = 0y I} = 0, la cual satisface
(@)jen - (rje" )jen = (556" )jen.
O]

El hecho de que la acciéon (2.2) sea libre y transitiva tiene como consecuencia los
siguientes resultados.
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Proposicién 2.1.11. Sea z € C*. Entonces, para cada (r;e'%);cy € m'(2) se tiene un

homeomorfismo R
¢ 7 — 7t (2)

dado por

J

O((@)jen) = (@)jen - (rje"™)jen = <rjei(0j+27;a.))jeN'

Demostracion. Sea (r;e?%);eny € my ' (2). Del lema 2.1.10 se sigue que dicha corresponden-
cia es biyectiva, mientras que la continuidad se sigue de que la accion (2.2) es continua.
Para ver que ¢ es abierta, basta probar que la imagen bajo ésta de cualquier elemento de
la subbase para la topologia de Z es abierta.

Sea py : Z — Z/kZ la proyeccion canénica y @ € Z/kZ. Entonces p; ' (@) es un subbasico
en la topologia de Z. Por las condiciones de compatibilidad en el solenoide algebraico se
tiene que 7 (¢ (p;, ' (a))) = rkei(g’“J“%Ta) € C* es una raiz k-ésima de z.
Sea V' C C* cualquier vecindad abierta de rkei(a’“L%Ta) que no contenga ninguna otra raiz
k-ésima de z. Entonces ¢(p; ' (@)) C 7, ' (V), y por tanto

Hpy (@) = m (V) Ny (z)
es abierto en 7, '(2). O
Proposicién 2.1.12. La proyeccion 7 : Cy — C* determina un Z-fibrado principal. /5]
Demostracion. Sea z € C* y U, vecindad de z simplemente conexa. Definimos
¢, U, xZ— 77 (U,) como  (ré?, (@7);en) — (@)jen - (r7e/) e, (2.3)

para algun 6 € [0, 27). Probaremos que la funciéon ¢, es un homeomorfismo.
Primeramente observamos que como la accién (2.2) es transitiva (por el lema 2.1.10),
entonces ¢, es sobreyectiva. R

Ahora probaremos que ¢, es inyectiva. Sean wy, wy € U, y (@) en, (bj)jen € Z.

» Siwy =wy y (a_j)jeN # (b_j)jel\b es claro que ébz(wly (a_j>jeN) # ¢<w27 (b_j)jEN)-

= Siwy # wy, se sigue de la segunda parte de la proposicion 2.1.9 y del hecho que las
fibras son disjuntas, que ¢, (w1, (@;) en) # ¢= (w2, (b;) en).

Para ver que ¢, es continua, basta que la funcién f : U, — 7 *(U.) dada por
Flre®) = (e o
sea continua, ya que ¢, es la composicion de las funciones en el siguiente diagrama

i (U)X Z——m Y(U.)

Id
fx T %

szz



2.1 Definicion y propiedades basicas 28

donde el mapeo en la parte superior del diagrama es la restriccion de la accion (2.1). En
efecto pues si B := 7, ' (W) Ny 1 (U,) es cualquier subbésico en la topologia de 7' (U.,),
donde W es abierto en C* y k € N, entonces

f(B) = {Tew ev, | pl/keif/k ¢ W}

es abierto en U,. Para ver que ¢, es abierta, consideremos p,;l(a) cualquier subbasico en
la topologia de Z, donde @ € Z/kZ, k € N,y py, : Z — 7Z/kZ es la proyeccion candnica. Si
W es cualquier abierto en U, (conexo sin pérdida de generalidad), entonces W x p; (@)

es abierto en U, X 7.. Definimos el abierto
W, := {rt/ke/k ¢ C* | re?f e W) C C,

de donde se sigue que el conjunto

B4+2ma

a W, = {Tl/kei( ) cC*|re e W} ccr

es abierto. Afirmamos que
6=(W x p (@) = m '@ Wi) = (@ W) 0 (W) = m '@ Wie) 0 (U).
En efecto, las dltimas dos igualdades se tienen de las contenciones
m (@ W) S (W) S (U2),

mientras que ¢, (W x p;. ' (@)) C 7 ' (@-Wy) es obvio. Sea (r;e%) en € 7, (@ W), entonces

. . 1/k 01+2ma
rie e Wy rpe = rl/ ()

En particular (r;¢%) ey, (r1/7e/7) ey € w7 (r1€%"). Del lema 2.1.10 que Z actta libre y
transitivamente en la fibra 7, (r1e), existe un tnico (a@;);en € Z tal que

(@) jen - (7€) jen = (136" jen,

. .(014+27a
y i, _ 1/ i - — ~1( ,
y de la relacion rpe? = rt/ke (%% ), necesariamente (a@;)jen € p; (@). Asi,

¢z(rlei017 (a_j)jEN) = (rjeiej)jEN'
Por tanto ¢, es abierta y se tiene el resultado. O

Consideremos el elemento 1 € C*. Por la proposicién 2.1.11, para cada elemento en la
fibra 7 (1) C Cj), hay un homeomorfismo

Z — 77\ (1).
En particular para (1;);ey € 71, (1) se tiene una sucesién exacta de grupos

O—>Z$C@”—1>C*%1,



2.2 Estructura de laminacién 29

donde ¢ : 7 — Cg es el homomorfismo

- . 27rz:a]-
(@j)jen = (@5)jen - (15)jen = <€ 7 ) :
jEN
Tenemos asi el siguiente diagrama

R G LY g .. C (2.4)

g =lmC
(b\J arse2mia/m arse2mia/n 01

~

Z = imZ/nZ— .. LjmZ—Z/nZ — .{0}

En la construccion del solenoide algebraico, la restriccion de los morfismos de conexion
Pnm : C* — C* a S determinan un mapeo cubriente siempre que n|m, de manera que
podemos considerar el sistema proyectivo {S*, p,, | §1 }njm- Definimos entonces

lim §* = S},

pn,mlsl

el cual grupo abeliano topoldgico llamado solenoide adélico. Obsérvese que se tiene una
inclusién canénica
1 *
Sg € Cp,

de donde se sigue que la restriccion | sy S@ — 5! tiene fibras homeomorfas a la

completacion Z. Més ain, se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 2.1.13. La restriccion de la proyeccion canonica Wl\% : S@ — St determina

un Z- fibrado principal.

Demostracion. Sea z € St C C. Entonces existe un abierto U, en C* alrededor de z y
un homeomorfismo ¢, : U, X Z — 7T1_1(UZ). Como U, N S*' es abierto en S*, el conjunto

m (U NSY) =m 1 (U.) N S(é = Wfl‘%(Uz)
es abierto en Sé. Asi, la restriccion
b:lsy + (U-NSY) x Z— w753 (U2)

es un homeomorfismo. O

2.2. Estructura de laminacion

Tanto el solenoide algebraico, como el solenoide adélico tienen una estructura de la-
minacion. Usaremos la siguiente definicion, tomada de [11].
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Definiciéon 2.2.1. Una laminacién producto r-dimensional es un espacio topologico de
la forma U x T', donde U es abierto en R” y T" un espacio topologico llamado transversal.
Los subespacios de la forma

UxAt}, teT,

son llamados hojas locales. Una funcién entre dos laminaciones producto es llama-
da laminar si es continua y mapea hojas locales en hojas locales. Una laminacién
r-dimensional es un espacio topoldgico de Hausdorff X junto con una cubierta abierta
{Ua}o que satisfacen los siguientes:

(i) Para todo x € X, existe U, > x y un homeomorfismo
Go Uy = Uy x T
sobre una laminacién producto r-dimensional.

(ii) Para cualesquiera U,,Us la funcién de transicion

Do = 080 Oy |pniarity) + PaUa NUg) = P3(Us NU5)
es laminar.

Los homeomorfismos ¢, son llamados cartas locales, los correspondientes abiertos U,
cajas de flujo y, los conjuntos ¢! (U, x {t}) hojas locales de X.

Una consecuencia de que C, sea un Z-fibrado principal es el siguiente resultado.
Proposicion 2.2.2. El solenoide algebraico Cgy es una laminacion 2-dimensional.
Demostracion. Definimos los abiertos en C*

UlzC*—{re2mEC*|r>O} yngc*—{re”iGC*|T>0}.

Notese que éstos satisfacen U; U U, = C* y U; = U, = C = R?. Dado que la proyeccion
m : Ch — C* es sobreyectiva, si U 1= i (UL) y Uy := w1 (Us) entoces Uy Uy = Ch-

Por la prueba de proposicion 2.1.12, se tienen homeomorfismos
G U XL S Uy oyt U x TS Us,
El homeomorfismo inverso R
QZ)Q : UQ — U2 X 7.

de ¢,' esta dado de la siguiente manera: Si (r;€%);en € Uy, se sigue del lema 2.2 que
existe un tnico (@;);en € Z tal que

- i o .

(@))jen - (Tl/jewl/])jeN = (Tjezaj)jeNa
entonces ¢o((r;e?);en) = (r1e', (a@;);en). El inverso ¢ de ¢7' se define de manera
similar. Asi, el homeomorfismo

Goo 7" (U NU) = (Ui NUs) X Z — 77 (U NUs) — (Uy N Us) X Z = do(Uy NUs)

(re”, @)sen) = @)sen - () en s (re”, (@7)en)

es trivialmente una funcion laminar. Por tanto C(’ED es una laminaciéon 2-dimensional. [
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De la prueba anterior, cada elemento (a;); € 7 determina un par de hojas locales de

(C@:

i 0+2ma; .
Ly, = 97" (U < {@)s) = {(#M f >)Ae%|rewem},
J

4 (2.5)
Loy, = 03" (U x {(@);}) = {(rl/je“”)) €Ty | re? € UQ}.

J
Estas hojas locales se relacionan con:

Definicion 2.2.3. Definimos la hoja base en Cj, como la imagen del homomorfismo de
grupos v : C — Cg dado por el siguiente diagrama

5 =lmC R G ..C (2.6)

VJ Tz»—wi(z/"” ]Zb—)ei<z/") [zb—)eiz

(C,+) (C,+)—(C,+) —...(C,4)

es decir, v(z) = (ei(z/j))jeN, y comparando con el diagrama 2.4, v(2rl) = ¢(l) para
cualquier entero [.

Proposicion 2.2.4. El homomorfismo v definido arriba es un monomorfismo de grupos
continuo.

Demostracion. Para ver que es inyectivo, supongamos que (e'*/?);cy = (1;);en para
algin z € C. Entonces para todo j € N existe k; € Z tal que z = 27jk;, de donde se sigue
que z € R. Existe J € N tal que

z
=[] <1,
L 2nJ

por lo que k; = 0. Obsérvese que jk; es un entero fijo para todo j, de manera que
Jky = jk;j = 0 para todo j y por tanto z = 0.

Para la continuidad, si 7, Y(U) es cualquier subbésico para la topologia de Cg, donde
U es abierto en C*, entonces el conjunto

v i(m i (U) = {zeC| M e U}
es abierto en C (es la imagen inversa de U bajo la composicion z — e s ¢/(*/F)), O

Proposicién 2.2.5. La hoja base v(C) de Cyy es un subconjunto denso de Cfy conexo por
trayectorias.

Demostracion. Como C es conexo por trayectorias, para cualquier niamero complejo z,
existe f : [0,1] — C continua tal que f(0) = 0y f(1) = z. Entonces la composicion
vo f:[0,1] — Cf es una trayectoria que une a los puntos (¢'*/9)) ey y (1;);en. Por tanto
v(C) es conexo por trayectorias.
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Para ver que v(C) es denso, sea 7, '(U) cualquier subbésico para la topologfa de Ch,
donde U es abierto en C* y sea w € U. Dado de la funcién exponencial z +— €* es
sobreyectiva de C en C*, existe z € C tal que w = e* = ¢'*/9. Entonces

v(kz /i) = (ei<'“3-”))jeN e 1 (U).

Por tanto v/(C) es denso en Cg,. O

La inclusion natural R C C permite definir la hoja base en S@ como la imagen de la
restriccion v|g : R — Sé, es decir, la imagen del monomorfismo definido en el siguiente
diagrama

Sg = Yim 5" G G .51 (2.7)
VIR TtHEit/m ]t'—w“/" [tb—)e”
(R, +) (R A4) — (R, +) —=...(R, +)

Asi como en el solenoide algebraico, la hoja base v(R) es un subconjunto denso de S@
conexo por trayectorias.

Tenemos la siguiente relacion de la hoja base en el solenoide algebraico, con las hojas
locales (2.5):

Lema 2.2.6. L, ,U Ly, = v(C) para todo a € Z C 7.. Mds aun, si T € 7. — 7. entonces
Ly Nv(C) =0 para k = 1,2. En este sentido, la hoja base es una hoja global de Cf.

( 9+2wa

Demostracion. Sea a € Z. Si (7‘1/3‘6Z i )> € L1, U Lo, entonces existe y € R tal
jEN

que e¥ = r ya que la funciéon exponencial real
exp: R — Ryg
es sobreyectiva. Definimos z := (6 4+ 2wa) — iy € C. Asi,
V() = (€17 ey = (ey/jei(“?”“))jeN — (rl/jei((”?m)>jeN'

Reciprocamente, si z = x + iy € C, entonces

(x—2ma)+27a

W(z) = () = (Ve e = (P TTT)) € Lo UL,
J
ya que e ¥ € Ry.

Para la segunda afirmacion, supongamos sin pérdida de generalidad que p € Ly ,Nv(C),
con = = (@;)jen. Entonces para algtin z = z + iy € C y algin re? € U, se tiene que

' ' o ) L 9+27‘ruj
p= (eZ(Z/J))jeN _ (e‘y/Je”/j)jeN — (rl/Jez( i )) )
jEN

Esto ocurre si y s6lo si e™¥ = r y para todo j € N existe k; € Z tal que

0+ 2ma,;

sk + & = U2
J J

es decir, 2m(jk; — aj) = 6 — = para todo j. Se sigue que jk; — a; := ¢ € Z para todo j.

Asi, @; = ¢ en Z/jZ para todo j, y por tanto (a;); = (¢); € Z C Z. ]
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En general, cualquier laminacion £ se descompone en una uniéon disjunta de hojas
globales de la siguiente manera: Dos puntos z,y pertenecen a la misma hoja global si
existe una sucesion de hojas locales Ly, ..., Ly tal que © € Lo, y € Ly y L; N Lip1 # 0,
i=0,. k—1][1].

Veremos a continuaciéon que es posible trasladar la hoja base en el solenoide algebraico
de tal manera que su estructura de laminacion estéa determinada por copias densas de C
que a su vez son disjuntas. Sea x € Z y definamos la funcién continua

v, 1 C — Cy,
ve(2) =z v(2). (2.8)

Obsérvese que v, es inyectiva ya que v lo es y ademas, si © = (@;)jen y 2 = u+iv entonces

S— Z(Z/ ) _ _U/ . ZU/ . v/ <u+2'7ra ) i<z+2,7mj)
z-v(2) = (@) jen(e"7) jen = (@) jen-(e” "7 ™) jen = T\ =1le ! .
jeN JEN

Proposicion 2.2.7. Para cada x € 7 se satisface que v,(C) = Ly, U Lo ,. Six € 7 -7
entonces v, (C) Ny, (C) = 0 para todo y € Z.

Demostracion. Por el lema 2.2.6, Ly ,U Ly, = v(C) para todo a € Z C 7. Ademas, para
cualquier z € C se tiene

v(z) =a-v(z—2ma) = v,(z — 2ma)

vo(2) = a-v(z) = v(z+ 2ma)

para todo a € Z C Z, por lo que v(C) =v(C) = Ly ,U Ly, para todo a € Z C Z. De la
descripcion de las hojas locales (2. 5) es claro que si z € Z— 7 entonces v, (C) = L12ULg,.

Sean ahora z € Z — Z yy € Z. Del lema 2.2.6 se sigue que siy € Z C 7. entonces
v.(C) Ny (C) = 0. Ademas, es sencillo ver que si y € 7 — 7 y ademés v,(C) v 1, (C) se
intersectan en algiin punto, necesariamente x = y. L]

De la proposicién anterior se tiene que

(C(B = U Vx(C) = |_| V:E(C) U V<(C)>

z€Z z€2-7

y dado que cada hoja global v,(C) se puede descomponer en una uniéon de hojas locales,
la laminacion de Cg estd totalmente determinada por éstas. Para cada z € 7 diremos
que la imagen v,(C) es una traslacion de la hoja base v(C), la traslacion dada por el
elemento z. En este sentido, las traslaciones de la hoja base determinan la estructura de
laminacion del solenoide algebraico.

De la misma manera, traslaciones v,(R) de la hoja base v(R) en el solenoide adélico
S@ por elementos x € Z determinan una estructura de laminacioén para éste.



Capitulo 3

Completacion proalgebraica de varieda-
des toricas normales

3.1. El toro proalgebraico

Definicion 3.1.1. Para cada r € N, el grupo (Cj)" = Cj x ... x Cf (7 veces), es llamado
toro proalgebraico.

Sea Ty un toro con latice de caracteres M. Aplicando el funtor Homy (M, -) exacto por
la izquierda (i.e., transforma morfimos inyectivos en morfismos inyectivos) en la categoria
de grupos al diagrama (2.4) obtenemos los sistemas proyectivos

*
Pn,m

Homy (M, C*) Homy(M,C*) —— ...

30*—)627”‘50/’"7' (’D'_)e%'rigp/n

..—Homgy (M, Z/mZ) — Homy(M,Z/nZ) — ...
Por la proposicion 1.2.5 y la observaciéon 1.2.6 se tiene la sucesion exacta
0= Z" — (Tw)g = Ty — 1, (3.1)

donde r es el rango de M y
(TN)Q = HomZ(M, (C(a)

es llamado completaciéon proalgebraica del toro Ty, el cual es un grupo isomorfo al
toro proalgebraico (Cg)".
Cuando identificamos a T con (C*)", cada homomorfismo
P+ (C) = (C7)
esta dado por
(L, oo te) s (£

que claramente es un morfismo de variedades siempre que n|m. Mas atn, si pensamos en
(C*)" con la topologia usual, cada uno de estos homomorfismos determina un cubriente
de (C*)" y por tanto de Ty. Asi, el toro proalgebraico es precisamente un limite proyec-
tivo de variedades téricas, donde los morfismos de conexién son mapeos cubrientes. Una
consecuencia de las proposiciones 2.1.12 y 2.2.2 es la siguiente.

34
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Teorema 3.1.2. Sea Ty un toro con ldtice de caracteres M. Entonces (ITx)g es una
laminacion de dimension igual a dos veces el rango de M (con la topologia inducida por
la biyeccion Ty ~ (C*) M " este 4iltimo con la usual).

Demostracion. Supongamos que el latice M tiene rango r. Entonces T ~ (C*)" y en
consecuencia (Ty)q =~ (Cg)". Si t = (z1,...,2,) € (Cf)", entonces para cualquier abierto
de la forma

UD x ... x U C(C*)"
que contiene al punto (m (1), ..., 71 (z,)), con UY) = C para cada j = 1,...,7y
m : Cy— C

la proyeccion candnica, se tiene un homeomorfismo

o ~

G T (UW) x o x 77 (UD) S (UW xZ) x .. x (U xZ) = (UD x ... x UMY x Z"

dado en cada componente como el inverso del homeomorfismo (2.3) en la prueba de la
proposicion 2.1.12.
En particular, para los abiertos

Uy =C—{re™eC"|r>0} yUy=C"— {re™ € C" | r > 0}
en C* y la cubierta
C:={m "(Ux,) X .. x 1 "(Up,) | kj = 1,2}
de (CG)" ~ (Tn)q, las funciones de transicion
i1 @5 (U NU;) = il NU;)

para cada par U;,U; € C, son simplemente la identidad como en la prueba de la proposicion
2.2.2, y por tanto son laminares. O

Si ahora, aplicamos el funtor Homgz (M, -) al diagrama (2.6) obtenemos la hoja base
en (Ty)g dada por la imagen del monomorfismo

v Ch— (TN)Q
que, haciendo la identificacion (Ty)q ~ (Cg)", para (21, .., 2,) € C"

V*(Zl, ceny ZT) = I/T(Zl, cey Zr) = ((61(21/”%), ceny <€Z(ZT/]))]))

Se sigue de la proposicion 2.2.5 que la hoja base v*(C") es la componente conexa por
trayectorias del neutro en (T)g y es un subconjunto denso de éste. Mas atn, traslaciones
de v*(C") por elementos de Z" determinan la misma estructura de laminacion para (Tn)o
obtenida en la prueba del teorema 3.1.2.
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3.2. Definicion de la completacion proalgebraica de va-
riedades toricas

En la siguiente seccion extenderemos la nocion de completacion proalgebraica de un
toro al caso de cualquier variedad térica afin normal. A partir de aqui, consideraremos
solamente conos poliédricos, racionales y fuertemente convexos, por lo que nos referiremos
a ellos simplemente como conos.

3.2.1. Caso afin

Obsérvese que los morfismos de conexion p,,,, : C* — C* en la construccion del
solenoide algebraico se extienen de manera natural a todo el plano complejo C. Tenemos
entonces el sistema proyectivo {C, py, m fnjm cuyo limite

Co:=lim C

Pn,m

es un semigrupo multiplicativo, ya que cada p,, ,, es un homomorfismo de semigrupos. Por
otro lado, si o es un cono en Nr con semigrupo afin S° = ¢V N M, por la proposicion
1.3.15 se tiene una identificacion

X7 = Hom,, (57, C).
Esto motiva la siguiente definicién, la cual se obtiene cambiando C por Cg.

Definiciéon 3.2.1. Sea ¢ un cono en Ny con semigrupo afin S7 = ¢¥ N M. Definimos la
completaciéon proalgebraica de la variedad torica afin X como

Xg = Hom, (S7, Cq).

Nos sera de utilidad interpretar a esta completacion algebraica como un limite de la
forma
X = l&n X7,
Para ver esto, consideremos v € Xg. Notese que se induce una coleccion {v; : 87 = C}jen

de homomorfismo de semigrupos tales que (7,,(s))™" = 7,(s) para todo s € S siempre
que n|m. Esto determina una correspondencia biyectiva

Xg — lim Homy, (5%, C), 7 = (9;)jen,

dn,m
donde
qnm : Homz(S7,C) — Homgz(S7,C), v+ pumo?y

es un morfismo de variedades. Por tanto, Xg es un limite proyectivo de variedades toricas.
Més atin, mediante esta biyeccion podemos dotar a Xg con la topologia que definen las
proyecciones canonicas

;e @Homsg(S”,C) — Hom,, (57, C),

dn,m



3.2 Definicion de la completacion proalgebraica de variedades toricas 37

ya sea con la usual o la de Zariski en cada X°.

La completacion proalgebraica Xg viene dotada con una accion del toro proalgebraico
(Tn)g. En efecto, recordemos de la observacion 1.3.16 que si T es el toro de X7 con
latice de caracteres M, entonces se tiene una inclusion canoénica Ty = Homg (M, C*) =
Hom,, (57, C*) € Hom,,(S?,C) = X7 y por tanto

(Tn)q = Homgz (M, Cg) = Hom,,y (57, Ch) € Homy,y (57, Cq) = X3

De esta manera, hay una accion natural de (T)g en X§ dada por la multiplicacion usual
de funciones. Més atn, como la accion de Ty = Hom,,(S?,C*) en X7 = Hom,, (57, C)
estd dada por la multiplicacion de funciones y es claro que es complatible con los morfismos
(nm, la accion de (T )q en X§ viene inducida por la accién de Ty en X7.

3.2.2. Caso general

Consideremos un abanico F en Ng y la coleccion de completaciones proalgebraicas

{Xé}ae]-' = {HomSQ(SU7 (CQ)}UEJ:'

Similar al caso clasico, si 01,09 € F y T = 01 N 0y entonces se tienen un homomorfismos
inyectivos

X! = Homy (57", Cq) = Homyy(S7, Cq) — Hom,y (57, Cq) = X’ (3.2)

dados por la restriccion. Asi, a partir de la proposicion 1.3.17, de la misma manera en
la que se “pegan” las variedades afines {X°},cr para dar lugar a la variedad torica X7,

definimos en
| | Hom,, (57, Cq)
oceF

la relacién de equivalencia: (v, : S7' — Cg) ~ (72 : S72 — Cq) si y solo si existe
T = 01 N oy y un homomorfismo v : S — Cq tal que y Y|se1 =71 ¥ 7]s02 = 72.

Definicion 3.2.2. Sea F un abanico en Ng. Definimos la completacion proalgebraica
de la variedad torica X* como

X3 = |_| Hom,,(57,Cq)/ ~ .
oeF

dotada con la topologia cociente.

Anélogo al caso afin, para cada pareja n,m € N tales que n|m definimos

Gnn : X7 = | | Homy(S7,C)/ ~— | | Hom,y(S7,C)/ ~= X7
ceF oEF
[Vl = [Prm 071,

donde p,, ., : C — C es el homomorfismo de semigrupos z — 2™/ en el limite proyectivo
1&1 C y la relacion de equivalencia ~ dada en el comentario anterior a la proposicién

Pn,m
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1,3,17. Cada @, estda bien definida ya que si v : ST — C es un homomorfismo que
extiende a y; : S7' = Cy 72 : 572 = C, con 7 < 01 N o9, entonces la composicion py, ,, 0y
extiende a las composiciones py, , © 71 Y Dnm © 72. En particular las funciones g, ,, son
morfismos de variedades y continuas en la topologia usual, por lo que podemos considerar
el limite proyectivo

im X7

n,m

en la categoria de espacios topologicos. Mas aun, la correspondencia

©: X = Im X7, [y e ([])jem, (3.3)

dn,m

determina un homeomorfismo, donde {v; : S” — C} ey es la coleccion de homomorfismos
de semigrupos inducidos por el representante 7 de [v] los cuales satisfacen

(3 (8))™" = u(s)

para todo s € S? siempre que n|m |2].

Veamos ahora que hay una accién natural de (Ty)g en X(g . Dado un abanico F en
Ngr tenemos que

(Tn)o = Homg (M, Ca) = Hom,, (57, C@ C Hom,,(57,Cq) = X5
para todo o € F y todos estos toros proalgebraicos se identifican entre si mediante el

pegado, es decir,

(Tw)g ~ | | Homyy(S7,Ch)/ ~ .

oeF
De esta manera, si 7 € (Ty)g = Homz(M,Cy) v [y : S7 — Cg] € X entonces

7l =Hlse -l (3.4)

Por otro lado, la accion de Ty en X7 en (1.4) es compatible con los morfismos g, ya
que si nlm, v, € Ty = Homz(M,C*) y [y, : S — C] € X7, entonces

Gnm (V[ Ym]) = @nm([Yse - 1)
= [Pnm © (F]so - 7)]
= [(Prm ©1s7) + (Pm ©7)]
= Gnn([Fmlse]) - @nm([m])-

Esto implica que el limite @TN actiia en el limite @X 7. Por ultimo, mediante el
qn,m dn,m
homeomorfismo (3.3), el toro proalgebraico (Ty)q se identifica con Im Ty y resulta claro
dn,m
que las respectivas acciones se corresponden entre si. Por tanto la accion (3.4) viene
inducida por la accién de Ty en X7

Ejemplo 3.2.3. Consideremos los abanicos en el ejemplo 1.3.7(2), (3), (4). Segtn vimos
en el ejemplo 1.3.18, las variedades toricas obtenidas a partir de esos abanicos son P!, P?
y P! x P!, respectivamente. La completacion proalgebraica de éstas se denota por IP’@, I%
y (P* x PY)g = Pg x Py,
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3.3. La correspondencia érbitas-conos

En esta seccion estudiaremos las orbitas de la accion de (7)o en la completacion
proalgebraica X@T . El resultado principal, anédlogo al caso clésico para la variedad toérica
X7 mostrara que hay una biyeccion entre las (Ty)g-6rbitas de X(é y los conos en el
abanico F. Los resultados y pruebas en el caso clasico se encuentran en § 3.2 de [5].

Dado un cono o en Ng, se tiene el punto en X’ = Hom,,(S?,C) definido por el
homomorfismo de semigrupos

1 simeS°Not=0ctNM,
0 en otro caso.

mES"»—>{

Efectivamente es un homomorfismo de semigrupos ya que o+ = ¢ N ot es una cara de

o (proposicién 1.3.5), en consecuencia, si m,m’ € S° y m +m’ € S° N ot entonces
m,m’ € S°Not (lema 1.3.4). Este punto es denotado por 47 y es llamado el punto es-
pecial (o distinguido) en X7 correspondiente al cono o. Dicho punto tiene la propiedad
de permanecer fijo bajo la accion del toro T si y sélo si dim ¢ = dim Ng (corolario 1.3.3
[5]). Obsérvese que si 7 es una cara de o (i.e., 7 < o) entonces 77 € X7, ya que o+ C 7+.

Lo especial de los puntos 77 en una variedad torica se ve reflejado en el siguiente
resultado (teorema 3.2.6 de [5])

Teorema 3.3.1. (La correspondencia entre conos y Tx-orbitas) Sea X la variedad torica
asoctada al abanico F en Ngr. Entonces

(a) Se tiene una corresponencia biyectiva
{Conos o € F} +— {Tn-orbitas en X”}

o+— Txh-7°.

(b) Supongamos que dim Ng = r. Para cada cono o € F, la oribta Ty -~ es un toro
de dimension r — dim o.

(¢) Para cada o € F, la variedad afin X es la union de drbitas

X7 = TN")/T.

Con la finalidad de obtener una version proalgebraica del resultado anterior, tenemos
la siguiente definicion.

Definicion 3.3.2. Sea o cono en Ng. Definimos el punto en Xg como el homomorfismo
de semigrupos 7§ : S7 — Cg dado por 1g(m) = (77 (m))jen, m € S, donde 77 es el
punto especial en X7 para todo 7 € N, es decir,

(m): (1])] SimESUHUJ—:UJ—mM,
(0;); en otro caso.

Le llamaremos a ¢(m) el punto especial en X§ asociado al cono o.
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Dicho punto tiene la propiedad de permanecer fijo bajo la accion del toro (Ty)g siy
solo si dim o = dim N y si 7 =X o entonces 73 € Xg ya que en cada componente satisface
ambas propiedades.

El siguiente resultado es la version proalgebraica del lema 3.2.4 en [5].

Lema 3.3.3. Sean N y M latices duales entre si con emparejamiento
(,):MxN—=Z.

Sean ademds o un cono en Ng y N, el subldtice de N generado por los elementos en o NN
(i.e., Ny = Z(c N N)). Entonces N(o) := N/N, es un ldtice con ldtice dual

oc"NM={me& M| (m,u) =0 para todo u € o}.
Por tanto se tiene un isomorfismo natural
(T = Homz (o N M, CY) = N(o) ®z Cy,.

Demostracion. Obsérvese primero que N(o) es un grupo abeliano finitamente generado,
por lo que si probamos que es libre de torsion, entonces tendremos que es un latice por
el Teorema fundamental de los grupos abelianos finitamente generados. Dicho ésto, sea
u € N y supongamos que para algun k£ > 1, ku € N,. Notese que

Ny =Z(cNN)=(cNN)—(cNN)={u —us | uj,ug € c NN},

va que o N N es un semigrupo. Asi, existen uy,us € 0 N N tales que ku = u; — us. En
particular, uy,us € o, lo cual implica que
n 1 . k—1
U+ uy = —u

TRk
de donde se sigue que u = (u + uz) — us € N,. Por tanto N(o) es libre de torsion y, en
consecuencia es un latice.

Por otro lado, el emparejamiento entre M y N induce un emparejamiento

us € c NN,

(,Y:0"NMx N(c)—=Z

dado por (m,[u]) = (m,u), m € ot N M, [u] € N(o). Dicho emparejamiento esta bien
definido ya que si w = u + v para algin v € N,, entonces

(m,w) = (m,u+v) = (m,u) + (m,v) = (M, u).

Definimos
Yot N M — Homgy(N(0), Z)
m = ([u] = (m, [u])").

En particular o N M es un grupo y es claro que 1 es un homomorfismo de grupos.
Probaremos que 1 es de hecho un isomorfismo de grupos. En efecto, supongamos que
¥(m) = 0 para algiin m € o+ N M, es decir,

<m7 [UDI = <ma u> =0,
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para todo [u] € N (o), de donde se sigue que m = 0 y por tanto ¢ es inyectiva.
Luego, sea
a:N(o) =7

un homomorfimo de grupos. Mediante la composiciéon con la proyeccién canédnica, obte-
nemos un homomorfismo
a:N—Z

dado por a@(u) = «a([u]) para todou € N. Dado que la identificacion entre M y Homy (N, Z)
es mediante el emparejamieto natural entre M y N, es posible encontrar m € M tal que
a([u]) = a(u) = (m,u), para todo u € N. Mas atn, cualquier z € o es de la forma

r=au; + ... + arpUg,
con a; € R>p y u; € 0N N, en consecuencia,
(m,x) = ar{m,ur) + ... + ap(m, ux) = ara([uq]) + ... + aga([ug]) = 0.

Esto implica que m € o= N M y por tanto 9 es sobreyectivo.
Por tltimo, si los conjuntos {ey,...,er} v {ef,...,e;} son bases de N(o) y ot N M
respectivamente, entonces por la Proposicion 1.2.5 tenemos el isomorfismo

(Tw(o))o = Homz(oh N M, C) = N(o) ©7 Ch

k
dado por a — Z e; @ afer). O
i=1
El lema anterior nos ayudard a probar que la érbita (T)q - 7§ asociada a cada punto
especial es un toro proalgebraico. Més precisamente tenemos la siguiente:

Proposicion 3.3.4. Sea o cono poliédrico, racional y fuertemente convexo en Ng. Si
(O(0))q := (Tn)q - 7§ entonces

(0(0))g = {7: 87 = Cq | 7(m) # (0;); & m € o= N M}
~ Homy (o™ N M, Cy)
= (TN

Demostracion. La prueba es una completa analogia a la demostracion de lema 3.2.5 en
5]

Sea O :={y: 57 = Cq | v(m) # (0,); & m € o= N M} y obsérvese que o- N M C
S° = ¢¥' N M. De hecho, 0= N M es un grupo con la misma operaciéon que S°. Asi, si
v € O, entonces la restriccion y|gvay @ 0¥ N M — Cf es homomorfismo de grupos.
Reciprocamente, si o € Homgz (ot N M, Ch), entonces la funcion

a(m) sime S Not=0ctNM,

(0;);  en otro caso

mES‘ﬁ—){

es un homomorfismo de semigrupos y en consecuencia un elemento en (. Por tanto
O’ ~ Homg (o N M, Cp).
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Consideremos ahora la sucesion exacta
0— N, N — N(o)—0.

Haciendo producto tensorial con Cg, obtenemos un homomorfismo de Z-médulos (grupos)
sobreyectivo

En particular, N ®z Cj acta en N(0) ®z Cp de manera transitiva. Mediante los isomor-
fismos

N ®Z (C(*@ = HomZ(M, Ca) = (TN)Q y N(O’) ®Z (C(*@ = Homz(O'L N M, C(*@) = (TN(U))@,
la accion de N ®z Cg en N(0) ®z Cf se corresponde con la accién

(Tw)a X (Tn(o))o = (Inw@))a

dada por v-a = (V|,1An) . Se sigue que ésta tltima es también transitiva. Por otro lado,
obsérvese que O es invariante bajo la accion de (Ty)g descrita en (3.4) y ademas contiene
al punto especial 7. Méas atin, la accion de (Tn)q es compatible con la biyeccion

(TN(0)>Q = Homz<O'L N M, C&) ~ (.

Por tanto, 7§ (m) € O" implica que O(0)g = O'. O

Ahora podemos probar el resultado principal de este trabajo, el cual es analogo al
teorema 3.3.1 para variedades toricas.

Teorema 3.3.5. (La correspondencia entre conos y (In)g-0rbitas) Sea F abanico en Ng
Y X(/; la completacion proalgebraica de la variedad torica X7 . Entonces

(a) Se tiene una corresponencia biyectiva

{Conos 0 € F} «— {(T)q-0rbitas en X3}
o +— (0(0))q = Homz (o N M, Cj).

(b) Supongamos que dim Ng = r. Para cada cono o € F, la orbita (O(0))g es una
laminacion de dimension igual a 2(r — dim o).

¢) Para cada o € F la completacion Xg es la union de orbitas
Q

Xg = J©Om)e.

T0

Demostracion. La inyectividad en (a) es clara a partir de la proposicion 3.3.4. Para la
sobreyectividad, sea O una (Ty)g-Orbita de X(g . Obsérvese que como

x¢=UXs
oEF
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si 01,09 € F, entonces de (3.2) los elementos de X' que se relacionan con los elementos
de Xg? son precisamente los elementos de X&lm”, es decir,

g1 o2 __ o1MNo2

Mas atin, cada X§ es invariante bajo la accion (3.4) del toro (T )q. Por tanto, existe un
tinico cono minimal' ¢ € F tal que O C X§. Probaremos que O = (O(0))q y tendremos
(a). En efecto, sea v € O y consideremos el conjunto

S:= {m € 57 | 4(m) # (0,);}.
Obsérvese que si m; : Cg — C es la proyeccion canodnica para todo j € N, entonces
S={m e S5 | y(m) #(0;);} = {m € 57 | (m; 0 y)(m) # 0}

para todo j € N. En consecuencia, S = I' N M para alguna cara T de ¢V (ejercicio 3.2.6
[5]). Por la proposicién 1.3.5, existe una cara 7 de o tal que I' = ¢¥ N7+, Asi,

S=TNM=c"NnrnNM,
implica que 7 € X{, de donde se sigue que 7 = ¢ por la minimalidad de ¢. De esta manera
S=ctnM

y por la proposicion 3.3.4 se tiene que v € (O(0))q. Por tanto O = (O(0))g ya que dos
orbitas son iguales, o bien, disjuntas.

Para (b) obsérvese que el toro Tiy(, tiene latice de caracteres o- N M y
rank (o= N M) = dim o*.

Ademas, mediante la biyecciéon en la proposicion 1.3.5 entre las caras de o y las caras de
dV, la cara ot de ¢V se corresponde con el cono o y

€1

dim & =r — dim o.

Asi, por la proposicién 3.3.4 y el teorema 3.1.2, la érbita (O(c))g ~ (Tn(s))o €s una
laminacion de dimension 2(r — dim o).

Para (c), sabemos que X§ es una unién de 6rbitas. Si 7 es una cara de o se tiene que
(O(7))g C Xg C Xg.

Reciprocamente, de manera analoga a la prueba de (a), cualquier érbita O contenida en
X§ es de la forma O = (O(7'))q para alguna cara 7' de o. O

!minimal en el sentido de que si O C X¢ para alguna cara T de o, entonces T = 0.
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