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Abstract

The lattice of all clones of Boolean functions ordered by inclusion, better
known as Post’s lattice, is of great importance in Computer Science in everything
related to the problem of boolean satisfiability and its complexity. In this work,
we succeed in describing one of the infinite chains in Post’s lattice through the
aplication of various Universal Algebra concepts.

To this purpose, we study the lattice of congruences of an algebra, va-
rieties, subdirectly irreducible algebras, the free algebra of a variety, Mal'cev
and Jénnson conditions, and clones.

The variety of implicative algebras and AE-sentences (VI!Ap = ¢
sentences) are presented, crucial to the development of the work. From AE-
sentences, we will study the clone of algebraic functions and the algebraically
expandable (sub)classes. It will be possible, then, to describe the infinite chain
of clones between the clone of term operations and the clone of algebraic fun-
ctions of the 2-element implicative algebra (i.e., the clones which include the
implication function) through the proof of an anti-isomorphism with the lattice
of algebraically expandable subclasses of the variety of implicative algebras.



Resumen

El reticulado de todos los clones de funciones booleanas ordenados por
inclusién, mejor conocido como reticulado de Post, es de suma importancia
en Ciencias de la Computacién en lo referido al problema de satisfacibilidad
booleana y su complejidad. En este trabajo se logra describir una de las cadenas
infinitas del reticulado de Post mediante la aplicacién de varios conceptos de
Algebra Universal.

Para esto, estudiaremos el reticulado de congruencias de un élgebra, las
variedades, las algebras subdirectamente irreducibles, el algebra libre de una
variedad, las condiciones de Mal’cev y de Jénnson, y los clones.

Ademas, se presentan la variedad de las dlgebras implicativas y las AE-
sentencias (sentencias de la forma V3! A p = ¢), centrales en el desarrollo de este
trabajo. A través de las AE-sentencias, estudiaremos el clon de funciones alge-
braicas y las (sub)clases algebraicamente expandibles. Serd posible, entonces,
describir la cadena infinita de clones comprendidos entre el clon de operaciones
término y el clon de funciones algebraicas del dlgebra implicativa de 2 elementos
(i.e., los clones que contienen a la funcién booleana implica) mediante la demos-
tracién de un anti-isomorfismo con el reticulado de subclases algebraicamente
expandibles de la variedad de las dlgebras implicativas.
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1. Introduccion

El Algebra Universal es el estudio de las propiedades comunes a dlgebras,
y a clases de &dlgebras, independientemente de sus tipos. De este modo, cada
una de sus construcciones de conocimiento se direccionan en la obtencién de
resultados pertinentes a familias enteras de dlgebras (por ejemplo, las clases
ecuacionales —o variedades—), y no dlgebras de un tipo en particular. Esto hace
del Algebra Universal una herramienta sumamente titil para abordar problemas
de diversas dreas de las Matemaéticas y las Ciencias de la Computacién, sobre
las que le es posible brindar luz de manera erudita. El presente Trabajo intenta
ser un ejemplo de esto.

El reticulado de clones de funciones booleanas, mejor conocido como
reticulado de Post, es una adaptacion directa a la teorfa de clones de los estudios
de Emil Leon Post sobre subconjuntos de funciones booleanas cerrados bajo
composicién. Sin embargo, su demostracién original sobre la estructura reticular
de todos estos subconjuntos (junto con la relacién de inclusién) fue arduamente
laboriosa, y requiere varias consideraciones sobre combinatoria; pruebas més
sencillas han sido dadas desde entonces (por ejemplo, en [9] o en [10]).

Nuestra intencién es describir de manera precisa una de las 8 cadenas
infinitas de clones presentes en el reticulado de Post, lo cual logramos mediante el
estudio de las subclases algebraicamente expandibles (clases AE) de la variedad
de las dlgebras implicativas; estas clases AE pueden pensarse como los “cortes”
que se pueden efectuar en la variedad de las dlgebras implicativas mediante AE-
sentencias, y conforman exactamente una de dichas cadenas infinitas de clones.
Estudiar de esta manera el reticulado de clones de funciones booleanas resulta
novedoso, y evidencia la valiosa utilidad de las representaciones globales junto
al hecho de que éstas preservan la satisfacibilidad de AE-sentencias ([5]).

Aunque el presente Trabajo intenta ser autocontenido, es preciso aclarar
aqui que, para abordarlo con fluidez y naturalidad, serd necesario que el lector
conozca conceptos bésicos de 16gica, teoria de de modelos y dlgebra. Todos los
resultados aqui presentados fueron cuidadosamente estudiados; por esta razén,
intentamos otorgar una demostracion a cada Lema, Teorema y Corolario, acom-
panando al lector en el entendimiento de los distintos temas. Las demostraciones
faltantes son resueltas en las citas bibliogréficas, o competen temas que exceden
la finalidad de este Trabajo, o creemos que pueden ser facilmente deducidas de
las definiciones relacionadas.



2. Preliminares

En esta seccion, presentaremos ciertos conceptos ya conocidos (términos
y férmulas de un tipo, producto de dlgebras, etc.) realizando generalizaciones
para abordar con la profundidad necesaria nuestros estudios; por ejemplo, red-
ifiniendo los términos y férmulas de un tipo para que contemplen conjuntos
arbitrarios de variables, generalizando la nocién de producto directo para poder
contar con una cantidad arbitraria de factores, introduciendo los ideales (con-
ceptos duales a los filtros), o estudiando las congruencias de dlgebras de una
manera mds abarcativa (a saber, el reticulado de congruencias de un dlgebra).
Por tltimo, encontraremos interesantes maneras de relacionar el reticulado de
congruencias con filtros e ideales, y con algebras subdirectamente irreducibles
(uno de los conceptos fundamentales del Algebra Universal y de vital importan-
cia en varias secciones de este Trabajo).

También haremos un estudio sobre las relaciones de satisfacibilidad de
ciertas férmulas entre dlgebras relacionadas entre si por ser subalgebras, dlge-
bras cociente, imdgenes homomoérficas o productos directos. Dicho estudio se re-
alizard en funcién de la forma sintdctica de las férmulas (i.e., los simbolos en ellas
presentes), obteniendo asi informacién ttil para discernir posteriormente acer-
ca de las identidades (seccién Variedades) y las AE-sentencias (seccién Clases
Algebraicamente Expandibles).

2.1. Conjuntos de variables arbitrarios

Para empezar, notemos que para cualquier tipo 7 = (C,F,R,a) los
conjuntos X de sfmbolos tales que

Xﬂ(fURU{‘v‘,‘E",‘/\‘,‘\/‘,‘ = A’C_|(’( — ‘,‘ — t’t(t7ﬁ)¢,é,( ):®
pueden reemplazar sin inconvenientes al conjunto de variables utilizado para
construir los conjuntos de términos y de férmulas de tipo 7. Por esta razoén,
cuando un conjunto arbitrario de simbolos X sirva de conjunto de variables,
llamaremos a los elementos de X wvariables, y X serd llamado un conjunto de
variables arbitrario.

Definition 1 Sea 7 = (C,F,R,a) un tipo, y sea X un conjunto de variables ar-
bitrario. Definamos los conjuntos de palabras T} (X), con k > 0, de la siguiente
manera:

TI(X)= XUC ,
Ty (X) = T7(X)
U{f(t1,..tn): fEFn yt, .., ty, € TT(X), n> 1}

Definase ademds T™(X) = Uy>o T (X). Los elementos de T7(X) serdn lla-
mados términos de tipo 7 con variables en X .



Definition 2 Sea 7 = (C,F,R,a) un tipo, y sea X un conjunto de variables
arbitrario. Las palabras de la forma

t=s),cont,s € T7(X)
T(t1, ey tn), cON t1, oty € TT(X), 7 € Ry, n > 1.

serdn llamadas férmulas atémicas de tipo 7 con variables en X.

Definition 3 Dados 7 = (C,F,R,a) un tipo y X un conjunto de variables
arbitrario, definamos los conjuntos de palabras F}7 (X)), con k > 0, de la siguiente
manera:

FJ(X) = {formulas atémicas de tipo T con variables en X},
Figa(X) = FL(X)
U{-p:pc F(X)} U {lpVve):e e F(X)}
Uflend) o9 e FI(X)} U {(p—9):p,¢ e FI(X)}
Uilp =)o e FI(X)} U {Yup: ¢ € Fl(X),ue X}
U{3up:peFl(X),ue X}

Definase ademds F™(X) = Ur>0Ff (X). Los elementos de F7 (X) serdn
llamados férmulas de tipo 7 con variables en X.

Definition 4 Dada una estructura A de tipo 7 y X un conjunto de variables,
una valuacién serd una funcion v : X — A. Dada una variable x € X, v(x)
serd llamado el valor que toma x respecto de la valuacién v.

Definition 5 Dados una estructura A de tipo 7 = (C,F,R,a), un término
t € T™(X) y una valuacion v, definase recursivamente t*[v] de la siguiente
manera:

Sit=axz¢€ X, entonces t*[v] = v(z).

Sit=ce€C, entonces tA[v] = cA.

Sit=f(t1,....,tn), con f € Fp, t1,....tn, € TT(X), entonces

tA[v] = fA(t{*[v],...,tA[v]),

n

El elemento t*[v] serd llamado el valor que toma t respecto de la valuacién
v (en A).

Definition 6 Dados una estructura A de tipo T, una valuacion v y un elemento
a € A, denotaremos con |2 (v) a la valuacion w tal que w(z) = a y w(y) = v(y),
para cada y € X — {z}.



Definition 7 Dadas una estructura A de tipo 7, una férmula ¢ € F™(X) y una
valuacion v, definiremos recursivamente la relacion A |= ¢[v] de la siguiente
manera:

Al

- Sip=(t=s), entonces A |= o[v] siy sélo si t*[v] = s2[v].

- Sip="1(t1,....,tn), entonces A |= p[v] si y solo si (t{[v], ..., t2[v]) € rA.
- Sip =, entonces A = ¢[v] siy sdlo si no se da que A = p[v].

- Sip= (Y V~), entonces A = p[v] si y sdlo si A = v] o A =]

- Sip= (Y A7), entonces A {= p[v] siy solo si A |=Plv] y A =]

- Sip= (¥ — ), entonces A |= p[v] siy sdlo si no se da que A = ¥[v] o se
da que A = y[v].

- Sip = (1 — ), entonces A = p[v] siy sdlo si se dan A = Y[v] y A = ~[v]
o no se da que A = P[] ni que A = v[v].

- Si ¢ = Yuy, entonces A | p[v] si y sdlo si para cada a € A se da que

A =Pl ()]

- Si o = Juy, entonces A = [v] si y sélo si existe un a € A para el que

A=l ()]

Cuando se dé que A |= [v] diremos que A satisface ¢ en la valuacién v.

Definition 8 Sean variables x1,...,x, € X, todas distintas. Dado t € T™(X),
escribiremos t =g t(x1,...,x,) para declarar que las variables que ocurren en
t estin en {x1,...,xn}; cuando sea notacionalmente conveniente e inambiguo,
escribiremos directamente t € T7 (x4, ..., xy). Ademds, escribiremos t =4 t() (o
t € T7(0)) para declarar que t es un termino cerrado, y en tal caso t*[], o
simplemente t, denotard el valor de t en la estructura A.

Del mismo modo, dada ¢ € F7(X), escribiremos ¢ =q4 p(x1,...,T,) para
declarar que todas las variables libres de ¢ estin en {x1,...,x,}. La definicion
formal de Li(p), para cada ¢ € F7(X), es remitida al lector, quien suponemos
que conoce la manera de hacerlo.

Por dltimo, dados un término t =g t(X1,...,Tn) Y 81, ..., Sn palabras cua-
lesquiera, se denotard por t(si,...,sn) a la palabra resultante de reemplazar si-
multdneamente cada ocurrencia de x; por s;, parai=1,...,n.

Definition 9 Sean 7 = (C,F,R,a) un tipo y t € T™(X), para algin conjunto
de variables X, tal que t =4 t(x1,...,z,). Se define el mapeo t* : A™ — A tal
que para cada ay,...,a, € A:



-Sit =z, con1 < i < n, entonces tA(al,...,an) = a;, para cualesquiera
A1,y Opn € A.

- Sit es de la forma f(t1(x1, ..oy @n), ey ti(X1,y .oy Tp)), con f € Fy, entonces
tA (a1, ..., an) = fAR (a1, oy an), st (a1, oy ay)).

En este caso, diremos que t representa a t* en A, que t® es representable
en A port, o que t* tiene un término representante (a saber, t) en A.

Lemma 10 Sean A una estructura de tipo 7, t € T7(X) tal quet =4 t(x1, ..., Tp),
y valuaciones vy y ve. Si vi(x;) = wva(x;), para cada i = 1,...,n, entonces
tA[Ul] = tA [’Ug].

Lemma 11 Sean A una estructura de tipo 7, ¢ € F™(X) tal que p=gp(21, ..., Tp),
y valuaciones vy y ve. Si vi(x;) = wva(x;), para cada i = 1,...,n, entonces
A |= plv1] sii A = plva].

Como consecuencia de estos ltimos lemas, denotaremos por t*[ay, ..., a,] al
elemento tA[v] € A, para alguna valuacién v tal que v(z;) = a;, parai = 1,...,n,
y como A E ¢lay,...,a,] cuando A [ ¢[v], para alguna valuacién v tal que
v(x;) = a;, parai =1,...,n.

2.2. Subdlgebras

Definition 12 Sea A una estructura de tipo 7. Diremos que una estructura B
de tipo T es una subestructura de A cuando

- BCA.

- Para cada c € C, B = cA.

Para cada f € F,, B es cerrado bajo fB, y fB = fA|pn.

- Para cadar € Ry, rB =rAnB".
En dicho caso, B serd llamado un subuniverso de A.

Definition 13 Sea A una estructura de tipo 7, y sea S C A tal que S # 0. Se
define la subestructura generada por S como

(S)=(|B:SCByB<A}
Diremos que S genera a (S).
Lemma 14 Sean A una estructura de tipo T y S C A, S # (0. Luego,

(S) = {tA[sl, v Sp] it €Ty, oymp), n > 1 y (81,...,5,) € S"}.



Lemma 15 Dada un dlgebra finita A de tipo T, y elementos aq,..,.a, € A,
existen términos ty, ...ty € T7(x1,...,x,) tales que

Han, ., an}y) = {t8a), ..., t2[a]}.

Lemma 16 Dadas A y B estructuras de tipo 7, 0 # S C A y un mapeo « :
S — B, existe un dnico homomorfismo [ : (S) — B que extiende a «.

Definition 17 Dada una funcién f : A® — A, definase f sobre A? como

f(a1,01)s ey (@ny b0)) = (far, .ooyan), f(b1y -y bn)).

Definition 18 Sean un dlgebra A y funcién f : A™ — A. Diremos que f
preserva subdlgebras de A? si para toda B < A2 se da que

f(B") € B;

i.e., B es cerrado bajo f.

2.3. Homomorfismos

Definition 19 Sean A y B dlgebras del mismo tipo. Si existe un homomorfismo
sobreyectivo F : A — B, diremos que B es imagen homomdrfica de A.

Definition 20 Sean A y B dlgebras del mismo tipo. Una funcion a: A — B
serd llamado un embedding de A en B si a es un homomorfismo inyectivo.

Lemma 21 Dado un embedding o : A — B, el conjunto a(A) es el universo
de una subdlgebra de B.

En virtud del Lema 21, denotaremos por a(A) a la subédlgebra correspondi-
ente.

Lemma 22 Dado un embedding o : A — B, a es un isomorfismo entre A y
a(A).

Definition 23 Dada un dlgebra A y una congruencia 8 sobre A, definase el

mapeo natural vg como
vg: A — A/
a — afb

(Se remite al lector a la seccion 2.7 para rememorar los conceptos de congruen-
cias y dlgebras cocientes).

Lemma 24 El mapeo natural vg es un homomorfismo sobreyectivo.

En virtud del lema anterior, el mapeo natural de un dlgebra a un cociente
de si misma es denominado homomorfismo natural.



Lemma 25 Sean A y B dlgebras del mismo tipo. Si existe un homomorfismo
sobreyectivo F : A — B, entonces A/0 = B, para alguna 6 € Con(A).

Proof. Trivial, bajo la idea de que 6§ = ker(F'). m

Definition 26 Sean un dlgebra A, una familia indezada de estructuras de tipo
7 (A; 1 € I) (ver seccion 2.4.1), y una familia de homomorfismos «; : A — A,
con i € I. Se define entonces el mapeo natural

a:A—(A;jiel)
como
a(a)(i) = a;(a).
2.4. Productos

2.4.1. Productos directos

Definition 27 Por una familia indexada de conjuntos entenderemos una fun-
cion con dominio igual a I que le asigna a cada i € I un conjunto A;. Escribire-
mos (A; : i € I) para denotar tal familia indexada de conjuntos. Ademds, I serd
llamado el conjunto de indices de (A; :i € I).

Ademds, para (A; : i € I) se definen

U(Ai:iel)= {x:2¢€ A, para algin i € I}
[[{A; i eIy = {a:a es una funcion, dom(a) = I,
ya(i) € A; pamcadazEI}

Definition 28 Dado un tipo T, por una familia indexada de estructuras de tipo
T entenderemos una funcion con dominio igual a I que le asigna a cada i € 1
una estructura A; de tipo 7. Escribiremos (A; : i € I) para denotar tal familia
indexada de estructuras de tipo T.

Ademds, se puede definir una nueva estructura de tipo 7, denotada [J(A; :
i € I), con universo [[(A; : i € I) de la siguiente manera

- CTAED) () = A
- Para cada f € Fp, y (a1, ...,a,) € [[(4; :i € )™,

FHASED (01 a,) (@) = 2 (a1(i), ..., an(i))
- Para cadar € R,,

plItAsED) — f(q) .. a,) € H( i enn
(a1(9), ..., an (7)) € r* para cada i € I}.

[I(A; : i € I) serd llamado el producto directo de la familia (A; i€ I).



Definition 29 Dado un producto directo [[{A; : i € I), para cada i € I se
define la proyeccién canénica i-ésima como

mi: J[[(A; i€l

a

A;
a(i).

Lemma 30 Los mapeos m; : [[(A; : i € I) — A; son homomorfismos.

I

Lemma 31 Para cadat € T7 y (ay,az,...) € [[(A; i€ I)N,

tHASHED () 4y, (1) = t2 a1 (0), as (i), ...].

2.4.2. Productos subdirectos y dlgebras subdirectamente irreducibles

Definition 32 Un dlgebra no trivial A es un producto subdirecto de una fa-
milia indexada (A; : i € I) de dlgebras del mismo tipo de A cuando

(i) A<J[(A;:i€1),
(ii) m;(A) = A;, para cada i € 1.
En dicho caso, se denotard A <gq [[(A;:i€1I).

Lemma 33 Dados A <4 [[(A;:i € I), para cadai € I se da que m; : A — A;
es un homomorfismo sobreyectivo.

A raiz de este Lema, y de Lema 25, tenemos el siguiente

Corollary 34 Dados A <4 [[(A; :i € I), para cadai € I vale que A /ker(m;) =
A,

Definition 35 Un embedding o : A — [[(A; : i € I) serd llamado embedding
subdirecto si a(A) <zq [[(A;:i € I).

Definition 36 Un dlgebra A es subdirectamente irreducible si para cada em-
bedding subdirecto

a:A—[[Aizier

existe i € I tal que
mioa: A — Ay

es un isomorfismo.

Lemma 37 Sean A una estructura de tipo T y (A; : i € I) una familia de
estructuras de tipo T tales que A <4 [[(A; : i € I). Luego, para cada sentencia
de tipo 7, p =Vx1... 2y (t =3), cont,s € T™(x1,...,x,), se da que

A = siy sdlo si A; |E ¢, para cada i € 1.



Proof. ( = ) Supongamos que A =t ~ s, con t,s € T7(x1,...,x,), y sean
i €Ty (byy..bn) € (4;)™. Como m;(A) = A;, existe (a,...,a,) € A™ tales
que a;(i) = b;, ¥V j € {1,...,n}. Pero como A =t ~ s entonces t*[ay, ..., a,] =
s2ay, ..., an], y en consecuencia tAilay (i), ..., an(i)] = s2[a1 (), ...., a, ()], obte-
niendo finalmente que ¢4 [by, ..., b,] = s2i[by, ..., b,].

Por lo tanto, A; Et~s, Vie I.

(<) Supongamos que A; =t & s, para cada i € I. Como ademds para
cada (ay,...,a,) € A" se da que (a1(7),...,an (7)) € (4;)™, obtenemos que

Vie I Vae A™ : A [d’(z)] Aild(q))

— Vie I, Vae A" fl[(A: ’GI @) (i) = sITtA=€D [g](7)
— VaEA"'tHA z€I>[] H(A z€I>[]

= Va € A" : t4]d] = s2[d]

= AEtrs.

]

En Seccién 3, las férmulas de la forma de ¢ en el Lema 37 constituirdn
el conjunto de identidades de tipo 7, el cual es de vital importancia en las
subsiguientes secciones.

2.5. Condiciones de satisfacibilidad de férmulas entre al-
gebras

Aqui se listan algunos lemas que serdn de ttil asistencia en posteriores
secciones, como en todo lo referido a AE-sentencias.

Lemma 38 Sean A y B dlgebras del mismo tipo tales que A < B, y sea p =4
O(T1, .y ) una férmula abierta; i.e., ¢ no tiene ocurrencias de cuantificadores.
Luego, para cada (ay,...,a,) € A™ se tiene que

A = play, ..., a,) siy sdlo si B = play,...,ap].

Lemma 39 Sean A y B dlgebras de tipo T tales que A < B, y sea ¢ =4
o(21, .y ) una férmula universal; i.e., de la forma Yvi..vpm1, siendo v sin
ocurrencias de cuantificadores. Luego, para cada (ay, ...,a,) € A™ vale que

Si B = ¢[d] entonces A = o[ad].

Lemma 40 Sean A y B dlgebras de tipo 7 tales que A < B, y sea ¢ =4
p(x1, ..., Tp) una formula existencial; i.e., de la forma Jvy...v,10, siendo ¥ sin
ocurrencias de cuantificadores. Luego, para cada (a1, ...,a,) € A™ vale que

Si A = play, ..., ay] entonces B = play, ..., ap).

10



Lemma 41 Sean A y B dlgebras de tipo T para las que existe un homomorfismo
sobreyectivo F : A — B. Sea ademds una ¢ =4 (1, ..., x,) una férmula positi-
va; i.e., @ no tiene ocurrencias de =, —, o <. Luego, para cada (ay, ...,a,) € A"
vale que

Si A = play, ..., an] entonces B |= p[F(a1), ..., F(ay)].

Lemma 42 Sean A un dlgebra de tipo 7, 0 € Con(A), y ¢ =4 ¢(x1, ..., Tp) una
formula de positiva. Luego, para cada (ay, ...,a,) € A™ vale que

Si A E play, ..., ay] entonces AJ0 = ¢la1 /0, ..., a, /0].
Lemma 43 Sean [[(A; : i € I) una familia de estructuras de tipo T, y ¢ =g4

o(x1, ...y ) formula atdmica. Luego, para cada (aq,...,a,) € A™ vale que

H<Ai s e l) = plal, ..., an] siy solo si A; = plar(3), ..., an(9)], para cada i € 1.

2.6. Filtros e ideales

Definition 44 Un reticulado (L, <) se dice completo cuando para cada S C L,
existen sup(S) e inf(S).
Note que todo reticulado completo tiene 0 y 1.

Lemma 45 L = (L, <) es completo sii para cada S C L, existe inf(S5).

Definition 46 Dado un reticulado L = (L,V, ), un filtro de L es un subcon-
junto no vacio S C L tal que S es cerrado bajo N y si x € S yx <y, entonces
yesSs.

Lemma 47 Sea L = (L,V,A,0,1) un reticulado distributivo acotado. El con-
junto de los filtros de L ordenado con la inclusion forma un reticulado completo.

Definition 48 Dado un reticulado L = (L,V,A), un ideal de L es un subcon-
Junto no vacio I C L tal que I es cerrado bajo V y si x € I yy < x, entonces
yel.

Lemma 49 Sea L = (L,V,A,0,1) un reticulado distributivo acotado. El con-
junto de los ideales de L ordenado con la inclusion forma un reticulado completo.

Definition 50 Dados un reticulado L = (L,V,A) y S C L, se definen los
conjuntos

[S) = {yeL:y>siA..ASsy, para algunos s1,...,8, € S, n > 1},
(S] = {yeL:y<s1V..Vsy,, para algunos sy, ...,s, € S, n > 1}.

El conjunto [S) serd llamado el filtro generado por S, y (S] serd llamado el
ideal generado por S.

Definition 51 Un filtro S de un reticulado L = (L,V,A) se llamard primo si
S # L y cada vez que aVb €S se da queac S obeS.

Theorem 52 (Teorema del filtro primo) Sean L = (L, V,A) un reticulado
distributivo y F un filtro de L. Para cada x € L — F existe un filtro primo P
tal quex ¢ P y F C P.
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2.7. Reticulado de congruencias

Definition 53 Dada un dlgebra A de tipo 7 = (C,F,0,a), una relacién de
equivalencia 0 sobre A serd llamada congruencia cuando para cada n > 1,
A1y .y Qpyb1, . by € Ay f € F, tengamos que si (a;,b;) € 0, i = 1,..,n,
entonces (fA4(ay,...,an), f2(b1,...,b,)) € 0.

Usaremos Con(A) para denotar el conjunto de todas las congruencias de A.

Definition 54 Dadas un dlgebra A de tipo 7 = (C,F,0,a) y 6 € Con(A),
llamaremos el &lgebra cociente de A por 6, y la denotaremos A /0, al dlgebra
de tipo T definida como

- Universo de AJ0: AJ0.
- fA%ay1 )0, ....a,/0) = fA(a1, ...,a,)/0, para cada ay,...,a, € Ay f € Fy.
- A=A )0, para cada c € C.

Lemma 55 (Con(A), Q) es un reticulado completo en el cual

- sup(S) = clausura transitiva de |JS; i.e.,

sup(S) = {(z,y) € A% : existen n >0, 01,....,0, €S yx1,....Tpy1 € A
tales que x = x1 01...0,, xpi1 =y}

- inf(S)=NS,
- AN ={(x,y) € A% 1z =y} es el minimo, y
- VA = Ax A es el mazimo.

En general, usaremos A y V para denotar las operaciones infimo y supremo
de Con(A), respectivamente.

Definition 56 Dados x,y € A, definamos
0™ (x,y) = [ {0 € Con(A) : (z,y) € 0}

QA(x,y) es llamada la congruencia principal generada por el par (x,y), y es la
menor congruencia que contiene al par (x,y).

Lemma 57 Toda congruencia es supremo de una familia de congruencias prin-
cipales.

Definition 58 Dado un reticulado L, un elemento x € L serd llamado com-
pacto si para cada S C L tenemos que si x < sup(S) entonces hay un subcon-
junto finito So C S tal que z < sup Sy.
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Lemma 59 0 es un elemento compacto de Con(A) sii existen T1, ..., Tn, Y1,y -y Yn
€ A tales que
0 =0%(x1,y1) Voo VO (T, yn).

Definition 60 Dado un reticulado completo L, diremos que x € L es comple-
tamente meet irreducible si x # 1¥ y para cada S C L, tenemos que

T = /\S implica x € S.
Lemma 61 Sea A un dlgebra. Para cada 6 € Con(A) son equivalentes:
1. 0 es un elemento completamente meet irreducible de Con(A).
2. existe 6 € Con(A) tal que § > 6 y [0,V] ={0} U[J, V].
3. existe (a,b) € A? tal que 0 es mazimal en no contener al par (a,b).

Lemma 62 Sea A un dlgebra. Cada § € Con(A) es interseccion de un conjunto
de congruencias completamente meet irreducibles.

Lemma 63 Sea L = (L,V,A,0,1) un reticulado distributivo acotado. Dado un
ideal I de L, sea

0(I) ={(z,y) :xVz=yVz, para algun z € I}.
Luego, valen
1. (1) € Con(L).
No necesariamente Con(L) = {0(I) : I ideal}.

0(I) es la menor congruencia 6 de L tal que I es el minimo de L/6.

e e

Si L es complementado, entonces I — 0(I) es un isomorfismo entre el
reticulado de ideales de L y Con(L).

Lemma 64 Sea L = (L,V,A,0,1) un reticulado distributivo acotado. Dado un
filtro F, sea

O(F)={(z,y) :x Az=yAz, para algun z € F}.
Luego, valen
1. 8(F) € Con(L).
2. No necesariamente Con(L) = {0(F) : F filtro}.
3. O(F) es la menor congruencia 6 de L tal que F' es el mdzimo de L/6.

4. Si L es complementado, entonces F — O(F) es un isomorfismo entre el
reticulado de filtros de L y Con(L).
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Lemma 65 Para todo reticulado L = (L,V,A) y a,b € L, se da que
0™ (a,b) = 6([a A D)) N O((a VD))
Lemma 66 Sea B = (B,V,A,%,0,1) un algebra de Boole. Luego,
1. Con(B) = Con((B, V,A)).

2. El mapeo I — 0(I) es un isomorfismo entre el reticulado de ideales de B
y Con(B).

3. Dado un ideal I de L, se da que (x,y) € 0(I) sii xAy = (xAy°)V(yAz©) €
1.

Definition 67 Sea L un reticulado acotado. Diremos que x € L es meet irre-
ducible (respectivamente meet primo) si x # 1 y para cada u,v € L, tenemos
que T =uAv (rep. T > uAv) implica x =u ox =v (resp. x > u ox > v).

Definition 68 Sean L un reticulado acotado y p un filtro primo de L. Se define

0p ={(z,y):x,ycpouxy¢p}

Lemma 69 Sean L un reticulado acotado y p un filtro primo de L. Luego,
6, € Con(L) y L/, = 2.

Lemma 70 Sea L reticulado distributivo acotado. Para cada 6 € Con(L), son
equivalentes:

1. 0 es completamente meet irreducible.

2. 6 es meet irreducible.

3. 0 es meet primo.

4. 6 es un elemento maximal del poset (Con(L) — {V¥}, C).

5. 6 = 0, para algtn filtro primo p.

2.7.1. Algebras subdirectamente irreducibles y reticulado de con-
gruencias

El Teorema 72 en esta seccién nos permite observar una interesante
conexion entre dlgebras subdirectamente irreducibles y su reticulado de congru-
encias.
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Lemma 71 Dadas un dlgebra A y una familia de congruencias sobre A (0; :
i € I) tales que () 0; = A®, entonces el homomorfismo natural
iel
v:A—(AJ0;:iel)

definido como
v(a)(i) = a/b;

es un embedding subdirecto.

Theorem 72 Un dlgebra A es subdirectamente irreducible si y sdlo si existe una
congruencia minima en Con(A) — A en dicho caso, la congruencia minimo
de Con(A) — A% es N (Con(A) — A®), y es una congruencia principal.

Proof. (=) Supongamos que A es subdirectamente irreducible. Si Con(A) —
A2 1o tiene minimo elemento, entonces [)(Con(A) — A%) = AA. Sea [ =
Con(A) — A2, Luego, el mapeo natural

a:A—(AJ0:0el),

definido como a(a)(f) = a/0, es un embedding subdirecto (Lema 71). Ademds,
el mapeo natural A — A /6 no es inyectivo para ninguna 6 € I, ya que para cada
0 € I existen a,b € A talesquea # by (a,b) € 0; luego, A no es subdirectamente
irreducible, lo cual es absurdo.

(<=) Sean § = (Con(A)—AA) # AA (a,b) € O talesquea #b,ya: A —
(A, :i € I) un embedding subdirecto. Como « es inyectivo, por ser embedding,
entonces existe ¢ € I para el que a(a)(i) # a(b)(?); i.e., (m;0a)(a) # (m; 0 a)(b).
Luego, (a,b) & ker(m; o o) y entonces 6 € ker(m; o ). Pero esto implica que
ker(m; o a) = A® por lo que m; 0 : A — A; es un isomorfismo. Por lo tanto,
A es subdirectamente irreducible. m

3. Variedades

Un importante concepto dentro del Algebra Universal (y del presente
Trabajo) es el estudio de las clases de dlgebras de un mismo tipo que satis-
facen un cierto conjunto de identidades de dicho tipo: las variedades. Birkhoff
logré demostrar que una clase de dlgebras es una variedad si y sélo si dicha
clase es cerrada bajo ciertos operadores de clases de dlgebras (a saber, H, S y
P); el Teorema HSP de Birkhoff (Teorema 144), que demuestra esto requiere,
sin embargo, una mayor cantidad de conceptos que serdn introducidos en las
posteriores secciones.

Definition 73 Los operadores 1, S, H, P, que mapean clases de dlgebras en clases
de dlgebras del mismo tipo, son definidos para una clase de dlgebras K como:

- A ce(K) sii A es isomorfa a algin dlgebra en K.
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- A e S(K) sii A es subdlgebra de algin dlgebra en K.
- A e H(K) sit A es imagen homomdrfica de algin dlgebra en K.

- A eP(K) siit A es un producto directo de dlgebras en K.

Definition 74 Dado un tipo 7, el conjunto

Id, = {Vz1..Vz, () = s(2)) :
t,s €T, t =g t(x1,...,xn),s =4 $(x1, ..., xp)} C F7

serd llamado el conjunto de identidades de tipo 7.
Para evitar sobrecarga notacional, una identidad Vz1..Vx,(t = s) serd de-
notada por t(T1, ..., Tp) & S(T1, ..., Tp).

Definition 75 Dado un tipo T, el conjunto

k
QId, = {Vx,..Vz, ( N\ (t:(E) = si(f))> — (#(Z) = s(2)) :
i=1
ty b1,y thy Sy 81,0y Sk € T (21, 00y Ty), k >0} C FT7

serd llamado el conjunto de cuasiidentidades de tipo 7.
Nédtese que Id, C QId,.

Definition 76 Dado un tipo 7 y un conjunto > C Id, (o ¥ C QId,), deno-
taremos
Mod,(X) ={A : A es dlgebra de tipo 7 y A = X}.

Cuando no haya ambigiiedad al respecto, denotaremos simplemente Mod(X) en
lugar de Mod,(X).

En el caso en que X2 C Id., Mod,(X) serd llamada una variedad. Si X C
QId,, entonces Mod.(X) serd llamada una cuasivariedad.

El siguiente Lema enuncia que la interseccién arbitraria de variedades de un
cierto tipo es también una variedad.

Lemma 77 Sea S C P(Id,). Luego,
ﬂ{Mod(E) : X € S} es una variedad.

Proof. Sean T =S y W = ({Mod(X) : £ € S}. Veremos que Mod(T) = W,
y por lo tanto W es una variedad.
En primer lugar, ver que si A € W entonces A |= 3, para cada ¥ € S, lo que
implica entonces que A =T y entonces A € Mod(T'). Es decir, W C Mod(T).
A su vez, si A € Mod(T), entonces A |= 3, para cada ¥ € S, por lo que
A € Mod(¥), para cada ¥ € 9, y finalmente A € W. Es decir, Mod(T) C W.
]
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Lemma 78 Dado un tipo algebraico 7, la clase de todas las dlgebras de tipo T
constituye una variedad.

Proof. Trivialmente, observando que la clase de las dlgebras de tipo 7 es de la
forma Mod((). m

Definition 79 Dada una clase IC de dlgebras de tipo T, llamaremos la variedad
generada por K a

V(K) = ﬂ{W : W es una variedad y K C W}.
Lemma 80 Dada una clase I de dlgebras de tipo T,
V(K) = Mod({y € Id. : K = ¢}).

Definition 81 Dada una variedad V de dlgebras de tipo T, se denotard por Vs
al conjunto formado por las dlgebras subdirectamente irreducibles de V.

Theorem 82 Si V es una variedad, entonces cada miembro de V es isomorfo
a un producto subdirecto de miembros subdirectamente irreducibles de V.

Corollary 83 Dada una variedad V, V(Vsr) = V. Mas ain, si V y W son
variedades tales que Vs = Wsy, entonces V = W.

Por sus reiteradas apariciones a lo largo del presente Trabajo,

Definition 84 Denotaremos por Trer = (0,{V,A},0,a), con a(V) = a(A) =
2, al tipo de los reticulados (y de los reticulados distributivos). Por otro lado,
denotaremos por Tac = ({0,1},{V,A},0,a), con a(V) = a(A) = 2, al tipo de
los reticulados acotados.

Ademass,

Definition 85 Denotaremos por D a la clase de los reticulados distributivos,
y por Do1 a la de los reticulados distributivos acotados. Sus tipos son TreT Yy
TAC, Tespectivamente.

Proposition 86 D es una variedad, de modo tal que

D = Mod({identidades de reticulados}
U {Vaizezs(z1 A (x2 V 23) = (21 A22) V (21 A 3)) }).

A su vez, Dy es una variedad, valiendo que

Do1 = Mod({identidades de reticulados acotados}
U {Vz1zazs(z1 A (22 V 23) = (1 Az2) V (21 A 23))}).
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Remark 87 Se recuerda al lector que las identidades de los reticulados son las
7 propiedades que otorgan cardcter de reticulado a toda estructura de un cierto
tipo T = (C,{V, A, ...}, R,a); por ejemplo, la siguiente propiedad representa la
conmutatividad de V:

VaiVao(z, V as = a2 V 21).
Lemma 88 Sea L € D un reticulado distributivo y definase
X ={F CL:F es filtro primo de L}.

La funcion o : L — [[(L/0, : p € X) definida como a(a)(p) = a/0,, para cada
p € X, es un embedding subdirecto.

Proof. En primer lugar, como para cualesquiera aj,a2 € L'y p € X tenemos
que
alar Vi az)(p) = (a1 V¥ as)/0,
= a/0, IH(L/0p:peX) as/0,
afar)(p) VIO PEX) a(az)(p),

y siendo que vale lo mismo para A, se afirma que « es un homomorfismo.

Para ver que es inyectivo, sean a,b € L tales que a # b. Si a < b, entonces
a ¢ [b) y el Teorema 52 nos permite afirmar que existe un filtro primo pp, tal que
a & ppp); en consecuencia, a(a) # a(b). Del mismo modo, si a > b, se concluye
que afa) # a(b), via el Teorema 52. Por tltimo, si a y b son incomparables,
entonces a & [b) ya que [b) = {y € L : y > b}, pudiendo concluir una vez mas
que a(a) # a(b).

Por dltimo, para ver que « es subdirecto, nétese que «(L) < [[(L/0, : p €
X), por Lema 21, y que para cada p € X, m,(L) ={a/0,:a € L} =L/0, m

Theorem 89 Sea ¢ € 1d,.

2 = sty solo siDE .

Proof. ( = ) Supongamos que 2 = ¢, con ¢ € Id,. Sean L un reticulado
distributivo y X el conjunto de filtros primos de L.

Puesto que @ : L — [[(L/0, : p € X) es un embedding subdirecto, por
Lema 88, y siendo a(L) un subuniverso de la imagen, por Lema 21, obtenemos
que L & o(L), via a.

Ahora, como L/#, = 2, en virtud de Lema 69, tenemos que, para cada
p € X, L/, = ¢. Pero entonces, como a(L) <4 [[(L/0, : p € X), el Lema 37
nos dice que a(L) = ¢. Por lo tanto, L |= ¢.

(«<=) Trivial, ya que 2 es en si un reticulado distributivo. m

4. Algebras implicativas

Nuestra intencién en esta seccién es demostrar que la variedad de las
algebras implicativas es la generada por la tnica (salvo isomorfismo) dlgebra im-
plicativa de 2 elementos; esta ultima cumplird un rol central en el entendimiento
de una gran porcién del reticulado de Post (seccién 9.2).
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Definition 90 Un dlgebra implicativa es una estructura (L,—,1), con —:
I? - L y1eL, tal que satisface:

I1) (z—y) —ama,

(I2) @—y) —y=@y—2) —w,

I3) z—(y—2)ry—(z—2),

(I4) 2 —z~ 1.

Definition 91 Siendo 77 = ({1},{—},0,a) el tipo de las dlgebras implicativas,
denotaremos por I a la variedad de las dlgebras implicativas.

Nétese que 7 estd axiomatizada por las identidades (I1), ..., (I4) de la Defini-
cién 90.

Lemma 92 Si B es un dlgebra de Boole y definimos a — b = a®V b, para todo
a,b € B, entonces (B,—,1) es un dlgebra implicativa.

Ademds si ) # F C B es un conjunto creciente entonces F' es un subuniverso
de (B,—,1). Por lo tanto (F,—,1) también es un dlgebra implicativa.

Lemma 93 Sea A un dlgebra implicativa. Entonces valen en A:
1.1-z~uz,
2.z —1=1.

Proof.
1.

l—oaz~ {por (I4)} (z —2)—>=z
~ {por (I1)} z.

{por (I4)} z — (z — x)
{por (11)}

(z =) - 2) > (v —2)
{por (I1)} (= — )

{por (I4)} 1.

Q&

Q

Lemma 94 Sea A wun dlgebra implicativa. La relacion binaria < definida por
a<bsa—b=1 esun orden parcial en A que tiene como mdzximo a 1.

19



Proof. En primer lugar, (I4) nos dice que — es reflexiva. Ademds, sia < by
b < a, entonces
a = {por Lema 93, inciso 1} 1 — a
= (b—a)—a
= A{por (I2)} (a —b) —b
= {por Lema 93, inciso 1} 1 — b
= b,

por lo que < es antisimétrica. Por 1ltimo, si a,b,c € A son tales que a < b < c,
entonces
(c—=b)—=b= {por (I2)} (b—¢c)—c
= 1l—¢
C7

por lo que
a—c= a— ((c—=b)—Db)
= {por (I3)} (c— b) — (a—b)
= (¢c—b)—1
= {por Lema 93, inciso 2} 1,

y entonces < es transitiva.
Finalmente, 1 es el mdximo de A en virtud del Lema 93, inciso 2. m

Lemma 95 Sea A un dlgebra implicativa. Entonces para todo a,b,c € A se
tiene que:

1. b<a—b,
2.a—b<csiysolosib<cyc—a=a.

Corollary 96 Sea A un dlgebra implicativa, y sean a,b € A tales que a < b.
Entonces, para todo ¢ € A se tiene:

1.c—a<c—b,
2.b—c<a—ec.

Lemma 97 Sea A un dlgebra implicativa. Para todo a,b € A el elemento
(a — b) — b es el supremo de {a,b}.

Proof. Como

H
\

{por (I4)} (@ — b) — (a —b)
{por (I3)} a — ((a — b) — b),

tenemos que a < (@ — b) — b. A su vez, como
1= {por Lema 93, inciso 2} (a — b) — 1
= {por (I4)} (a —b) — (b —b)
= Apor (I3)} b — ((a = b) = b),

por lo que b < (a — b) — b.
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Ademds, si ¢ € A es cota superior de {a,b}, entonces Corolario 96, inciso
2, afirma que ¢ — b < a — b; luego, aplicando nuevamente esta propiedad
obtenemos que

(a—=b)—=b< (¢e—b)—b
= ipor (I2)} (b—¢) —c

i.e., (a — b) — b es la menor cota superior de {a,b}. ®

Este resultado indica que toda dlgebra implicativa tiene estructura de semi-
rreticulado superior bajo el orden <; i.e., tiene estructura de conjunto parcial-
mente ordenado con supremo para cada par de elementos.

En virtud del lema anterior escribiremos z V y para denotar al término
(z — y) — y. Con esta notacién el Lema 95 puede reenunciarse de la siguiente
manera;

Corollary 98 Sea A un dlgebra implicativa. Para todo a,b € A se tiene que
a — b es el menor elemento c € [b,1] tal que ¢V a = 1.

Proof. Notar que (¢ — (a — b)) > (a > b) =((a > b) »a) va=a—a=1,
esdecir aV(a —b) = 1. Ademdssib<cy (¢ —a) — a=1entonces c - a=a
y por 2. del Lema 95 tenemos que a - b<c. m

El siguiente Lema proporciona informacién acerca de la existencia de infimos
en un algebra implicativa.

Lemma 99 Sea A un dlgebra implicativa y sean a,b,c € A tales que c es cota
inferior de {a,b}. Entonces

((a—=c)v(b—c)) —c
es el infimo de {a,b}.
Lemma 100 Para todo a,b,c € A vale que:
1. (avb) = b=a—0b.

2. El infimo entre a — ¢ y b — ¢ siempre existe y ademds (a — c)A(b — ¢) =
(aVbd) —c.

3 (a—=bVe=a— (bVe)=(a—Db)V(a—c).
4. Si existe el infimo entre a y b entonces (a Ab) — c=(a — ¢)V (b— c).

5. Si existe el infimo entre b y ¢ entonces existe el inifmo entre a — b y
a — ¢; ademds (a — b) A (a—c)=a— (bAc).
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Proof. Los items (1-3) quedan como ejercicio para el lector.

4. Supongamos que existe a A b, notar que por el Lema 96 tenemos que
(a—c)<(anb)—cy (b—c) < (aAb)— c. En consecuencia

(a—c)V(b—c)<(and) —c.
Por otro lado observar que

((and) —c)—=((a—c)V(b—c)=[((and
(

es decir,
(aANb) = c<(a—c)V(b—c).

5 Es claro que b A ¢ es cota inferior de {(a — b),(a — ¢)} y por los tanto
existe el infimo de dicho conjunto. Es claro que

(a—b)AN(a—c)>a— (bAc),
veamos que se cumple la desigualdad restante. En efecto,
((a—=b)A(a—c))—(a—=(Ac)= [(@a—b) —(a— (bAC))
Vi@ —¢) = (a—(bAc))
[(a—=¢) = (a—(bAC))

(a—¢) = (a—c)

1.

v Iv

Proposition 101 Sea A un dlgebra implicativa y sean a,b,c € A. Si existe bAc
entonces existe (a V b) A (aV ¢) y vale que

aV({bAre)=(aVb)A(aVe).

Proof. Por supuesto vale que a V (bAc¢) < (aVb) A (aVc), probaremos la
desigualdad restante. Notar que

((avd)A(aVe)—(aV(bAc)=[(aVb)A(aVc)—a]lV(bAc)

( —a)V((avVe)—a)V(bAc)
b—a)V(c—a)V(bAc)

(

bAc)—a)V(bAc)
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Corollary 102 Sea A un dlgebra implicativa y sean a,b,c € A. Si existen a ANb
y a A c entonces existe a A (bV ¢) y vale que

aN(bVe)=(aAnb)V(anc).

Resumiendo lo que tenemos hasta aqui obtenemos el siguiente:

Theorem 103 Sea A un dlgebra implicativa. Para cada a € A el intervalo [a, 1]
es un dlgebra de Boole bajo el orden <, y para b,c > a las operaciones estdn
dadas por:

-bve=(b—c¢c) —c,
-bAhe=((b—a)V(c—a)) —a,
-b=b—a.

Proof. En primer lugar, nétese que, en virtud de los Lemas 97 y 99, V y A estdn
siempre definidos para cualquier par de elementos en [a, 1], siendo claramente a
y 1 el minimo y el mdximo, respectivamente.
Luego,
Vb= (b—a)Vb

= (b—a)—b)—b

= A{por ({1)}b—1b

= {por (I4)} 1,

b°ANb= (b—a)Ab
= ((b—a)—=a)V(b—a))—a
= {por Lema 100, inciso 3}
((b—a)—(aV(b—a))—a
= (b—a)—(b—a)—a
= {por (I4) y Lema 93} a.

Por 1tltimo, como existe el infimo de cualquier par de elementos en [a, 1], la
Proposicién 101 enuncia que [a, 1] es un conjunto distributivo en relacién a estos
VyA 1

Notese respecto a este Teorema que las operaciones V y A de cada intervalo
[a, 1], con a € A, coinciden con las del poset (A, <).

Definition 104 Sea A un dlgebra implicativa. Diremos que F' C A es un filtro
St

- F 7é ®7
- F es creciente,

-a€F,a—be F implican que b € F.
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Ademds, un filtro p se dird primo si p # A y cada vez que aV b € p se tiene
a€Epobenp.

Notese que la tercera condicién en la definicién de filtro puede reemplazarse
por

a,b e F y existe a Ab entonces a Ab € F,

obteniendo una definicién equivalente.

Proposition 105 Sean A un dlgebra implicativa, F un filtro y a € A — F.
Entonces hay un filtro primo p tal que F Cp y a ¢ p.

Lemma 106 Sean A un dlgebra implicativa, p un filtro primo. Entonces a —
bepsiibepoadnp.

Con X (A) denotaremos el conjunto de filtros primos de A, y o(a) serd el
conjunto {p € X(A) : a € p}.

Theorem 107 Sea A un dlgebra implicativa. El mapeo o : A — P (X(A)) es
un embedding de A en el dlgebra implicativa (P (X(A)),—,X(A)) en donde —
estd definida como

U—-V=(XA)-U)uV.

Proof. Claramente o(1) = X(A). La Proposicién 105 nos dice que o es inyec-
tiva, y por el Lema 106 tenemos que es un homomorfismo. m

Proposition 108 FEl dlgebra 2 = (2,—,1) = ({0,1},—,1), con

2

0,stxe=1yy=0
2 _ )
Ty { 1, caso contrario

es (salvo isomorfismo) la unica dlgebra implicativa de 2 elementos.

Corollary 109 2 = (2,—,1), es (salvo isomorfismo) el tinico elemento subdi-
rectamente irreducible de Z.

Proof. En primer lugar, sea a : 2 — [[(A; : i € I) un embedding subdirecto.
Puesto que « es inyectivo, existe al menos un dlgebra no trivial en (A; : i € I);
sea j € I tal que |A4;| > 1. Como ademds m;(a(2)) = A;, para cada i € I,
tenemos que (7 o ) es un homomorfismo inyectivo y biyectivo, y luego es un
isomorfismo. Por lo tanto, 2 es subdirectamente irreducible.

Ahora, supongamos que A es un dlgebra implicativa subdirectamente irre-
ducible. Ahora, el mapeo

PP (X(4) - 2*W)
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tal que
|1 sipeS
F(S)(p) = { 0 caso contrario

es un isomorfismo entre dlgebras implicativas, pues

- Fesinyectivo, ya que si Sy # S1, entonces existe p € X (A) tal que F(S,)(p) #
F(S1)(p), v luego F(So) # F(S1);

- F es biyectivo, pues para cada a € 2X(A) tenemos que F{pe X(A):a(p) =
1}) = a;

- F(X(A) =127

- Por 1ltimo, nétese que

sipe (X(A) — So) U St
caso contrario

sipg SpopeS:

caso contrario.

F(Sy _P(X(A)) 51)(1?) =

O = O

Yy que

(F(S0) =" F(51)) @)

{por definicién de producto directo}
F(S0)(p) =2 F(S1)(p)
si p & Sp(Lema 94)
= ope€ S (Lema 93)
0 caso contrario

Por lo tanto, (Foo) : A — 2X(4) es un embedding (Teorema 107), y entonces
(Foo)(A) < 2¥A) (Lema 21). Ahora, para cada p € X(A) la Proposicién 105
implica que m, o (F oo) es sobreyectivo, ya que existen a,b € A talesque a € py
b ¢ p. En consecuencia, (F oo) es un embedding subdirecto de A en (Foo)(A).
Pero, como A es subdirectamente irreducible, existe p € X (A) tal que m,o(Foo)
es un isomorfismo entre A y 2. Luego, vale lo buscado. m

Corollary 110 7 = V((2,—,1)).

Proof. Trivial, en virtud de Corolario 83. m

5. Clones

En Algebra Universal, los clones son usados para estudiar las algebras
de manera independiente de sus tipos: son conjuntos de funciones (con ciertas
propiedades) sobre el universo de un dlgebra. En nuestro caso en particular, los
clones constituirdn el elemento central de nuestro estudio sobre el reticulado
de Post, ya que los clones de funciones booleanas constituyen su universo (ver
seccién 9.1).
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Definition 111 Sea A un conjunto, y sean > 1. Una operacién n-aria definida
sobre A serd una funcion f: A" — A. Denotaremos por O™(A) al conjunto de
operaciones n-arias definidas sobre A, y por O(A) = [J;2, O"(A) al conjunto
de todas las operaciones finitarias definidas sobre A.

Definition 112 Sean A un conjunto no vacio y C C O(A). C serd llamado
clon sobre A cuando cumpla que

- C>7}", para todom € Nyl <j<m.
- Sif, f1,., fn € C, con f n-aria y toda f; k-aria, entonces fo(f1,..., fn) € C.

Recordemos aqui que " es la j-ésima proyeccion candnica; i.e., para cada
(a1, ...;am) € A™ se define

m

77 (a1, s Q) = a;.

Lemma 113 Dadas un dlgebra A y una familia K de clones sobre A, (K es
un clon sobre A.

Definition 114 Sean A un dlgebra y C C O(A). Se define el clon generado
por C, denotado (C), como

(C) = ﬂ {DCO(A):CC D, D es un clon sobre A}.

Evidentemente, (C) es el menor clon sobre A que contiene a C. Ndtese
ademds que si C C O(A) es un clon sobre A, entonces (C) = C. Llamaremos
a C un conjunto de funciones generadoras de (C), notando que pueden existir
Cy,Cy CO(A), Cy # Csy, tales que {(C1) = (Cs).

Lemma 115 Dada un dlgebra A de tipo 7, Clon(A) = {tA : t € T (21, ..., Tn),
n > 1} es un clon sobre A.

Proof. En primer lugar, nétese que para todo m € Ny 1 < j < m se da que
xj =q ;(x1,...,Tm), para variables x1, ..., &y, y entonces zf‘ = 7. Ademss,
para cualesquiera t1,...,t, € T7(z1,...,2k) y t € T7(x1,...,x,) para los que
th A 1A € Clon(A), se da que t(ty,...,tn) € T (w1, ..., mk) ¥ t(t1, oo tn)® €

Clon(A). m

Nétese que en el Lema anterior se da que para cada nombre de constante
¢, existe una funcién n-aria f, con n > 1, tal que f(ay,...,a,) = ¢ para cada
(a1, ...,a,) € A™. En virtud de este Lema,

Definition 116 Clon(A) = {tA : t € T7(x1,...,x,), n > 1} serd denominado
el clon de las operaciones término de A.

Ademdas, dado C C O(A) se define
Clon(A, C) = (Clon(A) U C)
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Lemma 117 Dados A un dlgebra y C C O(A), definanse los conjuntos (C)y,
con k >0, como

(Co = CuU{r:1<j<m},
(Chrp1 = (O)U
{fo(fise fn): fisee, fn k-arias, f n-aria, f, f1,..., fn € (C)x}.

Luego,

Proof.
(D) Trivial.
(C) Como | (C)i es un clon, ya que es cerrado bajo composiciones y con-
k>0
tiene las funciones proyeccion, y puesto que C C |J(C);, entonces (C) C
i>1

U (C); por definicion de clon generado. m
i>1

Corollary 118 Dados un conjunto A y un clon {C) sobre A, cada [ € (C)
cumple que o bien f € CU {wzn :1<j<m}, of es composicion de funciones
enC’U{w}”:lgjgm}.

6. Algebras libres

Las élgebras libres de una variedad son una herramienta valiosisima
para el estudio de dicha variedad; en particular, nos permitird demostrar el
Teorema de Birkhoff (Teorema 144), la satisfaccién de una cuasiidentidad en
una variedad (Teorema 140), y toda la seccién 7.

6.1. Generadores libres

Definition 119 Sea V una variedad. Sea A € V y supongamos que G C A.
Diremos que G es un conjunto de generadores libres para A con respecto a V,
o que G genera libremente a A con respecto a V, cuando se dé que

- G genera a A; i.e., (G) = A.

- Sit=gt(x1,...sTn) Y S =q8(x1,..,Tpn), conn >0,y gi,..,gn sSon elementos
de G distintos tales que t*[g1, ..., gn] = s™[g1, .., gn], entonces V F t = s.

En particular, nétese que el conjunto O serd un conjunto de generadores libres
para A con respecto a V cuando

- {tA]:t € T™(0)} = A (en virtud de Lema 14).

- Sit,s € T™(D) son tales que t* = s®, entonces V E t ~ s.
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Intuitivamente hablando, si A es libremente generada por G con respecto a
V, entonces los elementos de G operan respecto de las operaciones fundamentales
de A de la forma mds “libre” posible, en el sentido de que si alguna composicién
de las operaciones del dlgebra aplicada a elementos de G coincide con alguna
otra composicién, entonces esto sucede a manera de identidad en toda la var-
iedad reemplazando los elementos de G involucrados en tales composiciones por
variables distintas.

Notese que cuando G es un conjunto de generadores libres para A con re-
specto a V, tenemos que si ¢t y s son términos cerrados tales que t& = s&,
entonces tB = sB, para cada B € V (o, equivalentemente si ¢ y s son términos
cerrados tales que tB # sB, para algun algebra B € V, entonces t4 # s4).

A continuacidn, se define la propiedad de mapeo universal para un dlgebra
perteneciente a una variedad. Seguidamente, se demuestra que esta propiedad
equivale a que el dlgebra en cuestién sea libremente generada. Esto nos serd de
suma utilidad para demostrar con mayor facilidad el hecho de que cierta dlgebra
sea libremente generada.

Definition 120 Sea V una variedad, A € V y G C A. Diremos que A tiene
la propiedad de mapeo universal con respecto al conjunto G para la variedad
V cuando se dé que G genera a A, y que para cada B € V y cada funcion
F : G — B eziste un homomorfismo F : A — B el cual extiende a F (i.e.,

F(g)=F(g), Vg €G).

Theorem 121 A tiene la propiedad de mapeo universal con respecto al con-
junto G para la variedad V sii G genera libremente a A con respecto a V.

Proof. ( = ) Por definicién de la propiedad de mapeo universal, G genera a
A.
Sean t =g t(x1, ..., Tn), S =4 (1,0, L) ¥ g1, -, gn € G tales que

tA[gla agn] = SA[gla agn]

Sean ademds B € V' y b1, ...,b,, € B. Entonces, para el mapeo F': G — B tal
que F(g;) = b;, ¢ = 1,..,n, existe un homomorfismo F': A — B que extiende
al mapeo F'. Esto implica que

tB[blv"7bn] :tB[F( ) (gn)]
- Et‘:[91,.7gn])>

= F _ [917 . 7971}
= sP[F(g1). -, Fgn)]
= SB[bl,..,bn]

Como esto vale para cualesquiera by, ..., b, € B, es dado concluir que B =1 = s.
A su vez, como esto vale para cualquier B € V, obtenemos que V =1t & s.
Por lo tanto, G genera libremente a A con respecto a V.
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(<) Supodngase que G genera libremente a A con respecto a V, y sea
« : G — B una funcién cualquiera. Puesto que para cada a € A existen n > 0
y t =4 t(x1,...,z,) para el que t*[gy, ..., g,] (en virtud de que G genera a A),
definase entonces
F: A — B
tA g1, o gn] —  tBlalgr), -, algn)]-

Nétese que para todo g € G, F(g) = F(z]g]) = 22[a(g)] = a(g), por lo que F
extiende a a.

Ademsds, para cada nombre de constante (del tipo en cuestién) ¢, tenemos que
F(cA[]) = cB[]. Sean ahora f € F,,, para algin m > 1, y aj, ..., a,, € A. Como
G genera a A, existen n > 1, g1,....,9n € Gy t; =q ti(x1, ..., zy), 1 = 1,...,m,
tales que a; = t[g1, ..., gn]. Luego,

F(fA(a1, o am)) = F(fAtMgr, o gnl, o t2 91, s gnl))
= F(f(tl,...,tm)A[gl7...7gn])
f(th "'7tm)B[a(gl)’ ...,O((gn)]

B g1, ) oos F(EA g1, . a])
= fB(F(al), oy Fam)).

Por lo tanto, F' es un homomorfismo. m

I
~

%
=
~t
2
Nt
=
2
s
5_/
St
2
2
2
R}
2

Lemma 122 Sea A un dlgebra con la propiedad de mapeo universal con respec-
to a G para la variedad V. Luego, para cada B € V y a: G — B, existe una
unica extension [ de « tal que B es un homomorfismo de A a B.

Proof. Trivial, considerando 16. m

Corollary 123 Si A un dlgebra con la propiedad de mapeo universal con re-
specto a G para la variedad V, entonces la funcion identidad o : G — A (i.e.,
a(g) = g, Vg € G) es tdnicamente extensible al endomorfismo identidad sobre

A.

A continuacién, se demuestra que el dlgebra A libremente generada por G,
respecto de V, estd determinada médulo isomorfismo por la cardinalidad de G.

Theorem 124 Sean A1, Ay € V con la propiedad de mapeo universal con
respecto a los conjuntos Gy y Ga, respectivamente, para la variedad V. Si|G1| =
|Ga|, entonces Ay =2 As.

Proof. En primer lugar, nétese que el mapeo identidad

LjZGj—>Gj, j:1,2,
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tiene al mapeo identidad como tnico homomorfismo que lo extiende de A; en
A (Corolario 123). Sea ademds

[0 Gl —_— G2
una biyeccion, cuya factibilidad estd dada por |G1| = |Ga|. Luego, existe un
homomorfismo

B:A; — Ay

que extiende a «, y un homomorfismo
v:Ay — Ay

que extiende a a~'. Ya que 8o~ es un endomorfismo de A, que extiende a
L2, entonces el Corolario 123 dice que también 3 oy es el mapeo identidad. Del
mismo modo, tenemos que 7 o 3 es el mapeo identidad.

Pero entonces § es un isomorfismo entre A; y As. Para ver esto, supongase
que 8 no es inyectivo, siendo z,y € A; tales que x # y y B(x) = B(y). Luego,
(yoPB)x) # x o (yoB)(y) # y, lo cual es absurdo. A su vez, si 8 no es
sobreyectivo, entonces existe y € As para el que todo x € A; cumple que
B(z) # y. Luego, (8 07)(y) # y, lo cual también es absurdo.

Por lo tanto, A1 2 As. m

6.1.1. Ejemplos de dlgebras libremente generadas para D y Dy

Se introducen ahora casos de reticulados libremente generados para las
variedades D y Dg;. Aunque las siguientes proposiciones no poseen demasiado
valor por si mismas, creemos que contribuirdn a generar en el lector una idea
intuitiva de las dlgebras libremente generadas.

Proposition 125 El conjunto G = {(0,1),(1,0)} genera libremente a 2 x 2
con respecto a D.

Proof. Notemos que (0,0) € (G), ya que z1 A2*225[(0,1), (1,0)] = (0,0) (Lema
14); del mismo modo, (1,1) € (G), ya que z1 V2*2 25[(0,1),(1,0)] = (1,1). S
e concluye entonces que (G) =2 x 2; i.e., G genera a 2 x 2.

Ahora, supénganse términos t =4 (1) v s =4 s(z1) y o1 € G tales que
t2%2[g] = $2%2[g;]. Puesto que t2*2[g] = g,Vg € 2 x 2, y puesto que lo mismo
sucede para s, se concluye que 2 X 2 Ft = s. Esto a su vez implica que 2 Ft = s,
y en virtud del Teorema 89 es dado concluir que D Ft ~ s.

Por otro lado, supénganse términos t =4 t(x1,22) v s =4 $(z1,22) y g1, 92 €
G distintos; més precisamente, sean g1 = (0,1) y g2 = (1,0). Si t2%2[gy, go] =
t2%2[(0,1), (1,0)] = s2%2[(0,1), (1,0)] = s2*2[gy, g2}, entonces (+2]0, 1],£2[1,0]) =
(s2[0,1], s2[1,0)); i.e., t2[0,1] = s2]0,1] y t3[1,0] = s2[1,0]. Se deja al lector la
prueba de que t2[0,0] = 0 = s2[0,0] y t2[1,1] = 1 = s%[1,1], lo que entonces
implica que 2 Ft =~ s. Luego, D Ft = s, en virtud del Teorema 89.

Ya que no existen ¢1, 92,93 € G todos distintos, se concluye que G es un
conjunto de generadores libres para 2 x 2 con respecto a D. m
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Proposition 126 FExiste un reticulado acotado libremente generado con respec-
to a Do1 por un conjunto G de dos elementos.

Proof. Sean A = {z,y,z1,22,0,1} (todos elementos distintos entre si), y sea
A = (A,V,A,0,1) un reticulado acotado tal que x Vy = 21y 2 Ay = 2.
Tomando G = {x,y} se observa que G genera a A.

Sean ahora B € Dy; y a: G — B. Definase la siguiente extensién de «a:

8: A — B
x — a(z)
y — ay)
z = alz)Vay)
2o — a(z)Aaly)
0 — 0B
1 — 1B

que claramente constituye un homomorfismo de A en B.

Por lo tanto, A tiene la propiedad de mapeo universal con respecto a GG para
Do1, y luego es libremente generado con respecto a Dy; (Teorema 121), m

Proposition 127 FEuxiste un reticulado acotado libremente generado con respec-
to a Doy por un conjunto G de un elemento.

Proof. Sea 3 = ({0,1,z},V, A,0,1) el reticulado cadena de 3 elementos. Clara-
mente, G = {z} genera a 3. Queda como ejercicio al lector demostrar que si
t3[x] = s3[z], entonces Dy; = t =~ s, ya sea que t3[z] = s3[x] = z, t3[z] =
3z =00t3z] =s3z]=1. m

Proposition 128 FEuxiste un reticulado acotado libremente generado con respec-
to a Doy por .

Proof. Sean 2 =({0,1},V,A,0,1) y G = {0,1}. Puesto que claramente {t*]] :
t € T7(0)} = 2, y que una identidad sin variables libres se satisface en 2 sii se
satisface en Dy, en virtud del Teorema 89, se concluye que 2 cumple lo buscado.
|

6.2. El dlgebra libre de una variedad

Dados una variedad V de élgebras de tipo 7 y un conjunto X de vari-
ables, siempre es posible construir un dlgebra libremente generada por X con
respecto a V (Teorema 136). Dicha dlgebra nos serd de suma importancia para
demostrar, entre otras cosas, el famoso Teorema de Birkhoff.

Definition 129 Sean 7 un tipo algebraico y X un conjunto de variables cua-
lesquiera. Supongamos que si X es vacio, entonces T tiene al menos un nombre
de constante. Definimos entonce la T-algebra T7(X) dada por
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- Universo de T™(X) =T7(X).

- SiceC, entonces c¥ X =c.

- Si f € Fy, entonces fT X (ty,...,tp) = f(t1,....tn), para todo ti,...,t, €
T7(X).

T7(X) es usualmente llamada el dlgebra de términos de tipo 7 con respecto
aX.

Lemma 130 Dados términos ty,...,tn, yt € T7(x1, ..., zy), se tiene que
tT Oy, ] =t ey t).

Es decir, tT (X)[tl, oy tn] es el término que resulta de reemplazar simultdénea-
mente cada ocurrencia de x; por t;, para cada i =1,...,n.

Proof. Se procede por induccién en k > 0, tal que t € T (X):

Seak =0.Sit = x; € X, paraalgtni € {1,...,n}, entonces tT X)[t;, ..., t,] =
ti = xi(t1, s tn) = t(t1, ..., ty). Sit = ¢ € C, entonces tT X[ty ... t,] = c =
(b1, ey tn) = t(t1, s tn).

Supéngase ahora que vale para T} (X ), y seat € T}, | (X);ie., t = f(s1,...;5m),
para algin f € Fy,, y 51, ..., 5m € T}, . Luego,

f(Sl,...,Sm)TT(X)[tl,...,tn]

FEE (ST (X)[t17...7tn],7...,s;rn Xy, oo tal)

{por hip. inductiva} fT ) (s1(t1, costn);s oo S (t1, oos tn))
{por def. de T™(X)} f(s1(t1,---stn); s Sm(t1s ey tn))
f(817...75m)(t1,...,tn)

= t(t1, . tn).

tT Xty o ]

Lemma 131 Sit,s € T7(X) son tales que A Et = s, para cada dlgebra A de
tipo T, entonces t = s.

Proof. Supéngase que t =4 t(z1,...,2n), que s =4 $(x1,...,T,) ¥y que toda
algebra A de tipo 7 cumple que A = t ~ s. En particular, tendremos que
T7(X) =t =~ s. Luego,

t= t(.’L‘l,...,ZEn)

tTT(X)[JZl,...,JZn]

= {por T7(X) =t ~ s, en particular para z1,...,z,} s* [z, ..., 2,]
= s(xlv“'vxn)

= s

Lemma 132 T7(X) es libremente generada por X, con respecto a la variedad
de todas las algebras de tipo T.
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Proof. Sea V la variedad de todas las dlgebras de tipo 7. Nétese que para cada
A €V y mapeo a: X — A, se puede define

B:TT(X)— A

recursivamente como

para cada =z € X,

para cada nombre de constante c, y

,B(f(pl, -~-apn)) = fA(/B(pl)a "'aﬂ(pn))a

para cada p1,..,p, € T7(X) y f € F,. Obsérvese que 8 extiende a «, y co-
mo ademds S(fT ) (py, ... pn)) = B(f(p1, - pa)) = fA(B(P1), - B(pn)), Or

definicién de T7(X), tenemos que § es un homomorfismo que extiende a . En
consecuencia, el Teorema 121 implica que T7(X) es libremente generada por X
con respecto a V. m

Definition 133 Sean 7 = (C,F,R,a) un tipo, V una variedad de dlgebras de
tipo T, y X un conjunto de variables. Para el caso en que T™(X) # 0 (i.e. X # 0
0 C#0), se define la siguiente relacion binaria sobre T (X)

Oy ={(t,s) eT"(X)*: V=t =~s}
Lemma 134 6y es una congruencia sobre T7(X).

Proof. Es trivial verificar que 6y, es una relacién de equivalencia.

Para demostrar que es una congruencia, sean f € F,, ¥ t1,...,tn, 81, ..., Sn €
T7(x1,...,Zm), tales que t; Oy s;, para i = 1,...,n; i.e., V = t; = s;. Entonces,
para cada A € V'y (ay,...,a,) € A™ se da que t2[ay, ..., am] = sPa1, ..., am],
con ¢ = 1,...,n, lo cual a su vez implica que

flt, e tn)Bar, s am] = A a1, ..y am), s 2y, .. am))
= fAGDar, . am], oy 82 a1, ey am))
= f(51, s 8n) a1, oy Q).

Luego, V |= f(t1,...,tn) = f(S1, ..., Sn). Pero entonces f(t1,...,tn) Oy f(s1,..., Sn),
lo que finalmente significa que

FE#, nt) Oy T X (1, 80),
permitiéndonos concluir que 6y, es una congruencia sobre T™(X). =

Definition 135 Para cada variedad V de dlgebras de tipo T y conjunto de vari-
ables X, se denotard por Fy,(X) al dlgebra cociente de T7(X) con respecto a
0y ; Fy(X) serd llamada el dlgebra libre de V' con respecto a X. El universo de
Fy(X) serd denotado Fy(X).
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Theorem 136 Para cada variedad V de dlgebras de tipo T y conjunto de vari-
ables X, vale que

(1) Fy(X) e V.
(2) Fy(X) es libremente generada por X /6y, con repescto a V.

Proof.

(1) Supongamos que V = Mod(X), con X C Id,, y seat =~ s € ¥. Luego, para
cualesquiera t1 /0y, ..., t, /0y € Fy(X), se tendrd que

tFV(X) [t1/0V7 ceey tn/QV] = SFV(X)[tl/QVa atn/GV]
= Tty t,]/0y = sT Oty ..., t,]/0v
<~ t(tl,...,tn) 9]; S(tl,...,tn)

= VEt(t, o tn) = S(t1, .y tn).

Pero esto tltimo es verdadero, en virtud de V |= ¢ & s, implicando entonces
que Fyp(X) =t~ s.
Por lo tanto, Fy(X) = X.

(2) Dado t/0y € Fy(X), existen n > 0y #1,....,2, € X para los que t €
T7(x1, ..., Tn). Luego, tenemos que

tFV(X)[.Z‘l/Hv, ...,xn/ﬁv] = tTT(X) [$1, ,an]/ev
= t(mlv"wxn)/gv
= t/0y.

En consecuencia, X/60y, genera a Fy(X).

Por otro lado, dados t,s € T7(X) para los que t =4 t(z1,...,2,) ¥ $ =4
s$(x1y ey ), y T1/0v, ..., Tn /0y € X /0y cumpliendo que

t FV(X)[.fl/Hv, ...,in/ev] =s FV(X)[fl/ev, ...,55”/9\;],
se obtiene que t(Z1,...,%,)/0v = s(Z1,...,Tn)/0y. Esto dltimo implica

que V = t(Z1,...,Tn) ~ $(T1,...,Tn), lo cual se da si y sélo si V E
t(xy, ..., y) = s(x1, ..., 2, ). Es decir, es cierto que V =t & s.

Por lo tanto, Fy(X) es libremente generada por X/6y, con respecto a V.

Definition 137 Un dlgebra A de tipo T se denomina trivial si |A| = 1.

Lemma 138 SiV tiene al menos un dlgebra no trivial, entonces el mapeo nat-
ural X — X /0y es una biyeccion.
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Proof. Como para toda variedad que contiene algin &lgebra no trivial, V |=
X1 & To sil 1 = g, con 1,22 € X, entonces el mapeo natural X — X /0y es
inyectivo. Claramente es sobreyectivo, y por lo tanto resulta una biyeccién. m

El Lema 138 nos dice entonces que dados una variedad con al menos un
dlgebra no trivial, V, y un conjunto de variables arbitrario, X, el conjunto de
generadores libres X/, tiene cardinalidad |X| = |X/6y|. Luego, es posible
afirmar que para cada variedad con al menos un &algebra no trivial, existen
conjuntos de generadores libres del cardinal que querramos.

Lemma 139 SiV es la variedad de las dlgebras triviales, entonces | X/0y| < 1.

Proof. Si X = (), entonces |X/6y| = 0. Si X # (), entonces nétese que todo
par de variables distintas x1,zo € X cumplird que V | z1 & x2, por ser V la
variedad de las dlgebras triviales. Luego, | X/0y|=1. m

Theorem 140 Sean V una variedad de dlgebras de tipo T y t1, ..., tn, t, s1, ...,
Sny § € TT (21, ..., Tm). Luego,

V| V. Vo, ((/"\ t,=s;) — (t= s))

(t/0v,s/6v) € (\”/ QFV(II""’xm)(ti/QV,Si/9v)> :

i=1

Proof. ( = ) Supongamos que V = Mod(¥), con ¥ C Id,, y sea 0 =

\/ 0¥V X)(1;/0y, 5/0y). Puesto que Fy(X) € V (Lema 136) y que el mapeo
i=1

natural F,(X) — Fy(X)/d es un homomorfismo sobreyectivo (Lema 24), obten-
emos que Fy(X)/d§ = ¥ (Lema 41, en virtud de que toda identidad de tipo 7
es positiva); i.e., F(X)/é € V. En consecuencia,

>:
SH
1l
V2]
&
N
—
~
Il
V2]
N
Nt
—
—
Nao)

Fy(X)/6 = Var..Va,((

i=1

Ahora, como (t;/0y,s;/0y) € GFV(X)(tZ—/sti/HV), paracadai=1,...,m,y
como t;(x1, .., Tm) =t ¥ $i(T1, ..oy T) = 8;, entonces

(i1, ooy Tm)/Ov, Si(T1, ooy Tm) /0y) € 0.

Esto quiere decir que

(ti(X1y ooy m)/04) /0 = (8i(x1, ey T ) /04) /0,
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lo que implica que

(21 [0y, ooy i [0V)) /8 = (55 21 /0, oo 2 /60]) /9,

y a su vez implica que

(21 /00) 16, s (@ /00) /0] = 57 [(@1/00) /6, s (2 ) 01) 3],
De esto se puede afirmar, por (1), que
(@1 /0) /6, oy (@ [0v) /8] = 8TV (@1/0v) /6, ..., (@ /0V) /3]
Pero entonces obtenemos que
(t(z1y ey Tim ) /00, $(T1, oey T ) /0y) €

, concluyendo que
(t/0y,s/0,) € 9.
(«<=) Supongamos que (t/0y,s/0y) € J y sea A € V tal que t2[a] = sA[d],
con @ € A™. Puesto que Fy,(X) es libremente generada por X /6y, con respecto
a V (Teorema 136), entonces el mapeo

a X/QV — A
.1131/91; — Q]
—
Tm/0y — am
xz/0y — ap,conx #x;, Vi

es extensible a un homomorfismo h : Fy,(X) — A, en virtud del Teorema 121.
A continuacién, nétese que, para todo i € {1,...,m},

h(th(X)[x1/9v77.'I}m/ev]) = tiA[a‘la'--,am]
= sﬁ[al,...,am]
= R(TVO 2y /0y, .. 2 /0V)])

(2
por lo que

2y /0y, . 2 /0v], 5 a1 /0y, . 20 /0)]) € Ker(R).

Como ker(h) € Con(Fy (X)), se tiene que ker(h) D §. Ademas, (t/6y,s/0y) € 4,
obteniendo que

(t/0y, 5/0v) = ("X [21 /0y, s wm /Ov], sy /Oy, .., 2 /0)]) € ker(h)

Por lo tanto,

tA1d] = h(tFY X [z, /0y, ..., 21 /0]) = h(sFY ) [21 /0y, ..., 21 /0y]) = s2[d)].
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En consecuencia, V = le...me((/\ ti=s)— (t=s)). =
i=1

. . - A

Serd preciso, para el siguiente Lema, recordar que 6 (aq, ..., a,) denota la
menor congruencia sobre A tal que ap, ..., y a, estdn en la misma clase de
equivalencia; es decir,

0™ (ay, ..., ap) = ﬂ {6 € Con(A) : (a;, aj) € §, para todo i, j € {1,...,p}}.

Lemma 141 Sean V una variedad y X un conjunto de variables tal que X 2
{Z1, s Ty Y1y oy Yns Y} Dados p, ¢ € TT(X1, ooy Tony Y1y oovs Yn), SO

(p(ﬂfla s Ty Y1, ~-~7yn)/0V7 q(3317 ey Ty Y1, ayn)/GV) S
0 FV(X)(yl/QVa sy y’n/HV)
entonces
V ): p(xla ey Ty Yy eny y) ~ q(ajl) ey Tmy Y, 7y)

Proof. Supdéngase que

(p/0v, a/0v) €0 ) (y1/0y, ..., yn/0v).

Como
9 FV(X)(yl/GV, ...,yn/9v) -

05 (41 /0y, ya /OV) Voo VOV (g1 10y y /0Y)

tenemos que

n—1
(p/6v, 4/0v) € (\/ 05V ) (4; /0y, yis1 /6V)).
i=1
Por Teorema 140 y con x1, ..., Zyn, Y1, ---, ¥ Yn todos declarados con variables

en xi,...,Tm, Y1, ---, Yn, S€ Obtiene que

n—1

V E V.. Ve, Yy .. Yy, (( /\ Yi = Yiv1) — P =q).
i=1

Esto equivale a decir que
V EVe1..Ve, Yy (0(x1, ooy Ty Yy oo ¥) = @(T1, ooy Tony Yy oy Y) )5

i'e'7 V ): p(mla s Ty Y, ay) ~ q(xh s Ty Y, 7y) u
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6.3. Teorema de Birkhoff

Lemma 142 Sean K una clase de dlgebras de tipo 7, y X un conjunto de
variables. Luego, para cada p,q € TT(X) tales que

p/Ovicy # a4/0v(x)

existen A € K y valuacion v : X — A tales que

pA] # a* (]

Proof. Supongamos que no existen A € Ly v : X — A que cumplan que
p?[v] # ¢*[v]. Luego, para cada A € K y para cada valuacién v, p[v] = ¢*[v].
En consecuencia, K |= p & ¢, y entonces (Lema 80) V(K) £ p = ¢, concluyendo
que p/Oycy = q/0v(x), lo cual es absurdo. m

Theorem 143 Sean K una clase de dlgebras de tipo T y X un conjunto de
variables. Luego, existe una familia indexada de dlgebras en K (A; i € I) y
A <J[(A;:i€I) tales que

FV(IC) (X) >~ A.

Proof. Sea V = V(K). Para cada par de términos p,q € T7(X) para los

que p/by # q/Oy, sean Ag, o) Y Vg @ X — A tales que prea (v, ] #
g™ [vg, o], las cuales existen en virtud de Lema 142. Definase ademés

Fopa).00 ¢ X/0y — Ap.g)
U’/HV - 'U(p,q)(u')y

notando que esta definicién es buena, pues si existen u,w € X tales que u # w
pero u/0y, = w/0y, entonces del Lema 138 se obtiene que V(K) es la variedad
de dlgebras triviales de tipo 7, lo que deriva en que [Ay, q)| = 1y v(p,q)(u) =
V(p,q)(w). Puesto que X/6y genera libremente a Fy(X), con respecto a V), el
Teorema 121 dice que existe un homomorfismo F, 4 : Fyu(X) — A, que
extiende a F{, ¢) 0, -

A continuacién, sea I = {(p,q) : p/0y # q/0v}, v definase

H: Fy(X) — J[{(A;:i€l)
t/0y — (el —th[F,))

tal que
H(t/0v)(i) =t [Fyp,].

En consecuencia, dado un ¢ € I tenemos que, para cada c € C

H(FYCN (@) = H(c™ ) /6y)(3)
= H(c/0v)(7)

CAi[Fi,av}

CH(Ai:i€I>(Z‘)

)
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y que para cada t1/0y,...,t, /0y € Fy(X) y f € F, se da que

H(fFYE (b1 /0y, .o tn/O0))(0) = H(fT X (ty, ..., t0)/0v)(i)
H(f(t1, .. tn)/0v)(0)
ftr, e tn) [ F, 9v]
fAi(th[Fi,GvL' 1[ Z9v])
FAUG €T — 7 [Fo,))(0), ...
(G e — N 0, )(0)
= fA(H(t1/0v)(0), - H(ta/00)(0))
= fIASSD(H(t/0y), ..., H(tn/0v)) (i)

Mas aun, nétese que si p/Oy # q/Gy entonces existe ¢ € I, a saber ¢ = (p, q), tal
que A; cumple que p2i[F; o] # ¢A[Fig,]; i.e., H es inyectivo.

En consecuencia, puesto que H es un embeddlng, el Lema 22 nos permite
concluir que

Fy(X) & X)) <[J(AizieT).

El Teorema 143 nos permite demostrar el siguiente famoso

Theorem 144 (Birkhoff) Una clase K de dlgebras de tipo T es una variedad
si y solo si KC es cerrada bajo H, S y P.

Proof. (=) Sea K = Mod(Y), para algin ¥ C Id,. Puesto que las identidades
son preservadas bajo H, S y P (como consecuencia de los lemas 41 39 y 43,
respectivamente), se tiene que H(K),S(K),P(K) E X; luego, K es cerrada bajo
H,SyP.

(«<=) Supongamos que K cerrada bajo H, Sy P. Sean X = {t = s: K =t =
sty AeModX) (e, A EX).

Evidentemente, si K es una clase de dlgebras triviales, entonces es la variedad
de las dlgebras triviales de tipo 7 (ya que toda dlgebra trivial de tipo 7 estd en
H(K) y K es cerrada bajo H). Luego, 1 ~ x5 € ¥, siendo 1, zo variables, y
entonces A es un dlgebra trivial, obteniendo que A € K.

Ahora, supongamos que existe un dlgebra no trivial en . Sea X un conjunto
de variables tal que |X| = |A|. Como V = V(K) tiene al menos un slgebra no
trivial, X — X/60y es una biyeccién (Lema 138). Luego, | X/0y| = |A| y existe
un mapeo biyectivo

H: X/ — A

A continuacion, consideremos

FIZ FV(X)

A
t(xla“'axn)/ev t

N
— tA[H(z1/0v), ..., H(z,/0y)] ,
observando que

» Para cada z € X, H(z/0y) = z2[H(x/0y)] = H(x/0y); i.e., H es una
extensién de H.
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» Para cada c € C, H(cFv(X)) = H(c/0y) = cA.
= Dados t1(x1, .., Zn) /0, ooyt (T1, ooy ) [0y € FU(X) vy f € Frn,

H(fFV (( ) [0V, st (T1, oy T0) [OV))

= H(T Oty (ay mn) st (T1, ey ) /OV)
H(f(t1,....t )(3?17-~-7 n)/0v)

= fltr, oo tm)*[H(z1/0y), .. 7H(ffn/9v)]

= fAUPMH(@1/0v), . H(2n [0V)], ..., t[H (21/6y), ..

= (

) aH('Tn/HV)D
Ag(tl( )/HV)’ ) (tm(xlv"'vxn)/ev))'

~

Luego, H es un homomorfismo sobreyectivo que extiende a H. El Teorema
143 nos dice que Fy(X) € ISP(K) C K (ver que I(K) C H(K)), y luego A €
HISP(K). Puesto que HI(SP(K)) = H(SP(K)), se obtiene que A € K.

Por lo tanto, Mod(X) C K. A su vez, como K | X, tenemos que K C
Mod(Y). En consecuencia, K = Mod(X); i.e., es una variedad. ®

7. Condiciones de Mal’cev

En esta seccién se estudiardn la permutabilidad y distributividad de
congruencias de una variedad (propiedades semdnticas) en funcién de la satis-
facibilidad de identidades por parte de esta variedad (propiedades sintdcticas);
la posibilidad de contar con las herramientas que aqui desarrollaremos serd de
suma utilidad en secciones posteriores.

Se remite al lector a [9] para continuar los estudios de esta seccion,
hallando en este libro (especificamente en la seccién 10.3) una prueba alternativa
a la prueba original de Post sobre la estructura del reticulado de Post, estudiando
los reticulados de congruencias de dlgebras de 2 elementos. Se utiliza para ello,
junto a otras, las propiedades enunciadas en esta seccién.

Definition 145 Un dlgebra A se dice de congruencias permutables si para cua-
lesquiera 61, 05 € Con(A) se da que

0106y =02004,

A su vez, una variedad se dice de congruencias permutables si cada dlgebra
de la variedad es de congruencias permutables.

Lemma 146 Dadas un dlgebra A y 61, 05 € Con(A), son equivalentes:
1. 91092§92001.
2. 91092:92001.
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Theorem 147 (Mal’cev) Una variedad V es de congruencias permutables si
y sdlo si existe p € T™(x1,x2,x3) tal que y

V E pla,zy) =~y
V E plzyy) =~z

Proof. (=) Sea F = Fy(x1, 22, 23). Puesto que

(z1/0y, x3/0y) € [0F (21/0v,x2/0v) 0 O (2/0y, 23/6v)]

entonces

(1/0y, x3/0y) € [0F (x2/0v, 23/0v) 0 0 (21/0y, 22/0v)]

pues F € V y V es de congruencias permutables. Luego, existe p/6y € F, con
p =a p(x1, T2, 73), tal que

(x1/0y, p(x1,32,23)/0v) € 0% (x2/0v,23/0v) (1)

(p(x1, @2, 23) /0y, 23/0v) € 07 (21/0v,22/0v) (2).

Aplicando el Lema 141, obtenemos que V | z1 = p(z1,y,y), por (1), y que
V E p(y,y,x3) = x3, por (2). Por reemplazo de variables, obtenemos que V |=

z~p(,y,y)yque V= p(y,y,z) = .
(<) Sean A €V y ¢, § € Con(A). Dados a1, as € A, si

(a1, az) € (¢o4)

entonces existe b € A tal que

(a17 b) € (z)a
(b, ag) € 6.

Es facil probar que
(ala b)a (b7 b>7 (a'27 a2> S (b

implican que
(p(ala ba a2)7 p(b7 ba a2)) € ¢7
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y, del mismo modo,

(a1, a1), (b, a2), (az, az) €46
implican que

(p(a1,b,a2), plar,az,a2)) € 6.
En consecuencia,

{por hipétesis} p(ai,as,as)
p(ala ba 112)

p(ba b, a2)

{por hipétesis} as.

aj

e < |l

Es decir, ¢ 06 C § o ¢. Por Lema 146, o p = ¢ 0 4.
Por lo tanto, V es de congruencias permutables. m

Definition 148 A un término p que cumpla las propiedades enunciadas en el
Teorema 147 lo llamaremos término de Mal’Cev para V.

Definition 149 Un dlgebra A se dice de congruencias distributivas si Con(A)
es un reticulado distributivo.

A su vez, una variedad se dice de congruencias distributivas si cada dlgebra
de la variedad es de congruencias distributivas.

Theorem 150 (Condicién de Jénnson) Una variedad V es de congruencias
distributivas si y solo si existen términos po =4 po(T,y,2), ..., Pn =d Pn(2, Y, 2),
conn > 1, tal que

V = pi(z,y,2) =~ x, para cada i € {0,...,n}
V )ZPO(:L"va) ~ T
VEpn(z,y,2) =z A,
VE pi(x,z,y) = pir1(z, x,y), para cada i par
V Epi(z,y,y) = pit1(2,y,y), para cada i impar.

Proof. (=) Siendo F = Fy(z,y,z) € V, se observa que

0% (w/0v, 2/0v) A (0% (/0v, y/0v) V0¥ (y/0v, 2/0v)] =

(6% (/0, 2/6v) NOF (x/0y, y/0v)]V [6F (x/0y, 2/0v) A6OF (y/6y, 2/6v)].
Luego,

(z/0v, z/0y) €

[0F (2/0v, 2/0v) AOF (x/0v, y/0V)]V [0 (x/6y, 2/0v) A6 (y/0v, 2/6v)]

Esto significa que existen términos p1 =4 p1(,y,2), ..., ¥ Pn-1(2,y,2), con
n > 1, tales que

(x/0v, p1(2,y,2)/0y) € [0F (x/0y, 2/0v) AOF (x/0y, y/0y)]
(p1(@,y, 2) /0y, p2(2,y, 2) /0v) € [0F (x/0y, 2/0v) AOF (y/0y, 2/0))]
: (1)
(pn72($7 Y, z)/e\hpnfl(:m Y, z)/HV) € [QF(J:/HV, Z/HV) A QF(:’C/Q\M y/GV)]

(Pn—1(2,y,2) /0y, 2/0v) € [07 (x/0v, 2/600) A O (y/0y, z/0v)].
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Tomando py(z,y, z) = z, pn(z,y, 2) = z, se satisfacen

Vv ): po(x,y,z)%w
V E palzy,2) =z

Ademads, si 7 es par, entonces de

(pi(,9,2), piva(w,y,2)) € (07 (2/0v, 2/0v) A" (z/0y, y/0v)]

se obtiene que

(pi(x’(%z)’ piJrl(xvy’Z)) € [GF(‘T/QV’ y/ey)]

A su vez, y en virtud del Teorema 140, esto implica que
Vv |: T=Y — pi(%% Z) ~ pi+1(37,y7 Z);

ie.,
VEpi(z,z,2) = piri(x, 2, 2).

Por otro lado, si ¢ es impar, entonces

(pi(,y,2), pig1(@,y,2)) € (07 (x/0v, 2/0v) AOF (y/0y, 2/60v)],

y se obtiene de modo andlogo que

V= pi(z,y,y) * piy1(2,9,9).
Por tltimo, de (1), y para cada i € {0,...,n — 1}, se obtiene que
(pi(2,y,2), pis1 (2., 2)) € [07 (2/0v, 2/6v)],
y luego

VI pi(z,y,2) = pita (2, y, ).

Como
V ': p()(xa y,l') ~x,

se puede concluir que
1% ': pz(xayax) ~x,

para cada ¢ € {0, ...,n}.
(<) Sea A € V. Para 0, ¢, v € Con(A), probaremos que

OABVA)C(ONS)V(OA).
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Para esto, sean a,b € A tales que
(a,b) € ON (0 V7).
Luego, (a,b) € 6 y existen cy, ..., ¢, tales que
adcpyead...cmyb,
y es posible afirmar que, para cada i € {0,...,n},
pi(a,a,b) § p;(a,c1,b) v pi(a,ca,b) 0 ... pi(a,cm,b) v pi(a,b,b).
Ademss, como

afa
dod
b0 b,

se obtiene que para todo d € A
a = pi(aa da a) 0 pi(a7d7 b)a
pues V = pi(z,y,x) =~ x, para todo i. Luego,
a 0 pi(a,a,b) 0 abplac,b)babpaced)fab..»0
a 0 pi(a,cm,b) 0 a b pia,b,b),
por lo que
pi(a,a,b) (0 AJ) pi(a,cr,b) (A7) pi(a,ca,b) (BAD) ...
pi(avcmvb) (9 /\7) pi(a’bv b);

ie.,
pi(a,a,b) [(8AO)V (0 AY)] pi(a,b,b),

para cada ¢ € {0,...,n}.

Teniendo en cuenta las identidades que satisface V con respecto a pyg, ...

Pn, ¥y suponiendo que n es par, tenemos que

a= pola,a,b)
= pi(a,a,b)
[(0A0)V(OAY)] pi(a,b,b)
= pa(a,b,b)
[(0 A 6) \ (0 A 7)] p2(a’a a, b)
= ps3(a,a,b)
[(9 A (5) \ (0 A 7)] pnfl(av b’ b)
= ppla,b,b)
= b
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Es posible demostrar de manera andloga el mismo resultado para n impar,
pudiendo entonces afirmar que

(a,b) € [(ONAO)V (O AY)].
Por lo tanto, 6 A (§Vy) C (O AJ)V (6 Av)]. Ademas,
(a,b) € [(BNS)V (6 A7)]
implica que existen cy, ...,c, € A tales que
a(ON0)c1 (ONA7) ca ... (ONS) e, (BNA7)D.

De aqui se obtiene que
afcrbcy..00c,00D

y que
adcyycy...dcy,yb.

Luego,
(a,b) € [0 A (5 V).

Esto significa que 0 A (6 Vy) = (0 A0) V (0 Avy), vy que A es de congruencias
distributivas.
Por lo tanto, V es de congruencias distributivas. m

Theorem 151 Z, la variedad de las dlgebras implicativas, es de congruencias
distributivas.

Proof. Queda como ejercicio al lector verificar que el dlgebra implicativa (2, —
, 1) satisface las identidades A3 del Teorema 150 para po(z,y, 2) = z, p1 (2, y, 2) =
(y— (2 — ) =z, p2(z,y,2) = (x = y) = z y ps3(x,y,2) = z. En consecuen-
cia, V((2,—,1)) = Z es de congruencias distributivas, pues Z = As en virtud
del Lema 80. m

Definition 152 Sea V una variedad. Si existen n > 1 y términos pg, -.., Pn
que cumplen las condiciones A,, del Teorema 150 para V, entonces se dird que
la variedad V es n-distributiva.

Ademdas, un dlgebra A se dirg n-distributiva si V(A) es n-distributiva.

Lemma 153 Dados un dlgebra A y 1 < ny < ng, si A es ny-distributiva
entonces es ny-distributiva.

Proof. Sean po(z,y, 2), ..., Pn, (z,y,2) € TT(X) tales que cumplen las condi-
ciones de n;-distributividad para A. Luego, definanse p,, +1(x,y, 2), ..., Pn, (2, Y, 2)
todos iguales a p,,,. Resulta sencillo verificar que py, ..., pn, cumplen las condi-
ciones de ns-distributividad. =
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Definition 154 Sea V una variedad, y M =4 M(x,y,z) € T™(X). Luego, se
dird que M, o M(z,y,z), es un término mayoritario para V si

ViEMzy ~ My~ Myzz)~ .

De modo andlogo se define un término mayoritario para un dlgebra A en
particular.

Theorem 155 Una variedad V es 2-distributiva sit existe un término mayori-
tario M para V.

Proof. (= ) Como V es 2-distributiva, existen términos po(z,y, 2), p1(z,y, 2)
y p2(z,y,2) que cumplen que

Vv ): T~ po(x,x,y) %pl(xal‘,y)a
pues po(z,y,2) =z y pi(®,2,y) = pit1(x, ,y) para todo i par; que

14 ': = p1($7y7x)7

pues p;(z,y,x) ~ x para todo i; y que

Vv ): T~ pz(y,x,l’) %pl(y7$7x)7
pues p2(7,y,2) = 2 y pi(y, T, T) = pi+1(y, T, z) para todo i impar.

Luego,
V ): pl(él', &€, y) ~ pl(xa Y, SL') ~ pl(yv x, 1’) ~x,

y entonces p; es un término mayoritario para V.
(<) Sea M(z,y,z) un término mayoritario para V, y sean po(z,y,z) =
z, p1(z,y,2z) = M(x,y, z), p2(x,y,z) = z. Nétese entonces que

V ): x %p(](l.vyaz)
V E z=pz,y,2)
Ademais,
v ': x %pi(xayax),
para todo i, y
1% ': € %po(x7x7y) %pl(xvxay)
1% — xzp2(y7xax) %p1<ya$a37)-

Luego, V es 2-distributiva. m

Theorem 156 (Baker-Pixley) Sea A un dlgebra finita de tipo T con término
mayoritario M(x,y,z). Luego, para cada n > 1 y funcion

f:A"— A
que preserva subdlgebras de A?, existe un término p =4 p(x1,...,x,) € TT(X)

que representa a f en A (i.e., p* = f).
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Proof. En primer lugar, nétese que dada una subdlgebra B < A,
C ={(,b):be B}
es un subuniverso de A2, por lo que C < A? y entonces
flemce.
Es decir, para cualquier n-upla (b1, ...,b,) € B™ debera existir b € B tal que

F((b1,b1)ys ey (b, b)) = (b, b);

esto significa que

f(by,.sby) =0

por lo que
f(B™) C B.

De este modo, para cualquier (aq,...,a,) € A™ se tiene que
f(ala ) an) € <{a17 () a7l}>7

por lo que existe un término p(x1, ..., z,) € T7(X) para el que

p(ala ”'aa’n) = f(ala "'ua’n)7

en virtud del Lema 14.
Ademsds, para cualesquiera (aq, ..., ay), (b1,...,b,) € A™, se tiene que

f((a1,b1), ..., (an, b)) € {(a1,b1), ..., (an, bn)}) < A2

pues f preserva subdlgebras de AZ por lo que también existe un término
q(x1,....,x,) € TT(X) para el que

q((a1,61)s ey (@ny bn)) = f((a1,b1), ey (an, by))

obteniendo que

q(ar,...;an) = flar,...,an)
q(b17""bn) = f(bla"-abn)~

Ahora, supdéngase que para cualesquiera k elementos de A", k > 2, existe
un término p que coincide con f en esos k elementos. Si k = |A|™, entonces
en particular p coincide con f en A", valiendo lo buscado. Si, en cambio,
k # |A|™, entonces sea S un conjunto cualquiera de k + 1 elementos de A™.
Sean ahora (ai,...,an), (b1, ....,bn), (c1,...,cn) € S, todos distintos, y términos
P1 =d pl(xayaz)a P2 =d pQ(mayvz) Y P3 =d p3(w7yaz) tales que p1 coincide con
f en el conjunto S — {(as,...,an)}, p2 coincide con f en S — {(b1,....,bn)} v p3
coincide con f en S — {(cy,...,c,)}. Puesto que para cualquier (s, ..., 8,) € S™
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al menos 2 términos de entre py, p2 y p3 coinciden con f en (sy, ..., S, ), entonces
el término p =4 p(z1, ..., ¥, ) definido como

p=M(pi1(x1,...;xn),p2(T1, .o, Tn), P3(T1, ey Thy))

coincide también con f en (s, ..., $,). En consecuencia, p coincide con f en todo
S.

Iterando de este modo, se puede construir un término que coincida con f en
cada punto (i.e., en A™). m

7.1. Variedades generadas y sus condiciones para ser de
congruencias distributivas

A continuacién, estudiaremos ciertas condiciones que garantizan la dis-
tributividad de congruencias para variedades generadas por dlgebras cuyos uni-
versos son {0, 1}. Las operaciones finitarias sobre este conjunto seran llamadas
operaciones booleanas. Como es usual, denotaremos con —zx al elemento corre-

spondiente segin
v — { 0,siz=1

1,siz =0,
por x — y a
x—>y:{ 0,siz=1yy=0

1, c.c.,
porx Ay a
_J Lsiz=y=1
x/\y—{ 0, c.c.,
porxVya

yporz«<ya

1,six=
:E(_)y:{()c.c. g

En consecuencia, y cuando el contexto lo determine sin ambigiiedad, = de-
notard la funcién identidad, —z denotara a la funcién

- 2
T

2

-
— _|,’L"
x — y a la funcién

—: 2X2 — 2
(z,y) — z—y,

z Ay ala funcién
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AN: 2%x2 — 2
(z,y) — zAy,

z V y la funcién

V: 2x2 — 2
(z,y) — zVy,

y z < y la funcién
> 2x2 — 2

(r,y) — zy.

Lemma 157 Sea A un dlgebra de 2 elementos. A es 2-distributiva sii la funcidn
(xAy)V(xAz)V(yAz) tiene un término representante en A.

Proof. ( = ) Supdngase que A es 2-distributiva. Luego, existen términos
to,t1,t2, t; =4 t;(z,y, z) para cada i, tales que

A ': to(x,y,z)%x, A):tl(ﬁﬁ,y,l')%l‘, Alza:%to(x,x,y)%tl(ac,:c,y),
A ): tl(y,x,m)%tg(y,x,x)%x, A‘: tQ(xaywz)%Z'

En particular, A E t1(z,y,2) =~ t1(z,z,y) = t1(y,z,z,) ~ z, por lo que t;
es un término mayoritario para A. Pero entonces se debe dar que

z 0000T1T1T1:1
y 00110011
z 01010101
ti(z,y,2) 0 00 1 0 1 1 1

Es facil ver que t4* es la funcién (z Ay) V (z A 2) V (y A 2).
(«<=) Si existe un término t =4 t(z,v, ) tal que t* es (xAy)V(zA2)V(yAz),
entonces

A E tzz,y)=(xAz)V(cAz)V(zAy) =z,
A E tzy,z)=@Ay)V(eAz)V(yAz) =z,
A E ty,zz)=yAz)V(yrz)V(zAz) =,

por lo que ¢ es un término mayoritario para A. En virtud del Teorema 155, A
es 2-distributiva. m

Lemma 158 Sea un dlgebra A de 2 elementos.

Luego, A es 3-distributiva sii el par de funciones x A (yV z) y (x V —y) A z,
o el par de funciones xV (y A z) y (x A—y)V z, tienen términos representantes
en A.
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Proof. ( = ) Supéngase que A es 3-distributiva. Luego, existen términos
to, t1,t2, ts, t; =4 ti(z,y, 2) para cada i, tales que

A ’: to(x,y,z)%x, A)ztl(w,x,y)%to(x,x,y)zx, A':tl(xvyv‘r)%"a
A ': tl(‘ray7y) ~ tz(xvyay)? A ): tQ(LE,LE,y) ~ t3(1‘,1‘7y) =Y,
A ): t3(may7m)~$v A':t3(x7y7z)%2

Tomando tg = x y t3 = z, buscaremos t1 y t5 tales que

A ': tl(xaxay) %tl(xaywr) ~T
A ': tg(x,x,y)%y, A):tQ(xayam)%J:

Esto determina a tf* y t4 como sigue:

T 00001111
y 00110011
z 01 010101
ti(z,y,2) 0 0 0 7 7 1 1 1
to(z,y,2) 0 1 0 7 2 1 0 1

Como ademsés se debe cumplir que A | t1(x,y,y) =~ ta(x,y,y), consideramos
los 4 casos posibles:

(1)

(2)

Sean t44(0,1,1) = t2(0,1,1) = 0 y t£(1,0,0) = t5(1,0,0) = 0. Aquf se
tienen t = x A (y V 2) y t& = (z V =) A 2, valiendo lo buscado.

Sean #44(0,1,1) = t52(0,1,1) = 0 y #£(1,0,0) = t(1,0,0) = 1. Aquf se
tienen t& =z y t& = (2 A ((z Ay) V (mz A—y))) V (z A —y). Nétese que el
término m = to(x, t2(x, y, 2), 2) es tal que

A ): m(x7xvy)%tQ(xatQ(:Eax7y)7y)%tQ(xayfy)%a%
A E m(z,y,z) =tz ta(z,y,x),2) = ta(z, 2, 2) = x,
A ): m(yvxax) %tg(y,tg(y,x,m),x) %tQ(yay,x) ~ T

i.e., existe un término mayoritario para A, y luego el Teorema 155 afirma
que A es 2-distributiva. En virtud del Lema 153, A es 3-distributiva.

Sean t(0,1,1) = #£(0,1,1) = 1 y #£(1,0,0) = t5*(1,0,0) = 0. Aquf se
tienen tf = (2 A ((z Ay) V (mz A—y))) V (z A —y) vt = 2. Al igual que
en (2), t1(z,t1(z,y, 2), 2) es un término mayoritario para A, por lo que A
es 2-distributiva y luego es 3-distributiva.

Sean t(0,1,1) = t£(0,1,1) = 1 y #£(1,0,0) = t5(1,0,0) = 1. Aquf se
tienen t* =z V (y A 2) y t& = (z A —y) V 2, y entonces vale lo buscado.
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(<=) En primer lugar, sean términps t,s tales que t* = z A (y V 2) y
sA = (z V —y) A 2. Luego, definanse to = x, t; =t, t; = s, t3 = z. Como

A E z=ty(z,y,2)

A E z=t3(z,y,2)

A E z=ti(z,y,x), para cada i
A E z=ty(z,x,y) =ti(z,z,y)
Ak

A

Zz, y7y) ~ t2($7yay)
T

to ) 7y) ~ tg(x,amy) =Y,

]

A es 3-distributiva.

Por otro lado, sean términos ¢, s tales que t* = zV (yAz) y s = (zA—-y) V2.
Luego, definanse ty = x, t; = t, to = s, t3 = z. Como aqui también valen las
identidades de Ag, A es 3-distributiva. =

Lemma 159 Sea un dlgebra A de 2 elementos.
Luego, A es 4-distributiva sii alguna de las funciones xA(yVz), (zV—y)Az,
xV (yAz)o(xA-y)V z, tiene un término representante en A.

Proof. ( = ) Supéngase que A es 4-distributiva; es decir, existen términos
toy ...y ta, t; =q ti(x,y, z) para cada i, que cumplen en particular que

A ': T~ t1($3x7y) ~ tl(]},y,ﬂj),
volviendo a encontrar aquf 4 casos posibles para, t2:

(1) Sith =z A(yV 2), vale lo buscasdo.

(2) Sith =z, se toma t§ = z y se analizan los casos posibles para t& y t3A,
en vistas de satisfacer 3-distributividad:

» Sith =axA(yVze)yth = (xVy) Az entonces to(z,y,z)A =

(z V —y) A z, y vale lo buscado.

» Sitd =2yt = m(x,y,2), un término mayoritario para A. Por
Lema 153, A es 3-distributiva y luego Lema 158 afirma que vale lo
buscado.

» Sith = (zA((zAy)V (mz A-y))) V(z A-y), entonces A es 2-
distributiva (Lema 157), por lo que es 3-distributiva (Lema 153) y
vale lo buscado (Lema 158).

» Sith =aV(-yAz) yth = (xAy)Vz, entonces to(z, y, ) = 2V (yAz),
valiendo lo buscado.

(3) Sity = m(z,y, z), un término mayoritario para A, entonces es 2-distributiva
(Lema 155), luego 3-distributiva (Lema 153) y vale lo buscado (Lema 158).

(4) Sith =2V (y A z), vale lo buscado.
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(«<=) Supdngase que existe un término ¢ tal que tA representa a a alguna
de las funciones en cuestién. Es posible demostrar que si t4 = z A (y V 2),
entonces existe un término # tal que #* = (2 V —y) A z. Del mismo modo si t4 =
(xV-y) Az cont® = zA(yVz). Resultados andlogos se pueden conseguir para
tA =V (yAz)yparat® = (x A—y) V 2z, en relacion a 4 = (zA—y)Vzy
tA =z V (y A 2), respectivamente.

Aqui sélo se ejemplifica el caso en que t* = (zV—-y)Az: nétese que el término
t(y,t(y, z,x),z) cumple que t(y,t(y,z,z), )2 =z A (yV -(z A (yV —2))) =
x A (y V z). Luego, en virtud del Lema 158, A es 3-distributiva, y luego es
4-distributiva (Lema 153). m

Lemma 160 Sea A un dlgebra de 2 elementos y n-distributiva, con n > 2.
Luego, A es 4-distributiva.

Proof. Sea A un dlgebra n-distributiva, con n > 2. Sin =2 o n = 3, entonces
A es también 4-distributiva, por Lema 153. Ahora, si n > 4, entonces existen
términos to, ..., tn, t; =4 ti(x,y, z) para cada i, tales que, en particular,

A |: tl(xvmvy) ~ tl(%%m) ~ .

Esto determina ¢ en 6 de sus 8 tuplas del dominio, habilitando el andlisis en 4
casos posibles:

(1) Sit£(0,1,1) =0y t(1,0,0) = 0, entonces tf* = x A (y V z). Por lo visto
en Lema 159, es dado concluir que A es 4-distributiva.

(2) Sit4(0,1,1) = 1y t2(1,0,0) = 0, entonces t&* = (2 A ((z Ay) V (mz A
)V (x A—y)y ti(x,t1(x,y, 2),z) es un término mayoritario para A;
luego A es 2-distributiva (Lema 155), y finalmente es 4-distributiva (Lema
153).

(3) Sit£(0,1,1) =1y t8(1,0,0) = 1, entonces t&* =z V (y A z). Por lo visto
en Lema 159, es dado concluir que A es 4-distributiva.

4) Si t£(0,1,1) = 0 y t2(1,0,0) = 1, entonces ¢t = z. Esto habilita el
1 1 1
andlisis en 4 casos posibles para t,, en virtud de

T 000 O0T1TT1T11
Y 00110011
z 01 010101
ti(zy2) 00 0 0 1 1 1 1
to(z,y,2) 0 7 0 0 1 1 7 1

= Sit$(0,0,1) =0y t5(1,1,0) = 0, entonces t5 = x A (—y V 2). Luego,
ta(z,y, ) es tal que to(z,y, ) = (zV—y) Az, y Lema 159 dice que
A es 4-distributiva.
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= Sit5(0,0,1) =1y t£(1,1,0) = 0, entonces t5 = (zA ((x Ay) V (—z A
—y)))V(xA-Y) y ta(z, ta(z, y, 2), 2) es un término mayoritario para A;
luego A es 2-distributiva (Lema 155), y finalmente es 4-distributiva
(Lema 153)..

» Sit5(0,0,1) =1y t4(1,1,0) = 1, entonces t5* = x V (=y A 2). Por lo
visto en Lema 159, A es 4-distributiva.

= Si t8(0,0,1) = 0 y t5&(1,1,0) = 1, entonces t4 = z. Aqui, observar
que la n-distributividad de A se convierte en (n — 2)-distributividad,
ya que t3 actida de t1, t4 de ty y asf sucesivamente. Puesto que to-
dos los demds casos estdn cubiertos, y este proceso de pasar de n-
distributividad a (n—2)-distributividad finaliza en una cantidad finita
de pasos, se concluye que vale lo buscado.

Corollary 161 Un dlgebra A de 2 elementos es de congruencias distributivas
sit es 4-distributiva.

Proof. La prueba es inmediata de 153 y 160. m

Theorem 162 Sea A un dlgebra de 2 elementos. A es de congruencias dis-
tributivas sii existe un término que representa en A alguna de las siguientes
operaciones booleanas

(xAy)V(zA2)V(yAz),
zA(yV2),

(xV-y) Az,

zV (yAz),

(x A—y)V z.

Proof. (= ) En virtud del Corolario 161 y del Lema 159, existe un término
tparael que th = 2 A(yVz),0th = (xV-y Az, 0oth =2V (yAz),o
A(2,9,2) = (@A) V 2.

(<) Corolario directo de Lemas 157 y 159. m

8. Clases algebraicamente expandibles

Esta seccién presenta los conceptos mds importantes del Trabajo;
a saber, AE-sentencias, clases algebraicamente expandibles, clones de funciones
algebraicas, y productos subdirectos globales.

La seccién 8.5 presenta un ejemplo de aplicacién en la determinacién
de las subclases algebraicamente expandibles de la variedad de los reticulados
distributivos acotados. Este ejemplo serd altamente instructivo de la manera
en que las subclases algebraicamente expandibles de una variedad pueden ser
obtenidas en funcién de los conceptos presentados en esta seccién. El Teorema
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174 enuncia la preservacion de AE-sentencias bajo la formacién de productos
subdirectos globales, lo cual es de crucial importancia y motiva el estudio de
la relacién entre estos dos conceptos. Otro Teorema de interés es el Teorema
182, que postula la equivalencia a términos entre distintas axiomatizaciones con
AE-sentencias de una clase de algebras, demostrando la solidez de este tipo de
axiomatizaciones.

8.1. AE-sentencias

Definition 163 Sea 7 un tipo algebraico; i.e., sin simbolos de relacion. Una
AE-sentencia de tipo T es una palabra de la forma

k
0 =VT1, .,z 21, ..., 2, (/\ si(Z, 2) = 6(Z, Z)) ,
=1

conn>1,m>1ys,t; €T para 1l <1 < k. Denotaremos usualmente por
n(e) y m(e) a n y m, respectivamente. Ademdas, llamaremos matriz de ¢ a

k
eo = N\ s1(%,2) = 1(E, 7).

Ndtese que @ no es, estrictamente hablando, una férmula de tipo T. Diremos
entonces que un dlgebra A satisface p, en simbolos A F ¢, si y sdlo si

AFEU(p) AE(p),

U(p) = Vxi.x,Vz1...2;VY1.. . Ym
k k
(/\ Sl(f,g) = tl(f, 5) A /\ Sl(f7g) = tl(f,g)> — (55 ]7)7
=1 =1
k
E(p) = Vai.xzpIzi..z;m N\ si(Z, 2) = 6(Z, 2),
=1

y observando que U(p), E(p) € ST (sentencias de tipo 7). Llamaremos a U(y)
la unicidad de ¢, y a E(p) la existencia de .

Definition 164 Sea p = Vaq,...,x,3 21, ..., 2 /\f:1 si(Z,2) = (&, 2) una AE-
sentencia de tipo T, y sea A un dlgebra de tipo T tal que A = . La funcién
definida por ¢ en A es el mapeo

A —  A™
@ +— el unicobe A™ tal que /\;(”':1 s1(a@,b) = t,(a@,b).

Escribiremos [g]* para denotar esta funcion, y con [p]# denotaremos la com-
POSICION T O [gp]A, donde mj : A™ — A es la j-ésima proyeccidn candnica, para
j=1..,m.
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Ademds, una funcién algebraica f en A serd una funcidén de la forma f =
[]} para alguna AE-sentencia 1 tal que A |= . Mds ain, si m(y) = 1,
entonces diremos que f es mono-algebraica y (cuando no haya ambigiiedad)

escribiremos [Y]* en lugar de [Y]4.

Proposition 165 Las AE-sentencias no son siempre preservadas por subdlge-
bras.

Proof. Sea A el reticulado acotado asociado al siguiente diagrama de Hasse:

C

Sea ademds
o =VzIlz ((s(z,2) = 1) A (i(z, 2) = 0)).

Nétese que A = ¢, y que [¢]? es la funcién complemento en A. Sin embargo,
la subdlgebra B < A tal que B = {d, a,c} cumple que B £ E(yp), pues para
Z = a no existe un complemento en B.

Proposition 166 Las AE-sentencias no son siempre preservadas por cocientes.

Proof. Sea 7 = (0,{f},0,a) tal que a(f) =1, y sea A una estructura de tipo 7
tal que A = {a1,a2,a3}, f4(a1) = a1, f4(a2) = as, y f2(a3) = a. Sea ademss

o =Vz3Ily (f(y) =y).

Nétese que A = ¢, y que []? es una funcién que constantemente vale el tinico

punto fijo de A (a saber, a1). Sin embargo, para 6 € Con(A) tal que
0 ={(a;,a;):i=1,2,3} U{(ag,as), (as,az2)}

se da que A /0 £ U(p), en vistas de que no existe un tnico punto fijo en A/6.
[

Lemma 167 Sea ¢ una AE-sentencia. Si A = ¢, y B es subdlgebra e imagen
homomorfica de A, entonces B |= .
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Proof. Puesto que E(p) es una férmula positiva, es preservada por imagenes
homomérficas (Lema 41). Ademds, puesto que U(p) es una férmula universal,
es preservada por subdlgebras (Lema 39). Luego, B = U(p) A E(p). B

Lemma 168 Si una AE-sentencia ¢ de tipo Trepr vale en un reticulado dis-
tributivo no trivial, entonces vale en 2 = ¢.

Lemma 169 Sean (A; : ¢ € I) una familia indexada de dlgebras de tipo T
y @ una AFE-sentencia de tipo T, tales que A; F o, para cada i € I. Luego,

[[{Ai - i € I) F ¢, y para cada i € I, j € {1,....,m ()} ¥ (1, Pn(p)) €
([T(A; =i € )™ se cumple que

[ HASED (o pa) (0) =[] (01.0), .o ().

8.2. Productos subdirectos globales
Definition 170 Dados x,y € II{A; : i € I), sea

Ex,y) ={iel:x()=y()}.
El conjunto E(x,y) es llamado el ecualizador de z e y.

Definition 171 Dada A CII(A; : i € I), definamos
i=k
JA = {ﬂ’—l E(xmyz) 1T, Yi € A7 i = ]-7 "'ak, k Z 1}

Luego, un producto subdirecto A Cgq TI{(A; : i € I) serd llamado global, y se
denotard A C, II{A,; : i € I), cuando se dé la siguiente propiedad

PP (Propiedad Patchwork) Si {F, :r € R} C o y {2, : 7 € R} C A son tales
que J{F, :r € R} =1 yparacadar,s € R, 2, y xs coinciden en F,. N Fy,
entonces existe un z € A tal que z(i) = (i), cada vez que i € F. yr € R.

Proposition 172 Sea L un reticulado acotado. Supongamos que existe un con-
Junto de indices I tal que L C, 21 = TI(2 : i € I), siendo 2 la cadena de 2
elementos. Luego, L es complementado.

Proof. Sean L C, 2/, z € L, R={1,2}, F} = E(z,0), F» = E(z,1), 1 = 12"
Yy T2 = 021.

Puesto que L cumple la Propiedad Patchwork, que |J{F, : » € R} = {i €
I:2(i))=02}u{icl:x(i)=1%2} =1,y que z; y 22 coinciden en Fy N Fy = (),
entonces existe y € L tal que y(i) = z1(i) = 12,Vi € F1, y y(i) = z2(i) =
02,Vi € F,. Pero entonces y es el complemento de x, ya que z(i) = 02,Vi € F},
ya(i)=12Yic Fy. m

Lemma 173 Si A = [[(A; : i € I), entonces A es un producto subdirecto
global de (A; :i € I).
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Proof. Sean {F, : r € R} C oll{(A€D) v Lo . € R} C[[(A; : i € I) tales
que |J{F- : r € R} = I. Supongamos ademds que para cualesquiera j,k € R se
da que (i) = zx(3), Vi € (Fj N Fy,).
Luego, definimos xz € II{A; : i € I) como z(i) = z4(7), con s € R tal que
i € Fs. Notese que ésta es una buena definicién, ya que si $1,s2 € R cumplen
que i € (Fy, NFy,), entonces z,, (1) = x5, (1), Vi € (Fs, NFs,), segin lo supuesto.
Por lo tanto, [[(A;:i€I) Sy [[(As:iel). m

Theorem 174 Supongamos que A C, [[(A; 1@ € I) y sea ¢ una AE-sentencia.
Si A; E @, para cada i € I, entonces A FE .

Proof. Supongamos que A; F ¢, para cada i € I. Nétese que dados aq, ..., a, €
Ay i€ I, existen tnicos d},...,d™ € A; para los que

A B oeglai(i), ..., an(i), d;, .., d"]

k
/\ pj [5(7’)7 d_;] =4qj [[i(l), Jl]

j=1

En consecuencia, como m;(A4) = A;, ya que A es producto subdirecto de TI(A; :
i € I), para cada i € I existen b},...,b" € A para los que

bl (i) = d!, para cada j € {1,..,m}.
A continuacién, sea R = I y definase
{F,:reRY= {F,:icl}

= (N Bl @) ie )

Noétese que para cada i € I tenemos que i € F;, por lo que ademds | J{F, : r €
R} =1
Sea ahora [ € {1,...,m} y definase
{x,:r€R}={bl:icI}CA,

observando que si i € (F,, N F,,), con ry,ry € I, entonces

k
A /\ pila(z), b, (2)] = ¢51d(2), by, ()]

k
A; = N\ pila(x), by, (2)] = g;(d(x), by, (2),

Jj=1

por lo que grl = ETQ; en particular, blr1 = biz.

57



En virtud de que A satisface la Propiedad Patchwork, existe b € A para el
que
b'(i) = bl(i), para cada i € I.

Mi4s atin, como esto es védlido para cada I € {1,...,m}, se concluye que existen
bl,...,b™ € A tales que

-

k
A ': /\pj[avb] = qj[a’b];
j=1

ie.,
A= E(p).
Por dltimo, supongamos que existen ai, ..., ay, b1, ..., by, €1, ..., € A tales
que
k
A= /\pj[c_ivg] = Qj[6ag

Jj=1

A ): /\pj[a:vé] qu'[(_i,éj.

Jj=1

Esto implica que para cada ¢ € I vale que

k
Ai = /\ p;[ai), b)) = g;la(), (i)

i
= /\ p;la(i), é(i)] = g;lds), )],

—

lo que es consecuencia de que para cada i € I, g(z) = &(i). Luego, b = Cy
entoncesA = U(yp).
Por lo tanto, A = . =

8.3. Clon de las funciones algebraicas

Theorem 175 Clong; (A) = {[go]f : ¢ es una AE-sentencia, A = ¢, y j €
{1,...,m}} es un clon sobre A.

Proof. En primer lugar, nétese que para cada n > 1 se da que

n

AEp= le...xnﬂ!zl...zn(/\ Ti = %),

i=1
y [sp}j = 71-;?, para cada j € {1,...,n}, por lo que
{5 €{l,..,n}} C Clonay(A).
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Ahora, sean {f1,..., fuy1} € Clongy(A) tales que f; : A" — A™, con
le{l,...k}, y fogr : AF — A™+1. Luego, existen AE-sentencias @1, ..., 9441
Y J1y -y Je+1 tales que n(y;) =ny g € {1,...,m(y;)}, para cada | € {1,..., k},
n(Pry1) =k y jes1 €{1,...,mpy1}, y para cadal € {1,....,k + 1}.

! ! Uiz ol NP l
¢, = Vry..x,32, .2 /\ $o (B, 21, ey 2, ) =, (T, 27,00y 20 ) |

my u
uwe{l,...,u }
i = [@lm-

Notese que en esta consideracion estén incluidas las funciones en Clon(A), ya
que para cada t € T (z1, ..., Zp),

Ve = Va1..xp Az (2 = H(E))

es tal que t* = [y]4. Definiendo z* = 2}...z}, para cada i = 1,...,k + 1, véase
entonces que

T = | s

i€{1,..,k}
we{l,..., v}
A /\ SETL(2) oy 28 ) = E P (2, 2F 2R |
wE{l,....,vp41}
es tal que
[y = lersalin o ([oalfs o [onlfh)-
]

Llamaremos a Clong;,(A) el clon de las funciones algebraicas sobre A.
Nétese que Clon(A) C Clonay(A), ya que para cada t € T7 (x4, ..., Ty,)

th = Vo, Nz (Hxy, ..y zn) = 2)]2

8.4. Clases algebraicamente expandibles

Definition 176 Diremos que una clase de dlgebras C es algebraicamente ex-
pandible (clase AE) cuando haya un conjunto de AE-sentencias T' tal que
C = Mod(T).

Definition 177 Sean S y C clases de dlgebras tales que S C C. Diremos que S
es una subclase AE de C si S es aziomatizable por AE-sentencias relativamente
a C; i.e. si existe un conjunto de AE-sentencias — tal que S = C N Mod(—).
Para este caso, introducimos la notacion

Mode(—) =CN Mod(—).

Nétese que S puede ser una subclase AE de C sin ser S misma una clase
AE.
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Remark 178 Toda identidad de tipo T puede escribirse como una AE-sentencia
de tipo 7. Por ejemplo, la identidad

X1y ey Tpy) & 8(T1, ooy Ty
es equivalente a la sentencia
Vap, . xn3z1 21 = 21 At(z1, 0y ) = $(T1, 00, Tn)-

Luego, toda variedad (i.e., toda clase de dlgebras de la forma Mod(Y), con
¥ CId;) es una clase AE.

Definition 179 Sean V una variedad de dlgebras de tipo T, ¥ un conjunto de
AFE-sentencias, y K CV una subclase AE de'V tal que K = Mod(X). Se define el
tipo Ty, como la expansion algebraica de 7 agregando nuevos simbolos n(p)-arios
de funcion f7, ..., f:i(w) para cada p € 2.

Ademds, para cada A € K sea Ay la expansion de A al tipo Tx, interpre-
tando cada simbolo de funcidn f; como ] 2.

Finalmente, definase la expansion algebraica de K relativa a X como la
siguiente clase de Tx-dlgebras:

KzZ{Az:AEIC}.
Remark 180 Ndtese que

1. X es también un conjunto de AE-sentencias de tipo Tx.

2. Ks es siempre una cuasivariedad; efectivamente, puede ser axiomatizada
por el conjunto de identidades que axiomatizan a )V junto con el siguiente
conjunto de cuasiidentidades:

{U(@)}weE u{vz Esa(fv ff(f)7 cees f;i(@)(f))}wez-

Lemma 181 Sea K = Mod(X), para algin conjunto ¥ de AE-sentencias.
Luego, Ky, E 2.

Theorem 182 Sea K una clase algebraicamente expandible de dlgebras de tipo
7. Supongamos que K = Mod(Xy) = Mod(X1), con ¢ y X1 conjuntos de AE-
sentencias de tipo 7. Luego, Kx, y Ks, son equivalentes a términos. Es decir,
parai = 0,1, € X; y 1 < j <m(v), existe ty; € T ({x1,..., 2p(y)}) tal
que

’L/) As. /= _ A/ [
(f7)*(@) = Wit (@) = ¢, ;" d],
para cada A € K y cada @ € A™¥),

Proof. Sea n (¢) > 1.
Sean i = 0, ¢ € Yo, V = V(Kyx,), y F el dlgebra libre de V con respecto a
{z1, s zp )5 ie, F = Fy({z1,...,Tpy)}). Notar que F € Ky,, pues Ky, es
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una cuasivariedad (por lo que es cerrada bajo I, S y P) y el Teorema 143 afirma
que F satisface todas las cuasiidentidades de Ky,. En virtud del Lema 181,

F |= ¢ y luego existen inicos t1(21, ..., Zn(p))/ 0V, o b () (T1, o, Ty)) /Oy € F
tales que

F ): Ew(.’lﬁl/ev, ...,mn(w)/Hv,tl(xl, ...,.’L‘n(w))/ey, ceey tm(w)(l'lv ,.’En(w))/ev) (1)
Sean ahora j € {1,....,m(¥)}, A € Ky @€ A™¥). Definase el mapeo

{1‘1/91),...,$n/9);} — Agl
/0y —  ai

y extiéndaselo a un homomorfismo
H: F — Ay,
(lo que resulta posible en virtud del Teorema 121). Luego, de (1) se llega a que

AEl ': Ew(H(f/HV)7 H(F(xla sy xn('l[)))/GV))a
implicando esto que

o Ax s A —
As, Eeyla,t; al, ...7tm(21z) [@]).

Como para cada k € {1,...,m(1))} se da que t;, € T™ y entonces t‘,?zl [@] € A, se
tiene que

= LA s A -
A b ey (@ 607 [, et ).
Al darse que A = 1, se observa finalmente que

Azl

()M (@) = I (@) = ¢ ().

El razonamiento para ¢ € ¥; es andlogo, y por lo tanto Kyx, y Ky, son
equivalentes a términos. m

8.5. Ejemplo de aplicacién

A continuacién, se estudian las subclases AE de Dy con el objeto de
ejemplificar la utilizacién de las herramientas aprendidas hasta aqui.

Lemma 183 Para cada L € Dy, existen una familia indexada (A; : i € I)
de estructuras en Dog1 y A € Doy tales que A; € {2,3} para cada i € I,
AC,II(A;:iel), yL=A.

Proof. Se remite al lector a [6] para una prueba a este Lema. m
Lemma 184 Sea ¢ € QId.,. (ver Definicion 84). Luego,

{L €Dy : L ': (p} S {D()l, {L € Doy : L es tmmal}}
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Lemma 185 {L € Dy; : L es complementado} no es una subvariedad propia
del}n.

Proof. Supongamos que existe ¥ C Id tal que

TRET

{L € Dy : L es complementado} = Mod(X)

. Como 2 € {L € Dy; : L es complementado}, tenemos que 2 |= X. Pero el Teo-
rema 89 dice que entonces Dy = X, y luego {L € Dy; : L es complementado} =
Z}n. ]

Lemma 186 Dado L € Dyy, son equivalentes:
(1) L es complementado.
(2) L/0 %3, V0 € Con(L).
(3) L= A C, 2!, para algin conjunto de indices I.
(4) L no tiene cadenas de filtros primos de longitud mayor a 1.

Proof. (1) = (2) Vale pues 3 no es complementado, pero L/6 si lo es, para
cada 6 € Con(L).

(2) = (3) En virtud de Lema 183, L = A C, (A; : i € I); sea f tal
isomorfismo. Pero si existe ¢ € I tal que A; = 3, el Corolario 34 afirma que
L/Oer(x,05) = 3, 1o cual es absurdo. Por lo tanto, L= A C, 27,

(3) = (1) Nétese que L es complementado si y s6lo si

L | ¢ = Vz3ly(A(z,y) = 0) A (V(z,y) = 1).

Como 2 = ¢, el Teorema 174 y la hipétesis afirman que L = .
(1) = (4) Supongamos que L es complementado. Ademds, supongamos
que existe una cadena de filtros primos Fy C F} y definase

0={(z,y) e L?:z,yc (L —F),ox,yc (F,—F),oxycF}.

Fécilmente se puede observar que 6 es reflexiva y simétrica. Como (L — Fy),
(Fy — F1) y Fy son disjuntos de a pares, se observa también que 0 es transitiva.
Por ultimo, dados (aj,b1), (a2,b2) € 6 se puede demostrar sencillamente que
(a1 Vag,b1 Vbs2), (a1 Aaa,by Aby) € 0, por lo que 6 € Con(L).

Sin embargo, L/6 = 3; absurdo, ya que si L es complementado entonces
L/0 es complementado, para cada § € Con(L). Luego, no existe una cadena de
filtros primos de longitud mayor a 1.

(4) = (3) Supongamos que L no tiene cadenas de filtros primos de
longitud mayor a 1. Por Lema 183, L = A C, II{A,; : i € I), con A; € {2, 3},
Vi € I; sea f tal isomorfismo. Supongamos que existe ¢ € I para el que A; = 3.
Por Lema 34, L/ker(m o f) = 3; sea g tal isomorfismo.

A continuacién, tomando por {0, a, 1} al universo de 3, procedemos a definir

Fr = {zeL:g(x/ker(mof)) =1},
F, = {zelL:g(z/ker(rof)) €{a,1}}.

Noétese que F} es un filtro primo de L, pues
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Fy ¢ {0, L}, pues g es sobreyectivo.

Si aj,ay € F, entonces g(ay/ker(w o f)) = g(ag/ker(mo f)) = 1y se prueba
trivialmente que a1 A ag € F, ya que g es un homomorfismo.

Sia; € F1 y as € L son tales que a1 < a9, entonces a; V az = as, por lo que

glaz/ker(mo f)) = g(az Va1 /ker(mw o f))
= g(ag/ker(mo f)Vay/ker(m o f))
= {por ser g un homomorfismo}
glaz/ker(m o f)) V g(a1/ker(r o f))
= {pues g(ai/ker(mo f)) =1} 1,

y luego as € Fy.

- Puesto que
3 vavy((V(z,y) =1) < (=1 V (y =1))),
y como L/ker(m o f) 2 3, tenemos que si a1 V az € Fy entonces a; € Fy o
as € Fi.

Queda como ejercicio al lector probar que F5 es también un filtro primo.
Esto implica entonces que L tiene cadenas de filtros primos de longitud mayor
a 1, ya que Fy C Fy; absurdo, proveniente de la suposicién de que existe un tal
factor A; =2 3. m

Theorem 187 Sean

k
o = Vri..axpIzi.zy (/\ $i(Z, 2) = t;(Z, Z)) ,

i=1
Ko = {L € Dy :L es trivial},
Ky = {L € Dg : L es complementado}.

Luego,
{L € Dg; : L E ¢} € {Ky,K1,Dg1 }.

Proof. Para cada ¢ € {1,...,m}, sea

[U(p)i = VYoi.Tp¥i.--YmZ1.--Zm

N\ (i@ 9) = (@) A (i, D) = 4:(E,2) | — (i = z1)-

Puesto que L = U(y) sii L = /\[U((p)]i, el Lema 184 afirma que {L € Dy; :

i=1
L = U(e)} € {Ko, Do1 }.
Supongamos que {L € D1 : L |=U(p)} = Doy; ie.,

{LEDOlL):gO}:{LEDOlL):E((‘D)}

Luego,
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- Si 3 = E(y), entonces 3 = ¢, y siendo que 2 € S(3) N H(3) se obtiene que
2 = ¢, por Lema 167. El Lema 183 y el Teorema 174 afirman entonces
que

{LEDOllL':gO}:D()l.

- Supongamos que 3 £ E(p), y que existe Ly € Dp1 no trivial tal que Ly | .
Luego, el Lema 168 afirma que 2 |= ¢, y del Teorema 174 y el Lema 186
se obtiene que K; | .
Ahora, si existe Ly € Dy no complementado tal que Ly = ¢, entonces
Lema 186 afirma que existe § € Con(Lz) tal que L/ = 3. Como 3 €
IS(Ls) (de lo contrario, Lo serfa complementado) y 3 € H(Ls), en virtud
del homomorfismo f : Ly — 3 para el que ker(f) = 0, el Lema 167 nos
dice que 3 = ¢; absurdo, proveniente de suponer que existe Ly € Dy; no
complementado tal que Ly = . Por lo tanto,

{LEDOllL':gO}:Kl.
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9. Aplicaciones al reticulado de Post

En este capitulo aplicaremos técnicas de representaciones globales y de
funciones algebraicas (y, de manera menos directa, todos los conceptos hasta
aqui presentados) con el objetivo de dar informacién valiosa sobre el reticulado
de Post; a saber, la obtencién de la cadena infinita de clones que contienen a la
funcién —.
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9.1. El reticulado de Post

El reticulado de Post (en diagrama) tiene como universo a todos los
clones de funciones {0,1}"™ — {0, 1}, para n > 1, ordenados por inclusién. Las
funciones de la forma {0,1}"™ — {0,1}, para n > 1, son llamadas funciones
booleanas. Nétese que los ya conocidos operadores 16gicos del cédlculo proposi-
cional pueden ser pensados como funciones booleanas, tal cual se procedié en
seccién 7.1.

Post logré (en [7]) clasificar todos los conjuntos de funciones booleanas
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cerradas bajo composicién, llamados sistemas iterativos; posteriormente, sus
resultados fueron enmarcados en la teorfa de clones, incluyendo las proyecciones
canonicas en cada uno de los sistemas iterativos. De este modo, la clasificacién
de Post incluye 20 sistemas iterativos que no son clones por si mismos, y para
los que no existen clones que los representen en el reticulado de Post.

Como consecuencia de los estudios de Post, se obtuvieron importantes
resultados y aplicaciones; entre ellos,

= Puesto que los clones maximales diferentes a T son M, D, A, Py y Pi,y
siendo que cada subclon propio de T estd contenido en alguno de éstos,
un conjunto de funciones booleanas B es funcionalmente completo (i.e.,
(B) = T) siy sélo si (B) no estd incluido en ninguno de estos clones
maximales distintos de T.

= Es ampliamente conocido, por el Teorema de Cook-Levin ([12]), que el
problema de satisfacibilidad booleana (i.e., dada una férmula ¢ del cdlculo
proposicional con ¢ =4 ¢(x1, ..., T, ), saber si existe (ay,...,a,) € {0,1}"
tal que play, ..., a,] = 1) es NP-completo (por lo que no se sabe si existe
un algoritmo de complejidad polinomial para resolver este problema).

Dado un conjunto finito B de funciones booleanas, sea B-SAT el problema
de satisfacibilidad booleana restringido a férmulas con funciones sélo en
B. Lewis ([13]) demostré, utilizando el reticulado de Post, que si /¢
(B), entonces B-SAT es P (es decir, existe con certeza un algoritmo de
complejidad polinomial para resolverlo). Remitimos al lector aqui a la
definicién de la operacién /4 en Seccién 9.1.1.

A continuacién, se describen los conjuntos de funciones generadoras de cada
uno de los clones del reticulado de Post, seguido de algunas aclaraciones. Notese
que, aunque se detalle un sélo conjunto de funciones generadoras para cada clon,
para algunos de ellos existe mas de un conjunto minimal de funciones generado-
ras posible; por ejemplo, ({A,=}) = ({V,—}) = T. En particular, nétese que
los conjuntos de clones Ty, TF, MTY, MTF, PTY¥, PTF, MPTY y MPTf, con
k € N>o U {oo} para cada caso, constituyen cadenas infinitas numerables (1).
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Clon
T

Py

P

Y, k>2
Ip*

PTE k>2
PTg

TF k> 2
Ive

PTE k> 2
PT®

M

MP,

MP,

MP

MTE k> 2
MTg°
MPTE k>3
MPTg
MPTg°
MTF k> 2
MTge
MPTF k>3
MPT?
MPTf®

A

APy

APy

AP
v
VP,
VP,
VP
D
DP
DM
A
AD
APy
AP,
AP

Conjunto generador
V, =

V, + (2)

A, = (3)
x?y:z(4)

thi*!, 7 (5)

7

thith o A (y — 2)
A (y — 2)
th§+17 N

— (7)

thi L v (y + 2)
zV(y+2)

AV, 0, 1 (6)
A, V, 0

VAR

A,V

thit, 0
xA(yVz),0
thllz+1

ths, A (yV 2)
xA(yVz)

thE+ 1
xV(yAz), 1
thi+

thi, V (yAz2)
xV (yAz)

(
L0, 1
0
1

thy, —

th3, T +y+ 2
th3

—, 0

- Tyt
+

<

T+Yy+z
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U
UD

UM
UP,
Up
1

o

co 1
—

= =

9.1.1. Aclaraciones sobre las funciones generadoras

(1) Las 8 cadenas infinitas del reticulado tienen también miembros para k = 1,
pero disponen de nombres por separado: Ty = Py, T = Py, PT} = PT} =
P, MT} = MPy, MT! = MP,, MPT} = MPT} = MP.

(2) La funcién + : {0,1}™ — {0,1} estd definida como la suma médulo 2; i.e.,
1, si |{i: x; = 1}| es impar

(@1 ) = { 0, si |[{i: @i =1}| es par

(3) P; es el conjunto de todas las funciones que preservan {1}; i.e.,
P ={f:{0,1}" - {0,1} : n > 1, f(1,..,1) =1}.

(4) 7y : zrepresenta la funcién

y,siz=1
29 2=
ey -z {2731:5:0
(5) th : {0,1}" — {0,1}, con 1 < k < n, son las denominadas funciones
umbral, definidas como
n _ Lsif{i:a; =1} >k
thk(l'ly...,xn)_ { 0, si |{Z{E2:1}‘<k
Por otro lado, /4: {0,1}?> — {0,1}, denominada no implicacion, esta
definida como
l,sixlzlyxgz()
0, en caso contrario

Ploren) = |
(6) Las funciones 0,1 : {0,1} — {0,1}, denominadas funciones constantes
unarias, estdn definidas como 0(0) = 0(1) =0y 1(0) = 1(1) = 1.

(7) Notese que la funcién constante unaria 1, como fue definida en (6), es tal
que 1 € T7°, dado que puede ser definida como

()= z—=z
=1

Esto serd util en la obtencién de una de las cadenas infinitas del reticulado
de Post.
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9.2. Obtencién de una de las cadenas infinitas

Por 1timo, aqui procederemos a demostrar el Teorema 194, que nos
permitird finalmente obtener la forma exacta de la cadena infinita de clones
distintos de T que contienen a la funcién —.

Lemma 188 Sea A un dlgebra finita de tipo 7 tal que S(A) — {B : B es un
dglgebra trivial de tipo T} C Vg, para alguna variedad V de congruencias dis-
tributivas. Luego, existen términos p;(z,y, z,w), ¢ (x,y, z,w), i = 1,...,n, tales
que

n

i=1

Exercise 189 Para cada dlgebra finita A que satisface la condicion del anterior
Lema, vale que para cualquier férmula de la forma

Uy

o=\ (@) = s:(2))),

i=1 j=1

existe una férmula

equivalente sobre A.

Lemma 190 Sea A un dlgebra finita de tipo T tal que S(A) — {B : B es un
dlgebra trivial de tipo T} C Vg, para alguna variedad V de congruencias dis-
tributivas. Ademds, supongamos que para toda AE-sentencia ¢ tal que A |= ¢
vale también que S(A) | ¢. Luego, toda funcidn algebraica sobre A es también
mono-algebraica.

Proof. Sean f: A™ — A,
© = V1.2 ()3 21 Zm(p) Eo(T, Z),

eie{l,..m(p)} talesque AEpy

Luego, por hipotesis, para cada B < A se tiene que B |= ¢. En particular,
dado (a1, ...,an(,)) € A", se tiene que

B = ({a1,...,an»}) E @

ademds, existen términos ¢y, ...,tx € T7 (21, ..., 2, ) para los que

B = {t}[d], ..., ti[dl},
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en virtud de Lema 15.

Ahora, nétese que [@]B

i

(@) es el inico ¢ € B para el que existe (c1, ..., G (yp)) €
A™@) tal que ¢; = c 'y

B = ¢,(d,c).
Més atin, este (ci, ..., Cp(y)) s tnico. Como ademds se da que ¢; = ti’? [@], para
cadai € {1,..,.m(p)} y con l; € {1,..,k}, obtenemos entonces que ¢ cumple con
que

B E 0= (& thE], ..., 2, .., t1 7], 1] 7])

V...
V (T, 2T, ooy 2, oo, 7], L [2])
V (T, T, ooy 2, ooy B[], 144 [2])
V...

V e, (Z, ), ooy 2, ooy [ 3]t [2]) [, .-

Noétese ¢ es tinico en A en cumplir esto, ya que A = .
Pero entonces, por Ejercicio 189, existe una férmula

l
0= /\(uk(wl, ...,mn(g,),z) = vk(xl, ...,xn(y,),z))

i=1
equivalente a 1 en A. En consecuencia,

B | d[a1, ..., an(ypy, )
De Lema 38, obtenemos que

A = dfar, ..., an (), .

Como esto vale para cada (a1, ..., Gy (y)) € A™$#) (ie., para cada (a1, ..., Un(p)) €
A™%) existe un tnico ¢ que cumple esto), se tiene que

A=y =VEdlz §(Z, 2);

luego, f es mono-algebraica, ya que

Lemma 191 Sea A un dlgebra finita de tipo T tal que S(A) — {B : B es un
dalgebra trivial de tipo 7} C Vs, para alguna variedad V de congruencias dis-
tributivas. Luego, para f : A™ — A son equivalentes

(1) f es mono-algebraica sobre A
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(2) para cada homomorfismo o : S1 — Sa, con S1,S3 < A, si
S1, "'757L7f(517 "'7577.) S Sl

se tiene que

o(f(s1508n)) = f(o(s1), -, 0(s2))-
Proof. Remitimos al lector a [2] para esta demostracién. m
Definition 192 Dada A un dlgebra de tipo T, definimos

La= ({CCV(A):C>A,C esuna clase AE}, Q)
= ({Modya)(X) : ¥ conjunto de AE-sentencias de tipo T, A |= ¥}, C).

Lemma 193 Dada un dlgebra A, La es un reticulado completo.
Theorem 194 Sea A un dlgebra finita de tipo T tal que

= V(A) es de congruencias distributivas;

» V(A)s; =S(A) — {B: B es un dlgebra trivial de tipo T};

= S(A) CH(A).

Definase

Opan= {fA:feF, n>1}
U{ca:A— A:ceC, cala)=ch, Vac A}

U{lel} o €A, je{l...m(p)})

para cada conjunto A de AE-sentencias tal que A = A.
Luego, la funcidn

F: La —  [Clon(A), Clon;4(A)]
Modyay(X) —  (Opas),

es un anti-isomorfismo de La en [Clon(A), Clon;4(A)]; i.e., F es una biyeccion
que invierte el orden entre dominio e imagen, de modo tal que para cualesquiera

Modya)(X1), Mody(ay(X2) € La vale que
Mody(a)(21) € Mody(a)(X2) = F(Modya)(21)) 2 F(Modya)(X2)),
y tal que para cualesquiera Cy,Cy € [Clon(A), Clona;e(A)] vale que
C, CCy = F7HCy) D FHCy).

Proof. En primer lugar, demostremos que la funcién estd bien definida; i.e.,
dados conjunto de AE-sentencias ¥ y I' tales que Mody(a)(X) = Modya)(T),
verificar que F(Modya)(X)) = F(Modya)(T')). Para esto, supongamos que
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Mody(a)(X) = Modya)(I') y sea f € (Opa,s). Por Corolario 118, f es com-

posicién de funciones en
OpasU{n] : A" - A:m>1,je{l,...,m}},

o pertenece a este conjunto. A su vez, del Teorema 182 se puede probar que
cada funcién en Opa s es composicién de funciones en Opa rU {w;” AT — A
m >1,j € {1,....,m}}. Luego, f € (Opa r). Del mismo modo se procede para
demostrar que (Opa,r) € (Opa.x), concluyendo entonces que F(Modya)(X)) =
F(Modya)(I)).

Para observar que F' es sobreyectiva, sea C' € [Clon(A), Clon;4(A)]. Co-
mo C C Clong,(A), y siendo X = {[p]* : ¢ es AE-sentencia, A | ¢,
i € {1,....,m(p)}}, el Corolario 118 afirma que cada f € C es tal que f €
Xu{r?:m >1,5 € {1,...,m}}, o f es composicién de funciones en este conjun-
to. Como ademds cada f € X NC es mono-algebraica (bajo consideracién de los
lemas 190 y 167), seleccionese una AE-sentencia ¢ = V1.2, )32 £y, (T, 2)

tal que [(pf]A = f, y sea
Yoe={pp: feXNCY.

Es sencillo observar que entonces I'(Modya)(Xc)) = C.
Para observar que F' es inyectiva, supongamos que

F(MOdV(A)(E)) = F(MOdV(A) (F))

y probemos que Mody(a)(X) = Modya)(I'). Sean p € (X—I") y B € Modya)(T).
El Teorema 82 afirma que existen C € V(A) y (A; :i € I), con A; € V(A)g;
para cada i € I, tales que

B~ C<, [[(Aiziel).

Pero (A; : i € I) =T implica que [[(A; : ¢ € I}) T, y B =T implica que
C E T, por lo que
Br = Cr <. [[(Ai)r:i€l).

Ahora, notar que V(A)sr = S(A) C H(A), lo cual implica que V(A)ss [ ¢,
ya que A = ¢y por Lema 167. Como F(Modya)(¥)) = F(Modya)(T)), el
Corolario 118 afirma que para cada j € {1,...,m(p)} existe una composicién
de funciones en Opa rU {7 : A™ — A:m > 1, j € {1,...,m}} igual a [];
cada una de estas composiciones puede ser pensada como un término t; € T
interpretado en Ar, de modo tal que
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pues D es cerrado bajo t?r.
Luego, para cada ci, ...,cp(p) € C e i € I se da que
(Az)l" Fe (Cl Z), ---7Cn(<p) (Z),
(Ai)r . . (AT . .
1A (€1(0)s s ) (D) e [A1 AT (€1(0)s s ) ().

Maés ain, como ¢ es una AE-sentencia de tipo 7, se da que

(Az)l" E 6‘@(01(1'), ...,Cn(y,)(i),
[@ ?1 (Cl (7/)7 -+ Cn(yp) (Z))’ ) [90]21.(90)(01 (l)a - Cn(yp) (Z)))7

|4 = t§»Ai)F, se obtiene que

y dado que para cada i € I vale que [p j
(A)rE ap((gl)(i), vy Cn () (1), )
tl or (Cl (Z)’ -y Cn(p) (Z))a ) tm(:o)r (Cl (7’)7 -y Cn(p) (Z)))a

para i € I, concluyendo entonces que

H<(A1)F 11 € I> E
I{(A;)riel I{(A;)r:iel
€o(C1y s Crip) 1y ((Airiie >(C1,~.~,Cn(¢)),~.~,tm<(sp) Jrii€ >(cl,...,cn(¢))).

En virtud del Lema 38, vale

<(A7;)r:iel>( I{(A;)r:i€l)

I
Cr Fey(Ciy s Cp(ypys t Cl""’C"(W))7"'7tm(w) (€1 s Cn(p))),

concluyendo finalmente que Cr F E(p).

Por 1ltimo, notar que el Lema 39 permite afirmar que Cr F U(p). Por lo
tanto, Cr = ¢, y entonces C | ¢, ya que ¢ es una AE-sentencia de tipo
7. Luego, B = . Como esto vale para cada ¢ € X, obtenemos que B €
Mody(a)(X). Siguiendo un razonamiento andlogo para el caso en que ¢ € (I'—X)
y B € Mody(a)(¥), se concluye finalmente que Modya)(X) = Modya)(T).

Por lo tanto, F' es inyectiva.

A continuacién, dados C1,Cs € [Clon(A), Clona;e(A)] es posible obtener,
como se hizo al considerar la sobreyeccién de F, conjuntos de AE-sentencias
Yo, ¥y X, tales que F(Modya)(Xc,)) = Cs, i = 1,2, con cada ¢ € X, U3¢,
tal que m(p) = 1. Suponiendo C; C Cs, obtenemos entonces que X¢, C X¢,, ¥y
luego toda B € V(A) cumplird que si B | X¢, entonces B |= X¢,. Es decir,

F(MOdV(A)(Ecl)) - F(MOCZV(A)(ZCQ)) — MOdV(A) (202) - MOdV(A)(ch).

Por 1iltimo, supongamos que Mody(a)(X1) € Mody(a)(22). Esto implica
que para cada B € V(A) se da que B = ¥; implica que B | 3s; luego,
Mody(ay (X1) = Modyay(X1 U X2), y ya que

(Opa.s,) € (Opa syus,)

obtenemos que
F(Modya)(22)) C F(Modya)(X1))-
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Nuestra siguiente aplicacién es sobre clones que extienden al clon de op-
eraciones término de 2 = (2, —, 1). Remitimos al lector a la Seccién 4 para la
definicién y algunas propiedades bésicas de la variedad de algebras implicativas,
7. Toda algebra implicativa A tiene estructura de semirreticulado superior, bajo
el orden

r<lysiz—y=1;

este orden tiene a 1 como elemento méximo, y para cada a,b € A el supremo
estd definido como
aVb=(a—b)—b

Ahora, seann > 2y x1, ..., T, variables. Para i = 1,...,n se definen los términos
n
SHX1y ey ) = \/ xj,
Jj=1,j#1

y se define

n
o, =Vry..x, 3z (z <STE@E)AN o N 2 < s (Z) A (\/(s?(f) — z)) = 1) ,

i=1

notando que los simbolos < y V son sélo abreviaciones, y que ¢, es una AE-
sentencia del tipo de las dlgebras implicativas.

La prueba del siguiente Lema excede el contenido de este Trabajo. Sin em-
bargo, cabe destacar que precisa de los resultados estudiados para productos
subdirectos globales.

Lemma 195 [5] Sea 2 = (2,—,1). Luego, L2 es la cadena
Modz(ps) C Modz(ps) C Modz(ps) C ... CT.
Theorem 196 Sea 2 = (2,—,1). Paran > 2, sea p,, : 2™ — 2 definida como

B 1, si|{i:a; =1} >2
Mn(alr“’a") - { 0, en caso contrario

Luego, tenemos que o = A, que

Clon(2, 45) = Clon(2,A)
= {f: f preserva {1} (ver seccion 9.1.1, inciso 3)} ,

y el intervalo [Clon(2), Clon;4(2)] = [Clon(2), Clon(2, A)] es la siguiente cade-
na
Clon(2) C ... C Clon(2, uy) C Clon(2, p3) C Clon(2, uy).
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Proof. Nétese que ju,, = [p,,]%, Vn. Recuérdese que Z es de congruencias distrib-
utivas (Teorema 151) y que 2 es la tnica dlgebra subdirectamente irreducible de
T (Corolario 109). En consecuencia, 2 satisface las hipétesis de Teorema 194 y
podemos entonces aplicarlo, junto a Lema 195, para obtener la forma buscada.
|

Finalmente, obtenemos el resultado buscado:

Corollary 197 La cadena infinita de clones en el reticulado de Post T7° C
W CTP CTECT! =Py es tal que

T° = Clon(2)

7113 = Clon(za “4)

Tll2 - Clon(za IU’S)

Py = Clon(2, ).
Proof. Por lo aclarado en seccién 9.1.1 (inciso 7), tenemos que 77° = ({—1}) =
Clon(2). Ademds, como p, = A, tenemos que P; = ({—, A}) = Clon(2, py). En

consecuencia,

[T7°, P1] = [Clon(2), Clon a;4(2)],

va que Tf® C ... C TP € T C T} = P; es la tnica cadena de clones entre
Clon(2) y Clonay(2) (ver diagrama de Hasse del reticulado de Post). m
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