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Resumen

El disefio 6ptimo de forma es fundamental en multiples disciplinas de la ciencia,
en particular, el disefio aerodindmico [111, 72, 50, 20] es una de las disciplinas de la
aerondutica de mayor tradicién y que en la actualidad, gracias al avance de la com-
putacién y los métodos numéricos, estd adquiriendo mads relevancia en el sector indus-
trial y en los centros de investigacién. Este interés ha venido precedido por la exactitud
de calculo que empieza a lograrse mediante el empleo de técnicas de andlisis computa-
cional [75, 52, 58] para estudiar el comportamiento de los fluidos en configuraciones de
interés industrial.

Una vez que el andlisis de las configuraciones aerodindmicas se puede realizar en
un tiempo reducido y con un error controlado [30, 28], es posible plantear el problema
de disefio 6ptimo sobre los complejos sistemas de Ecuaciones en Derivadas Parciales
(EDPs) que modelizan el comportamiento de los fluidos.

El objetivo del disefio 6ptimo aerodindmico es minimizar un determinado funcional
a través de controlar el sistema de EDPs que modeliza el fluido sobre la aeronave. El
control se ejerce sobre la forma de la superficie a disefio con el objeto de mejorar las
prestaciones de la aeronave en régimen estacionario.

Existe una importante tradiciéon en la aplicacién de la teoria de control al disefio
6ptimo de sistemas gobernados por EDPs, desde los trabajos iniciales de ].-L. Lions
[77], pasando por los primeros desarrollos en el &mbito de la mecanica de los fluidos de
O. Pironneau [93, 94] y terminando en A. Jameson quien, junto con sus colaboradores,
en una serie de articulos, trat6 la aplicacién de estas técnicas a las ecuaciones de Euler
[54, 65, 62] y ecuaciones de Navier-Stokes [86, 85]. Mencién aparte merecen los trabajos
de M. Giles [42] y S. Ulbrich [108] en el &mbito de la optimizacién con discontinuidades
en las variables de flujo.

A lo largo de esta memoria se plantean y resuelven cuestiones relevantes en los
problemas de disefio 6ptimo a través del estado adjunto en sistemas gobernados por
las ecuacién de Burgers, las ecuaciones de Euler o las ecuaciones de Navier-Stokes. Esta
tesis doctoral estd estructurada de la siguiente manera: En primer lugar, en el Capitulo 1
se describirdn brevemente los aspectos més relevantes de los problemas estudiados, los
resultados obtenidos y los métodos que se han desarrollado durante esta tesis. A con-
tinuacién, en el Capitulo 2 se expone una panordmica general de los métodos de disefio
6ptimo en aerodindmica. En el Capitulo 3, se abordard un analisis riguroso del proble-
ma de control éptimo para la ecuacién de Burgers. Ademds se introduce el novedoso
método de las direcciones de descenso alternantes para el disefio 6ptimo en sistemas
gobernados por las ecuaciones de Burgers. En el Capitulo 4 se aborda el problema del
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4 INDICE GENERAL

disefio 6ptimo en sistemas gobernados por las ecuaciones de Euler y en el Capitulo 5
se hace lo propio con las ecuaciones de Navier-Stokes. El Capitulo 6 estd destinado a
mostrar los detalles de la implementacién numérica de la resolucién de las ecuaciones
adjuntas de Euler y Navier-Stokes. Por tltimo, en el Capitulo 7 se presentan los resul-
tados numéricos mds relevantes en el &mbito aerondutico. Y la tesis terminard con una
serie de conclusiones que recogemos en el Capitulo 8.

Esta tesis de Matematica Aplicada parte de un estudio del control 6ptimo de sis-
temas gobernados por la ecuacién de Burgers (donde se desarrolla el método de las
direcciones de descenso alternantes) y es posible un estudio mds riguroso, para termi-
nar haciendo aportaciones (metodoldgicas y computacionales) en sistemas modelizados
por las ecuaciones de Euler y Navier-Stokes en aplicaciones de interés aerondutico. Las
aportaciones mds relevantes que contiene esta Tesis pueden sintetizarse en los siguien-
tes tres avances con respecto del estado del arte:

Avance 1. En el Capitulo 3 se ha desarrollado el método de las direcciones de descenso
alternantes que consisten en una nueva estrategia de optimizacién, en dos
fases, para el célculo de aproximaciones numéricas de minimizadores en sis-
temas gobernados por las ecuaciones de Burgers. En particular este método
estd adaptado a la presencia de discontinuidades en la soluciones.

Avance 2. En el Capitulo 4 se ha desarrollo el método adjunto continuo en sistemas gob-
ernados por las ecuaciones de Euler (soluciones regulares y no regulares). En
esta memoria se presenta la formulacién completa de las relaciones adjuntas
de Rankine-Hugoniot, una ttil versién simplificada y la aplicacién de la es-
trategia de filtrado bimalla para evitar las inestabilidades que se producen
en el proceso de disefio.

Avance 3. En el ambito de Navier-Stokes, en el Capitulo 5 se han desarrollado unas
expresiones matematicas que permiten la evaluacién de los gradientes de un
funcional de interés aerondutico sin necesidad del empleo de esquemas de
alto orden [4]. A su vez, en el Capitulo 7 se presenta una aplicacién de la
optimizacién de sistemas gobernados por las ecuaciones de Navier-Stokes
empleando la técnica de los conjuntos de nivel o level set.

Mas que escasez de medios, lo que hay es miseria de voluntad. El entu-
siasmo y la perseverancia hacen milagros. Desde el punto de vista del éxito,
lo costoso, lo que pide tiempo, brio y paciencia, no son los instrumentos sino
desarrollar y madurar una aptitud.

(S. RAMON Y CAJAL)

El éxito no se no se consigue con comenzar la empresa mas o menos
arriesgada, es preciso sostenerla y perseverar hasta el final.
(J. A. PEREZ DEL PULGARS.].)



Capitulo 1

Introduccién

El objeto de este trabajo es el desarrollo de la metodologia adjunta continua aplicada
al disefio 6ptimo de forma en diferentes sistemas fisicos modelizados por la ecuacién
de Burgers o bien las ecuaciones de Euler o Navier-Stokes. A lo largo de esta memoria,
se han desarrollado nuevos métodos matematicos de optimizacién como el método de
las direcciones alternantes desarrollado en el Capitulo 3 y se han aplicado, por primera
vez en el d&mbito de la Mecénica de los Fluidos Computacional (MFC), nuevas técni-
cas basadas en el empleo del estado adjunto para el cdlculo de los gradientes de un
funcional que se pretenden minimizar (ver Capitulos 4 y 5).

En definitiva, los trabajos presentados en esta memoria evolucionan desde sistemas
fisicos gobernados por la ecuacién de Burgers, pasando por las ecuaciones de Euler y
terminando en las ecuaciones de Navier-Stokes. En cada uno de estos sistemas se han
realizado aportaciones con respecto del estado del arte en ingenieria y matematicas,
destacando las siguientes:

= Desarrollo del método de las direcciones de descenso alternantes en sistemas go-
bernados por la ecuacién de Burgers. Este método se encuentra especialmente
adaptado para la optimizacién de sistemas con discontinuidades en sus variables
de estado (ver Seccion 3.5).

s Desarrollo de una formulacién basada en la superficie, para el calculo de la sen-
sibilidad de un funcional frente a deformaciones infinitesimales de la superficie
que se pretende disefiar en sistemas gobernados por las ecuaciones de Euler (Sec-
cién 4.4) y Navier-Stokes (Seccion 5.3) y el desarrollo de los esquemas numéricos
apropiados para la resolucién eficiente de estos problemas (Capitulo 6).

s Aplicacién de la técnica de conjuntos de nivel, o level set, al disefio 6ptimo em-
pleando las ecuaciones de Navier-Stokes (Seccién 2.4) y desarrollo de una formu-
lacién que permite la evaluacién de la sensibilidad de estos sistemas sin recurrir a
métodos de alto orden para la resolucién del problema directo (Seccién 5.3.2).

Los problemas de optimizacién de forma se plantean en el marco de la resolucién
discreta de una Ecuacién en Derivadas Parciales (EDP), por ello, el modo mds natural
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6 CAPITULO 1. INTRODUCCION

de obtener los gradientes de la funcién objetivo (que se pretende optimizar) respecto
de una serie de variables de disefio, serfa a través del llamado adjunto discreto que
estd basado en calcular el estado adjunto sobre las ecuaciones que modelizan el fluido
previamente discretizadas. Sin embargo, para el uso de esta metodologfa es necesario
realizar ciertas suposiciones sobre la diferenciabilidad de los esquemas de discretizacién
espacial que generalmente no se verifican!.

La metodologia adjunta continua plantea el problema del célculo de sensibilidades
de un funcional a partir del estado adjunto de las ecuaciones linealizadas que gobiernan
el fluido previamente linealizadas. Ahora bien, al trabajar con modelos continuos es
necesario abordar, entre otros, el hecho de que la linealizacién formal de la ecuacién de
los fluidos falla a lo largo del choque y la sensibilidad del modelo necesita ser analizada
con respecto a perturbaciones de la solucién y a la posicién de la discontinuidad.

A continuacién, en este capitulo introductorio de esta memoria, se describirdn breve-
mente los aspectos mas relevantes de los problemas estudiados, los resultados obtenidos
y los métodos que hemos desarrollado.

1.1. Optimizaciéon de sistemas gobernados por la ecuacién de Burg-
ers

Los métodos de descenso para la optimizacién de un funcional en sistemas gober-
nados por EDPs con frecuencia producen sucesiones de minimizadores altamente os-
cilantes cuya convergencia es muy lenta. En esta memoria se introduce una nueva es-
trategia de optimizacién a la que denominaremos método de las direcciones de descenso
alternantes, que estd adaptada a la presencia de discontinuidades en la solucién, y que
exhibe buenas propiedades de descenso. En primer lugar, consideramos el ecuaciéon no
viscosa de Burgers:

{ A+ 9x(5) =0, enRx (0,T), (1.1)

2
u(x,0) =u(x), xeR.

Dada una funcién objetivo u¢ € L?(R), que asumimos tiene un soporte compacto,
consideramos la funcién de coste a ser minimizada ] : L'(R) — R, definida por

](uo) = /R lu(x, T) — ud(x)|2 dx, (1.2)

donde u(x,t) es la soluciéon que verifica la condiciéon de Oleinik (o de entropia gen-
eralizada) de (1.1). También introducimos un conjunto de valores iniciales admisibles
Ug C LY(R), que definiremos mas adelante con objeto de garantizar la existencia del
minimo para el siguiente problema de optimizacién. Encontrar u®™" € 1/, tal que

J(uO™™) = min J(u®). (1.3)

ueldyy

La existencia de minimizadores se puede establecer facilmente bajo ciertas condi-
ciones en U,;. Sin embargo, la unicidad es falsa en general, debido a la posible presencia
de discontinuidades en la solucién de (1.1) y la falta de convexidad del funcional.

Los métodos relevantes para la resolucién de las ecuaciones de Euler y Navier-Stokes son en general no
diferenciables [63, 97]
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En aplicaciones précticas, a través de la simulaciéon numérica, es necesario reem-
plazar el problema de optimizacién continuo por su aproximacién discreta. Si esto se
hace de manera adecuada, cabe esperar que los minimizadores del problema aproxi-
mado discreto proporcionen una aproximacién del minimo continuo en mallados lo
suficientemente finos.

En adelante denotaremos mediante u* la aproximacién de u obtenida por una dis-
cretizacién admisible del sistema (1.1) con un tamarfio de malla Ax y At para la dis-
cretizacion en tiempo. También denotaremos por | A una discretizacién de | y por Uyg a
una version discreta del conjunto de estados admisibles U/,;. Finalmente, consideramos
la discretizacién aproximada del problema de minimizacién

]A(uOA’min): min  J2(u}). (1.4)
ugeuud,A

En los métodos de descenso iterativos, en cada iteracion la direcciéon de descenso
se calcula mediante el gradiente del funcional con respecto del control, en este caso el
dato inicial. Entonces la sensibilidad del funcional coste discreto J con respecto a u
depende de la sensibilidad o gradiente de la solucién del esquema numérico usado para
discretizar (1.1), con respecto a uOA.

Cuando consideramos un esquema numeérico diferenciable el estado adjunto propor-
ciona un atajo a la hora de calcular las derivadas con respecto de todos los pardmetros
de control (puntos de la malla en este caso). Pero en muchos casos los métodos numéri-
cos mas eficientes no son diferenciables. En este caso, el gradiente del funcional no esta
bien definido y no hay un modo natural y sistemaético de calcular esas variaciones.

Para resolver esta dificultad, aplicamos el llamado enfoque continuo que consiste en
proceder en los siguientes pasos: primero volver al sistema continuo (1.1), linealizarlo y
obtener una direccién de descenso del funcional continuo | y entonces desarrollar una
aproximaciéon numeérica de la direccién de descenso con los valores discretos propor-
cionados por el esquema numérico. Por supuesto la validez de esta aproximacién para
la direccién de descenso del problema discreto no esta asegurada.

Pero el enfoque continuo presenta un gran inconveniente cuando la solucién de-
sarrolla discontinuidades de choque, como en el contexto de las leyes de conservacién
hiperbdlicas. Es mas, la diferenciacién formal sélo estd justificada cuando el estado u
sobre el que son calculadas las variaciones es lo suficientemente suave. En particular,
esto no estd justificado cuando las soluciones son discontinuas debido a los términos
singulares que aparecen en la linealizacién sobre la posicién del choque. Por lo tanto,
en las aplicaciones al control 6ptimo también debe tenerse en cuenta la sensibilidad
para la localizacién del choque. Esto ha sido estudiado por diferentes autores con di-
ferentes acercamientos [108, 45, 15]. La conclusién es que el sistema linealizado clasico
para la variacién de la solucién debe ser complementado por nuevas ecuaciones para
el desplazamiento de la posicién del choque. En este caso la localizacién del choque en
soluciones fluidas constituye una intensa area de investigacién por parte de diversos
autores y mediante diversas aproximaciones [38, 106].

Estos temas han sido objeto de una investigacién intensiva. Sin embargo, no hay to-
davia una receta sistematica sobre el mejor método posible y los diferentes métodos em-
pleados llevan a desiguales conclusiones dependiendo del problema en consideracién.
Esto es debido al hecho de que dos aspectos relacionados pero diferentes se han tratado
de manera simultdnea sin distinguir lo suficiente el uno del otro:
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1. La falta de regularidad de las soluciones de las ecuaciones del estado continuo
hacen dificil la justificaciéon de la linealizacién y afiade algunos términos no es-
perados a la derivada clésica del funcional para tener en cuenta en la posible con-
tribucién del salto de la discontinuidad.

2. Los esquemas numéricos son no diferenciables.

En esta memoria se ha construido un algoritmo eficiente que tiene en cuenta y saca
partido de la posible presencia de una discontinuidad en la solucién. Se propone un
nuevo método de las direcciones de descenso alternantes [21] que en el proceso iterativo
alterne las direcciones de descenso entre aquellas que varian la posicién del choque
y aquellas que no lo muevan y sélo afecten a la forma de la discontinuidad lejos del
choque, de tal modo que el ntimero de choques no se incremente, manteniendo limitada
la complejidad global de las soluciones.

En este capitulo se asumird que u(x,t) es una solucién débil entrépica de (1.1) con
una discontinuidad a lo largo de la curva regular £ = {(t,¢(t)),t € [0,T]}, la cual
es Lipschitz continua fuera de X. En particular, satisface las relaciones de Rankine-
Hugoniot en X:

@ Ollo = [12/2] - 15)

Aqui hemos empleado la notacién: [v]y, = v(xJ) — v(x, ) para el salto en x( de una
funcién continua a trozos v con una discontinuidad en x = xy. Notese que X divide
R x (0,T) en dos partes: Q~ y QT los subdominios de R x (0, T) a la izquierda y a la
derecha de X.

=0

Figura 1.1: Subdominios Q™ y Q" y discontinuidad .

En presencia de choques, para tratar correctamente los problemas de control éptimo
y disefio, el estado del sistema tiene que ser estudiado como un par (u, ¢) combinando
la solucién de (1.1) y la posicién del choque ¢. Esto es relevante en el andlisis de la
sensibilidad de las funciones y cuando se aplica un algoritmo de descenso.
Consideramos por tanto que el par (u, ¢) satisface el sistema

i+ 0:(%5) =0, en Q- UQH,
o' (D[] = [4?/2] 5y, tE(0,T), (1.6)
@(0) = ¢°,

u(x,0) = ul(x), en {x < @’} U {x > ¢°}.
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En esta memoria se analizard la sensibilidad de (i, ¢) con respecto de perturba-
ciones del dato inicial, en particular, con respecto a variaciones 5u® del perfil inicial u°
y 8¢ de la posicién del choque ¢°. Se adoptara un marco funcional apropiado basado
en la generalizacion de los vectores tangentes introducidos en [8].

Definiciéon 1. Sea v : R — R una funcién Lipschitz continua a trozos con una inica discon-
tinuidad en y € R. Sea ,, la familia de todas las trayectorias continuas y : [0,¢9] — L'(R)
con

1. v(0) = vy &y > 0 posiblemente dependiente de 7.

2. Para cualquier ¢ € [0,¢o)] la funcién u® = y(e) es una funcion Lipschitz continua a
trozos con una iinica discontinuidad en x = y*© dependiendo de manera continua de ¢ y existe
una constante L independiente de ¢ € [0, eo] tal que

[0° (x) — o ()] < Lix — ¥,

siempre que y° ¢ [x, x'].
Definimos el conjunto T, de vectores tangentes generalizados de v como el espacio de (6v, by) €
L' x R para el cual la trayectoria Y (s0,5y) dada por

0+ &80+ [0]y X[ytesy,y) 5i 0y <O,

V@ww@)—{ 0+ €50 — [0]y Xjyytesy] 51 0Y > O, 47

satisface ¥ (sy,5y) € Lo-
Finalmente, consideremos la relacién de equivalencia ~ definida sobre L, por

A
y ey sy solos i 1) = Y @l
E—

=0.

Decimos que una trayectoria 'y € L, genera el vector tangente generalizado (6v, dy) € T,
siy es equivalente a (s, s, como en (1.7).

Sea u°(x) el dato inicial en (1.6) que suponemos Lipschitz continua a ambos la-
dos de una discontinuidad situada en x = ¢, y sea un vector tangente generaliza-
do (6u®,6¢°) € L! x R para todo 0 < T. Sea u%¢ € X, una trayectoria que genere
(6u®, 5¢"). Para ¢ suficientemente pequefio la solucién u¢(-,t) de (3.31) es Lipschitz
continua con una unica discontinuidad en x = ¢°(t), para todo t € [0, T]. Por lo tanto
u¢(-, ) genera un vector tangente generalizado (5u(-,t),5¢(t)) € L! x R. Es més, en [8]
se prueba que satisface el siguiente sistema linealizado:

01du + dx(udu) =0, enQ UQT,
5" (1) [u] () + 0(t) (w'(f)[uxhp(t) - [qu]q;(t))

-I—(p'(t) [51/4@(15) — [uéu](p(t) =0, en (0, T), (18)
su(x,0) = 6u’, en{x < @’} U{x > ¢},
5¢(0) = 8¢°,

con el dato inicial (5u°, 5¢?).

1.1.1. Sensibilidad en presencia de choques

Para estudiar la sensibilidad del funcional | con respecto de variaciones asociadas
con el vector tangente generalizado, en primer lugar se introduce la generalizacién de
la derivada Gateaux que tiene en cuenta estas variaciones.
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Definicién 2. (Ref. [16]) Sea | : L'(R) — R un funcional dado y u® € L'(R), Lipschitz
continua a trozos con una discontinuidad en x = V. Decimos que ] es diferenciable Gateaux
en u® en un sentido generalizado si para cualquier vector tangente generalizado (5u°, 5¢°) y
cualquier familia u%€ € %0 asociada a (5u°, 5¢) existe el siguiente limite
0,y _ 0
5 1im 1009 = J(0)
e—0 €

y sdlo depende de (u°, p°) y (5u®, 5¢°), esto es no depende de la familia particular u%€ la
cual genera (5u®, 5¢°). El limite 5] es la derivada Gateux generalizada de | en la direccion
(6u®, 5¢°).

El siguiente resultado proporciona un modo sencillo de caracterizar la derivada
Gateaux generalizada de | en términos de la solucién del problema adjunto asociado.

Proposicién 3. La derivada Gateaux de | se puede escribir como

o= /{WO}U{W} p(x,0)5u° (x) dx + (0 [u] 0 56", (1.9)

donde el par del estado adjunto (p, q) satisface el sistema

—dip —udxp =0, nQ-UQT,

[Plz =0,

q(t) = p(e(t),t), int € (0,T)

7(t) =0, nte(OT) (1.10)
p(x T>T”( JT) —ul, in{x < @(T)}U{x > o(T)}
q(T)_z[(([? )] o(r)

La férmula (1.9) es una generalizacién del gradiente cldsico del funcional en torno
a una solucién regular en el cual el Gltimo término (que refleja el salto) no aparece.
Ademais (1.9) proporciona un modo obvio para calcular una direcciéon de descenso de |
en 1Y, S6lo debemos tomar

(6u°,6¢°) = (=p(x,0), —q(0) [u] o). (1.11)

Aqui, el valor de 5¢” debe ser interpretado como la variacién éptima del desplaza-
miento 6ptimo diferencial para la discontinuidad de u°.

Sin embargo, es importante subrayar que (5u%, 5¢°) no es un vector tangente gener-
alizado en T,o debido a que p(x,0) no es continua para todo x # ¢°. En efecto, p(x, )
toma el valor constante q(T) en la regién completa triangular ocupada por las carac-
teristicas de (1.1) las cuales se encuentran con el choque X. Por lo tanto, p tendrd en
general dos discontinuidades a lo largo del contorno de esta regién (ver Figuras 1.2).

Esto es un importante inconveniente en el desarrollo de un algoritmo de descenso
para J. Si (6u®, 5¢°) es una direccién de descenso perteneciente a T, el nuevo dato
u%"e® debe ser obtenido de u° siguiendo el camino asociado a esta direccién de descenso

0 0 0 ;50
Jomew _ { U’ 4 e6u° + [U°] 0 X[p04e500,0] 81 00" <0, (1.12)

u® €81 — [U%] o X[ 0 o010 51607 > 0,

para algin ¢ > 0 lo suficientemente pequefio, correctamente escogido. Nétese que, si
tomamos (1.11) como direcciéon de descenso (su°, 5¢°), que no es un vector tangente
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u(xt)

Figura 1.2: Solucién u(x, t) de la ecuacién de Burgers con un dato inicial teniendo una
discontinuidad (izquierda) y adjunta que toma el valor constante en la regién ocupada
por las caracteristicas que se encuentran en el choque (derecha).

generalizado, el nuevo valor u%"® tendrd tres discontinuidades: la primera que viene
del desplazamiento de la discontinuidad u° en ¢° y dos més producidas por las dis-
continuidades de p(x, 0). Por lo tanto, en un proceso iterativo, el algoritmo de descenso
ird creando mds y més discontinuidades incrementando de manera artificial la comple-
jidad de la solucién. Esto motiva el método de las direcciones de descenso alternantes
que proponemos, basado en la nocién de gradientes generalizados, desarrollando un
algoritmo de descenso que mantenga la complejidad de las soluciones acotadas.

1.1.2. Método de las direcciones de descenso alternantes

Uno de los principales inconvenientes del enfoque continuo, cuando hay discon-
tinuidades, es que, en general, el algoritmo de descenso que usa la direccién de descenso
Optima basada en el cdlculo del vector tangente generalizado, produce sucesiones mi-
nimizantes con complejidad que se incremente. El remedio es usar verdaderos vectores
tangentes generalizados en T, como direcciones de descenso para J.

Motivado por esta discusién introducimos una descomposicion de los vectores tan-
gentes generalizados. Esto requiere en primer lugar introducir cierta notacion. Sea

¥ =o(T)—u (@(T))T,  x" =o(T)—u"(o(T))T,
y consideremos los siguientes subconjuntos (ver Figura 1.3),
QO ={(x,t) eRx (0,T) tal que x < @(T) —u " (@(T))t},
OF ={(x,t) €Rx (0,T) tal que x > @(T) — u™ (p(T))t}.

Proposicion 4. Supongamos que hemos restringido el conjunto de trayectorias en L 0 a aquéllas
que pueden ser asociadas a vectores tangentes generalizados (5u®, 5¢°) € T, satisfaciendo,

0
v sul + f(;‘; su0
[1] 0

Entonces, la solucién (du, b¢) del sistema (1.8) satisface 5¢(T) = 0 y la derivada Gateaux
generalizada de ] en la direccion (5u°, 5¢°) se puede escribir como

5(p0 =

(1.13)

] = p(x,0)6u’(x) dx, (1.14)

{x<x tu{x>xt}
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+

Q

t= e

7
1
I
1

t=0| .

o (T)

1

1

i

1
X X

Figura 1.3: Subdominios Q™ y Q.

donde p satisface el sistema
o —udp=0, enQ-UQ", w15
p(x, T) =u(x,T) —u?, en{x<o(T)}U{x> (T} '

Andlogamente, si restringimos el conjunto de trayectorias en L0 a aquéllas para las cuales el
vector tangente generalizado asociado (5u°, 5¢°) € T, satisface 5u® = 0, entonces su(x, T) =
0 y la derivada Gateaux generalizada de ] en la direccién (5u°, 5¢°) se puede escribir como

T) — d 2 u(-, T
5I: _ (u(x, ) u (X)) [ ( )]‘P(T) 5(00 (116)
2 [10]
(T)
Los resultados en esta Proposicién 4 sugieren una descomposicion obvia del conjun-
to de vectores tangentes generalizados:

T =T, ®Th (1.17)

u

(pO

donde Tbltﬂ contiene aquellos (5u?, 5¢°) para los cuales se verifica la identidad (1.13), y
T,fo denota aquellos para los cuales 5u” = 0. Esto proporciona dos clases de direcciones
de descenso para | en u’. En principio no son éptimas en el sentido de que no son las
direcciones de maxima pendiente pero ambas tienen tres propiedades importantes:

1. Ambas son direcciones de descenso.
2. Permiten distinguir el disefio del perfil y de la posicién del choque.

3. Son verdaderos gradientes generalizados y por lo tanto mantienen la estructura
de datos sin incrementar la complejidad.

Cuando se considera vectores tangentes generalizados perteneciendo a T;o podemos

escoger como direcciéon de descenso:

—p(x,0) six <x~,
_ 1 P 0 0 +
50 — hm,;;: p(x,0) six” <x< g’ 500 — i p(x,0) + 5o plx,0)
—lm, .+ p(x,0) sig’<x<xt, ¢ (1] go ’
xX>x
—p(x,0) sixt <x,

(1.18)
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mientras que para T50 una buena eleccién consiste en:

(1.19)

2 [10]

su' =0, 59" = l
(pO

<u<x,T)ud<x>>Z] [ Dl
o(T)

En (1.18) el valor de 6u® en el intervalo (x~,x") no afecta a la derivada Gateaux
generalizada en (1.14) si 69" se escoge exactamente como se indica (de otra manera el
choque se moveria y producirfa un término extra sobre la derivada del funcional J).
Hemos seleccionado el valor constante mas simple que preserva la continuidad Lips-
chitz de 6u’ en x = x~ y x = x*, pero no necesariamente en x = ¢". Otras elecciones
posibles también proporcionan direcciones de descenso para | en u?, pero deberian pro-
ducir la misma derivada de Gateaux de acuerdo a (1.14). Esto nos permite definir una
estrategia para obtener direcciones de descenso para ] sobre u” en T 0.

Para ilustrar esto consideramos el caso més sencillo en el cual u? es continua Lips-
chitz con una discontinuidad sobre x = x?. Para inicializar el algoritmo de descenso, en
vista de la estructura de 14, tomamos u° con una estrutura similar, con una tnica dis-
continuidad localizada en ¢°. Tipicamente esto produce una solucién u con una discon-
tinuidad de choque que en el tiempo final t = T estd localizada en ¢(T). Entonces, hay
dos posibilidades, dependiendo de ¢(T), que conviene distinguuir al aplicar el método
de descenso:

1. o(T) # x? consideramos entonces una direcciéon de descenso de la forma (1.19)
que mueva la discontinuidad de u° hasta que tengamos x% = ¢(T).

2. Ya tenemos x* = ¢(T) y consideramos una direccién de descenso de la forma

(1.18). Estas direcciones ajustan el valor de la solucién u a ambos lados del choque.

En la préctica, las deformaciones del segundo paso moveran ligeramente la posiciéon
del choque debido a la dependencia no lineal en el pardmetro . Por lo tanto, uno debe
iterar este procedimiento para asegurar una situacién simultdnea del choque y el mejor
ajuste del valor de la solucién a ambos lados de él.

1.2. Avances en la metodologia de optimizacién aerodinamica

Existe una amplia literatura alrededor de la optimizacién aerodindmica mediante el
empleo de técnicas basadas en el cdlculo de gradientes. A mediados de los afios 70 [51,
50] estas técnicas se aplicaban en sistemas modelizados por la ecuacién potencial, y en
este marco tan elemental era posible el cdlculo de los gradientes a través de técnicas de
diferencias finitas o bien a través del estado linealizado. A medida que los modelos para
representar la aerodindmica se fueron complicando, los tiempos de célculo requeridos
fueron imposibilitando el empleo de técnicas de diferencias finitas y a mediados de
los afios 80 [65, 66, 54, 62] se empezd a emplear el estado adjunto del sistema para el
calculo de la sensibilidad de un funcional con respecto a variaciones infinitesimales en
la superficie a disefio.

Estos problemas de disefio se plantean en un dominio Q de R? (ver Figura 1.4) de-
limitado por contornos disconexos que se dividen en campo lejano I, y en un contorno
de pared sélida S. Dentro de Q se resuelve una EDP que modeliza el comportamiento
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Lo

<

o T

Figura 1.4: Escenario de optimizacién geométrica de la superficie S.

del fluido y sobre S se define un funcién de coste a ser minimizada | de las variables
fluidas U:

J= / j(U) ds. (1.20)
S
El problema de minimizacién de | mediante la variacién de la geometria de la fron-
tera S consistird en encontrar S™" para la cual

J(s™n) = min J(S), (1.21)

donde &, es el conjunto de geometrias admisibles del contorno S.

1.2.1. Sistemas gobernados por las ecuaciones de Euler

En su forma conservativa las ecuaciones de Euler en régimen estacionario se expre-
san como:

—

{ V-F=0, enQ, 122
v-1ig =0, sobresS,
donde, en el campo lejano Iy, las condiciones de contorno son especificadas para las
ondas entrantes, mientras que las ondas salientes son determinadas por la propia solu-
cién en el interior del dominio Q. El vector #ig es un vector unitario normal a la pared S
apuntando hacia afuera del dominio Q, ut = ( P, PUx, PVy, pE ) son las variables conser-

vativas y los flujos convectivos se pueden escribir como F = (Fy, F), con

POy POy
2
Fo=| PP | g = | PO, (1.23)
PUXVy Py, +P
pvrH pvyH

donde p es la densidad del fluido, 7 = (vy, vy) es la velocidad en un sistema de referen-
cia cartesiano, E es la energia total, P la presion del sistema y H la entalpia.

Los flujos no viscosos y compresibles modelizados por las ecuaciones de Euler pueden
evolucionar hacia la formacién de discontinuidades. Las relaciones de Rankine-Hugoniot
gobiernan el comportamiento de un fluido al atravesar una discontinuidad X que se
desplaza con una velocidad s en la direccién normal a la curva de discontinuidad iy =
(n);x, n ;y), respecto de un observador en reposo en relacién al fluido.

[ﬁ : fi;} sl =0, (1.24)

donde [A]y representa el salto en la cantidad A al atravesar la curva de discontinuidad
L
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Una vez planteado el sistema de EDPs que gobierna el sistema fisico a estudio, nos
planteamos el disefio a través del empleo de la metodologia adjunta continua. La for-
mulacién que presentaba el estado del arte en este &mbito, no era satisfactoria pues para
el calculo de la sensibilidad del funcional exigia la evaluacién de unas integrales sobre
todo el dominio fisico [54] o bien el empleo de una elaborada formulacién denominada
Reduced Gradient Formulation [65, 60].

En el Capitulo 4 se ha desarrollado un método sistematico para el célculo de la sen-
sibilidad de un funcional sobre la superficie a disefio sin recurrir a integrales sobre todo
el domino [20], ademds se ha realizado un estudio sobre la necesidad de incorporar
informacién procedente del adjunto de las condiciones de Rankine-Hugoniot sobre el
choque, aspecto que si bien habia sido abordado en escenarios simplificados [42] no
habfia sido tratado en un sistema bidimensional de las ecuaciones de Euler.

A lo largo de la Seccién 4.4, se demuestra que las variaciones de J(S) se pueden
calcular como

51(8) = [ ((0ui(P) = xi(P)) 65 ds
+/D;,US+ ((0n - 7is) 9+ 01g ((7-F5) 9)) 8S ds — [j(P)ly, (7is - fix) 8S (xp) (1.25)

donde ¢ = (P, YP3), 9 = pyY1 + pUs - @ + pH1py, y los valores de las variables adjuntas ¥
se calculan a través de la resolucién de la siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

—AT.Vy =0, (1.26)

donde las matrices jacobianas en 2D responden a la siguiente expresion

0 1 0 0
R0k 4 Yoy (3—7)ox ~(y=1o, y-1
Ax = aUFx = ’
—UxVy vy Uy 0
—yv E+ (v — 1)v|3> yE — VT(U +303) —(y—1oxvy,  yox
0 0 1 0
—UxVy vy Uy 0
A, =0JyF, = _ _
vy 1202 + 17102 —(y = 1)y (3 =)oy y—1

—yoyE+ (v —1)o,[5)> —(y—1)vwvy vE— Y (03 + 305) Yoy

Sobre el sistema (1.26) se aplican las siguientes condiciones de contorno

Q- iig = sobre ST US™,
o f ) (1.27)
WT (A-dir, ) sU =0 sobre .
Y las siguientes condiciones internas de contorno sobre el choque
—Tl= _, . -
o' |F- }Z —  ([p7)y - F5) (degW1 + HorgWs)
+ [p(0)? +2P]; fx - 015 = 0, sobre £, (1.28)

0)* +
wT (x) [ﬁ } o i(P)]x,, en x.

Sobre esta tltima expresion son posibles importantes simplificaciones al asumir la
presencia de choques denominados normales, los cuales son simplificaciones aceptables
en condiciones regimenes transénicos moderados.
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A lo largo de esta tesis se desarrollardn esquemas numéricos para la resolucion
del problema adjunto que describimos brevemente. Consideremos un dominio fisico
Q C R2. Con objeto de resolver de manera discreta una ecuacién en derivadas parciales
definida sobre ese dominio descomponemos Q de la siguiente manera

o= K (1.29)

donde:
= cada K es un tridngulo con interior no vacio K # &,
» KiNKy = o para cada Ky, Ky € 17,

» si F = KjNK; # @ (Kp y Kp son elementos distintos de 7, ) entonces F es lado de
Ky K,

» diam (K) < h paracada K € T,

El desarrollo de un esquema upwind para la resolucién de las ecuaciones adjuntas
de Euler en 2D es de especial interés. Este esquema se basa en un analisis similar al
realizado para la resolucién de las ecuaciones de Euler donde, ahora, la informacién de
las caracteristicas viaja en la direccién opuesta al problema directo.

Dada una triangularizacién del dominio Q del tipo (1.29) pretendemos evaluar el
flujo numérico entre dos nodos j y k conectados por una arista. El valor del flujo numéri-
co en la formulacién adjunta se calcula como ATY, donde el superindice T denota la
matriz transpuesta, siendo A la matriz jacobiana de Euler. Y el esquema upwind desa-
rrollado para la resolucién del sistema adjunto (1.26) se puede escribir como

fjk = % (Af (\{/] —0—‘1’]{) + (PT) ! |/\| PT(SW> , (1.30)

donde AT = (PT) - APT, siendo A la matriz de autovalores de la matriz jacobiana y
que P la matriz de autovectores que diagonaliza la matriz jacobiana proyectada sobre
la arista que une los nodos j y k. Por otro lado, fji es el flujo numérico upwind desde
el nodo j hasta el nodo k, los subindices indican sobre qué nodos (j o k) se realizara la
evaluacién de los términos de la expresién. La ausencia de subindices indica que se debe
tomar un valor promedidado de las variables. Respecto de esta ecuacién es interesante
destacar que no se trata de un sistema conservativo ya que fjx # fx;.

Por otro lado, a lo largo de esta memoria, se vera como el gradiente de un funcional
de interés respecto de variaciones infinitesimales de la superficie a disefio (calculado a
través del estado adjunto), estd generalmente en una clase inferior de suavidad que la
forma inicial de la superficie a disefiar. Es por ello que una secuencia de optimizacién,
progresivamente reduce la suavidad, pudiendo conducir hasta la inestabilidad. Medi-
ante numerosos ejemplos numeéricos, se ha comprobado que el empleo directo de la
sensibilidad de un funcional sobre la superficie conduce a la divergencia del proceso
de optimizacién debido a las oscilaciones de alta frecuencia introducidas [60, 65, 56]. A
lo largo de este trabajo, frente a la alternativa tradicional de emplear un gradiente mo-
dificado de Sobolev, proponemos el empleo de una técnica de filtrado bimalla [44, 87]
inspirado en trabajos recientes de Glowinski.
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1.2.2. Sistemas gobernados por las ecuaciones de Navier-Stokes

El sistema de las ecuaciones compresibles estacionarias de Navier-Stokes (sin térmi-
nos fuente y suponiendo condicién adiabaticas en la pared sélida), se formula como,

@-(I_—:fﬁ’):O, en O
7=0, sobre S (1.31)
0, T =0, sobre S

donde, en el campo lejano 'y, las condiciones de contorno son especificadas para las
ondas entrantes, mientras que las ondas salientes son determinadas por la propia solu-
ci6én en el interior del dominio Q. Por otro lado, las variables conservativas son UL =
(p, PUx, POy, pE), donde p es la densidad del fluido, ¥ = (vy, vy) es la velocidad en
un sistema de referencia cartesiano, E es la energia total, P la presién del sistema, H
la entalpia, T es la temperatura del fluido. Los flujos convectivos se modelizan como

F = (Fy, Fy) ya definidos en (1.23), y los flujos viscosos como F? = (F}j, F;) , donde

0 0
o 1o
o = FU— yx , (1.32)
! Oxy Y Oyy
OxxUx + Oxy0y + kox T OyxUx + Oyyvy +koy T

siendo o;; el tensor de esfuerzos que agrupa todas las componentes del esfuerzo sobre
un volumen de control. El tensor de esfuerzos se puede escribir como

2 e
0y = 1 (3 + 3j01) + 50 (V- 9) 855 (1.33)

donde la viscosidad dindmica se denota por p y la conductividad térmica por k. Final-
mente, es necesario apuntar que el sistema de ecuaciones (1.31) debe ser completado por
una ecuacién de estado que define las propiedades termodindmicas del fluido y ciertas
relaciones empiricas para definir pt y k.

En este caso, el estado del arte para el calculo de la sensibilidad de un funcional en
sistemas gobernados por las ecuaciones de Navier-Stokes, planteaba dos dificultades
que impedian la aplicacién de estas técnicas a modelos de interés en ingenieria: por
un lado la necesidad de evaluar integrales sobre todo el dominio para el cilculo de la
sensibilidad [86] y por otro la necesidad de emplear resolvedores de alto orden para
calcular con precision las derivadas de segundo orden que aparecian en la formulacién
[4]. Ambas dificultades han sido resueltas en el Capitulo 5 de esta memoria para obtener
que la variacién de la funcién objetivo viene dada por

5 :/ () d /"u5Ud

J= [ jWds+ | j(U)sUds
+/Sk<anw4)5trds+/S(ﬁ-afsp:.w.a)ds
+/S(ﬁ-55(p¢1+pr4)—w4ﬁ.a.55+ﬁ.z.5ﬁ) ds=0.  (1.34)

En esta expresion las variables ¥ = (1, Y, 3, Y4) se calculan a través de la sigui-
ente ecuacion

o ANT o .
- [(A - A”) VY4V (szaxw +DLa,¥,DI,a. ¥ + Dgyayw)} =0, (135



18 CAPITULO 1. INTRODUCCION

sujeta a las siguientes condiciones de contorno sobre la pared sélida

donde ¢ = (¥, Y3) y o1 denota la derivada parcial con respecto de la temperatura. En
vista a estas expresiones se deduce que son admisibles funciones objetivo | de la forma

J=7j ( f, T) ,donde f = Pii — i - 0. La variacién del funcional | queda entonces como

5]:5/S](f,T> dS:/éS](f,T) ds — Iy, (1.37)
donde f = Pii —7i- 0y
ng:A(*-&?(pwl+pH1p4)—¢4ﬁ.a-5a+ﬁ-z-55—k¢4an(5T)) ds,  (1.38)

siendo
0,(8T)|s = =659, (9,T) + dig (6S) die T,

en la que aparecen términos que involucran la segunda derivada y que serdn desa-
rrollados en la Seccién 5.3.2, donde mediante el empleo de las ecuaciones de Navier-
Stokes sobre el contorno e integraciones por partes se obtendra una expresion final para
el calculo del gradiente G del funcional | respecto de modificaciones normales de la
superficie

Por dltimo, y en el &mbito del disefio de forma en sistemas gobernados por las ecua-
ciones de Navier-Stokes, en esta memoria se desarrolla el método de conjuntos de nivel
o de level set [100, 2, 23, 82, 88] aplicado al disefio 6ptimo.

Figura 1.5: Esquema del método de conjuntos de nivel

En el &mbito de la optimizacién de forma, este tipo de métodos se emplean de tal
manera que el conjunto de nivel cero se corresponde con la interfase entre el cuerpo
solido y el fluido que lo rodea. La interfase se movera con una velocidad normal que
proviene del célculo de gradientes del funcional a optimizar respecto de movimientos
infinitesimales en la direccién normal a la superficie.
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El frente de avance o interfase se calcula de tal manera que la posicién inicial del
frente se toma como el nivel 0 de una funcién ® definida en un dominio Q de R? de la
siguiente manera

th+FWcD’:o, enQ, >0 (1.39)

donde I'(t) = {(X) |® (X,t) = 0} es el frente de avance. Como valor inicial se toma la
funcién distancia al frente de avance y F es la velocidad del level set en todo el dominio
Q, que en el caso del disefio 6ptimo forma estd relacionado con el gradiente del fun-
cional respecto de variaciones infinitesimales de la forma del frente de avance en la
direcciéon normal al frente. En la Figura 1.5 se presenta un esquema [100] del compor-
tamiento de un método level set en la evolucién de una circunferencia que se expande.
En esta memoria se ha desarrollado un método de level set para la optimizacién de
forma en objetos inmersos en una corriente fluida modelizada por las ecuaciones de
Navier-Stokes. Se ha comprobado que los métodos de level set proporcionan una gran
versatilidad a la hora trabajar con geometrias complejas que, en su evolucién a lo largo
del tiempo, propician que el objeto se divida o se fusione con otro cuerpo, cosa que estd
fuera del alcance de los métodos de gradiente clasico de deformacién de fronteras.






Capitulo 2

Panoramica del diseiio éptimo
aerodinamico

El objeto de este capitulo es presentar los problemas existentes en el &mbito indus-
trial para el desarrollo de técnicas de disefio 6ptimo aerondutico. Este capitulo esta di-
vidido en cuatro secciones: en primer lugar se realizara una introduccién a los origenes
y los retos actuales de la aerondutica, en segundo lugar se comentara el estado del arte,
en el dmbito industrial, de la mecénica de los fluidos computacional. Mds adelante, se
comentaran algunos aspectos de la optimizacién y el disefio de forma en aerondutica.
Finalmente se discutira la aplicaciéon de los métodos level set al disefio 6ptimo y se des-
cribiran los algoritmos implementados en el &mbito de la optimizacién.

2.1. Consideraciones histéricas

2.1.1. El comienzo: los hermanos Wright

El origen de la aerondutica, tal y co-
mo la conocemos hoy, se remonta a prin-
cipios del siglo XX. Fueron los hermanos
Wright quienes, en el afio 1900, comen-
zaron a probar planeadores y desarrolla-
ron un tuinel aerodindmico que les permi-
ti6 ensayar distintos perfiles aerodindmi-
Cos.

Desde que ensayaran su primer aero-
plano en el afio 1900, los hermanos
Wright detectaron la gran importancia
del equilibrio en el disefio de los aero-
planos. Tan s6lo dos afios maés tarde, de-
mostraron la eficacia de su sistema para
mantener el equilibrio en el aire. Cuando
sélo se apreciaba un atisbo de lo que seria posteriormente la aerondutica moderna, los
hermanos Wright fueron capaces de calcular a priori el funcionamiento de maquinas

Figura 2.1: Primer vuelo con motor de la
historia de los hermanos Wright.

21
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voladoras con el mayor grado de exactitud conocido hasta ese momento. Pero el avance
definitivo hacia la aerondutica moderna se produciria cuando Orville y Wilbur Wright
comenzaron a desarrollar una nueva maquina propulsada con un motor de explosién.

Tras seis semanas de trabajo, fabricaron un motor de cuatro cilindros capaz de de-
sarrollar 9CV de potencia en bancada. Sin embargo, no contemplaron lubricar ni los
cilindros ni los cojinetes mientras el motor estuviese en funcionamiento, por lo que éste
no podia permanecer encendido més de un minuto o dos.

El17 de diciembre de 1903, en Carolina del Norte, cerca de Kity Hawk, Orville piloté
tendido boca abajo el Flyer IlI. Logré volar aproximadamente 40 metros a tres metros de
altura, en un vuelo inestable con repentinas subidas y bajadas. Poco mas tarde, lograria
planear 284 metros en un tiempo de 59 segundos.

2.1.2. La aeronautica de finales del siglo XX

Desde los primeros éxitos de los hermanos Wright la aerondutica evolucioné muy
rdpidamente motivada, en gran medida, por las dos guerras mundiales acaecidas en
Europa, que hicieron percibir la importancia de movilizar tropas también por el aire.
Durante aquella época, las aeronaves incrementaron de forma considerable su potencia
y su estabilidad, convirtiéndose asi en vehiculos capaces de sobrevolar grandes exten-
siones y derribar barcos y aviones enemigos.

En las dltimas cuatro décadas del siglo XX se
desarrollaron nuevas tecnologias que permitieron
la aplicacién de nuevos roles y misiones para los
aviones. Sin embargo, debemos destacar que los
avances alcanzados no fueron tan notables como
los logrados en la primera mitad del siglo XX.
Las causas de este aparente estancamiento (que
en la practica no es tal) debemos buscarlas en las
propias peculiaridades de la aviacién, marcadas,
en parte, por el enorme riesgo econémico que con-
lleva y la gran responsabilidad asociada a los fab-
ricantes de aviones.

El desarrollo aeronautico ha discurrido basan-
dose en dos vertientes complementarias, una mas Figura 2.2: Malla superficial sobre
evolutiva y otra de cardcter mucho maés revolu- un mecanismo hipersustentador.
cionario. La vertiente evolutiva es la que nos
puede llevar a pensar que, en las tltimas décadas,
apenas han cambiado ciertos aviones dedicados a roles muy concretos, como el trans-
porte de pasajeros. Pero, aunque la configuracién de un avién de pasajeros de tamafio
medio parece similar, se ha logrado reducir su coste a la tercera parte inicial, gracias a
las mejoras en la aerodindmica, las estructuras, los materiales, los sistemas de control y,
sobre todo, a la tecnologfa de la propulsién.

Los avances mas revolucionarios estdin marcados por el descubrimiento de roles
completamente nuevos para la aviacién como pueden ser los aviones supersénicos (con
fines bélicos o pacificos), vuelos de larga distancia, a baja 0 a muy alta altitud (desde
aviones pensados para evitar ser detectados por radares, hasta los aviones solares o,
incluso, vehiculos capaces de salir al espacio).
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2.1.3. Los retos actuales de la aeronautica

Aunque la aerondutica ha evolucionado a un ritmo vertiginoso durante el tltimo
siglo, mantiene unos objetivos fundamentales. Estos han sido acordados en las reuniones
Aeronautics 2001 [5], que fijaron las metas a alcanzar en los préximos afios hasta el 2020.
Estas metas, pactadas tras la creacién de ACARE (Advisory Council for Aeronautics Re-
search in Europe) se plasmaron en la SRA (Strategic Research Agenda), que es actualizada
cada 2 afios.

Todas las prioridades aeronduticas se articulan alrededor de un programa de trabajo
dividido en cuatro areas tematicas.

Area 1) Calidad a costes sostenibles. Esta meta esté orientada al disefio y desarrollo del
producto mediante el empleo de las herramientas analiticas y experimentales
maés avanzadas. Uno de los objetivos es reducir los costes directos de operacién
e incrementar la comodidad de los pasajeros, por ejemplo, a través del estudio
de la distribucién del aire acondicionado en la cabina.

Area 2) Aumento de la seguridad. No sélo trata la prevencién de accidentes aéreos,
sino la capacidad de volar con condiciones meteorolégicas adversas, teniendo
en cuenta efectos de rafagas, lluvia intensa y formacién de hielo.

Area 3) Impacto medioambiental. Este objetivo se basa en la reduccién de la resistencia
del aire a través de nuevas formas de la aeronave. De esta forma, al reducir la
resistencia que el aire ejerce sobre el avion, disminuyen también las emisiones
a la atmosfera: disminucién del 50 % en las emisiones de CO, (la misma dismi-
nucién en consumo de combustible) y del 80 % en las de NOy, lo que impone
el disefio de aeronaves mas eficientes en crucero y, por lo tanto, la disminucién
de la resistencia aerodindmica (Cp) y el aumento de la relacién sustentacién /
resistencia (C/Cp).

El descenso de las emisiones actsticas constituye otro pilar basico de la mejora
del impacto medioambiental: la reduccién a la mitad del ruido percibido se
lograra mediante el disefio de mejores dispositivos hipersustentadores durante
las fases de despegue y ascenso (méxima potencia) y de aproximacién y aterri-
zaje (maximas deflexiones).

Area 4) Aumento de la capacidad operativa de los aeropuertos. Por ejemplo, reducien-
do el tiempo entre dos aterrizajes consecutivos en la misma pista. El aire que
ha sido agitado por un avién al aterrizar puede impedir el correcto aterriza-
je del siguiente avién. El estudio del tiempo que tarda el aire en volver a su
movimiento natural permitird conocer con exactitud el tiempo entre aterrizaje
y aterrizaje requerido en cada situacion.

Los objetivos planteados en la SRA determinan en la actualidad las prioridades de
la industria aerondutica, que abarcan desde la optimizacién de las herramientas de si-
mulacién avanzadas hasta el disefio aeroportuario mds practico y eficiente.
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2.2. Calculo aerodinamico: modelizacién, resolucién numérica y anali-
sis

En la actualidad, las empresas aeronduticas de mayor solidez (Airbus, Boeing, Lock-
heed, Dassault Aviation, etc.) emplean de manera rutinaria ciertos métodos o técnicas
computacionales. De entre este software ingenieril caben destacar herramientas como:
modelos aerodinamicos, modelos estructurales, sistemas de control basico, etc.

Centrandonos en el drea del calculo aerodi-
namico, la principal herramienta de la que dispo-
nen los ingenieros es la Dindmica de Fluidos Com-
putacional (CFD, de su acrénimo anglosajon Com-
putational Fluid Dynamics). La CFD es una de las
ramas de la mecénica de fluidos que se ocupa de
la obtencién de soluciones numéricas de las ecua-
ciones que gobiernan los fluidos mediante el em-
pleo de célculo numérico y ordenadores, a través
de la discretizacion del espacio fisico en lo que lla-
mamos mallas computacionales.

Figura 2.3: Mecanismo hipersus-

tentador de una aeronave.
Son las ecuaciones de Navier-Stokes las que

modelizan de manera mdas exacta el compor-

tamiento del aire alrededor de un avién. A través de la resolucion de estas ecuaciones, se
obtienen los campos de densidad, velocidad, temperatura y presion ejercida por el aire.
Sin embargo, debido a la complicacién y exigencias de calculo que pueden requerir las
ecuaciones de Navier-Stokes, a lo largo de los afios se han desarrollado modelos simpli-
ficados de célculo aerodindmico que se seleccionan en funcién de los diferentes niveles
de aproximacién que se desee alcanzar en la modelizacién de la fisica de los fluidos:

s Para resolver directamente las ecuaciones de Navier-Stokes se pueden emplear
los llamados métodos directos que deben ser planteados sobre una discretizacion
espacial lo suficientemente fina como para resolver todas las escalas de la turbu-
lencia! DNS (Direct Numerical Simulation) o parcialmente directos LES (Large Eddy
Simulations) y DES (Detached Eddy Simulation) en los cuales no se resuelven todas
las escalas de la turbulencia y se emplean ciertas aproximaciones en los torbellinos
menores.

= Sievitamos afrontar directamente la resolucién de la turbulencia (mallas computa-
cionales considerablemente méas bastas de lo que seria necesario) empleariamos
las ecuaciones que tratan de modelizarla a través de los métodos denominados
RANS (Reynolds-Averaged Navier-Stokes).

= Si se trabaja con altos ntimeros de Reynolds? y corriente adherida (caso bastante
habitual), serd posible desacoplar los efectos viscosos resolviendo, por una parte,

ISe llama flujo turbulento o corriente turbulenta al movimiento de un fluido que se da en forma cadtica,
donde las particulas se mueven desordenadamente y sus trayectorias forman pequefios remolinos aperiédicos

2Ntimero de Reynolds, R = (pvl)/p, donde p es la densidad del aire, v su velocidad, I una dimension
caracteristica (dependiente de cada configuracién a analisis) y u la viscosidad dindmica. Este parametro adi-
mensional representa los efectos de la viscosidad sobre el flujo, de modo que un valor muy alto implica que
los efectos viscosos se limitan a una estrecha capa de aire muy pegada a la superficie del avion
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las ecuaciones de capa limite y, por otra, el modelo no viscoso (ecuaciones de Eu-
ler). Si ademds, el nimero de Mach?® es suficientemente pequefio, entonces existe
potencial de velocidad y el sistema de ecuaciones de Euler se reduce a una sola
ecuacioén (potencial).

= En régimen incompresible, la ecuacion potencial puede linealizarse (ecuacion de
Laplace) y resolverse mediante métodos de superposicién de singularidades (méto-
dos de paneles).

En la actualidad, las modelizaciones de los fluidos que gozan de mayor aceptacion
en el &mbito industrial son las ecuaciones de Euler (en las circunstancias aplicables) y
la modelizacién a través del empleo de las ecuaciones RANS con diferentes modelos de
turbulencia.

Con objeto de centrar conceptos, si por ejemplo se desea simular el flujo de aire
alrededor de un mecanismo hipersustentador* (ver Figura 2.3), el primer paso consiste
seleccionar el dominio fisico sobre el que se van a resolver las ecuaciones. En gene-
ral se selecciona un dominio fisico Q de R? (d=2 6 3) (aire), delimitado por contornos
disconexos que se denominan: campo lejano I, y una serie de contornos interiores S
(superficie del avién a disefio) (ver Figura 2.4). A continuacién se realiza un mallado
computacional de dicho elemento (ver Figura 2.2), sobre esa malla computacional final-
mente se resuelven las ecuaciones de la mecénica de los fluidos.

S

Figura 2.4: Visién esquematica de un hipersustentador en 2D

2.2.1. Evolucion de la Dindmica de Fluidos Computacional

La CFD ha experimentado un rdpido avance desde que las computadoras comen-
zaron a adquirir relevancia. Fue en el periodo comprendido entre 1967 y 1975, cuando

SNtmero de Mach M = v /c, donde v es la velocidad del aire y ¢ la velocidad del sonido en el aire.
Este pardmetro adimensional es una medida de la compresibilidad del aire y representa una relacién entre la
velocidad del fluido y la velocidad del sonido en el mismo. Para valores menores de 0,3 se puede considerar
la hipétesis de aire incompresible.

4Un mecanismo hipersustentador es un aparato de control directo del flujo aerodindmico empleado para
aumentar la sustentacién en el despegue y aterrizaje de la aeronave.
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se demostr6 la posibilidad de abordar problemas de interés ingenieril mediante el estu-
dio de modelos simplificados de la realidad. El ejemplo maés significativo fue el método
de paneles para resolver las ecuacién potencial [58] sobre perfiles bidimensionales.

A principios de los 80 el grupo de Dassault/INRIA calcul6 por primera vez el flujo
transénico potencial alrededor de un avién completo [17, 18], lo que fue una inspiracién
para la comunidad de la CFD al demostrarse, en verdaderos casos de interés industrial,
la viabilidad de los esquemas matematicos desarrollados durante afios.

A mediados de la misma década, gracias a los avances en hardware y algoritmia
[22, 63, 109, 97] fue posible la resolucién de las ecuaciones de Euler sobre un avién
completo.

A finales de los afios 80 y principios de los afios 90 aparecieron los procedimientos
para la resolucién de las ecuaciones de Navier-Stokes [9, 68, 112, 61, 57], de modo que
fueron posibles las primeras simulaciones de flujos viscosos complejos.

La introduccién de los modelos de turbulencia
elaborados se produjo en los afios 90 [102, 7, 116].
De esta manera se empez6 a trabajar con flujos
a altos ntimeros de Reynolds en los cuales era
necesario estimar efectos turbulentos mediante el
promedio de Reynolds de las componentes que
flucttan.

En definitiva, el desarrollo intensivo de algo-
ritmos numéricos en las tltimas dos décadas del
siglo XX ha hecho de la CFD una herramienta con-
solidada y clave para el andlisis aerodindmico. A
dia de hoy, se encuentran bien definidos los prin-
Figura 2.5: Solucion de las ecua- cipios en el disefio e implementacién de esquemas
ciones de Euler (variable presién) numéricos robustos que resuelven con exactitud
sobre medio avion. ondas de choque y discontinuidades de contacto
en regimenes compresibles.

La CFD ha sido aplicada con éxito a multitud
de actividades dentro del campo aerondutico. En algunas de ellas resulta actualmente
imprescindible y su aplicacion ha sido masiva como es el caso del andlisis/disefio de la
forma de las superficies de sustentacién (ala), el disefio de dispositivos de punta de ala,
el disefio de las superficies de cola, el disefio del fuselaje, la correccioén de resultados de
ensayos en tiinel aerodindmico, la integracién del grupo moto-propulsor o el disefio de
las tomas del motor.

En cualquier caso, a medida que los métodos de disefio y la computacién avanzan,
en igual medida se desarrollan nuevas y mas importantes aplicaciones de la CFD. En la
actualidad, las dreas con mayores necesidades de desarrollo son el analisis de generado-
res de vortices, los limites de bataneo®, la aeroelasticidad, el disefio para la estabilidad
y control o el andlisis del ruido en cabina y el ruido exterior

5Antes de alcanzar la pérdida, en el denominado limite de bataneo, el avién se ve afectado por fené-
menos y comportamientos particulares (alabeo, cabeceo, vibraciones, sacudidas, temblores, etc), que indican
la proximidad de una condicién critica.



2.2. CALCULO AERODINAMICO: MODELIZACION, RESOLUCION NUMERICA Y
ANALISIS 27

2.2.2. Ecuaciones que modelizan los problemas aeronauticos

En este apartado se describiran las modelizaciones mas usuales en la industria, para
el estudio del comportamiento de los fluidos (ecuaciones de Euler y ecuaciones RANS).

Ecuaciones de Euler

El comportamiento de los fluidos ideales estd gobernado por las ecuaciones de Euler,
que modelizan la conservacién de masa, el momento (con viscosidad nula) y la energia
para un fluido ideal®. La forma mads habitual de plantear las ecuaciones de Euler es en
su forma conservativa:

2.1)

—

HU+V-F=0, enQ, t>0
7-1g =0, sobre S, t>0

donde, en el campo lejano Iy, al tratarse de un sistema hiperbdlico, las condiciones de
contorno son especificadas para las ondas entrantes (en funcién del problema a simu-
lar), mientras que las ondas salientes son determinadas por la propia solucién en el in-
terior del dominio Q. El vector #g es un vector unitario normal a la pared S apuntando
hacia afuera del dominio Q, UT = (p, PUx, PUy, PUz, pE) son las variables conservativas
y los flujos convectivos se pueden escribir como F= (Px, Ey, FZ)

POx POy POz
pv? + P PV Uy o
Fe=| poxwy |, Fy=| pv3+P |, FE=| poo, |, (2.2)
POV PUyU; pv% +P
puvrH puyH pv.H

donde p es la densidad del fluido, 7 = (vy, vy, v;) es la velocidad en un sistema de
referencia cartesiano, E es la energia total, P la presién del sistema y H la entalpia.

Al sistema de ecuaciones de Euler se le debe
anadir la ecuacion de estado que define las
propiedades termodinamicas del fluido. En el caso
de suponer un gas perfecto (P/p = ReT) se tiene
que:

p= (y—1)p[5—;(v§+v§+v§)], 2.3)

donde E = H — P/p y la relacion de calores es-
pecificos es y = C,,/CU ~ 1,4.

Los flujos no viscosos modelizados por las
ecuaciones de Euler pueden evolucionar hacia
discontinuidades (choques o discontinuidades de
contacto). Esas situaciones vienen descritas por
soluciones débiles (integrales) de las ecuaciones
conservativas de Euler. Las relaciones de Rankine-Hugoniot permiten calcular el salto
de las variables del fluido al atravesar una discontinuidad X que se desplaza con una

Figura 2.6: Solucién de las ecua-
ciones RANS sobre un avion.

Un fluido ideal es aquel cuyo comportamiento es de régimen estable, irrotacional, incompresible y no
viscoso.
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velocidad s en la direccion iy = (lex, Nsy, 7122), normal a la curva de discontinuidad
respecto de un observador en reposo respecto del fluido:

[F’ : ﬁz} sl =0, (2.4)

donde [A]y representa el salto en la cantidad A al atravesar la curva de discontinuidad
L

Ecuaciones Reynolds-Averaged Navier-Stokes

Una gran variedad de problemas de dindmica de fluidos de la vida real requiere
modelizar y simular flujos turbulentos complejos. Sin embargo, es bien sabido que el
coste de simular tales flujos, incluso para nimeros modestos de Reynolds, es extremada-
mente alto [27]. Por otro lado, la simulacién numérica directa de flujos turbulentos, con
niimeros razonablemente grandes de Reynolds, excede sencillamente la capacidad de
computacién actual. Un enfoque muy extendido en la CFD para solucionar este pro-
blema es el empleo del modelos RANS (Reynolds Average Navier-Stokes), que consisten
en las ecuaciones de Navier-Stokes promediadas, a las que se le afilade un modelo de
turbulencia.

El sistema completo de las ecuaciones compresibles de Navier-Stokes (sin términos
fuente y suponiendo condicién adiabatica en la pared soélida), se puede formular de
manera conservativa de la siguiente forma,

atu+ﬁ(?—ﬁv):0, en Q, t>0
7=0, sobre S, t>0 (2.5)
0,T=0, sobre S, t>0

donde 9, = 7 -V es la derivada normal, y las condiciones de contorno en el campo
lejano se definen igual que en el caso de las ecuaciones de Euler. Los flujos viscosos se

denotan como F? = (F}j JFyF ) siendo

0
Oix
O'l'y ’ (2.6)
Oiz
0'1‘]‘?]]‘ + ka,'T

F?

donde se aplica el criterio de suma para los indices repetidos, y o;; es el tensor de es-
fuerzos que agrupa todas las componentes del esfuerzo sobre un volumen de control.
De manera estandar i indica el plano normal sobre el que acttia el esfuerzo y j es la
direccién de la componente del esfuerzo. Si empleamos las suposiciones de gases per-
fectos y un fluido Newtoniano ademads de la relaciéon de Stokes, el tensor de esfuerzos
se puede escribir como:

2 =,
0ij = (14 w) (90 +9jv;) + §(u+ 1) (V : U) Sij, (2.7)

donde p es la viscosidad dindmica y i la viscosidad turbulenta. La viscosidad dindmi-
ca py la conductividad térmica k se obtienen de relaciones empiricas (ley de Sutherland
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y férmula de Eucken, respectivamente). Por otro lado, la viscosidad turbulenta se ob-
tiene de las ecuaciones de cierre que modelizan la turbulencia. Ademé4s, este sistema de
ecuaciones debe ser completado por una ecuacién de estado (2.3).

Por ultimo, respecto del modelo de cierre de la turbulencia, a modo ilustrativo, se-
leccionaremos el modelo Spalart-Allmaras de una ecuacién [102], en el cual se introduce
una variable de trabajo ¥ para evaluar la viscosidad dindmica turbulenta, que es gober-
nada por la siguiente ecuacién de transporte

Dv S N 2 v]?
— =cpSV+— {V((v +V)VV) 4+ cp(VY) } — Col fw [} . (2.8)
Dt o d

En este caso se estd suponiendo que el flujo es completamente turbulento. Por lo

tanto la viscosidad turbulenta dindmica se calcula como

P v
Ut = pvt, Vi = valr fUl = 3, 3’ X= = (29)
X2+ v
donde el término de produccién se expresa como
§=5S+—" fo S= 20000 fo=1-—%_ (2.10)
= 242 02/ - ij><ijs 02 — 1 _'_vall .

donde Q;; = % (ou;/ dx;j —ou;/ 0x;) es el tensor de vorticidad y d es la distancia a la
pared mds cercana. La funcién f, viene dada por

1/6

5
, 8= r+cw2(r6 —7),

6
1 + Cw3 V= =—F—+.
Sk2d?

— 2.11
80+l @10

fo=8

Finalmente, se debe asignar un valor a todas las constantes presentes en la formu-
lacién [102] con objeto de cerrar la formulacién de este modelo de turbulencia.

2.2.3. Discretizaciéon del dominio fisico en problemas aeronauticos

La discretizacién del dominio fisico continuo en un dominio computacional discreto
constituye un aspecto fundamental de cualquier método numérico de resolucion de
EDPs. En el campo aeronautico son dos las principales alternativas a la hora de trabajar
con geometrias complejas:

= Métodos estructurados multibloque [110, 96, 98] (ver Figura 2.7). En estos méto-
dos el dominio fisico se divide en bloques en cuyo interior se generan mallas es-
tructuradas que se caracterizan por presentar los datos ordenados en celdas de
cuadrildteros o hexaedros donde son facilmente identificables las 2 6 3 direcciones
espaciales y los nodos vecinos a un nodo al estar asociados a un sistema de coor-
denadas curvilineas con las lineas de malla. Todo ello lleva a una simplicidad
y rapidez de los algoritmos empleados. Sin embargo, la estrategia estructurada
multibloque presenta grandes dificultades de mallado en configuraciones com-
plejas.

= Métodos no estructurados [10, 76, 81] (ver Figura 2.7). Los métodos no estruc-
turados surgieron con los métodos de elementos finitos y en la actualidad estan
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adquiriendo mayor relevancia que los mallados estructurados multibloque de-
bido a que permiten el mallado de superficies altamente complejas. En estas ma-
llas compuestas generalmente por tridngulos o tetraedros no existen direcciones
identificables lo cual produce una menor eficiencia en la resoluciéon numeérica de
las EDPs.

Figura 2.7: Malla estructurada (izq.) y no estructurada (der.).

En las aplicaciones CFD mads avanzadas, denominadas hibridas, la base de genera-
cién de mallas para flujos viscosos se encuentra en la creacién de una malla anisotrépica
(no estructurada) cerca del campo lejano y una malla isotrépica (estructurada) en la cer-
canfa del objeto que se quiere mallar para poder captar los detalles de un flujo viscoso.

2.2.4. Esquemas numéricos empleados en el ambito aeronautico

En el ambito industrial aerondutico los métodos mds populares para realizar la dis-
cretizacion espacial de las ecuaciones de Euler son [52, 95, 89, 75]:

= Los esquemas centrados a los que se afiade cierta disipacién artificial necesaria
para resolver ecuaciones de caracter hiperbdlico. En la actualidad, los métodos
que han gozado de mayor popularidad en las tltimas dos décadas han sido aque-
llos basados en un esquema de Lax-Wendroff [74] y en el esquema de Jameson-
Schmidt-Turkel (JST) [63] que esta asociado a una técnica de Runge-Kutta para la
integracion del tiempo y debido a su robustez y facilidad de implementacién, se
ha consolidado como el méas popular de los métodos centrados entre la comunidad
aerondutica de la CFD.

= Por otro lado, se encuentran los métodos de tipo upwind que utilizan directamente
la informacién ligada al aspecto hiperbélico de las ecuaciones de Euler propagan-
dose a lo largo de las lineas caracteristicas. Este punto de vista ha generado dos
clases de esquemas: los flux vector splitting y los resolvedores del problema de Rie-
mann (método de Godunov). El més empleado es el método del Roe [97], que
considera una aproximacién continua a trozos del campo fluido en cada celdilla y
luego plantea la resolucion local de un problema de Riemann en cada interfaz.

Respecto a la integracion temporal, existen dos grandes posibilidades: los métodos
implicitos y los métodos explicitos.

» Los esquemas implicitos [64] consisten en actualizar la solucién a partir de los
valores obtenidos en el estado actual. En este caso son admisibles grandes pasos
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de tiempo siempre y cuando los autovalores de la matriz de amplificacién sean
pequerios. Se trata de métodos muy eficientes, capaces de alcanzar rapidamente
la convergencia de la solucién. Sin embargo, para las ecuaciones de Navier-Stokes
no se suele resolver la formulacién exacta implicita debido a la gran capacidad
de memoria y coste de CPU requeridos, por lo que se emplean operadores line-
alizados que estdn asociados a una factorizacién exacta (ADI, LDU) o resolucién
aproximada (GG, GMRES, LU).

= Por otro lado, se encuentran los métodos explicitos [109] en los cuales la actua-
lizacién de la solucién se realiza a partir de los valores obtenidos en la iteracion
anterior. Esto métodos tienen limitado el paso de tiempo a través de la condicién
de Courant-Friedrichs-Lewy [26].

Otra técnica fundamental en la CFD se basa en el empleo de algoritmos multimalla
[113, 80,90, 91,98, 110, 61]. Los métodos multimalla consisten en transferir los residuos
a mallas mds bastas, resolviendo el sistema modificado en estas mallas e interpolando
los residuos otra vez a la malla fina. Los métodos multimalla poseen la caracteristica de
eliminar, en un proceso de convergencia iterativo, los errores de baja frecuencia de la
solucién mucho mds rapidamente que si se usase solamente la malla fina.

2.3. Diseiio 6ptimo en aeronautica

La optimizacion es el objetivo final de todos los proyectos précticos de disefio en los
cuales han de combinarse andlisis, experimentos e intuicién [69]. Es bien sabido que, tal
y como ocurre en el &mbito aerondutico, cuando las variables en un problema se hacen
numerosas, los experimentos caros o la intuicién falla, es necesaria una aproximacién
sistemadtica al problema. Esta aproximacion sistematica consiste en la moderna teorfa
matematica de optimizacién que permite modelizar las relaciones matemaéticas entre las
diferentes variables y, haciendo uso de las ventajas de la rdpida computacién, localizar
la solucién 6ptima del problema.

El disefio aerondutico se enfrenta a problemas que
combinan e involucran varias disciplinas de la fisi-
ca (estructuras, fluidos, propulsién, etc.) en diferentes
rangos de funcionamiento (aterrizaje, despegue, vue-
lo estable, viento racheado, etc.) y con una gran can-
tidad de variables de disefio (posiciones relativas de
los componentes del avién, dngulos de ataque, flecha 7777 7
del ala, etc.). Antes de entrar a fondo sobre las técni- C°af:=9ﬂ49_§.ﬁf
cas matemadticas a emplear, es necesario definir cuales | g /"'
deben ser las caracteristicas del “mejor” avién posible. - 2%
Si seleccionamos la meta incorrecta, no importa cémo
de bueno sea el método de andlisis, ni como de efi- Figura 2.8: Esquema multimal-
ciente sea nuestro procedimiento de optimizacién, el la en 2 dimensiones.
trabajo realizado resultara inttil.

En definitiva, en la actualidad, ciertos criterios como la funcién objetivo, o las vari-
ables de disefio a emplear no se pueden dejar a decision del algoritmo o de la maquina,
lo que nos obliga a responder a priori a tres cuestiones bésicas [72, 70]: ;Qué significa
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“lo mejor posible”?, ;Cé6mo podemos estimar las caracteristicas de disefios para poder
compararlos de una manera cuantitativa? y finalmente ;Cémo podemos seleccionar las
variables de disefio que rendiran en un grado 6ptimo?.

2.3.1. Técnicas de optimizacién en aerodinamica

En disefio aerodindmico, a pesar de los importantes avances cientificos realizados la
MFC todavia no ha sido explotada de manera efectiva en un &mbito industrial debido a
ciertos requerimientos esenciales en el disefio que no han sido completamente resueltos
[55]. Algunas de estas dificultades son las siguientes:

1. No se dispone de una precisién asegurada. Este aspecto incide sobre la exactitud
necesaria en las predicciones (especialmente en el cdlculo de la resistencia), mode-
lizando correctamente todos los fenémenos fisicos involucrados en los regimenes
turbulentos a alto ntimero de Reynolds.

2. Un coste computacional y humano aceptable. Ciertas aplicaciones de disefio, atin
siendo factibles, deben ser descartadas debido a la gran cantidad de tiempo de
célculo requerido. Asimismo, la necesidad de contratar personas exclusivamente
dedicadas a ciertos procesos sin automatizacion frena el desarrollo y aplicacién de
la MFC en el sector industrial privado.

3. El andlisis de una configuracién completa del avién es algo complejo, incluso sin
la optimizacién, son pocos los programas lo suficientemente bien documentados
y mantenidos que se pueden emplear.

4. Son posibles funciones objetivo ruidosas que varian de una manera no suave cau-
sando dificultades a muchos optimizadores.

5. Un optimizador se limita a considerar disefios que pueden ser descritos por el sis-
tema de pardmetros seleccionado. Esto hace que las variables de disefio marcaran
el espacio de disefio donde nos podemos mover, y disefios revolucionarios s6lo
pueden venir de parametrizaciones lo suficientemente amplias y generalizadas.

Enla actualidad, existe una gran cantidad de métodos de optimizacién multivariable
que se emplean en diferentes dmbitos de la aerondutica. Estos van desde los simples
buscadores en tabla que consisten en un acercamiento estructurado para examinar el
espacio de disefio, hasta métodos mucho mas sofisticados como son:

= Algoritmos evolutivos y genéticos [18], basados en los principios de la evolucién
de Darwin.

= Métodos gradiente. Estos métodos implican el cémputo del gradiente de la fun-
cién objetivo con respecto de las variables del disefio. El vector gradiente apunta
en la direccion de la pendiente mds escarpada, y existen diferentes alternativas:

e Método de la maxima pendiente. Las variables del disefio se modifican para
buscar el movimiento en la direccién del gradiente. Dicho método se modifi-
ca, generalmente, para hacerlo més robusto y eficiente.
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e Método del gradiente conjugado y los métodos quasi-Newton que estiman
valores de las segundas derivadas para mejorar la direccién de la bisqueda.

= Método de Newton. Es uno de los mejores métodos de optimizacién pero exi-
ge el costoso célculo del Hessiano H para poder evaluar la expresién de avance
X1 = X — H Y(#)Vf (%), donde ¥ es el vector de variables, f la funcién obje-
tivo que se pretende minimizar y k la iteracién del proceso de optimizacién.

Respecto de los funcionales a optimizar, es fundamental destacar que el disefio de
un avién siempre es un compromiso de varias funciones que miden su comportamiento.
Estas funciones pueden ser tan simples como medidas de las fuerzas ejercidas por el aire
sobre el avidn, véase resistencia, sustentacién, o momentos, hasta complejas funciones
que miden aspectos mucho mads elaborados y dificiles de evaluar como: minimo gasto
directo de explotacién, minimo coste sobre el ciclo vital del avién, méximo beneficio,
maximo rendimiento de la inversion, etc.

2.3.2. Variables de diserio aeronauticas

Las variables de disefio tienen un papel fundamental en el proceso de optimizaciéon
de un avién [3, 31, 32]. De su eleccién dependerd, en gran medida, el desarrollo de la
optimizacién y el minimo del funcional alcanzado. Existen diferentes tipos de variables
de disefio que pueden ir desde la posicién independiente de cada nodo discreto de la
superficie del avién hasta los puntos de control de las NURBS [92] que definen una de-
terminada superficie. La eleccién de una u otra clase de variables de disefio dependera
fuertemente del elemento del avién que se desee disefiar y del funcional que se pretenda
optimizar.

2.3.3. Disefio ptimo basado en el calculo de gradientes

En el &mbito aerondutico, la optimizacién de forma fue inicialmente planteada, a fi-
nales de los 70, por R. Hicks [50], quien con una modelizacion simplificada de los fluidos
y empleando métodos de aproximacién de gradientes por diferencias finitas progresi-
vas, logré evaluar el gradiente de un funcional aerodindmico respecto de variables de
disefio (funciones de deformacién de forma) y cuyo valor empleaba en un algoritmo de
minimizacién. A partir de esos primeros desarrollos el empleo de técnicas basadas en
los gradientes se fué haciendo cada vez mas popular en el ambito aerondutico a me-
dida que aumentaban los recursos computacionales y mejoraba el modelizado de los
problemas de la mecdanica de los fluidos.

La aplicacién aerondutica del disefio 6ptimo de forma en sistemas gobernados por
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales considera un dominio Q de R? (d=2 6
3), de contorno 5Q. Este contorno 6Q estd a su vez dividido en una serie de contornos
disconexos “regulares”” que se denominan: campo lejano 'y, C 5Q y una serie de con-
tornos interiores S C 6Q (superficie del objeto a disefio) (ver Figura 2.9).

7Si bien, en configuraciones complejas, es facil encontrar ciertas singularidades geométricas como son los
bordes de salida de los perfiles aerodindmicos que termina en forma de cua.
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Figura 2.9: Problema de optimizacién de forma en 2D.

En estos problemas, de manera general, se define la funcién de coste a ser minimiza-
da J de las variables fluidas U sobre el contorno “regular” S:

J= /Sj(u) ds. 2.12)

El problema de optimizacién del funcional | mediante la variacién de la geometria
de la frontera S, consistira en encontrar S™n para la cual

J(S™N) = min J(S), (2.13)
SeS,
donde S, es el conjunto de geometrias admisibles del contorno S.
En la practica aeronautica, el funcional mas elemental consiste en optimizar los coe-
ficientes adimensionales de resistencia Cp, sustentacién Cy, o fuerza lateral Cgr. En este
caso, la funcién objetivo sobre la superficie S se define como:

— 1 - 7 P_Poo
Cpi——1i-0|-dds, Cp=——, 2.14
[ (crit= i) et @19

donde 7 es el vector unitario normal exterior a la superficie S, la presién sobre la super-
ficie es P, el coeficiente de presiones se denota como Cp, y o es el tensor de esfuerzos
viscosos. Finalmente el subindice co es empleado para referirnos a cantidades evalu-
adas en el campo lejano y el vector d se evaltia como

(cos a cos B3, sin« cos 3, sin f3), Cp (coef. de resistencia),
d= (—sina, cos &, 0), Cr. (coef. de sustentacién), (2.15)
(—sin B cosa, —sin 3 sina, cos B), Csr (coef. de fuerza lateral),

donde « es el &ngulo de ataque del avién y 3 es el dngulo de deslizamiento lateral (ver
Figura 2.10)

El disefio 6ptimo aerondutico pretende encontrar el minimo de un funcional a través
del control de la EDP que modeliza el comportamiento del fluido alrededor del avién
y todo ello empleando técnicas de deformacion de superficies (contornos del dominio).
Antes de desarrollar los procedimientos que se emplearan, es necesario destacar que en
el problema clésico de disefio de forma 6ptima, se deben plantear las siguientes cues-
tiones matematicas:

= Existencia de minimizadores. Es preciso modelizar funciones objetivo que garan-
ticen un buen comportamiento del espacio de disefio. La optimizacién con restric-
ciones también es un ingrediente fundamental en aplicaciones précticas.
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horizon

Figura 2.10: Angulo de ataque « y deslizamiento lateral j3.

» Unicidad. En problemas de esta tipologia no es posible, de manera general, ase-
gurar la unicidad de los minimizadores. Ademds, por otro lado, es frecuente que
aparezcan varios minimos locales. Por ese motivo, al emplear técnicas basadas
en el calculo de los gradientes, usualmente se deben realizar diferentes procesos
iterativos de optimizacién partiendo de diferentes estados iniciales.

= Aproximacién numeérica. Se debe introducir una discretizacion adecuada del fun-
cional J, asi como de las ecuaciones diferenciales que proporcionan el valor de U.
En general, el problema en el marco continuo (2.13) se sustituye por el siguiente
problema discretizado: Encontrar S™™, dentro de un juego de geometrias discre-
tas admisibles del contorno Sy, ,4, para la cual

§miny —  min Sy),
Jn(SE™) gmin Jn(Sn)
donde J; es la discretizacién espacial de J, siendo & una determinada longitud
caracteristica de la discretizacion, la cual es seleccionada en funcion de una escala
caracteristica del problema y las peculiaridades del comportamiento del fluido.

s Calculo del gradiente. Los métodos numéricos para resolver las ecuaciones de Eu-
ler y Navier-Stokes son generalmente no diferenciables [97, 63] y, por lo tanto,
estrictamente hablando, en ciertos puntos del sistema no existe el gradiente de la
ecuacion discretizada.

Como solucién a los enormes recursos computacionales requeridos por los métodos
clasicos de optimizacién de funcionales de interés aerodinamico, la mejor estrategia se
encuentra en el empleo sistemético de ideas inspiradas en la teoria de control. Para e-
llo se supondra que la superficie aerodindmica (tipicamente el ala) es un elemento que
produce sustentacién o resistencia controlando o modificando el flujo de aire. Usando
técnicas de la teoria de control, el gradiente de un funcional con respecto a modifica-
ciones en la geometria a disefio puede ser determinado indirectamente solucionando
una ecuacién adjunta que tenga coeficientes definidos por la solucién de las ecuaciones
del flujo.
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Como introduccién [43] a la metodologia dual empleada, supongamos que se de-
sea minimizar el funcional J(U,«) donde U son las variables fluidas que se obtienen
a través de la resolucion del problema lineal N(U,«) = 0. Por otro lado, empleare-
mos una variable de disefio a la que denominaremos «. La funcién de coste | se puede
linealizar alrededor de una solucién de referencia Uy correspondiente a @« = 0y se tiene

aJ | du  9JJ
— === —4+==. 2.1
da  oU|y, da  da (2.16)

A su vez, dU/doa debe satisfacer la linealizaciéon de las ecuaciones que gobiernan el
sistema

ONdU oN

U da + Frie 0. (2.17)
Introduciendo la siguiente notaciéon
_du ~_ON 9] ~ OoN
V= P =30 g = U’ f= T a (2.18)
la ecuacién (2.16) se puede escribir como
] _ v, 9]
— =g V+—= 2.1

dx 8V T ow (19)

sujeto a la resolucién de la ecuacién linealizada
AV = f. (2.20)

Segtin esta formulacién, la variacién total de la funcién objetivo | debido a una
variacién de la variable de disefio « se puede calcular mediante la evaluacion de dos
términos:

» La sensibilidad de la funcién objetivo | debido a perturbaciones de las variables
de disefio 9] /de (término de computo no costoso).

= La evaluacion de g’ V, término de cémputo costoso, pues exige conocer V, solu-
cién del sistema linealizado (2.20) que tiene una naturaleza semejante a las ecua-
ciones de estado. La resolucién de este sistema linealizado para cada variable de
disefio « es en la practica inviable y por ello conviene introducir el estado adjun-
to ATv = g (punto de vista dual), con el que fécilmente se puede demostrar que
gV =0olf.

En problemas de disefio 6ptimo de forma, el ntimero de diferentes funciones f a
evaluar coincide con el nimero de variables de disefio, y el ntimero de diferentes fun-
ciones g a evaluar esté relacionada con el niimero de funcionales de los que se desee cal-
cular su gradiente respecto de las variables fluidas. En una aplicacién tipica aerondutica
el nimero de funcionales de los que deseamos calcular los gradientes (funcién objetivo
+ funcionales que provienen de las restricciones) es muy inferior al ntimero de variables
de disefio que se puedan emplear, por lo que la aproximacién dual resulta mucho mas
apropiada dado que sélo exige una resolucién del problema directo y otra del proble-
ma adjunto para obtener tantos gradientes del funcional | respecto de las variables de
disefio como se desee.
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En la practica existen dos enfoques e
para formular las ecuaciones adjuntas y ceomsonsn St e e sy e |
por ende para aproximar el gradiente de
la funcién de coste discreta con objeto
de poder aplicar un algoritmo clasico de
descenso: el método discreto y el método
continuo. El enfoque discreto [39, 40, 29,
86] estd basado en el calculo de los gra-
dientes en el problema finito dimension-
al asociado a la discretizacién del proble-
ma de optimizacién. En contrapartida, en
el enfoque continuo [11, 20, 60] la direc-
cién de descenso es obtenida a través de
la aproximacién de una direccién de des-
censo para el problema continuo. Figura 2.11: Sensibilidad de la sustentacién
respecto de movimientos infinitesimales de
la superficie.

Mach number: 4.15€-01 421E-01 434E-01 512E-01 546E-01 SETE-D1

La aplicacion de la teoria de control en
sistemas reales es complicada pues en el
caso de las ecuaciones de Euler en 3D, los
métodos numéricos mas eficientes (JST,
Roe, etc.) no son diferenciables (ver por ejemplo [47] o referencias méds practicas como
[52]). En este caso, no hay un modo natural para calcular las variaciones del funcional
discreto (adjunto discreto) y para superar esta dificultad se han desarrollado dos enfo-
ques diferentes:

1. Diferenciacién Automatica [25, 83], que bdsicamente consiste en diferenciar el es-
quema numeérico, incluso si no es diferenciable. En la practica, esto se hace medi-
ante diferenciacion linea a linea del c6digo computacional.

2. Enfoque continuo consiste primero, en tomar el sistema continuo que gobierna
el problema de fluidos, linealizarlo y obtener una direccién de descenso del fun-
cional continuo | y, en segundo lugar, usar la aproximacién numérica de la direc-
cién de descenso en el esquema numérico original.

Respecto de este segundo enfoque del problema, otra dificultad importante reside
en la posible falta de regularidad de la solucién del modelo continuo. Entonces, incluso
al nivel del modelo continuo, la derivada de la funcién de coste tiene que ser calculada
con cuidado alrededor del choque en la solucién. Esto ha sido realizado por diferentes
autores con diferentes enfoques (ver [108], [45] o [15]). En esta tesis, se realizard un
andlisis detallado de las ecuaciones continuas linealizadas en presencia de choques para
comprobar la necesidad de imponer, o tener en cuenta de algiin modo, una condicién
interna sobre el choque a la hora de resolver la ecuacién adjunta (condiciones internas
de contorno para el esquema adjunto [42]). Sin embargo, esta técnica requiere un andlisis
detallado de la posicién exacta del choque, lo cual es dificil de obtener numéricamente
en problemas complejos.
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Figura 2.12: Subdominios generados por el contorno I'.

2.4. Meétodo de los conjuntos de nivel

El método de conjuntos de nivel o, en inglés, level set [100, 2, 23, 82, 88, 107] es un
procedimiento para describir el movimiento de interfases a través del empleo de un
punto de vista euleriano®.

La principal desventaja de los procedimientos lagrangianos ? estriba en que si dos
superficies en movimiento llegan a chocar entre si, no es posible obtener una solucién
a la nueva geometria. En el &mbito de la optimizacién de forma, este tipo de esquemas
se emplean de tal manera que la interfase separa el cuerpo sélido y el fluido que lo
rodea, y se mueve con una velocidad normal que proviene del cdlculo de gradientes del
funcional de interés respecto de movimientos infinitesimales en la direccién normal a la
superficie.

La metodologia de level set permite calcular la evolucion de una interfase o frente de
avance, de tal manera que la posicién inicial del frente se toma como el nivel 0 de una
funcién @ definida en un dominio Q de R? (d = 2 6 3) de la siguiente manera

qat+FWq>‘ -0, enQ (2.21)

donde I'(t) = {X|® (X,t) = 0} es el frente de avance, y F es la velocidad del level set en
todo el dominio Q.
La posicion del frente en el tiempo f estd dada por {X|® (X,t) = 0} donde este corte
no tiene porqué ser una curva tnica a medida que el tiempo avanza (ver Figura 2.12).
La optimizacién mediante level set permite resolver una serie de problematicas que
se plantean al tratar de disefiar mediante el empleo de optimizaciéon de forma. En la
Figura 2.13 se exponen los problemas clasicos que puede resolver esta formulacién:

» El primer ejemplo refleja el problema resultante cuando se cruzan los vectores de
desplazamiento de puntos sobre la superficie. En esta situacién, una formulacién
tradicional no permitiria el cdlculo de una nueva forma del objeto dado que existe
un area (rayada en rojo) comtin al desplazamiento de los contornos.

8Segtin este punto de vista, el marco de referencia permanece fijo en el espacio y las coordenadas estan
fijas en el espacio

9Segtin este punto de vista, el marco de referencia (observador) envuelve a la interfase en movimiento y
las coordenadas se mueven junto con la interfase.
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= El segundo ejemplo ocurre cuando la superficie se deforma de tal manera que
alcanza a otro objeto. La metodologia level set permite que los dos objetos se fusio-
nen.

= Por ultimo, el caso de un cuerpo que se divide en dos debido a la distribucién de
velocidades de la interfase que induce esa division.

i 4 v

/'TT Caso 2: Interseccion con otro cuerpo Caso 3: Interseccién con supefficie

Caso 1: Interseccion de velocidades

Final shape using Final shape using
Level Set method Level Set method

Final shape using
Level Set method

Figura 2.13: Problemas resolubles mediante la técnica de conjuntos de nivel (arriba).
Forma final al aplicar la técnica de conjuntos de nivel (abajo).

2.4.1. Aplicacién al disefio éptimo aerodinamico

Técnicamente la aplicacién del método de conjuntos de nivel al &mbito aerondutico
es compleja debido a que la discretizacion del espacio fisica empleada para la resolu-
cién de las ecuaciones que rigen el comportamiento de los fluidos es muy diferente a la
necesaria para la resolucién de la ecuacién de los level set (2.21).

Otro aspecto importante de la implementacién de este método es la necesidad de
definir un campo de velocidades F sobre todo el dominio Q. Es decir, la velocidad F
debe ser definida para todos los niveles y no sélo en el nivel cero que se corresponde
con la interfase. En un problema de disefio de forma donde el funcional a minimizar
estd definido sobre el nivel 0, s6lo se conoce la velocidad de avance de la interfase (gra-
diente del funcional respecto de variaciones infinitesimales de la superficie) y es por ello
necesario determinar una velocidad extrapolada Fey;.

La propiedad mds deseable para la velocidad extrapolada es que mueva los niveles
vecinos de tal manera que la funcién de distancia'® con signo se preserve. El modo de
conseguir esto definiendo la velocidad extrapolada de modo que

V- VO =0, (2.22)

10Funcién que mide la distancia euclidea al conjunto de nivel 0 desde un punto cualquiera.
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donde ¢ es la funcién de distancia con signo y tal que
F,xt = F enlos puntos (x, y) donde ® = 0. (2.23)

Una vez aclarado el significado de la velocidad F en todo el dominio Q, a la hora
de resolver (2.21), debemos tener en cuenta que se trata de una EDP cuyos términos se
pueden identificar con la forma general de una ecuacién de Hamilton-Jacobi [100]:

= +
{ u+HMH(Vu) =0, (x,t)€QxRT, (2.24)

u(x,0) = ug(x)

donde H es el operador hamiltoniano. Por otro lado, T denota una triangularizacién
en RY, 1t = {Ty, Ty, ..., T‘T‘} cubriendo todo un dominio ) (nétese que esta triangu-
larizacién es diferente a la empleada para discretizar la ecuacién de los fluidos). Por
tltimo la solucién numérica en el vértice v; de la triangularizacién en el tiempo nAt se
denotard como u]’?. Una aproximacioén para la ecuacién (2.24) es de la forma

7“ u" —AtH](Vul,Vuz,...ﬁufﬂ,x), (2.25)

donde H; es el Hamiltoniano numérico. A continuacion se describe el algoritmo del es-
quema explicito implementado para la resolucién de la ecuacién de level set en mallados
triangulares no estructurados en dos dimensiones [100]. Este algoritmo se desarrolla en
los siguientes pasos

Paso 1. Inicializar ¢! = w; =0,i=1,2,...,|V]|.

Paso2. ParacadaT e 71, i=1,2,3

local .
T %% simplex(x1, x2, x3)

Funci6n base lineal: N;(x) = {N;(x) € P1|N;(x;) =
- érela (T) fo(x) dx
i; =2area(T)V;
Vo = Z?=1 VNi¢;
. _ FV¢-i;
' 2Vl
5 =Y Kiy
o = K+ (Zl 1 ) Zl 1 (q)i - q)l)
& max(O 50; /5(}5)
e 213:1 max(0,60;/5¢)

o) = b + s

w; = w; + &; area(T)

l],]_123x€T}

sl

(2.26)

Paso 3. Para cada v; € V realizar una integracién temporal de un paso

Prl = @ — At ‘W 2.27)

2.4.2. Modularizacién del algoritmo

La optimizacién mediante el empleo de una técnica de level set es delicada debido a la
gran cantidad de herramientas computacionales que deben emplearse y al modo robus-
to en el que deben interrelacionar unas con otras. El algoritmo bésico de optimizacién
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mediante Jevel set estd dividido en cinco partes que se repetirdn en bucle hasta obtener
la convergencia deseada

Paso 1.

Paso 2.

Paso 3.

Paso 4.

Paso 5.

Paso 6.

Sobre la configuracion geométrica de partida se deben resolver las ecuaciones
de la mecénica de los fluidos.

Tras la resolucién del problema directo, se resuelve el problema adjunto (em-
pleando la misma malla que para la resolucién del problema directo). Como
resultado de la resolucién del problema adjunto se obtiene la sensibilidad del
funcional a minimizar respecto de variaciones geométricas.

El gradiente del funcional debe ser combinado con las restricciones geométricas,
adimensionalizado y filtrado con objeto de obtener una velocidad de avance del
frente de la interfase.

Se define un nuevo mallado para la resolucion de la ecuacién level set y se ex-
trapola la velocidad de la interfase del conjunto de nivel 0 al resto del domino.

Se hace avanzar el level set segtin las velocidades calculadas en el paso anterior.

Finalmente, se recupera la geometria final del level set y se vuelve a construir
una malla con la propiedades adecuadas para la resolucién de las ecuaciones
de la mecanica de los fluidos.

La combinacién de todos estos métodos hace que la aplicacién del método de level
set sea compleja, sobre todo si se le pretende dotar de robustez al método.
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Figura 2.14: Extraccién del conjunto de nivel 0 y remallado de su entorno exterior.



Capitulo 3

Control 6ptimo de la ecuacién de
Burgers

El objeto de este capitulo es por un lado plantear de manera rigurosa el proble-
ma de control 6ptimo de la ecuacién hiperbdlica de Burgers en una dimension espa-
cial lo que permitira extraer ideas relevantes en sistemas mas complejos como Euler y
Navier-Stokes. Por otro lado, se introducira el método de las direcciones de descenso
alternantes que es una nueva estrategia para el célculo de aproximaciones numéricas
de minimizadores adaptada a la presencia de discontinuidades en la soluciones.

En primer lugar probaremos la existencia de minimizadores y la convergencia de las
aproximaciones numeéricas obtenidas minimizando aproximaciones del funcional coste
obtenidas mediante esquemas de discretizacion de la ecuacion de de Burgers. Para ello
sera indispensable que el esquema verifique propiedades de consistencia y monotonia
que permitan asegurar que el limite de la solucién aproximada es solucién de entropia
de la ecuacién de Burgers. Luego nos centraremos en la aproximacién del gradiente
de la funcién de coste discreta con objeto de aplicar un algoritmo cladsico de descen-
so. En particular, consideramos la aproximacién basada en el calculo de los gradientes
en el problema finito dimensional asociado a la discretizacion del problema de opti-
mizacioén, y el método continuo donde la direccién de descenso es obtenida a través de
la aproximacién de una direccién de descenso para el problema continuo. Se verd que
ambas aproximaciones producen sucesiones de minimizadores altamente oscilantes cer-
ca de las discontinuidades. Para evitar esto, se propondrad una nueva estrategia de op-
timizacion donde la posicién de la discontinuidad y el valor de la solucién fuera de la
discontinuidad serdn tratados de manera separada. Este método de las direcciones de des-
censo alternantes es la primera aportacién novedosa de esta memoria [20]. Por tltimo se
ilustraré la eficiencia de esta nueva estrategia con algunos test numéricos.

3.1. Introduccién

El control éptimo Ecuaciones en Derivadas Parciales (EDP) y en concreto de leyes
de conservacién hiperboélicos es un tema complejo desde un punto de vista tedrico [118]
que requiere un considerable esfuerzo computacional.

43
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El propésito de este capitulo es presentar y discutir las aproximaciones a este proble-
ma y las dificultades que presentan en el contexto de un modelo simple de una ecuacién
unidimensional como la ecuacién no viscosa de Burgers. Sin embargo, la mayoria de
los resultados se pueden extender a ecuaciones mds generales con flujos convexos.
Mostraremos que los métodos de descenso desarrollados sobre la base de los enfoques
actuales producen sucesiones minimizantes altamente oscilantes cuya convergencia es
muy lenta. Luego, a lo largo de este capitulo, introduciremos una nueva estrategia de
optimizacién a la que denominaremos método de las direcciones de descenso alternantes,
que esta bien adaptada a la presencia de discontinuidades en la solucién, y que ex-
hibe buenas propiedades de descenso. Es mds, como se mostrara en los experimentos
numéricos, el nuevo método que proponemos es mucho més robusto y eficiente en un
numero significativo de iteraciones del método de descenso.

Para ser mas precisos, dado un horizonte de tiempo T > 0, consideramos el ecuaciéon
no viscosa de Burgers:

u(x,0) =u’(x), x€R. G-

{ d+d(5) =0, enRx(0,T),

Dado una funcién objetivo u? € L?(R) que asumimos tiene un soporte compacto

con el objeto de simplificar la demostracién, consideramos la funcién de coste a ser
minimizada ] : L'(R) — R, definida por

J(u) = /R u(x, T) — u ()2 dx, (3.2)

donde u(x, t) es la solucién que verifica la condicién de Oleinik (o de entropia gener-
alizadas) de (3.1). Aunque este capitulo estd dedicado a esta particular eleccién de |,
la mayoria del andlisis y los algoritmos numéricos se pueden adaptar a muchos otros
funcionales y problema de control (ver por ejemplo [53] donde la variable de control es
la nolinealidad de la ley de conservacién escalar).

También introducimos un conjunto de valores iniciales admisibles ¢,; C L'(R),
que definiremos mas adelante con objeto de garantizar la existencia del minimo para el
siguiente problema de optimizacién. Encontrar u%™ € 7/, tal que

J (O™ = mingo gy, J(u0). (3.3)

Este es uno de los tipos de problemas de optimizacién que generalmente se encuen-
tran en el contexto de los problemas de disefio 6ptimo aerondutico [42]. En esta literatu-
ra, estos problema se denominan problemas de disefio inverso, en los cuales el objetivo
es localizar la superficie aerodindmica que produce una determinada distribucién de
presiones sobre ella. El punto débil de estas técnicas es que es necesario un disefiador
experimentado que decida cual debe ser la distribucién de presiones objetivo.

Como veremos, la existencia de minimizadores se puede establecer facilmente bajo
ciertas condiciones sobre U,;. Sin embargo, la unicidad es falsa en general, debido a la
posible presencia de discontinuidades en la solucién de (3.1) y la falta de convexidad
del funcional.

En aplicaciones préacticas, a través de la simulacién numérica, es necesario reem-
plazar el problema de optimizacién continuo por la aproximacién discreta. Es entonces
natural considerar la discretizacién del sistema (3.1) y el funcional J. Si esto se hace
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de manera adecuada, cabe esperar que los minimizadores del problema aproximado
discreto proporcionen aproximaciones del minimo continuo en mallados lo suficiente-
mente finos. Hay sin embargo pocos resultados en el contexto de sistemas hiperbdlicos
de leyes de conservacion que prueben rigurosamente que los controles 6ptimos discre-
tos tienden hacia los continuos cuando el tamafio de malla tiende a cero.

Un objetivo importante de este capitulo es proporcionar un resultado de conver-
gencia basado en el empleo de las propiedades conocidas de los esquemas monétonos
conservativos y mas precisamente de aquellos que satisfacen la denominada one-sided
Lipschitz condition (OSLC) o condicién unilateral de Lipschitz.

En adelante denotaremos mediante 1, la aproximacién de u obtenida por una dis-
cretizacién admisible del sistema (3.1), con un tamafio de malla Ax y At para la dis-
cretizaci6n en espacio y tiempo, respectivamente. También denotaremos por J* una dis-
cretizacién de | y por U,g o una version discreta del conjunto de estados admisibles U4,;.
Finalmente, consideramos la discretizacién aproximada del problema de minimizacién

ominy _ .
]A(uAmm) = mmqueuﬂd,A]A(uOA). (3.4)

Para valores fijos del tamarfio de malla A, en la mayoria de los casos es facil probar la
existencia de minimizadores del problema discreto. Pero, incluso en ese caso, su conver-
gencia a medida que A — 0 es dificil de mostrar. Esto se hard, como se menciona més
arriba, en la clase de esquemas OSLC que garantizan las propiedades de compacidad
necesarias.

Desde el punto de vista practico es sin embargo mas importante ser capaz de de-
sarrollar algoritmos eficientes para calcular aproximaciones precisas de los minimos
discretos. Esto no es siempre una tarea facil debido al gran niimero de parametros in-
volucrados, y la falta de convexidad del funcional en consideracién.

Los métodos més eficientes para aproximar minimizadores son los métodos basados
en los gradientes (maxima pendiente, métodos de gradiente conjugado, etc.). Notese
sin embargo que uno de los principales inconvenientes de estos métodos es que no
distinguen minimos locales de minimos globales. Esta es una dificultad afiadida en pro-
blemas con muchos minimos locales, y esta situacién no puede ser excluida en este caso
debido a la dependencia no lineal del estado con respecto del dato inicial.

En cada iteracién la direccion de descenso se calcula mediante el gradiente del fun-
cional con respecto del control, en este caso el dato inicial. Entonces la sensibilidad del
funcional coste discreto J* con respecto a u{ depende de la sensibilidad de la solucién
del esquema numérico usado para discretizar (3.1), con respecto a u3, lo que implica en
la practica un ntimero infinito de pardmetros, uno para cada punto de la malla. Por lo
tanto, en la practica, calcular la sensibilidad de la funcién de coste requiere diferenciar
el esquema numérico respecto del dato inicial.

Cuando consideramos un esquema numérico diferenciable el estado cldsico adjun-
to proporciona un atajo a la hora de calcular las derivadas con respecto de todos los
pardmetros de control (puntos de la malla en este caso).

Pero para grandes y complejos sistemas, como las ecuaciones de Euler en tres di-
mensiones, los métodos numéricos mds eficientes (upwind, Godunov, Roe, etc.) no son
diferenciables (ver por ejemplo [47] o referencias més précticas como [52]). En este caso,
el gradiente del funcional no esta bien definido y no hay un modo natural y sistematico
de calcular esas variaciones.
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Para resolver esta dificultad, serfa natural explorar la posibilidad de emplear méto-
dos basados en optimizacién no-suave, hasta ahora poco utilizadas en este contexto.
Por el contrario, los siguientes dos enfoques si han sido desarrollados: la diferenciacién
automadtica, que basicamente consiste en diferenciar el esquema numérico (incluso si no
es diferenciable), diferenciando linea a linea del c6digo computacional (ver por ejem-
plo [83, 25]). Este enfoque frecuentemente produce oscilaciones que son precisamente
debidas a la falta de diferenciabilidad. El segundo enfoque, denominado enfoque con-
tinuo consiste en proceder en los siguientes pasos: primero volver al sistema continuo
(3.1), linealizarlo y obtener una direccién de descenso del funcional continuo | y en-
tonces desarrollar una aproximacién numérica de la direccién de descenso con los valo-
res discretos proporcionados por el esquema numérico. Por supuesto la validez de esta
aproximacién para la direccién de descenso del problema discreto no esta asegurada.

Pero el enfoque continuo debe hacer frente a importantes dificultades técnicas que
aparecen cuando la solucién desarrolla discontinuidades de choque, como en el contex-
to de las leyes de conservacion hiperbdlicas que se consideran en este capitulo. Es mds,
la diferenciacién formal de la ecuacién del estado continuo nos lleva a

0rbu + dx(ubu) = 0. (3.5)

Pero esto solo estd justificado cuando el estado u sobre el que son calculadas las
variaciones, es lo suficientemente suave y en particular continuo. En particular, esto
no estd justificado cuando las soluciones son discontinuas debido a los términos sin-
gulares que aparecen en la linealizacién sobre la posicién del choque. Por lo tanto, en
las aplicaciones al control éptimo también debe tenerse en cuenta la sensibilidad con
respecto a la localizacién del choque. Esto ha sido estudiado por diferentes autores con
diferentes planteamientos (ver [108, 45, 15]). La conclusién es que el sistema linealizado
cldsico para la variacién de la solucién debe ser complementado por nuevas ecuaciones
derivadas de la contribucién del choque.

Estos temas han sido objeto de una investigacién intensiva. Sin embargo, no hay to-
davia una receta sistematica sobre el mejor método posible y los diferentes métodos em-
pleados llevan a diferentes conclusiones dependiendo del problema en consideracién.
Esto es debido al hecho de que dos aspectos relacionados pero diferentes se han tratado
de manera simultanea sin distinguir lo suficiente el uno del otro: a) la falta de regulari-
dad de las soluciones de las ecuaciones del estado continuo hacen dificil la justificacién
de la linelizacién y afiade algunos términos no esperados a la derivada clasica del fun-
cional para tener en cuenta la contribucién del salto, y b) los esquemas numéricos son
no diferenciables.

El segundo objetivo de este trabajo es proponer una nueva metodologia, que com-
bine los diferentes métodos existentes y que, no s6lo tenga en cuenta la presencia de
choques sino que incluso pueda sacar ventaja de este hecho, en particular, se emplearan
resultados que permiten derivar la linealizacién correcta del sistema en presencia de
choques. Luego se derivara el sistema adjunto, que contiene una condicién de contorno
interna a lo largo del choque, la cual ha sido denominada en la literatura como condi-
cién interna de contorno para el esquema adjunto (ver [42] donde se considera el caso
Euler quasi-1D estacionario). Desde el punto de vista numérico, el uso de este sistema
adjunto hace el método mds eficiente, debido a que tiene en cuenta explicitamente la
sensibilidad de la solucién con respecto de variaciones en el choque. Pero aplicado di-
rectamente (con la ayuda de la nocién de vectores tangentes generalizados [15, 16]) el
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método de descenso, en cada paso de la iteracién, afiade una nueva discontinuidad al
estado, aumentando la complejidad de la solucién.

Para solucionar esta dificultad, en el presente trabajo, se propone el nuevo método de
las direcciones de descenso alternantes que en el proceso iterativo alterna las direcciones de
descenso entre aquellas que varian la posicién del choque y aquellas que no lo mueven y
solo afecten a la forma de la discontinuidad lejos del choque, de tal modo que el ntimero
de choques no se incremente, manteniendo la complejidad global de las soluciones.

Las ecuaciones continuas linealizadas en presencia de choques solamente estan bien
entendidas en situaciones sencillas: leyes de conservacién escalar 1-d (ver [12], [35]) con
la ayuda de nociones de dualidad y soluciones reversible, con valor de medida, el caso
multidimensional de leyes de conservacién bajo condiciones adicionales tipo Lipschitz
unilateral [13], y también cuando se sabe a priori que el choque esta localizado en una
Unica curva regular, o una hipersuperficie en mayores dimensiones (ver [16, 15, 108]
para problemas 1-d), y en el caso multidimensional [78, 84] donde se consideran sis-
temas generales de leyes de conservacién en mayores dimensiones). También nos referi-
mos a [45] para un andlisis de la linealizacién para perturbaciones multi-dimensionales
de leyes de conservacién escalares 1-d. Pero los principios generales del método de las
direcciones de descenso alternantes que se propone en este trabajo tiene una aplicacién mu-
cho mds amplia, pudiendo ser empleados también en problemas en los que la posible
estructura de los choques o singularidades de la solucién no esta del todo entendida.

Este capitulo se divide de la siguiente manera: en la seccién 3.2 se estudia la existen-
cia de minimizadores para el problema (3.3). En la seccién 3.3 se analiza la convergen-
cia de minimos discretos obtenidos mediante la discretizaciéon de la funcién de coste y
del sistema (3.1) por medio de esquemas OSLC. En la seccién 3.6.1 se repasan algunos
resultados conocidos sobre la sensibilidad de los funcionales continuos mediante la lin-
ealizacién del sistema (3.1) en presencia de un choque. En la seccién 3.4 se propone el
nuevo método de las direcciones de descenso alternantes empleados en el marco continuo.
En la seccién 3.6 se discuten métodos mads cldsicos de descenso basados en el esquema
continuo y en el esquema discreto. Finalmente en la seccién 3.7 se presentan algunos
experimentos numéricos que confirman la eficiencia de la nueva estrategia introducida
en este trabajo. En la seccién 3.8 se presentan los algoritmos.

3.2. Existencia de minimizadores

En esta seccién se prueba que, bajo ciertas condiciones en el conjunto de datos ad-
misibles para las condiciones iniciales U,4, existe al menos un minimizador de la funcién
J definida por (3.2).

Para simplificar la presentacién, consideramos la clase de datos iniciales admisibles
uad:

Una = {f € L=(R), sop (f) C K, [[fllo < C}, (3.6)

donde K C R un intervalo cerrado y acotado y C > 0 una constante positiva dada.
Noétese sin embargo que los mismos resultados tedricos y estrategias de descenso se
pueden aplicar a una clase de conjuntos admisibles mucho més amplia.

Teorema 5. Supongamos que u’ € L*(R) y que U, estd definida en (3.6). Entonces el problema
de minimizacién
minuoeuad](”o)/ (3.7)
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tiene al menos un minimizador u>™"M € U, ;. La unicidad es en general falsa para este tipo de
problemas de optimizacion.

Demostracion. En primer lugar probamos la existencia. Sea u € U,y una sucesién de
minimizante de J. Entonces u!, por definicién de U, , estd acotada en L™ y existe una
subsucesién, denotada por u9, tal que u9 — 19 debil-* en L*®. Es mas, u? € U,,.

Sean uy(x,t) y u«(x,t) la solucién de entropia de (3.1) con datos iniciales u) y u?
respectivamente. Asumiendo que

un(, T) — us(-,T), enL?(R), (3.8)

entonces, claramente,
inf J(u®) = lim J(uf)) = J(u)),

udeldyy n—oo

y deducimos que u? es un minimizador de J.

Por lo tanto, el aspecto clave es probar el resultado de convergencia fuerte (3.8).
Para ello es necesario realizar dos pasos: a) La compacidad relativa de u, (-, T) en L2.
Teniendo en cuenta la estructura de U,; y usando el principio méximo y la velocidad
finita de propagacion que verifican las soluciones de entropia, es facil ver que el soporte
de todas las soluciones en tiempo t = T, estd uniformemente incluido en el mismo
conjunto compacto de R. Por lo tanto, es suficiente probar la compacidad en L? . Esto
se obtiene de la condicién unilateral de Lipschitz de Oleinik

u(x, t) —u(y,t) < 1’ (3.9)
xX—y t
la cual garantiza una cota uniforme de la norma BV de u,(-, T), locamente en espacio
(ver [14]). La propiedad de compacidad necesaria es entonces una consecuencia de la
compacidad de BV (I) C L?(I), para todo intervalo acotado I. b) La identificacién del
limite como la solucién de (3.1) con valor inicial 4. Esto puede ser probado usando la
compacidad, pasado al limite en la formulacién variacional de (3.1). Remitimos a [33]
para una descripcion detallada de este proceso limite en una situacién mas delicada
donde el dato inicial converge a una delta de Dirac. Esto completa la prueba de la exis-
tencia de al menos un minimizador.

A continuacién probemos que la unicidad es en general falsa en este tipo de pro-
blemas de optimizacién. En concreto, se probara que hay funciones objetivo u? para las
cuales existen dos minimizadores diferentes u{ y ) tales que las soluciones correspon-
dientes u, para j = 1,2 satisfacen u;(T) = u, j = 1,2 de tal modo que el minimo valor
de | es cero. Esto es siempre posible tan pronto como trabajemos con soluciones que
tienen choques. Por ejemplo,

six<t—1/2,
1 ix < -
up (x, 1) = six<t/2, () =4 (x—1/2)(t—1) sit—1/2<x<1/2,
0 six>t/2, .
0 six >1/2,

son dos soluciones de entropia diferentes para las cuales uy(x, T) = up(x, T)en T = 1.
Por lo tanto si tomamos T = 1y u?(x) = u;(x,1) entonces existe dos valores iniciales
diferentes u{(x,0) y u3(x,0) para los cuales | alcanza su minimo. Notese que esto es
imposible dentro de una clase de funciones suaves por unicidad retrograda.

Nétese que u“ no pertenece a L?(R) pero, el mismo argumento es valido si u? se
trunca para tomar valor cero en el infinito. O

d
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Comentario 6. La prueba anterior es en efecto bastante general y puede ser adaptada a otros
problemas de optimizacién con otros funcionales | y para otros conjuntos U,y de datos iniciales
admisibles. En particular puede adaptarse a conjuntos de datos iniciales admisibles de la forma

Una = {f € L'(R), sop(f) C K, ||fll1 < C}.

3.3. El problema de minimizacién discreto

El propésito de esta seccién es mostrar que un minimizador discreto obtenido a
través de un esquema numérico para (3.1) que satisfaga la propiedad OSLC, converge
a un minimizador del problema continuo a medida que el tamarfio de la malla tiende
a cero. Esto justifica, en este caso particular, la practica usual en la ingenierfa de reem-
plazar el funcional y modelo continuo por uno discreto para calcular una aproximacién
del minimizador continuo.

Introduzcamos una malla de R x [0, T| dada por (xj, t”) = (jAx,nAt) (j = —oo, ..., 00;
n = 0,..,N+1 de tal manera que (N + 1)At = T), y sea u}? una aproximacién de
u(x;j,t") que viene de una discretizacion apropiada de la ecuacion (3.1).

Consideremos la siguiente aproximacién del funcional | en (3.2):

(&)
Pl =55 Y -y, (3.10)
j=—00
donde 1 = {u?} es el dato inicial discreto y u4 = {u?} es la discretizacion del objetivo
d

u® en x;. Una elecciéon comun consiste en tomar,
1 Xjt1/2
u? = A—x/ ul (x)dx, (3.11)
X

j—1/2

donde x]':tl/Z = x]‘ + AX/Z

Ademas introducimos una aproximacién de la clase de datos iniciales admisibles
Uyq denotados por UZ%, y que estén constituidos por sucesiones pp = {¢ j}jez para las
cuales la funcién interpolacién constante a trozos asociada, denotada como ¢,, esta
definida por

Pa(x) = @j, Xj—1/2 <X < Xji1/2,

y satisface pa € Uyy. Obviamente, U2, coincide con la clase de vectores discretos apoya-
dos en los indices j para los cuales x; € K'y de modo que la norma L™ estd acotada por
la misma constante C.

Finalmente introducimos un esquema conservativo de aproximaciéon numérica de
3-puntos para (3.1):

At

1 .
W = = A (g = 8lap) =0 A=  JE€Ln=0,..N, (312

donde,
n _ n n
8jv12 = g(”j’”jH)I
y g es el flujo numérico. Estos esquemas son consistentes con (3.1) cuando g(u, u) =

u? /2. Cuando la funcién

H(u,0,w) = v = A(g(u,v) - g(v,w))
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es una funcién monétona creciente en cada argumento, el esquema se dice que es moné-
tono. Hay esquemas particularmente interesantes debido a que la solucién discreta que
proporcionan converge a las soluciones débiles de entropia de la ley de conservacién
continua, a medida que el paso de la discretizacién tiende a cero, bajo una condicién
adecuada de CFL (ver Ref. [46], Chp.3, Th. 4.2).

Para cada Ax > 0 es muy fdcil ver que la analogfa discreta del Teorema 5 se mantiene.
En efecto esto es automatico en el presente caso pues U/ aAd s6lo emplea un niimero finito
de puntos de la malla. Pero pasando al limite, en la medida que Ax, At — 0 se requiere
un tratamiento mds cuidadoso. En efecto, para que eso sea hecho, es necesario asumir
que el esquema bajo consideracion satisface la condicién OSLC, la cual es una versiéon
discreta de la condicién de Oleinik,

Wi 1

< —, 3.13
Ax — nAt ( )

Entonces consideramos el siguiente problema de minimizacién discreto: Encontrar
0,min
U, tal que

TA (uminy = min, g ¢y J4 (13- (3.14)

Es bien conocido que los esquemas de Godunov, Lax-Friedfrichs y Engquits-Osher sat-
isfacen esta condicién de OSLC. Referimos a [14] para una discusién sobre este tema
y también para la construccién de un método de segundo orden MUSCL que satisface
OSLC.

Teorema 7. Supongamos que la aproximacion numérica u'y estd obtenida a través del empleo de
un esquema numérico monétono conservativo consistente con (3.1) y satisfaciendo la condicion
OSLC.

Entonces:

» Para todo Ax, At > 0, el problema discreto de minimizacion (3.14) tiene al menos una
solucion uy™" € U,

» Cualquier punto de acumulacion de u%min con respecto de la topologia debil —x en L,
como Ax, At — 0 (con At/Ax = A fijado bajo una condicién de CFL adecuada), es un
minimizador del problema continuo (3.7).

Comentario 8. La mayoria de los esquemas numéricos conservativos de 3 puntos derivados para
aproximar (3.1) satisfacen la hipotesis del Teorema 7. Este es el caso particular de los esquemas de
Lax-Friedrichs, Engquist-Osher o Godunov cuyos flujos numéricos para la ecuacién de Burgers
son, respectivamente,

w40 v—u

LF _
g (u0) = 1 T (3.15)
GOy — Mt ol —lo]) 16
4 4
. 2 .
o) = {mmwe[urv]w /2, siu<w, (3.17)

M&X e u,0] w?/2, siu>o.

Demostracion. (del Teorema 7) La existencia de minimizadores discretos de la primera
parte del Teorema es obvia en este caso debido a que estamos trabajando con problema
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de dimensién finita. En realidad, en este punto la propiedad OSCL no es necesaria.
Sin embargo, en situaciones mas generales (para otras clases de controles admisibles
discretos) podemos aplicar el mismo argumento de la prueba del Teorema 5 basado en
la propiedad OSLC y en estimaciones BV (ver Ref. [14]).

El segundo enunciado es menos trivial y requiere de la propiedad OSLC para garan-
tizar la compacidad de la solucién numérica cuando Ax, At — 0.

Seguiremos un argumento estdndar de I'-convergencia. El ingrediente clave es la
propiedad de continuidad: Asumiendo que u}, € U~ satisface uQ, — u® en L®(R)
con respecto a la topologia debil—*, entonces

JA(u}) — J(u°).

Esto es debido al hecho de que la condicién OSLC garantiza cotas BV locales uniformes
en la solucién discreta, y la velocidad finita de propagacién en vista de la clase de datos
iniciales % que estamos considerando y la compacidad de la inclusién BV en L? en
intervalos acotados (ver Ref. [14]) la cual garantiza que uIX 1 u(,,T) en L2(R), bajo
la condicién de CFL que garantice la convergencia del esquema numeérico, y su mono-
tomia.

0,min
A

Ahora, sea #1° € U,y un punto de acumulacién de u cualquiera con respecto de

la topologia débil—x. Para simplificar la notacién, denotaremos por qu,mm la subsuce-

sion para la cual u3™™ — 19, débilmente—* en L (R), a medida que Ax — 0. Sea

v € Uyy cualquier otra funcién. Vamos a probar que
J(@°) < J (). (3.18)

Para hacer esto construimos una sucecién v} € U2 tal que vQ — 0% en LI(R),
cuando Ax, At — 0 (podemos considerar en particular la aproximacién en (3.11)).
Teniendo en cuenta la propiedad de continuidad anterior, tendremos lo siguiente:

J(0°) = lim JA(R) > lim JA ™) = J(a°),

lo cual prueba (3.18). O

Comentario 9. El Teorema 7 se refiere a minimos globales. Sin embargo, los funcionales conti-
nuos y discretos pueden tener minimos locales. Extender este tipo de resultado de T'-convergencia
a minimos locales requiere desarrollos mds complejos.

3.4. Analisis de la sensibilidad: el enfoque continuo

En esta seccién nos centraremos en la formulacién continua para obtener una direccién
de descenso del funcional discreto J2.

Dividiremos esta seccién en cuatro secciones mas: en la primera se considerara el ca-
so en el que la solucién u de (3.1) no presenta choques, en la segunda y tercera secciones
analizaremos respectivamente la sensibilidad de la solucién y el funcional en el caso de
un tnico choque situado sobre una curva regular y, finalmente, en la dltima seccién se
propondran diferentes métodos para obtener direcciones discretas de descenso.
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3.4.1. Sensibilidad sin choques

En esta seccién se dard una expresion para la sensibilidad del funcional | con res-
pecto del dato inicial basado en el calculo clasico del adjunto para soluciones suaves. En
primer lugar presentamos el calculo formal y luego mostramos cémo justificarlo cuando
trabajamos con soluciones clasicas para (3.1), es decir, cuando no hay discontinuidades.

Sea C}(R) el conjunto de funciones C! con soporte compacto y sea u? € C}(R)
un dato inicial dado para el cual existe una solucion clasica u(x, t) de (3.1) en (x,t) €
R x [0, T], la cual puede ser extendida a una solucién cldsicaen t € [0, T 4 7] para algan
T > 0. Nétese que ésto impone algunas restricciones sobre #” ademés de ser suave. Mas
precisamente, debemos tener T + 7 < —1/min(min,u? (x),0) para garantizar que dos
caracteristicas diferentes no se crucen en el intervalo de [0, T + 7. Sea 6u® € C}(R)
cualquier posible variacién de dato inicial u°. Por la velocidad finita de propagacién,
esta perturbacion s6lo afecta a la soluciéon en un conjunto acotado de (x,t) € R x [0, T'.
Esto simplifica el argumento que presentamos a continuacién.

Entonces, para ¢ > 0 suficientemente pequefio, la solucién u®(x, t) correspondiente
al dato inicial

us0(x) = ul(x) + esu®(x), (3.19)

es también una solucién clasica en (x,t) € R x (0,T) y u¢ € C}(R x [0, T]) se puede
escribir como

u® = u+edu+o(e), con respecto de la topologia C?, (3.20)

donde la funcién éu es la solucién de la ecuacién linealizada,

010U + 9y (udu) =0,
{ Su(x,0) = su®(x). (321)
Sea &) la derivada de Gateaux de ] en 1 en la direcciéon 5u”. Se tiene que
5] = / (u(x, T) — u (x))6u(x, T) dx, (3.22)
R

donde 6u resuelve el sistema linealizado (3.21). Ahora, introducimos el sistema adjunto

—0ip —udyp =0,
{ p(x,T) = pT(x), (3:23)

donde pT = u(x, T) — u?(x). Multiplicando la ecuaciéon que satisface su por p e in-
tegrando por partes, y teniendo en cuanta que p satisface (3.23), facilmente se puede
obtener

/R(u(x, T) — uf(x))du(x, T) dx = /R p(x,0)6u° dx. (3.24)

Por lo tanto, 6] se puede escribir como,

8] = /R p(x,0)6u°(x) dx. (3.25)

Esta expresion proporciona un modo sencillo de calcular la direccién de descenso
para el funcional continuo |, una vez se haya calculado la ecuacién adjunta. Simple-
mente se debe tomar

su’ = —p(x,0). (3.26)
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Bajo los supuestos de arriba sobre Y, los valores de u, du, y p se pueden obtener de
los datos u%(x), 5u®(x) y pT (x) por medio de las curvas caracteristicas asociadas a (3.1).
A continuacion se explica brevemente este hecho.

Las curvas caracteristicas asociadas a (3.1) estan definidas por

() = u(tx(t)), te(0,T); x(0) = xo. (3.27)
Se trata de lineas rectas cuyas pendientes dependen del dato inicial:
x(t) = xg + tul(xp),  t€(0,T).

Como se trata de soluciones clésicas, u es contante a lo largo de dichas curvas. Por
hipétesis: dos curvas caracteristicas diferentes no se cortan una con otraen R x [0, T +
7|. Esto también permite definir u en R x [0, T + 7], de un modo tnico, a partir del dato
inicial.

Para ¢ > 0 suficientemente pequefo, la solucion u°(x, t) correspondiente al dato ini-
cial (3.19) tiene caracteristicas similares a u. Esto permite garantizar que dos lineas carac-
teristicas no se intersectaran cuando 0 < t < T si ¢ > 0 es lo suficientemente pequefio.
Nétese que u¢ puede ser discontinua para t € (T, T + 7] si u® genera una discontinuidad
ent = T + T pero esto es irrelevante para el analisis en [0, T| que estamos llevando a
cabo. Por lo tanto u*(x, t) es también una solucién clasica en (x,t) € R x [0, T] y es facil
ver que la solucién u® puede escribirse como (3.20) donde éu satisface (3.21).

El sistema (3.21) se puede resolver utilizando caracteristicas. En efecto, como u es
una funcién regular, la primera ecuacién de (3.21) se puede escribir como

0rbu + udy6u = —dy (1) bu, (3.28)
es decir,
%M(x(t), £) = — 9 (u)su, (329)

donde x(t) son las curvas caracteristicas definidas por (3.27). Por lo tanto, la solucién éu
a lo largo de la linea de caracteristica se puede obtener de 5u” resolviendo la ecuaciéon
diferencial, esto es

5u(x(t), £) = 5u°(xo)exp (— /Ot axu(x(s),s)ds> :

Finalmente, el sistema adjunto (3.23) se resuelve también mediante caracteristicas, es
decir

p(x(t),t) = p" (x(T)).

Esto proporciona la direccién de maxima pendiente en (3.26) para el funcional con-
tinuo.

Comentario 10. Ndtese que para soluciones cldsicas la derivada Gateaux de | en u® estd da-
da por (3.25) y esto proporciona una direccién obvia de descenso de | en u°, dada por su° =
—p(x,0) € C}(R). Sin embargo, esto no es muy iitil en la prdctica, pues incluso si inicializamos
el algoritmo iterativo de descenso con una u® suave, no podemos garantizar que la solucion per-
manecerd cldsica a lo largo de todo el proceso iterativo.
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3.4.2. Sensibilidad del estado en presencia de choques

En esta seccién recogemos algunos resultados existentes sobre la sensibilidad de la
solucién de leyes de conservacién en presencia de choques. Seguiremos el analisis en
Ref. [16] pero se pueden encontrar resultado similares en diferentes formas y grados de
generalidad en, por ejemplo, Ref. [8, 12, 35, 108] o Ref. [45].

Nos centramos en el caso particular de soluciones que tienen un tinico choque, pero
el andlisis puede extenderse a sistemas unidimensionales més generales de leyes de
conservacion con un nimero finito de choques que no interactuen (ver Ref. [16]). La
teorfa de dualidad y soluciones reversibles desarrollada en Ref. [12] y [35] es una de las
guias para obtener resultados mds generales.

Introduciremos las siguientes hipétesis:

(H) Asumiremos que u(x,t) es una solucioén débil entrépica de (3.1) con una discon-
tinuidad a lo largo de la curva regular £ = {(t,¢(t)),t € [0, T|}, la cual es Lipschitz
continua fuera de X. En particular, satisface las relaciones de Rankine-Hugoniot en X:

o' (D)ulpy = [,ﬂ /2} " (3.30)

Aqui hemos empleado la notacién, [v]x, = v(xg) — v(x, ) para el salto en x( de una
funcién constante a trozos v con una discontinuidad en x = x.

Notese que L divide R x (0, T) en dos partes: Q~ y QT, los subdominios de R x
(0,T) alaizquierda y a la derecha de X.

t
= ad

t=0

Figura 3.1: Subdominios Q™ y Q.

Como se puede ver, en presencia de choques, para tratar correctamente los proble-
mas de control 6ptimo y disefio, el estado del sistema tiene que ser estudiado como un
par (1, ¢) combinando la solucién de (3.1) y la posicion del choque ¢. Esto es relevante
en el andlisis de la sensibilidad del sistema para aplicar un algoritmo de descenso.

Consideramos por tanto que el par (u, ¢) satisface el sistema

2

di 4+ 0x(%5) =0, en Q- UQT,
@' (t) [u}qa(é) = [u?/2] ), t€(0,T), (3.31)
®(0) = ¢°,

u(x,0) = ul(x), en {x < @’} U {x > ¢°}.
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Ahora analizaremos la sensibilidad de (1, ¢) con respecto de perturbaciones del da-
to inicial, en particular, con respecto a variaciones 6u® del perfil inicial u° y 5¢° de la
posicién del choque ¢°. Para ser mds precisos, adoptamos un marco funcional apropia-
do basado en la generalizacién de los vectores tangentes introducidos en [8].

Definiciéon 11. Sea v : R — R una funcion Lipschitz continua y constante a trozos con
una vnica discontinuidad en y € R. Sea L, la familia de todas las trayectorias continuas 7y :
[0,e9] — LY(R) con

1. y(0) = vy &y > 0 posiblemente dependiente de 7.

2. Para cualquier ¢ € [0, €g) la funcion u® = y(e) es una funcién Lipschitz constante a
trozos con una unica discontinuidad en x = y°, dependiendo de manera continua en € y de
modo que existe una constante L independiente de € € [0, e tal que

|o°(x) = o (x)| < Lx — x|,

siempre que y° ¢ [x, x'].
Es mds, definimos el conjunto T, de vectores tangentes generalizados de v como el espacio de
(6v,8y) € L' x R para el cual la trayectoria Y (s0,5y) dada por

0+ &80 + [0]y X[ytesy,y) 5i Oy <O,

7(5'0,6y)(5> = { v+ ebv — [U}y X{yy--c89] si 5y >0, (3.32)

satisface ¥ (5y,5y) € Lo-
Finalmente, consideremos la relacién de equivalencia ~ definida sobre L, por

A
y ey sy solos i 1) = Y @l
E—

=0.

Decimos que una trayectoria 'y € L, genera el vector tangente generalizado (6v,dy) € T,
siy es equivalente a7y sy, s,), como en (3.32).

Comentario 12. La trayectoria ¥ (s,,s,) € Lo en (3.32) representa una aproximacion de orden
uno de la variacion de una funcion v que afiade una funcion de perturbacion edv y desplaza la
discontinuidad de £by.

Nétese que, para un valor dado de v (funcién Lipschitz continua a trozos con una iinica
discontinuidad en y € R), los vectores tangentes generalizados asociados (v, 6y) € T, son
aquellos pares para los cuales bv es Lipschitz continua con una tinica discontinuidad en x = y.

Sea u’(x) el dato inicial en (3.31) que suponemos Lipschitz continuo a ambos la-
dos de una discontinuidad situada en x = ¢°, y sea un vector tangente generaliza-
do (6u®,6¢°) € L! x R para todo 0 < T. Sea u%® € X, una trayectoria que genere
(6u®,5¢°). Para ¢ suficientemente pequefio la solucién u¢(-, ) de (3.31) es Lipschitz
continua con una tnica discontinuidad en x = ¢°(t), para todo t € [0, T]. Por lo tanto
u¢(-,t) genera un vector tangente generalizado (du(-,t),5¢(t)) € L' x R. Es més, en [8]
se prueba que satisface el siguiente sistema linealizado:

010U + 9y (udu) =0, enQ- UQT,
8¢/ (1) 1l 1) + 00 (£) (&' (1) 1] o) — (3] 1))

+¢! (D)[61] (4 — [u6U] 5y = 0, en (0, T), (3.33)
su(x,0) =ou’, en{x <’} U{x> "},
5¢(0) = 5¢°,

con el dato inicial (5u°, 5¢°).
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Comentario 13. El sistema linealizado (3.33) se puede obtener, al menos formalmente, por un
argumento de perturbacién en dos pasos: primero hacemos el cambio de variables X = x — @(t)
que transforma el sistema (3.33) en un nuevo sistema acoplado pero en un dominio fijo {x <
0} U{x > 0}, y donde la variable ¢ entra en la ecuacion que satisface u a ambos lados de
X = 0. Luego, introducimos una perturbacion del dato (u?, 9?) = (u°, °) + (61, 5¢°) y
calculamos las ecuaciones para el primer orden de perturbacion de la solucion. Este es el punto
de vista mds comiin al estudio de la estabilidad linealizada de choques. Véase [45] para una
descripcion detallada de este método en el caso escalar y [78], [84] para sistemas de conservacién
mds generales en mayores dimensiones.
De este modo, podemos obtener formalmente la expansion

(e, ) = (u, @) + e(bu, 5¢) + O(e%).

Sin embargo, esta expansion solo estd justificada para leyes de conservacion escalares en una
tinica dimension de la forma

orut+0x(f(u)) =0,

cuando la funcién f € C' es convexa. En este caso, es posible establecer resultados de diferencia-
bilidad de la solucién u con respecto de pequefias perturbaciones del dato inicial u® y la posicion
de la discontinuidad @O (ver [35]). Para una situacion mds general esta diferenciabilidad ha sido
probada sélo en el sentido débil, como en [16] para sistema de leyes de conservacion, o en [108],
para ecuaciones escalares en varias dimensiones espaciales.

Comentario 14. El sistema linealizado (3.33) tiene una iinica solucién que puede ser calculada
en dos pasos. El método de las caracteristicas determina du en Q~ U QT, es decir, fuera de ¥,
a partir del dato inicial 5u°, por el método de las caracteristicas (nétese que el sistema (3.33)
tiene las misma caracteristicas que (3.31)). Esto proporciona el valor de u y u, a ambos lados del
choque L y permite determinar los coeficientes de la EDO que satisface 5. Luego resolvemos la
ecuacién diferencial ordinaria para obtener d¢.

3.4.3. Sensibilidad del funcional | en presencia de choques

En esta seccion se estudiard la sensibilidad del funcional | con respecto de varia-
ciones asociadas con el vector tangente generalizado en la seccién anterior. En primer
lugar se define la generalizacién de la derivada Gateaux que tiene en cuenta estas varia-
ciones.

Definicién 15. (Ref. [16]) Sea | : L'(R) — R un funcional dado y u® € L'(R), Lipschitz
continua con una discontinuidad en x = ¢°, y un dato inicial para el cual la solucién de (3.1)
satisface la hipétesis (H). Decimos que | es diferenciable Gateaux en u® en un sentido generali-
zado si para cualquier vector tangente generalizado (5u°, 5¢°) y cualquier familia u%€ € X o
asociada a (5u®, 5¢°) existe el siguiente limite
5] = Tim 102 =J(0)
e—0 €
y s6lo depende de (u°, °) y (5u®, 5¢°). Esto es, no depende de la familia particular u%€ que
genera (6u®, 5¢0).
El limite &] es la derivada Gateux generalizada de ] en la direccion (5u®, 5¢°).
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El siguiente resultado proporciona un modo sencillo de caracterizar la derivada
Gateaux generalizada de | en términos de la solucién del problema adjunto asociado. En
[42] se obtiene un resultado similar en el contexto de sistemas de Euler casi-1D. En [15]
se muestra como esta generalizacion de la derivada Gateaux se puede emplear también
para obtener algunas condiciones de optimalidad en problemas de optimizacién seme-
jantes pero, en nuestro conocimiento, no ha sido empleado para desarrollar algoritmos
completos de descenso como el que se presenta aqui.

Proposicién 16. La derivada Gateaux de | se puede escribir como

o= ,0)6u° (x) dx +¢(0) ] 059", 3.34
J /{x<<p°}u{x>tp°} p(x, 0)8u(x) dx + 9(0)[u] 000 (3.34)

donde el par del estado adjunto (p, q) satisface el sistema

—0p —udxp =0, en Q- UQT,

(0,T) (3.35)

Comentario 17. El sistema (3.35) tiene solucion iinica. En efecto, para resolver hacia atrds
el sistema (3.35) debemos definir la solucion q en el choque X desde la condicion q' = 0, con el
valor final q(T) dado en (3.35). Esto determina el valor de p a lo largo del choque. Luego debemos
propagar esta informacién, junto con el valor de p en tiempo t = T a ambos lados de ¢(T'), por
caracteristicas. Como ambos sistemas (3.1) y (3.35) tienen las mismas caracteristicas, cualquier
punto (x,t) € R x (0, T) es alcanzado hacia atrds en el tiempo por una iinica caracteristica que
viene del choque X o del dato final en (x, T) (ver Figura 3.4 donde ilustramos esta construccion
en el caso de un choque localizado a lo largo de una linea recta, como ocurre en el problema
de Riemann). La solucién obtenida por este procedimiento coincide con la solucién reversible
introducida en Ref. [12, 35]

=

Figura 3.2: Lineas caracteristicas entrando en un choque y cémo se deben emplear para
construir la solucién del sistema adjunto a ambos lados del choque en su regién de
influencia.
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Comentario 18. Nétese que la sequnda, tercera y cuarta ecuaciones en (3.35) vienen, por dual-
idad, de las relaciones de Rankine-Hugoniot (3.30). Ademds, ellas son en realidad las condiciones
que permiten obtener una vinica solucién en (3.35). Son necesarias para determinar el valor de p
sobre L.

Las soluciones de (3.35) se pueden obtener también como limite de las soluciones de la
ecuacioén de transporte con viscosidad artificial dependiendo de un pequefio pardmetro e — 0,
—0ip —Udxp = €dxyp, inx€R, t€(0,T),

T . (3.36)
p(x, T) =p,(x), inxeR,

y una adecuada seleccion del dato inicial p} (x), dependiendo sobre n — oco. Mds precisamente,
sea pk (x) una sucesion de funciones Lipschitz continuas, acotadas uniformemente en BV o (R),
tal que

pu(x, T) = pT(x) = u(x, T) —u'(x), inLj,(R),

@(T)

pu(@(T),T)

Primero tomaremos el limite de las soluciones pe,, de (3.36) cuando ¢ — 0, para obtener la
solucién p, de

—op—udxp =0, enxeR, te(0,T),
p(x, T) = p,{(x), enx € R,

la llamada solucion reversible (ver Ref. [12]). Estas soluciones se caracterizan por el hecho de
que toman el valor p,(@(T),T) en la regién completa ocupada por las caracteristicas que se
encuentran el choque (ver Ref. [12], Th. 4.1.12). Por lo tanto, en particular ellas satisfacen las
27, 3%, 4" y 6% ecuaciones en (3.35). Es mds, p, — p a medida que n — oo, y p toma valor
constante en la region ocupada por las caracteristicas que cruzan con el choque. Nétese que, por
construccion, esta constante tiene el mismo valor para todas p, en esta regién. Por lo tanto, esta
solucién limite p coincide con la solucién de (3.35) construida mds arriba. Esto permite, en efecto,
extender la nocion de soluciones reversibles en Ref. [12] a datos que, sobre el punto x(T), estdn
completamente disconexos con los valores de p a ambos lados de él. Esto es precisamente debido
al punto de vista que hemos adoptado en el cual el estado linealizado tiene dos componentes
diferentes (du, 6¢). Por lo tanto el estado adjunto tiene también dos componentes (p,q) con
diferentes datos iniciales en tiempo t = T.

Comentario 19. En la expresion (3.34) para la derivada de | el choque del dato inicial aparece
10, Cuando u® no presenta un choque, obviamente, este término se cancela en 6]. Es sin embargo,
importante apuntar que esto es compatible con la posible aparicién de choques para tiempos
T € (0, T). En ese caso, este término singular no afecta aparentemente el valor de 8] pero en la
prdctica st lo hace. Es mds, en este caso el sistema adjunto tiene que ser escrito en la forma (3.35)
para T < t < T y posteriormente extendido al intervalo de tiempo (0, T) como el sistema cldsico
adjunto (3.23). Por lo tanto, la presencia de un choque no afecta el valor del estado adjunto p en
el tiempo inicial t = 0 y consecuentemente, ademds, el valor de 6].
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El sistema adjunto, estd entonces dado por

—op —udxp =0, en(x,t) €eRx(0,T)\L,
[Plz =0,
q(t) = ple(t), 1), ent € (7, T),
q'(t) =0, nte(TT) (3.37)
plx,T) = u(x, T) — I en{x<e(D}uU{x> ()}
q(T) = 2l [Lm)] @,

Vamos a comentar brevemente los resultados de la Proposicién 16 antes de dar su
prueba. La férmula (3.34) proporciona un modo obvio para calcular una direccién de
descenso de | en 1. Sélo debemos tomar

(8u°,5¢%) = (—p(x,0), —q(0)[u] ,0)- (3.38)

Aqui, el valor de ¢ debe ser interpretado como el desplazamiento 6ptimo diferencial
para la discontinuidad de u°.

Sin embargo, es importante subrayar que (6u”, 5¢°) no es un vector tangente ge-
neralizado en T, debido a que p(x,0) no es continua para todo x # °. En efecto,
p(x,t) toma el valor constante q(T) en la regiéon completa triangular ocupada por las
caracteristicas de (3.1) que se encuentran con el choque Z. Por lo tanto, p tendrd en
general dos discontinuidades a lo largo del contorno de esta regién (véase Figura 3.3).

Figura 3.3: Solucion u(x, t) de la ecuacién de Burgers con un dato inicial teniendo una
discontinuidad (izquierda) y adjunta que toma el valor constante en la regién ocupada
por las caracteristicas que se encuentran en el choque (derecha).

Esto es un importante inconveniente en el desarrollo de un algoritmo de descenso
para J. Si (6u%, 5¢°) es una direccién de descenso perteneciente a T, el nuevo dato
u%1e debe ser obtenido de u° siguiendo el camino asociado a esta direccién de descenso

0new _ u® + esu’ + [”O]wo X[0+¢5¢0,0] S 59" <0,
u 0 0 0 . 0
u? +edu’ — [u ](po X0, 00 +e50] S dp >0,

(3.39)

para algtin ¢ > 0 lo suficientemente pequefio, correctamente escogido. Nétese que, si
tomamos (3.38) como direccién de descenso (6u0, 6<p0), que no es vector tangente gene-
ralizado como se explicé mds arriba, el nuevo valor 1010 tondra tres discontinuidades:
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la primera que viene del desplazamiento de la discontinuidad u° en ¢° y dos mds pro-
ducidas por las discontinuidades de p(x, 0). Por lo tanto, en un proceso iterativo, el al-
goritmo de descenso ird creando mds y més discontinuidades incrementando de manera
artificial la complejidad de la solucién. Esto motiva el método de las direcciones alter-
nadas de descenso que proponemos, basado en la nociéon de gradientes generalizados,
pero que preserva bajo control la complejidad de las soluciones a lo largo del proceso
iterativo. Esto se realizard en la siguiente Seccién.
Terminamos esta seccién con la prueba de la Proposicién 16.

Demostracion. (de la Proposicién 16) Un célculo directo muestra que | es Gateaux dife-
renciable en el sentido de la Definicién 15 y que, la derivada Gateaux generalizada de |
en la direccién del vector tangente generalizado (5u0, 5(,00), estd dada por

(u(x, T) — uf(x))?

_ _d B
T = Jecomputasorry T~ Do T) l 2 ]q?T 2ot

(3.40)
donde el par (5u, 5¢) resuelve el problema linealizado (3.33) con dato inicial (5u°, 5¢°).
Ahora introducimos el sistema adjunto (3.37). Multiplicando la ecuacién de du por

p e integrando obtenemos

0 = /éiw(atsu + 0y (udu))p dxdt = — /Q (ep + udyp)ou dxdt

o
Su(x, T)p(x, T) dx — su’ ,0)d

+ /{ ot DR T) /{ gy PP 0)

*/):([5”P]z”t+ [udup|zny) dz, (3.41)

donde (1ny, n;) son las componentes cartesianas del vector normal a la curva L.
Por lo tanto,

6] = du(x, T)(u(x, T —u(x)) dx
/ /{X<¢(T)}U{X>¢(T)} b D) (u(x, ) ()

_ [(u(x, T)Zud<x>>2] 50(T)
@(T)

0
- + + z
./{x<(p0}u{x>(p0} du”(x)p(x,0) dx /z ([bup]sne + [uduplsny) d

B [(u(x, T) ; ud(x))zl 5(T). (3.42)
o(T)

Supongamos, por el momento, que se cumple la siguiente identidad:
/z ([bup]gnt + [ubuplsny) d = /Z[p]z (Suny + uduny) dx

— [0 (s0(t)lulgqs)) 4%+ B (o(T))80(T) ]y
—p(9(0),0)8¢°[u] 0)- (3.43)

Aqui g representa la media de g a ambos lados del choque %, es decir

g(x) = % (limg(x +eny) + lir%g(x - 511;)) , X€L
£—

e—0
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Entonces, sustituyendo (3.43) en (3.42) y teniendo en cuenta la condicién final sobre
(p,q) parat = T en (3.37), obtenemos

5]:/Réu0(x) x,0) dx+/ (6un; + uduny) dx
—/zatg? (5<P(f)[”]<p(t)) dZ —p(¢(0),0)5¢°[u] y(0)-

Para obtener la férmula (3.34), el segundo y tercer término en esta expresion deben
desaparecer. Este es el caso si (p, q) satisface (3.37). Esto concluye la prueba de la Proposi-
cion 16.

Ahora vamos a probar la férmula (3.43). Usando la identidad elemental

[f8lz = [f]z8 + 8]/, (3.44)

obtenemos

/Z([éup]znt—i- [uduplsny) dL = /Z[p]z (duny + uduny) dx

—0—/}:?([514]):71{4- [M(SM]):I’ZX) dxr,

y obtenemos el primer término en la identidad (3.43). Ahora simplificamos el segundo
término:

/z p([ou]zn; + [udulsny). (3.45)
Las componentes cartesianas del vector normal a X estdn dadas por

—¢'(t 1
y = 2

1+ (¢' ()7 1+ (o' ()2

Por lo tanto, teniendo en cuenta la segunda ecuacién en el sistema (3.33),

[Su)gns + [ubulsny = ¢'( i[+ gz J<r gb)léu]
5¢'(t)[u] o(r) T 0p(t ( "(#)[u ] ) — [0 x(uz/z)](p(t)>

Vit (e'(1)?
d

59" (1) [u] p(s) + 5 () [ (@ (), )] r)

: =7 =g (80(1) uyqr)) -

Finalmente,
P ((eulens + lusulzny) dx = [ payg (s(Hfulyq) ) 4z
- /)E digP (5<P(f)[u]<p(t)) + 7" (@(T))80(T) 1] (1) dZ — P((0), 0)5¢° [14] )

O
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3.5. Método de las direcciones de descenso alternantes

Como se coment6 al final de la seccion previa, uno de los principales inconvenientes
del enfoque continuo, cuando hay discontinuidades, es que, en general, el algoritmo
de descenso que usa la direccién de descenso 6ptima basada en el calculo del vector
tangente generalizado, produce sucesiones minimizantes con complejidad creciente. El
remedio es usar verdaderos vectores tangentes generalizados en T,,0 como direcciones

de descenso para J [21].
Motivados por esta discusién introducimos una descomposicién de los vectores tan-
gentes generalizados. Esto requiere en primer lugar introducir cierta notacién. Sea
W =o(T) —u~(p(T)T,  x" =(T) —u"(e(T))T,
y consideremos los siguientes subconjuntos (ver Figura 3.4),

Q™ ={(x,t) R x (0,T) tal que x < @(T) —u" (p(T))t},

Q" ={(x,t) € R x (0, T) tal que x > @(T) — u™ ((T))t}.

t= e

7
1
I
1

t=0| .

o (T)

X X
Figura 3.4: Subdominios O~ y Q.

Proposicion 20. Supongamos que hemos restringido el conjunto de trayectorias en X0 a aqué-
llas que pueden ser asociadas a vectores tangentes generalizados (5u®, 5¢°) € T, satisfaciendo,

@ <0 xt o0
50 = = O T oo SuT (3.46)
[1] 0

Entonces, la solucion (du, d¢) del sistema (3.33) satisface ¢ (T) = 0 y la derivada Gateaux
generalizada de ] en la direccion (5u®, 5¢°) se puede escribir como

5] = ,0)6u% (x) dx, 3.47
I= o e, P08 dx (347)

donde p satisface el sistema

{ —dip —udyp =0, enQ-UQT, (3.48)
p(x, T) = u(x,T) —u?, en{x<o(T)}U{x> o(T)}. '
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Andlogamente, si restringimos el conjunto de trayectorias en L o a aquéllas para las cuales el
vector tangente generalizado asociado (5u°, 5¢°) € T satisface 5u® = 0, entonces su(x, T) =
0 y la derivada Gateaux generalizada de | en la direccion (5u°, 5¢°) se puede escribir como

5] = — [(u(x, T)— ud(x))zl [u(, z;)]qa(T) 500, (3.49)
2 »(T) [147]g0

Comentario 21. La férmula (3.47) establece una expresion simplificada para la derivada Gateaux
generalizada de | cuando consideramos direcciones (6u°, 5¢°) que no mueven la posicion del

choque en t = T. Estas direcciones estdn caracterizadas por la férmula (3.46) que restringe los

desplazamientos infinitesimales de la posicion del choque 5¢@° en términos de la variacién de u°

a ambos lados de x = @V. Nétese, en particular, que a cualquier valor 5u® a ambos lados del salto

@° le corresponde una vinica traslacion infinitesimal 5¢@° de la posicion del choque inicial que no

mueve el choqueent = T.

Noétese también que el sistema (3.48) no permite determinar la funcién p fuera de la region
Q= U Q™, es decir en la region bajo la influencia del choque por las lineas caracteristicas que
emanan desde él. Sin embargo el valor de p en esta regién no requiere evaluar la derivada gene-
ralizada de Gateaux en (3.47).

Andlogamente, la formula (3.49) proporciona una expresion simplificada para la derivada
Gateaux generalizada de | cuando se consideran direcciones (5u°, 5¢°) que vinicamente mueven
la posicion del choqueen t = T

A continuacién se explicara el principal interés de la Proposicién 20 antes de dar su
prueba. Los resultados en esta Proposicién 20 sugieren una descomposiciéon obvia del
conjunto de vectores tangentes generalizados:

To=ThdTh (3.50)

u

donde T;O contiene aquellos (6u, 5¢°) para los cuales se verifica la identidad (3.46), y
Tlfo denota aquellos para los cuales 6u® = 0. Esto proporciona dos clases de direcciones
de descenso para | en u. En principio no son éptimas en el sentido de que no son las
direcciones de médxima pendiente pero ambas tienen tres propiedades importantes:

1. Ambas son direcciones de descenso.
2. Permiten dividir el disefio del perfil y de la posicién del choque.

3. Son verdaderos gradientes generalizados y por lo tanto mantienen la estructura
de datos sin incrementar su complejidad.

Cuando se consideran vectores tangentes generalizados perteneciendo a Tio pode-
mos escoger como direccién de descenso:

—p(x,0) six <x,
I P? S oa— 0 0 +
50— hm);:;: p(x,0) six” <x<¢’, o ¥ p(x,0) +f£0 p(x,0)
u = , . 0 i Sp” = — ,
—lim, .+ p(x,0) sigp’ <x<uxf, [u] 0
x>xt
—p(x,0) sixt <x,

(3.51)
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mientras que para Tio una buena eleccién consiste en:

s —0, s l<u<x, T) - ud(x))Z] [14C Dlgp(r) 352)
2 »(T)

En (3.51) el valor de 6u® en el intervalo (x~,x%) no afecta a la derivada Gateaux
generalizada en (3.47) siempre que 5¢” se escoja como se indica (de otra manera el
choque se moveria y producirfa un término extra sobre la derivada del funcional J).
En los intervalos (x~, ¢°) y (¢°, xT), hemos seleccionado los valores constantes més
simples que preservan la continuidad Lipschitz de 6u® en x = x~ y x = xT, pero no
necesariamente en x = ¢°. Otras elecciones posibles también proporcionan direcciones
de descenso para | en u’, pero deberian producir la misma derivada de Gateaux de
acuerdo a (3.47). Esto nos permite definir una estrategia para obtener direcciones de
descenso para ] sobre u” en To.

Para ilustrar ésto consideramos el caso mas sencillo en el cual

u? es Lipschitz a trozos con una discontinuidad sobre x = x4, (3.53)
Para inicializar el algoritmo de descenso, en vista de la estructura de u“ tomamos 1°
con una estructura similar, con una tnica discontinuidad localizada en ¢°. Tipicamente
esto produce una solucién u con una discontinuidad de choque que en el tiempo final
t = T estd localizada en ¢(T). Entonces, hay dos posibilidades dependiendo del valor
de ¢(T) antes de aplicar el método de descenso:

1. @(T) # x? y consideramos una direccién de descenso de la forma (3.52) que mue-
va la discontinuidad de u° hasta que tengamos x? = ¢(T).

2. Ya tenemos x? = ¢(T) y consideramos una direccién de descenso de la forma

(3.51). Estas direcciones ajustan el valor de la solucién u a ambos lados del choque.

En la préctica, las deformaciones del segundo paso moveran ligeramente la posicion
del choque debido a la dependencia no lineal en el pardmetro ¢. Por lo tanto, uno debe
iterar este procedimiento para asegurar una situacién simultanea del choque y el mejor
ajuste del valor de la solucién a ambos lados de éL.

En la siguiente seccién se explicard como implementar un algoritmo de descenso
siguiendo esta idea. Por supuesto, se puede emplear en el caso en que el ntimero de
choques de #° y u no sea necesariamente uno, o el mismo.

Demostracion. (Proposicién 20) Supongamos que (5u, 5¢°) es el vector tangente gene-
ralizado para el cual la solucién de (3.37) satisface ¢ (T) = 0. La primera ecuacién en
(3.33) se puede escribir como

divy (6u, ubu) = 0.

Por lo tanto, integrando esta ecuacién sobre el triangulo Q~\Q~ y usando el teorema
de la divergencia obtendremos

(po
0:—/ su® dx+/(5u,u5u)-nds,
X~ z
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donde n es el vector normal a X. Por supuesto obtenemos una férmula analoga si inte-
gramos sobre Q*\Q*. Combinando esas dos identidades, y (3.46), tenemos

/): sul dx + /(PO su® dx
@ x~
— /Z ([6ul, [udu]) - nds = — /X dig(59[uls) ds = 50(0)[u] o) (354)

de donde se deduce (3.46).
Ahora vamos a probar la férmula (3.48). Seguimos el argumento de la prueba de la
Proposicién 16. Debido a que 6¢(T) = 0, en este caso, la formula (3.40) se reduce a

5] = u(x, T) — u®(x))du(x, T). (3.55)

/{X<<P(T)}U{X><P(T)}(
Cuando multiplicamos la ecuacién de éu por la solucién p de (3.48) e integramos, esta
vez sobre O~ U QT facilmente obtenemos (3.48). O

3.6. Aproximaciones numéricas de las direcciones de descenso

Hemos calculado el gradiente del funcional continuo | en varios casos (u suave y te-
niendo discontinuidades de choque) pero, en la préctica, se deben buscar direcciones de
descenso para el funcional discreto J*. En esta seccién discutiremos varias posibilidades
para el calculo de los gradientes dependiendo del enfoque seleccionado (continuo vs.
discreto) y el grado de sofisticacién adoptado. Consideraremos las siguientes posibili-
dades:

s El enfoque discreto: esquemas diferenciables.
s El enfoque discreto: esquemas no diferenciables.
s El enfoque continuo: condiciones internas de contorno sobre el choque.

s El enfoque continuo: el método de las direcciones alternadas.

El dltimo de ellos es el método nuevo que se propone en este trabajo. En la seccion
siguiente presentamos algunos experimentos numéricos que nos permitirdn comparar
facilmente la eficacia de cada método. Como se verd, el método de las direcciones de
descenso alternantes que proponemos, alternando los vectores tangentes generalizados
para mover a veces el choque y otras veces corregir el perfil a ambos lados de €I, es su-
perior de varias maneras a los métodos clasicos. En primer lugar, evita las desventajas
de los otros métodos métodos diferenciables derivados de su ineficacia en la captura
de los choques, la dificultad de tratar con esquemas no diferenciables y la incertidum-
bre de usar “pseudo-linearizaciones”, o la dificultad para imponer eficientemente, en la
préctica, condiciones internas de contorno. Como consecuencia de ésto, el método que
proponemos es mucho mds robusto y las minimizacién del funcional se realiza de una
manera mucho maés eficiente en un ntimero perceptiblemente méas pequefio de iteracio-
nes.

El resto de esta seccion se divide de la siguiente manera: primero calcularemos el
gradiente del funcional discreto cuando el esquema numérico elegido para aproximar
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la ecuacién de Burgers es diferenciable. Cuando el esquema numérico no es diferencia-
ble el gradiente del funcional coste no esté bien definido y el cdlculo de la direccién de
la pendiente se debe realizar de manera distinta. En la segunda subseccién presentamos
un método alternativo que cosiste en calcular un subgradiente del funcional discreto.
Las dos subsecciones anteriores contienen los métodos basados en el enfoque contin-
uo. El tercero describe a priori el método maés natural basado en la discretizacién del
gradiente continuo mientras que la cuarta subseccién se dedica al nuevo método intro-
ducido en este trabajo en el cual consideramos una descomposicién conveniente de los
vectores tangentes generalizados.

3.6.1. El enfoque discreto: esquemas numéricos diferenciables

Calcular el gradiente del funcional discreto |2 requiere calcular una derivada de
J# con respecto a cada nodo de la malla. Esto se puede hacer de una manera com-
putacionalmente barata usando el estado adjunto. Lo ilustraremos sobre dos esquemas
numéricos diferentes: Lax-Friedrichs y Engquist-Osher. Nétese que ambos esquemas
satisfacen la hipotesis del Teorema 7 y por lo tanto los minimizadores numéricos son
buenas aproximaciones de los minimizadores del problema continuo. Sin embargo, co-
mo los funcionales discretos ] no son necesariamente convexos, los métodos de gradi-
ente podrian proporcionar sucesiones que no converjan a un minimizador global de J2.
Pero este inconveniente y dificultad aparece en la mayoria de las aplicaciones de méto-
dos de descenso en los problemas de disefio 6ptimo y control. Como veremos, en este
contexto, la aproximacién obtenida por métodos de gradiente es satisfactoria, aunque
su convergencia es lenta debido a las innecesarias oscilaciones que introduce el método
de descenso.

Calcular el gradiente de *, de manera rigurosa, requiere que el esquema numérico
(3.12) en consideracién sea diferenciable y, a menudo, este no es el caso. Para ser mas
precisos, para la ecuacién de Burgers (3.1) podemos escoger algunos métodos eficientes
que son diferenciables (como el de Lax-Friedrichs y Engquist-Osher) pero esta no es
la situacién para sistemas generales de leyes de conservacién en mayores dimensiones,
como las ecuaciones de Euler. Para esos sistemas complejos los métodos eficientes, como
Godunov, Roe, etc., no son diferenciables (ver, por ejemplo [47] o [75]) y por lo tanto
hacer el enfoque de esta seccién no tiene utilidad.

Hemos observado que cuando se emplea un esquema conservativo de aproximacion
numérica de tres puntos (3.12) para aproximar la ecuacién de Burgers (3.1) y tiene una
funcién de flujo diferenciable g, entonces la linealizacién es facil de calcular. Obtenemos

+1
5u7 =ouj—A (alg;‘ﬂ/zéu]’? + azg]’7+1/25u}?+1 - algyil/zéu’]?_l - 82g§’71/25ug‘)
=0,
j€%, n=0,..,N.
(3.56)
En vista de esto, el sistema adjunto discreto también se puede escribir para cualquier

funcién de flujo g y diferenciable:

{p?:PT1+A(%gﬁuﬂpﬁf‘Pflf+%gﬁwﬂpfl‘PﬁfD' (3.57)

PNt =pT, jez, n=0,.,N.
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En efecto, multiplicando las ecuaciones (3.56) por p’]“l ysumandoenj€ Zyn =
0,..., N, se puede obtener facilmente la siguiente identidad,

Ax Y, poul™t = Ax Z ploul. (3.58)
JEZ

Esto es la versién discreta de la férmula (3.24) que nos permite simplificar la deriva-
da del funcional discreto.

Por lo tanto, para cualquier variacién suQ € U2 de u3, la derivada Gateaux de la
funcién de coste definida en (3.10) estd dada por

5JA =Ax Y (u]N+1 - u;?)éu?“, (3.59)
j€z

donde éu” resuelve el sistema linealizado (3.56). Si consideramos p? la solucién de (3.57)
con dato final

p]-T = u?”l — u?, jEZ, (3.60)

entonces 5J2 en (3.59) se puede escribir como,
8]% = Ax Y. phoul, (3.61)

jez

y esto permite obtener facilmente la direccion de descenso de méxima pendiente para
=
0 0
suly = —pi. (3.62)
Ahora presentaremos dos ejemplos particulares. Primero consideraremos el esque-
ma de Lax-Friedrichs:

llr-’ +lln
1 —17% 1
”;'H *% fu /H) f(u )

i + A% =0, n=0,.,N, (3.63)
u? =g, jE€Z,

donde f(s) = s?/2. El esquema numérico (3.63) se puede escribir en forma conservativa
con el flujo numérico dado en (3.15). Es mds, satisface las hipétesis del Teorema 7, bajo
la condicién de Courant-Friedrichs-Levy (CFL) A| max u°| < 1, y es diferenciable.

Para cualquier variacién 5qu e UA de ug, la derivada Gateaux de la funcién de coste
estd dada por (3.61) donde los valores p’]? satisfacen el sistema adjunto,

n+1 n+1
n P Piot P prt
+
U Tom =0 n=0..N, (3.64)

Pyt =p], jez,

con p]T = (u?’+1 - u?) ceus.
Nétese que, formalmente, (3.64) es en efecto el esquema numérico de Lax-Friedrichs
aplicado al sistema adjunto continuo (3.23).
El esquema de Engquist-Osher se puede tratar de manera similar. En este caso el
flujo numérico estd dado por (3.16) y tenemos el sistema adjunto

Il ‘uﬂ ‘

ll”—«-‘u”‘
pr = 1A ((p';if P +

Sl -peh) o
pNU=pl,  jeZ, n=0,.,N.

(3.65)
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La derivada 6]2 estd dada de nuevo por (3.61) y la direccion de descenso de maxima
pendiente es (3.62) donde, ahora, p resuelve (3.65).

Observamos que (3.65) es el método upwind para el sistema adjunto continuo. Por
lo tanto, este es otro caso en el cual el adjunto de la discretizacién corresponde con la
bien conocida discretizacion del problema adjunto.

Comentario 22. Aqui no abordaremos el problema de la convergencia de estos esquemas adjun-
tos a través de la solucién del sistema adjunto continuo. Por supuesto, esto es ficil cuando u es
suave pero estd lejos de ser trivial cuando u tiene discontinuidades de choque.

El andlisis de si a medida que A — 0, estos esquemas permiten reconstruir el sistema adjunto
completo, con la condicién interna de Dirichlet a lo largo del choque, es un problema interesante
para la investigacion futura. El trabajo [48] contiene un estudio preliminar en esta direccion.

3.6.2. El enfoque discreto: esquemas numéricos no diferenciables

Aqui describimos los métodos mds comunes para calcular “gradientes” de funcionales
cuando el esquema numérico empleado para la aproximacién de (3.1) no es diferencia-
ble (ver por ejemplo [45] donde este método es empleado en el contexto de la estabilidad
linealizada). Para ilustrar este método nos centraremos en el esquema de Roe que es un-
os de los mds populares para aproximar soluciones de leyes de conservacion.

En el caso particular de la ecuacién de Burgers el esquema de Roe en consideracion
coincide con el de Godunov y por lo tanto se aplica el Teorema 7.

Sin embargo, el esquema de Roe no es mondtono para flujos generales f y es bien
sabido que puede proporcionar soluciones que admiten discontinuidades que violan
la condicién de entropia (ver [46]). Por lo tanto, la convergencia de los minimizadores
discretos hacia los continuos no puede ser garantizada en flujos mas generales.

El esquema puede ser modificado para obtener la conservacién de la entropia (ver
[46] para la modificaciéon de Harten y Hyman) pero no consideraremos estas modifica-
ciones puesto que estamos principalmente interesados en la linealizacién de un esque-
ma no diferenciable.

El esquema de Roe para una ley de conservacién general de la forma

atu +8xf(u) =0,

es un esquema conservativo de tres puntos de la forma (3.12) con flujo numérico,

1
g(uv) = S(f(w)+f(o) = |A(w0)|(0 — ),
donde la matriz A(u, v) es una linealizacién de Roe la cual es una aproximacion de f’
(ver, por ejemplo, [45]). En el caso escalar en consideracién f(u) = u?/2y

fl(u)=u,siu=no.

Noétese que el esquema previo no es diferenciable, en general, debido a la presencia
de valor absoluto de A en gR. Por lo tanto, no podemos linealizar este sistema y obtener
su adjunto, en un sentido riguroso. En [45] se propone el siguiente esquema para la
linealizacion

5w]?+1 = 5u7 — A(h;'l—&-l/z — h7_1/z)/
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donde
h?+1/2 = h(uj,ufyq;0uf,6uf,,),
1
h(u,v;w,z) = 3 (A(u,v)(w+z) — |A(u,v)|(z —w)). (3.66)
La ecuacién (3.66) es una aproximacién de una seleccién natural
T S o
h(u,v;w,z) = 3, + WZ’

donde g—/; es aproximado por la linealizacién de Roe A(u, v), y suponiendo que el térmi-
no no-diferenciable |A(u, v)| en (3.66) tiene derivada nula. Esta tltima hip6tesis puede
ser formalmente interpretada como una eleccién particular del subgradiente de la fun-
cién valor absoluto a(x) = |x| en x = 0.

De este modo

1
’]‘1+1/2 ) (Aj+1/2(5u? +oufy) = A al(oufy — 5“?)) ’
Aj+1/2 = A(u?, T/l;'l+1).

El sistema adjunto correspondiente al sistema de las ecuaciones linealizadas viene
dado por

I G R AR R o)) P L S VA,
pN—H _ p ] €z, :
J 7’
donde
n_ 1 A A n_ 1 A A
o = 5( j+1/2+\ j+l/2|)f /3]' = E( j+1/2 - j+1/2|)-
Multiplicando por p’]“l ysumandoenj € Zyn =0,..., N obtenemos:
— +1 +1
0o =Y Z (5u” — ouj + A(h] i1/ hj_1/2)> p;l
]EZn
) Z (P =P =2 e (p;:Tf P + B p;**f)}) o
j€Zn=0
+ Y sup Hph Z sulp Z suf Hpi Z sulp (3.68)
JEZ

Para obtener (3.68) hemos empleado la siguiente identidad:
1 1
L Wil = L 3 A (ouf+ oufa)p}t

ZZ |A]+1/2|(5“ )P?H
je

1
= % E(Ajﬂ/zpifrl + A]-,l/zp’]?jll)éu
jE

n

*Z (\A] 1/2|P] 1 |A]+1/2|P] b)ou 3‘,
jeZ
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y la andloga para el término ¥ ez, h’]?_l/zp;.lﬂ

Luego, como para los esquemas diferenciables, la expresién (3.68) permite simpli-
ficar la “derivada” §]J%, la cual se escribe formalmente como (3.61). Por lo tanto, una
direccién de descenso tentativa para J* esta dada por (3.62), donde pg‘ es la solucién del

sistema adjunto (3.67) con valor final p?] L=y N+ yd,

El célculo de mads arriba no proporciona el gradiente del funcional discreto, el cual
no es diferenciable en este caso. Pero el valor obtenido en a través de este calculo se
podria emplear como una “direccién de descenso” alternativa en un algoritmo de tipo
gradiente.

Noétese que el enfoque de usar “pseudogradientes” presentado aqui es una practica
comun en disefio 6ptimo en aerondutica donde los resolvedores eficientes son frecuente-
mente no diferenciables (ver [86]).

3.6.3. Enfoque continuo: condiciones internas de contorno en el choque

Este método estd basado en la Proposicién 16 que indica que la sensibilidad del fun-
cional se obtiene mediante la aproximacién de (—p(x,0), —q(0)[u],0). Debemos recor-
dar que el sistema adjunto esta bien puesto y su solucién puede obtenerse en dos pasos:
Primero debemos obtener el valor de p sobre el choque ¢ de u de la ecuacion diferencial
g’ (t) = 0y las condiciones finales en g(T). Noétese que, en nuestro caso, p toma el valor
constante de g(T) en el choque X. Entonces resolvemos hacia atras la ecuacién adjunta
teniendo en cuenta el valor de p ent = T y el valor de p sobre el choque.

A nivel numérico podemos proceder de manera similar distinguiendo el calculo del
estado adjunto discreto en la regién de influencia del choque y fuera de él. Primero pre-
sentaremos una discretizacion factible de la ecuacién adjunta en el dominio completo
(por ejemplo tomando el adjunto de un esquema numérico linealizable), que resolver-
emos. Esto proporciona una aproximacion del estado adjunto fuera de la influencia de
la region del choque. Luego determinamos el valor de j, que se corresponde con el
punto de la malla mds cercano x = x;, a la posicién del choque ¢ = ", e imponemos
p’]?n = q(T) para este j, concreto. Finalmente, tomamos p”! = p' enlaregion de influen-
cia del choque. De este modo obtendremos una direccién de descenso de la forma

(5u?,5q)0) = (—P?, —qo[”?]cpo)- (3.69)

En particular, el segundo valor debe interpretarse como el desplazamiento de la
posicion de la discontinuidad de u°. Nétese que esta interprestacion es formal al nivel
continuo debido a que la expresién (3.39) fue derivada para vectores tangentes genera-
lizados, que no son los que aqui se obtienen, como se discutié después del enunciado
de la Proposicién 16.

Para ser mds preciso, ahora debemos describir cémo obtener un nuevo dato inicial
a partir del anterior en el proceso iterativo de descenso, en vista de la aproximacién de
los gradientes.

Por ejemplo, si 5¢° > 0, se puede escoger

0,new

]

{ u? +£5u?, sij<@loj> @ +e5p’/Ax,
u =

u? + 551/{? + [u?](po, si (pO <j< (pO + £5¢O/Ax.

Las principales desventajas de este enfoque son las siguientes:
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1. En cualquier paso del algoritmo de descenso, se requiere una aproximacién nu-
mérica de la posicién del choque.

2. Elpar (p(x,0),4(0)) no es un vector tangente generalizado y, como se discuti6 de-
spués del enunciado de la Proposicién 16, por lo que este procedimiento iterativo
proporcionaria datos crecientemente complejos.

3. Undesplazamiento puro de la discontinuidad nunca sera una direccién de descen-
so calculada por este método. Es mds, un vector generalizado de la forma (0, «),
que mueve soélo el choque, no puede ser obtenido como (p(x,0),4(0)) a partir de
una solucion de (3.37). En efecto, si p(x,0) = 0 entonces g(0) = 0, debido a que
p(x,T) = q(T) = q(0) en toda la regién ocupada por las caracteristicas de u que
se encuentran con X.

Meétodo de las direcciones alternadas

Aqui proponemos un nuevo método sugerido por los resultados de la Proposicion
20 y la discusion posterior. Nos referiremos a este método como el método de las direc-
ciones alternadas de descenso.

Con objeto de ilustrar cémo se puede implementar este método, asumimos que ten-
emos un objetivo final u“ el cual es una funcién Lipschitz continua con una tnica dis-
continuidad en x = xt con un salto negativo, esto es [ud]xT < 0, para garantizar que
esta discontinuidad puede ser generada por una solucién discontinua de (3.1) ent = T.
Para inicializar el método iterativo de descenso escogemos el dato inicial u° de tal ma-
nera que la solucién en tiempo t = T tenga un perfil similar a u“, esto es, sea una
funcién Lipschitz continua con una tnica discontinuidad de salto negativo, localizada
en un punto arbitrario de x € R. La idea principal es aproximar un minimizador de |
alternando los siguientes dos pasos de la iteracién: primero perturbamos el dato inicial
u? simplemente moviendo la discontinuidad de la solucién u de (3.1) en tiempo ¢t = T,
sin tener en cuenta su valor a ambos lados de la discontinuidad. Una vez que tengamos
esto perturbamos el dato u” resultante sin alterar la posicién de la discontinuidad de
u(x, T). Esto se hace descomponiendo la familia de vectores tangentes generalizados
asociados a 1? en dos subfamilias introducidas en (3.50) considerando alternativamente
(3.51) y (3.52) como direcciones de descenso.

Maés precisamente, para una inicializacién de 19 como la de arriba, en cada paso del
proceso iterativo de descenso procedemos de la siguiente manera en dos subetapas:

1. Calcular (3.52) y encontrar el tamafio 6ptimo del paso ¢ de avance. Esto necesita
de un problema de optimizacién unidimensional que podemos resolver con méto-
dos clasicos (biseccién, regla de Armijo, etc.). De esta manera obtenemos la mejor
localizacién de la discontinuidad para este 1.

2. Luego usamos la direcciéon de descenso (3.51) para modificar el valor de la solu-
cién en tiempo t = T a ambos lados de la discontinuidad. Aqui, podemos estimar
otra vez el tamafio del paso resolviendo un problema de optimizacién unidimen-
sional o simplemente tomando un paso constante.
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La mayor ventaja de este método es que para un valor inicial #° con una tnica dis-
continuidad, la hipétesis (3.53) se mantiene y las direcciones de descenso son vectores
tangentes generalizados, esto es, introducen variaciones Lipschitz continuas de u° a
ambos lados de la discontinuidad y un desplazamiento de la posicién del choque. De
este modo, el nuevo valor obtenido modifica el antiguo, en la direccién de este vector
tangente generalizado, y volveremos a tener una tnica discontinuidad. Por lo tanto, el
proceso de optimizacion iterativo no introducird nuevas discontinuidades en 1°, como
en el método anterior.

Hemos desarrollado un método para el caso particular en el cual el objetivo u y el
dato inicial #° que inicializa el proceso tiene una tnica discontinuidad de choque. Pero
estas ideas se pueden aplicar en contextos mucho maés generales en los cuales el niimero
de choques no necesariamente coincide. En efecto, como hemos comprobado en varios
experimentos numéricos, este método es capaz de generar choques y destruirlos, si ésto
contribuye al decrecimiento del funcional.

Este método esta en cierto sentido cercano al método empleado en disefio de forma
en elasticidad en el cual las deformaciones topolégicas (que corresponderian a controlar
la localizacion del choque) son combinadas con las cldsicas deformaciones de forma
(que simplemente modifican la forma de la solucién fuera del choque) [37].

3.7. Experimentos numeéricos

En esta seccién presentamos algunos experimentos numéricos que ilustran los re-
sultados obtenidos en problemas modelo de optimizacién con cada uno de los métodos
numéricos descritos en las secciones previas.

Hemos escogido como domino computacional el intervalo (—4,4) y como condi-
ciones de contorno de (3.1) hemos seleccionado, en cada paso de tiempo t = t", el valor
del dato inicial en el contorno. Esto se puede justificar si asumimos que el valor inicial
uY es constante en un ntimero suficiente de vecinos interiores del contorno x = 44 (los
cuales dependen del tamafio de la norma L*, del numero de datos en consideracién y
del horizonte de tiempo T), debido a la velocidad finita de propagacién. Para la ecuacién
adjunta usamos un procedimiento similar.

Es importante recalcar una vez mas que las soluciones obtenidas con cada método
deben corresponder con un minimo global o local debido a que los métodos gradiente
no los distinguen.

Experimento 1. Primero consideramos el perfil objetivo contante a trozos u¢ dado
por
1si
d { six <0, (370)

ut = .
Osix >0,

y el tiempo T = 1. Nétese que en este caso conocemos una solucién explicita del pro-
blema de optimizacién que viene dada por

; 1six < —1/2
0,min _ ’
" { Osix > 0. (371)

Esto significa que el valor 6ptimo u%"" puede ser alcanzado y el valor minimo de |
en este caso es cero. Resolvemos el problema de optimizacién (3.14) con los diferentes
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métodos descritos mds arriba empezando con la siguiente inicializacién para u:

0 { 2six < 1/4, (372)

T osix>1/4,

que también tiene una discontinuidad, pero localizada en un punto diferente.

Para comparar la eficiencia de los diferentes métodos consideraremos unos valores
de Ax > 0y A = At/Ax = 1/2 fijos y nos centraremos en el nimero de iteraciones
necesarias para que cada método alcance un valor prescrito del funcional. En el Cuadro
3.1 damos esos valores cuando el parametro de discretizacion espacial es Ax = 1/20y
Ax = 1/80 respectivamente.

log(J*) | -3|-4] -5 —6 -7 |
Lax-Friedrichs 14 | 39 | > 1000

Engquist-Osher 26 | 85 288 > 1000

Roe 18 | 33 54 114 > 1000
Imponiendo c.c. 5 6 9 21 > 1000
Descenso alternado 3 3 3 No alcanzado

log(J*) | -3 | -4 -5 | -6 | ~7
Lax-Friedrichs 15 49 > 1000

Engquist-Osher 115 673 > 1000

Roe 185 | > 1000

Imponiendo c.c. 5 6 52 440 > 1000
Descenso alternado 3 3 3 3 No alcanzado

Cuadro 3.1: Experimento 1. Ntmero de iteraciones que se necesitan en un algoritmo de
descenso para alcanzar el valor de log(]) indicado en la fila superior, por los diferentes
métodos presentados. La tabla superior corresponde a Ax = 1/20 y la inferior a Ax =
1/80. En ambos casos A = At/Ax = 1/2.

En la Figura 3.5 se muestra el valor inicial u° obtenido con los diferentes métodos
después de 30 iteraciones para Ax = 1/20 y en la Figura 3.6 se muestra el valor del
funcional alcanzado, con Ax = 1/20 y Ax = 1/80. En ambos casos A = At/Ax = 1/2.

Observamos lo siguiente:

1. En la Figura 3.5, vemos que aproximaciones numeéricas y métodos de descenso
diferentes nos llevan a soluciones diferentes.

Obviamente, la calidad de los resultados también de la inicializacién u'. Esto serd
discutido en otros experimentos, més adelante. En este la inializacién es la misma
para los 5 métodos en consideracion.

2. Para los cuatro primeros métodos el dato inicial u° que obtenemos después del
proceso iterativo presenta fuertes oscilaciones. Ese no es el caso para el método
que hemos desarrollado en este articulo basado en las direcciones alternantes de
descenso. Noétese que, realmente, las mayores oscilaciones son las que se producen
cuando empleamos el esquema de Lax-Friedrichs, que es el mas disipativo.
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3. En la Figura 3.6 y el Cuatro 3.1 vemos que los métodos numéricos que ignoran
la presencia del choque (Lax-Friedrichs, Engquist-Osher y Roe) descienden mds
lentamente que aquellos que tienen en cuenta la sensibilidad con respecto de la
posicién del choque (por medio de imponer la condicién de contorno sobre el
choque o el método de descenso de las direcciones alternantes).

4. Para un Ax fijo, el método de las direcciones alternantes se estabiliza rdpidamente
en pocas iteraciones. Esto es debido a que la direccién de descenso se calcula para
el sistema continuo y no para el discreto, y por lo tanto Ax debe ser pequefia para
que ese célculo sea valido también a nivel discreto.

5. Para valores mas pequetios de Ax el tinico método que continua siendo efectivo es
el de las direcciones alternantes de descenso. Los otros métodos descienden mds
lentamente.

4, como en el experimento previo,

Experimento 2. Consideramos el mismo objetivo u
pero con diferentes datos iniciales. Vemos que diferentes funciones de inicializacién u°,
con mds o menos discontinuidades, no alteran la eficiencia del método de descenso de

las direcciones alternantes. Los resultados numéricos se pueden ver en la Figura 3.7.

d

Experimento 3. Ahora consideramos un perfil contante a trozos u* con dos discon-

tinuidades:
1six < —1/4,
ul =4 1/2si —1/4<x<3/2, (3.73)
O0six>3/2,
y el tiempo T = 1.
Resolvemos el problema de optimizacién (3.14) con los métodos descritos mas arriba
empezando con el dato inicial

2six <0,
u=1{ 1/2si0<x <2, (3.74)
0six>0.

el cual también tiene dos discontinuidades, como el objetivo. Las conclusiones son si-
milares a aquéllas obtenidas para los primeros experimentos.

En el Cuadro 3.2 damos el nimero de iteraciones que necesitamos para cada método
con objeto de alcanzar un determinado valor del funcional cuando el pardmetro de dis-
cretizacion espacial es Ax = 1/20 y A = At/Ax = 1/2.. La solucién obtenida después
de 30 iteraciones para cada método viene dada en la Figura 3.8. Por supuesto, como en
el primer experimento, el método de las direcciones alternantes se vuelve mucho mas
eficiente para valores bajos de Ax.

d

Experimento 4. Ahora consideramos un perfil objetivo # constante a trozos con una

discontinuidad de salto positiva:

d 1/2six < 1/4,

" :{1glem, (375

y el tiempo T = 1.
Con el método de las direcciones alternantes de descenso obtenemos los mismos
valores que con los otros pero en menos iteraciones (ver Figuras 3.9 y 3.10).
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— Initial datum after 30 iterations — |Initial datum after 30 iterations
------ Initialization initial datum ------Initialization initial datum

-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
3 — Initial datum after 30 iterations 3 — Initial datum after 30 iterations
------ Initialization initial datum ------ Initialization initial datum

-4 2 0 2 4 -4 2 0 2 4

3 — Initial datum after 4 iterations — A minimizer of J [
------ Initialization initial datum 3
2
1
0
-1 -1
-4 -2 0 2 4 4 -2 0 2 4

Figura 3.5: Experimento 1. Inicializacion (linea punteada) y el dato inicial obtenido des-
pués de 30 iteraciones (linea sélida) con Lax-Friedrichs (arriba izquierda) , Engquist-
Osher (arriba derecha), Roe (mitad izquierda), el enfoque continuo imponiendo una
condicién de contorno sobre el choque (mitad derecha) y la direccién alternante de des-
censo (inferior izquierda). En la figura inferior derecha, viene dado un minimizador u°
del funcional continuo.
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3 ‘ :
---- Lax-Friedrichs
2r —e— Engquist-Osher
\ — Roe
1r —<¢— Imposing boundary conditions
o —e— Alternating descent method
-1+
2+
st W T A
U S (.
5+
-6
-7 L L L I L
0 5 10 15 20 25 30
3 ‘ :
---- Lax-Friedrichs
2r —e— Engquist-Osher N
— Roe
LI N —<¢— Imposing Boundary conditions ||
0 3 Altemating descent method
Ak i
o 4
E e 1
-4+ il
5l M A Ra a e
B o
-7 L L L I L
0 5 10 15 20 25 30

Figura 3.6: Experimento 1. Logaritmo del valor del funcional frente al niimero de ite-
raciones en el algoritmo de descenso para los esquemas de Lax-Friedrichs, Engquist-
Osher y Roe, el enfoque continuo imponiendo las condiciones internas de contorno
sobre el choque y el método de las direcciones alternantes propuesto en este trabajo.
La figura de arriba corresponde a Ax = 1/20 y la de abajo a Ax = 1/80. Vemos que
el dltimo método se estabiliza en pocas iteraciones y es mucho mads eficiente cuando
consideramos valores lo suficientemente pequefios de Ax con objeto de ser capaces de
resolver el choque suficientemente bien.
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3 = — 3
— Initial datum after optimization —— |Initial datum after optimization
------ Initialization intial datum == Initialization initial datum
2 2
1 —\ 1 4—\ ------
0 0
-1 1 e
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
3 - S 3
— Initial datum after optimization — Initial datum after optimization
----- |nitialization initial datum | Initialization initial datum
2 = 2
1
0- L—
1 -1
-4 -2 0 2 4 -4 2 0 2 4
3 = — 3
— Initial datum after optimization — u(x,T) after optimization
------ Initialization initial datum - Target
2 2
‘4\ ' ‘1
0 0
-1 -1
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4

Figura 3.7: Experimento 2. Las cuatro figuras de arriba y la figura inferior izquierda
muestran en valor inicial obtenido una vez que las iteraciones de descenso finalizan
(linea continua) con diferentes funciones de inicializacion u” (linea punteada) con el
método propuesto en este articulo de las direcciones alternantes de descenso. En la
figura inferior derecha, el objetivo u?(x) y la solucién u(x, T) (aqui en T = 1) corres-
ponde a la obtenida para u° se dibujan para la tGltima inicializacién. La funcién u(x, T)
que obtenemos para otras inicializaciones es muy similar a esta. En este experimento
Ax=1/20y A = At/Ax =1/2.

77
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log(J2) | -3]|-4|-5|] -6 -7
Lax-Friedrichs 8 30 | > 1000
Engquist-Osher 17 | 54 | > 1000

W W = U1 U
(o)}

Roe 13 34 101
Imponiendo c.c. 5 | 16 55 > 1000
Descenso alternado 4 4 4 No alcanzado
log(J2) | -3 ] —4 -5 -6 -7
Lax-Friedrichs 6 10 270 > 1000
Engquist-Osher 10 235 > 1000
Roe 20 | No alcanzado
Imponiendo c.c. 8 | Noalcanzado
Descenso alternado 3 4 4 5 No alcanzado

Cuadro 3.2: Experimento 3. Ntimero de iteraciones necesarias para el algoritmo de des-
censo para obtener el valor de log(]) indicado en la fila superior, cuando consideramos
diferentes estrategias de descenso. Aqui Ax = 1/20 en la tabla superior y Ax = 1/80 en
la inferior. En ambos casos A = At/Ax = 1/2.

3.8. Algoritmos numéricos

En esta seccién vamos a comentar los algoritmos que se han implementado en los
métodos numéricos.

Primero consideramos el enfoque discreto. El algoritmo es el mismo para los esque-
mas diferenciables y no diferenciables y emplea un paso de descenso constante. Por
supuesto, cuando el esquema numérico no es diferenciable uno debe escoger una pseu-
dolinealizacién adecuada del flujo numérico, como hemos descrito en el contexto del
esquema de Roe.

. . o e e 0Ok n=1,....M
Algoritmo 1: resolver la ec. de Burgers con dato inicial {u}}7 ; \ — {uf}i 5y

1 input Ax, At, {u?}jzl ,,,,, N
2 setA=At/Ax
3 forn =0(1)M — 1 repeat
4 set u?“ =ud, u"NJrl =ul,
5 for j = 2(1)N — 1 repeat
1
6 set u]’“ =uf + A(g(uf, uf ) — gy, uf))
7 end
8 end
Linea Comentarios
2 A satisface la condicién de CFL.
6 g es el flujo numérico convectivo.

Algoritmo 2: resolver la ec. adjunta con dato final {p].T}]-:Lm,N—> {P?}jzl,.‘.,l\]
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— Initial datum after 30 iterations
------ Initialization initial datum

— |Initial datum after 30 iterations
S Initialization initial datum

— |Initial datum after 5 iterations
------ Initialization initial datum

w

-1

79

— Initial datum after 30 iterations
------ Initialization initial datum I

w

— Inital datum after 30 iterations
------ Initialization initial datum

-1

Figura 3.8: Experimento 3. Inicializacion (linea punteada) y el dato inicial obtenido
después de 30 iteraciones (linea solida) con Lax-Friedrichs (arriba a la izquierda),
Engquist-Osher (arriba a la derecha), Roe (mitad izquierda), el enfoque continuo im-
poniendo las condiciones de contorno sobre el choque (mitad derecha) y el método de
las direcciones alternantes de descenso (inferior izquierda). Un minimizador u° del fun-
cional continuo se muestra en la figura inferior de la derecha.



80

CAPITULO 3. CONTROL OPTIMO DE LA ECUACION DE BURGERS

3 — Initial datum after 30 iterations 3 — Initial datum after 30 iterations
------ Inizialization initial datum ------Initialization initial datum
2 2
1“\fﬂx (\ M | ')
G u 0 ¥
-1 1
-5 -2
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
3 — Initial datum after 30 iterations 3 — Initial datum after 30 iterations
------ Initialization initial datum ------ Initialization initial datum
2 2
1 1 —~\/\/\
0 ¥ 0 ¥
-1 -1
-2 -
-4 -2 0 2 4 24 -2 0 2 4
3 — Initial datum after optimization 3 — u(x,T) after optimization
------ Inizialization initial datum - Target
2 2
1 ’— 1 I
0 0
-1 -1
-2 -
-4 -2 0 2 4 24 -2 0 2 4

Figura 3.9: Experimento 4. Dato inicial obtenido después de 30 iteraciones con los es-
quemas Lax-Friedrichs (arriba izquierda) , Engquist-Osher (arriba derecha), Roe (en la
mitad izquierda), imponiendo condiciones internas de contorno (en la mitad derecha)
y el método de las direcciones alternantes de descenso (inferior izquierda). En la figura
inferior derecha estan representados la funcién objetivo u? dado en (3.75) (linea puntea-
da) y la solucién de la ecuacién de Burgers u en tiempo t = T = 1 con el valor inicial
obtenido después de optimizar con el método de las direcciones alternantes de descenso

(linea solida).
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---- Lax-Friedrichs
—e— Engquist-Osher
— Roe H
—e— Imposing boundary conditions
—e— Alternating desdent method

15 20 25 30

1 : : )
Lax-Friedrichs
Engquist-Osher
oF Roe M
Imposing boundary conditions
Ak Alternating descent method I
2+ o
-3+ .
-4t o
-5F
-6 1 1 L L L
0 5 10 15 20 25 30

Figura 3.10: Experimento 4. Valor logaritmico del funcional con respecto al niimero de
iteraciones en el algoritmo de descenso para los esquemas de Lax-Friedrichs, Engquist-
Osher, Roe, imponiendo las condiciones internas de contorno y el método de las direc-
ciones de descenso alternantes propuesto. Nétese que, en este caso, no hay choques y
por lo tanto coinciden el esquema de Engquist-Osher y el método continuo imponien-
do las condiciones de contorno. Aqui la figura de arriba corresponde a Ax = 1/20y la
inferior a Ax = 1/40. En ambos casos A = At/Ax =1/2.
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input Ax, At, {uf}j—1,. N
set A = At/Ax
for n = 0(1) M repeat

setpj 1 = pM, pi7t = pM,

for j = 2(1)N — 1 repeat

set p'; =pj +)\(318( uj ", ' ]n+1l) (P} = Pha)
+82g( j— 1/ ) (p -1 P]))

end

end

Linea Comentarios

2
6

A satisface la condicién de CFL.
g es el flujo numérico convectivo.

Algoritmo 3: Enfoque discreto

PASO 0: Inicializacién

N G WO -

input Ax/ Atl {u?}jzl,...,N/ {ud}jil,...,N

set A = At/Ax
resolver la ec. de Burgers con dato inicial {u?} {u"} .....
for j = 1(1)N repeat

— M _yd M T
set p]. —u]. u],p] p]

end
resolver la ec. adjunta con dato final {P]'T}jzl,...,N_’ {P?}jzl,...,N

PASO 1: Bucle de optimizacién

1 inpute
2 fork =0,1,...repeat
3 resolver la ec. de Burgers con dato inicial {u?}lj?:l ,,,,, {u"} i 1
4 for j = 1(1)N repeat
T _ M_ d
5 set p; = uj" —uj
6 end
7 resolver la ec. adjunta con dato final {p] b=t N = {p] Fi=1,..N
8 set gk = {p}}i=1,..n,
9 compute oy
10 set {uo = {u } N O * Gk
11 end until \|gk+1|| < €
Linea Comentarios

11

¢ es la tolerancia.
Calcula el paso de descenso oy arg min. ]({u? ’]?:1’___/1\, — o * Q) -
|| - || es la norma Euclidea en RV,

Ahora consideramos el enfoque continuo, imponiendo condiciones de contorno in-
ternas a lo largo del choque. En este caso el algoritmo debe ser ligeramente modificado
para tener en cuenta la presencia de discontinuidades. Por lo tanto primero debemos
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describir una subrutina para encontrar las “discontinuidades"de un vector {u j} j=1,...N
basado en una condicién de cambio. Introducimos dos parametros « y p y buscamos los
indices j donde
Uj—q = Ujta
|” j—oc|
Para simplificar la presentacion consideraremos el caso en el que sélo una discon-
tinuidad es relevante en el experimento numérico, que identificamos en el vector dis-
creto por el siguiente criterio.

>p

Algoritmo 4: resolver salto({u;}j—1,.n, Ax) — (index, uis, Urignt)

1 inputsh, js, {uj}j:L...,N/ Ax
2 seta = INT(sh/Ax)
3 setmax =argmax;(uj o —Uj q)/ABS(uj_ o)
4 if max > js then
5 set index = max
6 set Uleft = Uj—index, Uright = Ujtindex
7 end
Linea Comentarios
1 sh es el pardmetro de cambio y js es el pardmetro de la sensibilidad del salto

El algoritmo completo es el siguiente:
Algortimo 5: Enfoque continuo: condiciones internas sobre el choque

PASO 0: inicializacién

1 input Ax, At {u®} i N, {ud}jo, v
2 resolver salto({u;b/}jzlﬁ_,N, Ax) — (index®®], ul®i, ur°bi)
3  resolver salto({u?}jzle, Ax) — (index®, ul®, ur®)
4  resolver la ec. de Burgers con dato inicial {u? I]{'=1,...,N — {M?};le]\\r/[
5  resolver salto({uﬁ.\/f}jzle, Ax) — (index,ul”, urT)
! Posicién del choqueent =T
6  forj=1(1)N repeat
7 setpjT:u;VI—u?,pﬁVI:pjT
8 end
9 setql = ((ur” — ur®®)2/2 — (ul™ — ul®®)2/2) /(ur"T — ulT)

10 resolver la ec. adjunta con dato final {p]-T}]-ZL___,N — {p?}jzlp_./N
11 for j = index? — INT(ul” * T)(1)index? — INT(ur” x T) repeat
12 p)=a"

13 end

14 set (g1,82) = ({P%} 1,07/ (w0 = ul®))

Linea Comentarios
11 Impone las condiciones de contorno internas sobre el choque.
14 (g1, 2) es el gradiente.
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PASO 1: bucle de optimizacién

1  inpute
2  fork=0,1,..repeat
3 compute oy
4 set {ul}’ e N =Y v o gk
5 if go > O then
6 for j = index®(1)index? + INT(g2 * o/ Ax)
7 set u? =ul®
8 end
9 else
10 for j = index® + INT(g2 * og/Ax)(1)index?
11 set u(]? = ur”
12 end
13 end
14 resolver la ec. de Burgers con dato inicial {”?}I;:l,...,N — {u’;}’;::ll
15 resolver salto({u?/l}]«zle, Ax) — (index™,ul™, urT)
! Posicién del choqueent =T

16 for j = 1(1)N repeat
17 set pjT = uj.VI - u?
18 end
19 set g7 = ((ur” — ur®®)2 /2 — (ulT — ul®®)2/2) / (ur™ — ulT)
20 resolver la ec. adjunta con dato final {P]T}jzl,...,N — {P?}jzl,...,N
21 set condicién interna de contorno sobre el choque
22 set (g1,82)k = ({P]}] 1, N0/ (ur® —ul®))
23  end until ||(g1,82)1 441/ <€
Linea Comentarios

1 ¢ es la tolerancia.

3 Calcula el paso de descenso ay arg min J({u? }] LN — Ok * S1k)

5:13 Mueve la dlscontmuldad
22 (g1,82) es el gradiente.
23 || - || es la Norma Euclidea en RN*1,

Finalmente describimos el algoritmo para el nuevo método alternante de descenso
que proponemos.

Algoritmo 6: Método de las direcciones alternantes de descenso

PASO 0: inicializacién

9 = W N

input Ax, At, {u} 1 n, {uf}j=1, N
resolver salto({u;b]}jzll__,N, Ax) — (index®t], ul®], ur°bi)
resolver salto({u?}j:LWN, Ax) — (index®, ul®, ur®)

resolver la ec. de Burgers con dato inicial {u‘]?} — {u"}
T)

.....

resolver salto({u?/f}j:LM,N, Ax) — (indexT,ul”,ur
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6 setql = ((ur” —ur°®)2/2 — (ul™ —ul®®H2/2) /(ur" — ulT)

7  set(g1,82) = (0,q7) ! primer vector tangente generalizado

8  resolver posicién de la discontinuidad (usando paso 6ptimo) — {u?} j=1,..,N
9  resolver salto({u?}jzle, Ax) — (index®, ul®, ur®)

. e e 0k nin=1,...M
10 resolver la ec. de Burgers con dato inicial {u ; } i—1,N {u PN

11 resolver salto({u?A}jzl/.A.,N, Ax) — (indexT,ul™, urT)
12 for j = 1(1)N repeat
T_ M_,d  M_ T
13 setp]- = U ui, P =p;
14 end
15 setq’ = ((ur” ur"bf) /2 — (ulT ul”bf) /2)/(ur - ulT)

.....

17 resolver salto({ ;VI ]}] 1N Ax) (zndex ,plT, pr )
18  for j = index® — INT(ulT % T)(1)index" repeat

19 p? = plT

20 end

21  for j = index?(1)index® — INT(urT x T)

22 p? =prT

23 end

24 set(g1,42) = ({p?}jzl,...,l\]' g7 /(ur® — ul®)), ! segundo vector tangente generalizado

Linea Comentarios
4:9 Optimiza la posicién del choque.
8 Ver lineas 5:13 de Algoritmo 4, PASO 1.
17:23 Impone las condiciones en (3.51).
24 (g1, 82) es el gradiente.

PASO 1: bucle de optimizacién

1  inpute
2  fork=0,1,..repeat
3 compute oy
k+1
4 set {uo} oNT {”?}]](‘:1,.‘.,N — o * g1k
5 resolver la ec. de Burgers con dato inicial {u? ’]‘»:1 {u”}n 1’ ’
6 resolver salto({uﬁ.\/f}jzllu_,N, Ax) — (index™, ul”, urT)

! Posicién del choque parat =T

7 for j = 1(1)N repeat
T _  M_ ,d
8 set p; = uy" —uj
9 end
10 set g7 = ((ur” — ur®®H2/2 — (ul™ — ul®®)2/2) /(ur"T — ulT)
11 resolver la ec. adjunta con dato final {P]T}jzl,...,N — {P?}j:l,...,N
12 set imponer la condicién en (3.51)
13 set (g1,82)k = ({p%) o1, w07/ (s — ul®))
14  end until ||(g1,82)14+1]| <€
Linea Comentarios
1 ¢ es la tolerancia.

3 Calcula el paso de descenso oy arg min ]({u?}lj‘.zle — ¥ Q1 k)






Capitulo 4

Analisis de la sensibilidad de las
ecuaciones de Euler estacionarias

Tras haber analizado el problema de disefio 6ptimo en sistemas gobernados por la
ecuaciéon de Burgers, este capitulo tiene por objeto desarrollar, de manera practica, el
disefio 6ptimo de sistemas gobernados por las ecuaciones de Euler.

El presente capitulo estd organizado de la siguiente manera: en primer lugar en la
Seccién 4.1 se planteard el problema de disefio 6ptimo de forma aerodindmica y se re-
alizard, en la Seccién 4.2, un breve repaso de la formulacién matematica de las ecua-
ciones de Euler en fluidos compresibles. Mds adelante, en la Seccién 4.3 se desarrollardn
las ecuaciones linelizadas de Euler y finalmente, en la Seccién 4.4 mediante el enfoque
adjunto continuo, se planteara la formulacién matematica que permite el célculo de
gradientes de un funcional de interés aerodindmico respecto de modificaciones en la
geometria. Se prestara una especial atencién a aquellos casos en los que existen discon-
tinuidades en las variables de flujo.

4.1. Introduccidn

En el ambito de la aerodindmica externa, los problemas de disefio 6ptimo de forma
se plantean en un dominio Q de R? (d=2 6 3), de contorno Q. El contorno 5Q esté a
su vez dividido en una serie de contornos disconexos “regulares” que se denominan:
campo lejano 'y, C 80 y un ntimero finito # de contornos de pared sélida S; C 6Q a
los que nos referiremos individualmente con el subindice i y de manera conjunta como
S (ver Figura 4.1).

En la aplicacién estdndar [50, 54] se asume que el domino Q) contiene aire y que
las fuerzas que experimenta el cuerpo inmerso en el fluido vienen determinadas por
la resolucién de las ecuaciones de Euler que gobierna la fisica del fluido en aquellas
situaciones en las que las fuerzas inerciales son mucho mayores que las viscosas.

El objetivo de los problemas de disefio 6ptimo de forma aerodindmica es minimizar
una funcién de coste | de las variables fluidas U que ha sido definido sobre parte o todo
el contorno 6Q).
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Figura 4.1: Problema 2D de optimizacion de la forma en aerodindmica

El valor del funcional | depende de las variables de flujo U fruto de la resolucién
de las ecuaciones de Euler que modelizan el comportamiento de los fluidos, que a su
vez dependen de la forma del contorno S que es frontera del dominio Q) sobre el que
se resuelve el sistema de EDPs. En definitiva, a través de la variaciéon de S C 6Q) se
pretende la minimizacién del funcional J,

J(8™") = 52%{,;](5)’ (4.1)

donde S™ es la geometria de S buscada, que pertenece al conjunto de geometrias ad-
misibles! S,; para S C 6Q,y

J(5) = [ jwds 4.2)

Suponiendo que U es solucién regular de las ecuaciones de Euler sobre todo el do-
minio Q y dado un funcional | definido sobre S, consideramos variaciones infinitesi-
males en S de un subcontorno S C Q) en la direccién normal al contorno S, a lo largo
del vector # g normal unitario apuntando al exterior del dominio Q:

S’ = {¥+65(%)iis (%), ¥ € S}. 4.3)

Entonces la variaciéon [101] de este funcional | debido a la deformacién es de la forma

57(S) :/55 i) ds—i—/sj’(u)éuds, (4.4)

donde el primer término es debido a la deformacién del contorno S y el segundo proviene
de la variacion de las variables de flujo U que la variacién de S induce.

Como se puede apreciar, para la evaluacion de 6] es necesaria la evaluacién de sU,
que ha de calcularse a través de la linealizacién de las ecuaciones que gobiernan el
sistema. Para un conjunto amplio de geometrias admisibles del contorno S, el cémputo
de U puede ser extremadamente costoso pues exige la resolucién de la ecuaciones
linealizadas de las ecuaciones que gobiernan el fluido para cada deformacién admisible

En relacién a las geometrias admisibles S,4, en la préctica ingenieril estas geometrias vienen condi-
cionadas por aquellas formas superficiales cuya fabricacién es posible (de manera rentable econémicamente)
y que cumplen con los criterios estructurales del elemento a disefio.
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S,4. Para salvar este obstéculo, y realizar una evaluacion eficiente de (4.4), se recurrird a
ideas que provienen de la teoria de control y al empleo del estado adjunto del sistema.

Por otro lado, en aplicaciones aeronduticas son comunes soluciones U no regulares
de las ecuaciones de Euler (regimenes transénicos y supersénicos). En 2D, si el cuerpo
inmerso en el fluido es aerodindamicamente afilado [79], entonces la discontinuidad (on-
da de choque) generalmente toca la superficie del cuerpo en un punto [114]. En estos
casos se debe considerar una discontinuidad a lo largo de la curva regular X.

Figura 4.2: Problema tipico aerodindmico con una discontinuidad X

Al tener en cuenta la existencia de discontinuidades en las variables de flujo, el célcu-
lo clasico (4.4) de la derivada del funcional falla y éste debe ser modificado para incluir
el efecto de la sensibilidad de la posicién del choque con respecto a la deformacién de
la superficie [8].

Sea x; = ZN S el tinico punto donde la discontinuidad toca la superficie, y suponien-
do que la curva bidimensional Z que sufre un desplazamiento infinitesimal de valor 6X
en la direccién 7y normal a la discontinuidad. Entonces la expresién para 8] es

o (8) = [ j ) ds

+/5\{x,,} (W) sUds — [j(W)],, 55 (xy) — [J(W)],, (s - 7ir) 85(xp).  (45)

En esta expresion el primer término representa la contribucién de la variacion de la
forma del contorno, el segundo refleja el efecto de una variacién de valor U en las vari-
ables de flujo, y los dos tdltimos recogen la influencia de la variacién 8 en la posicién
de la discontinuidad X. Respecto del dltimo término, més adelante se comprobaré que,
en ciertas circunstancias, la onda de choque se puede suponer normal a la superficie con
lo que ese término se anula.

En la expresion (4.5) los términos de computo mas costoso el proceso de disefio son
aquellos que contienen 6U y X, pues para cada variable de disefio (variaciéon de la su-
perficie 6S) deberfan volver a ser calculados a través de la resolucién de las ecuaciones
linealizadas de Euler més las relaciones linealizadas de Rankine-Hugoniot. Para salvar
este obstdculo, volveremos a recurrir al empleo del estado adjunto del sistema que, me-
diante la introduccién de multiplicadores de Lagrange y utilizando las condiciones de
contorno adecuadas en el estado adjunto, fuerza la desaparicién de estos términos de-
pendientes de las variables linealizadas. En las siguientes secciones se desarrollara el
método adjunto continuo para la evaluacién de la variacién del funcional | en sistemas
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gobernados por las ecuaciones de Euler en régimen estacionario en el caso de que exista
una tnica discontinuidad en las variables de flujo.

4.2. Ecuaciones de Euler en forma conservativa

Los fluidos ideales? compresibles estdn gobernados por las ecuaciones de Euler [73,
114, 24]. Este sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales expresa la con-
servacién de masa, momento y energfa. En su forma conservativa®, sin presencia de
fuerzas externas, las ecuaciones de Euler en régimen no estacionario se expresan como

{BtU—l—@-ﬁ:O, enQ,t>0 (4.6)

7-1g =0, sobre S, '

donde, en el campo lejano TNy, las condiciones de contorno son especificadas para las
ondas entrantes, mientras que las ondas salientes son determinadas por la propia solu-
cién en el interior del dominio Q. El vector 7ig es un vector unitario normal a la pared
S apuntando hacia afuera del dominio Q, ur = ( 0, PUx, poy, PE ) son las variables con-
servativas y los flujos convectivos se pueden escribir, empleando variables primitivas
VT = (p,vx, vy, P), como = (Fy, Fy), con

POx POy
2
O N P oA D @
PUXTy pvy+P
pvyH pvyH

donde p es la densidad del fluido, 7 = (vx,vy) es la velocidad en un sistema de re-
ferencia cartesiano, E es la energifa total, P la presién del sistema y H la entalpia. El
sistema de ecuaciones (4.6) debe ser completado por una ecuacién de estado que define
las propiedades termodindmicas del fluido. En el caso de modelizar el fluido mediante
un gas ideal se tiene que

P:(y—l)p{E—;(viﬁ-vﬁ)}, H=E+§, (4.8)

donde el indice adiabéatico toma un valor constante de y = C, /Cy = 1,4, siendo Cpel
calor especifico a presién constante y Cy, el calor especifico a volumen constante .

Proposicién 23. Si la solucién U de las ecuaciones de Euler es regular entonces se verifica que

. oF
F= @u. (4.9)

Demostracion. El vector de flujos convectivos F expresado en variables conservativas
ur = (p, pvx, pvy, pE) = (p,m,n,1) queda como

m n
2
I e e o I N e
T nn VT Bk (y=1) |l 55 (M 4 n?)
wl oy QoD L (m? 4+ n2) nl g On fy L2 4 )

?Los fluidos ideales son aquellos en los que la conductividad térmica y la viscosidad que carecen de
importancia.

La forma conservativa es especialmente til tanto para desarrollar esquemas numéricos como para
obtener soluciones integrales de la ecuacién de Euler.
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donde se verifica que F es funcién homogénea de grado 1 de las variables conservativas
U. Esto supone que F (AU) = AF (U). Por lo tanto

oF (AU) 9 (AU)

I(AU) oA

L

uy. (4.10)

5i A = 1 entonces facilmente obtenemos la expresién (4.9). O

Con las consideraciones anteriormente descritas, los flujos no viscosos y compresi-
bles modelizados por las ecuaciones de Euler pueden evolucionar hacia la formacion
de discontinuidades (choques o discontinuidades de contacto). Esas situaciones estan
descritas por soluciones débiles (integrales) de las ecuaciones conservativas de Euler.

4.2.1. Relaciones de Rankine-Hugoniot

Las relaciones de Rankine-Hugoniot gobiernan el comportamiento de un fluido al
atravesar una discontinuidad X que se desplaza con una velocidad s en la direccién
normal a la curva de discontinuidad 7y = (nZX, n;y), respecto de un observador en
reposo en relacion al fluido.

[ﬁ : ﬁz]z —s[U]y =0, “.11)

donde [A]s representa el salto en la cantidad A al atravesar la curva de discontinuidad
Z. De manera explicita, al sustituir el valor de los flujos convectivos y las variables con-
servativas de las ecuaciones de Euler en las relaciones de Rankine-Hugoniot se tiene

gl —slplz =0,
pU - iis )vx + Prsy|y — s [pvx]z =0,
fis)

4.12
£)vy + Pngyly —s [pvy]y =0, 12

En el caso de tratar con una discontinuidad estacionaria s = 0, las relaciones (4.12)
se simplifican a

[vx]z pT-7ix + [Pz n5y =0, (4.13)
[0y]y pT - Tix + [P]z nzy =0, .
[H]z =0,

de donde es posible calcular [52] el valor de los siguientes saltos a lo largo de la discon-
tinuidad

[p7-7ig]y =0, [p]y #0, [Py #0, [F-7g]y #0, [7-fz], =0, (4.14)

siendo fy = ( by, tzy) un vector unitario tangente a la discontinuidad obtenido al rotar
el vector 7iy un dngulo de 77/2 en el sentido de las agujas del reloj.

Formacion de ondas de choque normales

Se denominan ondas de choque normales a aquellas que son perpendiculares a la
direccién del flujo [104, 117, 36, 71]. Una onda de choque normal comienza a formarse
justo después de que la velocidad de la corriente libre pasa el llamado nimero de Mach
critico. Una vez formada se produce un gran incremento en la resistencia del perfil
aerodinamico.
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En una situacién de corriente mixta, donde una Maximum Local Velocity

. . L, . L. Is Less Than Sonic
parte del flujo de aire es subsénica y otra es supersoni- é

ca todas las ondas de presion se acumulan, afiadién- ~ M=72 (Critical Mach Number)

dose unas a otras para formar una onda de choque . Normal Shock Wave
sobre el contorno entre el flujo supercritico y el flujo Su'jFﬁvo"m! Subsonic
subsoénico. Esta onda de choque es normal a la superfi- ~ M=77

cie del perfil aerodindmico. Las ondas de choque nor-

males se vuelven oblicuas cuando la corriente libre de Flow
aire alcanza el nimero de Mach igual a la unidad.

™ Normal Shock

4.2.2. Analisis de las condiciones de contorno

. Figura 4.3: Onda de choque
numeéricas

normal.

A lo largo de esta subseccion se discutirdn algunos
aspectos relevantes en el tratamiento de las condi-
ciones de contorno de las ecuaciones de Euler.

Es conveniente recordar que las condiciones de contorno numeéricas deben garanti-
zar que las perturbaciones no deseadas, generadas en el dominio computacional, aban-
donen el dominio sin ser reflejadas en la frontera [22].

Variables caracteristicas de las ecuaciones de Euler

Como complemento a las variables conservativas U = (p, pvx, pvy, pE)T, y a las
variables primitivas V = (p, vy, vy, P)T, se definen las variables caracteristicas W =
(w1, wy, w3, wy)T relacionadas con las variables fluidas mediante su variacién y una
determinada direccién de propagacién espacial K = (ky, ky),

(SZUl 50 - %j
dwy KyOUx — KO0y

W = = SR , 4.15
dws K-0U+ f,—lz ( )
Swy —K - 57+ 28

donde de manera conjunta, W denota d; W 6 VW. Por otro lado, la primera variable car-
acteristica w; describe las perturbaciones de entropia. La segunda wj, se corresponde
con ondas de vorticidad en la superficie caracteristica normal a la direccién de propa-
gacién K. Las dos tltimas (w3 y wy) estdn asociadas con ondas actsticas de presion.

Relaciones de compatibilidad y condiciones de contorno

Las relaciones de compatibilidad se derivan al proyectar la formulacién cuasilineal
de las ecuaciones de Euler en una determinada direcciéon de propagacién espacial k.
Para ello se multiplica

WU+A-VU=0, enQ, t>0, (4.16)

por los autovectores por la izquierda de la matriz K = A -, donde A = 9,F, y se
realiza la siguiente descomposicién K = PAP~! siendo los autovectores izquierdos de
K las lineas de P~!, los autovectores derechos de K las columnas de P y A es la matriz
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diagonal de autovalores. Finalmente las relaciones de compatibilidad son las siguientes
p! (at iy @ @) Uu=0, 4.17)

donde, empleando las variables caracteristicas (4.15), podemos reescribir las relaciones
de compatibilidad de una manera compacta y de forma similar a la formulacién cuasi-
lineal (4.16):

AW + (p—lA’p) VW =0, enQ, >0, (4.18)

donde W son las variables caracteristicas asociadas a una determinada direccion de
propagacién K. Mediante el empleo de las relaciones de compatibilidad serd posible
definir correctamente las condiciones de contorno numéricas a imponer en el problema
de Euler directo y adjunto. Para ello desarrollaremos esas relaciones sobre un contorno
5Q cuyo vector normal unitario interior es 7i = (ny,n,) y definiendo f = (tx, t,) como
un vector unitario en la direccion tangente a la superficie, girando # en sentido horario
7/2 (ver Figura 4.4). Sustituyendo los valores de la matriz P en la ecuacién (4.18), es
posible escribir las siguientes relaciones de compatibilidad

(at +7- @)wl =0,

(0 +7- V)w, :ﬁ("xay — nydx) (w3 + wa) = —%,(?' V)p, (4.19)
(3¢ + (T + cit) - V)ws = c(nxdy — nyds)wy = —cf - (f- V) - 5, ‘
(3t + (F—cit) - V)wy = c(nxdy — nydx)wy = —ct - (f- V)3,

donde ¢ = yP/p es la velocidad del sonido y 7 es la velocidad sobre la superficie del
contorno.

~
-

80

| B o Q <«

=

Entrada flujo
e
ofny epies

Figura 4.4: Criterio de signos para las variables caracteristicas

A partir de estas expresiones es posible encontrar el modo de imponer numérica-
mente las condiciones de contorno teniendo en cuenta las ecuaciones de propagacion
de las caracteristicas. Para ello habrd que considerar que el ntimero de condiciones fisi-
cas a imponer en un contorno del problema de Euler, vendra definido por el signo de
los autovalores de la matriz K = A - 7i. Los autovalores A de esa matriz K en un flujo
bidimensional estdn relacionados con la componente normal de las velocidades y las
ondas actsticas y son:

M=0-1d, A=7-#d A3=0-ii+c M=0-1d—c (4.20)
donde, segtn el criterio de signos empleados, si un autovalor A es positivo, la infor-
macién transportada por las caracteristicas se traslada desde el contorno al interior del
dominio y se debe imponer una condicién de contorno fisica. Por otro lado, cuando
un autovalor es negativo, la informacién se propagaré desde el interior del dominio al
contorno, modificando las condiciones sobre la superficie del contorno.
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Condiciones de contorno sobre el campo lejano

Para la determinacion de las condiciones de compatibilidad de Euler sobre el campo
lejano, una hipétesis habitual consiste en suponer que el gradiente de la velocidad y la
presién no varian a lo largo de ese contorno f - VP =0 y (£ @)5 = 0. De esta manera,
tenemos el siguiente sistema desacoplado que es facilmente integrable

d+7-V)w =0,
O +7-V)wy =0,
O+ (F+cit) - V)ws =0,
ot + (T —cit) - V) wy = 0.

(4.21)

Con esta simplificacién, se recupera localmente la situacién 1D sobre el contorno y
de manera compacta el sistema (4.21) se escribe como

W +AVW =0, enQ, t>0, (4.22)

donde se observa la gran utilidad de emplear las variables caracteristicas w; que se pro-
pagan con una velocidad A; a lo largo de las lineas caracteristicas de pendiente d7i/dt.
Las perturbaciones propagadas respecto al fluido con velocidad del sonido c#i en el sen-
tido positivo o negativo del eje #, se mueven respecto del sistema fijo con una velocidad
¥ =+ cii. Estas caracteristicas se denominan C; y C_. Por otro lado, las perturbaciones
transmitidas con el fluido (a velocidad @) se propagan en el plano 7it a lo largo de carac-
teristicas que pertenecen a una familia Cy. Sustituyendo en (4.21) los valores de (4.15) se
tiene que:

1. La primera ecuacion caracteristica expresa el transporte constante de entropia (de-
notada por s) mientras no existan discontinuidades en el fluido

—

i

w1 = s alo largo de la caracteristica Cy, i 0. (4.23)

2. La segunda ecuacion caracteristica expresa el transporte constante de la velocidad

tangencial
Loz . i _

wy = T -t alo largo de la caracteristica C, 7 = O (4.24)

3. Las dos ultimas se obtienen para flujos isentrépicos y las perturbaciones que se
desplazan a la velocidad del sonido son

Lo, 2 - i,
w3 =0-1+ - a lo largo de la caracteristica C, i T+ cH,
L 2 - i,
Wy =7 -1— pv— a lo largo de la caracteristica C_, 3 = O ch. (4.25)

A partir de las expresiones (4.23), (4.24) y (4.25), y estudiando el signo de los au-
tovalores (sentido de propagacion de las caracteristicas), es posible imponer de manera
correcta las condiciones de contorno en el campo lejano de forma que las perturbaciones
no deseadas en el flujo no sean reflejadas por los contornos. A modo de ejemplo, a con-
tinuacién, se estudia el caso de entrada de flujo subsoénica:
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= En la superficie de entrada tres autovalores serdn positivos y uno negativo. Nor-
malmente, la presién de remanso, la temperatura (o equivalentemente la entropia)
y una de las componentes de la velocidad son impuestas en el contorno, viniendo
la otra componente de la velocidad impuesta por el tratamiento numérico. Emple-
ando las variables caracteristicas se tiene que:

e El autovalor A; = @ - 7i asociado a w; es positivo. La relacion de compatibili-
dad se reduce un transporte constante de entropia

Scont = Sco- (4.26)

e Elautovalor A, = 7 - 7i asociado a w; es positivo. Se toma un sistema local de
coordenadas de tal manera que x esté en la direccién normal. Entonces w; se
reduce a la velocidad tangencial

—

v- ?cont =7- foo- (4-27)
e Elautovalor A3 = 7-ii + c asociado a w3 es positivo. Se impone una condicién
fisica sobre (4.25) de la siguiente manera

2Cs0
y—-1

(4.28)

o El autovalor Ay = ¥ - 71 — ¢ asociado a w4 es negativo. Se impone una condi-
cién numérica, que se calcula desde el interior del dominio a partir de (4.25):
- 2cCcont ~ S 2Cint

Z_jcont'n_7/7:Uz'i1t'n_y71- (4-29)

Por dltimo, debido a que H no estd asociada a ninguna variable caracteristica, se
debe imponer que la entalpia de remanso es constante e igual a un valor impuesto:

Heont = Heo. (4-30)

= En la superficie de salida, tres autovalores serdn negativos y uno positivo. En este
caso, la condicién fisica més apropiada consiste en fijar la presion estatica. Sin
embargo, en el caso de flujos externos se suele imponer las velocidad de corriente
libre. Las mismas relaciones de la entrada se pueden aplicar a la salida con la
diferencia de que los valores de scont, T - Front Y Teont - # + % son determinados
desde valores interiores.

» Elautovalor Ay = — |7 - 7i| + c asociado a wy es positivo. Se impone una condicién
fisica sobre (4.25):

2 2
_ |5cont ) fi| i Ccont _ |5oo ) ﬁl _ Coo ]
Y y—1

o (4.31)

Condiciones de contorno sobre pared sélida

En las paredes sélidas, la velocidad normal es cero 7 - 7 = 0, debido a que no existen
masas u otro flujo convectivo que pueda penetrar en el cuerpo sélido. Para el cdlculo del
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tA tA

Figura 4.5: Caracteristicas en la entrada (izquierda), salida (derecha)

flujo que entra o sale de la pared, se proyectan los flujos sobre un vector normal exterior
a la pared solida:

T

F-ii = Fyny + Fyny = (0, Pny, Pny,0) (4.32)

Por otro lado, sélo un autovalor es positivo A3 = @ -# + ¢ y s6lo una condicién
fisica puede ser impuesta. Las otras condiciones, en particular, la velocidad y la presion,
deben ser calculadas por extrapolacién desde el interior hasta el contorno o bien utilizar
las relaciones de compatibilidad para determinar el valor de la presién.

La presién de la pared puede ser calculada empleando las relaciones de compat-
ibilidad (4.19), donde w3 es sustituida por la forma diferencial de la condicién fisica
dy (U-7) = 0. En este caso la ecuacion para w4 en el contorno es:

(at + (7 — cii) - 6) w3 = ¢ (Kxdy — Kydy) Wy = —cF - (?- 6) 7. (4.33)

Desarrollando y empleando (4.15) la relacién de compatibilidad en la pared sélida
queda como:

ok (7-1)% = ,P, (4.34)

donde « es la curvatura de la curva. La ecuacién de compatibilidad (4.34) permite obte-
ner el valor de la presiéon (como alternativa de la interpolacién), una vez discretizada la
derivada normal de la presién sobre la pared. A la hora de desarrollar métodos numéri-
cos, ésta es una condicién que se debe imponer directamente para evitar que se reflejen
perturbaciones no deseadas.

4.3. Ecuaciones linealizadas de Euler en régimen estacionario

Una vez planteadas las ecuaciones de Euler, es posible estudiar la estabilidad de sus
soluciones con respecto de pequefias perturbaciones 6U que producen variaciones en la
solucién U.

Proposicién 24. Dada una solucién estacionaria y regular Uy del problema de Euler, la variacion
infinitesimal SU de la solucion en Uy verifica la siguiente ecuacion

3+ (8U) + V- (A

su ) = 4,
" u) 0, (4.35)

donde A = 9y F y F es el operador (no lineal) de flujos convectivos (4.7).
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Demostracion. En un marco clsico de andlisis de la estabilidad de una solucién regular
de las ecuaciones de Euler, dada una solucién estacionaria del problema Uy, entonces
U’ = Uy + 86U verifica las ecuaciones de Euler, donde 6U es una perturbacion infinitesi-

mal de la solucién
9t (U + 8U) + V- F (Uy + 8U) = 0. (4.36)

El flujo no-lineal F puede aproximarse linealmente alrededor del punto Uy como

F(U) = F(Up) + A

" (U = Up). (4.37)

Sustituyendo (4.37) en (4.36) y simplificando, se obtiene la expresién (4.35). O

En el ambito del disefio 6ptimo de forma, los funcionales a minimizar dependen,
ademds de la solucién del flujo, de la forma S del contorno de la pared sélida que de-
limitan parte del dominio QO donde es resuelta la ecuaciéon de estado. En este caso es
necesario valorar, ademads de perturbaciones 6U alrededor de la solucién Uy, perturba-
ciones 4S de la forma del contorno S

5S=5'—5), S ={%+5Siis(¥), x€S}, (4.38)

donde 7ig es un vector normal unitario a la superficie S apuntando hacia el exterior
del dominio Q. Finalmente, haciendo uso de (4.35), el Lema 45 (en el apéndice B) y
suponiendo que las condiciones de contorno en el campo lejano I, permanecen inalter-
adas, las ecuaciones linealizadas de Euler se pueden escribir como

at((su)+v(A’u5u>:0, enQ, t>0,
0
87 -1ig = —650,7 - fg + dig (8S) 7-fs, sobreS, t>0,

(4.39)

donde, en el campo lejano I, las condiciones de contorno son especificadas para las on-
das entrantes a través de imponer el valor 0 a las variables caracteristicas éw asociadas a
una direccién de propagacién normal a 'y, Los vectores 7ig y f son respectivamente los
vectores normal y tangente a la superficie sélida S. Con 9, = ig- V'y Ot = fs - V de-
notamos respectivamente la derivada normal y tangente a la superficie S. Las variables
conservativas linealizadas son 6U = (6p, 5(pu), 5(pv), 6(pE)) T y las matrices jacobianas
en 2D responden a la siguiente expresién

0 1 0 0
s | U (3-Y)ox ~(r=1oy  y-1
utx —Uy0y vy Uy 0 !
—yoxE+ (y — 1)vy|d)®> yE - %(Ui +30%) —(y—1Dvwy,  yox
0 0 1 0
3 F, — —UxVy vy Uy 0
w e Y03+ Yyt —(y =)o (3= 7)oy y—1

—yoyE+ (v = Doy |32 —(v—Dovwwy vE— L7 (02 +303)  yo,

Si, ademads, contemplamos la existencia de una discontinuidad en las variables flui-
das a lo largo de la curva regular X, la sensibilidad del modelo debe analizarse con
respecto a perturbaciones infinitesimales en la posicién de la discontinuidad (tal y como
se realiz6 para el caso de la ecuacion de Burgers en la Seccién 3.4). En esta situacion, las
ecuaciones del flujo linealizado se reinterpretaran como dos ecuaciones linealizadas de
Euler a ambos lados de X (ver Figura 4.2) y una ecuacién de transporte lineal que se
obtiene de la linealizacién de las relaciones de Rankine-Hugoniot.



CAPITULO 4. ANALISIS DE LA SENSIBILIDAD DE LAS ECUACIONES DE EULER
98 ESTACIONARIAS

4.3.1. Relaciones linealizadas de Rankine-Hugoniot

Asumiendo la presencia de una discontinuidad en las variables fluidas a lo largo de
la curva bidimensional X que sufre un desplazamiento infinitesimal de valor 6 en la
direccién 7iy normal a la discontinuidad* se tiene que

L =1 -3 I={F+6L(X)iiz(X),Xec1}. (4.40)
Lema 25. Suponiendo que la solucién presenta una tinica discontinuidad (o varias discon-

tinuidades que no interactiian entre si) estacionaria en el campo fluido, a lo largo de la curva
regular ¥, las relaciones de Rankine-Hugoniot se pueden linealizar como

5Tty [Aanu} i [Aau} -+ oz [F} =0, (4.41)
donde A = oy F y [Alx representa el salto de la magnitud A al atravesar L.

Demostracion. La variacién de una funcién vectorial F definida sobre una curva I se
calcula como
SE (U) = Fy (U) (6Z0,U + 8U). (4.42)
Por otro lado, la variacién del vector normal é7iy a la superficie de la discontinuidad
es

Sty = — (0440%) Fx. (4.43)
Suponiendo una tnica discontinuidad estacionaria en la solucién del campo fluido
U, empleando (4.42) y (4.43), a partir (4.11), se puede obtener facilmente (4.41). O

4.3.2. Condiciones de contorno externas

El anélisis de las condiciones de contorno en las ecuaciones linealizadas de Euler
es muy similar al realizado para las ecuaciones de Euler. En aquél caso se empleaba la
formulacién cuasilineal que se recuperara en este caso al suponer una solucién regular
y emplear el resultado de la Proposicion 4.9.

Todos los desarrollos realizados para el estudio de las caracteristicas y relaciones de
compatibilidad serdn vélidos también aqui.

Proposicién 26. Si la solucién U de las ecuaciones de Euler es reqular sobre el contorno en-
tonces se verifica que
U + V(AU) = o:U + AVU (4.44)

Demostracion. Las ecuaciones de Euler se pueden escribir como 9;U + ¥ F donde F s6lo
depende de las variables conservativas U, por lo tanto

U+ VE =o,U+ATU = 0. (4.45)

Por otro lado, a partir de la propiedad de homogeneidad de grado uno de F respecto
de las variables conservativas (ver Proposicién 23):

VF = V(AU) =0. (4.46)

La identidad (4.44) se deduce inmediatamente de (4.45) y (4.46) para soluciones re-
gulares. O

4El vector normal a la discontinuidad iy queda definido como el vector resultante de girar un angulo de
7/2 en direccién horaria al vector f5 tangente a la discontinuidad y orientado desde la superficie sélida S
hasta el campo lejano I
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Comentario 27. Nétese que pese a que desde un punto analitico no hay diferencia entre que el
jacobiano de los flujos A esté dentro o fuera del gradiente, desde un punto de vista numérico si
existe, y se deberd contemplarse en el desarrollo de esquemas numéricos para la resolucién de las
ecuaciones linealizadas.

Condiciones de contorno sobre el campo lejano

En los problemas de disefio 6ptimo se pretende estudiar la variacién del flujo de aire
al modificar la forma de la superficie sélida interior. Por ello, en el contorno lejano se
considera nula la variacién de las caracteristicas entrantes éw; para los autovalores A;
positivos (la informacion que entra del infinito al interior del dominio Q) no varia), y en
el caso de autovalores A; negativos, la variacién de la caracteristica sera calculada por
interpolacién desde el interior del dominio.

s Al igual que en el andlisis de las condiciones de contorno para las ecuaciones de
Euler en regimenes subsoénicos, en la superficie de entrada tres autovalores serdan
positivos y uno negativo.

dbwi = 5p—‘z—f = 0W1e =0,
Swy =87 = Swaee = 0, (4.47)

_ ¢ o5z 0P _ _
5w3—n~5v+ﬁ—5w3w—0,

que de manera compacta se puede escribir como (P~15U) L= (6W)4+ =0, donde
el signo + denota que las variables caracteristicas W se corresponden con auto-
valores positivos. En el caso particular de éw, su valor serd calculado mediante
interpolacién desde el interior, esto es

5
Swy = —7i - 67 + p—’z — Wi (4.48)

= En la superficie de salida, tres autovalores seran negativos y uno positivo. Emple-
ando las variables caracteristicas se tiene que para el autovalor positivo

)
Swy = — |7 - 60| + pic? = dWys, = 0. (4.49)
El resto de variaciones de las variables caracteristicas se calculardn mediante in-
terpolacion desde el interior del dominio. De forma compacta las condiciones de
contorno salientes en el contorno lejano se resumen como (P~15U) = (§W)_ =
(6W)int, donde el signo — denota que se corresponden con autovalores negativos.

Condiciones de contorno sobre la pared sélida

Las condiciones de contorno de las variables linealizadas provienen de linealizar las
condiciones de contorno del problema de Euler. En el caso de pared sélida, admitien-
do que sélo se producirdn deformaciones de valor S en la direccién 7is normal a la
superficie S de la forma S’ = {¥ + 6S (¥X) 7is (X), X € S}, se tiene que

67 - iig = — (65) nT - ii + (3tg (8S)) T £, (4.50)

donde, de manera andloga a las ecuaciones de Euler, resulta conveniente el cdlculo del
flujo convectivo linealizado que atraviesa la pared sélida.
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Proposicién 28. El flujo convectivo que entra o sale de la pared sélida S al resolver las ecua-
ciones linealizadas de Euler 2D sobre una solucion regular y estacionaria de las ecuaciones de
Euler es
—p (680,40 - i — g (8S) T - )
B 322 — Lﬂvi 5p+ (2 —y) vxpdvy — Yoy pdvy + (Y — 1) 8 (pE) | ny
pared 3‘%7}5 — 2) 6p — yoxpdvx + (2 — ¥) vypdvy + (¥ — 1) 8 (pE) | ny
—pH (850, 7 - 7i — 04 (6S) T - )

-

’

(4.51)
donde it = (nx, ny) es un vector normal unitario a la pared sélida (apuntando hacia el exterior
del dominio Q).

Demostracion. La evaluacion del flujo que atraviesa la pared implica el cdlculo de
(A}su) i = (Aeny + Ayny) 8U, (4.52)

donde 7 es la normal unitaria exterior a la pared, A= (Ay, Ay) siendo Ay = dyFyr y
Ay = dyF,. Ademas se debe tener en cuenta la condicion de no penetracién de fluido
sobre la pared sélida 7 - #i = 0:

0 Ny ny 0
YU 5Pn, 2—7y)om —yoyn (v —
Ay + Ayiy = 2 ) oattc o , (4.53)
== 15"ny —Yyuxity 2=v)oyny, (v—1)ny
0 Hn, Hny 0

donde, multiplicando por el vector de variables linealizadas y usando la condicién de
contorno linealizadas (4.50), se obtiene la expresién (4.51). O

Para evaluar el flujo numérico que entra/sale de la pared sélida es necesario evaluar
las variables linealizadas sobre el contorno. El calculo de estas variables en la superfi-
cie se puede hacer mediante una simple interpolacién de los valores en el interior del
dominio o bien recurriendo a la linealizacién de la relacién de compatibilidad sobre el
contorno sélido para poder imponer las condiciones de contorno numéricas. La relacion
de compatibilidad para las ecuaciones de Euler que permiten evaluar el valor de la pre-
sién mediante una discretizacién apropiada es

k(-7)° = %anp. (4.54)

Si linealizamos esta expresion, serd posible determinar una ecuacién que ligue las
diferentes variables linealizadas

5k (7-1)% + 2« (3 F) (85,7 + 69) - F)

— % (57 - 9P+ 5SV2P + 8, (5P)) — 85up 005 p

(4.55)

que junto a

5 (oE) = 5P N (v — 1) (vxbvx + vy, 60) , (456)

-1
Y 2 <v§+v§>

permite obtener un valor para 6 (pE), compatible con las ecuaciones de Euler linealiza-
das en la frontera, a partir de interpolar los valores de p, pvy y pvy.
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4.4. Analisis de la sensibilidad de un funcional: el enfoque continuo

Tal y como se avanz6 en la introduccioén, este capitulo estd orientado al desarrollo
del método continuo para el disefio 6ptimo de forma en un dmbito aeronautico en el
marco de las ecuaciones de Euler. En esta seccién, al igual que en la seccién 3.4 para
la ecuacién de Burgers, se desarrollardn las férmulas necesarias para aplicar el méto-
do adjunto continuo al disefio de forma en sistemas gobernados por las ecuaciones de
Euler.

Las ecuaciones adjuntas a las ecuaciones de Euler se plantean asociadas al problema
de optimizacién (4.1) que consiste en la minimizacién del funcional ] definido en (4.2)
mediante la variacién de la geometria de la frontera S. Para la determinacién del valor
del funcional | sera necesaria la obtencién de las variables fluidas U, soluciones del
problema de Euler estacionario, mds las relaciones de Rankine-Hugoniot (ver Figura
4.2)

V-E=0, enQ\ X,
v-1s =0, sobre S, (4.57)
[f . n"'z} .= 0, sobre X,

donde, en el campo lejano I, las condiciones de contorno son especificadas para las on-
das entrantes, mientras que las ondas salientes son determinadas por la propia solucién
en el interior del dominio Q.

Notacién 29. A lo largo de esta seccion haremos uso frecuente de la siguiente notacion:

7ig y fir,, son vectores normales unitarios a los contornos S y T, respectivamente, apuntando
hacia el exterior del dominio Q).

fsy fr, son los vectores tangentes unitarios a los contornos S y T, respectivamente, resul-
tado de girar los vectores normales iig y #ir,, un dngulo de 71/2 en sentido horario.

fy es el vector tangente unitario a la curva I cuyo sentido va desde S hasta Ty,

ity es el vector normal a la discontinuidad I resultado de girar el vector tangente unitario fs
un dngulo de 7t /2 en sentido horario.

El vector de matrices jacobianas de denotard de manera compacta como A = 9y F.

0 =17-Vy Otg = t-V son respectivamente la derivada normal y la derivada tangencial.

A lo largo de esta seccién, se supondra la existencia de una discontinuidad en las
variables de flujo U situada sobre la curva regular I que toca el contorno S en un punto
xp = LN S. Ademads, esta discontinuidad esta orientada de tal manera que empieza en
xp (ver Figura 4.2) y es normal a la superficie en el punto x; (ver Seccién 4.2.1). En estas
condiciones, la variacién del funcional ], a partir de (4.5) se calcula como

o1 (5)= [ () ds+ /;\{xb} j(u)sids - [j(),, 65(x,),  (458)

donde 4S y 46X son las variaciones infinitesimales en la posicién de las curvas de super-
ficie S y discontinuidad Z, respectivamente

S = {¥+6S()iis(X),¥ €S}, I ={T¥+65(F)iig (%), ¥eI}. (4.59)

Con objeto de obtener los valores de 6U y 6% una vez conocida 4S se recurre a la
solucién de las ecuaciones linealizadas de Euler (estacionaria) mds las relaciones de
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Rankine-Hugoniot

V.- (AsU) =0, enQ\ L,

67 - fig = —650,T - ii + (tg (5S5)) 7t sobre S,

(ZSW)+ =0, sobre Iy, (4.60)
557ty [Aan u} i [Asu] _+ ol [F} _ =0, sobreX.

Es importante destacar que el coste computacional de resolver las ecuaciones lineal-
izadas es equivalente al de una resolucién de las ecuaciones no-linealizadas. Por ello,
este modo de calcular las variaciones de U y I no es eficiente si el nimero de deforma-
ciones admisibles 6S es alto. Por ello, se recurre al planteamiento del problema adjunto
a través del uso de los multiplicadores de Lagrange5 yT — (Y1, P2, 3, P4). De esta
manera se pretende eliminar la dependencia de 6U y 6Z en la expresion (4.58) y evi-
tar el paso por la resolucién de las ecuaciones linealizadas (4.60) para cada variable de
disefio.

El primer paso del procedimiento consiste en multiplicar las ecuaciones linealizadas
de Euler por V¥ e integrarlas sobre el dominio Q

0= [ wIV.(4dsu)do
Q\Z

:—/ WJT-A(SWQ+/ YT A SU - i ds

Q\Z . S\{xb}

n / [wrAsu| i ds + / T A §U - iir._ ds. (4.61)
z z Too

Seguidamente, se analizard término a término la ecuacién (4.61) con objeto de eli-
minar la dependencia de éU y 6L mediante la eleccién del valor adecuado para las
variables adjuntas:

= El primer término de (4.61) es una integral de volumen sobre todo el dominio Q.
Con objeto de eliminar la dependencia de 6U se construye la ecuacién adjunta de
la siguiente manera

—AT. VY =0. (4.62)

= El segundo término de (4.61) se trata de una integral sobre la superficie sélida S.
Para evaluar esta integral es conveniente sustituir la matriz jacobiana A por su
valor analitico y emplear las condiciones de contorno linealizadas. Obtenemos asi

/ YT A 5U - iig ds
S\{xp}

_ 57 7ic) Ods + B iic) 6P ds
S\ 7 8) /S\{xb}< s)

= — i 9+ 0, ((T-£5)0)) 6Sd

S\(xn) ((0nT - 7is) O+ 0rg ((7-Fs5) 9)) 6S ds
+ @ -fis) 6P ds. (4.63)
/S\{xb}< s)

donde @ = (Y2, Y3) y 9 = p1 + p¥s - ® + pHpy.

5El método de los multiplicadores de Lagrange permite el célculo del minimo de una funcién multivari-
able con restricciones, en este caso las restricciones son las ecuaciones de Euler



4.4. ANALISIS DE LA SENSIBILIDAD DE UN FUNCIONAL: EL ENFOQUE CONTINUO 103

= El tercer término de (4.61) es una integral a lo largo de la discontinuidad X que
toca la superficie s6lida en el punto x;,. A continuacién se desarrollan los términos
de esa integral.

Lema 30. Sean f : C — R7y g : C — RY unas funciones definidas en un conjunto
C C RP, y considérese un punto a € C. Se verifica que

[f8gla = [£8la + [0, (4.64)
donde [f], = f(a*) — f(a™) representa el saltode f ena,y f = M su media.
Empleando el Lema 30, es posible escribir:

TZ e
/z [\y Aéu} s ds
- / {WT} AsU - fiy ds + / g’ [A}su} iy ds (4.65)
3 z £ z ' '

Por otro lado, de la relacién linealizada de Rankine-Hugoniot (4.41) se tiene que

{A}SUL — 6% {A’anu}z iy — [ﬁ}z 5y

— 5% [an (F : nz)] _+ (5T {F} s (4.66)
donde &iix = — (0t (5%))fx y sobre I se puede descomponer el operador diver-

gencia en su componente tangencial y normal de la siguiente manera:
026-ﬁ’z:atg(ﬁ-?z)+Kzﬁ-ﬁz+an(#-ﬁz), (4.67)

lo que permite simplificar la derivada normal de F - i en (4.66). Por lo tanto,

teniendo en cuenta las relaciones de Rankine-Hugoniot {1_5 . ﬁ;} . = 0, se obtiene
que

[A(su} L= (5z [P : tz} z) . (4.68)
Reemplazamos esta expresion en (4.65) e integramos por partes para tener,
TZ 7
/Z [wT Asu] isds
ol lz 7 ol = o
- —/zatgw [FoBs] omds— " (x) [Ptz]xb 5E(xy),  (4.69)

donde se ha supuesto [‘PT] s =0,es decir la continuidad de las variables adjuntas
a través del choque. A continuacién, bajo la hipétesis de choque normal 7 - fx = 0,
desarrollamos F para tener

TZ -
/Z [\y A(SLIL Ay ds
= [P]xbﬁs . (f)(xb)&i(xb) - /): ([,017]): ?):) (atg‘i’l + Hatg‘lf4) ds

7/2 [p|z7\2 +2P}Z?z-atg¢ds (4.70)
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Por tltimo, a lo largo de I se verifica que [p7]y - fx = (0T '?z] s = 0, yaque
[7- x| = 0 con lo que finalmente se tiene que

/z [wT Asul | isds

= [Plyis - $(x)6Z(v) = [ [pI3P +2P] Fr-digpds  @71)

s El cuarto término de (4.61) se corresponde con una integral sobre el campo lejano
I's. El campo lejano constituye una entrada/salida de flujo y el modo maés natural
de imponer las condiciones de contorno es a través de las variables caracteristicas,
para ello se escribe este término como

/ ‘PT%(Suﬂrw ds:/ Wl (A -iir, ) PSW ds
= [ (¥TP) Aswds = / (WHTASW ds, 4.72)
Mo

o]

[o o)

donde P es la matriz que diagonaliza la matriz jacobiana proyectada en una de-
terminada direccién &, la matriz de autovalores se denota como A y finalmente
se verifica la siguiente relaciéon A = P~ (A -R)P. Por analogfa denominaremos
W* = PTV a las variables caracteristicas de las variables adjuntas. Es posible ha-
cer que esta integral sobre el campo lejano se anule.

Una vez analizados todos los términos de la ecuacién (4.61) es posible reescribirla
de la siguiente manera

‘ -7t _ 2 >N L
/S\{xh} (§-7is) o ds = /):{p|v| +2P}th dtg®ds + [Ply,7is - ¢(xp)0Z (xp)

77 2.7 TZs17. 7
+/S\{Xh} (99 - 7is) O+ Og ((7-Fs) 19))5$d5+/rm‘1/ AsU - fir_ds. (4.73)

Esta ecuacién serd empleada para eliminar la variables linealizadas de la variacién
del funcional ] en (4.58). A través de la identificacion de los términos correspondientes
en (4.73) y (4.58).

Debido a que s6lo son desconocidas las variaciones U de las variables (4.73) corres-
pondientes a la presion, sélo consideraremos funcionales que dependan de la presién P.
Por lo tanto en (4.58), se asume que j(U) = j(P) [6]. Afortunadamente, los funcionales
que dependen sélo de la presién son los mas comunes en las aplicaciones de disefio
aerondutico con las ecuaciones de Euler. En definitiva, la ecuacién (4.58) se puede rees-
cribir como

81(5) = /s ((9nj(P) — &j(P)) 8Sds
! /5\{9%} (947 7is) 9 + Org ((3- F5) 9)) S ds

— [ [l +2P] Fra@ds+ ([Pluiis - @(x) = [/(P)l) 6% (x1), @474
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donde las variables adjuntas se calculan resolviendo la ecuacién (4.62) con las siguientes
condiciones de contorno

- M
{ (ans_’—_’] (P) sobre S\ {x;}, 75)
k4 (A : "Foo) oU =0 sobre Iy.

Por ultimo destacar que en (4.74), 6S es conocida (variables de disefio), pero la de-
pendencia entre X y 8S (a través de las ecuaciones linealizadas de Euler y las relaciones
de Rankine-Hugoniot) es desconocida. De esta manera, la expresion (4.74) para la eva-
luacién de la variacién del funcional | no es del todo satisfactoria pues depende de la
variacién de la posicién del choque X.

4.4.1. Condiciones de contorno internas

A lo largo de las Secciones 3.4 y 3.5 de esta memoria, se describi6 el llamado méto-
do de las direcciones alternantes para la optimizacién de sistemas gobernados por las
ecuaciones de Burgers. En el caso de las ecuaciones de Euler, se ha optado por emplear
un método basado en imponer numéricamente una serie de condiciones internas de
contorno para eliminar la dependencia de (4.74) respecto 6X. Los pasos a seguir son los
siguientes:

Paso 1) Localizar la curva de discontinuidad X.

Paso 2) Imponer ciertas relaciones adjuntas de Rankine-Hugoniot sobre la discontinuidad.
Estas condiciones deben cancelar la dependencia del funcional | con respecto
de 6X.

Paso 3) Resolver (4.62) empleando (4.75) y las condiciones internas calculadas.

Paso 4) Finalmente evaluar (4.74).

Proposicién 31. Supongamos que el funcional a ser optimizado es una funcion lineal de la va-
riable presion. Entonces las condiciones de contorno internas a imponer sobre la discontinuidad
X son

I - dig® =0,  sobre L,
AT 7o
donde la variacion del funcional J(S) se calcula como
5](S) = /S (Gnj(P) = j(P)) 85 ds+ [ (2T 75) 0+ (7 f5) 9)) 65 ds.(4.77)
xp

Demostracion. Si j(P) es una funcién lineal de la presiéon P, entonces se verificard que

= j(P) |xb ,si j(P) es funcién lineal de P. (4.78)

En estas circunstancias la condicién a imponer sobre el punto x;, es @ - #ig| X = j'(P)
que es idéntica a la condicion sobre la superficie sélida (4.75) que se impone de manera
habitual sobre toda la superficie S en el problema de disefio 6ptimo con las ecuaciones
de Euler. O
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Comentario 32. Dos importantes funcionales empleados en la aerondutica son lineales respecto
de la presion: el coeficiente resistencia Cp y el de sustentacion Cy, para los cuales se verifica que

j(P) = PEP“ (ﬁs .J’), (4.79)
o0
donde Coo = 0,5yM2, Pw, iis es el vector unitario interior del dominio, P es la presion y My,
es el miimero de Mach de corriente libre vy, finalmente, el vector d toma valores que dependen de
la configuracién geométrica.
Por iiltimo, nétese que [p |3|*> + 2P| s # 0, lo que nos permite simplificar la condicion de
contorno sobre el choque.

4.4.2. Condiciones de contorno externas

Empleando la notacién del problema de Euler directo, a continuacién se determi-
nardn las matrices que diagonalizan el jacobiano adjunto. Al tomar las ecuaciones de
Euler, la matriz jacobiana A proyectada en una determinada direccién &, se puede dia-
gonalizar como

A=P Y A-R)P=PKP, (4.80)

donde A es la matriz diagonal de autovalores, P es la matriz de los autovectores y K =
A - K. De manera andloga tendremos que

A = P71kp = PT(P~1K)T = PTKT(PT)~L. (4.81)

Si ahora denotamos la matriz jacobiana proyectada como K* = — AT . % = entonces
la diagonalizacién se realiza de la siguiente manera K* = (PT)~!'A*PT y sus autovalores
son A* = —A.

Condiciones de contorno sobre el campo lejano

En el problema de disefio 6ptimo, con objeto de eliminar la dependencia en 6] de
las variables de Euler linealizadas, la condicién que deben de verificar las variables
adjuntas sobre el campo lejano es

/ w (iir,, - 4) sU =0, (4.82)

donde A es la matriz jacobiana y fir, es ahora un vector normal unitario apuntando
hacia el interior del dominio. Por otro lado, el campo lejano puede ser dividido entre la
zona de entrada de flujo 'y, ;;, donde ¥ - 7ir,, > 0y de salida I oyt donde 7 -7ir > 0,
con lo que se tiene, sustituyendo (4.81),

/r w(ﬁrw-A’)(su:/r

o 0,in

(wp)A (Plsu) + /

roo,out

(YP) A (pflsu) =0, (4.83)

donde (P~1sU) = 6W, siendo W las variables caracteristicas. En el problema de disefio
planteado, se establece que las condiciones de contorno en el campo lejano no estan su-
jetas a variacién. Por ello se verificard que W = 0 para las caracteristicas entrantes que
se corresponden con autovalores positivos, en cambio para las caracteristicas salientes



4.4. ANALISIS DE LA SENSIBILIDAD DE UN FUNCIONAL: EL ENFOQUE CONTINUO 107

en general se tendrd W # 0. En adelante, resultard conveniente separar en (4.83) las
caracteristicas entrantes A y las caracteristicas salientes A_ de tal manera que:

(WP) A (8W) = (WP), Ay (BW), + (YP)_ A_ (8W)_ = 0. (4.84)

Por otro lado, W* = WP debe interpretarse como las variables caracteristicas para
el problema adjunto. El valor de las variables caracteristicas W* debera evaluarse en
funcién de si se trata de una entrada o salida de flujo (en condiciones subsoénicas):

= En la superficie de entrada subsoénica 'y, ;, tres autovalores del problema adjunto
serdn negativos y uno positivo (esto es debido a que los autovalores del problema
adjunto tienen signo opuesto a los del problema directo, ver Seccién 4.2.2).

e En el caso de ser positivo, la informacién del problema adjunto entra al do-
minio y serd necesario especificar el valor de (YP) . Debido a que se desea
eliminar la contribucién del contorno al calculo de la sensibilidad (4.75), se
tomara como valor mas simple (W*), = 0.

e En el caso de los autovalores negativos, la informacién sale del dominio y
no es posible imponer una condicién sobre las variables adjuntas. Sin embar-
go, dado que no existe variacién de las variables caracteristicas en el campo
lejano tendremos que (6W)_ = 0.

= En la superficie de salida subsénica 'y ou¢, tres autovalores del problema adjunto
seran positivos y uno negativo.

e Empleando las variables caracteristicas tendremos que, para los autovalores
positivos, la informacién entra al dominio y por lo tanto se impondra que
(YP), =0.

e En el caso del autovalor negativo tendremos que la variacion de las variables
caracteristicas es (6W)_ = 0.

En resumen, a través de las variables caracteristicas y estudiando las direcciones de
propagacioén de la informacién en la ecuaciéon adjunta, es posible imponer las condi-
ciones de contorno en el campo lejano con objeto de eliminar la dependencia de U en
(4.82).

Condiciones de contorno sobre la pared sélida

Teniendo en cuenta que la variacién del funcional | a minimizar se calcula como
o/ (8)= [ iWyds+ [ f(W)sUds—[jW),,eX(x), (485
55 S\{xp}

empleando la expresién (4.73) es posible deducir unas condiciones de contorno sobre la
pared sélida que eliminen la dependencia de las variables linealizadas 6P en la variacién
del funcional:

@-iig = j(P) sobreS\ {x;}, (4.86)

donde ¢ = (Y, 3), #is es un vector normal exterior a la superficie s6lida S, siendo P
la presion del fluido y j/(P) = dpj(P).
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Proposicién 33. El flujo adjunto que atraviesa la superficie sélida en caso de partir de una
solucién reqular de las ecuaciones de Euler 2D, se calcula como

(152) 1827 ()

E _ | [¥1+oa +oyhs + Hipy| ne — o (v = 1) j'(U) . (4.87)
pared (1 + 0xthy +vyths + Hipg] ny — vy (v — 1) j'(U)
(y=1)j(U)

Demostracion. Un modo de imponer estas condiciones de contorno es a través de los
flujos convectivos adjuntos que atraviesan la pared. Para ello es necesario calcular la
proyeccién del flujo sobre la normal a la pared,

N (A’le) g = — (A’fnx + A’L{ny) Y, (4.88)
donde A = (A, Ay), teniendo en cuenta que sobre la pared sélida se verifica @ - rig = 0,

entonces se obtiene la siguiente expresion,

ATn, + ATn, = | M (2 —y) vyny —Yyvxny Hny | (4.89)

Multiplicando este tltimo resultado por el vector de variables adjuntas y empleando
la condicién de contorno (4.86), de manera inmediata se obtiene la expresién (4.87). O



Capitulo 5

Analisis de la sensibilidad de las
ecuaciones de Navier-Stokes
estacionarias

En este capitulo, continuacién de los desarrollos realizados para sistemas goberna-
dos por la ecuacion de Burgers (Capitulo 3) y las ecuaciones de Euler (Capitulo 4), se
abordara la extension de la metodologia adjunta continua a sistemas gobernados por
las ecuaciones de Navier-Stokes en régimen estacionario.

La organizacién de este capitulo es la siguiente: en primer lugar se realizard un breve
repaso a las ecuaciones de Navier-Stokes compresibles. Méas adelante, se desarrollaran
las ecuaciones linelizadas de Navier-Stokes y finalmente, mediante el enfoque adjunto
continuo, se planteara la formulacién matematica que permite el cdlculo de gradientes
de un funcional de interés aerodindmico en sistemas gobernados por las ecuaciones de
Navier-Stokes.

5.1. Ecuaciones de Navier-Stokes en forma conservativa

Las ecuaciones compresibles Navier-Stokes [73, 68] consisten en un sistema de ecua-
ciones diferenciales en derivadas parciales que proporciona una modelizacién completa
del comportamiento de un fluido Newtoniano! a través de la conservacion de la masa,
momento y energia en el fluido.

En el &mbito aerondutico (ver Figura 4.1), las ecuaciones de Navier-Stokes se plantean
en un dominio Q delimitado por contornos disconexos que se dividen en campo lejano
I'so ¥ en varios contornos de pared sélida que denominaremos de manera genérica S. El
sistema completo de las ecuaciones compresibles de Navier-Stokes (sin términos fuente
y suponiendo condiciones adiabaticas en la pared sélida), se puede formular de dife-
rentes maneras, siendo el modo conservativo el mas apropiado [52] en relacién con la

1'Un fluido newtoniano es un fluido con viscosidad en que las tensiones tangenciales de rozamiento son
directamente proporcionales al gradiente de velocidades

109
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formulacién integral de las leyes de conservacion,

&u+ﬁ.@—ﬁ):a enQ,t>0
7=0, sobre S 6.1
0, T =0, sobre S

donde, en el campo lejano 'y, las condiciones de contorno son especificadas para las on-
das entrantes, mientras que las ondas salientes son determinadas por la propia solucién
en el interior del dominio Q. Por otro lado, se ha supuesto pared sélida S adiabatica,
9, denota la derivada normal, las variables conservativas son U’ = (p, POx, PVy, pE),
donde p es la densidad del fluido, 7 = (vx,vy) es la velocidad en un sistema de re-
ferencia cartesiano, E es la energia total, P la presiéon del sistema, H la entalpia, T es
la temperatura del fluido. Los flujos convectivos se modelizan como F = (Fy, Fy) ya

definidos en (4.7), y los flujos viscosos como F? = (FU F”) donde

xrty
0 0
FY = Txx JFY = Ty . (5.2)
Oxy Oyy
OxxVx + Oxy0y + kox T OyxUx + 0yyvy +kdyT

Aqui'y en lo sucesivo o;; es el tensor de esfuerzos que agrupa todas las componentes
del esfuerzo sobre un volumen de control. De manera estdndar 7 indica el plano normal
sobre el que actiia el esfuerzo y j es la direcciéon de la componente del esfuerzo. Asu-
miendo el empleo de gases perfectos, fluidos Newtoniano y equilibrio térmico, entonces
se verifica la relacién de Stokes, y el tensor de esfuerzos se puede escribir como

2 =
Ojj = ‘LL(al'U]'—i-a]"Ui) +§“ (VZJ) 51']', (53)

donde §;; es la delta de Kronecker, p es la viscosidad dindmica y k es la conductividad
térmica. Finalmente las componentes x e y del vector de flujos viscosos compresibles en
2D se puede desarrollar como

0
FU — %“axz’x - %“ayvy
“ayvx + Uaxvy
210,050y — 3 1OxDyDy + HOyyOx + HOyIxVy + kOx T
0
HOxVy + HOy Uy
Yy %uayvy - %uaxvx
21v,0y0y — 310,040y + 1000y + HUxdyvy + kdy T

(5.4)

Por dltimo, el sistema de ecuaciones (5.1) debe ser completado por una ecuacién
de estado que define las propiedades termodindmicas del fluido (4.8). La viscosidad
dindmica y la conductividad térmica se obtienen de relaciones empiricas. En el caso de
la viscosidad dindmica se emplea la ley de Sutherland [105],

”1'1"3/2
p=

= ) 5.5
T+ 5-5)
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En el caso de la conductividad usando la férmula de Eucken [34] se tiene que

Cpu
k==, 5.6
Pr (5:6)
donde C,, es el calor especifico a presién constante y el nimero de Prandtl Pr tiene un
valor de 0,72.

5.2. Ecuaciones linealizadas de Navier-Stokes en régimen estacionario

Una vez planteadas las ecuaciones de Navier-Stokes en su forma conservativa es
posible estudiar la estabilidad de la solucién con respecto a pequefias perturbaciones.
Tal y como se vio en el caso de las ecuaciones de Euler, en los problemas de disefio 6p-
timo de forma son posibles dos tipos de perturbaciones sobre las condiciones iniciales:
perturbaciones de valor 6U en las variables del flujo U y perturbaciones de valor S
de la forma del contorno de pared sélida S en la direccién normal a la superficie #g
(apuntando hacia el exterior del dominio)

su=u'—-u, oU +V-FU)=0,
65=5 -8y, S ={xX+6Siig(x),%eS}, (5.7)

donde es importante destacar que, al tratarse de las ecuaciones de Navier-Stokes, no
se contemplard la existencia de discontinuidades fisicas en la solucién del fluido. Sin
embargo, debe tenerse en cuenta que, en ciertas circunstancias fisicas, la relacién en-
tre términos convectivos y viscosos puede ser tan alta que a nivel discreto si podamos
hablar de discontinuidades en la solucién numérica del problema.

Notacién 34. Antes de definir las ecuaciones linealizadas de Navier-Stokes es conveniente in-
troducir la siguiente notacion (ver [41]) para las derivadas calculadas alrededor de una solucion
regular U(x, y):

F, JF, OFY JoFy
Ay = == , A= =2 , Al= = , A= =+ ,
) ou U(x,y) ! ou U(x,y) ’ au U(xy) ! ol U(x,y)
OFY oFy
Dxx = X ’ Dx = =S 7
J (axu) U(x,y) g J (ayu) u(x,y)
oFY oF)
Dy = U , Dyy = L
19 (9, U) U(ey) Y 0 (o,U) U(ry)

Las ecuaciones linealizadas de Navier-Stokes en régimen estacionario, aplicadas a
un dominio Q delimitado por contornos disconexos S, superficie sélida, y 'y, campo
lejano, son

V- ((A’ - A’v) 5u) — 9y (Dxxdx (8U) 4 Dyydy (8U))

—3y (Dyxdx (8U) + Dyydy (8U)) =0, en Q 5.8
60 = —5650,7, sobre S
0 (8T) = =850y, (94 T) + dig (8S) It T, sobre S,

donde en el campo lejano 'y, las condiciones de contorno se imponen de manera analo-
ga al caso de las ecuaciones de Euler linealizadas. Recordemos que #ig es un vector uni-
tario normal a la superficie sélida S (apuntando hacia el exterior del dominio Q) y fg
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es el vector resultado de girar 77/2 en sentido antihorario el vector 7is. Finalmente, las

variables conservativas linealizadas son (6U) =

(60, 8(pu), 8(pv), 5(pE))".

A continuacién se desarrollaran las matrices de la ecuacién (5.8), introducidas en
la Notacién 34. Comenzamos por las matrices jacobianas para los flujos convectivos

A= (Ay Ay)
0 1 0 0
- YT_?’viﬁ-YT_lv% (3 —7y)vy —(y-1)po, vy-1
x —0xVy vy Uy 0 ’
—yvyE+ (v — 1)vx|5]> yE — VT(U +302) —(y—1)ovxvy, yox
0 0 1 0
A — —UxUy vy Uy 0
y = Y302 4 Yilp2 —(y—=1)o, (3:)/)vy y—1
—yvyE+ (v — 1)vy|z7'|2 —(y—1)vyoy yE— %(U% + 305) Yoy

Notacién 35. Con objeto de simplificar las matrices resultantes, en adelante, emplearemos la

siguiente notacion
O‘i]'
O_*
ol

¥ =

S RN O'l']'
= u(aiv]-Jra]-vi) ——u (VZJ) 51.]., 6ij = I
—EO‘ +EO‘ O_**_EO_ —1—90‘
0 xx P Xy 5 yx 5 Wy
= U0xx + 00y, o = ubyx + vbyy,
Yy
(y—1)Pr

Las matrices jacobianas que provienen de términos viscosos A” = (AY, A;) se pueden

expresar de la siguiente manera

00
szoo
* 00

00

00
|00
1o o

00

0 o g (Fa (1) - sl () )
0 %oxx—%ax %
0 %ny—%ax ;3 '
; . ()

2 T
o o ($,() - i (5))
0 50 = 9y (5
0 %‘Tyy_%ay % ,
0 Fou (3)

donde se ha estimado que la variacién de la viscosidad p con respecto de la densidad p
y la presién P es despreciable. En el caso de las derivadas cruzadas de los flujos viscosos

Dyx, Dxy, Dyx y Dy, tendremos que

0 0 0 0
u ~ 30 3 0 0
Dux =2 —v, 0 1 0 |
y (r=DIF* _ P 2 4.2 4 yu Yoy
—1)Pr ( 2 5) —Uy T3 30— P Uy B By
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0 0 0 0 0 0 0 0
2 2
u Z0 0 -z 0 -0 0 1 0
D.,, = = 3%y 3 , Dy = y ,

W —or 1 0 0 v 2o, %2 0 0
—30Ux0y Uy —%vx 0 —zUvy —%vy vy O

0 0 0 0

o —0y 1 0 0

Dyy =~ —%v, 0 3 0

r-1[3* _p 2 4.2 4 Yo
(yji)Pr( 2 _B) i TR Ll o

Las condiciones de contorno sobre las variables linealizadas se impondran de ma-
nera fuerte sobre el contorno sélido, esto es, imponiendo directamente 67| = —659,7.
Por otro lado, la condicién sobre la proyecciéon normal de la temperatura linealizada
o (6T) |s = 7ig -V (6T)|s = —659, (@T) -1l + dig (8S) (@T) -fs se impondra de
manera débil, es decir, a través de los flujos viscosos que entran/salen de la pared sélida
S. Finalmente, en el campo lejano, se asumira que no hay efectos viscosos y el modo de
imponer las condiciones de contorno es idéntico al desarrollado en el caso de la resolu-
cién de las ecuaciones de Euler.

5.3. Analisis de la sensibilidad: el enfoque continuo

Las ecuaciones adjuntas de las ecuaciones de Navier-Stokes compresible, se plantean
asociadas al problema de optimizacién (4.1). En este problema se pretende minimizar el
siguiente funcional | (ver Figura 4.1)

1) = [ i) as, (5.9)

donde U es la solucién del problema de Navier-Stokes compresible ya definido en (5.1).
En definitiva, el objetivo es evaluar la variacién del funcional | en (5.9), que depende de
la variacién 8S de la geometria S y de la propia variacién U de las variables de flujo U.
Finalmente, la variacién 6] se calcula de la siguiente manera

5]:/55]'(u)ds+/sj(u)5u1:zs. (5.10)

Tal y como se estudié en el caso de las ecuaciones de Euler, mediante la resolucién de
las ecuaciones linealizadas de Navier-Stokes (5.8), es posible el calculo de la variacién de
las variables conservativas 6U al variar la superficie S. Sin embargo, como ya se ha vis-
to, este procedimiento es muy costoso computacionalmente, pues para cada variacién
0S de la superficie S es necesaria la resolucién de una ecuacién linealizada de Navier-
Stokes. A continuacién introduciremos la formulacién adjunta con objeto de eliminar
la dependencia de 6U en la expresién para la variaciéon del funcional | de la ecuacién
(5.10).

El primer paso de este procedimiento consiste en multiplicar las ecuaciones lineal-
izadas de Navier-Stokes por el vector de variables adjuntas ¥ e integrar sobre el dominio
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Q. Finalmente, tras simplificar las expresiones resultantes, se obtiene
e . ((Z_ A0
[ wTY-((A-47)su) ao

= /Q YT - (Dydy (8U) + Dyydy (5U), Dysdy (8U) + Dyydy (5U)) 4O

= [ T (A-A)sudi~ [ V' (A~ A%)sudo
50 Q

- /5 W7 (Dads (8UI) + Diydy (8U1), Dysds (8U) + Dyydy (1)) ds

+ /Q VYT . (Dyxdy (8U) + Dyydy (8U) , Dyxdx (8U) + Dyydy (8U)) dQ.(5.11)

La tltima integral de volumen de (5.11) se puede desarrollar como
/Q VYT . (Dyxdyx (8U) + Dxydy (8U) , Dyxdx (8U) + Dyydy (8U)) dQ

= /Q (0:¥" Dax + 3, W7 Dy, 0T Dy +2,¥7Dyy ) - ¥ (8U) 4O
-/ (3297 Dxx + 3,97 Dy, 9:¥T Dy + 9y W7 Dy ) SUds

_ / A (ax\yT Dyx +9,% Dy, 3,¥T Dy + ay\yTDyy) SUdQ.  (5.12)
Q

Finalmente, reagrupando y ordenando los términos adecuados de las expresiones
(5.11) y (5.12) es posible escribir

= [ /Q (wT- (A= A%) + V- (3:9Dsx + 3,9 Dy, 0¥ Dy + 9, W7Dy ) ) 8U dQ]
+ v (4 4°)ouds + /5  (9x¥"Da 0, W7Dy, 0:%T Dy + 3,47 Dy ) SULs
- /5 YT (Daxdx (8U) + Diydy (8U), Dysds (8U) + Dyydy (8U)) ds = 0. (5.13)

Notacion 36. Con objeto de simplificar las expresiones resultantes, en adelante, emplearemos la
siguiente notacion

1200 = nyZyx00x + Ny LZyydvy + 1y Ly 00y + nyLyydvy,
Zij =pu (ai(p]' + aj(pi) + A (ﬁ . (_p') 51‘]'-

A continuacién, se analizard término a término la ecuacién (5.13) con objeto de sim-
plificarla y obtener el sistema adjunto que permita el cdlculo directo de la variacién del
funcional a estudio:

s El primer término de la ecuacién (5.13) corresponde con una integral sobre todo
el dominio Q). Con objeto de que el valor de esta integral sea nulo se obtiene la
ecuacién adjunta:

o N\NT = o
- [(A - Av) VY4V (D,{xax\y +Dla,¥, DL o, W + Dgyayw)} =0. (5.14)

= En los términos (5.13) definidos sobre el contorno 6Q es necesario distinguir entre
el contorno lejano Iy, y el contorno de pared sélida S. Aquellos relacionados con
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el contorno lejano se pueden eliminar con las condiciones de contorno apropiadas
como se vio en el caso de las ecuaciones de Euler. Por otro lado, en el caso de
pared soélida, tras sustituir las matrices por sus valores y simplificar, se obtiene la
siguiente relacion

L(kanm(s:r—kwan(ﬂ)) ds+A(ﬁ~@5P—ﬁ-6a~¢) ds
+/S(ﬁ.5z7(pxp1+pr4)—¢4ﬁ.a.55+ﬁ.z.5z7) ds=0, (5.15)

donde se han impuesto las condiciones de velocidad nula sobre la superficie.

A continuacién se le resta a la variacién de la funcién objetivo (5.10) la ecuacién
(5.15), para tener

5]:/55j(U)ds+/sj(U)5Uds
—/S(kanwﬂ—k%an(ﬁ)) ds—/s(?z-(faéP—ﬁdcr-@) ds

—/ (7i - 67 (ppy + pHpy) — ufi-0- 65 +7-£-67) ds=0.  (5.16)
S

5.3.1. Formulacién con pared adiabatica (condiciones de contorno)

A partir de la expresion (5.16) es posible determinar una clase de funciones objetivo
J que son admisibles pues su empleo permite la eliminacién directa de las variables line-

alizadas 6U. En concreto, son admisibles funcionales lineales de la forma j = j ( f T) ,

donde f = P7i — i - 0. En este caso, las condiciones de contorno a imponer sobre la
pared sélida serfan

5 — 91
Q= 2 sobre S (5.17)
ko,¥4 = drj, sobreS

donde ¢ = (Y, 3) y 97 es la derivada parcial con respecto de la temperatura. Por
altimo, la variacién del funcional | se calcula como

51:/5 [0 (£,7) = xj (F.7)] 6545
—/S(ﬁ-éﬁ(planrpHm) —pyii o 6T+ 7 L 55— kipsd(6T)) ds, (5.18)

donde las variaciones sobre la superficie de 67y 0,,(8T) se calculan en (5.8). Sustituyen-
do el valor de las variables linealizadas, finalmente se tiene que,

5]:5/51'(f,T) dS:/S[anj(Pﬁ—ﬁ-o,T)—Kj(Pﬁ—ﬁ-(f,T)]éSds
+/5(ﬁ-ana(pw1+pr4)—w4ﬁ-a-an5+ﬁ~z.an5)55ds
+ /S ki (g (5S) degT — 580, (3,T)) ds, (5.19)

donde aparecen dos términos [0, (7i-0)5Sds y [sky4650, (9,T) ds que involucran
derivadas de segundo orden. En una aplicacién préctica esto requeriria esquemas numéri-
cos de alto orden. Como solucién a este problema, en la siguiente Seccién se detalla el
andlisis necesario para evitar el tener que evaluar estas segundas derivadas.
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5.3.2. Reduccién de las derivadas de alto orden

Al analizar el problema de disefio de forma gobernado por las ecuaciones de Navier-
Stokes e introducir el efecto de la variacién del contorno sobre la integral, se obtiene que
la variacién del funcional a minimizar se puede evaluar a través de (5.19). Pese a que
todos los términos son conocidos y en teoria evaluables, algunos de ellos involucran
derivadas segundas de las variables conservativas y los métodos numéricos tipicamente
empleados son, en el mejor de los casos, de segundo orden, por lo que es inasumible el
error numérico cometido en la evaluacién de los términos:

/5 (i - 0)6Sdsy /S ki85S9, (3nT) ds. (5.20)

A continuacién, mediante un cambio de sistema de coordenadas y el empleo de las
ecuaciones de Navier-Stokes sobre el contorno, se desarrollaran expresiones que permi-
tirdn evaluar los términos requeridos, sin el empleo de segundas derivadas.

Término dependiente de la temperatura

Para evitar el cdlculo de la segunda derivada en la expresién
5=+ /5 Kipsdsg (58) dygT ds — /5 k4653, (3,T) ds, (5.21)
se recurre a evaluar las ecuaciones de Navier-Stokes sobre el contorno. Se tiene que
V(kVT) = ko3 T + kdj, T = —0 : VG, (5.22)
por lo que la expresién (5.21) queda como
5] =+ /S Kipsdig (6S) g T ds (5.23)

+.L ks (0 : %) 5S ds+./s. ktp45Sdrg (g T) ds. (5.24)

Integrando por partes para eliminar la segunda derivada tangencial del segundo
término obtenemos

5] =+ /S kipy (02 V5) 55 ds + /S Kipsdrg (8594, T) ds, (5.25)

y, volviendo a integrar por partes, finalmente tenemos que
5 =t /5 kipy (0 V5) 55 ds — /S K(3tgtha) (31 T)5S ds. (5.26)

Término dependiente del tensor viscoso

Sea 75(1) la parametrizacién longitud de arco de la curva S. Llamaremos £(n) al
vector tangente y 7i(7) al vector normal unitario que se obtiene al girar (1) un angulo
7/2 en sentido antihorario. Se introduce el sistema de coordenadas locales (17,60) que
describe R? de la siguiente forma

7(n,0) =7s(n) +07(n), (5.27)
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donde la curva S esté descrita por 8 = 0. La base local asociada a este sistema de coor-
denadas es

L _OF _dis(n) | ,di(n) _ i g = g
$1= 30 = —dn 0 i = (1+6k(n)t(n), So= 3= ii(n), (5.28)

donde «(n) es la curvatura, cuyo signo depende de si S se curva en el sentido de 7(n)
(signo -) o en el contrario (signo +). Los factores de escala se calculan como

hy = |8yl = (1+06k(n)), ha=1gel =1, (5.29)

Usando la base local (5.28) el tensor newtoniano se puede escribir como

. G. . 80 = . 8 \g
s ( Oxx Oy ) _ ( O ) _ | s X gl (i , (5.30)
Oyx  Oyy Oy Gy - &Y 5&"% 0

) (nron )

_’T'[
Ox - &n > n a% ((1+6x(n)) (3% -§e))]

= 1 In(Gx - &n) _ 3. .3 _ ()
~ (1+6x(m) <1n+ex<;> (G gn)(1+9'<(n))2> *
oty (<) @ 80)+ (1-+ 0x()20@ - ), 631)

donde, evaluando sobre la curva (0 = 0,3p =7, $ = ?), tendremos que
V- Gy = dtg (8 - F) + k(G - 1) + 0 (s - 7). (5.32)
Anélogamente, la divergencia en coordenadas locales de o, se calcula como:
V -Gy = g (Ty - ) + &(Gy - 7i) + 9 (T - ). (5.33)
Finalmente, combinando la ecuacién (5.32) y (5.33) tenemos
V- (Gx +8y) — g0 - F) — k(T - 7i) = 3, (T - 71), (5.34)
donde, esta expresion es multiplicada por 4S e integrada sobre la superficie para tener
/San(ﬁ .0)55 ds = /S [V (G + ) — 9156+ F) — (3 )] 65 d. (5.35)

A continuacién, se emplean las ecuaciones de Navier-Stokes sobre la superficie eval-

uadas sobre la superficie.
V -Gy = 0,P
o 5.36
{ VG, = dyP (5:36)
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Sustituyendo (5.36) en (5.35) e integrando por partes finalmente tendremos

/San(ﬁ-o)ésds
:/S [VP—«(@ )] 55ds—/satg(a.f>55ds
:/S (VP —«(& )] 5Sds+/sc7“-?8tg(65)ds. (5.37)

Y de esta manera evitamos el tener que calcular derivadas de segundo orden para
la evaluacién del gradiente del funcional en sistemas gobernados por las ecuaciones de
Navier-Stokes.



Capitulo 6

Resolucidon numeérica de las
ecuaciones adjuntas 2D de Euler y
Navier-Stokes

Este capitulo tiene por objeto presentar la resolucién numérica de las ecuaciones
adjuntas (enfoque continuo) de Navier-Stokes mediante el empleo de una técnica de
voliimenes finitos: En primer lugar se caracterizard el modo en que discretizaremos
el dominio fisico. Mds adelante, se comentard la discretizacién numérica empleada en
los términos convectivos para continuar con los términos viscosos y terminar con la
discretizaciéon temporal. Por tltimo se describird la técnica del filtrado bimalla.

6.1. Discretizacion del dominio fisico

Supongamos un dominio fisico Q C R?. Con objeto de resolver de manera discreta
una ecuacién en derivadas parciales definida sobre ese dominio es necesario descom-
poner Q de la siguiente manera

o= U K, (6.1)
donde:
» cada K es un triangulo con interior no vacio K # &,
» KiNK, =2 para cada Ky, K; € 1,

» si F = Ky NKy # @ (K; y Kp son elementos distintos de 7, ) entonces F es lado de
Ky y Ky,

» diam (K) < h paracada K € T,

la familia de tridngulos 7, se denomina triangulacion de Q. Sobre esta triangular-
izacion del dominio fisico, los métodos de volimenes finitos definen un volumen de
control dual sobre el que se discretizaran las ecuaciones adjuntas.

119
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A continuacién se describira el modo en el que se construyen los voltiimenes de con-
trol: consideremos el grafo plano G compuesto por los vértices y aristas de la triangu-
lacién 7j,. Sobre este grafo definiremos el grafo dual Gy, como cualquier grafo que
cumpla las siguientes propiedades:

= Cada vértice de G, estd asociado con una cara de G.
= Cada arista de G esta asociado con una arista de G,

= Siuna arista separa dos caras, f; y f; de G, entonces la arista dual asociada conecta
dos vértices de G4 asociados con f; y f;.

En la Figura 6.1 (izquierda) se presentan diferentes métodos para la generacién de
las mallas duales, la méas usual en MFC es la formadas por segmentos de mediana y
segmentos de centroide.

Este tipo de esquemas numéricos que usan las mallas duales construidas a partir
de, por ejemplo, los segmentos de mediana, se denominan esquemas centrados en los
vértices [9], pues el valor de las variables se calculard en los vértices de la malla no
estructurada. En la Figura 6.1 puede observarse una tipica triangularizacién no estruc-
turada (en rojo) junto con la malla dual (en azul) sobre la que se resolveran las EDPs.

— Malla

Mediana Dual
...... Centroide Dual
[ Regi6n Dirichlet

Figura 6.1: Grafos duales (izq.). Triangularizaciéon en rojo y volimenes de control aso-
ciados en azul (der.).

6.2. Discretizacién espacial de las ecuaciones adjuntas de Euler

Al emplear el enfoque adjunto continuo disponemos de libertad para seleccionar
aquel método numérico cuyas caracteristicas se ajusten mejor al problema planteado.
A lo largo de esta seccion se discutirdn diferentes métodos para la resolucién de las
ecuaciones adjuntas en régimen estacionario (4.62) con las condiciones de contorno ex-
presadas en (4.75). Una estrategia habitual para la resoluciéon de estas ecuaciones es
la llamada time marching mediante la cual afiadimos un tiempo ficticio ¢ al sistema de
ecuaciones de la siguiente manera

oY —AT . V¥ =0, enQ UQ", t>0
-1ig = j(P), sobre S, (6.2)
ITASW =0, sobre Ty,
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donde W = (1,2, P3,14)T son las variables adjuntas. Denotando @ = (1o, ¥3), la
matriz jacobiana de flujos se expresa como A = oyF y fig es un vector normal unitario
apuntando hacia el exterior. Respecto de las condiciones en el campo lejano, W* son las
variables caracteristicas adjuntas, A son los autovalores de la matriz jacobiana A proyec-
tada segtin la normal exterior al campo lejano, y W son las variables caracteristicas del
problema de Euler.

Figura 6.2: Triangularizacién alrededor del nodo j y volumen de control Q; asociado.

A continuacién, planteamos la formulacién integral de las ecuaciones adjuntas de
Euler (6.2) sobre un volumen de control Q ; que rodea a un nodo j (ver Figura 6.2).

av, av; U
j T 7dS — 10— _ AT G Sy =
oy = - A7 /rj‘i’ndS—|Q]|dt A7 X Wi =0, 6:3)

donde |_Q ]-| es el area del volumen de control, Yies la media volumétrica de ¥ en el
nodo j, ¥k es un valor promediado entre el nodo j y el nodo k, el vector 7 es la normal
exterior al volumen de control, 1 es el nimero de vecinos al nodo j y la superficie S j
y el vector 7i ;. son respectivamente la dimensi6n de la cara y el vector normal unitario
exterior al volumen de control que es atravesado por la arista jk.

Por otro lado, la derivada temporal d¥;/dt en la discretizacién (6.3) se aproximara
mediante un esquema de primer orden en tiempo,

yrt g A gr g Sik = 4
7= A L YS=0, (6.4)
J k=1
donde At es el paso de tiempo que deberd ser compatible con la condicién de CFL en
esquemas explicitos y n representa el paso de iteraciéon temporal.

6.2.1. Esquema centrado tipo Lax-Friedrichs

El esquema de Lax-Friedrichs es el més elemental de los denominados centrados, y
se trata de una discretizacién de primer orden en espacio y tiempo. La idea bésica de
este esquema es estabilizar el esquema inestable centrado explicito tomando como valor
de la variable en ¥ en el paso de tiempo n como un promedio de su valor en la celdilla
dual, es decir:

1 Y
Wi = - Y vy, (6.5)

] k=1
donde k es un indice que recorre todos los vecinos del nodo j y m; es el ntimero de
vecinos del nodo j (nodos unidos por una arista). Por otro lado, el flujo en la cara que
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separa dos nodos j y k se calculard como el promedio de los flujos

wntl — 2 yn _ 2 AT ]7.;71'57(:0, (6.6)
/ mj k; CoIg k; 2 :

El esquema de Lax-Friedrichs tiene un error de truncacién proporcional a la segun-
da derivada que acttia como una viscosidad numérica afiadida, amortigua las altas fre-
cuencias y alisa, en exceso, los fuertes gradientes. A continuacién se desarrollaran dos
métodos uqge mejoran este aspecto: esquema centrado con disipacién de alto orden y
esquema de tipo upwind.

6.2.2. Esquema centrado con disipacién artificial de alto orden

En este esquema centrado el flujo convectivo a través de la cara del volumen de
control que separa los vértices j y k se calcula como

N W+‘yk .
fie=AT- (fz) i+ d, (6.7)

donde d j denota la disipacion artificial. Se eligira como disipacién artificial un término
proporcional a diferencias de cuarto orden de las variables, lo que corresponde a una
diferencia de tercer orden para los flujos. La expresion para esta disipacion artificial es

d]'k _ €§4) (ﬁZ\PJ _ 62\1}]{) (D]](A]k, (68)

(4)

donde e ji s una constante calibrada por el usuario y
"y
VAV = —m;¥; +k21 Y, Ap = (‘ﬁjk : ﬁjk‘ + Cjk) S iks (6.9)

donde uj = (uj+ux)/2y cjx = (cj + cx)/2 denotan la velocidad del fluido y la ve-
locidad del sonido en la cara de la celdilla. El factor @ se introduce para tener en
cuenta el estiramiento de las celdillas y se define como @ j; = 4@ ; @/ (@ it k) donde
®; =0,254;/Aj.

6.2.3. Esquema de tipo upwind

El desarrollo de un esquema upwind [4] para la resolucién de las ecuaciones adjuntas
de Euler en 2D es de especial interés. Este esquema se basa en un andlisis similar al
realizado para la resolucién de las ecuaciones de Euler donde, ahora, la informacién de
las caracteristicas viaja en la direccién opuesta al problema directo.

En la préctica, en problemas multidimensionales, se debe realizar un cambio de base
de tal manera que en la nueva, a la que denominaremos L, un eje coordenado coincida
con la arista que atraviesa la cara en la que deseamos calcular el flujo numérico.

El primer paso consiste en proyectar la matriz jacobiana transpuesta A’ sobre la
arista jk. De esta manera tenemos que AT = AT. 71, donde 7 es un vector normal a la
cara del volumen de control que separa los nodos j y k (en el sentido de j a k). Una
vez proyectada la matriz jacobiana sobre la arista resolveremos el problema como si se
tratase de una tnica dimensién. Al finalizar el cédlculo de flujos, desharemos el cambio
de base.
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Pretendemos la evaluacién de un flujo numérico de la forma ATY teniendo presente
que AT = (PT) “" APT, donde A es la matriz de autovalores de la matriz jacobiana y
que P son las matrices de autovectores que diagonalizan la matriz jacobiana proyectada
sobre la arista jk. De esta forma el esquema upwind se puede escribir como

LT T
fie =5 (AT (¥;+w0) — | AT (e —¥))) (6.10)
LT T\ ! T Logr
== (Aj (wj+w) + (PT) AP 5\1}) = 5 (AT (%) + ) + fupwina)

donde el subindice indica de qué vértice se tomardn los valores. Por otro lado, la ausen-
cia de subindices indica que se debe tomar un valor promedidado de las variables , es
decir A = 0,5(A; + Ay). Finalmente tenemos que |AT| = (PT) ! |A| PT,yla matriz AT
se calcula como

—_

0 Y32+ Y=oy —vxvy —yosE +1(y — 1)v.q?
e ) 2
AT — | 1 (8 —7)vx vy vE— T3 (vy+303) (6.11)
0 —(y—1)v, Uy —(v—1)vyoy
0 v—1 0 (y—1)oy

Notacién 37. A continuacién, con objeto de evaluar el producto (PT) ! |A| PT8Y, es conve-
niente introducir la siguiente notacion
Y — 1 2 Ox * U]/
X = 7M , = — 1 —, = — 1 —,
5 p=r-1—_, B =-1
2
v—1

Q=Y+ Vo +o,¥3+HYy, &E=c¥r+cv¥Wy, Q' =Q- Wy.

Proposicién 38. El valor del flujo f,ying se calcula en coordenadas locales a la arista jk como

folp = ((1 —a)Q" —vy(8¥s 'H’y‘w4)) 0|
40,5 (o — vy /c) (Q+&)[u +c| + 0,5 (a + 0y /) (Q — &) |vx — ],
fooelp = (¥ = 1) B Q* [vx| + 52 (1 — B)(Q+ &) [ox + ¢
~L(1+B)(Q—&)|ox —cl,
foondl = | = (= 1HQ" + (63 + 0y5%)) fox

= — Q% ox| + L7 (Q+ &) [ox + ¢

(6.12)
donde el subindice L denota que este flujo estd calculado sobre una base local a la arista jk.

Demostracion. El primer paso consiste en proyectar las matrices P, P! sobre un vector
#i unitario en la direccion de la arista jk y plantear la matriz diagonal A construida a
partir de los autovalores del problema directo de Euler

1 0 £ £
v 0 L (ve+c 2 (vy—c

p=| fe(ete)  pel=c) (6.13)
Uy =P 2¢% 2¢ %

152

B g, £ (H+con) £ (H-cop)
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1 N o, -1
- M (y-1)% r-0% -5
. 0 = 0
P
p1 = _ _ _ , (6.14
c(rAm-z) 1-(y-1%) Zep-np o | 61
(M +z) A+ (y-1%) Lp-nL
-1 0 0 0
0 71 0 0
A = 1
0 0 d-f+c 0 ’ (6.15)
0 0 0 d-i—c

donde M es es el nimero de Mach (cociente entre la velocidad del fluido y la velocidad
del sonido). Usando la notacién anterior, es posible evaluar los siguientes productos

(PT) AP sw

(1 - )7 %|z7 i %l(cx L) 1T -7+ cf %l(tx—l—%x) |T -7 —
2|73 . 7 1 _ 3.1 —1 7.7 —
| o-ngea o Gaogleied Fasp)i-c
(y—l)lc—g|v~n] — |71 Tl|v i+ c| p1|v-n—c\
=l CA] 0 =067+ f =067 —
2
Q—=70Ys
—P(gw3 +voWy) , (6.16)
3:(Q+8)
Q-8
de donde, de manera inmediata, es posible deducir la expresién (6.12). O

Por tltimo, serd necesario proyectar el flujo calculado en una base local a lo largo de
la arista, a una base global del sistema

folL

f|G: fPM|LCOSQ_fPU|LSin9 (6.17)
foulp sin@ + fpu|; cosO |’ ’

pr|L

donde 6 es el dngulo formado por la arista con un sistema de coordenadas cartesiano.
El subindice G hace mencién a las coordenadas globales y el subindice L indica que los
flujos son calculados en coordenadas locales de la arista jk.

6.2.4. Condiciones de contorno numeéricas

Este apartado estd destinado a discutir el modo practico de imponer las condiciones
de contorno tanto en el campo lejano 'y, como en la pared sélida S.

Condicion de contorno sobre el campo lejano

En el problema de disefio, la condicién que deben verificar las variables adjuntas
sobre el campo lejano Iy, es

/ YT (glpl -ﬁroo> . sUds =0, (6.18)
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donde 7ir_, es un vector unitario normal exterior del campo lejano. Es posible expresar
este problema en funcién de las variables caracteristicas del flujo y de la ecuacién ad-
junta. Ademas, se pueden separar las caracteristicas entrantes asociadas con autovalores
positivos de la ecuacién adjunta A* de las caracteristicas salientes que estén asociadas
a autovalores negativos A* . De esta manera se tiene que

(vp) AL (W), (¥7P) A~ (ow)_ =0, (6.19)

donde, en el caso de autovalores de la ecuacion adjunta positivos, la informacién entra
al dominio y serd necesario especificar el valor de (¥Q), = 0. Por el contrario, en el
caso de autovalores de la ecuacién adjunta negativos, la informacién sale del dominio
y no es posible imponer una condicién sobre las variables adjuntas. Sin embargo, dado
que no existe variacién de las variables caracteristicas, en el campo lejano tendremos
que (6W)_ = 0.

Empleando este método de féacil implementacién es posible hacer que la integral
(6.18) se anule en el campo lejano, de modo que su contribucién global sea nula.

Condiciones de contorno sobre la pared sélida

Sobre el contorno de pared sélida S se debe imponer la siguiente condicién de con-
torno

p-iis=j (P), (6.20)

donde ¢ = (1, Y3). El vector #ig es unitario normal interior a la pared sélida y j es la
funcién cuya integral a lo largo de la superficie S se pretende minimizar. Dos métodos
son frecuentemente empleados para la imposicién de las condiciones de contorno sobre
la pared sélida: celdillas fantasmas o célculo directo del flujo que entra o sale por la
normal.

Proposicién 39. Si se emplea una técnica de celdillas fantasmas, el modo de actualizar las
variables adjuntas en cada paso de tiempo es

Y1r = Pig,
Yo = or + 2nx (j (P) — naipor — nyar),
P3r = YP3R + 21y (]/ (P) — nytpog — ny1/)3R) ,
Yur = Par,

donde se ha definido un conjunto de celdillas denominadas fantasmas (subindice F) distribuidas

a lo largo del contorno sélido y enfrentadas a las celdillas reales (subindice R) que constituyen la
primera fila de celdillas que lindan con la superficie solida.

(6.21)

Demostracion. El objetivo es determinar el valor que debemos asignarle a las variables
adjuntas en la celdilla fantasma con objeto de que, al calcular el flujo entre la celdilla
real y la fantasma se imponga la condicién (6.20). El primer paso consiste en calcular el
vector @r en funcién del valor del vector @g. Para ello lo separaremos en su componente
normal y tangente. De esta manera, la componente tangente a la superficie @r se calcula
como

Gp-f=@r— (Pr-il) 7l (6.22)
donde f es el vector tangente resultado de girar el vector 7 un angulo de 77/2 en sentido
antihorario. Por otro lado, segtin la ecuacién (6.22), la componente tangente del vector
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@r serd igual a la componente tangente del vector @r por lo que el flujo en la direccién
tangencial a la superficie es nulo. Respecto de la componente normal, se impondra la
condicién (6.20) de la siguiente manera

Pr-ii= (2 (P) — pr ) i (6.23)

donde, finalmente, el cdlculo de la variable @r se realiza sumando las componentes
tangentes (6.22) y normales (6.23) para tener

@r = Pr — (Pr - A) i+ (2j'(P) — g - 7i) 7. (6.24)
Desarrollando esta dltima expresién, obtenemos las relaciones expresadas en (6.21).
Es importante destacar que no existen condiciones de contorno sobre la primera y la

dltima variable adjuntas. Una posibilidad numéricamente adecuada es la planteada en
(6.21). O

Proposicion 40. La condicion de contorno sobre la pared sélida también puede imponerse a
través de la evaluacion directa del flujo que entra o sale de la misma de la siguiente manera

(15) 1975 -7

fuan = [1[)1 +vxP2 +vyP3 + H1P4] ny—ox(y—1)¢-u , (6.25)
(1 + oxthy + vy 3 + Hy| ny —vy (v —1) @ -
(y-1)@-i

donde la evaluacion de las variables adjuntas se realizard mediante interpolaciones desde el in-
terior del dominio y la condicién de contorno @ - it = j'(P) se impone actualizando el valor de
® = (Yo, Y3) de la siguiente manera

Yo =P+ nyx (f (P)— @ i),
{¢3—¢3+ny<f'<P>—¢~ ), (6.26)

donde los nuevos valores de @ serdn sustituidos en la expresion (6.25) para el flujo sobre la pared.

S S

Demostracion. La demostracién simplemente consiste en evaluar la proyeccién del flujo
sobre la normal a la pared,

- (A’Tw) g = — (A’,{nx n A’L?ny) Y, (6.27)

donde A = 9F/dU = (A, Ay). Teniendo en cuenta que sobre la pared sélida se verifica
¥-1#ig = 0, entonces se obtiene de manera inmediata la expresién (6.25). O

Condiciones internas de contorno sobre una discontinuidad

Las condiciones de contorno internas sobre una discontinuidad X de las variables
fluidas, fueron deducidas en la Secciéon 4.4.1,

{ Iy - digp =0, sobreZ,

(25 : ﬁs = jl(P), en xjp. (6'28)

El problema se reduce a imponer que la segunda y tercera variables adjuntas debe
ser por ejemplo constantes a lo largo de la discontinuidad X y su valor igual al valor
que adquieren en x;, punto de interseccién entre la curva discontinuidad y la superficie
sélida S

(2, 3)|5 = (¥2,3),, - (6.29)
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6.3. Discretizacion espacial de los términos viscosos

Las ecuaciones adjuntas han sido planteadas a partir de la formulacién continua
del problema de Navier-Stokes. Por ello, a la hora de abordar la resolucién de estas
ecuaciones se dispone de libertad para seleccionar aquel método cuyas caracteristicas
se ajusten mejor al problema planteado. A lo largo de esta seccién se presentara un
método para la evaluacién numérica de los términos fuentes y viscosos que aparecen
en la formulacién adjunta de Navier-Stokes

. SANT o
oY — (A - A”) VA"l
_v- (D,fxax\HD dy¥, DL, ¥ + DI 3w ) enQ, t>0
=9j/df, sobre S, (6:30)
kan‘{’4|5 =0j/dT, sobre S,
(WHTASW =0, sobre Is.

En la expresion (6.30) es posible separar los términos convectivos (ya evaluados en
apartados anteriores) de los términos viscosos. De esta manera la ecuacién adjunta de
Navier-Stokes queda como

aY — (A)T- Vv + [(Av)T VY-V (F F;)] =0, (6.31)
donde A y A? son, respectivamente, las matrices jacobianas de los flujos convectivos y
viscosos. Por otro lado, los flujos viscosos adjuntos tienen la siguiente expresion

F? = DLay,¥ + Dla,¥, FY=DLaW+DI ¥, (6.32)

donde D son las matrices que incluyen las derivadas cruzadas de los flujos viscosos
respecto de las derivadas de las variables conservativas.

La evaluacién numérica del término fuente (E”)T - VV¥ en un nodo j se realizard de
la siguiente manera

/Qj(A‘v)T Vv = [Q)|(A9)T - Vv, (6.33)
donde |Q/] es el drea del volumen de control Q;.
En la evaluacién del flujo viscoso, serd necesaria la evaluacién de los gradientes

sobre las aristas. Para ello se empleara un esquema de Green-Gauss. El gradiente pro-
mediado entre dos nodos i y j unidos por una arista, se calculard como

. 1 /2 .
V= (Ve + ), (6.34)

donde VVY; es una aproximacioén al gradiente, en el nodo 7, calculado mediante la for-
mulacién de Green-Gauss aplicada en un volumen de control V;:

mj
VY, = — | WidS = Z % (W +W;) i Sk (6.35)
[ 5V1' k=1

Aqui V; es el area (en 2D) de la superficie de control, 7 es el vector unitario normal
exterior a la misma, m; es el nimero de vecinos del nodo i y Sy es la superficie de la
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cara del volumen de control que separa los nodos i y k. Para finalizar, los flujos viscosos
en una determinada arista formada por los nodos i, j se calculardn como:

FYl;; = D d\W+ Dy, o)W,  Fy - Dy, 0¥ + Dy, 0, Y, (6.36)

donde V' = (9, dy) es el gradiente promediado en una arista.

6.3.1. Condiciones de contorno

Este apartado estd destinado a discutir el modo practico de imponer las condiciones
de contorno adjuntas tanto en el campo lejano ', como en la pared sélida S.

Condiciones de contorno sobre campo lejano

Las condiciones de contorno sobre el campo lejano son las mismas que en el caso de
las ecuaciones adjuntas de Euler. Ademads, el campo lejano debe situarse lo suficiente-
mente alejado como para que el gradiente de las variables adjuntas no sea significativo
y s6lo los términos convectivos sean valorados.

Condiciones de contorno sobre pared solida

Las condiciones de contorno sobre la pared sélida adiabatica para el problema ad-
junto de Navier-Stokes estdn expresadas en (6.30). En este caso serd necesario distinguir
entre el modo de imponer las condiciones sobre § = (1, 13) y sobre la cuarta variable
adjunta 4.

La componentes adjuntas @ sobre el contorno sélido se imponen de manera fuerte,
imponiendo directamente el valor de 1, = dj/dfx y Y3 = 9j/df, sobre las variables ad-

juntas en la superficie, siendo admisibles funcionales lineales de la forma j = j ( 7 T) ,

donde f = Pii —ii - 0.

Proposicion 41. La imposicién de la condicion kd,¥Y4 = 9j/dT sobre la pared se realiza a
través del siquiente flujo sobre el contorno

P .
~ G 201

| (Braw, -2 uang) My + (gaywz + 43,3 ) 637)
pared %ax‘yg + %ay‘y2) Ny + (%%ay‘y?) - %.u-aXWZ ny ' ‘
1 .
& 601/

teniendo presente que los valores de las variables adjuntas W, y W3 se imponen de manera fuerte:
tan sélo se deberdn calcular en el contorno los valores de los flujos viscosos normales para la
primera y cuarta variable. Por otro lado 97 j es la derivada parcial de j respecto de la temperatura.
Por lo tanto para funcionales que no dependan de la temperatura tanto el primer como el iiltimo
flujo serdn nulos en el contorno sélido.

Demostracion. Es necesario evaluar la proyeccién de los flujos viscosos adjuntos sobre
un vector 7 normal unitario exterior al domino

Finy+ Fyny = (DL, DJ.) V¥n + (DY, D}, ) V¥, (6.38)



6.4. DISCRETIZACION TEMPORAL 129

donde partiendo de las expresiones para el cdlculo de flujo viscoso linealizado se tiene
que el valor de las matrices D en la superficie s6lida S es

0 0 0 0
0 35 0 0
Dxx‘sz 0 0 % 0 ’ (6.39)
P 1
“mromz 0 0 B
0 0 0 0 00 0 0
0 0 &0 0 0 —3% 0
Dyyls = L, F , Dyxlg u p , (6.40)
0 —%p 0 0 0L o0 o0
0 0 00 00 0 0
0 0 0 0
0 Lo o0
Dyy|s = 0 0 45 o (6.41)
P 1
(yyf)Prpz 0 0 T#E

Seguidamente se multiplican las matrices D transpuestas por los gradientes de las
variables adjuntas para evaluar finalmente el flujo viscoso adjunto en la pared como

A ( )Pr pz 70V T -DPr 1)Pr p2 =C
x1s Ea tyg + ajtyz T s ggay% —349,¥,
1 1
n paxw4 By 50y ¥a

Por ultimo, se debe proyectar el flujo viscoso adjunto en la pared sobre un vector
normal unitario exterior a la misma 7 = (ny, ny), para obtener finalmente la expresiéon
(6.37). O

6.4. Discretizacion temporal

El método seleccionado para hacer avanzar en tiempo las ecuaciones adjuntas es el
llamado esquema explicito en el cual la derivada espacial es calculada con valores de las
variables conocidos al comienzo de la iteracién temporal. Sin embargo, esto impone al
método unas determinadas restricciones de estabilidad en At/Ax, a través de la condi-
cién de CFL (Courant-Friedrichs-Lewy), segtin la cual [26] un esquema diferencial no
puede ser una aproximacién convergente y estable a menos que su dominio de depen-
dencia contenga al dominio de dependencia de la correspondiente ecuacién diferencial.

Al hacer independiente la discretizaciéon espacial de la discretizacion temporal, ten-
dremos un sistema ordinario de ecuaciones diferenciales descrito de la siguiente manera

M Rw) =0, (6.43)
dt
donde VY es el vector de variables adjuntas en cada vértice de la malla y R (V) es el lla-
mado vector de residuos, es decir, el balance en cada volumen de control de los flujos
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numéricos definidos por el esquema de discretizacion espacial. Para aproximar las solu-
ciones de la ODE (6.43) emplearemos un esquema explicito multipaso de Runge-Kutta
[109]. Este esquema de m pasos se implementa de la siguiente manera

Y(n+1,0) — yn

WlnrLk) =y oy ApR(=1) (6.44)
\ynJrl _ \y(n+l,m)

donde le superindice k denota la k-esima etapa, los coeficientes «; se seleccionan para
maximizar la estabilidad a lo largo del intervalo imaginario siendo o, = 1y At viene
determinado por la condicién de CFL.

6.5. Inestabilidades en el proceso de optimizacién

Tal y como se ha visto en el Capitulo 4 y en el Capitulo 5, el disefio 6ptimo de forma
aerodindmica consiste en un proceso iterativo de optimizacién en el que se controlan las
ecuaciones que modelizan el fluido empleando como control la superficie aerodindmi-
ca. De esta manera se logra minimizar un determinado funcional que depende de las
variables fluidas.

En cada paso de optimizacién, se requiere el cdlculo de la sensibilidad (gradiente)
del funcional (a minimizar) con respecto de modificacién infinitesimales en la superfi-
cie aerodindmica, y seguidamente se acttia sobre el control (superficie aerodinamica).
Este gradiente calculado, estd generalmente en una clase inferior de suavidad que la
forma inicial. Es por ello que una secuencia de optimizacién, progresivamente reduce
la suavidad, conduciendo hasta la inestabilidad.

Mediante numerosos ejemplos numéricos, se ha comprobado que el empleo directo
de la sensibilidad de un funcional sobre la superficie conduce a la divergencia del proce-
so de optimizacién debido a las oscilaciones de alta frecuencia introducidas [60, 65, 56].
A continuacién, se ofrecen dos soluciones: la primera introducida por A. Jameson que
consiste en emplear un gradiente modificado de Sobolev y la segunda, original de es-
ta tesis, que consiste en el empleo de una técnica de filtrado bimalla inspirado en los
trabajos de R. Glowinski [44] entre otros.

6.5.1. Gradiente de Sobolev modificado

Con objeto de prevenir las inestabilidades derivadas del empleo directo del gradi-
ente calculado, se introduce un producto interno de Sobolev en la definicién del gradi-
ente [103, 67, 60]. El uso de un gradiente de Sobolev modificado permitira la generacion
de secuencias de espacios suaves. Esto se puede ilustrar considerando el caso més sim-
ple de un problema de célculo de variaciones. Seleccionar y(x) para minimizar

b
= /a F(y,y') dx (6.45)

con valores extremos constantes y(a) y y(b). Bajo una variacién y(x),

b/OF  oF b /OF  d OF
5]:/ﬂ (ay5y+ay,5y’> dx:/a <8y_dxay’> 5y dx. (6.46)
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Por lo tanto, definiendo el gradiente como

oF d oF
8= 3y " dxdy (6.47)
y el producto interno como
b
(u,v) = / uodx, (6.48)
a
se tiene que
8] = (g, 0y). (6.49)
Entonces si fijamos
Sy=—-Ag, A>0, (6.50)

obtenemos una mejora a menos que § = 0, la condicién necesaria para un minimo. En
la aplicacién de la teorfa de control a la optimizacién de forma aerodindmica, el empleo
de un gradiente de Sobolev es fundamental para la preservacién de la suavidad de las
superficies redisefiadas.

6.5.2. Filtrado bimalla de la sensibilidad del funcional

Entre las soluciones que se han desarrollado para evitar inestabilidades en los pro-
cesos de optimizacion destaca el algoritmo bimalla propuesto por Glowinski [44, 87].
La estrategia bimalla es una herramienta numérica de gran alcance orientada a filtrar
las caracteristicas numeéricas que provienen de errores espurios de alta frecuencia. Para
ello, en el problema de disefio de forma 6ptima el método calculard la direccion de des-
censo no entre todas las posibles, pues la presencia de las altas frecuencias esptreas
podria inestabilizar el método, sino mediante un filtrado previo que elimine éstas para
seleccionar entre las soluciones con oscilacién lenta.

05 Fine grid: error is seen as
low frequency

05 N e 7 Vi, L vl
-.///;,/a/,/!,‘

BEeET 7 7 7 L / |
CoarseMesml ~4 4= A/
@ 00 bt — refthmt L /
P 7 / Y FT _.)I—P_
( / A : /
ot SN g / ' / f'
0 A A
Coarse grid: error is seen as .‘ J ; /,
high frequency T O J
g g

ey s
10 £

Figura 6.3: Método bimalla en 1D (izquierda) y 2D (derecha)

En los métodos bimalla, se trabaja con dos niveles de malla, una maés basta y otra
mas fina. Hay varias maneras de poner en practica esta estrategia:

Método A. Resolucién del adjunto en malla basta.

Paso 1) Calcular el problema directo en una malla fina.
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Paso 2) Extrapolar la solucién del flujo a una malla mas basta.
Paso 3) Obtener la solucién al problema adjunto en una malla basta.
Paso 4) Calcular el control en la malla basta.

Paso 5) Interpolar el control a la malla fina superficial.

Método B. Resolucién del adjunto en malla fina partiendo del flujo filtrado en malla
basta.

Paso 1) Calcular el problema directo en una malla fina.
Paso 2) Filtrar la solucién del flujo en una malla més basta.

Paso 3) Obtener la solucién al problema adjunto en una malla fina emple-
ando como entrada los datos de flujo filtrados.

Paso 4) Calcular el control en la malla fina.
Método C. Resolucién del adjunto en malla fina y filtrado del control en malla basta.

Paso 1) Calcular el problema directo en una malla fina.
Paso 2) Obtener la solucién al problema adjunto en una malla fina.
Paso 3) Calcular el control en la malla fina.

Paso 4) Filtrar el control empleando una malla basta.

En este trabajo implementaremos la variante descrita en el Método C en el contexto
del disefio 6ptimo de forma para las ecuaciones de Euler y Navier-Stokes en 2D. En
este caso el filtrado se realiza directamente sobre el control. Siguiendo los desarrollos
expuestos en [119] se presenta un algoritmo para el filtrado bimalla en 1D mediante
diferencias finitas.

Sean dos mallas definidas en el intervalo (a,b). En la fina se considera un nimero
impar N € N h = (b—a)/(N+1)yx; =ihi=1,---,Ny en la malla basta, un
paso de 2h y los nodos y; = 2ih,i = 1,--- ,(N — 1)/2. La idea principal del algoritmo
bimalla es analizar la sensibilidad en la malla fina pero tomando el dato inicial o final
en la malla basta. De esta manera, las altas frecuencias asociadas con la malla fina son
eliminadas.

Entonces, con objeto de resolver la sensibilidad superficial en la malla fina se deben
definir dos operadores. Un operador de interpolacién I;_Zh que transforme un vector en

la malla basta {eéh}izl,u-,(N—l)/z € RN a un vector en la malla fina {ei}i:L,..,N €

R(N-1)/2; y un operador de proyeccién I;%h que transforme un vector de datos en la
malla fina a un vector de datos en la malla basta. Una posible eleccién para el operador
de prolongacién de la malla fina a la malla basta es

{ i RN-1/2 RN,

) i1 .
2i -1 _ Eth +e’2h l — 1 . N-1
- 2 st Tty

o (6.51)
exy — ey, dondeej’ = ¢}, y ey -, B

Y para el operador de restriccion de la malla basta a la malla fina la elecciéon adecua-
da en funcién del operador de prolongacién seleccionado es

2h . RN (N-1)/2
L onded | 2i N—1 (6.52)
ey — ey, dondeey, =e2,i=1,... K21
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Una vez definidos estos operadores, la ecuacion para el cdlculo filtrado de la sensi-
bilidad del funcional es resuelta de la siguiente manera:

= Interpolacién de un dato inicial en la malla basta para obtener un valor inicial en
la malla fina.

= Solucién de la ecuacién de sensibilidad en la malla fina.
= Proyeccién sobre la malla basta del dato final en la malla fina.

= Restriccion del resultado sobre la malla fina.






Capitulo 7

Experimentos numéricos empleando
las ecuaciones de Euler y
Navier-Stokes

El objetivo de este capitulo es validar las expresiones y algoritmos desarrollados en
esta memoria para el disefio 6ptimo de forma en sistemas gobernados por las ecuaciones
de Euler y Navier-Stokes. Este capitulo esta dividido en los siguientes apartados:

1. Aplicacién aerodindmica de las expresiones desarrolladas a lo largo de esta memo-
ria.

2. Validacién de los esquemas numeéricos. En esta seccién se discutirdn los esquemas
desarrollados para la resolucién de las ecuaciones adjuntas y la ecuacién del level
set.

3. Validacién de procesos de optimizacién de forma 2D en el marco de las ecuaciones
de Euler, Navier-Stokes (incluyendo la aplicacién level set y empleo de la formu-
lacién adjunta con condiciones internas de contorno).

4. Validacién de la estrategia bimalla para evitar la inestabilidad en el proceso de
convergencia de la optimizacion.

Por dltimo es conveniente destacar que, con objeto de poder estudiar el compor-
tamiento de los métodos desarrollados en aplicaciones reales de interés industrial, se
presentan resultados en los que se han utilizado condiciones de simulacién bidimen-
sionales tipicas aerodindmicas [1].

7.1. Aplicacién al disefio de forma aerodinamica

7.1.1. Modelizaciéon mediante las ecuaciones de Euler

Partiendo de los desarrollos del Capitulo 4, en este apartado se desarrollardn las
expresiones concretas para el de disefio de forma en sistemas gobernados por las ecua-

135
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ciones de Euler. En particular se desarrollardn las expresiones para funcionales que in-
volucran el coeficiente adimensional de resistencia Cp y el coeficiente adimensional de
sustentaciéon Cy,

/SCP (ﬁ . ET) dS, Cp = %, (7'1)

donde 7i es el vector unitario normal exterior a la superficie S. El coeficiente de presiones

se denota como Cp, el subindice co es empleado para referirnos a cantidades evaluadas
en el campo lejano y el vector d se evalia como

- { (cosa, sin @), Cp (coeficiente de resistencia),

d= . .. I 7.2
(—sina,cosa), Cp (coeficiente de sustentacion), (7.2)

donde « es el dngulo de ataque de la superficie sustentadora!. En estas circunstancias,
las variables adjuntas deben verificar la siguiente condicion sobre el contorno sélido

N
”“P|S—§( ‘d>, (7.3)
donde @ = (Y, 3). Por otro lado, empleando la Proposicién 31, las relaciones adjuntas
de Rankine-Hugoniot son

(11)2/ 1p3)|2 = (IPZI 11)3);% . (74)

Finalmente, la variacién completa del funcional resistencia o sustentacién queda co-

5(/Scp (it-d) ds) :/S<Cloo (J-W)>5Sds

+/S ((V-3)9+ (F-9) d10) 65ds, (7.5)

donde 7 es el vector resultante de girar en sentido antihorario 7/2 el vector 7. Por otro
lado, las derivadas tangenciales y normales se denotan respectivamente por d;; = iV
y 9, = #i - V. Todas las variables fluidas ya han sido definidas en la Seccién 4.4, y &S
denota la variacién de la superficie S en la direccién normal.

Como se puede observar, la expresion final para las variacion del funcional no de-
pende de la componente de tangente de la deformacién. Asimismo, se ha aislado la
deformacion infinitesimal de la superficie S para poder escribir la variacién de | como

5] = /S G55 ds, (7.6)

donde G es esencialmente un gradiente local y proporciona para cada punto en la su-
perficie la direccién 6ptima de la deformacion, es decir, el tamafio de la deformacién en
la direccién normal que produce la variacién més grande de la funcién de coste.

7.1.2. Modelizacién mediante las ecuaciones de Navier-Stokes

Partiendo de los desarrollos del Capitulo 5, en este apartado se desarrollardn las
expresiones para el caso de disefio de forma aerodindmica empleando las ecuaciones

TRl angulo de ataque es el dngulo formado entre la linea media del perfil y velocidad incidente.
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de Navier-Stokes. En este caso el funcional a optimizar incluye el efecto de las fuerzas
viscosas y su forma final serd

/ (cpﬁ _1la 0) dds, 7.7)
S Coo

donde d ya ha sido definido en el apartado anterior, se estd suponiendo pared sélida S
adiabética y o es el tensor de esfuerzos viscosos. En estas circunstancias, las variables
adjuntas deben verificar las siguientes condiciones sobre el contorno sélido

S 1 -
Pls = C—d, IntPyls = 0. (7.8)
0

Se obtiene finalmente que la variacién completa del funcional resistencia o sus-
tentacion se puede finalmente evaluar como

5 (/ (cpﬁ— 1ﬁ-0) -ids> - / G5S ds, (7.9)

donde la sensibilidad del funcional sobre la superficie se calculard como

G = (- 0,0)(py1 + pHYy) + 7 - £-09,T
—1hy(7i - 0 0,7) +Pa (0 : Vo) — k(3rg1ps) (s T), (7.10)

donde todas las variables ya han sido definidas a lo largo de la Seccién 5.3. En las ex-
presiones (7.9) y (7.10) es destacable que se ha introducido la reduccién de los términos
de segundo orden (ver Seccién 5.3.2) para no tener que emplear un método [19, 6, 4] de
alto orden a la hora de obtener los valores de las variables de flujo y adjuntas.

7.1.3. Variables de disefio aeronauticas

Las variables de disefio tienen un papel fundamental en el proceso de optimizaciéon
de un avion [3, 31, 32, 115]. La eleccién de una u otra clase de variables de disefio de-
penderd fuertemente del elemento del avion que se desee disefiar y del funcional que se
pretenda optimizar. Las variables de disefio mds tipicas en el &mbito aerondutico son:

» Funciones de forma: se trata de funciones en 2 6 3 dimensiones cuyo valor en
cada punto de la superficie del avién se afiade al valor inicial de los nodos que
conforman la malla superficial del avién. Dentro de esta familia destacan:

e Las funciones de bache, que recogen un amplio conjunto de deformaciones
que se afiaden a la geometria inicial del avién. En este apartado los métodos
maés empleados son los polinomios de deformacién de Wagner, funciones de
Hicks-Vanderplaats [51], polinomios de Legendre, funciones de Hicks-Henne
[50].

e Deformaciones globales de elementos aeronduticos, como pueden ser los cam-
bios globales en la forma de las alas: planta, torsién, diedro, flecha, etc.

» Free Form Deformation (FFD) - 3D: se trata de una importante herramienta en el dis-
efio de geometrias asistido por ordenador. Desarrollado en la década de los afios
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80 por Sederberg y Parry [99] consiste en alterar la forma de los objetos deforman-
do el espacio en donde se encuentran embebidos. Se pueden deformar superfi-
cies de cualquier tipo (planos, parches de superficies paramétricas o superficies
definidas de forma implicita). Esta técnica estd basada en los polinomios de Bern-
stein trivariables y permite la deformacién de los objetos a través del cambio en
los puntos de control de estos poliniomios.

» Definicién geométrica de las superficies. En este caso la superficie a disefiar pro-
viene de una definiciéon paramétrica. Dentro de este apartado son destacables el
empleo de: superficies de Bezier y las superficies NURBS [92].

= Por ultimo, a través del célculo de la derivada de un funcional sobre la superficie
cuya forma se desea optimizar, es posible el disefio mediante el movimiento indi-
vidual de los nodos [59] que constituyen la superficie discreta del objeto a disefio.

A continuacién, se presenta la formulacion analitica de las funciones de Hicks-Henne
que se emplearan habitualmente en este Capitulo. Estas funciones aplicadas al disefio
de perfiles aerodindmicos permiten calcular el incremento de la posicién y de los nodos
que definen el perfil aerodindmico de la siguiente manera

N
Ay =Y &fc(x), (7.11)
k=1

donde N es el nimero de funciones de deformacion, & es el incremento de la funcién
de deformacion, y la funcién de deformacién f; (x) viene dada por

sin (T (1 —x)%), x, <0,2
fr(x) = ¢ sin (ﬂxek) 02<ux,<08 (7.12)
sin® (TTx®), 0,8 < xp
siendo 05)
1og(05) -y <02
m = 7
A oo (7.13)
log (x) * Xm = U,

donde cada funcién de forma tiene su maximo en el punto x y se aplican por separado a
la parte superior (extradés) y a la inferior (intradés) del perfil aerodindmico. Como am-
pliacién de esta parametrizacion es posible su aplicacién en un entorno tridimensional

[31, 32].

7.2. Validaciéon de los esquemas numeéricos desarrollados

En esta seccién se abordard un proceso de validaciéon de los esquemas numéricos
desarrollados en esta memoria para la resolucién de las ecuaciones adjuntas, asi como
los esquemas desarrollados para la aplicaciéon de la técnica de conjuntos de nivel.

A lo largo de este capitulo se analizara el redisefio de la forma de un perfil aerodi-
namico denominado NACA 00122. En la Figura 7.1 se puede apreciar la configuracién

2El perfil NACA 0012 es un perfil simétrico (de curvatura nula) y con un espesor del 12 % de la cuerda y
constituye un ejemplo clésico de validacion aerondutica.



7.2. VALIDACION DE LOS ESQUEMAS NUMERICOS DESARROLLADOS 139

co NACA0012
] _——
— e T T e

_ e
-

Figura 7.1: Configuracién de un perfil aerodinamico NACA 0012

a estudio. Dependiendo del problema fisico a resolver, se impondran diferentes condi-
ciones de contorno sobre el campo lejano, variando el valor de tres pardmetros adimen-
sionales:

= Angulo de ataque. («) Angulo que forma la linea media del perfil aerodinamico
con la corriente de aire incidente.

= Ndmero de Mach. (M = v/c), donde v es la velocidad del aire y ¢ la velocidad
del sonido en el aire. Este pardmetro adimensional es una medida de la compresi-
bilidad del aire y representa una relacién entre la velocidad del fluido y la veloci-
dad del sonido en el mismo. Para valores menores de 0,3 se puede considerar la
hipétesis de aire incompresible.

= Nidmero de Reynolds. (R = (pvl)/u), donde p es la densidad del aire, v su veloci-
dad,  una dimension caracteristica® y p la viscosidad dindmica. Este parametro
adimensional representa los efectos de la viscosidad sobre el flujo.

7.2.1. Ecuaciones de Euler (solucién regular)

Estudiamos la variacién del funcional sustentacion Cj, respecto de variaciones en los
pardmetros de disefio de un perfil NACA 0012 expuesto a una corriente libre de aire a
una velocidad de 0,5 Mach y un dngulo de incidencia de 2,0° (configuracién subsoénica).
Como variables de disefio se empleardn un cierto nimero de funciones de deformacién
de Hicks-Henne (7.12). En este caso, la primera variable de disefio tiene su maximo cerca
del borde de salida en el lado més bajo de la superficie de sustentacién (intrad6s), y las
variables siguientes trasladan, en el sentido horario, el maximo de la deformacién a lo
largo de la superficie del perfil .

Anilisis de la funcién objetivo

Como punto de partida se debe analizar la corriente fluida sobre el perfil aero-
dindmico NACA 0012. Con este objetivo, se han implementado dos métodos de dis-
cretizacion para la resolucién de la ecuacion Euler: esquema centrado con disipacién
artificial y el esquema upwind (del tipo Roe). En la Figura 7.2 se pueden observar los
contornos de velocidad constante (iso mach).

3La dimensi6n caracteristica depende de cada configuracién a anlisis. En el estudio de perfiles aerod-
indmicos esta dimensién es la cuerda del perfil.
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Figura 7.2: Ntimero de Mach (izq) y comparacién de Cp (JST vs. Roe)

Como se puede visualizar en la Figura 7.2, ambos métodos proporcionan préctica-
mente la misma solucién. Los pardmetros de calibrado empleados para el esquema cen-
trado con disipacién artificial (método de Jameson-Schmidt-Turkel) son los estdndares
de disipacién de primer orden (1/2) y disipacién de tercer orden (1/64).

Calculo de gradientes mediante el método de diferencias finitas

Como paso previo al estudio de los gradientes calculados mediante un método del
tipo adjunto, se procedera al célculo aproximado de los gradientes mediante el empleo
de un esquema de diferencias finitas, esto es, calcular el valor del funcional antes y
después de la deformacion, restar los valores y dividir por el tamafio de la deformacién.

8 Finite Diff. Step => 5e-4

— — — — Finite Diff. Step => 1e-3
—-—-—-— Finite Diff. Step => 5e-3
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Figura 7.3: Comparacién del tamario de paso de la variable de disefio en Euler subsénico

En la Figura 7.3 se muestra una estimacién de la primera derivada de la funcién
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de coste (sustentacién aerodindmica) usando diferencias adelantadas para diferentes
tamafios de paso. Un tamafio de paso pequefio es deseable para reducir el error de
truncamiento del método.

Aplicacién del método adjunto continuo
A través del empleo de la formulacién adjunta es posible el calculo directo de la

sensibilidad del funcional sustentacién ante variaciones, en la direccién normal, de la
geometria inicial.
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Figura 7.4: Sensibilidad de la sustentacion en Euler subsénico

En la Figura 7.4 el valor de la sensibilidad de sustentacién se compara con la presién
sobre el perfil aerodindmico (pardmetro de interés en el proceso de anélisis). Fruto de la
asimetria en la configuracion inicial (debido al dngulo de ataque del perfil) se observa
una minima asimetria en las sensibilidades.

Con objeto de comparar los diferentes esquemas de discretizacién desarrollados a lo
largo de este trabajo, se empleardn 50 variables de Hicks-Henne como pardmetros de
disefio.

En la Figura 7.5 se muestran los gradientes de la funcién objetivo Cj, para las 50
variables de disefio. La solucién adjunta se ha obtenido mediante una discretizaciéon
espacial del tipo upwind y se han empleado dos modos de imponer las condiciones
de contorno: evaluando directamente el flujo convectivo adjunto que entra o sale de la
pared sélida, y mediante la definicién de un sistema de celdillas fantasmas que permiten
el célculo del flujo que entra/sale por el contorno sélido. Como se puede apreciar, los
resultados son practicamente idénticos, salvo en el punto de remanso donde 7 ~ 0y
las condiciones de contorno de no transpiracién se imponen de manera mas inexacta
U -1 = 0, aspecto que influye sobre la solucién del problema adjunto.

Como alternativa al esquema upwind, se puede emplear el esquema de alto orden
centrado desarrollado en este trabajo. Este esquema de tercer orden presenta un para-
metro e(*) que debe ser calibrado en condiciones estandar de validacién. En la Figura
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Figura 7.5: Estudio de condicién numérica de contorno en Euler subsénico

7.6 se presentan los gradientes de la funcién objetivo, para varios valores del pardmetro
de calibracién de la disipacién artificial necesaria para resolver la ecuacién adjunta me-
diante un esquema que hace uso de la viscosidad artificial. En vista de los resultados,
el valor del orden 1/128 ~ 0,007 del pardmetro e*) proporciona un buen compromiso
entre la velocidad de convergencia y la precisiéon numérica.

adj. solver => 0.007 (4th diss)

8 — — — - adj. solver => 0.030 (4th diss)
——— adj. solver => 0.100 (4th diss)
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Figura 7.6: Calibracion de la disipacion artificial (régimen adjunto subsénico)

La implementacién del método adjunto exige la evaluacién de un término que con-
tiene una derivada sobre la superficie (7 - ¥)0ig (pY1 + U - ® + pH1y) (ver ecuacion
(4.73)). El célculo de este tipo de derivadas es delicado y se puede abordar de diferentes
modos.



7.2. VALIDACION DE LOS ESQUEMAS NUMERICOS DESARROLLADOS 143

Mumerical gradient .
---- Chain-rule gradient
W Surface gradient

i

\\
L

Cl Gradient
=

-

10 20 30 40 50
Design Yariable Number

Figura 7.7: Estudio de la integracion sobre la superfice en Euler subsénico

En la Figura 7.7 se presenta una comparativa entre las tres posibilidades de inte-
gracién sobre la superficie:

» Integracién directa sobre la superficie: en este caso solamente se contemplan los
nodos sobre la superficie para evaluar mediante diferencias finitas el valor de dy,.

» Evaluacién numérica de la integral: el procedimiento consiste en evaluar, medi-
ante el método de Green-Gauss, el gradiente del término (py + p7- @ + pHips) y
luego proyectarlo sobre el plano tangente a la superficie.

= Por tltimo, célculo del gradiente de (piq + o7 - @ + pH4) mediante la aplicacion
de la regla de la cadena y, al igual que en el caso anterior, proceder a su proyeccion.

Por otro lado, es destacable que sila condicién de contorno sobre el problema directo
estd numéricamente bien impuesta sobre la superficie 7 -7 ~ 0 entonces es posible
escribir que (¥ - U)dtg = T - V con lo que el problema queda notablemente simplificado
pudiendo emplear tan solo el gradiente normal.

Como ultima etapa de la validacion subsoénica, se comparan los resultados obtenidos
mediante la formulacién adjunta continua con los resultados obtenidos mediante el em-
pleo de diferencias finitas.

Pese a que en realidad los funcionales de los que se calcula el gradiente son diferen-
tes (uno es la versién discreta y otro la continua) es ilustrativo el estudio de la Figura
7.8, donde se aprecia el gran parecido entre las dos estimaciones de los gradientes. La
diferencia mds notable se encuentra en el borde de ataque que se caracteriza por tener
baja velocidad y grandes gradientes de presion.

7.2.2. Ecuaciones de Euler (solucién no regular, sin RH adjunto)

El disefio mediante el empleo de las ecuaciones de Euler con discontinuidades en
las variables de flujo es méds complejo que el caso subsénico anteriormente tratado. A lo
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Figura 7.8: Método adjunto vs. diferencias finitas en Euler subsénico

largo de este trabajo, la formulacién adjunta continua se ha tratado con rigor en el caso
de la presencia de discontinuidades y se han deducido unas expresiones (ver Seccién
4.4.1) que requieren, para la evaluacién completa de la variacién del funcional, imponer
una condicion de contorno sobre la discontinuidad.

Por otro lado, ha sido posible la deduccion de expresiones simplificadas para las
condiciones sobre el choque y es posible (sin imponer las condiciones adjuntas de Ran-
kine-Hugoniot) el calculo de la derivada parcial de la funcién objetivo respecto de de-
splazamientos en la direccién normal a la superficie, aunque de esta manera no se tenga
en cuenta la sensibilidad del funcional ante un desplazamiento del choque (este aspecto
se discutird en las conclusiones finales).

Al contrario que en el caso subsénico, el problema a estudio en esta seccién consiste
en la variacion del funcional coeficiente de resistencia Cp respecto de variaciones en los
pardametros de disefio de un perfil aerodindmico NACA0012 expuesto a una corriente de
aire a una velocidad de 0,8 Mach y un dngulo de incidencia de 1,25° (valores estdndares
en problemas transénicos).

Andlisis de la funcién objetivo

Como primer paso en el proceso de cilculo de gradientes, se debe analizar la funcién
objetivo. En este capitulo emplearemos dos métodos para la discretizacién espacial [52]:
el esquema centrado con disipacién artificial (JST) [63] o bien un esquema upwind (del
tipo Roe) [97]. En la Figura 7.9 se pueden observar las isolineas de velocidad constan-
te sobre la configuracién aerodindmica en discusién. Se puede apreciar una onda de
choque fuerte en la parte superior del perfil (extradés) y una onda de choque débil en
la parte inferior (intradds).

Enla Figura 7.9 se presentan los resultados obtenidos mediante las dos metodologias
expuestas. Es relevante analizar cémo empleando estos métodos ya se obtienen ciertas
diferencias apreciables en la localizacién de los choques que tienen que ver con el modo
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Figura 7.9: Ntimero de Mach (izq) y comparacion de Cp (JST vs. Roe)

en que se han discretizado las ecuaciones de Euler. La relevancia de estas discrepancias
en el coeficiente de presiones obliga a ser consistente con el método de discretizacién
empleado. Es decir, a lo largo de todo el proceso iterativo de optimizacién se debe em-
plear el mismo esquema de discretizacién para la resolucién de las ecuaciones de Euler.

Calculo de gradientes mediante el método de diferencias finitas
Aligual que en el caso subsénico, el calculo de gradientes mediante diferencias fini-
tas exige el empleo de variables de disefio que en este caso serdn funciones de forma

(funciones de bache de Hicks-Henne) a lo largo de la superficie del objeto que se pre-
tende disenar.

05

Cd Gradient

-05

Finite Diff. Step => 1e-4
— — — - Finite Diff. Step => 5e-4
—-—-—-— Finite Diff. Step => 1e-3

LA, N B L B S S B B

TR TR NN (NN SRV [RVI MR NI RUE . |
10 20 30 40 50

Design Variable Number

Figura 7.10: Comparacion del paso de la variable de disefio en Euler transénico

En la Figura 7.10 se representa el valor del gradiente del funcional Cp para diferen-
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tes variables de disefio Hicks-Henne empleando diferentes pasos en el célculo de las
diferencias finitas con objeto de seleccionar adecuadamente el paso en el célculo de la
diferencia finita adelantada. Es destacable, comparado con el caso subsénico, la mayor
influencia del paso de las diferencias finitas debido a la presencia de la onda de choque.

Cilculo de gradientes mediante el método adjunto continuo

En esta seccién se validaran y compararan los gradientes del funcional obtenidos
mediante el empleo de la metodologia adjunta continua. La onda de choque es el fené-
meno mads relevante en este problema y en esta validacién no se impondran las condi-
ciones internas adjuntas de Rankine-Hugoniot desarrolladas a lo largo de esta memoria.
De esta manera se podré estudiar la viabilidad del método en configuraciones estan-
dares de aplicacién aerondutica.
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Figura 7.11: Sensibilidad de la resistencia de onda en Euler transénico

La formulacién adjunta permite el calculo de la sensibilidad del funcional resistencia
Cp ante variaciones en la direccién normal de la geometria inicial. La Figura 7.11 mues-
tra la sensibilidad del funcional a lo largo de la superficie a disefiar comparada con la
distribucién de presiones. Son rasgos destacables de esta grafica la presencia de grandes
gradientes del funcional situados justamente sobre la discontinuidad en las variables
del flujo. Por otro lado, existe una zona de interés en el paso de flujo subsénico a super-
sonico (borde de ataque del perfil). En esta posicion pequefias modificaciones producen
grandes cambios en el funcional (mayores incluso que desplazamientos sobre el propio
choque). Estas zonas pueden ser empleadas para modificar la onda de choque, a dis-
tancia, en aquellos problemas en los que, por restricciones geométricas, no sea posible
actuar directamente sobre el choque [59].

Para la resolucién de la ecuacion adjunta se ha desarrollado un método del tipo
upwind que serd estudiado a través de la comparacion con diferencias finitas de los
gradientes del funcional respecto de una serie de variables de disefio. Con objeto de
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obtener esos gradientes serd necesario la integracién de la sensibilidad del funcional
sobre una parametrizacién (funciones de deformacién de Hicks-Henne).

Si se desea hacer uso de un esquema de discretizaciéon centrado para la resoluciéon
de las ecuaciones adjuntas de Euler, en el caso de presencia de discontinuidades, se
debera proceder a la calibracion de la disipacién numérica introducida por el método
numérico. Mediante varios ensayos es posible calibrar la disipacién artificial necesaria
para resolver la ecuacién adjunta mediante un esquema centrado de disipacién artifi-
cial de alto orden. En la Figura 7.12 se observa la influencia de los diferentes valores de
calibrado de la disipacién artificial (parametro e()), al igual que en el caso subsénico,
un valor de compromiso lo encontramos con un parédmetro e(*) de valor 1/128 ~ 0,007.
Es destacable que a lo largo del desarrollo de este esquema de resolucién se han realiza-
do numerosas pruebas que apuntan hacia ese valor de e*) como el més idéneo en un
amplio rango de aplicaciones transénicas.
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Figura 7.12: Estudio de la disipacién artificial en Euler transénico

Conclusiones

Como tltima etapa de la validacién transénica, se comparan los resultados obtenidos
mediante la formulacién adjunta continua con los resultados obtenidos mediante el em-
pleo de los métodos de diferencias finitas.

Al igual que ocurria en el caso subsoénico, se estd comparando la formulacién con-
tinua del problema con la formulacién discreta. Es por ello que, estrictamente, los fun-
cionales de los que se calcula el gradiente son diferentes (uno es la versién discreta y
otra la continua).

Por dltimo, destacar que al emplear una estrategia discreta (adjunto discreto o dife-
rencias finitas) no se contempla la sensibilidad del funcional ante desplazamientos de la
discontinuidad. En el caso adjunto continuo esta sensibilidad si se puede calcular, pero
para ello es necesario imponer las relaciones adjuntas de Rankine-Hugoniot y, como en
esta seccion no se estdn imponiendo, los resultados obtenidos son muy semejantes a los
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Figura 7.13: Método adjunto vs. diferencias finitas en Euler transénico

obtenidos mediante diferencias finitas. En la siguiente seccién, sé se realizard un estudio
de la influencia de imponer las condiciones adjuntas de Rankine-Hugoniot.

7.2.3. Ecuaciones de Euler (solucién no regular, con RH adjunto)

El disefio mediante el empleo de las ecuaciones de Euler con discontinuidades en
las variables de flujo e imponiendo condiciones internas de contorno es algo complejo
y novedoso. Novedoso en el sentido de que el andlisis completo en configuraciones de
interés aerondutico 2D se realiza por primera vez en esta memoria y complejo en el
sentido de que la imposiciéon de condiciones internas de contorno requiere una técnica
avanzada para la deteccién posicionamiento e imposicién de los valores sobre el choque.

Antes de continuar, es importante realizar una serie de consideraciones en lo refe-
rente al problema de disefio empleando las ecuaciones de Euler 2D estacionarias en el
que las soluciones presentan una discontinuidad u onda de choque:

» La mayoria de los desplazamientos infinitesimales de la superficie provocan un
desplazamiento de la discontinuidad.

= Cuando se plantea un problema de disefio inverso, en el caso de las ecuaciones de
Euler, solamente una de las variables (la presién) formara parte del funcional.

» Para algunas funciones de coste y forma, la posicién del choque es completamente
irrelevante (p.e. minimizacién de la resistencia de onda sobre una placa plana).

Esta seccion esté dividida en dos apartados: en el primero de ellos se estudiard una
configuracién simétrica con objeto de valorar la importancia de imponer las condiciones
internas de contorno de Rankine-Hugoniot. En el segundo ejemplo, se planteard una
configuracién transénica asimétrica donde el choque influye de manera notable en el
funcional resistencia.
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Caso simétrico transonico

El problema a estudio consiste en el cdlculo de la derivada del funcional coeficiente
de resistencia Cp respecto de cambios en la forma de un perfil aerodindmico NACA0012
expuesto a una corriente de aire a una velocidad de 0,8 Mach y un dngulo de incidencia
de 0,0° (configuracién simétrica). El objetivo final es el cdlculo de la sensibilidad de la
resistencia de onda incluyendo la sensibilidad de la resistencia ante desplazamientos
del choque.

En la Figura 7.14 se puede apreciar el campo de velocidades (izquierda) y la distribu-
cién de presiones y niimero de Mach sobre el perfil aerodindmico (derecha). Simple-
mente constatar la simetria del problema planteado y que la onda de choque es normal
a la superficie y estd situada sobre una zona plana (horizontal) del perfil aerodinamico.

s
[___ IRy ]
Mach._0.05 0.15 0.25 0.3 0.45 056 065 075 095 095 105 115 1.25

Mach

Figura 7.14: Solucién transénica Euler 2D (caso simétrico)

En vista a los resultados expuestos en la Figura 7.14, a priori podemos estimar que
la influencia del desplazamiento del choque serd minima debido a que el funcional a
estudio es la resistencia y el choque se encuentra situado en una zona précticamente
horizontal, por lo que un desplazamiento del choque no deberia afectar en gran medida
al coeficiente Cp.

Los resultados numeéricos apoyan las previsiones expuestas anteriormente. En la
Figura 7.15 se puede apreciar el campo de variables adjuntas (izquierda) y la sensi-
bilidad del funcional Cp con respecto a variaciones infinitesimales en la forma del perfil
NACA 0012 (teniendo o no teniendo en cuenta las condiciones internas sobre el choque).
Como era de esperar, las condiciones internas de Rankine-Hugoniot se imponen de
manera natural en el caso de que la sensibilidad del funcional respecto de variaciones
en la posicién del choque es despreciable.

Sinos centramos en la parte izquierda de la Figura 7.14, en el caso de no imponer las
condiciones adjuntas de Rankine-Hugoniot sobre el choque, las iso-lineas de la variable
adjunta 13 se solapan con la posicién del choque y por lo tanto la condicién fy - 9 tg® =0
se verifica de manera natural, sin necesidad de imponer ninguna condicién sobre el
choque. Esto ratifica la correccién de las suposiciones realizadas y apunta a como, en
ciertas circunstancias, no es necesario la imposicién de condiciones internas.
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Figura 7.15: Solucién adjunta Euler 2D y gradiente de resistencia (caso simétrico)

Caso asimétrico transénico

El problema simétrico nos ha ayudado a determinar ciertos problemas en los cuales
la imposicién de las condiciones internas adjuntas de Rankine-Hugoniot es irrelevante.
A continuacién, vamos a estudiar un caso en el que la imposicién de estas condiciones
si es relevante.

El problema que analizamos en esta seccién consiste en el estudio del gradiente del
funcional coeficiente de resistencia Cp respecto de cambios en los parametros de disefio
de un perfil aerodindmico NACA0012 expuesto a una corriente de aire a una velocidad
de 0,8 Mach y un angulo de incidencia de 1,2° (configuracién asimétrica de validacién
clasica).

\
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Figura 7.16: Solucién transénica Euler 2D (caso asimétrico)

En la Figura 7.16 se puede apreciar el campo de velocidades (izquierda) y la dis-
tribucién de presiones y nimero de Mach sobre el perfil aerodindmico (derecha). En
este caso, debido a la asimetria de la configuracién, que hace que el choque no sea per-
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pendicular al eje de abcisas, es de esperar que un desplazamiento del mismo produzca
una variacion en el funcional a estudio.

0025 =
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Figura 7.17: Efecto sobre el choque al aplicar una funcién de Hicks-Henne

Antes de presentar los resultados, es ilustrativo comprobar el efecto sobre el choque
de una variacién en la geometria del perfil aerodindmico. En la Figura 7.17 se aprecia
claramente el efecto de una variable de disefio sobre la solucién, en la cual se produce un
cambio combinado de valores en la velocidad del fluido y sobre todo un desplazamiento
de la posicién del choque (cuya sensibilidad estamos en condiciones de calcular).
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Figura 7.18: Solucién adjunta Euler 2D y gradiente de resistencia (caso simétrico)

En la Figura 7.14 se puede apreciar el campo de variables adjuntas (izquierda) y la
sensibilidad del funcional Cp con respecto a variaciones infinitesimales en la forma del
perfil NACA 0012 (teniendo o no teniendo en cuenta las condiciones internas sobre el
choque). Al igual que en el caso simétrico anterior, el choque se encuentra situado en la
region delimitada por la curva negra.

Respecto de la Figura 7.14 ciertos resultados son notables: en primer lugar, en este ca-
s0, la imposicién de las condiciones internas sobre el choque si afectan a la sensibilidad
del funcional con respecto de variaciones infinitesimales en la superficie del perfil. En
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segundo lugar, es importante destacar que esta variacién de la sensibilidad se localiza
exclusivamente en la zona donde se encuentra el choque.
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Figura 7.19: Estimacién en las mejoras del gradiente calculado

Por tdltimo en la Figura 7.19 se presenta un resultado relevante. En este caso, se
muestra la mejora que supone la incorporaciéon de las condiciones internas adjuntas
de Rankine-Hugoniot en la minimizacién del funcional. Partiendo de una resistencia
de 221 counts*, si no empleamos las condiciones internas la resistencia se reduce a 112
counts y si empleamos las condiciones de contorno la nueva resistencia es de 100 counts
lo que supone una mejora en aproximadamente un 10 % que constituye un resultado
destacable. Se obtienen resultados atin mejores para otros funcionales mas sensibles de
la posicién del choque como es la resistencia.

7.2.4. Ecuaciones de Navier-Stokes en régimen laminar

A continuacién se procedera a la validacion del esquema adjunto continuo aplicado
al célculo de gradientes en sistemas gobernados por las ecuaciones de Navier-Stokes.
Con objeto de proceder a una validacion de los resultados, se ha planteado un pro-
blema de disefio a bajo ntimero de Reynolds (para forzar con ello un régimen laminar
estacionario). El problema consiste en estudiar la variacién del funcional del coeficiente
de resistencia Cp respecto de variaciones en los pardmetros de disefio de un perfil ae-
rodindmico NACA 0012 expuesto a una corriente libre de aire a una velocidad de 0,3
Mach, un dngulo de incidencia de 2,5°, un ntimero de Reynolds de 1000 y la suposicién
de pared adiabética sobre el perfil aerodindmico.

Anadlisis de la funcién objetivo

Como primer paso, se analizara la influencia del método de discretizacién sobre la
solucion del problema directo de Navier-Stokes. En la Figura 7.20 se muestra la distribu-
cién de isolineas de Mach sobre la configuracion a estudio. Respecto de los resultados
anteriores con la modelizacién de las ecuaciones de Euler, es destacable como, en este
caso, se impone la condicién de no deslizamiento de velocidades sobre la superficie,

4el valor de un counts es 10~* unidades de resistencia
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con la consecuente formacién de una capa limite que tiene un espesor aproximado de
5~ 1/v/R = 0,031 y que debe ser convenientemente discretizada fisicamente mediante
el empleo de una capa limite de celdillas, con un alto estiramiento, destinadas a calcu-
lar con precisién los gradientes en la direccién normal a la superficie® que son los més
relevantes en estas circunstancias.

— Centered Jameson scheme 5
----- Upwind Roe scheme 05

Upwind Roe Scheme 0.080

Mach 0.3, Re 1000, Aok 2 Gdey 0070

| L | | 0.080 2

Y L L L I M P L P P

0.5 [ 05 1 0.040 0 0.2 0.4 05 0.8 1
X 0.030 x

Figura 7.20: Ntmero de Mach (izq) y comparacién de C;, (JST vs. Roe) en Navier-Stokes

Por otro lado, en la parte derecha de la Figura 7.20 se puede visualizar una compara-
cién entre el coeficiente de presiones y friccién calculado a través de un método centra-
do, y un método upwind. A la vista de los resultados, es destacable la gran similitud
entre el calculo obtenido por ambos métodos. En adelante, sélo se empleara el método
centrado a lo largo de esta seccién de validacién.

Calculo de gradientes mediante el empleo del método adjunto continuo

La metodologia adjunta empleada en el marco de las ecuaciones de Navier-Stokes
ha sido descrita a lo largo de este trabajo. Esta seccion estd encaminada a mostrar parte
de las validaciones realizadas con objeto de calibrar los métodos empleados para la
resolucién de las ecuaciones adjuntas en su versién continua.

Una de las grandes ventajas que proporciona el método adjunto es la posibilidad
de calcular directamente la sensibilidad del funcional sobre la superficie a disefio. Este
valor tiene especial relevancia en los problemas de Navier-Stokes debido a que la sen-
sibilidad de la resistencia de friccién es una funcién que, una vez filtrada, puede ser
empleada en un proceso de disefio continuo de la superficie.

En la Figura 7.21 se puede observar el valor de la sensibilidad del funcional Cp sobre
la superficie de disefio. Es destacable que se trata de una funcién suave a excepcién
del borde de ataque del perfil donde existen unos altos gradientes motivados por la
existencia de un punto de remanso. Por otro lado, en la misma Figura 7.21 se presenta

5De manera habitual en CFD, a la hora de construir la malla computacional sobre la que se resolverd el
flujo numérico, se hace una preadaptacion a las caracteristicas esperables del fluido (capas limites viscosas,
discontinuidades, etc). Esta adaptacion, si bien condiciona la solucién directa se hace con objeto de realizar
un ahorro computacional. Sin embargo, no estd demostrado que las mallas resultantes sean apropiadas para
la resolucion de las ecuaciones adjuntas.
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Figura 7.21: Sensibilidad de la resistencia de fricciéon en Navier-Stokes

la sensibilidad obtenida para diferentes valores de ajuste del pardmetro de disipaciéon
artificial introducido para hacer converger la ecuacién de Navier-Stokes adjunta.

Para la resolucién de las ecuaciones adjuntas de Navier-Stokes, se emplea un esque-
ma centrado con disipacién artificial de tercer orden que debe ser calibrado con objeto
de resolver correctamente las ecuaciones en un amplio espectro de aplicaciones.
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Figura 7.22: Estudio de la disipacién artificial en Navier-Stokes

El modo de calibracién es anédlogo al empleado en el caso de las ecuaciones de
Euler. El primer paso consiste en seleccionar una serie de funciones de deformacién
del tipo Hicks-Henne y se va reduciendo la disipacién artificial introducida hasta que
los resultados convergen a una curva de sensibilidad. A partir de la Figura 7.22 se
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puede determinar el valor de la constante e(*) que tiene aproximadamente un valor
de 1/512 ~ 0,002.

La implementacién del método adjunto continuo en el calculo de sensibilidades exi-
ge la evaluacién de una derivada sobre la superficie de la temperatura T y de la cuarta

variable adjunta 4. El modo en el que se realiza numéricamente esta derivada superfi-
cial puede afectar al valor de los gradientes obtenidos.

0.3

0.2

Cd Gradient

0.1

USLELINLIN FULASLANLNLANY LA e B e |

Projected gradient
— — — - Surface gradient

o
T T

Design Variable Number

Figura 7.23: Estudio de la integracién sobre la superfice en Navier-Stokes

Al contrario que en el caso de las ecuaciones adjuntas de Euler, la sensibilidad del
modo en el que se evalta la derivada superficial es mucho menor. En la Figura 7.23 se
pueden comparar los resultados obtenidos al realizar una integracion sobre la superfi-
cie, o mediante una evaluacién numérica de la integral y una posterior proyeccién sobre
la superficie. Los resultados obtenidos en ambos casos son précticamente idénticos.

Seguidamente, se comparardn los resultados obtenidos mediante el empleo de una
técnica basada en las diferencias finitas con aquellos gradientes obtenidos a través de la
formulacién adjunta continua.

A partir de la Figura 7.24 es posible apreciar el gran parecido entre los gradientes
determinados mediante una estrategia adjunta continua y aquellos que se han obtenido
mediante el procedimiento de una técnica de diferencias finitas. Las fuentes de discrep-
ancia entre ambos métodos se deben de buscar en el hecho de que, en realidad, se estan
resolviendo dos funcionales diferentes (continuo vs. discreto) que, en el limite de la
malla, se espera que converjan al mismo valor.

Importancia de el empleo del método para la reduccién de términos de segundo
orden

A lo largo de este apartado, se presenta un ejemplo de la importancia de evaluar con
precisién todos los términos necesarios para calcular el gradiente de la resistencia con
respecto de variaciones en la forma de la superficie a disefio. Para ello, emplearemos una
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Figura 7.24: Método adjunto vs. diferencias finitas en Navier-Stokes

configuracién simple de un cilindro enfrentado a una corriente de aire a baja velocidad
(ntmero de Mach de 0,1) y bajo ntimero de Reynolds (igual a 50) lo que nos permite
tener una solucién estacionaria del problema.
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Figura 7.25: Gradientes subsénicos del Cp para un cilindro.

Este caso de ejemplo ilustra la necesidad de emplear la técnica de reduccion de las
segundas derivadas. En la Figura 7.25, se compara el calculo de diferencias finitas con
los gradientes calculados por medio del método adjunto (con y sin el método de reduc-
cién de las segundas derivadas) para dos mallas diferentes (de 200 y 400 nodos sobre
el cilindro). En el caso sin reduccién de las segundas derivadas, la primera y segunda
derivada de las variables han sido calculadas con dos métodos distintos (Green-Gauss y
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minimos cuadrados). En el caso con reduccién, las derivadas han sido calculadas con un
método de Green-Gauss o directamente sobre la superficie de la malla (a través de un
método de primer orden de diferencias finitas) cuando sé6lo se requieren derivadas tan-
gentes a la superficie. La discrepancia entre usar y no usar la reduccién de las derivadas
de segundo orden es muy importante.

Como conclusién, el método adjunto continuo proporciona gradientes muy precisos
en situaciones como estas. Ademas, es fundamental el empleo de la técnica para la re-
duccién de las derivadas de segundo orden con objeto de obtener gradientes precisos.

7.2.5. Método de conjuntos de nivel

Esta seccion estd encaminada a la validacion de los diferentes procedimientos que
deben emplearse cuando se hace uso de una optimizacién mediante la metodologia
de conjuntos de nivel o level set. Para el empleo de esta metodologia es fundamental
atender a una serie de caracteristicas que deben tenerse en cuenta en una correcta im-
plementacioén:

1. Capacidad del método para capturar geometrias iniciales complejas.

2. Método robusto para la extrapolacién de velocidades al resto del dominio.
3. Versatilidad en la adaptacién de malla alrededor del nivel cero.

4. Exactitud en la resolucién de las ecuaciones a lo largo del tiempo

5. Extraccién precisa del level set 0 al finalizar el proceso de optimizacién.

Captura de la geometria inicial

El punto de partida del procedimiento de optimizacién mediante level set es la re-
presentacion de la superficie que se desea optimizar en un mallado adecuado para la
resolucién de estas ecuaciones. Los pasos a seguir son los siguientes:

Paso 1. El programa de level set parte de una geometrfa inicial que puede estar com-
puesta por una o multiples curvas cerradas.

Paso 2. A partir de esa geometria inicial se genera una malla cartesiana que se ajusta a
los limites extremos de las curvas cuya forma se pretende optimizar.

Paso 3. Seguidamente, se dividen en tridngulos los cuadrados de la malla donde se
resuelve el problema de avance de frente.

Paso 4. Por ultimo, se adapta la malla alrededor del contorno de nivel 0.

En la Figura 7.26 se aprecia el proceso completo de adaptacién de la malla a una
circunferencia. Todo ese proceso es una etapa anterior al movimiento del level set.

Con objeto de reducir el niimero de nodos empleados en la discretizacion, es nece-
sario adaptar la malla computacional alrededor del nivel 0 del level set. Mediante este
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Figura 7.26: Proceso inicial de adaptacién de la malla

tipo de técnicas de adaptacioén, es posible capturar geometrias complejas como la de un
dispositivo hipersustentador® en la Figura 7.27 (parte de la derecha).

Figura 7.27: Ejemplos de adaptaciones iniciales de geometria en level set

De la robustez del proceso de adaptacién dependera el éxito de la optimizacion me-
diante level set. Los mallados no estructurados tienen la ventaja de facilitar el proceso de
adaptacion tanto para eliminar como para incluir nuevos nodos.

Procedimiento de extrapolacién de velocidades

Una vez ha sido adaptada la malla de partida del level set a la curva a disefio, es
necesario el cdlculo de la velocidad de avance de todos los conjuntos de niveles través de
la velocidad de avance del contorno de nivel cero o interfase (sensibilidad del funcional
de disefio con respecto de deformaciones normales en la superficie). El procedimiento
para la extrapolacion de la velocidad consiste en resolver la ecuacion VF,y; - V@,
donde ¢! es la distancia al level set cero cuya velocidad es conocida.

En la Figura 7.28 se pueden observar, a la derecha, la variable distancia al level set
0 que es, en este caso, un circulo de didmetro la unidad y centrado en (—1,0) y a la
izquierda se presenta la funcién de velocidad en el caso en el que el circulo se expanda
libremente.

El segundo ejemplo, Figura 7.29, consiste en una circunferencia inmersa en un fluido
a bajo ntiimero de Reynolds, mediante el procedimiento adjunto. Se ha determinado la

6Un dispositivo hipersustentador es un ingenio aerodinamico disefiado para aumentar la sustentacion, en
determinadas fases del vuelo de una aeronave. Este artilugio permite al avién volar a velocidades mads bajas
en las fases de despegue, ascenso inicial, aproximacién y aterrizaje.
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Figura 7.28: Velocidad extendida del level set (expansién de circulo)

velocidad de avance para minimizar el coeficiente de resistencia. Las velocidades exten-
didas se corresponden con el movimiento que debe tener la forma de la circunferencia
para minimizar la resistencia al avance.
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Figura 7.29: Velocidad extendida del level set en problema de disefio Cp

Evolucion de la ecuacién de level set

Una vez que la geometria y la velocidad de avance han sido correctamente evalua-
das, es el momento de hacer evolucionar los conjuntos de nivel mediante la resolucién
exacta en tiempo de la ecuacién de evolucién. Esta ecuacion es resuelta mediante una
discretizacién de elemento finitos (para mas detalles consultar la Seccién 2.4).

A medida que avanza en nivel 0, la malla debe ser adaptada con objeto de tener
una alta definicién de la interfase de la que se extraerd el nuevo disefio de forma. En la
Figura 7.30 se muestra la evolucién de dos circunferencias de didmetro unidad situadas
en las coordenadas (—1,0) y (1, 0) que en su expansion colapsaran formando una nueva
entidad, de este ensayo es destacable como el mallado acompafia en cada instante a la
evolucién del frente.
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Figura 7.30: Expansién de dos circunferencias con adaptacién dindmica de malla

Por otro lado, en la Figura 7.31 se muestra la evolucién de una elipse que, debido a
las velocidades definidas sobre su interfase, tiende a colapsarse por la mitad formando
los nuevos elementos.

Figura 7.31: Contraccién de una elipse

Extraccién del conjunto de nivel 0

Una vez finalizado el proceso de avance en tiempo, el nuevo conjunto de nivel de
valor 0 debe ser extraido de la malla, y la distribucién de puntos sobre esa curva debe
ser reajustada con objeto de volver a generar una malla de superficie apta para la resolu-
cién de las ecuaciones de la mecénica de los fluidos. El algoritmo para extraer el nivel
cero se basa en la realizacion de busquedas selectivas que permitan localizar aquellos
elementos del mallado en los que se produce un cambio de signo en la variable distan-
cia entre los diferentes nodos que lo componen. Una vez localizados los elementos, la
curva del nivel cero es calculada.

En la Figura 7.32 se muestra un level set que ha terminado su evolucién y de la malla
(empleada para la evolucién del level set) se ha extraido el nivel 0 para volver a construir
un malla numérica que pueda ser empleada por un resolvedor de las ecuaciones de la
mecanica de los fluidos.
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Figura 7.32: Extraccién del conjunto de nivel 0.
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Es importante destacar que es precisamente la necesidad de generar mallas ade-
cuadas para el calculo de Navier-Stokes (con capas limites que tienen celdillas con
grandes factores de estiramiento para capturar los esfuerzos viscosos en la capa limite)
lo que obliga a extraer el nivel 0 del level set y generar una malla apta para los resolve-
dores de Navier-Stokes. En otras circunstancias y con otras ecuaciones (como puede ser
la ecuacién del calor) es posible emplear el mismo mallado para resolver las ecuaciones
constitutivas del fenémeno que se pretende estudiar y la de los level set, simplificando
notablemente el proceso de disefio.

7.3. Validacién del proceso de optimizacién aerodinamica

En esta seccién se presentardn cinco aplicaciones de las técnicas desarrolladas a lo
largo de esta memoria:

» El primer ejemplo consiste en el disefio de un perfil aerodinamico en condiciones
transonicas, donde la configuracién de partida presenta varias ondas de choque.

= En segundo lugar, se procederd al planteamiento de un problema simplificado
transonico de Euler en el cual se comparara la optimizacién realizada a través del
empleo del adjunto continuo y el método de diferencias finitas para el calculo de
gradientes.

= En tercer lugar, se abordard el disefio mediante las ecuaciones de Euler y emple-
ando la formulacién adjunta continua completa.

= En cuarto lugar, se estudiard el disefio de perfiles aerodinamicos introducidos en
un fluido a bajo ntimero de Reynolds, en el marco de Navier-Stokes laminar esta-
cionario cuyo objeto es reducir la resistencia de friccién.

= Por dltimo, se procederd al disefio mediante level set de 7 cuerpos inmersos en una
corriente a muy bajo ntimero de Reynolds.

7.3.1. Rediseiio transénico de un perfil aerodinamico

En este apartado se realizara un redisefio de un perfil aerodindmico NACA 0012 con
objeto de reducir la resistencia de onda Cp, manteniendo el valor de su sustentacién C,
y sujeto a otras restricciones geométricas.

Las condiciones del flujo de aire en el que se encuentra inmerso el perfil aerodinami-
co son: niimero de Mach igual a 0,8 y angulo de ataque 1,25°. Para realizar este disefio se
han empleado como variables de disefio las funciones de deformacién de Hicks-Henne.
En la Figura 7.33 (izq) se pueden apreciar los gradientes de la funcién objetivo de re-
sistencia Cp en la primera iteracién de optimizacién, comparados con los gradientes
obtenidos mediante diferencias finitas. La concordancia de los resultados entre ambos
métodos es buena, con algunas discrepancias en el lado superior de la superficie de
sustentacién aguas abajo de la onda de choque.

En este problema de disefio transénico, la funcién objetivo consiste en la minimizacién
de la resistencia de onda. Como restricciones se obliga al mantenimiento de la sus-
tentacion a su valor inicial y que el espesor minimo sea de un 10 % de la cuerda.
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Figura 7.33: Gradientes transénicos del Cp, caso Euler transénico (izq) y Coeficiente Cp
y geometria inicial y disefiada (der)

Los resultados finales de la optimizacién se muestran en la Figura 7.33 (der). De-
spués del proceso de la optimizacién el nuevo perfil aerodindmico tiene un coeficiente
de resistencia de 0,0012, que es un 5 % de la resistencia original del NACA 0012 (reduc-
cién total de 200 counts, la onda de choque ha desaparedido). Por otro lado, el coeficiente
de sustentacién es un 105 % mayor que el original.

7.3.2. Método adjunto vs. diferencias finitas

En esta seccion se comparard un proceso de optimizacion con restricciones en el caso
de emplear para el calculo de los gradientes el método adjunto continuo o bien el célculo
directo de los gradientes aproximados a partir del empleo de las diferencias finitas.

En el problema planteado de disefio transénico (ntiimero de Mach igual a 0,8 y &n-
gulo de ataque 1,25°), la funcién objetivo consiste en la minimizacién de la resistencia
de onda de un perfil aerodindmico NACA 0012. Las restricciones empleadas son: Coe-
ficiente de sustenciacion igual al valor inicial y espesor minimo del perfil del 10 % de la
cuerda.

En la Figura 7.34 se puede apreciar el proceso de convergencia del optimizador en el
caso de emplear diferencias finitas o el adjunto continuo. Es destacable como se obtiene
un menor valor de la funcién objetivo en el caso de emplear el método adjunto continuo
en el que la onda de choque ha desaparecido completamente.

Por otro lado, en el caso de emplear diferencias finitas para el calculo de los gradi-
entes aproximados, la restriccién de sustentacién minima (igual o mayor que la inicial)
se verifica claramente y se obtiene un valor muy superior al inicial. En el caso del adjun-
to continuo las mejoras en sustentaciéon no son relevantes. En la Figura 7.35 se muestra
el coeficiente final de presiones comparado con el inicial de un perfil NACA 0012.

Es destacable que en el caso de emplear el adjunto continuo, la onda de choque desa-
parece completamente. Por tltimo, a modo de comparativa, se presentan las geometrias
finales e iniciales en la Figura 7.35.
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Figura 7.35: Coeficientes de presiones Cp (izq). Geometria (der)

7.3.3. Optimizacién con discontinuidades

A lo largo de esta memoria, en el caso de soluciones de flujo no regulares, se ha
percibido la importancia de tener en cuenta la sensibilidad de un funcional respecto de
un desplazamiento de las discontinuidades, ver Capitulo 3 y Seccion 4.4.

En esta linea de trabajo, a nivel practico, se han desarrollado dos métodos con dife-
rente grado de aplicabilidad:

Método 1. Analisis cuidadoso de las condiciones que se deben verificar sobre el choque
en el estado adjunto. Este analisis nos permite determinar unas condiciones
internas sobre el choque que introducen la sensibilidad del funcional con re-
specto de variaciones de la posicién del choque. Este primer método consiste
en la imposicién numérica de estas relaciones adjuntas de Rankine-Hugoniot
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(ver Seccién 4.4.1).

Método 2. Empleo del método de las direcciones de descenso alternantes, desarrol-
lando una estrategia de optimizacién en dos direcciones de descenso: La
primera que desplace el choque y la segunda que mueva la solucién a ambos
lados. Este método ya ha sido experimentado numéricamente en el Capitulo
3 en el &mbito de la ecuacién de Burgers.

Asi como en el Capitulo 3 se estudi6 la importancia del método de las direcciones de
descenso alternantes, a continuacién se presenta un ejemplo que incide sobre la impor-
tancia de imponer las llamadas condiciones internas de contorno que fueron empleadas
en la Seccion 7.2.3. El problema de optimizacién seleccionado para validar el Método 1
consiste en la minimizacién del coeficiente de resistencia Cp de un perfil aerodindmico
NACAO0012 expuesto a una corriente de aire a una velocidad de 0,8 Mach y un dngulo
de incidencia de 1,2°. Para la optimizacién se mantiene como restriccién la sustentaciéon
mayor o igual que la inicial y se han empleado un total de 50 variables de Hicks-Henne
aplicadas sobre la parte superior del perfil aerodindmico (desde el 25 % hasta el 75 % de
la cuerda). Con estas variables de disefio no es previsible que se pueda eliminar com-
pletamente la onda de choque.
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Figura 7.36: Evolucién de la optimizacién (izq). Coeficientes de presiones finales y ge-
ometria (der).

En la Figura 7.36 (izq) se puede apreciar la evolucién del proceso de optimizacién
imponiendo y sin imponer las relaciones adjuntas de Rankine-Hugoniot. A partir de la
cuarta iteracion el problema de optimizacion converge para ambos métodos. Sin embar-
go, es destacable que empleando las relaciones adjuntas de Rankine-Hugoniot se alcan-
za casi la convergencia en la tercera iteracion, lo que supone un ahorro, en este caso, de
aproximadamente un cuarto del tiempo requerido para la simulacién completa.

Finalmente, en la Figura 7.36 (der) se comparan los coeficientes finales de presiones
a los que se ha llegado con ambas metodologias. Una vez més se comprueba como el
choque en el caso de haber impuesto las condiciones adjuntas de Rankine-Hugoniot es
menor.
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7.3.4. Redisefio subsénico de un perfil aerodinamico

A continuacion se presenta el estudio de la optimizacién en un caso de flujo viscoso
en régimen laminar. Las condiciones del flujo son las siguientes: el nimero de Mach
igual a 0,3, el dngulo de ataque 2,50° y el ntimero de Reynolds de 1000, que garantiza
un flujo laminar y estacionario a lo largo del perfil. El problema de disefio propuesto
comienza con las condiciones ya descritas, y la funcién objetivo consiste en la mini-
mizacion del coeficiente de resistencia aerodindmica Cp, incrementando el coeficiente
de sustentacién Cy a 0,15, y empleando 3 restricciones geométricas: minimo valor del es-
pesor maximo al 12 % de la cuerda, radio de curvatura congelado en el borde de ataque
y minimo espesor del perfil al 75 % de la cuerda.

Para realizar este disefio se han empleado como variables de disefio las funciones
de deformacién de Hicks-Henne. En la Figura 7.37 (izq) se pueden apreciar los gradi-
entes de la funcién objetivo de resistencia Cp en la primera iteraciéon de optimizacién,
comparados con los gradientes obtenidos mediante diferencias finitas.
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Figura 7.37: Gradientes de Cp, caso Navier-Stokes laminar (izq). Cp, Cr y geometria
inicial y disefiada (der).

En la Figura 7.37 (der) se muestran los resultados de la optimizacién. Después de
9 ciclos de disefio, el nuevo perfil basado en un NACA 0012 tiene un coeficiente de
resistencia de 0,1225, que es un 97 % de la resistencia viscosa original. Ademads, la sus-
tentacion es un 111 % mayor que la original.

7.3.56. Disefio empleando el método de los conjuntos de nivel

Los disefios anteriores se han realizado mediante el empleo de un optimizador con
restricciones basado en la técnica de las direcciones factibles. En este caso, pretendemos
optimizar una configuraciéon no convencional y para ello se empleara el método de los
conbjuntos de nivel. De manera general, la utilizacién de esta técnica puede quedar
justificada por 3 motivos:
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= En primer lugar, esta técnica es apropiada en aquellas circunstancias en las que la
parametrizacion de la superficie no esta clara o es muy compleja.

s El empleo del método de level set es también vélido en aquellas geometrias con
aristas o intersecciones que, con gran probabilidad, causaran el cruce de superfi-
cies al desarrollarse la optimizacion.

= Por ultimo, esta técnica es muy recomendable cuando se pretenden optimizar
problemas en los que existen multiples cuerpos inmersos en el fluido y que pueden
evolucionar hasta tocarse unos con otros.

Con objeto de validar los desarrollos obtenidos mediante el método de level set se ha
tomado una configuracion peculiar de 7 pequefios cuadrados inmersos en una corriente
fluida. Las condiciones del flujo de aire son: nimero de Mach 0,2, dngulo de ataque 2,5°
y un nimero de Reynolds de 10, que garantiza un flujo laminar estacionario alrededor
de los cuerpos inmersos en el fluido. La funcién objetivo que se pretende maximizar es
el cociente entre el coeficiente de sustentacién Cy y el coeficiente de resistencia Cp.

A partir del andlisis de las imdgenes de la Figura 7.38 se puede estudiar como han
ido evolucionando los diferentes cuerpos inmersos en el fluido.

Esta optimizacion, constituye una aplicacion real y novedosa de la metodologia de
los conjuntos de nivel al disefio aerodindmico y aporta fundamentalmente la capaci-
dad de disefar cuerpos cuya geometria es compleja y de dificil parametrizacion. El
afilamiento de la primera y dltima forma y la constitucién de canales en “S” entre los
diferentes bloques son sélo algunos de los interesantes fenémenos que se pueden ob-
servar en esta optimizacién no convencional.

En la Figura 7.39 se puede estudiar la evolucién del coeficiente de sustentacién Cp,
y resistencia Cp en el proceso global de optimizacién. En estas primeras 25 iteraciones
la eficiencia ha mejorado desde 0,0722 hasta un 0,2875. Si se deja evolucionar el level set
10 iteraciones més, la eficiencia alcanzard un valor de 0,3421 con unos altisimos valores
de coeficiente de sustentacion de 0,7411.

Otro ejemplo de optimizaciéon mediante el empleo de la técnica de los conjuntos de
nivel, se muestra en la Figura 7.40. En este caso, la configuracién inicial es un rectangulo,
la funcién objetivo es la minimizacién de la resistencia, y se emplean dos restricciones:
un coeficiente de sustentacién mayor de 0,5, y un coeficiente de momentos que debe
estar entre —0,02 y 0,02. Finalmente, la velocidad de la interfase se calcula como:

speed = C}; — 4,0e1C{(MAX(Cypin, — C1,0,0))3 (7.14)
+4,0e,C), ((MAX(—Cmmux + C, 0,0))% — (MAX(Cpamin — Cons 0,0))3) )

donde con objeto de satisfacer las restricciones, en lugar de seleccionar el valor exacto
para Ciyin, Cimin Y Cmmax se seleccionan unos valores ligeramente superiores. Por otro
lado ' se emplea para denotar la derivada con respecto de movimientos infinitesimales
de la superficie (calculada con la metodologia adjunta).

Las condiciones de flujo seleccionadas son namero de Mach igual a 0,25, sin d&ngulo
de ataque y ntimero de Reynolds de 500. En la Figura 7.41 se puede estudiar el historial
de convergencia de los pardmetros adimensionales. En 20 iteraciones todas las restric-
ciones se verifican y la resistencia a disminuido desde 0,2404 hasta 0,2239.
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7.4. Validacion de la estrategia bimalla de filtrado

Alo largo de la Seccién 6.5 se estudid que una secuencia progresiva de iteraciones en
un proceso de optimizacién podia llevar a la divergencia del método debido a inestabil-
idades. En esta Seccién se planteardn algunos ejemplos de este fenémeno y la solucién
planteada a través de la técnica bimalla. Estd dividida en dos apartados: En primer
lugar, se plantea la importancia de realizar un filtrado sobre la sensibilidad del fun-
cional calculado mediante el método adjunto continuo. En segundo lugar se planteara
un ejemplo practico de optimizacién mediante el filtrado.

7.4.1. Inestabilidades en el proceso de disefio 6ptimo de forma

A continuacién, se analizara el proceso de disefio 6ptimo de la superficie de un per-
fil aerodindmico de la familia NACAO0012 en condiciones subsénicas (nimero de Mach
0,5 y dngulo de ataque 2,0°). El funcional seleccionado para su optimizacién es el co-
eficiente de sustentacién adimensional Cy. Las ecuaciones que describen la dindmica
de los fluidos seran las ecuaciones de Euler y como variables de disefio se tomaré la
posicién ¥ = (x,y) de cada nodo discreto sobre la superficie a disefiar (dentro de una
determinada zona de la superficie).

El primer paso consiste en simular el perfil aerodindmico NACA0012 inmerso en el
fluido y calcular la sensibilidad superficial de C; a través de la resolucién de la ecuacién
adjunta. Para realizar este estudio se empleardn tres mallas con diferente ntimero de
nodos sobre la superficie (la mas fina tiene 400 nodos en la superficie y la mas basta
tan s6lo 100). En la Figura 7.42 (derecha) se representa la velocidad del fluido sobre
la superficie de control (para mallas con diferente densidad de nodos). En este caso es
posible apreciar la situacién del punto de remanso que se corresponde con una zona de
altos gradientes en la velocidad.
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Figura 7.42: Perfil NACAQ012 (izq) y velocidad del fluido sobre su superficie (der).

Una vez resueltas las ecuaciones de Euler se procederd al calculo de la sensibilidad
del funcional sobre la superficie. Para ello serd necesaria la resolucién de las ecuaciones
adjuntas de Euler. En la Figura 7.43 (izquierda) se muestran diversos controles (sen-
sibilidades) para diferentes discretizaciones numéricas (100, 200 y 400 nodos sobre la
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superficie). Es posible comprobar que para el mallado mads fino el control presenta os-
cilaciones de alta frecuencia muy importantes que pueden causar la divergencia del
proceso del control.

100 Boundary Nodes
200 Boundary Nodes
400 Boundary Nodes

Original Center Scheme
Gradient Filtered
Coarse Mesh Resolution

C, Surface Gradient
C_ Surface Gradient

. . .
025 05 0.75 1 125 15 175 025 05 075 T 125 15 175
Surface Arch Lenght Surface Arch Lenght

Figura 7.43: Control de min Cy, (izq) y estrategias para estabilizarlo (der).

Resulta interesante constatar que existe una acusada variacién en la sensibilidad
en el punto de remanso del perfil aerodindmico. Esta variacién es mas violenta para
mallados més bastos debido a que en este punto de remanso, a medida que la definicién
de la malla empeora, los gradientes del funcional crecen.

Se han implementado diferentes alternativas para evitar las oscilaciones de alta fre-
cuencia que aparecen en la Figura 7.43. La base de estos métodos consiste en, al calcular
la direccién de méxima pendiente, considerar solamente las soluciones del sistema de
adjunto que corresponden a los datos que oscilan més lentamente y que son calculados
en mallas bastas.

En la Figura 7.43 (derecha) se muestran dos estrategias de filtrado del control: 1)
Filtrado de la sensibilidad del funcional, mediante uso de técnica bimalla, sobre la su-
perficie s6lida (linea roja). 2) Solucién de la ecuacién adjunta en una malla més basta que
la que se utiliz6 para solucionar el problema directo. En base a los resultados obtenidos,
el uso directo de una estrategia de filtracion de bimalla aplicada al control es probable-
mente la mejor solucién para controlar el problema.

7.4.2. Optimizacién de forma aerodinamica mediante filtrado

Dando un paso més en el andlisis del ejemplo antes planteado, ahora emplearemos
la sensibilidad superficial del funcional para modificar la forma del objeto a disefio con
la finalidad de minimizar el valor del funcional. Como punto de partida, se tomard
el problema anterior (con las mismas consideraciones fisicas) y dos discretizaciones: la
primera de 50 nodos sobre el la superficie s6lida y la segunda con 400 nodos. (ver Figura
7.44).

Igual que antes, el objetivo es controlar el sistema de Euler variando la forma de
la superficie para de esta manera optimizar la sustentacién del perfil aerodindmico. En
primer lugar se emplea la malla basta. En la Figura 7.45 (izquierda) se muestran tres
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Figura 7.44: Discretizaciones empleadas (50 y 400 nodos sobre la superficie).

pasos del proceso de optimizacién empleando, asi como el valor del control en cada
uno de esos pasos de la optimizacion.
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Figura 7.45: Optimizacion sin filtrado en una malla basta (izq) y en una malla fina (der).

Por otro lado, si se utiliza la malla més fina (véase la Figura 7.45 (derecha)), el con-
trol diverge casi inmediatamente. En la segunda iteracién, el control ha divergido total-
mente y el proceso de la optimizacién falla. En este caso, para lograr la convergencia del
control, serd necesario aplicar una estrategia de filtrado. En la Figura 7.46 se muestra
el efecto que proporciona una estrategia de filtracién bimalla aplicada a la sensibilidad
funcional computada sobre la superficie (control).

En conclusién, mediante un algoritmo bimalla aplicado sobre las sensibilidades cal-
culadas en la malla fina, es posible hacer que el proceso del control sea estable, y con
ello obtener una buena solucién para el problema de la optimizacién de forma.
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Capitulo 8

Conclusiones

El célculo de gradientes de un funcional aerodindmico mediante procedimientos ins-
pirados en la teorfa de control a través del empleo del estado adjunto es un campo de
gran actividad en la aerodindmica moderna. Estos métodos, en sus dos versiones (con-
tinua y discreta), presentan importantes ventajas respecto la técnica clasica de diferen-
cias finitas:

Ventaja 1.

Ventaja 2.

Ventaja 3.

Tal y como se ha estudiado a lo largo del Capitulo 7, estos métodos son muy
eficientes aplicados a problemas con un gran ntimero de variables de disefio
en relacion al nimero de restricciones (ver Seccién 2.3.3).

En el caso del método adjunto continuo con soluciones no regulares, es posi-
ble desarrollar métodos optimizacién que tengan en cuenta la sensibilidad
del funcional con respecto desplazamientos de la discontinuidad. En par-
ticular, en esta tesis se ha desarrollado un método original (método de las
direcciones de descenso alternantes) que saca ventaja a los métodos tradi-
cionales al emplear la informacién derivada del célculo de la sensibilidad del
funcional a minimizar, con respecto del desplazamiento de la discontinuidad
(ver Seccién 3.5).

Finalmente, estos métodos permiten el calculo directo de la sensibilidad de
una determinada funcién objetivo ante variaciones infinitesimales en la for-
ma de la superficie del objeto de disefiar, lo que abre las puertas a la opti-
mizacién directa de la forma del objeto mediante el empleo de técnicas como
los conjuntos de nivel (ver Secciones 2.4 y 7.3.5).

A lo largo de esta tesis se han manejado dos hipétesis de trabajo sobre las que han
girado gran parte de las investigaciones:

1. Método adjunto continuo como alternativa viable a los métodos denominados ad-
juntos discretos (en los que el estado adjunto se calcula sobre las ecuaciones, ya
discretizadas, que gobiernan el sistema).

2. Aplicacién a la aerodindmica de los métodos de conjuntos de nivel, estudiando su
viabilidad en entornos complejos como son las ecuaciones de Navier-Stokes com-
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presibles.

Como resultado de esta investigacion, se han desarrollado cédigos numéricos efi-
cientes para la resolucién de las ecuaciones de Burgers, Euler y Navier-Stokes (en sus
versiones directa y adjunta) asi como un método de elementos finitos para la resolucion
de las ecuaciones de level set, métodos de adaptacion, remallado, multimalla y técnicas
de optimizacién (con variables alternantes). Ademads de estos desarrollos de cardcter
técnico, son destacables los siguientes avances, més alld del estado del arte actual en
esta materia:

Aportacion 1. En el Capitulo 3 se ha desarrollado el método de las direcciones alter-
nantes (ver Seccién 3.5) aplicado a las ecuaciones de Burgers, que consti-
tuye una nueva estrategia de optimizacién en dos fases para el cdlculo
de aproximaciones numéricas de minimizadores y cuyos resultados se
presentan en la Seccién 3.7.

Aportacion 2. En el Capitulo 4 se ha desarrollado el adjunto continuo de sistemas go-
bernados por las ecuaciones de Euler 2D (ver Seccién 4.4). La formu-
lacién completa de las relaciones adjuntas de Rankine-Hugoniot y una
atil versién simplificada (ver Seccién 4.4.1). En el Capitulo 7, mediante
varios ejemplos bidimensionales (ver Seccién 7.3.3) se constata que la im-
posicion de las relaciones adjuntas de Rankine-Hugoniot mejora la con-
vergencia del proceso de optimizacién. Asi mismo, se han desarrollado y
aplicado técnicas de filtrado bimalla (ver Secciones 6.5 y 7.4) para evitar
las inestabilidades desarrolladas al calcular los gradientes en el proceso
de disefio 6ptimo.

Aportacién 3. En el ambito de Navier-Stokes, en el Capitulo 5 se ha desarrollado un
método adjunto continuo que permite la evaluacion de los gradiente de
un funcional de interés aerondutico sin necesidad del empleo de esque-
mas de alto orden (ver Apéndice 5.3.2). Finalmente en el Capitulo 7 se ha
planteado la optimizacién numérica en el &mbito de la Mecénica de los
Fluidos mediante técnicas basadas en el métodos de conjuntos de nivel y
el adjunto continuo (ver Seccién 7.3.5).

A lo largo de esta memoria, se ha planteado la viabilidad del adjunto continuo co-
mo esquemas robustos matematicos frente a la diferenciacién automatica y el adjunto
discreto que en entornos complejos no son formalmente aceptables debido a la no difer-
enciabilidad de los esquemas numéricos empleados. Como trabajo futuro se abren las
siguientes lineas de trabajo:

Linea de trabajo 1. Continuar el desarrollo del método de las direcciones alternantes
para extenderlo a dmbitos mdas complejos, Burgers 2D, Euler quasilD
y finalmente Euler 2D.

Linea de trabajo 2. Demostracién de la convergencia del método de direcciones alter-
nantes.



Linea de trabajo 3.

Linea de trabajo 4.

Linea de trabajo 5.

Linea de trabajo 6.
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Estudios de existencia, unicidad y regularidad de soluciones en pro-
blemas de interés industrial.

Desarrollo de una formulacién adjunta para problemas goberna-
dos por las ecuaciones de Navier-Stokes turbulentas (RANS). Este
tipo de ecuaciones son las que se emplean en los célculos de interés
aerondutico y es necesario abordar la problemaética que plantean.

Por otro lado, es necesario investigar en las variables de disefio y
la parametrizacién. En problemas con restricciones y donde el cam-
po de disefio es grande, la introduccién de parametrizaciones ade-
cuadas puede ser fundamental.

Por dltimo, y en linea con el apartado anterior, la optimizaciéon me-
diante métodos de conjuntos de nivel parece ser el algoritmo en la
actualidad méds robusto para trabajar con el gradiente local, es por
ello necesario la investigacion en nuevas formulaciones del proble-
ma que faciliten su aplicacién a entornos industriales.
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Apéndice A

Desarrollo de flujos adjuntos

El objetivo de este apéndice es desarrollar las expresiones analiticas que permiten el
calculo de los flujos adjuntos, desarrolladas en los Capitulos 4 y 5. De esta manera se
pretende encontrar unas expresiones finales de facil implementacién en un programa
de ordenador.

A.1. Flujos convectivos

A continuacién se describe una implementacién practica para la evaluacién numéri-
ca de los flujos adjuntos convectivos multiplicados por el promedio de las ¥:

AT . iy
0 (32 —ug-ii Yy [5ny —o7-ii 57 (Y62 - H) ¥y
_| e Q=vuny+7-i  (1—-vy)uny+ony Hny+ (1 —y)ud-i ¥
ny (1—vy)ong+un, (2—y)ony+7-ii Hny+ (1—y)vs-ii Y3
0 (y—1)ny (v = Dny Yo -1 Py
= (R1,Rp, Ry, Ry)T. (A1)

Con objeto de obtener una formulacién compacta, definimos las siguientes canti-
dades

q = 3191%
Q=7-i,
Y = iy + nyips + Qupy, (A2)
Y@ =1y + urp, + vt + Hipy,
y—-1=v"

Finalmente, tras realizar manipulaciones aritméticas, es posible escribir el vector de
residuos R como

Ri= Qyp —9pPQ+y iy,

Ry= Qo+ ¢@n, —yypty, A3)
Ry = Qs+ 9p@ny, —y*ypy, ‘
Ry = Quy + v 9.
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A.2. Flujos viscosos

A continuacion se describe una implementacion practica para la evaluacién numéri-
ca de los flujos adjuntos viscosos.

0 0 0 0
) 0 0 0 0
Ay = 0 0 0 0
% |52 1 1 P u 1 v 1 1
B (50 (5) - ptod (B) bow—a(5) bow-wa(3) (i)
0 0 0 0
R 0 0 0 0
Ay = 0 0 0 0
62 u
-0+ 5 (%ay (]E) - (y11)ay (fz)) 50y — 9y (%) oy — 50y (%) oy (%)
donde
u u
0" = —Oxx + —0Oyy, 0 Oyx + =0y
El objetivo es calcular:
(A")T-#i¥ = (RY, RS, Ry, RY)T (A4)
174327 N3, 1M 7 .
esto es:
(AT .7 =
yu (172 1 1 P
00 0 —otm—ovny+ B (0 () - o (%)) | o,
0 00 %(oxxnx + oyxny) — oy ;3 i
- vy (1 v | @
yu 1 4
000 Bau (1)

Con objeto de obtener una formulacién compacta, definimos las siguientes canti-
dades

M) = (Uxx”x + ny”y) ’
=) = £ (oxyne +oyyny) (A.6)

w5 (3)

IR =

Finalmente, tras realizar manipulaciones aritméticas, es posible escribir el vector de
residuos RY como

172
RY = (_uz(l) —0z@ 4 ‘Tlx— ﬁa” (%)) Yy
RZ _ Z(l) —uy 11)4/
Ry — T2 —ox) s,
RZ — XII)4.

(A7)



A.2. FLUJOS VISCOSOS

En el caso de los términos viscosos tenemos

0 0 0 0
. — 4y 4 0 0
Dxx =2 —v 0 10 |
“DjF? _ P 2 4.2 4
(y—)i)Pr<(7 2)H _5)_U -3 qu—f v—f
0 0 0 0
2 2
n z0 0 —5 O
D.,, = = 3 3 :
WELl w10 0
—;’uv v —%u 0
0 0 0
i —0v 0 1 0
D - 7
) 2u -2 00
—%uv —%U u 0
0 0 0 0
m —u 1 0 0
Dyy =~ 14 0 3 0
-Djg* _p 2_ 4.2 4
e (B ) w4 u-F - R &

El objetivo es la evalucién de los flujos adjuntos viscosos, lo que se resume en
(D,{xaxw + DTxayly) My + (D,{yax\y +D], ayw) ny
= (DL + DIyny ) 0¥ + (Dfm + Dlyny ) 9,9 = (RY, RS, RS, R).
Desarrollando los términos de la ecuacién anterior tenemos que:

(Dfxnx + nyny) oY+ (D;,{nx + D;yny) 9,V

4 2 52 yP 2_ 4.2 1
0 —%un,+32on, —on,—un, (( o~ e ) — 0 — 17 nx — Juony 0,1
_Hl o0 iny ny Sun, — PY iy + ony | oxv2
Pl o —3ny My ony — ¥ny — 2un, 9:P3
0 0 0 grn, axwél
a2
2 4 R4 . 7 242 _1

0 —ovng—un, suny—3ony (( 2Pr ~ (-1)Prp U = 307 )y — gUOny Iy

P ny —3n, —2ony +uny — Ben, | o2

0 Ty iy uny + 2on, — Bn Ay s

31y O o

Y n

0 0 Py y
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(A.8)

(A.9)

Con objeto de obtener una formulacién compacta, definimos las siguientes canti-

dades
(4) _ 4 2
x = p\3 Ox y 2(4)22(4 H(ua Py + v0 Il))
Ty = Zyx = (1P2+31P3) et
o=t (- o) | T = § (00— B
Lyy = & (3913 — o f
vy p \(3°Y3 ¥z @ = & (o).

(A.10)

Finalmente, tras realizar manipulaciones aritméticas, es posible escribir el vector de
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residuos RY como

RY = — (w(Zar + T8 4 0(Zy + 20 ) 1 = (w(Eye + 43) + 0(Zyy + I3 ) my+
3> _ _p 4
(T p(yfl)) @,
Rg = Yox + Zy(ci) Ny + ny + Za(;]‘l/) ny — uZ(4),
RY = Spe+ Z0) e+ (g + 250 ) 1y — 02 @),
R = pAON

(A.11)



Apéndice B

Derivada de forma

En esta seccion se evaluara la variacién de un funcional | = [ j (U) ds al modificar
infinitesimalmente la frontera del dominio sobre el que se han calculado las variables U
mediante una EDP definida en todo el dominio Q [49, 101].

Estamos interesados en calcular el gradiente de | con respecto a O, donde sélo son
admisibles variaciones de () obtenidas por variaciones en la frontera S.

Sea Q) un dominio con frontera 0Q = I'U S. Definimos el dominio deformado Q' a
través de su frontera

S" = {x+ a(x)ii(x), «pequefio,x € S}, (B.1)

deformacioén de la frontera original S. La variacién de la solucién u viene entonces dada
por

ou=u(Q)—u(Q)=u" —u (B.2)
Lema 42. Dada f cualquier funcién tenemos

[ f = foaf +olliale). (B3)

Lema 43. La variacién del funcional al variar la forma del dominio donde se resuelve la EDP es:

/(Ssjds:/s(anj—Kj)ocds—i-o(Hcx||C1), (B.4)

donde k es la curvatura de S.

Lema 44. Si u satisface una condicion de Dirichlet en S, se tiene
Sulg = — adyu|g +o(]||0)- (B.5)
Lema 45. Si il es vectorial y ii - #i = 0 en S entoces:

(671 - ) |g= —(ctbpe - 1) | +(Va — fidyer) - 11 |5 +o(]| @ ||oo)- (B.6)
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