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Resumen

Seanm > 1y &, C As el locus compuesto por las clases de superficies abelianas no
simples que contienen una curva eliptica de exponente m. Debido a trabajos de Humbert
de inicios del siglo pasado sabemos que &,, es una variedad cuasi-proyectiva que no es
proyectiva, de modo que es natural buscar una buena compactificacién de esta variedad.

En la primera parte de esta tesis encontramos tal compactificacion determinando la
clausura &, de &, en la compactificacién toroidal de As asociada a la descomposicién de
Legendre, probando que tal clausura estd conjuntistamente dada por

& =En UK (1)[m] U P,
donde K°(1)[m] es una cierta subvariedad de la superficie de Kummer relativa K°(1) (la
cual es un cierto P!-fibrado sobre SL(2,Z) \ H).

En la segunda parte de esta tesis respondemos afirmativamente a la pregunta de
si acaso los puntos de frontera de £}, pueden interpretarse como superficies abelianas
degeneradas que contienen una curva eliptica degenerada, describiendo explicitamente los
objetos degenerados que aparecen mediante nuestra construccion.
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Convenciones y notaciones

A lo largo de este trabajo se usan numerosas notaciones y convenciones que se asumen
familiares para el lector. A continuacién se explicitan algunas de ellas.

M, (A) denota al conjunto de matrices de tamafio m x n con coeficientes en el anillo
A; GL(2, A) denota al subconjunto de May2(A) compuesto por las matrices invertibles,
SL(2,Z) representa al subgrupo de GL(2,Z) compuesto por las matrices de determinante
1y I'i(k) denota al grupo principal de congruencia de nivel k. Sim(g,R) C My, 4(R)
denota al conjunto de matrices simétricas y Sp(2g,Q) C Magx24(Q) al de las matrices
simplécticas.

Decimos que un subgrupo H de Sp(4, Q) es aritmético si [H : H N Sp(4,Z)] < oo y
[Sp(4,Z) : HNSp(4,Z)] < oo. Decimos que un grupo G actta en forma propiamente
discontinua en un espacio topolégico X si para todo compacto K C X se tiene que el

conjunto
{g€G:g(K)NK #0}

es finito.

Dado un nimero complejo z denotamos a su parte real e imaginaria por R(z) y J(z),
respectivamente. Extendemos esta nocién a las correspondientes a una matriz compleja,
esto es, si A = (a;;) es una matriz compleja entonces R(A) = (R(asj))i; ¥ J(A) =
(J(aij))i;j- Denotamos por A > 0 al hecho de que una matriz A sea positiva definida y
por A > 0 si es semi-positiva definida.

Dado 7 € Hy denotamos por A, a la superficie abeliana C? /(1372 & 7Z?), donde I es
la matriz identidad de 2 x 2, o, por extensién, a toda su clase de isomorfia. Dado 7 € H
denotamos por E, a la curva eliptica C/(Z & 7Z) o, por extensién, a toda su clase de
isomorfia.

Denotaremos por (S) al ideal generado por un conjunto S contenido en un cierto anillo
y por (S) al subgrupo generado por un conjunto S contenido en un cierto grupo



Introduccion

A grosso modo, un espacio de méduli es un espacio (con cierta estructura) que parame-
triza una cierta familia de objetos geométricos. Ahora bien, suele suceder que los objetos
geométricos parametrizados pueden “llevarse al limite”, obteniendo objetos degenerados,
lo cual se traduce en que el espacio de moduli de estos objetos suele no ser compacto vy,
en ese contexto, es natural buscar una buena compactificacién de tal espacio. El objetivo
central de esta tesis es estudiar el espacio de moduli de un tipo particular de objetos: las
superficies abelianas no simples; encontrar una buena compactificaciéon de este espacio e
interpretar los puntos limites como superficies abelianas degeneradas que contienen una
curva eliptica degenerada.

0.1. A,y sus compactificaciones

Dado un entero g > 1 tenemos una accién propiamente discontinua del grupo simplécti-
co

0 -1 0 —I
Sp(2¢9,2Z) := {M € GL(29,Q) : M* - (I 0 ) M = (I 0 )}OMggxgg(Z)
en el semiespacio de Siegel
Hy = {7 € Myy,(C) : 7 =7, J(r) >0}

dada por

A B 1
(C’ D) T —= (A+7C)"" - (B+71D).
Es bien sabido (ver por ejemplo [BL04, Cap. 8]) que el cociente = Sp(2¢9,Z)\ Hy es un
espacio analitico complejo que entrega naturalmente una correspondencia entre elementos
[7] € A, vy clases de isomorfia de variedades abelianas principalmente polarizadas de
dimensién g. Bajo esta correspondencia [7] se identifica con la variedad abeliana

A, =CI/A,,

donde A, es el reticulado generado por las columnas de la matriz (I 7). De este modo,
Ay constituye un espacio de moduli E| (grueso) de variedades abelianas principalmente
polarizadas de dimensién g.

I Propiamente hablando, Ag es un moduli stack (ver [Ols08]). Sin embargo, en este trabajo seguiremos
un enfoque analitico, omitiendo los aspectos functoriales de la teoria de moduli.



Se tiene que Ay es de hecho un espacio analitico normal y sélo presenta singularida-
des de cociente finito, de modo que, en virtud de [Sat56] y [BB66], tiene una estructura
natural de variedad algebraica cuasi-proyectiva. Sin embargo, esta variedad no es pro-
yectiva, de modo que resulta natural querer compactificarla. Una primera solucién a este
problema fue planteada por Satake, quien construy6 una compactificaciéon proyectiva con
buenas propiedades de minimalidad ([Nam80, pag. 15]) pero que tiene la desventaja de
ser altamente singular a lo largo de su frontera. En [AMRT75] Ash, Mumford, Rapoport
y Tai usando inmersiones toroidales, desarrollan un método -aplicable en un contexto
mas general- que permite construir compactificaciones de A4 con mejores propiedades de
suavidad. Lamentablemente, la construccién de estas compactificaciones toroidales pasa
por la eleccién de ciertos abanicos de conos en el espacio vectorial Sim(g,R), de modo
que no obtenemos una compactificaciéon canénica de A, y, de hecho, no todas las po-
sibles elecciones de abanicos resultan en compactificaciones con buenas interpretaciones
modulares ([Ols08]). Sin embargo, algunas de las elecciones de abanicos si resultan en
interpretaciones modulares geométricamente interesantes como por ejemplo la descompo-
sicidn perfecta, la descomposicion del cono central o la descomposicion de Voronoi (ver
[MV12]). Ahora bien, nuestro trabajo se enmarca en el caso de superficies y en tal situacién
todos los abanicos recién mencionados (y por tanto sus respectivas compactificaciones)
coinciden, de modo que el método de Mumford et al. nos entrega una variedad proyectiva
que llamaremos la compactificacién toroidal de A5 y que denotaremos por E

0.2. El locus de las superficies abelianas no simples

Recordemos que una variedad abeliana A se dice simple si no contiene subvariedades
abelianas no triviales. En particular, una superficie abeliana es simple si no contiene
curvas elipticas.

Si bien una superficie abeliana muy general es simple ([Deb99] Ej 1.2]), las subvarieda-
des son bastante ubicuas en Geometria y aparecen naturalmente, por ejemplo, al estudiar
acciones de grupo en variedades abelianas polarizadas ([LR04]) o al estudiar el morfis-
mo Jor — Je inducido por un morfismo finito C' — C” entre curvas proyectivas suaves.
De esta forma, el espacio de las superficies abelianas no simples es, aunque pequeno, un
subconjunto distinguido de As.

Sea m un entero positivo y el subconjunto de Ay compuesto por las superficies
abelianas que contienen una curva eliptica de exponenteEI m. De acuerdo a trabajos de
Humbert ([Kan94, Cor. 1.8]) se tiene que &,, es un subconjunto cerrado de A;, de modo
que tiene naturalmente una estructura de variedad algebraica cuasiproyectiva pero no
proyectiva, de modo que, al igual que con As, es natural querer una compactificacién
de este espacio. En ese contexto, en la primera parte de este trabajo nos abocaremos a
encontrar una tal compactificacién la cual no serd mas que la clausura de &, en A3, que
denotaremos por @ De esta forma, el primer resultado de esta tesis es el siguiente:

Teorema 0.1 (Teorema [3.9). A nivel conjuntista se tiene que
& =En UK (1)[m] U P,

2Recordar que el exponente de una subvariedad abeliana X de una variedad abeliana polarizada (4, £)
es el exponente del grupo finito ker(z)ﬁ‘x, donde ¢ es el morfismo X — XV dado por z — 5L ® L1
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donde K°(1)[m] es una cierta subvariedad de dimensién 1 de una superficie modular de
Kummer K°(1).

0.3. Degeneraciones de variedades abelianas

Si tenemos una compactificacién de un cierto espacio de moduli, una pregunta na-
tural que surge es si acaso los puntos limite agregados corresponden de alguna forma a
una degeneracion de los objetos parametrizados por el espacio de moduli original o, en
otras palabras, si la compactificacién tiene una interpretacién natural como un espacio
de moduli de objetos degenerados. En ese contexto es natural preguntarse

jcudles son los “limites” que se obtienen (o que se pueden obtener)?

Este tipo de preguntas estd directamente relacionado con la teoria de degeneraciones
(ver [FM83| 1]) cuya situacién general es la siguiente ([Per7T7]): tenemos un manifold o
espacio analitico complejo X, un abierto U de C™ y un morfismo propio, plano y suave
X — U y nos preguntamos si acaso esta familia puede extenderse a una familia propia
y plana X* — U y, de ser asi jcudles son las nuevas fibras (en general singulares) que
pueden aparecer?

Definicién 0.2. Decimos que un espacio analitico Ay es una variedad abeliana de-
generada si existe un espacio suave B, un abierto denso U de B y una familia analitica
propia y plana A — B tal que las fibras A; sean variedades abelianas para todo t € U y
A, =2 Ag para algin ty € B.

En [Mum?72], Mumford da una construccién que permite degenerar superficies abelia-
nas, la cual estd naturalmente relacionada con la construcciéon de A3 y permite interpretar
los puntos de frontera de A% como superficies degeneradas. En particular, esto permite
interpretar los puntos de &, como superficies degeneradas. Ahora bien, es natural e in-
teresante estudiar degeneraciones de subvariedades abelianas (por ejemplo en [ABH02]
se estudian degeneraciones de variedades de Prym). En ese contexto, en nuestro caso se
vuelve interesante estudiar como degeneran las familias de las curvas elipticas “canéni-
camente” contenidas en las superficies no simples que degeneran hacia la frontera. Méas
precisamente, podemos plantearnos las siguientes preguntas:

Dada una superficie degenerada Ay que corresponde a un punto de &}, ;Hay alguna
curva eliptica degenerada que esté “canénicamente” contenida en Ay 7y, si es asi
Podemos construir tal curva eliptica degenerada usando la construcciéon de Mumford?

Pues bien, en la segunda parte de esta tesis responderemos afirmativamente a estas pre-
guntas y describiremos explicitamente cudles son las posibles degeneraciones de curvas
elipticas que pueden aparecer. Probando lo siguiente:

Teorema 0.3 (Teorema [5.23). Sea A} la compactificacion toroidal de Ay asociada a la
descomposicion de Legendre, m > 2,E,, C Ay el conjunto de las superficies abelianas no
simples que contienen una subvariedad de exponente m y &%, la clausura de &, en Aj.



Se tiene que todo punto de OE), se puede interpretar como una superficie abeliana
degenerada que contiene candnicamente una curva eliptica degenerada y, mds atun, los
pares (superficie degenerada normalizada, curva degenerada) son:

= (Un P!-fibrado sobre una curva eliptica, m-dgono de P'’s)
» (P! x P! con dos rectas identificadas, (m — 1)-dgono de P*’s) si m > 3
= (P! x P con dos rectas identificadas, curva nodal) si m = 2

» (La unién de dos copias de P? con una de Bly, ,, psP?, (2m — 1)-dgono de P'’s)

0.4. Meétodos y Estructura de la tesis

Este trabajo se descompone en dos grandes partes: la Parte I versa sobre compactifi-
caciones toroidales de A3, teniendo un enfoque principalmente analitico y cuyo resultado
principal consiste en la descripcién de &£, dada al final del Capitulo 3; mientras que la
parte IT consiste en dar una construccién (basada en la de Mumford) que permite estudiar
degeneraciones de las curvas elipticas que estan contenidas en las variedades abelianas no
simples que componen ciertas familias que degeneran hacia la frontera de &£,.

La Parte I consta de tres capitulos:

= en el Capitulo 1 se describen los principales resultados relativos a variedades abelia-
nas no simples que seran utilizados en la tesis y se hacen calculos explicitos que seran
de utilidad, no sélo para determinar &, sino que también para el estudio de dege-
neraciones de superficies abelianas. Mas precisamente, en este Capitulo obtenemos
dos resultados que seran de utilidad:

a) encontramos un subconjunto de Hy cuya imagen en As es &, lo cual facilita
la determinacién de &, hecha en el Capitulo 3.

b) describimos ¢cémo, dada una superficie no simple, podemos encontrar “canéni-
camente” las curvas elipticas contenidas en ella y hacemos calculos explicitos
que seran de utilidad en la Parte II.

= en el Capitulo 2 se describe la construccién de A% dando la idea general de la
construccién junto con los detalles suficientes como para dar justificacién y contexto
a la determinacién de &5, que se hace en el capitulo siguiente

= en el Capitulo 3 usamos los resultados expuestos en el Capitulo 1 para probar el
Teorema Q.11

Por otro lado, la Parte II consta de dos capitulos:

= en el Capitulo 4 se describe la Construcciéon de Mumford y su relacién con Aj. Esta
seccion es bastante técnica e introduce todas las herramientas de la construccién
que se utilizan en el Capitulo 4: un esquema P y un grupo Y = Z2 actuando en P

= ¢l Capitulo 5 es el principal (y méds extenso) de la tesis, donde se usan métodos
algebraicos y topoldgicos para construir subesquemas @i de P que permiten dege-
nerar curvas elipticas. Junto con lo anterior, se desarrollan los célculos que permiten
determinar las degeneraciones que se obtienen y, por tanto, probar el Teorema [0.3}



Parte 1

Compactificaciones toroidales



Capitulo 1

Variedades abelianas no
simples

El objetivo de este capitulo es dar las definiciones y resultados relativos a variedades
abelianas no simples que seran utilizados en los capitulos siguientes.

Sea (A, L) una variedad abeliana principalmente polarizada de dimensién n definida
sobre un cuerpo algebraicamente cerrado k y F < A una curva eliptica. En virtud del
Teorema de Reducibilidad de Poincaré existe una subvariedad abeliana Zp < A (que se
puede definir canénicamente a partir de E' y L) tal que la suma E X Zg — A es una
isogenia. Asi, como Zg es una subvariedad de codimension 1, obtenemos una asignacion

E s [Zg] € NS(A) = Pic(A)/Pic’(A).
En [Aufl5] se prueba que

Teorema 1.1. La asignacion E — [Zg| define una biyeccién entre

1. Curvas elipticas E < A de exponente m

2. Elementos primitivos o € NS(A) tales que

(- £77) = (n—1)m 52:7“:1
0 sir>2

Ahora, cuando k = C podemos ser mds explicitos. En este caso tenemos que A = C™/A
para algtn reticulado A de rango 2n. Ademéds, en este contexto la primera clase de Chern

2
c1: H'(A,0%) = Pic(A) — H*(A,2) = \ z*

nos da un isomorfismo

NS(A) = H*(A,Z)n H'(A,C), (1.1)
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el cual usaremos como identificacion.

Ahora nos centraremos en el caso de superficies, es decir, cuando n = 2. En tal caso,
bajo la identificacién (1.1) tenemos que

NS(A) = {w € H*(A,Z) 1w Adz Adzy =0} . (1.2)

Bajo estas identificaciones, el Teorema[I.1] puede expresarse de una manera mas concreta:
sea (A, L) una superficie abeliana principalmente polarizada, 7 € Hy una matriz repre-
sentante, z1, zp las coordenadas canénicas de C? y x1, 9, 23, 24 las coordenadas reales de
C? tales que

<2>(1 T)- ;z : (1.3)

donde [ es la matriz identidad de 2x2. Bajo esta elecciéon de coordenadas y la identificacién
(1.2) tenemos que la clase de L es

O = dx1 ANdxs + drg A dry.
De este modo, el Teorema [I.1] se traduce en
Teorema 1.2 (Teorema 3.1 en [Aufl6]). Sea (A, L) una superficie abeliana compleja

principalmente polarizada. Tenemos una biyeccion entre

1. Curvas elipticas E < A de exponente m

2. Formas diferenciales primitivas n € H*(A,Z) tales que
a) nAdzy Ndza =0
b) n A© = —mdxy A dxy Adrs A dxy
c)nAn=0

Identificando H2(A,Z) con A\?Z* (usando las coordenadas ;) vemos que las condi-
ciones b) y ¢) del teorema anterior no dependen de A, de modo que obtenemos un buen
marco para estudiar espacios de moduli de superficies abelianas no simples.

Sea entonces 1 € /\2 Z* una forma diferencial que satisface las condiciones b) y ¢) del
teorema anterior. Definimos

[, ()] := {T € Hy: n Adzy Adzg = 0}

y
Az ()] := p (Hz (1)) ,

donde p : Hs — A5 es la proyeccién candnica.
Del Teorema [T.2] tenemos que
Em= U A

n sat. b) y ¢)

Sin embargo, mas es cierto:



Teorema 1.3 (Lema 3.8 en [Aufl6]). Para toda forma diferencial n € H?*(A,Z) que
satisfaga las condiciones b) y c) del teorema[1.3 y tal que Hy (n) # 0 se tiene que

Em=A2(n).

Ahora bien, en el caso de superficies, podemos encontrar concretamente una forma di-
ferencial que cumpla la conclusién del teorema anterior. Eso se debe al siguiente resultado,
probado por Humbert a inicios del siglo pasado:

Teorema 1.4 (Corolario 5.5 en [Kan94]). Una superficie abeliana compleja principal-
mente polarizada (A, L) contiene una curva eliptica de exponente m si y solo si existe un
vector primitivo v = (a,b, c,d,e) € Z° tal que

b? — 4(ac + de) = m? (1.4)

aty 4+ bro + et + d(13 — 11713) e =0, (1.5)

donde (Tl TQ) es una matriz periodo de (A, L).
T2 T3

Ahora bien, podemos reescribir el resultado anterior en términos de una forma dife-
rencial. En efecto: sea v = (a,b, ¢, d, e) € Z5 un vector primitivo y sea

b—m

= ddxq N dxg — dxi Ndxs + adxy A dxy

+m
2

b
—cdxo N\ dxs + dxo N dxy — edxs N dxy

Tenemos

Corolario 1.5. Para todo vector primitivo v = (a,b, c,d,e) € Z> con b*> —4(ac+de) = m?

tal que Hy (n,) # 0 se tiene que
Em = Az (1) .

Comentario 1.6. Este corolario corrige el ejemplo 3.10 en [Auf16], donde la forma
diferencial n, se utiliza erréneamente pues en tal referencia las coordenadas reales y
complejas se relacionan de manera diferente.

Demostracion. En virtud del Teorema [I.3] basta verificar que
Ny A My = 07

Y que
N NO = —m dxy Adxo Ndxs A dxy.

Ahora, un célculo directo muestra que

1
No A1y = 3 [b2 —m? — 4(ac + de)] dxy N dzo Adxs A dxy

8



Yy que

b— b
Ny NO = (2m_—;m> dx1 AN dxo N\ drs A\ day
= —m dxy ANdxs AN dxs A\ dxy,

de modo que el resultado sigue.

O
1

Lema 1.7. Sea T = (
ecuacidn (|1.5)).

. :2> € Hy. Se tiene que T € Ha (1,) si y solo si se cumple la
2 T3
Demostracion. Por definicién sabemos que T € Hy (7,) si y solo si
My ANdzy A dzg = 0.
Ahora bien, de acuerdo a (|1.3]) tenemos que

d21 = diL’l + Tldfﬂg + TQdiL’4

dzy = dxo + Todxs + T3d24,
de modo que un calculo directo muestra que

le A dZQ = del A dSUQ + TQdiL’l AN dl’g + ’7'3d£U1 A diC4

— 1idxy A das — Todwo A day + (1173 — 73)ds A day.
Asi vemos que
Ny A le AN dZQ = — [aﬁ + bTQ + c13 + d(TZQ - T1T3) + 6} del A diEQ A dng A dl’4

y el resultado sigue.

O

Una de las ventajas del uso de formas diferenciales es que obtenemos directamente el
siguiente resultado:

Corolario 1.8. Toda superficie abeliana compleja principalmente polarizada que contenga
una curva eliptica de exponente m es isomorfa a una cuya matriz periodo es de la forma

T
( E _ni>
_T3 ’
m 73

para ciertos T1,73 € H con J(11) > m™2J(73).



Demostracion. Basta notar que, en virtud del lema anterior, se tiene que

_m 1
{(713 m) i1, 73 €H, J(m1) > mQC{(Tg,)} =Hs (),

para v = (0,m,1,0,0).
O

Comentario 1.9. Recordar el bien conocido Criterio de Sylvester, que establece que una
matriz real A = (a;;) de 2 x 2 es positiva definida si y sélo a11 y det(A) son positivos. De
este criterio viene la necesidad de que J(11) > m~2J(73) en el corolario anterior.

Con lo dicho hasta aqui no hemos establecido como encontrar curvas elipticas dentro
de una superficie dada. En lo que resta de capitulo abordaremos este tema.

Sea (A, £) una superficie abeliana compleja principalmente polarizada con A = C2/A,
donde A es un reticulado en C2. Sabemos que toda curva eliptica E < A es de la forma

%%
E=—
ANW’

para algiin C-subespacio vectorial W de C2 con dimc(W) = 1. El siguiente resultado,
probado en [Aufl16] nos da un método para encontrar explicitamente tal subespacio.

Proposiciéon 1.10. Sea n = ZK]. a;jdx; Ndxj € /\2 Z* una forma diferencial como en el
Teorema y 7 €Hy(n). Sea W, el subespacio vectorial real de C? que en la base dada
por las columnas de la matriz (I T) se representa por la imagen de la matriz JM,,, donde

J = ((; OI> y My, = (aij)ij (con aj; = —a;;). Se tiene que tal subespacio determina

una curva eliptica contenida en A;.

Demostracion. Ver [Aufl6, Prop. 3.2]. En esa referencia este mismo resultado se plantea
en forma ligeramente distinta, apareciendo la matriz J! = —J en vez de J. Esto se debe a
que en dicho articulo las coordenadas reales y complejas se relacionan mediante la matriz
(T 1 ) en vez de (I T) como en nuestro caso. En otras palabras, hay una diferencia en
el orden de los elementos de la base simpléctica utilizada. Por esta misma razén, en tal
referencia la clase de £ es —O en lugar de ©.

O

Ejemplo 1.11. Consideremos la matriz

_7Ts
T = ( B m) .
I
Como senalamos anteriormente, tenemos que T € Ha (n,) para v = (0,m,1,0,0). Tene-

mos que
Ny = —dxo Adxs +m dra A dzy,
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de modo que

00 -1 o0 0 0 0 0 0 -1 0 O
00 0 -1 0 0 -1 m 0 m 0 O
JMy, = 1 0 0 0 0 1 0O o0 [0 O 0 0
01 0 0 0O -m 0 O 0 0 -1 m
Asi un cdlculo directo muestra que
W = <(—1,m), (—3,73)>
m R
Y que
_17 7_T37
E: <( m) ( :—n 7—3)>R gETS/’rn-
<(_1am)7(_7277—3)>z

Ahora, del teorema de Reducibilidad de Poincaré sabemos que si A1 es una superficie
no simple entonces es iségena a un producto de dos curvas elipticas. La teoria desarrollada
en [Auf16] nos permite ver que si E < A y C es la curva complementaria de E entonces

No =mI — Ng.

De esta forma, siguiendo con el ejemplo anterior, tenemos que

m

0
ml — JM, = 0
0

o O OO

0

0
m
1

OO O

y por tanto un cdlculo directo muestra la curva complementaria es

((1,0), (mm — 2,0)), C
:EmT —I3.
<(1>O)a(m7-1_%70)>z Z@(mTI_B)Z 1=

m

C:

I
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Capitulo 2

Construccién de A3

Siendo A, el cociente de H, por la accién de un subgrupo aritmético de Sp(2g, Q), se
tiene que Ay es lo que en [AMRTT75] se conoce como un dominio localmente simétrico de
tercer tipo, de modo que es compactificable usando los métodos expuestos en tal referencia.
Ahora bien, la construcciéon de tal compactificacién pasa por la eleccién de un cierto
abanico admisible de conos en el espacio vectorial Sim(g,R), lo cual hace que, en general,
tal compactificacién no esté inicamente determinada. Algunas de las elecciones usuales
para tales abanicos son la primera descomposicién de Voronoi (o descomposicion perfecta),
la segunda descomposicién de Voronoi (utilizada en [Nam80]) y la descomposicién del cono
central; resultando en compactificaciones .AgP erf A;’Of y Agentr, cada una de las cuales tiene
su propio interés (ver [HT18], Sec.4] o [MV12]). Sin embargo, en nuestro caso, en que g = 2,
todas tales descomposiciones (y, por tanto, las respectivas compactificaciones) coinciden
y, en ese contexto, hablaremos de la compactificacién toroidal de As y la denotaremos
por A3.

En este capitulo bosquejaremos la construcciéon de A% de manera de dar contexto a
los calculos efectuados en el capitulo siguiente, donde se determina la clausura &, de &,
en Aj. Las principales referencias a lo largo de este capitulo son [AMRT75] y [HKW93|
Part I, Chap 3].

2.1. Idea de construccion

Buscamos construir una compactificacién de I'\ Hy para un subgrupo aritmético I" de
Sp(4,Q) (en el caso particular de Ay se tiene que I' = Sp(4,Z) = Sp(4,Q) N Mayx2(Z)).
En esta seccién se da un bosquejo de esta construccion, reservando los detalles y calculos
mas especificos para las dos secciones siguientes.

Sea
D:={Z € Sim(2,C):1—-Z-Z > 0}.
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Se tiene que la transformacion de Cayley
¢:Hy = D:7 (1 —dl)(r+il)~ !

es un biholomorfismo y la accién de Sp(4,Q) en Hy se traduce via ¢ en una accién de
Sp(4,Q) en D. Més ain, esta accién se extiende naturalmente a una accién en la clausura
euclidiana
D={ZeSim(2,C):1-Z-Z >0}

Definimos una relacién de equivalencia en D estableciendo que Z ~ W si existe una canti-
dad finita de funciones holomorfas ¢; : D — D, i = 1,..r tales que
Z € p1(D), W € ¢.(D) y p;(D) N;11(D) # 0. Cada clase de equivalencia se denomina
una componente de frontera de D (o, abusando del lenguaje, de Hy). Una observacion
interesante es el hecho de que si g € Sp(4,R) y F es una componente de frontera entonces
se tiene que g(F') es también una componente de frontera, de modo que Sp(4,R) no sélo
actia en D sino que también permuta las componentes de frontera.

Ejemplo 2.1. D es una componente de frontera ([HKW93, Part I, Chapter 3, Prop.
3.6i1) y Prop. 3.7])

Para construir la compactificacién toroidal lo que se hace es “agregar puntos limites
en la direccion de ciertas componentes de frontera” para, posteriormente, pegar cada
una de estas piezas mediante ciertas identificaciones. Siguiendo [HKW93, Cap. 3], estos
puntos limites seran llamados -de manera algo impropia- una compactificacién parcial en
la direccién de F. Ahora bien, de la misma forma que en el caso de la compactificacién
de Satake de SL(2,Z) \ H sélo se agregan los puntos limites Q U {oo}, en la construccién
de compactificaciones toroidales no entran en juego todas las componentes de frontera,
sino que solamente algunas. Las componentes de frontera para las cuales nos interesara
constuir compactificaciones parciales son aquellas que tienen un cualidad distinguida de
racionalidad que procedemos a precisar a continuacién.

A cada componente de frontera F' podemos asociar el R-espacio vectorial

U(F) := ker <R4H(C2:vwv~ (’ff?))

donde Z es cualquier elemento de F'.

Comentario 2.2. Para cada F se tiene que U(F) es un subespacio J-isotrépico de R*,

0 I
donde J = (_ 70
hecho, se tiene una correspondencia entre subespacios J-isotrépicos de R* y componentes
de frontera. Mds ain, esta correspondencia es Sp(4,7Z)-equivariante, donde la accion de
Sp(4,7) en el conjunto de subespacios J-isotrépicos de R* es la inducida por la accién
por multiplicacion de Sp(4,7) en R*.

> . Esto es, para u,v € U(F) cualesquiera se tiene que uJvt = 0. De

Definicién 2.3. Decimos que F es una componente racional de frontera (c.r.f) si U(F) es
generado por vectores de coordenadas racionales. Decimos ademéas que F' es de corrango
g si dim(U(F)) =¢'.

13



Ejemplo 2.4. D es una c.r.f de corrango 0

Comentario 2.5. Se tiene que Sp(4,Q) actia en el conjunto de componentes racionales
de frontera

La idea de la construccién de la compactificacion parcial en la direccién de una com-
ponente racional de frontera es la siguiente:

1. Consideramos un cierto subgrupo aritmético P(F') < Sp(4,Q) y una “buena vecin-
dad” V(F') de F' en D de manera que P(F') actie en V(F)ND

2. Agregamos ciertos puntos limites a V (F) N D, obteniendo un conjunto V(F) en el
que P(F) actie extendiendo la accién sobre V(F) N D.

3. Consideramos la compactificacién parcial en la direccién de F como el cociente

P(F)\V(F)

Por supuesto, la verdadera construccién requiere precisar este proceso, tiene mayores
complejidades e involucra ciertas herramientas técnicas.

Definicién 2.6. Definimos P(F) como el estabilizador de F' en Sp(4,R), P/(F) como
el centro del radical unipotente de P(F') y P”(F) = P(F)/P'(F). De manera similar
definimos las versiones discretas de estos grupos: |P(F'), P'(F) y P"(F), donde P(F) =
PF)NL,P(F)=P(F)NnT y P'(F)=P(F)/P'(F).

Ejemplo 2.7. Para F = D = Hy tenemos que P(D) = Sp(4,
([HKW93, Part I, Chapter 3, Prop. 3.88]) que R,,(P(D)) = P'(D)
denota al radical unipotente de P(D). Asi P(D) =T, P'(D) = {1
P'(D) =T

R) y se puede probar
= {1}, donde R,(P(D))
}, P"(D) = Sp(4,R) y

7

Con toda esta terminologia estamos en condiciones de describir el proceso de compac-

tificacién parcial en la direccién de una componente racional de frontera F' de corrango
/

qg.

1. Se construye un fibrado torico trivial

X(F)— "(Zzg;)) x F:=S(F),
con fibras P c
r-Scaer

donde el cociente es por la accién de P'(F), r es el rango de P/(F) y usamos la
convencién (C*)? = {pt}. Se puede probar que naturalmente se puede ver al cociente

parcial
= P'(F)\D

como un abierto (analitico) de X(F).
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Ejemplo 2.8. Del Ejemplo tenemos que el fibrado X (D) — S(D) no es mds
que la identidad Hy — Hy

2. Escogemos un abanico X(F) en P'(F) = P'(F) ® R = Sim(¢’,R) y construimos la
variedad térica Txr) asociada a tal abanico. Con tal variedad térica se construye
el fibrado trivial Xs,py(F) — S(F') con fibras Txr). Evidentemente este fibrado
contiene al fibrado X (F) del punto anterior.

Observacion. Podemos calcular el grupo P(F) en forma explicita como el estabiliza-
dor de U(F') bajo la accién de Sp(4,R) en el conjunto de subespacios J-isotrépicos
de R* (ver comentario . Tales calculos y la existencia de buenos métodos para
calcular el radical unipotente de un grupo de Lie permiten probar el isomorfismo
P'(F) = Sim(¢’,R) (donde ¢ = dim(U(F)) es el corrango de F') senalado en el
item precedente.

3. En virtud de los puntos anteriores podemos ver a X (F') como un subconjunto de
Xs(py(F). Definimos como el interior de la clausura de X (F') en Xs(p)(F).

4. Si 3(F) se escoge apropiadamente (en el sentido de [HKW93| Part I, Chapter 3,
Def. 3.61]) entonces P"(F') actiia en forma propiamente discontinua en Xy p)(F)
y esta accién se restringe a Xs(p)(F'). La compactificacién parcial de I' \ D en la
direccién de F' (es decir, uno de los estratos que serdn parte de la compactificacién
toroidal) se define como el espacio

Vs (F)|:= P"(F)\ X5 () (F).

Ejemplo 2.9. Del Ejemplo tenemos que, en el caso en que F' = I el dnico
abanico posible es & = {0} por lo que Xx(D) = X(D) = Hy y la compactificacion
parcial no es mds que

Y{0}(D) = P(D) \ Hy = T\ H.

La idea es que la compactificacién toroidal de T'\ D (o de T\ Hy) se obtendra como
un cociente de la unién disjunta de los espacios Xx(py(F). Sin embargo, atin teniendo
compactificaciones parciales en la direccién de cada c.r.f no necesariamente podremos
obtener una compactificacién global pues para ello requerimos que ciertas condiciones de
compatibilidad se cumplan.

A grandes rasgos necesitamos dos cosas: una es que Xy p(F') sea isomorfo (con un
isomorfismo suficientemente bueno) a Xy 4(r))(g(F')) para todo g € I', de modo que
estos isomorfismos permitan identificar a Xy p)(F) con Xy(4(p))(9(F)) en el cociente;
mientras que la otra es que si F, F’ son c.r.f “que estdn cerca” en D entonces XZ(F)(F) y
Xy (F') también “estén cerca” en la compactificacion que se pretende construir. Para
poder obtener estas condiciones de compatibilidad (que precisaremos en breve) basta
imponer ciertas condiciones de admisibilidad a la coleccién & = {S(F) : F c.r.f}, de modo
que los abanicos X(F') no se eligen independientemente unos de otros. Estas condiciones de
admisibilidad permiten garantizar la existencia de “buenos morfismos de pegado” y, por
tanto, definir las relaciones que determinen al cociente que serd nuestra compactificacién.

Para precisar los discutido en el parrafo anterior introducimos una definicién:
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Definicién 2.10. Decimos que una c.r.f F es adyacente a F' si F # F' yv F C F'.

Comentario 2.11. Se tiene que si F' es adyacente a F' entonces P'(F') < P'(F), por
lo que tenemos un morfismo

mo(F, F') : X(F') — X (F).

Las condiciones de admisibilidad en la coleccién 3 (detalladas en [HKW93, Part I,
Chap. 3, Def. 3.66]) permiten dos cosas:

1. Que si F' = g(F) para g € I' entonces haya un isomorfismo g : Xxp)(F) —
X5y (F') que extienda al ismorfismo g : X (F) — X (F") (donde X(—) = P'(—) \
Hy, como antes).

2. Que si F es adyacente a F’ entonces exista un morfismo de pegado
T(F, F') : X5y (F) = X5y (F') (2.1)
que extienda al morfismo mo(F, F”) del Comentario [2.11]
Los dos puntos anteriores permiten definir las identificaciones necesarias para construir

la compactificacién toroidal. La compactificacion toroidal de '\ D (o de I\ Hy) respecto
a la coleccion de abanicos admisible X se obtiene como el cociente

F cor.f
donde ~ es la relacién de equivalencia generada por los siguientes dos tipos de identifica-
ciones:
L. x € Xy(p)(F) se identifica con 2" € Xyy(py(F') si F = g(F'), con g € Ty & = g(a')
o

2. x € Xyp)(F) seidentifica con 2’ € Xxp)(F') si F es adyacente a F' y w(F', F)(z") =
x.

Observacion. Notar que

1 Elespacio (T'\ D)% asf obtenido puede verse también como un cociente de [ | Ysry (F).
En efecto: si g € P(F) entonces F = g(F), de modo que g induce identificaciones
en Xx(F), las cuales coinciden con la que definen a Yx(F).

11 D es una componente de frontera con Ys(D) =T'\ D, de modo que la composicién

I\D < [[Ys(F) » '\ D)X

resulta en una inmersién abierta con imagen densa.

16



El siguiente teorema resume las principales caracterisicas de (I'\ Ha)s, .

Teorema 2.12 (Compactificacién toroidal). Sea I' un subgrupo aritmético de Sp(4,Q)
actuando en Hy. 8i ¥ = {S(F) : F c.r.ft es una familia admisible de abanicos entonces
existe un espacio compacto (F\Hz)’;’ que contiene a '\ Hy como un abierto denso con
frontera puramente 1-codimensional. Mds atn, las proyecciones naturales

PF P(F)\HQ —>F\H2
se extienden a aplicaciones

cada p} es un isomorfismo local y (T'\ HQ)’*ZV es la unién de las imagenes de py, para F

c.r.f.

Para simplificar y clarificar el enunciado de ciertos resultados de las secciones y capitu-
los siguientes introducimos un par de notaciones:

Definicién 2.13. Sea I’ una c.r.f. Definimos

OpAs = pp (Ysm) (F)) — UPB (Ya(m)(H)),
H

donde H recorre las c.r.f tales que F' es adyacente a H. Dado un subconjunto 5 de A3 y

una c.r.f. F definimos
OrB =BNorAs;.

Este proceso, que abstractamente es complicado, es en términos concretos bastante
calculatorio y usualmente cada cociente parcial estd dado, al menos localmente, por una
aplicacién exponencial. Mé&s ain, en nuestro caso, en el que I' = Sp(4, Z), todas las c.r.f
son I' = Sp(4,Z)-trasladadas de tres c.r.f distinguidas: una de corrango 0 (a saber, D,
la cual ya hemos estudiado en los ejemplos de esta seccién), una de corrango 1 y otra
de corrango 2. Concretamente, médulo la accién de Sp(4,7Z), podemos considerar las
siguientes representantes:

Fl{(g ?)GSim(Q,C):|Z|<1}NH y FQ{@ (1))} (2.2)

donde H C C es el semiplano de Poincaré (el cual es biholomorfo al disco unitario abierto)
y la componente F; es de corrango i. En ese contexto tendremos que, a nivel conjuntista,

AS =AU 6F1.A§ U anAS,

donde OF, A3 C Yx(p,)(F;) serd una cierta subvariedad que se agregard a la frontera de
As como “aporte” de la c.r.f de corrango i. En las siguientes dos secciones describiremos
explicitamente a tales subvariedades, con los detalles necesarios como para entender los
célculos del capitulo siguiente.
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Observacion. Notar que si F, H son c.r.f. con F' = g(H) para algin g € Sp(4,Z) entonces
P (YZ(F)(F)) =p}; (YZ(H)(H)) . En particular tenemos que

Or Ay = pi, (Ya(my) (F1)) — Az = p, (P7(F1) \ 0X 5y (F1))

(donde 0X5y(p,)(F1) = X5y(py)(F1) — X(F1) es la frontera topolégica usual en Xxpy(F))
y

OmAs = ph, (Ys(py) (F2)) — (A2 U Op, A3) .

2.2. Corrango 1: la superficie K°(1)

Como senalamos anteriormente, médulo la accién de Sp(4,Z), sélo hay una c.r.f. de
corrango 1, la cual es la componente F; mostrada en (2.2]). En este caso se puede probar
que

E m s n
0 a * b a b
P(F) = 0 0 e 0 GSp(ZL,Z):(C d)GSL(Q,Z);m,s,nGZ;EE{:Izl}
0 ¢ * d
(2.3)
y
1 0 s O
, _ 01 0 0.
P (F) = 00 1 0 iSsEZLy. (2.4)
0 0 0 1

De este modo, un cdlculo directo permite ver que la accién de P’(Fy) en Hsy estd dada

por
T Ty T To s 0 TT+s T
. = + =
T2 T3 T2 T3 O 0 T2 T3

y, por tanto, el cociente parcial X (Fy) = P'(F}) \ Hy puede identificarse naturalmente
con la imagen de la funcién : Hy; — C* x C x H dada por

(Tl 7—2> _ (6271'1'7'1’7_277_3) . (25)

T2 T3

S ®»
—_ o O O

0
1
0
0

OO O
O =

Se puede probar ([HKW93| Part I, Chapter 3, Prop. 3.88]) que S(Fy) 2 R? x H = C x H|,
de modo que X(F;) = C* x C x H y tenemos explicitamente la contencién de X (Fy) en
X (F1) que habfamos adelantado. Ahora bien, tenemos que P’(F;) = R y el abanico que
consideramos es X(F;) = {{0},R>0}, en cuyo caso Xs(p)(F1) no es mas que C x C x H.

Asi es facil ver que

Xy (ry) (F1) = (P'(F1) \ Ha) U ({0} x C x H). (2.6)
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Ahora bien, tenemos que D y F' son adyacentes (ver Definicién [2.10) por lo cual tenemos
un morfismo de pegado 7(F1,D) : Hy — X5(p,)(F1) (ver (2.1))) el cual por [HKW93| Part
I, Chap. 3, Prop. 3.144] no es méas que la composicién

XE(]D))(]D)) = H2 - P/(Fl) \HQ = X(Fl) — Xg(pl)(Fl)

y, por tanto, una vez hechos los pegados, los tinicos “puntos nuevos” que habremos agre-
gado a Aj son los que vengan del término {0} x C x H en (2.6]), esto es

O Az = P"(F)\ ({0} x C x H). (2.7)

De esta forma, lo que nos interesa es ver qué es P”(Fy) y cémo actia en el término

{0} x C x H de (2.6).
Usando (2.3)) y (2.4]) se puede probar que

a b

7 ~ . .
P"(Fy) = .m,neZ,(C d

OO M

) € SL(2,Z),e € {£1}

m
a
C

ISURIS s

y que la accién en {0} x C x H estd dada por

(2.8)

E m n

b
0 a b ~(0,z,7)<0,52+m7+n ar + >
0 ¢ d

et+d  er+d

Definicién 2.14. El cociente de C x H por la accién definida en (2.8) es una superficie
modular de Kummer y se denota por

Comentario 2.15. Notar que tenemos un fibrado K°(1) — SL(2,Z)\H = A; dado por
[(ZvT)} - [TL

cuya fibra sobre [1] es el cociente de la curva E; por la involucidn z — —z.

2.3. Corrango 2: Un P! periférico

Consideramos ahora la componente F» = {1}, la cual es la tGnica componente de
corrango 2, médulo la accién de Sp(4,Z).

En esta situacién se puede probar que

P(Fy) = {((Q;)t g) . <(1) f) € Sp(4,Z) : Q € GL(2,Z), §— st} (2.9)

Yy que

P'(F,) = {(é f) €Sp(4,Z): S = St} , (2.10)
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donde describimos las matrices en bloques de 2 x 2. Asi podemos ver que
P'(Fy) = GL(2,7Z),
donde el isomorfismo estd dado por la matriz @ de (2.9)).
De esta forma, por vemos que la accién de P’(Fy) en Hy estd dada por

LS\ (m m)  (1its Tats
0 1) ' \mn ™3 To+5sy T3+s3)’

donde S = (Zl f) y el cociente parcial X (Fy) puede identificarse naturalmente con la
2 83
imagen de Hy via la funcién

: Hg _ ((CX)3 . (7'1 7'2) — <e27ri7-17627ri7'2’627ri7'3). (211)
T2 T3

Ahora bien, en este caso se puede ver que R, (P(Fz)) = P'(F,) por lo que S(F) = {pt}
(recordar que Fy = {1}) y tenemos que X (F,) =T = (C*)3.

Para definir el abanico X(F3) (con el que construiremos la compactificacién parcial en
la direccién de F3) consideremos la accién de GL(2,Z) en Sim(2,R) dada por

g:8— (¢ -S-g L. (2.12)

y el cono op C Sim(2,R) dado por

10 11 0 0
70 = Rxo (0 O)HREO (1 1>+R2° (0 1)'

Definicién 2.16. La decomposicion de Legendre Yj es el conjunto de conos de
Sim(2,R) compuesto por todos los GL(2,Z)-trasladados de o, junto con todas sus res-
pectivas caras.

0

1 1) € GL(2,Z). Dado k € Z obte-

Ejemplo 2.17. Consideremos el elemento g = (_1

nemos el cono oy, := g* (o) € ¥, dado por

10 kE+1)2 k+1 k* k
O’k:R>O<O 0>+R>0<(k_+1) 1 >+R>O<k‘ 1]
El cono o_1 serd muy importante en la Parte II de este trabajo .

Con el abanico X(Fy) = X1, construimos la variedad térica Ty, y, como X (Fz) =T =
(C*)3, tenemos que Xsyp,)(F2) = Ty, .

La variedad térica T, estd dada por la unién de las variedades téricas afines Ty,
con g € GL(2,Z) y cada Ty, es isomorfa a C3 pues 0g es generado por una base del
reticulado Sim(2,Z) C Sim(2,R) (y g induce isomorfismos 75, — Ty(oy))-
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Ahora, podemos estudiar Ty, usando coordenadas locales en cada Ty(,,) y podemos
definir dichas coordenadas usando la base dual asociada a los g-trasladados de los ge-
neradores de o( (en orden), de manera que en tales coordendas (en orden) la aplicacién
9: Ty — Ty(sy) N0 es mas que la identidad. Por otro lado, para cada g tenemos que {0}
es una cara del cono g(og), por lo que tenemos inmersiones

Lg(Uo) : (CX)3 =T = T{O} — Tg(Uo) = Cg,

las cuales pueden calcularse explicitamente en términos de las correspondientes coorde-
nadas locales.

Ejemplo 2.18.
t: T = (C*) s T, 2 C3: (ty, L, t3) > (tata, ta, ty t3).

En general, las inmersiones L;iai T = Tyo) = C? admiten expresiones concretas
similares a la del ejemplo precedente y satisfacen el siguiente diagrama conmutativo

Hy —2 7T 0 T,, (2.13)
v(9) g g
H2 €Fy T Lg(ag) Tg(ao)

donde

= (9" O)esa

y g:T — T eslaaccién de P"(F,) = GL(2,Z).

Ejemplo 2.19. Se puede probar ([HKW93, Lemma 3.134]) que iy, : T — T,, estd dado
por
(t1, ta,t3) — (trty CREDEE R ook o1kt
En particular,
to_y (L1, ta,t3) — (Th,Ts, T3),

donde T1 = tth,TQ = tgtg Yy T3 = t2_1.

Ahora, al igual que en el caso de corrango 1, nos interesa determinar los puntos de
Xs(m)(F2) que se agregan a Ay para obtener la compactificacién A3 y, posteriormente,
estudiar la accién de P”(F») en tales puntos.

Tenemos la siguiente descripcion local de Xx(p,)(F2) :

Lema 2.20 (Lemma 3.137 en [HKW93]).

3

Xz(pz)(Fg) ﬂTg(O’o) = X(FQ) L U {(51,52,83) c Tg(ao) 15 =0, |5i+15i+2| < 1},
1=1

donde s1, s2, 83 son las coordenadas locales en Ty(q,) y usamos la convencion s; = S;43.

21



Ahora, del diagrama (2.13) y el lema anterior tenemos que todos los puntos de
Xs(m)(F2) — X(F») son equivalentes a uno contenido en X p,)(F2) N 7Ty,.

Ejemplo 2.21. Tenemos que el elemento

0 -1

satisface que

oo )= (1) oGa) =00 vol 1) = w)

por lo que g actia en T,, via (s1,S2,83) — (83,1, 52).

Por otro lado, el elemento

satisface que

1 0 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0
h(o 0)‘(1 1>’ h(l 1>_<0 0) yh<0 1)‘(0 1)’
por lo que h actia en T,, via (s1,82,83) — (82,51, 83). De esta forma, todo punto en
Xs(my) (F2) — X(Fy) es equivalente a uno contenido en el conjunto {0} x C x C C Ty,.

Ahora bien, F5 es adyacente a F', por lo que tenemos un morfismo de pegado
m(Fo, 1) 2 Xy (F1) — Xs(my) (F2),

el cual envia epiyectivamente a la frontera de Xsp)(F1) (que estd contenida en {0} x
C x H) al conjunto
Xs(m)(F2) N ({0} x C* x C¥) C T,

por lo que todos los puntos de {0} x CxC C Xy;(g,)(F2)NT}, con sélo una coordenada nula
va fueron agregados al considerar la componente de corrango 1. De esta forma, todos los
puntos de Xxp,)(F2) — X (F2) que no han sido agregados son equivalentes a uno contenido
en el eje {0} x C x {0} C T,, (o en cualquiera de los tres ejes) y se puede ver que dentro
de este eje no hay identificaciones producto de la acciéon de P”(Fy) = GL(2,Z). De este
modo, la subvariedad que queremos agregar es {0} x C x {0}, mddulo las identificaciones
que puedan surgir al ver a este eje dentro de la variedad térica T¥;, .

Asi, para describir Jp, A5 basta entender cémo se ve el eje {0} x C x {0} C Ty,
dentro de 7%, . Para ello notar que cada uno de estos ejes se corresponde con una cara
2-dimensional del cono oy. Particularmente el eje {0} x C x {0} se corresponde con la

cara 2-dimensional
1 0 0 0
£E=R>p (O O) +R>g (0 1) .
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Figura 2.1: Identificacién de los ejes

Ahora bien, notar que esta es también una cara 2-dimensional del cono o_; del Ejemplo
@ por lo que este eje estd contenido en T,,NT,_,. En ese contexto, usando coordenadas
locales, nuevamente podemos calcular la inmersion de este eje {0} x C x {0} C T, en
T,_, v ahi ver que en la definicién de la variedad térica T%, tales ejes se pegan de la
forma que ilustra la Figura donde los ejes azules estan en T,,, los rojos en T, _,,
los puntos gruesos corresponden a los respectivos origenes (los cuales se identifican) y
las identificaciones son en las direcciones de las flechas o, méas precisamente, un punto
(0,5,0) € T,, se identifica con (0,57%,0) € T,,_,. De este modo obtenemos un P! que en
el resto de este trabajo denominaremos el P periférico.

Més concretamente, cada eje {s; = s; = 0} se envia epiyectivamente a P! via la
composicion
IP)I
C—P - ~ pl
[0 : 1] = [z1 : 0]

De este modo, el Teorema[2.12]se traduce mds concretamente en el siguiente resultado:

Teorema 2.22. Conjuntistamente se tiene que
Ap = Ay UK°(1) UPY,

donde la superficie K°(1) se obtiene como el cociente de C x H por la acciéon dada por la
ecuacion [2.8) y el P! es un cociente del eje {0} x C x {0} C T,,.
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Capitulo 3

La clausura de &,, en A3

Sea &,, el subespacio de A5 compuesto por las superficies abelianas que contienen
una curva eliptica de exponente m. En este capitulo determinamos su clausura £, en Aj
probando que tal conjunto esta dado por

& =En UK (1)[m] U P,

donde KY(1)[m] es una cierta subvariedad de la superficie K°(1) (ver Definicién [2.14)),
que precisaremos oportunamente. Para esto, de manera similar al capitulo anterior, tra-
bajaremos por separado el caso de corrango 1 y el de corrango 2.

:= P Em) = JH2 (). (3.1)

donde p : Hy — Ajs es la proyeccién candnica, v recorre los vectores primitivos (a, b, ¢, d, e) €
Z5 con b — 4(ac + de) = m? y la segunda igualdad se desprende del Teorema

Sea,

Para determinar la clausura &, de &, en A3, recordemos que el Teorema [2.12] nos
dice que

As = | pr (Yo (F)),

F cor.f

donde Yy (py(F) = P"(F) \ Xs(r)(F) contiene densamente a P(F) \ Hy y cada p}. es un
isomorfismo local. De este modo, para determinar £, debemos determinar la clausura de
la imagen de E,, (la cual estd contenida en P(F) \ Hy) en cada Yxp(F).

Sea entonces z € grep(E,,), donde
ep H2 — X(F) g XZ(F)(F)

es el cociente parcial, ¢r : Xx(p)(F) — Yyr)(F) es la proyecciéon canénica y la clausura
se toma en Yy (p)(F). Sea z € -t ({x}) C Xs(r)(F). Afirmamos que z € ep (Ha(,))
para algtin v € Z°.

24



Del hecho de que P”(F) acttia en forma propiamente discontinua en X,y (F), existe
un abierto U de Xsp)(F') tal que:

1) zeU

1) h(U)NU # 0 siy sélo si h € Stabp.(g)(2), el cual es un subgrupo finito de P"(F).
Por otro lado, tenemos que Yy(p)(F) es un espacio analitico por lo que por [Deml12]
Theorem 11.4.7] se tiene que g (U)Ngrer(E,,) posee una cantidad finita de componentes
irreducibles y, por lo tanto x esta en la clausura de alguna de estas componentes. Ahora,
por (|1.4) cada una de dichas componentes es necesariamente una componente irreducible

de qr(U) N grer (Ha(n,)) para algtin v € Z° y por ende tenemos que x € grer (Ha(1n,))
para algtn v € Z°.

Ahora bien, la condicién IT) implica que tenemos una inmersién abierta

Stab(2) \ U «—— Ys(p(F),

de modo que, como z € grep (Ha(n,)), se tiene que [z] € Stab(z) \ U estd en la clausura
de la imagen de ep (Ha(7,)) en Stab(z) \ U. Asi tenemos que

ce U her@mn= U Fler i),

heStab(z) he€Stab(z)

donde la tltima igualdad se justifica por la finitud de Stab(z). Ahora bien,
h(er (Ha(n,))) = er (Ha(n,)) para algin u € Z5,
por lo que concluimos que
z € er (Ha(n,)) para algin u € Z°.

Asi, en resumen, para determinar &, basta determinar la clausura de la imagen de E,,
en X5 (p)(F') para cada c.r.f F'y para ello basta determinar individualmente ex (Hsa(7,))
para cada F c.r.f y v € ZP fijos. Por otro lado, del hecho de que toda c.r.f es Sp(4,Z)-
equivalente a Fy =2 Hy, F; 2 H 6 Fy, = {1}, basta determinar ep (Ha(n,)) para F = Fj,
i=0,1,2yv = (a,b,cde) € Z> primitivo con b*> — 4(ac + de) = m? fijo. A esto nos

dedicaremos en las siguientes secciones. Mas atun, del hecho de que &, es cerrado en A,
nos bastara con calcular £, N O, A5 para i =1,2.

3.1. Corrango 1

Procedemos a calcular la clausura correspondiente a la componente de corrango 1.
Lema 3.1. Sea v = (a,b,c,d,e) € Z® con b* — 4(ac + de) = m?. Tenemos que

0 sia#00d#0

ers (B (1)) 010 X0 (1) = {{(07 4:27;:{6’77') 1T E H} siv=(0,£m,c,0,e)
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Demostracion. En primer lugar recordar que del Lema se tiene que

H, (771)) = {(:_; :z) carm + b + crm3 + d(7'22 — 7'17'3) +e= 0} , (32)

el cual es cerrado en Hy, de modo que, por (2.7)), para probar el lema es suficiente estudiar
qué puntos de la forma (0, z,7) son limites de sucesiones en ep, (Hsz (7)) -

Para que (0, z,7) esté en ep, (Hz (7,)) debe existir una sucesién {7, }nen con

w7l Zn
r= (0 7 e,

tal que 7, = 7 € H, 2z, — 2 € Cy J(wy,) — o0 (todo esto, cuando n — o).
Como para cada n tenemos que T,, € Ha(n,), de vemos que
awn + bz, + ety +d (zﬁ — anTn) +e=0. (3.3)
Sea W, := (a — dry,)wy,. De acuerdo a se tiene que
Wn + (bzn—i—CTn—i—dzZ—&—e) =0 VneN

y, por tanto, como {z,}tnen ¥ {Tn}nen convergen, vemos que necesariamente @, debe
converger. Afirmamos que esto no es posible si d # 0. En efecto: tenemos que

R (an) = (a' - dm(Tn)) ER(WTL) + d\?(Tn)G(wn)

y
J(@n) = (a — dR(7)) J(wn) — dI(15)R(wn).

De lo cual tenemos que
|"T”n|2 = {(a - dm(Tn))2 + d23(7—n)2 ‘wn|2 > d23(Tn)2|Wn|2

y como J(,) — J(7) > 0 se tiene que |Tp|” — oo si d # 0. De esta forma tenemos que
necesariamente d = 0. Ahora, si d = 0 entonces debe tenerse que a = 0. En efecto: si
d = 0 entonces la ecuacién (3.3 resulta en

awn + bz, + ¢t + e =0,

lo cual no es posible si J(w,) — 00y (2, Tn) — (2,7) € C x H. Por lo tanto, tenemos que
para que una sucesion {7, }nen llegue a la frontera de corrango 1 necesariamente debe
tenerse que el vector v sea de la forma (0,b,¢,0,¢) y, por tanto, v = (0,£m,¢,0,e) con
m.c.d(m,c,e) = 1. En tal caso, de se desprende que

tmz+cr+e=0

y, por tanto,
cT + e

Por otro lado, si 7 € Hy z = <€ con m.c.d(c, e, m) = 1 entonces es fécil ver que (0, z, 7)
es un punto limite de &,, en Xx(F1).

O
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Con este lema y las consideraciones hechas anteriormente, podremos describir facil-
s *x __ Ox *
mente al conjunto g, EF, = & N Op, As.

Definicién 3.2. Seala subvariedad de K°(1) cuyas fibras sobre la curva eliptica
E € Ay = SL(2,Z) \ H son los puntos de orden m en E, médulo la involucién z — —z.

Proposicién 3.3. Se tiene que Op, & = K°(1)[m)]

Demostracién. El fibrado K°(1) — SL(2,Z) \ H estd dado por la funcién
[(z,7)] — [7]. Ahora bien, recordemos que SL(2,Z) \ H = A; es el espacio de moduli
de curvas elipticas complejas, donde [7] se corresponde con la clase de isomorfia de la
curva eliptica E. = C/(1,7), y un cambio en el representante de 7 se traduce en un
isomorfismo de curvas elipticas dado por:

C C at+b
— 24+ (1, ——

1 at+b <1’T>Z CT+d
) eT+d 7

Desde esta perspectiva, un punto [(z,7)] en la fibra de 7 se corresponde con el elemento
+(1,7), € E. =C/(1,7), con la salvedad de que el elemento

> —(er+d)z+(1,7),.
zZ

1 0 0
0 -1 0 |eP'(F)
0 0 -1

permite identificar los elementos (0,z,7) y (0,—z,7). De esta forma, la clase en

P"(F1)\ {0} x C x H de un elemento <0, crre ,7 | en la frontera se corresponde con el
elemento B m]
cT +e Flm
+(1,7), € ——.
m z— —z

Maés atin, la condicién de que m.c.d(c,e,m) = 1 implica que los elementos de m-torsién
que estamos considerando en verdad tienen orden m.

Comentario 3.4. De la demostracion de la Proposicion anterior tenemos que la frontera
de &, en la componente de corrango 1 se compone de las curvas

X(c,e) =eR ({ (0,_07'7;1‘677_> ‘T E H}) )

donde m.c.d(c,e,m) =1y, de hecho, para m # 2 hay tantas de tales curvas como elemen-
tos de orden m en (Z/mZ)?. En el Capitulo 5 veremos que cada uno de los puntos de estas
curvas pueden ser interpretados como superficies abelianas degeneradas que contienen una
curva eliptica degenerada.
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Ejemplo 3.5. Si fijamos 7 € H entonces, de acuerdo al Corolario[1.§y al Ejemplo
el locus £y, (T) compuesto por las superficies que contienen a la curva E./, como una
subvariedad de exponente m es la imagen en As del conjunto

{<_MT _T’;) cpe H, J(p) > 77123(7)}.

Cuando J(u) — oo el limite es el punto (O7 - T) € X(1,0)- De este modo, tenemos que

Corolario 3.6. El locus de As compuesto por las superficies que contienen a una curva
eliptica fija con exponente m tiene un punto limite en la frontera de A3 y dicho punto
estd en X(1,0)-

3.2. Corrango 2

En este caso tenemos la aplicacién holomorfa

w CH — 7;_0 o~ (C3 . (7'1 TQ) N (627”'(7'1—7'2)7 627ri72,627ri(73—7'2)) ,

T2 T3

que es igual a la composicién ¢y, o e, (donde iy, v ep, fueron definidas en el capitulo
anterior).

A lo largo de esta seccién supondremos que m > 2 pues el caso m = 1 se estudia en
[HKW93| Part I, Chap. 4], donde se prueba (Teorema 5.49) que & (que en tal referencia
se denota por Hy) intersecta a la componente de corrango 2 en exactamente un punto.

Lema 3.7. Sea m > 2. Se tiene que los tres ejes de T,, = C? estdn contenidos en la
clausura de ¥(E,,).

Demostracion. Sean si, sg, s3 las coordenadas en T,,. Probaremos primero que el eje
s1 = s3 = 0 estd contenido en 9 (| JHz (1,)). Sea z € C. Para 7 € H consideremos la

matriz
T z
Tr = (z ﬁ (tr—(m— 2)2)) :

De la caracterizacion de la semi-positividad dada por el criterio de Sylvester tenemos
que si J(7) >> 0 entonces T, » € Hy. Més atn, para todo 7 se tiene que T € Hy (n,),
donde v = (1,—(m — 2), —(m — 1),0,0) € Z°. De esta forma, tomando J(7) — oo vemos
que el punto (0,e* % () estd en la frontera de 1 (E,,). De esta forma, como z € C es
arbitrario tenemos que {0} x C* x {0} estd contenido en dicha frontera. Ahora, tomando
una sucesion {z, }nen con J(z,) — oo vemos que {0} x C x {0} C Y(E,,).

Ahora bien, del Ejemplo [2:21] tenemos que el elemento

g= (‘1) _11> € GL(2,Z)
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actia en T,, permutando coordenadas y por tanto, en virtud del diagrama (2.13) (que
nos dice que g acttia en E,,, via y(g)) concluimos que los tres ejes yacen en la frontera de

w(]Em)-
O

De esta forma, dado que el P! “periférico” en la frontera de A% es un cociente de los
ejes de T,,, C Tx, (ver Teorema [2.22), vemos que

Proposiciéon 3.8. Se tiene que
R, &) = P!

Asi, acoplando las proposiciones y obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.9. Sea &, la subvariedad de Ay compuesta por las clases de las superficies
abelianas que contienen una curva eliptica de exponente m y &, la clausura de &, en Aj.

A nivel conjuntista se tiene que
& =& UK (1)[m]UP,

donde K°(1)[m] es la variedad definida en .
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Parte 11

Degeneraciones de superficies
abelianas no simples
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Capitulo 4

La construccion de Mumford

En el contexto algebraico, las degeneraciones de k-variedades abelianas se entienden
mediante morfismos de k-esquemas G — S, donde S es un esquema irreducible y G es
un k-esquema en grupos cuya fibra genérica sobre S es una variedad abeliana ([FC90L
Foreword]). Debido al Teorema de reduccién estable ([Mon72, Théoreme 6.1]), un tipo
distinguido e importante de tales morfismos es aquel en que G es una familia semi-
abeliana sobre S El A partir de un tal S-esquema G y un haz invertible £ en G con cierta
condicién de positividad se puede obtener un dato de degeneracién, compuesto, entre otras
cosas, por una S-extensién G de un S-esquema abeliano A por un S-toro 7. En [Mum?72]
Mumford da un método (que en adelante llamaremos “la construccién de Mumford”) que
permite ir en la direcciéon inversa, esto es, permite construir, a partir de cierto dato de
degeneracion, un S-esquema semi-abeliano G y un haz invertible £ sobre G tales que el
par (G, L) satisfaga ciertas propiedades. Mds precisamente, partiendo con un anillo con
buenas propiedades (satisfechas por ejemplo por un anillo de valuacién discreta completo)
y un ideal radical I de A, Mumford considera los esquemas S = Spec A, Sy = Spec(A/I)
y nos da un método para construir un S-esquema en grupos semi-abeliano G cuya fibra
genérica sea abeliana y G X g .Sy sea un toro escindido de rango r (es decir, isomorfo como
So esquema a un producto de r copias de G,).

Ahora, esta construccién se relaciona con la compactificaciéon toroidal discutida en
capitulos anteriores a través del “ejemplo final” en [Mum72], donde considerando el anillo
A = C[[T1,T5, T3]] de series formales de potencias e I como el ideal maximal de tal anillo,
Mumford plantea una técnica para estudiar degeneraciones de Superficies Abelianas (en
el sentido de la Definicién . En ese contexto, no necesitaremos la construccion de
Mumford en su totalidad (por ejemplo, no necesitaremos el haz £) pero s{ dos objetos
que son parte fundamental de ésta: un cierto esquema P y un cierto grupo Y actuando
en P. De esta forma, en este capitulo nos dedicaremos a entender estos objetos, dando
sus definiciones explicitas y vinculdndolas a la construccién de A% mostrada en la Parte
I de esta tesis.

Lesto es, cuando G es un esquema en grupos conmutativo, suave y separado sobre S en el que cada
fibra G5 es la extensién de una variedad abeliana A por un toro T
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4.1. El esquema P

Para construir el esquema P los pasos a seguir son:

1. Partimos con un toro escindido G de rango r (en nuestro caso r = 2) sobre Sy
consideramos su conjunto de puntos K-racionales G(K), donde K es el cuerpo de
fracciones de A.

2. Escogemos en forma apropiada un subgrupo Y de G(K) = (K*)" de manera que
Y = Z". Este grupo recibe el nombre grupo de periodos.

3. Construimos una especie de compactificacién parcial P > G sobre S de manera que
la accién de Y en G se extienda a P e Y actiie de forma propiamente discontinua
en P xg Sp.

4. En un contexto general, se toma la completacion I-adica P de ]3, se construye el
cociente P = P/Y, se usa la teorfa de esquemas formales (ver [Har77, Cap.I1.9]) y,
particularmente el Teorema de existencia formal de Grothendieck ([Gro61, Théore-
me 5.14]) para algebreizar P y asi obtener un S-esquema proyectivo P. Sin embargo,
en nuestro contexto, en el que estamos trabajando sobre C, podemos simplemente
considerar P como el conjunto de 6rbitas de la accién de Y en P ([HKW93| Part
II, Chap. 3]).

Comentario 4.1. El esquema semi-abeliano G buscado por la construccion se obtiene
tomando un abierto apropiado de P pero, como mencionamos anteriormente, en este
trabajo no requeriremos de tal esquema.

En lo que sigue, procederemos a dar un bosquejo de la construcciéon del esquema P
en el caso particular que nos interesa, siguiendo [HKW93|, que a su vez sigue [MumT72].
En nuestro caso, a diferencia de Mumford y siguiendo el enfoque de [HKW93], nuestro
trabajo se enmarca en un contexto global, considerando el anillo A = C[T},T%,T5] (en
vez del anillo de series de potencias) y el ideal I = (T7,T»,T3), tomando las precauciones
que aquello implica. De esta forma,

S =SpecA=C? y :((CX)QXS.

Por razones que quedardn claras mas adelante hacemos la siguiente identificacién:

~ AU ULV, VLW WY
G = Spec ( VW = 1) )

Tenemos ademés la siguiente identificacion:
G(K) = {(A,B,C) € (K*)?: ABC = 1}.
Consideramos el subgrupo [Y| de G (K) generado por donde

r=(ToTs, T35 Ty Y), s = (T3 L T, T Y oy t= (T 4, T T T). (4.1)
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Evidentemente se tiene que rst = (1,1,1) y por tanto Y tiene rango 2, es decir

ZS
Y _— - 4.2
Z(1,1,1) (4.2)

donde r, s y t se identifican con (1,0,0), (0,1,0) y (0,0, 1), respectivamente.

Por otro lado, consideremos el grupo [X| de caracteres de G. Podemos pensar X como
el grupo abeliano multiplicativo generado por U,V y W sujeto a la relacion UVW = 1.
Viendo a X como un grupo aditivo tenemos también que

Z3

X2 ——.
Z(1,1,1)

I%

(4.3)

y ademés, para cada o € Z? denotaremos por X : G — K al morfismo correspondiente

segiin (13).

A lo largo de este capitulo (y el siguiente) haremos uso recurrente de las identificaciones
(4.2) v (4.3). En particular, con el fin de homogeneizar notaciones, en lo que sigue para
x € X escribiremos z = X*.

P serd el esquema Proj Rg 5, de cierto anillo graduado R x. Para definir tal anillo
necesitamos un isomorfismo de grupos ® : Y — X con ciertas propiedades y un conjunto
finito distinguido ¥ C X.

Definicién 4.2. Una polarizacion para el grupo de periodos Y es un isomorfismo de
grupos @ : Y — X tal que

= XPW(z) = XPC)(y) Vz,yeY
s X®W(y) el Wyev

Tenemos que el morfismo ® : Y — X dado por
O(r)=U, ®(s)=V y dt)=W

es una polarizacién en el sentido de la definicién anterior. La razén de este hecho es
que un cédlculo directo (que posteriormente serd de utilidad) muestra que, si usamos la
identificacion (4.2)) entonces para y = (y1,¥y2,93), 2 = (21, 22, 23) € Z* se tiene que

X<I>(y) (Z) _ Tl(zg—zz)(yS—yz)T2(21—z3)(y1—y3)Tézl—22)(y1—y2) c KX (4'4)
Utilizando las distintas identificaciones que hemos introducido para X (y los abusos
de notacién respectivos), consideraremos el conjunto

S={LU,u LV, viwwh
— {XO,XU,XfU,XV,va,XW,Xfw}
={(0,0,0), (+1,0,0),(0,£1,0), (0,0, £1)}.
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Definamos entonces Rg 5. Sea © una indeterminada y consideremos el anillo graduado

oo

R =D rixet =@ (wixler/ (T ) e

k=0 k=0
donde la graduacién viene dada por © y |0 = 1.

Definimos como la A-algebra graduada
Res = A[Xq>(y)+a(y)qu)(yH“@]an)er CR.

Con esto definimos _
= PI’Oj Rq;.)g.

Este es un esquema suave y localmente de tipo finito sobre A ([Mum72, Prop. 2.4])
cubierto por los abiertos afines

X<I>(z)+5
o y|:= Spec A [(b()_,'_(Z)X2¢(Zy)+BQ:| .
A a(y) BEX, zeY

Como ya dijimos, P serd el ingrediente esencial de nuestro trabajo.

Tenemos una accién de Y en R via los operadores @: R — R dados por

c —c para c € K
S X X%y) X para o € X
0 — X®W(y) . x2*W .o

Ejemplo 4.3. Tenemos que U = X% = X(1.0.0) " de donde vemos, usando ([@.4) vy la
definicion de S que
SHU)=ToT3U y S:(U)=T;"'U.

De manera andloga, para V = X®®) tenemos que
SE(V)=T;'V y SH(V)=TT5V.

Observacion. Notar que
S5 (S2(X"0)) = 5;,.,(X°0)

y por tanto para todo a € ¥ y para todo yp € Y tenemos que Spec(S;) Uayory — Uayo
es un isomorfismo. Denotaremos por Sy a las inversas de estos isomorfismos cuando el
dominio esté claro. Esto es

S, = Spec (Siy) Uayy — Uayoty-
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4.2. Py A,

Veamos entonces como esta teoria se relaciona con la construcciéon de A3 que hemos
discutido anteriormente. Para establecer la conexién notemos que una superficie abeliana
A, = C?/(Z* ® 7Z?) puede describirse de manera alternativa como un cociente de (C*)?2
por una accién de Z?2, que se define de la siguiente forma:

= Consideramos la aplicacién: C% — (C*)?: (21, 22) — (w1, we) = (2751 2Miz2),
Notar que esta aplicaciéon puede pensarse como el cociente de C? por Z?, de modo
que lo que resta para obtener la superficie abeliana es cocientar por el sumando
2
TZ*.

= Para 7 € Hy consideramos la accién de Z? en (C*)? dada por
(m,n) : (wy,ws) — (t7t5 w1, t5t5ws), (4.5)
donde tj, = 27Tk,
Ahora bien, notemos que si g € P'(Fy) y 7 € Hy entonces el reticulado correspondiente a

T coincide con el correspondiente a g(7) pues en tal caso 7y g(7) difieren por una matriz
entera (ver (2.11))), de modo que tenemos una “familia universal”

A (4.6)

X(Fy) = P'(Fy) \ Hy C (C*)?
donde la fibra sobre un punto [7] € P'(F») \ Hy es la superficie A,. Més precisamente,
esta familia se obtiene de la siguiente forma:
= consideramos la accién de Z? en (C*)? x Hy dada por
(m,n) = ((wi, wa), 7) — ((#" 13w, 15" t5w2), 7) ,
donde t;, = €2™™ como en

= tenemos una aplicacién
B — Hos,

donde B es el cociente de (C*)? x Hy por la accién de Z2. Esta familia satisface que
la fibra sobre 7 € Hs es la superficie A;.

= como para g € P/(F3) los reticulados 7 y g7 difieren por una matriz entera, tenemos
que A; = Ay(;). Por lo tanto P’(F) acta en el cociente Z? \ ((C*)? x Hy) y
podemos obtener una aplicacion

./4 — P/(FQ) \HQ,
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donde A es el cociente de Z* \ ((C*)? x Hy) por la accién de P'(F3). Esta es la

familia que queremos.

Dicho de otra forma, tenemos un diagrama

2 ’
(©92 x 1, 5 /P

H2 HQ —>X(F2)

Por otro lado, tenemos que la fibra Pr del esquema, P sobre T € (C*)3CC3=Ses

=~ (C¥)2.

Clu,u L v,V 'L, ww]
Spec
(UVW —1)

Afirmamos que tenemos una identificacién
A, = Pr/Y, (4.8)

donde T' = (t—1 o ep,)(7) (ver Ejemplo [2.19).

En efecto: sea T_; el toro T,_, (ver Ejemplo [2.17) y consideremos coordenadas T; en
T_1 como en el Ejemplo En ese contexto tenemos que la acciéon de (m,n) € Z? en
puede reescribirse como
C*)? d ibi

(m,n) : (wl,wg) = (T{nTgninth;T;imwQ)

En particular,
(1,0) : (wl,wg) — (Tng’LUl,T;l’IUQ)

y
(0, 1) : (’LU17’U)2) = (T?jlwl,Tngwg).
Por lo tanto, estableciendo wy =V y wo = U vemos del Ejemplo que, sobre un punto

T € (C*)3, (1,0) actia como s~ y (0,1) actta como 7~! (los cuales son generadores de
Y).

Ahora bien, nuestro objetivo es estudiar degeneraciones de superficies abelianas. Para
ello lo que queremos es hacer es extender la familia a una familia propia y plana
(en el sentido analitico) definida sobre un abierto que contenga densamente a X (F5).
Maés precisamente, lo que pretendemos es extender a una familia propia y plana A
definida sobre

U_,:= XEL (FQ) N To,l-
De (4.8]), para lograr extender la familia basta considerar la familia

A=P_)Y, (4.9)
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donde P_; denota a la restriccién de P al abierto (analitico) U_1 y, de acuerdo a [HKW93|
Prop. 3.10] esta familia es propia y plana sobre U_;.

Comentario 4.4. Tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Hy ——2 > (C*)3 T

W(FQ,Fl)

CxCxH

donde w(Fy, F1) es la funcion de pegado (ver (2.1))) y {0} x C x H se envia al eje Ty = 0.
Ast, al estudiar la familia sobre U_1 no sdlo estudiamos fibras sobre puntos de corrango
2, st no que también sobre puntos de corrango 1.

Comentario 4.5. La accion definida en es transitiva en los conos 3-dimensionales
de la descomposicion de Legendre, de modo que todo punto en Xx(p,)(F2) es equivalente
a uno en T_1. Usamos el toro T_1 simplemente porque en su uso aparece natural y direc-
tamente el ejemplo final en [Mum72]. En [HKW93, Part II, Chap.4] se hace un andlisis
global, viendo que las fibras ]ST son independientes del abierto U, que se utilice y que todas
las posibles fibras son isomorfas a las descritas sobre la variedad térica afin T_; = C3.

Ahora, con miras al objetivo del capitulo siguiente, el cual consiste en degenerar sub-
variedades abelianas, necesitaremos hacer calculos explicitos y por tanto requeriremos
describir en detalle como es la fibra PT del esquema P sobre un punto 7' € U_;. A esto
nos abocaremos en la siguiente seccién.

4.3. Descripcién de Pr

En el Capitulo 2 vimos que todas las variedades toricas afines T, contenidas en la
variedad térica Ty (p,) son isomorfas a C3? y en ese contexto vimos que todo punto de
T, es equivalente (bajo la accién del grupo P”(Fy) = GL(2,7Z)) a los seis puntos que
se obtienen permutando sus coordenadas. En este capitulo estamos considerando el cono
o =0_1, en el cual (ver Ejemplo usamos coordenadas 17,715, T3 y se puede probar
[HKW93| Part II, Prop. 3.20 y 3.21] que las fibras Pr no dependen del representante que
se escoja. De esta forma, nos podemos remitir a estudiar las fibras sobre tres tipos de
puntos: los puntos con 717575 # 0, los puntos con 77 = 0 y ToT5 # 0, los puntos con
Ty=T,=0yT3#0yel punto Ty =T, =13 =0.

En vista de la seccién precedente, para el caso en que T1T5T5 # 0 se tiene que las fibras
son superficies abelianas, por lo que resta describir las fibras sobre los otros tres tipos
de puntos. En las siguientes proposiciones describimos tales fibras, dando un bosquejo de
demostracién (replicando el desarrollo de la Proposicién 2.15 de [HKW93|, Part 1T, p.210])
con el fin de introducir los anillos y técnicas de calculo utilizadas en el capitulo siguiente.
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Proposicién 4.6. Si T = (0,Ty,T3) € C* con TyT3 # 0 entonces JST es el producto de
C* con una cadena de P'’s. Esto es, ﬁT tiene una cantidad numerable de componentes
irreducibles Cy, k € Z, cada una de las cuales es isomorfa a C* x P! y C,, NC; = 0 salvo
que |k — 1| = 1, en cuyo caso C, N C; =2 C*. Mds atin r actia en cada Cy = C* x P! via
i (u, [wo : 1)) = (ToTsu, [2o : Ty ‘21]), mientras que s envia a Cy en Ciyq.

Demostraciéon. Por construccién de P se tiene que

P= USy(UO),

yeY

donde
Uy = | Uao.

acx

De esta forma, dado que Sy, : Uy 0 — Uy y €s un isomorfismo para todo y, para describir
Pr basta describir las fibras de los abiertos U,,o y entender las posibles intersecciones

Sy, (Uo)T) N Sy, (Uo)T) -

Denotaremos por y a los anillos de coordenadas de Uy ¥ (Ua,y)T, TeS-
pectivamente. De este modo tenemos que Uy, = Spec Bo,y ¥ (Ua,y)T = Spec ((Bay)T) -
De acuerdo al lema 2.11 de [HKW93|, Part II] tenemos que

=AU, U, V,V Y,
BUo—A[VTgV W, TyW 1]
By-19= AV~ T3V, W1 TyW]
By = AW, T\W U, TsU ] (4.10)
By-1o =AW TyW, U, T5U]
Bwo = A[UTQU LV, TV
AU~

Ahora, sobre un punto 7' = (0,75,7T3) con TT5 # 0 se tiene que T» y T3 pasan a ser
unidades y los B, o-multiplos de T se anulan. Asi vemos que

(Bu,o)r = (Bu-1,0)7 = (Boo)r = C[U,U "V, V],

(BW—I’O)T = (BV,O)T = C[U7 U717 VﬁlaTlv]/(Tl)

(Bw,o)r = (By-1,0)r £ ClU, U, V, T, V~1/(TY),

de modo que
(Uo)r = Uo,0)r U Uyv,o)r U Uy-10)T-

Vemos también que, de hecho, se tiene que

Uv,0)r N (Uy-10)T = Upo)T = C* x C¥, (4.11)
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de modo que
(Uo)r = Uy,0)T U Uy 1)

Ahora, como (Up )7 es irreducible, su clausura en (Up)r es también irreducible. Usando
(4.11) podemos ver que dicha clausura se cubre por los abiertos

ClU,U-1, V-1, T,V]
(V)

By := Spec ( ) >~ Spec C[U, UL,V 1] =C* xC

ClU, U, V.1V
(V=)

Ey -1 o := Spec ( > = Spec C[U, U1, V] = C* x C,

por lo que esta clausura es claramente isomorfa a C* x P!. En coordenadas explicitas,
podemos identificar:

Ey-1o={(u,[zo:21]) € C* x P 29 # 0} y V = z1/0,

Evo={(u,[xo:21] € C* x Pz A0} y V7 =a0/21.

Conjuntistamente tenemos que, para obtener esta clausura, a C* x C* se le agregaron
dos copias disjuntas de C* : C* x {[1: 0]} y C* x {[0: 1]}. Podemos ver también estos
C* en forma algebraica:

Clu, U=t v, hnv—1
C* x {[1: 0]} = Spec < (TyV-1,V) CEy-1p
Clu,u~t,v-t V]
y C*x{[0:1]} = Spec < AGD > C Ey. (4.12)

Como (Uy o) Uy)T tenemos entonces que (Upg)r = C* x P! es una componente
; q , p

irreducible de ﬁT. Ahora bien, del Ejemplo tenemos que r actiia dentro de esta
componente irreducible de la forma que indica el enunciado.

Por otro lado, también del Ejemplo podemos ver que (Uoks)r N Uoo)r = 0, de
modo que tenemos que cada componente irreducible C} estd dada por la clausura de
(Uoks)T en Pr. Més concretamente, tenemos que CY, se cubre por los abiertos afines Eyj,
y Ey -1, dados por:

ClU,U-L, T V=L, TV
(TF+V)

Ey . = Spec ( ) C Uyvks)T

co,u-, v, 7y v
(T * v

Ey -1 = Spec ( ) C (Uy-1 s)7-

M4s atin, de las descripciones de estos anillos (y notando su estructura como C[U, U~1]-
algebras) es directo que las intersecciones entre componentes son como en el enunciado.

O
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De la misma forma, podemos ver las fibras de P sobre otros puntos de C3.

Proposicién 4.7. Si T = (0,0,T3) € C3 entonces Pr es una “red” de P! x P1’s. Esto
es, Pr tiene una cantidad numerable de componentes irreducibles Coyp, a,b € Z y las

intersecciones son como siguen:
Pl sia=d ylb-V|=1osila—d|=1yb=10
CopNCopy = {pt} sila—d|=-0V|=1

) en otro caso

Mads aiin, r*s! envia Caopb en Cotp sti-

Demostracion. Aligual que antes, el problema se reduce a describir la clausura de (Up o),
la cual se cubre por los abiertos

Fw,0 = Spec C[U, V]
Fy-19=Spec C[U !, V7]

Fyw, = Spec C[U™1, V]
[

v,

de modo que claramente tal clausura es isomorfa a P! x P!,

Fyw s = Spec C[U.

El resto de las componentes irreducibles se obtienen como Y-trasladados de esta com-
ponente, de modo que es facil describir las intersecciones usando los anillos correspon-
dientes y la definicién explicita de los operadores Sy.

O

Una representacién grafica de }BT para T' = (0,0,75) con T3 # 0 se muestra en la
siguiente figura, donde cada rectangulo representa a una componente irreducible C, p,
cada arista representa a un P! y el interior de cada rectdngulo es C* x C*.

(1D

(1))

(n

(-1,0)

(0,0)

}
ri

-

(1,0)

1)

(0,1

(R

Figura 4.1: Representacién de Pp para T = (0,0,T3) con Ts # 0
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En lo que sigue denotamos por P2 al Blow-up de P? en tres puntos.
Proposicién 4.8. La fibra sobre 0 € C? tiene una cantidad numerable de componentes

irreducibles, cada una de las cuales es isomorfa a P? o a P2.

Demostracion. En este caso, la fibra 150 puede representarse por la figura donde cada
tridngulo representa una copia de P2, siendo cada arista la copia de P' dada por la recta
{[zo : #1 : 22] € P? : z; = 0}, mientras que cada hexdgono representa al blow-up de P?
en los puntos [1: 0:0],[0:1:0]y [0:0:1], donde cada arista es una copia de P! (las
rectas senaladas anteriormente y los tres divisores excepcionales).

En esta situacion, todo punto es Y-equivalente a uno de los encerrados por el para-

e
X AKX
XXX

Figura 4.2: Representaciéon de 150

La clausura de la variedad torica indicada por A es cubierta por

Gy, = Spec C[V, W]
Gy-19 = Spec C[V~H, W]
Gv,0 = Spec C[U, W]
Gy-1=Spec ClU W™
Gw,0 = Spec C[U, V]
Gw-19 = Spec ClU, V1],

por lo tanto tal componente es isomorfa a P2,
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Por otro lado, la clausura de la variedad térica indicada por B es cubierta por
Hyo = Spec C[T3V 1, W]
Hy -1 o = Spec C[W 1, T5U]
Hyy -1 4 = Spec C[T; 'U 1, Ty 'V,
de modo que es isomorfa a P?.

Ahora bien, la variedad térica indicada por C' es isomorfa a la anterior y, por tanto,
es también isomorfa a P2.

O

42



Capitulo 5

Degeneraciones de
subvariedades

En la Seccién 2 del capitulo anterior discutimos céomo la construccion de Mumford
permite estudiar degeneraciones de Superficies Abelianas. Més atin, en [HKW93|, Part II,
Prop. 3.20 y Prop. 3.22] se describen cudles son las degeneraciones obtenidas mediante
esta construccién. En particular se tiene lo siguiente:

Proposicién 5.1. Las fibras sobre los puntos de frontera de £, obtenidos en el Capitulo
3 son:

= Sobre un punto (0, C‘Tnjb,T) en la frontera de corrango 1 la fibra es la superficie

P (0, © s, (F1-10)).

donde las secciones disjuntas se pegan mediante un twist dado por T.

= SiT es un punto de frontera de corrango 2 con T # 0 entonces la fibra es isomorfa
a P! x P! con ciertas rectas identificadas

» 51T =0 la fibra es la unién de una copia de P2 con dos copias de P2, donde P2
representa al blow-up de P? en tres puntos, como en la Proposicion @

Sin embargo, nuestro interés va un poco mas alld y a lo largo de este capitulo nos
dedicaremos a ver que, dentro de los limites descritos anteriormente, hay una curva eliptica
degenerada.

En el Capitulo 3 vimos que la frontera de £}, se compone de las imagenes de curvas
X, para c,e enteros con m.c.d(c,e,m) = 1 (ver Comentario | y un P! “periférico”
que denotaremos por X,,. Més atun, a partir de la demostracién de la Proposicién
y la del Lema podemos counstruir, para cada i (i = (¢,e) o i = 00), una familia
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Fi — O; sobre ciertos conjuntos cerrados O; C X (F3), como en en que las fibras
son superficies abelianas no simples y son tales que la imagen de X; en Xx(p,)(F2) estd
en la clausura de O;. Como sobre cada punto T € O; C X (F3) tenemos, fijando un
vector v; € Z° (es decir, una forma diferencial 7,,), una curva eliptica asociada. M4s atin,
usando la Proposicién [I.10] podemos obtener explicitamente tal curva. Ahora, tal como
en el Ejemplo podemos determinar también la respectiva curva complementaria K.
De este modo, obtenemos familias K; — O; que caben en un diagrama conmutativo

Ke— > F (5.1)

N/

En este trabajo estudiamos degeneraciones de las familias K; — O;.

Mas concretamente, los conjuntos O; sefialados en el parrafo anterior son los siguientes:

Olee) =1 ho TR eHypreH
(c,e) + -1 _crte e 2 My

Oso ::w—l ({(Z n,Lll(T—Z(m_Q)Z)> 6H2:TEH,Z€C}>7
donde ¢_1 :=1_1 o e, (ver ([£.4)).

Comentario 5.2. Recordemos que nuestro objetivo es interpretar los puntos de frontera
de &, como superficies abelianas degeneradas que contienen una curva eliptica degene-
rada. En ese contexto, seria natural considerar las familias compuestas por las curvas
“canénicamente” asociadas (fijada la forma diferencial n;), sin embargo, hacer cdlculos

explicitos en P utilizando tales curvas es mds complicado y es por ello que, en pos del
objetivo, utilizamos las familias dadas por las curvas complementarias.

Tal como en el Capitulo 4, queremos extender estas familias a familias planas y pro-
pias definidas sobre conjuntos méas grandes. En nuestro caso, los conjuntos a los que
extenderemos estas familias son

Wi = Ol U (Ufl n XZ),

donde U_; = XZ(F2)(F2) NT,_, como en el Capitulo 4 y abusivamente escribimos X; C
X5 (m)(F2) para referirnos a la imagen de X; en Xxp,)(F2) via la aplicacion ¢_;.

Ejemplo 5.3. Las fibras de la familia F(, ) estin dadas por las superficies abelianas

representadas por matrices
T —T3/m
T =
—T3/m T3

con J(11) > m~23(73) y, del desarrollo del Ejemplo vemos que la fibra de la familia
K10y sobre T es la curva Epr vy /m-
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Ahora, tal como discutimos en el Capitulo 4, para extender las familias definidas en
(5.1) usaremos una técnica similar a la de Mumford y lo que haremos serd construir un
subesquema conveniente @; de P y un subgrupo Y? de Y tal que Y? actiie en Q; y tal que

la familia definida por o . )
Ici = Qi/sz

extienda a (5.1).

A continuacién precisamos la idea anterior:

Para cada 7 € E,,, = p~1(€,,) € Hy tenemos una curva eliptica K, < A,, la cual estd
dada por un C-subespacio vectorial V; de C? con dim¢(V;) = 1y, de hecho, se tiene que
Ve =Vusi_1(r),¢¥-1(p) € O;. Asi, para cada ¢ tenemos un espacio vectorial V; (que no
depende de 1) tal que si ¢p_1(7) € O; entonces

Vi
K,=—"—.
Vi A;
Ahora bien, V; estd determinado por una cierta ecuacion lineal £; y esta se traduce via
la aplicacién exponencial € en una cierta relaciéon en
Clu, UL, v,v=t w, w1
(UVW - 1)

(C*)? = G = Spec (

De este modo, la curva eliptica K, puede verse como un cociente de

Clu,u=tL,v,v=tw, w1
Spec ,
<UVW - 17 €(£1)>

(donde &(L;) denota la traduccién de £; en términos de U,V y W) por la accién de un
cierto subgrupo de Z? el cual, en vista de ({.8]), podemos naturalmente identificar como
un subgrupo de Y. Asi, la curva eliptica K, es el cociente de la fibra en T' = ¢_1(7) €
C? = Spec(A) de un A-esquema

AlU, UL v, vt ww Y
Spec ,
(UVW —1,e(L;))
(donde A = C[T},T»,T3]) por un cierto subgrupo de Y que precisaremos en breve. Ahora
bien, extenderemos las familias (5.1) a la clausura de O; € (C*)3 en C3, la cual esté

definida por alguna relacién polinomial R; entre las coordenadas T; (extendiendo a la que
cumplen los elementos de O;), de modo que consideraremos esquemas

] oo (ALUL VIV W
4= >P UVW —1,e(Ly), Ry )’

determinaremos sus respectivas fibras sobre puntos 7' € W; y estudiaremos la accién de
un cierto grupo Y* <Y en tales fibras.

Ejemplo 5.4. Concretizando la idea anterior, consideremos nuevamente la familia Fy o).
En este caso, del Fjemplo tenemos que

‘/(170) = {(21722) € (CZ 129 = O}7
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de modo que £(L(1,0)) = U — 1. Ahora, en este caso los puntos a considerar satisfacen
la relacion t5'ts = 1, la cual, bajo la aplicacion v_1 se traduce en que Ty = Tgn_l (ver

Ejemplo , De este modo,

A s AUV W W
GO N ovw S UL 1y )

_Ahora, para poder explicitar cudles son las propiedades que esperamos del esquema
Qi para poder degenerar curvas elipticas necesitamos explicitar el subgrupo Y? que actiia
en H;. Para ello notemos que la curva eliptica K, es el cociente del espacio vectorial V;
por la accién del grupo V; N A, < A, = Z* dada por traslacién y, alternativamente, este
subgrupo puede describirse como el subgrupo de A, dado por

{g€N;:g (21,22) €V; V(z1,22) € V;}.

Asi, en vista de lo discutido en la Seccién 4.2, el subgrupo de Y a considerar es
={y € Y: 8,(e(L)) € (e(Li)} (5.2)
Ejemplo 5.5. Para i = (1,0) tenemos que e(L£;) =U — 1. Asi
YOO = {90 € ¥V : 8,0 (U —1) € (U — 1)}

={rs e Y Ty T U - 1€ (U -1)}

={rist e Y : Ty TV 1 e (U — 1)}

={risb e Y : TP ™ U -1 (U-1)}

={r*s""eY:aecZ}

= (rs™)

En este contexto, lo que buscamos es un A-subesquema @i de P tal que:

. f[z sea denso en Qvl
= La accién de Y? en ﬁl se extienda a @i y
= La familia Qvi
W;
la Familia (5.1]).

— W, sea propia y plana (en el contexto analitico) y extienda a

Veremos que, de hecho, basta considerar como la clausura esquematica de H; en P
y mds aun, al final de este capitulo describiremos en forma explita los pares (superficie
degenerada, curva degenerada) que se obtengan mediante esta construccién.

Comentario 5.6. Como P es el Proj de un anillo_graduado se tiene que P es separado,
de modo que la inmersion abierta G = Uoo — P es quasicompacta. Asi, como H es
cerrado en G tenemos que la inmersion H < P es también cuasi- compacta, de modo que
el espacio topolégico subyacente a la clausura esquemdtica (el subesquema cerrado mds
pequerio por el cual tal inclusion se factoriza) coincide con la clausura topoldgica usual.
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5.1. Los subesquemas de P a estudiar

Como dijimos anteriormente, para cada i (i = (¢,e) 0 i = 00) consideraremos un

cierto subesquema H; de P y determinaremos su clausura @); en P la cual nos permitira
estudiar degeneraciones de la familia /C;.

Tenemos que las superficies que son las fibras de la familia . . estdn representadas

por matrices de la forma
L _crte
<_c7;;l—e Tm ) ’

de modo que en este caso se tiene que t5't§ = 1 o, equivalentemente, que 75 = 75"~ °. Por
otro lado, un cdlculo similar al desarrollado en la Proposicién [[.I1] muestra que en estos
casos se tiene que (L)) = U — 1, de modo que

~ AU, ULV, V=L W, WY
H(Cve) = Spec m—c :
(UVW —1,U = 1,T§ — T3"~°)

Ahora, para el caso de i = oo recordemos que en la demostracién de la Proposicién 77
usamos la familia cuyos representantes son las matrices de la forma

(0 tr—on-22)

de modo que en este caso se tiene que 1?;)”71172"72 = t1 o, equivalentemente, que T = T2m71.
Notamos que tales matrices son elementos de Hy (7,) para v = (1, —(m—2), —(m—1),0,0)
y un calculo similar al del Ejemplo muestra que en este caso el subespacio es C(—1, 1).

Asi tenemos que

_ A 1 1 -1
HOO:Spec< U V.V, W W] >

(UVW —1,W = 1, Ty = T3" 1)

5.2. Revision acerca de homogeneizacion

Para cada i queremos determinar la clausura @i de f[i y para ello lo que haremos
serd estudiar cémo se ven estos subesquemas en cada abierto afin U, . Con miras a ese
objetivo necesitaremos dar una pequefia revisién acerca de cémo construir subesquemas
cerrados de un esquema Proj R para un anillo graduado R generado por sus elementos
de grado 1. Esto requiere revisar el proceso de homogeneizacion de un ideal, de manera
analoga a lo que se hace en el contexto clasico para determinar la clausura proyectiva de
una variedad afin.

Sea entonces R = @~ Rq un anillo graduado generado como Ry-dlgebra por Ry,
X = Proj R y consideremos un ideal homogéneo Z de R. A partir de Z podemos construir
un haz cuasi-coherente de ideales y, por tanto, un subesquema cerrado de X ([Har77,
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Prop. 11.5.9]) En efecto: sea {Z;}; C R; un conjunto que genere a R como Ry-dlgebra.
Tenemos que X se cubre por los abiertos afines

U; = Spec (R[Z‘;l]o) ,

donde R[Z j_l]o es el anillo compuesto por los elementos de grado 0 de la localizacién de

Ren Z;. Se define el haz 7 como el tinico haz cuasi-coherente de ideales que satisface que
para todo j se tiene que _
Z(U;) =T - R[Z; ' N R[Z; M.

Equivalentemente, es el inico haz cuasi-coherente de ideales en el que para todo j se tiene
que ~
Z(U;) = hy(Z) - R[Z; Mo,

J

donde h; : R R[Z;l]o es el morfismo de Ry-algebras definido en los generadores por

Zy v ZyZy; el cual, en el caso clisico, conocemos como “deshomogeneizacién”. Se puede
probar que, de hecho, el subesquema asi obtenido es

Proj (R/T)
y se tiene que

. R[Z; o
Proj(R/Z) NU; = Spec m .

Comentario 5.7. Cuando R es finitamente generado por Ry como Ry-dlgebra se tiene
que todo subesquema cerrado de Proj R se obtiene a partir de esta construccién (ver
[EHO0, Ej. III-14]). Lamentablemente, este no es nuestro caso. Sin embargo, ésto no
representard mayor inconveniente.

En nuestro caso, tenemos que
R= R@,E = A[Za,y}aeE,ery
donde

G- xvteg) w6

Para cada ¢ contamos con un ideal I; de O;(Z/IOVO) = By, el cual define al subesquema

H; y queremos encontrar la clausura en E de cada uno de estos subesquemas. Para ello
construiremos un subesquema cerrado de P de la forma Proj(Rs,5/Z) para un cierto ideal

homogéneo 7 en el cual H; esté contenido densamente.

Consideramos el ideal homogéneo

1:= @ (hoo(I) N (Rex)a) (5.3)

d>0

donde hg g es la deshomogeneizacién hacia el abierto Uy ¢. En otras palabras, consideramos
la, homogenizacién del ideal dado por la preimagen via hgo de nuestro ideal I;. De este
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modo, usando Z obtenemos un subesquema cerrado Proj(Re »/Z) de P el cual contiene
a
Hi = Spec (BO,O/Ii) s

de modo que
clss (Spec(Bo,o/I)) C Proj(Re,s/Z). (5.4)

En las siguientes secciones explotaremos esta ultima contencidon para, en conjunto a
ciertas consideraciones topoldgicas, probar que realmente @; = Proj(Rg n/Z), de modo

que describir el esquema @Q; en cada uno de los abiertos afines se vuelve un problema
meramente algebraico.

5.3. Estrategias de calculo

Queremos determinar los esquemas @L Cada uno de estos esquemas es la clausura
de cierto subesquema Spec(Byo/I;) < G. Ahora, de la contencién (5.4) tenemos un
subesquema cerrado de P en el que Spec(Bo.o0/1;) esté contenido. La “simplicidad” de los
ideales I; nos permitiran, usando consideraciones topoldgicas, probar que, de hecho,

Qi = PI‘OJ(R@7E/IZ'),
donde Z; es la homogenizacién del ideal hg o).

Ahora bien, para describir este subesquema cerrado basta describirlo en cada uno de
los abiertos afines U, y, més aln, sabemos que en tales abiertos se tiene que

B
PrOj(R<p,2/Ii) ﬂu%y = Spec <~0c,y> 7
Zi(Ua,y)

donde 7 es el haz de ideales definido en la seccién anterior. De este modo, para describir
Q; basta determinar los ideales Z;(Us, ). Por otro lado, para todo f € Z; se tiene, por

definicién, que
B B
Spec [ =—=Y— | C Spec (M) . 5.5
(Ii(ua,y)> (hay(f)) (5:5)

En particular, si encontramos f € Z; tal que Bq,y/ (ha,y(f)) = 0 entonces la contencién
anterior nos permitiria concluir que

éi N (ua,y)T = (Z)

Asi, nuestra principal estrategia se basard en en encontrar elementos f € Z; con estas
propiedades, probando entonces la vacuidad de Q; N (Ua,y )T para gran parte de los pares
(a,y). Los casos restantes serdn facilmente reducidos a una cantidad finita de ellos y para

tales pares determinar los ideales I(Uy,,) serd sencillo.
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5.4. Calculos

5.4.1. i=(ce)

Veamos primero el caso de i = (1,0). De lo hecho en la Seccién 5.1 tenemos que

7 AU,U_l,VY,V_l,le
H 19y = Spec ( [ } )

(UVW - L,U - 1,T5 — Ty" )
y queremos determinar su clausura @(170).
Tenemos el ideal
I = (UVW = 1,U - 1,5 =T ") CA[U, U, V, VL, W, W] = By.
Probaremos que QV(LO) = Proj(Re,x/Z(1,0)), donde Z(; ¢y es la homogeneizacién del ideal
hy. o(I(1,0)) (ver (5-3)). Para ello probaremos primero un par de lemas:

Lema 5.8. Se tiene que

H(LO) = Q(LO) ﬂuo70 = PrOj(R¢,g/I(17O)) I’N/{QQ.

Demostracion. De (5.4) obtenemos directamente la segunda contencién C . Ahora bien,
usando el elemento f = Zy o — Zoo = (U — 1)O € (1 o) vemos que

-1 -1
Proj (R;’E> NUp,0 C Spec (A[U’ (<]U _,‘1/;‘/ ]) :

Asi, como hgo(To — T3 1) = Ty — T3" ! vemos que

R Alu, UL v, vt ~
PI'Oj ( ;72:) ﬂu0,0 - SpeC <<U[ 71 - ) ,1_,7n1]>> = H,L
— L4142 = L3

Por otro lado, por definicién se tiene que
H; CQ;n Upo,
por lo cual concluimos las igualdades deseadas.
O

Lema 5.9. Ty ) es un ideal radical en Rex. En particular se tiene que Proj(Re x/T)
es irreductble.

Demostracion. Sea f € Rgyx tal que f" € Z;. En tal caso se tiene que
ho,o(f™) = (U — 1)p para cierto p € By = A[U, U1, V,V~1] o, equivalentemente,

(hoo(f))" = (U =1)p. (5.6)
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Ahora bien, U — 1 es primo en By pues

Boo A[U, U_l,V,V_l] 1
2 f— gA
-1 1) Vv

y A[V, V=] es un dominio. De este modo, de la ecuacién anterior concluimos que U — 1
divide a ho,o(f), por lo que f € Z q).

El hecho de que Proj(Re,x/Z) sea irreducible se desprende del hecho de que una base
de la topologia de Proj(.S) para un anillo graduado S estd dada por los abiertos principales
D, (s), los cuales satisfacen que D1 (s) N Dy (t) = Dy(st) y D4(s) =0 siy sblosis™ =0
para algin n € N.

O

Asi obtenemos

Corolario 5.10. Se tiene que

@(1,0) = Proj (Ra,s/Z(1,0)) -

Demostracién. Por el Lema sabemos que ﬁu,o) es abierto en Proj(Re x/Z(1,0)), por
lo que del Lema vemos que H; oy es denso en Proj(Re x/Z(1,09)). Como este tltimo
conjunto es cerrado en P, el resultado sigue.

O

Con el resultado anterior podremos describir @(1,0) N Uy, de manera sencilla. Mas
aun, como en este caso sélo queremos estudiar las fibras sobre ciertos puntos de la for-
ma (0,75,7T3), en vista de la Seccién 4.3 basta realizar tal descripcién para los abiertos
indexados por (a,y) = (£V, ks).

Lema 5.11. Sea k > 0. Tenemos que

I(Uys) = (U — 1) By ps.

Demostracion. Sea f = T¥Z _wis — Zyis = (TyT3)F*+HDV k417 — 1)0© € Z. Tenemos
que hyks(f) =U — 1 por lo que

(U—-1)Bys C -:Z(Z/{V,ks)-

Probemos entonces la otra contencion. Sea f € Z un elemento homogéneo de grado d.
Debemos probar que existe g € By s = R@;[Z;}Cs]o tal que hy gs(f) = (U — 1)g. Como
[ € T se tiene que hoo(f) = (U — 1)p para algtin p € Boo = A[U,UL,V,V~!] y por
tanto f = (U — 1)pO?. Asi tenemos que

(U -1)po?
Zg,ks .

hvis(f) = (5.7)
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Afirmamos que p@d/Z‘d,’ks € Bys. Para ello basta probar que pO? € Rgx. Ahora
bien, esto es directo de la siguiente observacién: dado ¢ € A[U, U1, V,V 1] se tiene que
q0° € Ry 5 si y solo si cada uno de sus monomios N\TATLTS U V20°¢ (A € C, A, B,C €
N,v1,v5 € Z) estd en Rg 5. En efecto: si q@d € Rg » entonces necesariamente cada uno
de tales monomios es de la forma

NTATETS Zoy iy Zagyy € Ro s

En nuestro caso, para ¢ = (U —1)p se tiene que ¢ € Rs s por lo que todos los monomios
de ¢©¢ pertenecen a Rg ». Ahora, como todo monomio de pO? es también un monomio
de ¢O©?, se concluye. De esta forma, en (5.7) podemos escribir

pO?
d
ZV,ks

hV,ks(f) = (U - 1) :

y tomar g = p@d/Z{‘ﬁ’kS.

O
Similarmente:
Lema 5.12. Sea k > 0. Se tiene que
TMU-v,—ks) = (U = 1)B_yps.
Demostracion. Andloga a la del lema anterior con
f=T5Zw ks — Z—v.—ks.
O

De esta forma, sobre T' = (0,75, T3) tenemos que en cada abierto (Ui, is)r nuestro
locus estéd dado por la ecuacién U = 1, de modo que en cada componente irreducible
Cj = C* x P! nuestro locus es {1} x Pt = P!

Con esta informacion, podemos describir las identificaciones que surgen bajo elementos
de Y en Q.

Recordemos (Ejemplo 5.5)) que
YOO = (rs™) = {r%s™* ta € Z} < Y.

Proposicién 5.13. Sea T = (0,75,73) € C x (C*)? con Ty = Tgm_l. Se tiene que
YOO <Y actia en (Qur,0))1 Yy el cociente (Q1,0))r/(rs™) es un m-dgono de P'’s si
m > 2 y una curva nodal si m = 1.
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Demostracion. En primer lugar, notemos que para todo k € Z el elemento r*s™® € Y
define un isomorfismo entre Cy y Cktmq que envia a RN Cy en RN Clyyma, de modo que
todo punto en R es (rs™)-equivalente a uno contenido en la unién de Cy, Ch, ..., Cpy—1.
Ahora bien, dentro de esta unién no pueden haber més identificaciones que las dadas
por rs™ y la unica de tales identificaciones se da entre el elemento (1,[1:0]) € Cp y el
elemento (1,[0: 1]) € Cpy—1.

De manera completamente analoga, obtenemos lo siguiente:
Proposicién 5.14. Sea T' = (0,13, T3) € W, ). Se tiene que Y(©) actia en (@(C,e))T Yy

el cociente (é(c’e))T/Y(“’e) es un m-dgono de P’s si m > 2 y una curva nodal si m = 1.

5.4.2. 1=o00

En este caso, un razonamiento andlogo al de las demostraciones de los Lemas v
[6-9) muestra que _
Qoo = Proj (Ré,E/Ioo) ’ (58)

donde Z, es la homogeneizacién de la preimagen en Rg s del ideal
Io =(UVW = 1,W = 1,Ty — T3"') C By.
De este modo, nuevamente nuestro problema se reduce a un problema algebraico.

Queremos determinar la fibra de Qu sobre ciertos puntos T = (0,0,73) € C3. Traba-
jaremos por separado los casos T3 # 0y 13 = 0.

En el primer caso, recordemos que, segin lo discutido en la Seccién 4.3 tenemos que
la fibra Pr es una unién numerable de P! x P's, cada uno de los cuales estd dado por
la clausura en Pr de (L{OWQVSb)T. Maés concretamente, si C, , denota a cada una de tales
componentes irreducibles, entonces C, p, se cubre por los siguientes abiertos afines:

Cap NUyy agp = Spec ((C[TSU, beV])
Cap NUy—1 pags = Spec (C[Ty *U, TYV 1)) (5.9)
Clap MUy pats g0 = Spec (C[T{(“H)U’l, T;bV])
Cap N Uy pa o1 = Spec (C[T5U, TPV )

Ahora bien, notemos que, de la definicién del grupo Y*° (ver (5.2))) se obtiene directamente
que Y® = (r~(m=Ys) y que actiia en Rp 5/, de modo que de (5.8) vemos que Y™
actlia en Q. Ahora bien, como tenemos isomorfismos

—k(m-—1) _k .
PR M=k Oy — Cokm—1) 1k
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que por (5.8)) envian a @oo NCqp en @oo NCa—k(m—1),b+k> Para determinar completamente

(Qoo )T basta determinar Q.. NC, ;, para algin conjunto de representantes de Z2/(—(m —
1),1)Z 2 Z.

Lema 5.15. El conjunto

A={n-m+1L,):n>m-1}U{(-—n+m—-1,-1):n>m—1}
U{(n,0): =(m—-1)<n<m-—1}

es un conjunto de representantes de Z2/(—(m —1),1)Z.

Demostracion. Toda clase lateral de Z?/(—(m — 1),1)Z es de la forma
{(a,b) € Z* : a +b(m — 1) =n} para algin n € Z,

de modo que escoger un representante de cada clase no es mas que escoger una solucién
(a,b) a la ecuacién a + b(m — 1) = n para un n € Z fijo. Claramente el conjunto del
enunciado satisface dichas propiedades y hay exactamente uno para cada n.

O

Notar que el conjunto de representantes A senalado en el lema anterior satisface que
#{(a,b) € A:ab <0} < 0.

Esta cualidad, en virtud del lema que se presenta a continuacién (y el corolario que le
sigue), permite reducir los célculos de Qoo N Cyp a una cantidad finita de pares (a, b).

Lema 5.16. Sean a,b € Z con a,b>1 y ab > 1. Se tiene que

@oo N (Z/{W,rasb)T = (Z)

Qo N U1 y—ag—)r = 0.
Demostracion. Tenemos que
Ty g = Tf(b_l)Tg(“_l)Téa_b)zUza’lv%*l@,
Consideremos el elemento f = TlljilT;ilZO,Ta—lsb—l — Zy g € R x. Tenemos que
f= le(bfl)T;(afl)Téafb)zU2a—1v2b—1(W ~1e,
de modo que f € Z. Por otro lado, Ay yase no es més que dividir por Zyy, e e, de modo

que
hyypags (f) = W — 1. (5.10)
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Ahora bien, recordemos que en (Byy g )7 todos los By .ag-miltipos de Th y Ty se
anulan. De este modo, como

b—1pa—1 —1
W =TI 5™ (Zogamrgos - Zigh o)

Y Zopa-1gb-1 - Z;VITQS,) € (B, rasb)T, concluimos que W = 0.
Asi, de (5.10) obtenemos que el anillo By ag/ (hypag(f)) es trivial y, por tanto,
Qoo N (UW,r“s”)T = Q]a

como se queria.

O
Con el lema anterior podemos obtener el siguiente resultado:
Corolario 5.17. Se tiene que
Qoo NCap=QuNCy_p =0 Ya,b>2,
Qoc N Ca1 CCooNCioNC11NCa1 = {pt},
Qoo N C o 1CC 20NC_10NC_1 1 = {pt},
Qoo N Ci1 CCiaN(Cr0UCh1)
Y ~
QooNC_11 CC_11N(C-1pUCH-1).
Demostracién. Esto es consecuencia de que por tenemos que
Cap € Uwrase)r U U patige)r U Uy pagssr)T U (Upypa-1g0)
Y que
Cap — [Upyase) T U U parig)r U Uy pages) ] = {pt}.
O

Asi, como habfamos adelantado, en virtud del Lema [5.15] y el corolario anterior, es
facil ver que s6lo nos queda determinar Qo N Cy o para —(m —1) <a <m — 1.

Lema 5.18. Sea (a,b) € Z* con a+ b(m — 1) # 0. Se tiene que

Qoo N Uy yag)r = 0.
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Demostracion. Basta probar el resultado para los pares (n,0) con —(m—1) <n <m-1y
n # 0. Ahora bien, el par (n,0) es equivalente a (n+m— 1, —1), de modo que probaremos
el resultado para los pares (a,—1) con 0 <a<2(m—1)y a#m— 1.

Recordemos que
(B as—1)r =2 C[T3U, Ty U, WV, TV,
por lo que en tal anillo T,V ! y T¢U son unidades.
Supongamos primero que 0 < a < m — 2. En tal caso, el elemento
F =T g gags — Zygogs
= p =D plet )@t ey =2y _y-lyg
_ _T;2+2(m71)Téa+1)(a+2)U2a+1V—2(W —1)0c T,
satisface que
hoas—1 (f) = T3 T 1 (U = V)
=TTy TpU — VY
=Tyt Tyt T U —- T V).

Asi en el anillo (Bg yas-1)7/ <h0’7~a571 (f)> se tiene que T1V ~! es simultdneamente cero y
una unidad, de modo que dicho anillo es trivial. Asi el resultado se sigue para los pares
(a,—1) con 0 < a<m—2.

Similarmente, para m < a < 2(m — 1), el elemento
1—
g= ZU,T"S*1 - T2a+ meV,rasflv

satisface que
horas—1(g) = T4 (TgU — Tyt =™ . TV 1),

por lo que, al igual que antes, el anillo (Bg jags-1)7/ <h0’ra571 (g)> es trivial y el resultado
sigue.

O

Recordemos que queremos determinar @oo NCqpo para —(m —1) <a <m —1. Ahora
bien, del Lema tenemos para a # 0 se satisface que

QooNCap CCaoN(CaiUCq_1UCq10UCqatip),

de modo que, usando el Lema y la accién de Y = (r—(m=Ds) es facil ver que basta
determinar Qo N Cqo para 0 < a < m — 2.

Lema 5.19. Sea a € Z con 0 < a < m — 2. Se tiene que @oo N Co,q es el subconjunto de
Co.o 2P x P! dado por TSU = 0.
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Demostracion. Andloga a la del Lema anterior con

F=T3 7 et = Zg ey

De este modo obtenemos directamente lo siguiente:

Proposicién 5.20. Sea T = (0,0,T3) € C3 con Ts # 0. Se tiene que (Qoo)r €s una
cadena de P1’s, Y*° actia en (Qs)7 ¥ el cociente (Qoo)7 /Y™ es un (m — 1)-dgono de
Pl’s sim > 3 y una curva nodal si m = 2.

Demostracion. Del Lema tenemos que todo punto en Qvoo es Y*>°-equivalente a uno
contenido en | Jy<,<,,_o Co,qa- Ahora bien, el elemento r=(m=1g € Y identifica los ex-

tremos del P! C Cpo y del P! C Cp,y—2, como se representa en la Figura 5.1 para

m = 3, donde las rectas rojas representan a (Qo)r y las cruces azules senalan puntos
identificados bajo el generador r— (™1, |

Figura 5.1: Representacién de Qoo sobre T = (0,0,T3) param =3
Ahora, para el caso en que T = (0,0,0), un andlisis similar muestra que Y*° actia

como en la Figura 5.2, donde las rectas rojas representan a la subvariedad (@oo)T y las
cruces azules representan puntos identificados bajo Y°.
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De este modo se obtiene:

Proposicién 5.21. Sea T =0 € C3 ym > 2. Se tiene que (@oo)o es una cadena de P!,
Y actia en (Qoo)o ¥ el cociente (Qoo)o/Y™ es un (2m — 1)-dgono de PL’s.

Figura 5.2: Representacién de @oo sobre T' = (0,0,0) para m =3

5.5. Teorema principal

Hasta ahora tenemos, para cada i (i = (¢,e) o i = 00), un subesquema Q; de P en el

cual el grupo Y? acttia extendiendo la accién en H; y con el cual logramos construir una
familia que extiende a la familia (5.1)).

Sea @; — W; la familia dada fibra a fibra por

@ (@), /.

Proposicién 5.22. Las familias Q; — W; son (analiticamente) propias y planas.

Demostracién. Como las fibras de cada familia son compactas y conexas, de [Fis76, Lem-
ma 1, p.56] se concluye que cada una de estas familias es propia. Ahora, como todas las
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fibras tienen igual dimensién (a saber, 1) y los espacios son suaves, la planitud se concluye
por [Fis76, Corolario p.158].

De esta forma, resumimos nuestros resultados en el siguiente Teorema:

Teorema 5.23. Sea A5 la compactificacion toroidal de Ay asociada a la descomposicion
de Legendre, m > 2,&E, C As el conjunto de las superficies abelianas no simples que
contienen una subvariedad de exponente m y &%, la clausura de £, en Aj.

Se tiene que todo punto de OE), se puede interpretar como una superficie abeliana
degenerada que contiene candnicamente una curva eliptica degenerada y, mds aun, los
pares (superficie degenerada normalizada, curva degenerada) son:

= (Un fibrado proyectivo sobre una curva eliptica, m-dgono de P'’s)
s (P! x P con dos rectas identificadas, (m — 1)-dgono de P1’s) si m >3
» (P! x P! con dos rectas identificadas, curva nodal) si m = 2

» (La unién de dos copias de P? con una de Bly, ,, psP?, (2m — 1)-dgono de P’s)
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Comentarios finales y
preguntas abiertas

Los resultados de los Capitulos 3 y 5 permiten plantear un par de preguntas que
pueden resultar interesantes para eventuales trabajos futuros. A continuacién detallamos
algunas de tales preguntas:

= En [Aufl6] se estudian variedades abelianas no simples en dimensién arbitraria, de
modo que podemos describir el espacio de méduli &, 5, de variedades abelianas no
simples de dimensién g que contienen una subvariedad de dimensién n con exponente
m. En ese contexto, es natural querer compactificar este espacio. Esto es, fijar un
abanico admisible ¥ y determinar la clausura Engn)m de &;.,,.m en la compactificacién
toroidal A?.

= Se podrian estudiar degeneraciones de superficies abelianas no simples para el caso
en que la polarizacion no es principal.

Sea As(dy,ds) el espacio de moduli de superficies abelianas con polarizacién de
tipo (di,d2) y Em(dy, d2) el subconjunto compuesto por las clases de superficies no
simples que contienen una curva eliptica de exponente m.

Aqui el primer problema es que, hasta el conocimiento de quien escribe, no contamos
con un resultado de irreducibilidad para &,,(d;,ds) (cosa que es fundamental para
describir en forma sencilla a la subvariedad &, que trabajamos en esta tesis). Por
otro lado, si bien Ay(dy,ds) es también compactificable utilizando métodos toroi-
dales (lo tinico que cambia es el grupo aritmético que actiia en Hy), la descripcién
explicita de la compactificacién es mas compleja. En [HKW93] se estudia el caso en
que la polarizacién es de tipo (1,p) para p primo, mostrando que la frontera tiene
p+ 1 componentes irreducibles. El caso (1,d) es aiin mds complejo pues, en general,
para determinar los grupos P, P/, P se deben trabajar ciertas condiciones de con-
gruencia, por lo que para trabajar la compactificaciéon toroidal de manera explicita
se podria, eventualmente, fijar algtin tipo de factorizacién sencilla (e.g: d = p? para
algin primo p).

= Sea Xo(m) la curva modular afin que parametriza curvas elipticas con estructura
de nivel m. Esto es, Xo(m) parametriza a los pares (F, f), donde E es una curva
eliptica y f : E[m] — (Z/mZ)? es un isomorfismo.
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De acuerdo a [Aufl6, Teorema 3.5] se tiene que &, es la imagen de Xo(m) x Xo(m)
via la aplicacién ¢ dada por

E1 X EQ
Graf(f{lefl)’

donde ¢ : (Z/mZ)? — (Z/mZ)? es la involucién (z,y) — (y,z) v Graf(f; 'ef1) es el
grafico de la funcién f, tefy : Ey[m] — Ea[m).

((EY, f1), (Ba, f2)) —

Ahora, méas concretamente tenemos que
Xo(m) =T1(m) \ H,

donde T’y (m) es el grupo principal de congruencia de nivel m. De este modo Xo(m)
es naturalmente compactificable mediante la compactificacién de Satake, obteniendo
la curva modular X (m), la cual es la unién de Xy(m) con una cantidad finita de
cuspides. En ese contexto, es natural preguntarse si acaso la aplicaciéon ¢ puede
extenderse a una aplicacion

¢ : X (m) x X(m) — &,

donde &, es la compactificacién de &, encontrada en el Capitulo 3. Esto es, si acaso
podemos construir un diagrama conmutativo de la forma

Xo(m) x Xo(m) —2> &m

L

X(m) xX(m)?E;';

donde las flechas verticales son las respectivas inclusiones.

De acuerdo al Teorema de Reducibilidad de Poincaré sabemos que toda superficie
abeliana no simple A, es iségena al producto de dos curvas elipticas F., K las cuales
podemos determinar explicitamente usando los resultados del Capitulo 1 de este
trabajo. En la Parte IT de esta tesis estudiamos degeneraciones de la familia { K} ..
Métodos similares a los desarrollados en el Capitulo 5 debiesen permitir estudiar
también degeneraciones de las curvas elipticas E.. De este modo, una pregunta
natural serfa si acaso estas curvas elipticas degeneradas “descomponen” de alguna
forma a la superficie degenerada en la que estan “candénicamente” contenidas.
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