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Resume

Ce travail traite des vibrations et du rayonnement acoustique de structures rectan-

gulaires complexes immergees dans un fluide compressible et sollicitees par des forces

mecaniques. L'effort principal a porte

• d'une part, sur la prise en compte rigoureuse, au sein d'un meme modele, de para-

metres structuraux nouveaux tels que les conditions de fixation de la structure,

1'adjonction multi-ponctuelle de masse ou de raideur, 1'adjonction d'elements meca-

niques raidisseurs,

• d'autre part, sur les phenomenes de couplage entre de telles structures et un mi-

lieu semi-infini de fluide dense adjacent. Ces phenomenes permettent 1'acces a des

quantites telles que la charge fluide exercee sur la structure, et sur son rayonnement

acoustique dans Ie fluide.

La premiere partie de 1'etude restreint 1'analyse au cas d'un fluide leger (essentiellement

Pair); Ie cadre theorique est mis en oeuvre sur la base d'un methode variationnelle pour les

vibrations in-vacuo de la structure, et Ie rayonnement acoustique est calcule a partir du

profil des vitesses vibratoires in-vacuo. La theorie est utilisee pour etudier 1'incidence des

parametres mecaniques de la structure sur Ie bruit rayonne dans 1'air. Cette theorie, enfin,

est validee an moyen de comparaisons avec des moyens de simulation purement numeriques,

et avec des mesures.

La seconds partie etend Panalyse au cas d'un milieu fluide lourd (essentiellement 1'eau)

et examine particulierement Ie couplage fluide/structure. Une nouvelle approche est pro-

posee pour Ie calcul de 1'impedance de rayonnement dans Ie cas d'une plaque rectangulaire

ayant des conditions aux limites arbitraires sur Ie contour. La theorie etendue est utilisee

pour etudier PefFet des parametres mecaniques de la structure sur Ie bruit rayonne dans

1'eau.



A terme, Ie but poursuivi est de fournir au praticien un moyen de controler la reponse

vibratoire et acoustique de structures planes complexes par Ie biais d'une action pertinente

et decisive sur la structure meme. Ce travail s'inscrit done dans la cadre du controle du

bruit a la source, voire de la discretion acoustique ab initio, des Ie stade de Ie conception.
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Chapitre 1

Introduction

Ce travail traite de la reponse vibratoire et du rayonnement acoustique de structures rect-

angulaires complexes immergees dans un fluide compressible et sollicitees par des forces

mecaniques. L'efFort principal a porte

• d'une part, sur la prise en compte rigoureuse, au sein d'un meme modele, de para-

metres structuraux nouveaux tels que les conditions de fixation de la structure,

1'adjonction ponctuelle de masse ou de raideur, Padjonction d'elements raidisseurs.

• d'autre part, sur les phenomenes d'interaction avec Ie fluide associes a de telles struc-

tures. Ces phenomenes sont cruciaux puisqu'ils quantifient la part d'energie transferee

au milieu fluide, et determinent completement Ie rayonnement acoustique. Ce point

precis a fait 1'objet d'une attention particuliere; une nouvelle formulation analytique

de Pinteraction fluide-structure a ete proposee pour des syst^mes mecaniques non

simples.

A terme, Ie but poursuivi est de fournir au praticien un moyen de controler la reponse

vibratoire et acoustique de structures planes complexes par Ie biais d'une action pertinente

et decisive sur la structure meme. Ce travail s'inscrit done dans Ie cadre du. controle du

bruit a la source, voire de la discretion acoustique ab initio, des Ie stade de Ie conception.



1.1 Problematique technique

Dans un grand nombre de situations, les vibrations et Ie bruit constituent un efFet se-

condaire indesire d'un outil, d'une machine, d'un precede. II s'agit done de minimiser

cet effet, tout en maintenant intacte la fonction primaire desiree. L'acceleration des ca-

dences, 1'accroissement des performances, 1'augmentation des vitesses de rotation, 1'emploi

de materiaux de plus en plus 16gers ont comme contrepartie une amplification de la nuisance

vibration-bruit. Trap souvent, 1'aspect acoustique est neglige au stade de la conception,

au profit d'autres aspects juges plus importants - couts, poids, rigidite, ... Le besoin

de methodes previsionnelles adaptees et de moyens d'action pratiques dans les bureaux

d'etudes est aujourd'hui plus pressant que jamais. Un rapport de la Commission de la

Sante et de la Securite du Travail resume la situation en matiere de bruit au Quebec en

ces termes [62]:

"L'analyse des differentes sources de donnees au niveau des l^sions professionnelles,

la prevalence de 1'exposition des travailleurs et la falsabilite des moyens de controle a

la source amenent la priorisation par la Commission d'actions preventives en regard du

contaminant industriel majeur qu'est Ie bruit."

La lutte contre Ie bruit en milieu de travail utilise essentiellement des moyens correctifs

ou paliatifs, que 1'on peut grossierement grouper en deux categories — la protection auditive

individuelle et Pisolation des sources. Le controle a la source est une alternative qui vise

plutot a la conception de produits, de machines, d'engins silencieux. C'est une option

economiquement viable et generalement plus efficace que la reduction du bruit a posteriori,

mais techniquement plus difficile, car elle passe par une bonne comprehension de la chaine

excitation mecanique — vibration — bruit.

De maniere plus generale, Ie comportement vibro-acoustique des structures est an coeur

de nombreux enjeux sociaux, industriels, economiques, commerciaux et strategiques;

• Le controle du bruit en milieu de travail et Ie controle du bruit environnemental sont

a la fois une necessite r^glementaire et une mission sociale.



• Le confort acoustique des produits manufactures est de plus en plus, dans un con-

texte de concurrence industrielle, un critere de quality et de fiabilite. Certains pays

d'Europe se sont deja dates d'un systeme ^etiquetage acoustique et de label acous-

tique, notamment dans Ie secteur de 1'automobile, des machines-outils, des appareils

electriques.

• La discretion acoustique des structures navales, qu'il s'agisse de navires de surface

ou de sous-marins, est un enjeu strategique majeur dans lequel des ressources con-

siderables sont engagees actuellement. II s'agit d'un probleme mettant la structure

vibrante en presence d'un milieu fluide dense; cette particularite rend Ie probleme

plus complexe et provoque des phenomenes specifiques, qui alterent de maniere dra-

matique les tendances observees en presence d'un fluide leger.

• Le controle des vibrations induites par des niveaux acoustiques eleves, et les pheno-

menes connexes de fatigue, de rupture et de cavitation sont des problemes actuels

importants dans Ie domaine de 1'Aeronautique et de 1'Espace.

• La conception et la fabrication de transducteurs acoustiques efRcaces, qu'ils soient

electromecaniques, piezoelectriques, . .. fait 1'objet d'efforts croissants de la part des

manufacturiers. L'amelioration de la qualite et des performances passe, entre autres,

par la connaissance du comportement vibro-acoustique des elements rayonnants.

• La surveillance par voie acoustique des machines, et les fonctions connexes de detec-

tion, de localisation et de diagnostic des sources constituent une alternative interes-

sante a la surveillance vibratoire lorsque 1'implantation de capteurs de vibration est

difRcile, ou impossible. La surveillance acoustique definit une classe de problemes dits

inverses encore peu etudies, qui exigent eux aussi un modele approprie de la fonction

de transfert vibration — bruit.

Compte tenu de sa simplicite et de son faible cout de production, la geometrie rect-

angulaire est d'usage courant. Elle constitue la geometrie de base pour les panneaux,

cloisons, enveloppes, batis, caissons, capotages, carters, carrosseries, ... Cette geometrie



de base permet done d'apprehender de maniere satisfaisante Penveloppe rayonnante de

nombreuses structures industrielles. Lorsque la geometrie rectangulaire n'est plus appro-

priee, elle doit au moins fournir des tendances qualitatives acceptables. Cependant, pour

proposer un modele synthetique decrivant Ie plus grand nombre possible de situations sus-

ceptibles d'etre rencontrees en pratique, il faut en plus tenir compte de certains parametres

mecaniques. II est difficile, sinon impossible, d'en dresser un inventaire complet, mais 1'on

peut citer les conditions de fixation de la structure, Pajout d'elements raidisseurs, Ie cin-

trage, la presence de nervures, de perforations, de discontinuites, 1'ajout local de masse et

de raideur, les structures multicouches, et 1'ajout, sous differentes formes, de materiaux

amortissants. L'influence de ces parametre's sur Ie rayonnement acoustique de la structure

n'est connue que partiellement, et surtout de maniere qualitative.

Le Tableau 1.1, tire de [61 dresse une liste des principaux moyens de controle passif

des vibrations et du bruit, et indique les tendances obtenues de maniere empiriqu-e pour

une plaque rectangulaire en ce qui concerne la premiere frequence propre, 1'indice de bruit

solidien et Ie facteur de rayonnement sous la frequence critique. Ce tableau situe bien

la difficulte du controle du bruit a la source, et indique qu'une reduction des vibrations

n'est pas un gage de reduction du bruit. La fonction de transfert vibrations — bruit est

regie par des operations de filtrage complexes dans Ie domaine frequentiel. Ce filtrage

peut etre considerablement affecte par des modifications structurales entreprises en vue de

reduire Ie bruit rayonne; Ie resultat final sur Ie niveau de puissance acoustique rayonnee

depend done a la fois de Pincidence des modifications structurales sur Ie niveau vibratoire

et sur Pefficacite de rayonnement. Ces quelques remarques suffisent sans doute a expliquer

les succes limites enregistres dans Ie passe avec des solutions telles que 1'adjonction de

raidisseurs, ou encore de couches viscoelastiques. II est done necessaire, avant de prendre

des decisions strategiques a 1'echelle d'une production industrielle, d'aborder Ie probleme

dans son ensemble et de bien comprendre les phenomenes.



Tableau 1.1: M^oyens de controle passif du bruit et des vibrations sur une structure plane
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1.2 Problematique scientifique

Au sens mathematique, la vibro-acoustique est 1'etude des interactions entre un continuum

solide, qui est borne, et un continuum fluide (gazeux ou liquide), qui est borne ou non born^.

L'hypothese de condensation, qui s'applique aux structures minces, permet de reduire Ie

continuum solide a une surface, ou enveloppe rayonnante, dont les proprietes effectives -

masse surfacique, rigidite de flexion - sont celles du solide. Chacun des deux milieux, fluide

et solide, a des proprietes de compressibilite et, de ce fait, supporte des ondes. L'absence de

cisaillement rend seulement possible 1'existence d'une onde de dilatation-compression dans

Ie milieu fluide, alors que dans Ie milieu solide peuvent coexister des ondes de dilatation-

compression, flexion, cisaillement. L'importance relative de ces trois types d'ondes dans Ie

solide depend de la geometric de la structure et de la nature de Pexcitation. Dans Ie cas

de plaques minces excitees par des forces normales a la surface, on. ne retient que les ondes

de flexion car ce sont elles qui interagissent Ie plus avec Ie fluide. Dans Ie cas de coques

cylindriques par centre, il est necessaire de considerer simultanement les effets de fl-exion

et de membrane 1.

Les proprietes physiques ties differentes d'un fluide et d'un solide rendent extremement

complexe 1'interaction entre une onde de flexion mecanique et une onde de dilatation-

compression acoustique. C'est la condition de continuite de la vitesse normale a 1'interface

solide-fluide qui regit 1'interaction et qui est a Porigine du rayonnement acoustique. La

formulation generale de ce probl^me remonte au d6but du si^cle dernier; elle constitue un

resultat classique, connu sous Ie nom d'equation integrale de Helmholtz . II s'agit en fait

d'une equation integro-differentielle qui peut porter indifF^remment sur la vitesse vibratoire

du solide ou sur la pression acoustique dans Ie fluide. Des solutions analytiques n'ont pu

etre trouvees que pour un nombre ties restreint de geometries — plaque infinie, coque cylin-

drique infinie, coque spherique. Le cas de plaques finies rectangulaires ou circulaires a fait

On peut se reporter a la discussion detaille de F. Fahy, [15, chap. 1]
2Voir, par exemple B.B. Baker et E.T. Copson, The Maihematical Theory of Huyghens' Principle, Claren-

don, Oxford 1950, 2eme edition pp. 22-31; Lord Rayleigh, Theory of Sound, Dover, New York 1945, Vol. II

pp. 143-144



1'objet de nombreuses recherches depuis la Deuxieme Guerre Mondiale, et 1'on dispose de

solutions partielles pour la geometrie rectangulaire depuis une vingtaine d'annes seulement.

Compte tenu de la difficulte du probleme au niveau th^orique, ces solutions s'appuient sur

des hypotheses et des approximations qui en limitent Papplication pratique: structure nue

et conditions aux limites particulieres. En particulier, elles n'offrent aucun eclairage sur Ie

point particulier qui nous interesse ici, a savoir 1'incidence de caracteristiques mecaniques

complexes sur Ie comportement vibro acoustique.

Situee au confluent de deux disciplines — les Vibrations et PAcoustique, la vibro acous-

tique est une specialite jeune dont les developpements recents sont lies a des besoins crois-

sants de Pindustrie. Des ouvrages recents, dont ceux de JUNGER et FEIT [28], de FAHY

[15] et de LESUEUR [44] tentent de faire une synthese des acquis scientifiques dans Ie

domaine. Ces textes de reference ouvrent de plus un acces vers de nombreuses sources bib-

liographiques pertinentes. On sait aujourd'hui, de maniere synthetique et pour un probl^me

general, presenter les differentes composantes d'un probleme vibro acoustique. La figure

1.1 illustre ces composantes et precise les mecanismes physiques impliques:

(i) Excitation

Les sources industrielles se ramenent generalement a une enveloppe sollicitee par des

excitations de nature tres variee — mecanique, acoustique, aero- ou hydrodynamique,

electromagnetique, ... L'etude amont des sources excitatrices primaires n'entre pas dans

Ie cadre de cette etude; bien qu'en pratique la valeur des forces excitatrices ne soit pas

accessible d'emblee et que ces forces dependent a la fois des sources d'excitation et de la

structure qui receptionne 1'energie mecanique, il est admis id que I'excitation est connue.

(ii) Reponse mecanique

La structure produit une reponse mecanique aux excitations. Cette reponse mecanique

est representee par un champ vibratoire reparti sur une surface finie. Pour 1'etude du

rayonnement acoustique de la structure, la connaissance de la vitesse vibratoire normale a

la surface suffit.

(iii) Reponse acoustique

Le milieu fl-uide preleve une partie de Penergie mecanique sous forme de rayonnement
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Figure 1.1: Chaine d'un probleme vibro acoustique general

reponse

acoustique

acoustique. Cette transformation s'effectue avec un rendement faible, qui est chifFr6 par

1'efficacite de rayonnement de la structure. L'efficacite de rayonnement n'est pas a propre-

ment parler Ie rendement du transfert acoustique, mais indique plutot la part respective

de Penergie totale presente dans la structure (energie mecanique) et dans Ie fluide (^nergie

acoustique).

(iv) Interaction fluid e/structure

La pression acoustique produite agit comme une sollicitation secondaire sur la structure

(pression parietale), et cree une boucle de retour dans la chaine vibro acoustique. La

reponse mecanique de la structure peut etre notablement modiflee par cette charge fluide^

et differe done de ce qu'elle serait in-vacuo. La presence du fluide agit, du point de vue de

la structure, comme un amortissement supplementaire (amortissement par rayonnement)

et une masse rajoutee (masse du fluide entraine). La charge fluide depend en grande partie

de la densite du fiuide. Dans Ie cas d'immersion dans un fluide lourd (de Peau par exem-

pie), la charge fluide est importante, la masse du fluide entraine pouvant etre comparable

a la masse de la structure (cet effet est pris en compte par les architectes navals dans

Petude des vibrations de coques de navires, [46]). Lorsque Ie fluide est leger (de 1'air par

exemple) et que la structure est suffisamment massive, la charge fluide est negligeable et

9



1'efEet preponderant est 1'amortissement par rayonnement, qui peut etre du meme ordre de

grandeur que Pamortissement interne de la structure. Ces deux comportements — pure-

ment reactif dans Ie premier cas, purement resistif dans Ie second cas — s'averent etre les

comportements asymptotiques de 1'interaction fluide-structure. Us correspondent respec-

tivement.aux cas limites d'un fluide incompressible, et d'un fluide compressible au sein

duquel a lieu une forte propagation acoustique. Ces deux comportements sent egalement

ceux d'un milieu fiuide donne dans la limite des basses frequences, et dans la limite des

hautes frequences, respectivement. Ces proprietes de 1'interaction fluide-structure ont ete

bien exposees par JUNGER [27].

A la lumiere de ces explications, la resolution d'un probleme vibro acoustique rend

necessaire une approche integree, c'est-a-dire &tudiant simultanement 1'aspect vibratoire et

1'aspect acoustique. Neanmoins, si la structure est suffisamment massive, et si Ie milieu flu-

ide est peu dense et su.ffi.sam.ment etendu, Ie probleme vibratoire et Ie probleme acoystique

sont decouples. C'est Ie cas pour la plupart des structures rayonnant dans 1'air. On peut

conclure en termes generaux que les difHcultes pour un probleme particulier se situent a

deux niveaux:

(i) la determination de la reponse mecanique, connaissant les forces appliquees,

(ii) la determination de la reponse acoustique, connaissant Ie profil des vitesses vibra-

toires.

La distinction entre un probleme de rayonnement en jftuide lourd et un probleme de

rayonnement en fluide leger reside dans Ie fait que la charge fluide est - cm n'est pas

comptabilisee au sein des forces appliquees.

1.3 Objectifs de Petude

II n'existe pas a Pheure actuelle d'etude complete permettant d'etablir, a partir d'un cadre

theorique rigoureux, des regles simples et pratiques pour la construction de structures si-

lencieuses. Au stade industriel, la deroutante complexite des phenom^nes laisse Ie praticien

desarme; Ie seul recours est souvent la methode essai-erreur. Au niveau de la recherche,

10



les modeles utilises ne permettent que de comprendre les pheneomenes importants et sent

encore trop peu adaptes a la realite industrielle.

L)objectif de cette etude est de partiellement combler ce fosse et de dresser

un cadre, une ossature theorique permettant 1'etude du comportement vibro

acoustique de structures complexes. II s)agit en quelque sorte d'aller vers 1'aval

(Pune realite industrielle complexe et d^adapter les outils th^oriques adequats.

Ces outils a leur tour doivent servir a guider vers des solutions pratiques de controle du

bruit. Une caracteristique indispensable de ce cadre theorique est d'etre ouvert et modu-

laire. II doit s'adapter amesure de 1'evolution des besoins et pouvoirincorporer des elements

de complexite croissante (caracterisation des efforts injectes, geometrie et caracteristiques

mecaniques de la structure, description du. milieu fluide).

Les objectifs specifiques sont les suivants:

• Etablir un modele theorique rigoureux permettant, a partir d'une geometrie de base

rectangulaire, de prendre en compte les parametres structuraux suivants: conditions

auxlimites elastiques, adjonction multi-ponctuelle de masse ou de raideur, adjonction

de raidisseurs de profil donne.

• Etablir un modele theorique rigoureux permettant de calculer 1'interaction fluide-

structure pour de telles structures, et pour un milieu fluide semi-infini et de densite

arbitraire. Ce modele doit done depasser en gen6ralit6 ceux disponibles actuelle-

ment. II doit permettre d'evaluer la charge fluide exercee sur la structure, les champs

acoustiques proche et lointain.

• Mettre en oeuvre et exploiter Ie cadre theorique ainsi defini dans Ie domaine frequentiel

ou la structure a un comportement modal, et evaluer de maniere predictive la per-

tinence de modifications structurales pour agir sur les vibrations et Ie bruit rayonne

dans Pair et dans Peau.

• Valider Ie cadre theorique au moyen de comparaisons avec des methodes analytiques,

des methodes numeriques, des mesures.

11



1.4 Structure du document

Le chapitre 2, qui fait suite ^, la pr6sente introduction, fait Ie point sur 1'^tat des connais-

sances et degage precisement les axes d'investigation et les apports scientifiques escomptes.

Le reste de 1'etude est divise en deux parties; la premiere partie (chapitres 3,4,5) aborde Ie

rayonnement cPune structure rectangulaire complexe dans un fluide leger, et sert de sup-

port theorique aux applications de bruit rayonne dans Pair; la seconde partie (chapitres 6,7)

etend 1'analyse au rayonnement dans un fluide dit "lourd", c'est-a-dire de densite arbitraire,

avec applications aux cas de rayonnement acoustique dans 1'eau.

Le chapitre 3 expose Ie cadre theoriqu-e mis en place dans 1'hypothese de fluide 16ger;

la presentation de ce cadre est faite en scindant les aspects vibratoire et acoustique, et en

negligeant la boucle de retour acoustique dans les sollicitations exterieures de la structure.

Dans Ie but de conserver au modele son caractere modulaire, les differents parametres

structuraux sont presentes de maniere separee et independante.

Le chapitre 4 est une exploitation du modele en vue d'etudier de maniere systematique

Pincidence des parametres structuraux sur les vibrations et Ie bruit rayonne dans 1'air. Cette

etude est menee dans un contexte de controle du bruit sur la base d'indicateurs globaux -

energie vibratoire, efficacite de rayonnement, puissance acoustique rayonnee. Le recueil et

Pinterpretation d'un certain nombre de donnees permet, in fine de dicter certaines regles

pour Ie controle du bruit a partir d'une conception mecanique optimisee de la structure.

Le chapitre 5 expose les validations du cadre theorique qui ont ete faites, soit a partir de

comparaisons avec des moyens de simulation purement numeriques (m^thode des elements

finis), soit a partir de comparaisons avec des mesures. II s'agit de validations preliminaires,

realisees a dans une premiere phase autour de situations volontairement simples, et qu'il

conviendrait d'etendre dans une seconde phase a des situations industrielles.

Le chapitre 6 reprend 1'exploitation du cadre theorique an cas d'une structure immergee

dans un fluide lourd. Ce nouveau probleme differe du precedent par la necessite de prendre

en compte la charge dynamique exercee par Ie fluide sur la structure. Le calcul exact

des termes associes dans Ie modele est presente pour la premiere fois dans Ie cadre d'une
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structure rectangulaire presentant des conditions aux limites arbitraires, des masses ou des

raideurs multi-ponctuelles, des raidisseurs.

Le chapitre 7 reprend 1'exploitation du cadre theorique elargi afin d'etudier 1'efFet des

parametres structuraux sur les vibrations et Ie bruit rayonne dans 1'eau. Les specificites

Uees ^ la presence d'un milieu fluide dense sont mises en evidence.

Enfin, la conclusion fait Ie bilan des apports scientifiques de 1'etude et des contributions

technologiques potentielles. Les prolongements directs de ce travail sont mentionnes, et des

axes d'investigation a plus long terme sont suggeres.
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Chapitre 2

Etat des connaissances

2.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de faire une synthese des connaissances — methodes et resultats

— disponibles a ce jour dans Ie domaine de 1'etude vibro acoustique des structures planes.

Cette synthese doit permettre, compte tenu des objectifs fixes, de degager les limites des

connaissances existantes, et d'enoncer precisement les axes d'investigation retenus.

Mjnimiser, ou de maniere plus generale controler Ie rayonnement acoustique d'une struc-

ture reelle n'est pas une chose facile. L'objectif principal de ce travail est 1'elaboration d'un

modele predictif decrivant la chaine excitation mecanique — vibrations — bruit pour une

structure rectangulaire realiste. Le resultat espere est 1'evaluation des moyens passifs de

controler Ie rayonnement acoustique au stade de la conception. Les difficultes qui se posent

dans 1'elaboration d'un tel modele sent liees aux parametres additionnels necessairement

incorpores dans la description de la structure.

Ce chapitre dresse un bilan des connaissances et repertorie les principales sources bib-

liographiques pour Pensemble des themes suivants: les regles pratiques de conception;

les methodes previsionnelles; les mecanismes de rayonnement d'une plaque simple; la

modelisation de 1'interaction fluide-structure; les etudes portant sur les conditions aux

limites de la structure; les etudes portant sur 1'adjonction ponctuelle de masse; les etudes
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portant sur 1'adjonction d'elements raidisseurs.

2.2 Regles pratiques de conception

Les regles pratiques de conception de structures et de machines silencieuses sont essen-

tiellement empiriques. Elles concernent en premier lieu Faction sur les forces excitatri-

ces: equilibrage des systemes tournants, prevention du mouvement brusque ou du jeu

libre des pieces mobiles, suppression des mecanismes de reaction, allongement des impacts,

decouplage entre la source excitatrice et la structure au moyen de suspensions souples.

En second lieu, lorsque Faction sur les forces excitatrices n'est pas possible, il est pos-

sible d'agir sur la structure meme. Les moyen-s passifs d'action sur la structure consistent

alors a controler les parametres de geometrie, de masse, de rigidite et d'amortissement en

vue de minimise! Ie rayonnement acoustique. II est possible, des Ie stade du. dimension-

nement geometrique, d'eviter les erreurs importantes en veillant a un dimensionnement qui

evite les coi'ncidences frequentielles genantes. L'amortissement de la structure est un moyen

efficace si Ie rayonnement acoustique est du a des modes resonants, et si 1'amortissement

par rayonnement n'est pas trap grand. L'amortissement de la structure peut etre artifi-

ciellement augmente a 1'aide de couches viscoelastiques simplement ajoutees, ou sous forme

de couches "sandwich"; Ie recours a des materiaux presentant un fort amortissement in-

trinseque (materiaux plastiques, metal ayec inclusions viscoelastiques) est une alternative

possible de plus en plus etudiee. L'adjonction de raidisseurs est un moyen d'accroitre la

rigidite de la structure sans hypothequer un devis de masse souvent contraignant. Elle

permet aussi d'elever les frequence propres de la structure; ces fr^quences propres peuvent

alors etre plus facilement amorties. Des solutions du type nervurations ou ondulations

permettent d'obtenir Ie meme efFet sans accroissement de masse. Enfin, la concentration

de masse on de raideur aux points d'entree de 1'energie peut etre utilisee comme un moyen

de diminuer la mobilite de la structure. MULLER, LANGER, RICHTER et STORM

[61] ont compile et evalue, sous la forme d'un rapport technique, un grand nombre de ces

regles pratiques. II s'agit certainement de la reference la plus complete dans Ie domaine
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de 1'application technique. Neanmoins, les resultats qui y sont rapport^s reposent sur des

methodes theoriques ties simpliiiees et sur de nombreuse approximations non justifi^es. II

apparait done pertinent de re-examiner ces regles a la lumiere de methodes previsionnelles

mieux adaptees.

2.3 Methodes previsionnelles

La complexite des phenomenes et la diversite des situations susceptibles d'etre rencontrees

dans la realite a resulte en une multiplicite de methodes previsionnelles, toutes plus ou

mains exactes. Grossierement, il est possible de repartir ces'methodes en trois categories:

les methodes modales et d^rivees, les methodes statistiques, les methodes de discretisation.

Une revue exhaustive de ces differentes methodes peut etre trouvee dans [43]. II faut

noter ici que 1'etat des connaissances au niveau experimental est actuellement en retard sur

Petat des connaissances theoriques. On ne trouve dans la litterature que peu de donnees

experimentales sur Ie rayonnement, et en particulier tres peu de donnees en bande fine, et

tres peu de comparaisons systematiques theorie/experience

2,3.1 Methodes modales et derivees

L'Analyse Modale Classique (CMA, "Classical Modal Analysis") consiste ^ decomposer

les phenomenes vibratoires et acoustiques sur une base modale; dans les problemes met-

tant en presence une structure finie et un milieu fluide infini on semi-infini, cette base est

generalement la base des modes mecaniques in-vacuo [24]. II s'agit d'une methode exacte

dans Ie principe, et conceptuellemeht riche puisqu'elle permet une interpretation physique

des phenomenes en termes des modes physiques de la structure. Elle necessite neanmoins

une connaissance a priori du schema modal in-vacuo de la structure mecanique (modes pro-

pres et frequences propres). Le schema modal in-vacuo n'est connu que pour des geometries

et des conditions aux limites particulieres. Lorsque ce schema modal n'est pas accessible, il

faut recourir a une base fonctionnelle pour decomposer les phenomenes, ce qui compromet

Pinterpretation physiques des resultats et degrade en general les proprietes de convergence.
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En pratique, les methodes modales deviennent fastidieuses en hautes frequences, ou il

devient necessaire de resoudre des systemes lineaires de grande taille, et ou se posent des

problemes de troncature des series modales et des problemes de tri modal. Ces difficultes

ont motive 1'emergence de techniques specialement adaptees aux hautes frequences, ceci au

prix d'approximations supplementaires. On peut citer:

• 1'Analyse M^odale Asymptotique (AMA, "Asymptotic Modal Analysis") mise au point

par DOWELL [13], qui done Ie comportement asymptotique de 1'Analyse Modale

Classique lorsque la frequence devient elevee, en remplagant les concepts de reponse

locale et de modes discrets par les concepts de reponse moyenne et de densite modale.

• PApproche par Valeur Moyenne (MVA, "Mean Value Approach") enoncee par SKU-

DRZYK [74,75], qui fournit la reponse moyenne de la structure et les bornes de la

reponse (minima et maxima) a 1'aide des concepts de resonance, d'antiresonance et

de structure infinie.

• la Methode d'Echantillonage ]\lodal proposee recemment par GTJYADER [23], qui

fournit une approximation des resultats de 1'Analyse Modale Classique en ecliantillo-

nant Ie nombre de modes dans la reponse.

Ces methodes recoupent de maniere plus ou mains approchee les resultats de 1'Analyse

Modale Classique et foumissent les tendances utiles en hautes frequences. De plus, elles

semblent bien adaptees a des structures mecaniques complexes ou. meme ^ des assemblages

de structures.

L'expose des connaissances qui suit au long de ce chapitre est base essentiellement sur

les methodes modales et derivees; on se contente de donner ici, pour m^moire, quelques

indications sur les methodes statistiques et sur les methodes de discr^tisation.

2.3.2 Methodes statistiques

Les methodes statistiques, et en particulier 1'Analyse Statistique de 1'Energie (SEA, "Sta-

tistical Energy Analysis") [49], sent nees dans les annees 60 du besoin de predire Ie

cheminement de Penergie vibratoire dans des structures assemblees de grandes dimensions
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(structures aeronautiques et spatiales). La methode SEA repose sur un certain nombre

d'hypoth^ses de travail, dont les plus importantes sont Ie caract^re stationnaire ergodique de

1'excitation, la valeur elevee de la densite modale m^canique et 1'^quir^partition de l'6nergie

entre les modes. II s'agit d'une approche globale, qui permet d'evaluer la repartition de

1'energie entre differents sous-systemes d'un systeme complexe, ces sous-systemes pouvant

etre de nature mecanique ou acoustique. La SEA constitue un outil d'analyse puissant

et conceptellement riche, bien adapte a 1'ingenieur. Cependant, ses limitations sent nom-

breuses: elle "oublie" 1'aspect modal des phenomenes; elle ne permet pas d'obtenir lo-

calement Pinformation vibratoire ou acoustique; certains parametres de la methode sont

difficilement accessibles par voie directe, ce qui en fait un outil d'analyse, non de prediction;

enfin, il est difficile, sinon impossible d'estimer les approximations sur lesquelles repose la

SEA. Pour ces raisons, la SEA ne se qualifie pas comme methode predictive fine, en parti-

culier dans la zone de frequences ou la structure admet un comportement modal marque.

2,3.3 Mehodes de discretisation

L'avenement de moyens informatiques evolues a permis Ie developpement, durant les dix

dernieres annees, de methodes entierement numeriques specialement adaptees aux pro-

blemes vibroacoustiques. Ces methodes utilisent la technique des Elements Finis de Fron-

tiere (BEM, "Boundary Element Method") [44, pages 355-406]. La discretisation spatiale

de Penveloppe rayonnante, et la connaissance des equations fondamentales du couplage

elasto-acoustique, permettent a 1'aide de cette technique Ie calcul numerique du champ

vibratoire et du champ acoustique resultant en un point quelconque. La methode par

elements finis de frontiere offre 1'avantage de s'appliquer a des structures de nature et

de forme complexes, la ou les moyens analytiques traditionnels echouent. Cependant,

elle presente un certain nombre de limitations pour Ie chercheur: comme toute approche

entierement numerique, elle n'indique pas de maniere explicite comment Ie modele depend

de ses parametres, elle offre peu de possibilites d'interpretation physique, se prete mal a

Petude de cas asymptotiques, et semble done peu appropriee dans Ie cadre d'un travail qui

vise a comprendre les phenomenes et a degager, a partir d'un certains nombres de situations

bien choisies, des regles generales.
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Figure 2.1: Rayonnement d'une plaque infinie en flexion

2.4 Mecanismes de rayonnement d'une plaque simple

2,4.1 Plaque simple infinie

Le cas d'un plan infini expose a un demi-espace fluide fournit une base geometriquement

simple pour Panalyse des mecanismens de rayonnement. Cette geometrie a ete etudiee en

detail par CRIGHTON, dans Ie cas d'un comportement de type membrane [7] ou d'un

comportement de type plaque en flexion [8 . La discussion qui suit est restreinte au cas

d'une plaque en fl-exion, dont (pah) est la masse surfacique et D la rigidite de flexion; /?o

et co sont respectivement la densite du fluide et la celerite des ondes acoustiques dans Ie

fluide (figure 2.1).

Ce probleme classique a ete aborde dans la litterature pour diverses excitations har-

moniques: ligne de force [8,81], force ponctuelle [9,56,30], ligne de moment et moment

ponctuel [56], force repartie [29]. Pour chacun de ces problemes, des expressions integrales

de la reponse vibratoire en tout point de la plaque et de la pression acoustique en tout point

du fluide peuvent etre donnees, grace au.x methodes de transformations espace-nombre

d'onde (transformee de Fourier spatiale, transformee de Hankel spatiale, decomposition en
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Figure 2.2: Rayonnement d'une plaque ftnie en flexion

ondes planes). De plus, des solutions explicites peuvent etre trouvees pour la reponse de la

structure au voisinage des excitations et a grande distance des excitations, ainsi que pour

la pression acoustique dans Ie plan de la plaque ou dans Ie champ lointain de la plaque.

Les methodes de transformation espace-nombre d'onde sont particulierement riches car

elles permettent de preciser quelles sont les composantes du champ vibratoire qui par-

ticipent efficacement a la reponse acoustique; en outre, comme 1'a montre FAHY [15], ces

methodes s'appliquent integralement a des geometries finies. Par contre, elles sont telles

que la solution physique du probleme, qu'il s'agisse du deplacement vibratoire en un point

de la plaque ou de la pression acoustique rayonnee en un point du fluide, ne peut etre re-

couvree qu'apres transformation nombre d'onde-espace inverse. Cette transformation pose

des difficultes mathematiques d'integration dans Ie plan complexe, dont certaines ne sont

pas resolues; a titre d'exemple, les conditions d'existence d'une onde de flexion libre dans

une plaque chargee par un fluide ne sont pas encore eclaircies [81]. II s'avere que, meme

dans Ie cas simple d'une plaque infinie excitee par une ligne de force, Ie champ vibratoire

et Ie champ acoustique parietal ont une structure extremement complexe. Le cas general

fait apparaitre un grand nombre de composantes, discutees en detail par CRIGHTON, et

dont 1'existence physique reste a demontrer. Ces quelques remarques suffisent sans doute
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a situer Ie niveau de difRculte des problemes abordes par Ie theoricien, et, en corollaire, Ie

relatif denuement du praticien face a des problemes concrets.

Le cas particulier d'une plaque infinie immergee dans un milieu fluide leger est plus

simple, et permet d'anticiper les tendances obtenues pour une plaque finie. CRIGHTON a

montre que la condition de fluide leger s'applique lorsque Ie "parametre adimensionnel de

charge fluide" e = po^° est petit devant 1; ujc = c^ (E^-) est la pulsation dite "critique".

Lorsque e <€ 1, les comportements simples suivants peuvent etre observes:

• II existe une onde mecanique evanescente confinee a la zone d'excitation et contribuant

a creer un rayonnement acoustique dans Ie champ lointain.

• II existe une onde mecanique propagative:

— non-rayonnante si uj < Uc

- hyper-rayonnante si u = Uc

— rayonnante si u > ujc

2.4.2 Plaque simple finie bafflee

Par comparaison avec Ie cas d'une plaque inflnie Ie probleme du rayonnement par une

plaque finie bafflee introduit des conditions aux limites sur Ie contour (T) d'Un domaine

borne (5'), et une condition de deplacement structural nul sur Ie baffle rigide (figure 2.2).

La discontinuite plaque-baffle cree, comme c'est Ie cas au voisinage de 1'excitation, une

onde mecanique evanescente qui contribue efficacement au transfert acoustique. Un com-

portement semblable doit etre anticipe pour toute forme d'inhomog^n^ite dans la structure

(masse concentree, variation d'epaisseur, raidisseur). L'aspect born^ de la structure rend

adequate une description modale des phenomemes de rayonnement. L'existence de modes

orthogonaux pour Ie systeme plaque-fluide a ete discute par JUNGER[27]; ces modes etant

en general difficilement accessibles par Ie calcul, il est plus facile d'utiliser la base des

modes in-vacuo de la plaque. LEPPINGTON [42] a montre que la reponse in-vacuo de

la structure est une approximation satisfaisante de la reponse en presence du fluide si Ie
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fluids est leger, sauf aux resonances. La reponse in-vacuo peut par ailleurs servir ^ initier

une technique iterative [38], ou une technique de perturbation [16]. Dans Ie cas general, la

presence du fluide se traduit par un couplage des modes in-vacuo de la plaque, c'est-a-dire

un echange d'energie entre deux modes distincts. Une description modale du rayonnement

necessite done la connaissance des impedances modales de rayonnement, directes et croisees;

physiquement, ces impedances permettent d'apprecier la capacity, pour un mode donne,

d induire via Ie fluide Ie mouvement d'un autre mode. La determination des impedances

modales de rayonnement est une des difficultes principales du probleme. Ce point est plus

amplement discute au paragraphe suivant.

Si Ie fluide est leger, Ie couplage intermodal et 1'efFet de masse fluide entrainee sont

habituellement negliges. Consequemment, la resistance modale de rayonnement directe

suffit seule a caracteriser Ie rayonnement acoustique. On peut montrer sans difficult^

que la resistance modale de rayonnement est directement proportionnelle a 1'efficacite de

rayonnement du mode considere. De nombreux auteurs ont propose des solutions plus ou

mains approches pour la resistance modale de rayonnement d'une plaque rectangulaire sur

appuis (deplacement et moment de flexion nuls sur Ie contour). MAIDANIK[55] a donne

des formules simples pour diff^rents regimes frequentiels correspondant ^ une classification

en modes de coins, de bords, et de surface. Ces expressions approchees, qui forment

une solution globale discontinue sur Pechelle de frequence, ont ete raffinees par PRICE et

CROCKER [68], puis LEPPINGTON [40]. WALLACE [87] a presente sous forme graphique

la solution exacte, evaluee numeriquement des resistances modales pour un grand nombre

de modes d'une plaque sur appui. II faut noter que 1'interpretation du rayonnement en

modes de coins, de bords et de surface n'est en principe attachee qu'a une condition-limite

particuliere (appui simple); on ignore encore si cette interpretation peut etre etendue &>

d'autres conditions aux limites.

Neanmoins a partir des resultats obtenus dans Ie cas d'un appui simple, il est possible,

d'avancer une interpretation modale, generale et qualitative du rayonnement acoustique

d'une structure finie immergee en fluide leger [42]; cette interpretation recoupe et nuance

les conclusions enonces pour une plaque infinie:
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• si c<^ = ujc le rayonnement est maximal

• sic<; < CL>C Ie rayonnement est du a des modes resonants-non rayonnants et a des modes

non resonants-rayonnants

• si c^ > ujc le rayonnement est du a des modes resonants-rayonnants

2.4.3 Modelisation de Pinteraction fluide-structure.

Les resultats qui precedent ne peuvent etre generalises a une structure immergee dans un

fluide lourd, pour laquelle 1'efFet de charge fluide doit etre pris en compte. KELTIE [31]

a montre que sous certaines conditions, Ie couplage intermodal peut etre significatif et

contribuer de maniere sensible au bilan de puissance rayonnee. Comme 1'ont note DAVIES

[10] et JUNGER [27], les effets de couplage intermodal sont paradoxalement plus complexes

dans Ie cas d'une plaque que dans Ie cas d'une coque cylindrique ou spherique. En eflfet. Ie

couplage intermodal est:

• nul pour une coque spherique ou un cylindre infini,

• nul pour les modes radiaux d'un cylindre fini,

• a priori non nul pour tous les modes d'une plaque flnie.

Ces remarques semblent expliquer Ie faible nombre d'etudes consacrees au comportement

vibratoire de plaques immergees dans 1'eau. La determination precise des impedances

modales de rayonnement demeure 1'obstacle theorique majeur au developpement des con-

naissances, fondamentales et appliquees, dans ce domaine. LOMAS et HAYEK ecrivent

[47]:

"... an exact solution for the radiation impedance seems to be out of reach for some

time to come."

Le premier calcul exact des coefficients de couplage intermodal est du a DAVIES [10]. La

solution propose par DAVIES est restreinte au cas d'une plaque sur appui simple, et ne

s'applique que dans la zone frequentielle ou la longueur d'onde acoustique est superieure

on comparable a la dimension caracteristique de la plaque. Les solutions de DAVIES ont
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ete utilisees par LOMAS et HAYEK pour predire la reponse vibratoire et acoustique b, une

force ponctuelle d'une plaque rectangulaire encastree ou simplement appuyee, immergee

dans Peau [47]. Les formules de DAVIES ont ete raffinees par POPE et LEIBOWITZ [67],

au prix de developpements mathematiques extremement lourds. Ces difRcultes sont li^es &,

Putilisation cPune transformation espace - nombre d'onde. Neanmoins, Ie recours a une telle

transformation autorise une interpretation utile des resultats a partir de la classification

classique en modes de coins, modes de bords, modes de surface. SANDMAN [70,71] a

evalue numeriquement ces coefficients de couplage intermodal et a discute 1'importance

relative des termes directs et des termes croises. Les quelques etudes dont il a ete fait

reference ici illustrent bien Ie caractere tres fragmentaire des connaissances dans Ie domaine

de Pinteraction fluide-structure. Cette interaction est usuellement decrite par une serie de

coefficients exprimant Ie couplage des modes in-vacuo de la plaque. II ne semble pas que

Ie choix d'une base fonctionnelle autre que la base modale in-vacuo ait jamais ete envisage

pour decrire 1'interaction fluide-structure. Les solutions disponibles a ce jour sont limitees a

des plaques rectangulaires uniformes presentant des conditions aux limites d'appui simple,

et sont inexactes des que la longueur d'onde acoustique devient petite.

2.4,4 Etudes portant sur les conditions aux limites de la struc-

ture

En termes mathematiques, les conditions aux limites de la structure assurent 1'unicite de

la solution a 1'equation du mouvement vibratoire. Dans Ie cas d'une plaque en flexion,

les conditions aux limites portent sur Ie deplacement et sa derivee normale sur Ie contour

(conditions geometriques), ainsi que sur Ie moment de flexion et 1'effort tranchant sur Ie

contour (conditions dynamiques), [60, pages 128-135]. Deux relations exprimees en termes

de ces quatre grandeurs definissent completement les conditions aux limites. Le cas de

1'appui simple (deflexion et moment de flexion mils sur Ie contour) est un cas ideal qui

n'approche que ties grossierement la realite dans la plupart des situations.

Dans la pratique les conditions aux limites sont generalement inconnues, difficilement

accessibles, et tres diversifiees; elles peu vent eventuellement varier d'un cote a 1'autre
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de maniere continue ou localisee (fixations par vis, par boulons, par rivets, soudure par

points,...). II n'existe pas, a ce jour, de tentative pour qualifier, voire quantifier, des condi-

tions aux limites reelles sur Ie plan vibratoire et acoustique.

L'interpretation du rayonnement en modes de coins, modes de bords, modes de surface, a

montre Pimportance, dans Ie cas d'une plaque baffiee sur appui simple, du champ vibratoire

an voisinage des limites. II apparait raisonnable d'anticiper une grande sensibilite des

phenom^nes de transfert acoustique vis-a-vis des conditions aux limites. Pourtant, ce

probleme a ete pen etudie.

Un grand nombre de travaux, par contre, ont montre que Ie schema modal in-vacuo

(frequences propres et deformees propres) d'une plaque rectangulaire en flexion, est forte-

ment influence par les conditions aux limites en basses frequences. Hormis Ie cas d'une

plaque sur appui simple, Ie schema modal n'est pas connu analytiquement, du fait de

la non-separabilite des variables d'espace. Physiquement, la non-separabilite des variables

d'espace exprime Ie fait que, pour des conditions aux limites quelconques, les lignes nodales

ne sont en general pas paralleles aux cotes de la plaque. Une revue exhaustive des theories

vibratoires disponibles avant 1970 a ete faite par LEISSA [39], et des donnees precises y

sont compilees pour des conditions aux limites simplement appuyees, encastrees, libres,

ou localement encastrees. WARBURTON avait ete Ie premier a proposer une methode

generale [88] pour 1'etude des vibrations libres de la plaque en utilisant Ie produit des so-

lutions de poutres conespondantes. Plus recemment, MUKHOPADHYAY [63], BHAT [2]

et WU et LIU [91] ont resolu la reponse vibratoire d'une plaque dont Ie contour presente

une rigidite finie en rotation a 1'aide d'une methode de Rayleigh-Ritz. GORMAN a encore

etendu la generalite des conditions aux limites en prenant en consideration une rigidite

arbitraire des supports, a la fois en deflexion et en rotation (figure 2.3) [20,21].

L'etude de Pencastrement a initie les recherches concernant 1'efFet des conditions aux

limites sur Ie rayonnement acoustique. MAIDANIK [55], puis NIKIFOROV [64] et LEP-

PINGTON [41] ont demontre theoriquement que sous la frequence critique, 1'efficacite de

rayonnement double en passant de 1'appui a 1'encastrement, confirmant Ie principe que
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Figure 2.3: Condition de rigidite arbitraire en deflexion-rotation sur Ie contour d'une plaque

bafflee

"plus une structure est contrainte, plus elle est efRcace en rayonnement". Cette propri^t^

classique suppose n^anmoins que la longueur d'onde acoustique est faible devant les dimen-

sions caracteristiques de la plaque, ce qui en restreint 1'application ^ de grandes structures

et/ou des frequences elevees. Ce resultat asymptotique a ete verifie par WALLACE [86],

a Paide de 1'Analyse Modale Classique, dans Ie cas d'une poutre. Par ailleurs, LOMAS

et HAYEK ont montre que, dans Ie domaine modal, l'efficacit6 de rayonnement est peu

affect^e par la rigidity du contour en rotation [47]. En termes plus simples, I'efficacit^

de rayonnement est sensiblement la meme dans Ie cas de 1'appui simple et dans Ie cas

de 1'encastrement. Des conditions aux limites plus g^nerales, autorisant par exemple une

deflexion sur Ie perimetre, ont ete considerees par GOMPERTS [18,19] pour un.e g^ometrie

rectangulaire, et par SUZUKI [83] pour une geom^trie circulaire. Certains r6sultats par-

tiels monteent la grande sensibilite du facteur de rayonnement vis-^i-vis de-la rigidity en

d^flexion du contour. La plaque libre est un cas particulier int6ressant, dont Ie faible rayon-

nement acoustique a 6t^ mis en evidence experimentalement par STRONG [82], et expliqu^

qualitativement par WILLIAMS [90].

Une synthese sur 1'efFet des conditions aux limites reste a faire. L'exam en des 6tudes

entreprises jusqu'ici fait ressortir Ie besoin de developpement nouveaux suivant les axes

suivants: (i) 6tablissement d'un modules de conditions aux limites elastiques en deflexion et

en rotation; (ii)^tablissement d'un modele de conditions aux limites arbitrairement variables

sur Ie contour; (iii)eclaircissement des resultats relatifs aux conditions encastr^e et libre.
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2.4*5 Etudes portant sur Padjonction de masse

L'adjonction ponctuelle de masse aux points d'entr^e de 1'energie m^canique est une so-

lution pratique potentielle pour diminuer la mobilite d'une structure vibrante. Dans de

nombreuses situations, les efforts sont appliques via des ancrages ou des paliers qui se

comportent generalement comme des masses attachees. L'adjonction ponctuelle de masse

sur la structure, en dehors des zones d'excitation presente egalement un interet pratique;

cette situation permet de modeliser par exemple, dans Ie secteur aerospatial, la reponse

d'equipements massiques fragiles sur une plate-forme vibrante, ou dans un contexte de

metrologie, Pinfluence d'accelerometres poses sur une structure legere.

Au point de vue vibratoire, la presence d'une masse discrete modifie Ie schema modal

de la structure. II s'agit d'un probleme classique, etudie entre autres par AIVtBA-RAO

[I], MAGRAB [54] et SNOWDON [76]. SNOWDON s'est livre a un examen attentif des

decalages induits par une masse ponctuelle sur les premieres fr^quences propres d'une

plaque rectangulaire sur appui. Du point de vue de la reponse vibratoire, la masse op^re

un flltrage frequentiel regi par les valeurs relatives de Pimpedance de la masse et de la

plaque. Dans les situations ou la masse est interposee entre Pexcitation et la stucture, elle

agit comme un filtre "coupe-haut", c'est-a-dire qu'elle bloque Ie mouvement vibratoire en

hautes frequences. SOEDEL [77] a etudie ce probleme dans Ie contexte plus vaste de la

methode des receptances, qui fournit un cadre conceptuel general pour Petude de systemes

mecaniques couples.

En termes de rayonnement acoustique, il faut anticiper deux comportements assez

differents suivant que la charge massique et Ie point d'excitation sont confondus ou dis-

tincts. Dans Ie second cas, la masse cree une discontinuite locale sur la structure qui

contribue efficacement au transfert acoustique; cet effet a ete clairement mis en evidence

par les mesures d'holographie acoustique de WATSON [89]. Dans Ie premier cas, les travaux

de DONSKOI [12] permettent de conclure que la masse rajoutee a un effet benefique sur Ie

rayonnement si sa reactance est superieure al'impedance mecanique de la plaque. Pour une

masse donnee, cet effet est done confine a une region limitee de spectre fr^quentiel. Ceci
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recoupe les conclusions de SNOWDON [76] sur Paspect vibratoire du probleme. SAND-

MAN [71] a etudie Ie probleme dans Ie cas d'une plaque rectangulaire en limitant 1'analyse

a la reponse locale de la plaque et du fluide, ce qui n'autorise pas de conclusion globale

quant a PefFet d'une masse rajoutee sur Ie bruit rayonne.

II s'avere done pertinent d'estimer 1'impact acoustique d'une telle solution sur la base

d'indicateurs globaux - vitesse vibratoire moyenne et puissance acoustique rayonnee -, et

de determine! precisement la region frequentielle ou cette solution permet d'atteindre un

gain acoustique substantiel.

2.5 Etudes portant sur Padjonction cPelements raidis-

seurs

Les raidiseurs designent des elements mecaniques adjoints a la structure et dont Ie but est

d'accroitre la rigidite de flexion sans augmenter considerablement la masse de la structure.

Us sont omnipresents dans les structures aeronautiques et navales, pour lesquelles Ie devis

de masse est important. Les raidisseurs sont Ie plus souvent dimensionn6s en fonction d'un

comportement statique souhaite; de fait, la reponse dynamique des structures raidies est

beaucoup mains bien connue que leur comportement statique.

D.ans un grand nombre de situations, les raidisseurs definissent un reseau regulier uni-

dimensionnel ou bidimensionnel sur la structure, et Pespacement entre deux raidisseurs

consecutifs est generalement petit devant les dimensions de la structure. Pour ces raisons,

1'etude dynamique de telles structures fait souvent 1'hypothese de g^ometrie iniinie et

periodique. La propagation d'ondes de flexion mecaniques dans de telles structures est

bien connue [25,26], et est caracterisee dans Ie domaine frequentiel par une alternance de

bandes passantes et de bandes interdites. La presence d'un milieu fluide adjacent pent

alterer ces phenomenes et creer des ponts d'energie entre cellules inter-raidisseurs voisines

[8]. Les etudes portant sur la propagation d'energie vibratoire au sein de structures raidies

infinies periodiques se distinguent surtout par la geometrie du reseau de raidisseurs, uni-
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ou bi-dimensionnel, la prise en compte ou non de la charge fluide, et la modelisation dy-

namique des elements raidisseurs. Sur ce dernier point, on peut citer 1'^tude de MEAD [58],

dans laquelle sont introduits simultanement les effets de flexion et de torsion des raidis-

seurs. Les etudes portant sur Ie comportement vibratoire de structures finies raidies sont

comparativement beaucoup mains nombreuses; on peut citer celles de WU et LIU [91],

ou de LAURA et GUTIERREZ [37,22], la modelisation dynamique des raidisseurs utilisee

dans ces travaux restant assez simple.

Les recherches sur Ie comportement acoustique de structure raidies sont plus recentes.

Les premieres etudes sont dues a MAIDANIK [55 , et ont permis d'expliquer de maniere

theorique la paradoxale perte d'isolement en transmission constatee apres adjonction de

raidisseurs sur une cloison plane. La grande majorite des travaux entrepris depuis [14,

69,51,52,53,57] ont en commun: (i) 1'hypothese de geometrie infinie, (ii) une modelisation

simple des raidisseurs avec prise en compte du seul effet de flexion (iii) 1'absence de con-

clusions generates ou meme d'information pratique quant a FefFet sp^cifique des raidisseurs

sur les niveaux vibratoires ou acoustiques. Ces modeles peuvent done etre qualifies de

phenomenologiques. Des developpements recents, dont ceux de LAULAGNET [36], ont

permis, grace a une modelisation fine des raidisseurs, de passer du stade des phenomenes

a celui de la simulation.

Dans les circonstances ou la structure vibrante est de dimensions restreintes, un modele

predictif doit done necessairement inclure les aspects suivants: (i) la prise en compte d'une

geometrie finie, (ii) une modelisation dynamique des raidisseurs permettant d'introduire

les effets de flexion, de torsion, voire de gauchissement.

2.6 Conclusions

La revue des connaissances a permis de montrer que les phenomenes de rayonnement acous-

tique par les structures vibrantes sont bien compris pour des structures planes simples: les

phenomenes vibratoires sont controles par les frequences propres de la structure, alors que

les phenomenes acoustiques sont controles par la frequence critique, au dela de laquelle
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1'efficacite de rayonnement est importante. L'outil privilegi^ pour P6tude de tels probl^mes

est 1'approche modale, qui permet de mettre en evidence la grande sensibilite de la reponse

vibratoire et acoustique vis-a-vis des caracteristiques mecaniques de la structure.

Les etudes qui incorporent des elements complexes dans la description de la struc-

ture sont partielles et surtout qualitatives. Elles permettent tr^s difficilement de guider

1'ingenieur vers une solution pratique de reduction du bruit a partir des param^tres de

decision qui sont les siens: dimensionnement, choix des materiaux, profil et repartition des

raidisseurs, conditions de fixation.. . Pour tendre vers cet objectif, il est necessaire d'etendre

Panalyse dans les directions suivantes:

Conditions aux limites Etablissement d'un modele permettant d'etudier Ie comporte-

ment vibroacoustique de la structure en fonction de la rigidity du contour en d6fl.exion

et en rotation. Cette rigidite pourra eventuellement varier de maniere arbitraire Ie

long du contour.

Ajout ponctuel de masse Etude de 1'infl.uence sur Ie comportement vibroacoustique de

masses ponctuelles ajoutees aux points d'excitation de la structure ou en dehors des

points d'excitation. Cette solution potentielle de reduction du bruit rayonne doit etre

evaluee sur la base d'indicateurs globaux, et non locaux, comme c'est Ie cas jusqu a

present.

Ajout de raidisseurs Etude de Pinfluence sur Ie comportement vibroacoustique de raidis-

seurs ajoutees sur la structure, la modelisation devant tenir compte des donnees reelles

accessibles au praticien: materiaux, dimensions, repartition des raidisseurs, forme des

profils.

Interaction fluide-structure Extension des solutions simples disponibles a ce jour a

des structures planes complexes presentant des conditions aux limites generales. Ce

d^veloppement constituerait un progres important dans la connaissance des meca-

nismes de rayonnement en fluide lourd par une structure complexe.

L'ensemble de ces developpements, integres pour la premiere fois au sein d'un meme module,

doit en derniere analyse permettre de mieux apprehender la realite. Naturellement, un cer-
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tain nombre d'aspects importants ne sont pas abordes dans Ie cadre de cette etude: il

convient de mentionner Pinfluence de 1'amortissement de la structure, la loi de comporte-

ment elastique des materiaux, les structures composites ou multicouches, les structures

perforees, les structures ondulees ou nervurees.
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Fluide leger
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Chapitre 3

Cadre theorique — Mise en oeuvre

pour un fluide leger

3.1 Introduction

Le but de ce chapitre est la mise en place des elements theoriques qui decrivent la chaine

excitation mecanique — vibrations — bruit pour une plaque complexe. L'ensemble de ces

elements fournit Ie cadre theorique sur lequel s'appuie Ie reste de 1'etude. Dans une premiere

etape, ce cadre theorique est mis en oeuvre dans Ie cas d'une structure rayonnant dans un

fluide leger. Ce cas particulier est important puisqu'il decrit adequatement Ie rayonnement

dans Pair par la plupart des structures vibrantes; de plus, il fournit la base necessaire a

1'etude du rayonnement dans un fluide lourd, qui sera abordee dans la deuxieme partie de

ce travail.

Dans un premier temps, ce chapitre decrit precisement Ie probleme envisage, pose les hy-

potheses, et form ule les equations generales qui regissent Ie comportement vibro-acoustique

d'une structure plane en presence d'un fluide infini. Dans un second temps, ces equations

sont solutionnees pour Ie probleme particulier etudie, ceci en deux etapes: (i) reponse

mecanique de la structure, (ii) rayonnement acoustique. L'hypothese de fluide leger per-

met de decoupler Ie probleme vibratoire et Ie probleme de rayonnement, ce qui revient ^

ignorer la presence du fluide dans Ie calcul de la reponse mecanique. Pour Ie probleme
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envisage, Ie schema modal de la structure in-vacuo n'est pas disponible; ceci rend diffi-

cilement applicables les techniques de PAnalyse Modale Classique. Dans ces conditions, la

reponse mecanique de la structure est plutot formulee a partir d'une approche variation-

nelle, et solutionnee a 1'aide d'une methode de Rayleigh-Ritz. La reponse acoustique de la

structure est calculee dans une deuxieme etape, a partir du profil des vitesses vibratoires

sur la surface rayonnante.

Le recours a une base fonctionnelle non-modale pour decomposer les phenomenes vi-

bratoires et acoustiques a les implications suivantes:

(i) la mise en oeuvre de la methode n'est pas simple; 1'interpretation physiques des resultats

ainsi que Panalyse en termes de modes, des phenomenes de rayonnement n'est pas directe.

(ii) la generalite du probleme etudie est beaucoup plus grande; de plus, Ie choix d'une

base fonctionnelle simple permet de faire emerger des expressions analytiques originales

qui rendent 1'approche performante, compte tenu de la complexite de la structure. .

3.2 Position du probleme

3.2.1 Description du probleme

Soit une plaque mince rectangulaire occupant Ie domaine —^ ^ x <^ +|; —j :< y ^ +i;

—I" <i ^ <i +| dans Ie repere cartesien (x,y,z), et inseree dans un baffle plan, infini,

rigide (figure 3.1). Le systeme plaque-baffle separe un milieu fluide infini (z > +^) du

vide (z < —t-). L'hypothese de condensation conchiit a assimiler la plaque a une surface

contemie dans Ie plan z = 0, notee (.5'), de contour note (F). Par extension, on admettra

que Ie milieu fluide occupe Ie domaine z > 0.

A chaque point P du contour (F) est associe un repere local (?ie,r,^). ^e est le vecteur

unitaire normal a (F), ext^rieur a (5<); F est Ie vecteur unitaire tangent a (F), et formant

un angle +-^ avec n'ei et S est Ie vecteur unitaire normal a la plaque et pointant dans Ie

fluide. La structure est schematisee a la figure 3.2. Les hypotheses mecaniques sont les

suivantes:
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Fluid medium z > 0

Vacuum z < 0

Figure 3.1: G^om^trie du probl^me et syst^mes de coordonn^es

• L'excitation est une force mecanique normale ^ la plaque, dont la distribution spatiale

et la d^pendance temporelle ne font 1'objet d'aucune hypoth6se pour 1'instant; la

force m^canique par unit^ de surface est connue, et not^e /(a;,y,<). Dans la suite

de ce travail, lorsque les phenomenes ont une dependance temporelle sinusol'dale, la

convention e+j est sous-entendue.

• Le contour (F) est supporte de mani^re elastique en deflexion et en rotation.

K(P) (Nm ) et C(P) (N) sont respectivement la rigidity en d^flexion et la rigidity

en rotation des supports, par unit^ de longueur, en un point courant P du contour.

• La surface (S) est une plaque mince homog^ne qui supporte:

- NS raidisseurs (Sk)k=i ,Ns d°nt 1'orientation et la position ne sont pas particu-

larisees pour Ie moment.

- Nm masses ponctuelles (m()t=i,^ arbitrairement r^parties.

- Nk raideurs ponctuelles (^j)j=i,Nfc arbitrairement r6parties.
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Figure 3.2: CaracUristiques mecaniques de la structure

L'analyse theorique est basee sur un certain nombre d'hypoth^ses dont on rappelle les

plus importantes:

• L'ensemble des phenomenes dynamiques - deplacement vibratoire, pression acous-

tique - out une amplitude faible autour des valeurs a l'6quilibre, de sorte que Ie

comportement du syst^me est lin^aire.

J»

• La structure vibrante est bafflee, et Ie rayonnement acoustique est confine ^ un demi-

espace fluide. Get artifice theorique permet d'obtenir une condition de vitesse nulle

dans Ie plan z = 0, ailleurs que sur S. Certains r^sultats ant6rieurs [8] montrent que

la condition baffl^e modifie sensiblement Ie rayonnement acoustique de la plaque sous

la fr^quence critique; il s'agit d'un probleme encore ouvert au niveau de la recherche.

• Le milieu fluide est sans pertes et immobile; la presence d'un mouvement d'ensemble

du fluide par rapport a la structure modifie notablement certains ph6nom^nes, comme

Font montr^ CHANG et LEEHEY [5].
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Figure 3.3: Volume elastique immerg^ dans un fluide infini

3.2.2 Equations generates du comportement vibro acoustique

Les equations de base sont presentees ici pour un probl^me g6n6ral de rayonnement ext6-

rieur; elles seront par la suite particularisees et solutionn^es pour Ie probl^me particulier

qui vient d'etre d^crit.

Soit un volume solide ^lastique (V) limite par une frontiere (S) de normale ext^rieure

n, et immperg^ dans un milieu fluide infini (V) dans lequel la density est po et la c61^rit6

des ondes acoustiques est CQ (figure 3.3). On note (U()t-i2.3 les trois composantes du

d^placement H au sein du volume (V), rep6r6es dans Ie syst^me d'axes cart^sien (a;,y,z).

Par ailleurs, p est la pression acoustique au sein du volume (V). Les equations g6n^rales

se r^partissent en trois groupes: celles portant sur Ie volume solide (V), celles portant sur

Ie volume fluide (V) et celles portant sur la fronti^re (S).

Dans (V), les relations qui s'appliquent sont 1'^quation du mouvement, la loi de com-

portement du mat^riau, et la relation contrainte-d^formation. Elles font intervenir les

forces de volume /i, Ie tenseur des contraintes aij, Ie tenseur des d6formations €ki et les
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coefficients elastiques Cijki. Ces relations s'ecrivent, avec la convention d'indice muet:

P- ^'t) = f-(M^) + "i,,,(M,t) dans (V) (3.1)

ai^(M,t)=djkl(M)€ki(M,t) dans (V) (3.2)

€ki = l/2(u^+u^) dans (V) (3.3)

oil ps est la masse volumique du solide.

Dans (V), la relation portant sur la pression acoustique est 1'equation d'onde. En

1'absence de source acoustique,

V2p(M',()-l/c^(M',()=0 dans (V) (3.4)

Pour assurer Punicite de la solution de pression acoustique, il faut adjoindre a 1'equation

d'onde une condition Umite de rayonnement a grande distance du volume (V), dite condition

de Sommerfeld.

Sur (S), on dispose en toute generalite soit de conditions cinematiques imposant une

valeur au. deplacement u,, soit de conditions dynamiques imposant une valeur a la contrainte

normale a la surface (S). Les conditions dynamiques s'ecrivent

aij(P,t)nj(P,t) =/,(?,<) 5w (5') (3.5)

(nj)j=t^^ sont les composantes de n et /,' represente les forces de surface, qui comprennent

les forces mecaniques appliquees et les pressions acoustiques parietales. Une troisieme

condition exprime la continuite des vitesses normales mecanique et acoustique a 1'interface

solide-fluide,

-P^(P,t)=^p(P. <)»(?,() <»'• (5) (3.6)

L'ensemble des relations (3.1) a (3.6), muni des conditions cinematiques sur la surface

(S) et de la condition de Sommerfeld dans (V) constitue Ie syst^me d'equations r6gissant

38



Ie comportement vibro acoustique du volume (V) soumis ^ des forces de volume ou de

surface. La resolution d'un tel syst^me pour un probleme g^n^ral pr^sente des difRcult^s

considerables, et 1'on n'accede Ie plus souvent qu'a des solutions approchees. Les methodes

de resolution approchees utilisent rarement les equations du mouvement du solide elastique

sous la forme qui vient d'etre presentee — equations (3.1),(3.2),(3.3) et (3.5) —, mais plutot

sous une forme variationnelle qui est exposee ci-apres.

3,2*3 Formulation variationnelle

L'approche variationnelle est une formulation integrale du mouvement d'un systeme 1.

Son application aux problemes d'elasticite a connu. de nombreux succes car elle constitue

un moyen general et systematique de fournir les equations du mouvement et Ie nombre

necessaire et suffisant de conditions aux limites qui doivent physiquement etre verifiees par

Ie milieu elastique [60,35]. Son attrait est de raisonner en termes de quantites energetiques

et scalaires — travail, energie cinetique, energie de deformation — et il est plus facile,

pour des systemes complexes, de calculer ces quantites et de suggerer des approximations

physiques pour ces quantites, que pour des quantites vectorielles — forces, moments —

comme c'est Ie cas dans 1'approche newtonienne.

L'approche variationnelle introduit une integrale d'action, ou fonctionnelle. Le mouve-

ment du systeme est caracterise par une condition de stationnarite de cette fonctionnelle.

La fonctionnelle de Hamilton, qui est 1'integrale entre deux instants arbitraires to et t\ du

Lagrangien du systeme, a 1'expression suivante,

^\[ (l^QuiQui 1^
nw = k [J(V)[y'~9t~9f~y"cwel:'+f'u')'lv

+ / fiUids\ dt (3.7)/(5)-'tut-j

Les termes qui apparaissent sous 1'integrale temporelle sont respectivement 1'energie cine-

tique du systeme, 1'energie de deformation du systeme, Ie travail des forces de volume et Ie

lPour une discussion generale des principes, voir par exemple R.P. Feynman, R.B. Leighton et M. Sands,

"The Feynman Lectures on Physics," Addison-Wesley Publishing Company, Reading, Massachussetts, 1964,

Vol.H, chap. 19.
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travail des forces de surface. Le theoreme de Hamilton appliqu6 aux problemes d'elasticit^

s'enonce comme suit:

Si la fonction H, definie sur (V), rend 'H extremal, et si 'Q verifie les conditions aux

limites cinematiques sur (S), alors u verifie:

• Pequation du mouvement

92u,
/?S~^T" = ^'+ <7t-7'J dan3 (<v^ v< €^°^1[

• les conditions aux limites dynamiques

aijnj = fi sur (S), V< €]<0^l[

Le probleme d'elasticite se ramene done a la recherche des extremums de /H, u decrivant

Ie sous-espace des fonctions de deplacement compatibles avec les conditions aux limites

geometriques sur la surface (S). La resolution du probleme vibratoire est, des lors, une

demarche en trois etapes: (i) construction de la fonctionnellle de Hamilton; (ii) choix du

sous-espace fonctionnel sur lequel s'effectue la recherche des extremums; (iii) recherche des

extremums.

3.3 Vibrations de la structure — Formulation

3.3»1 Construction de la fonctionnelle de Hamilton

U(u)= I (T -V +W)dt (3.8)

La fonctionnelle de Hamilton, pour la structure consideree en 3.2.1, a Pexpression suivante:

^1

Ho

avec:

N» / .,. . Nr^
]ue) _j_ ^ rp^ratdtsseur) y^ ^massej

k=l t=l

Ns ... . Nm
Y^ y(raidi3seur) y^ y(raidew) y (contour)

A;=l J'=l
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T est 1'energie cinetique totale. La propriete d'additivite des energies permet de decomposer

T en energie cinetique propre de la plaque T^plaque\ des raidisseurs ^ratdt55ew)^ ^ ^gg

masses ponctuelles yv"lu'"c-\ y gg^; 1'energie de deformation totale, formee de 1'energie

de deformation de la plaque V^plaque\ des raidisseurs v^r eur), des raideurs ponctuelles

y^ratdeur) ^ ^ ^^ resSOlts de contour y{contour\ w est Ie travail de toutes les forces exterieures

appliquees a la structure. Ces forces exterieures comprennent les forces mecaniques ap-

pliquees et la pression acoustique parietale; les forces de volume ne seront pas consid^rees

dans la suite de ce travail. Avant de proceder a 1'evaluation des differents termes du

Hamiltonien, il est bon de faire deux remarques:

• Jusqu'ici, aucun phenomene de dissipation au sein de la structure n'a ete considere;

habituellement, 1'amortissement structural est introduit a posteriori dans la fonc-

tionnelle de Hamilton, sous la forme de coefRcients elastiques complexes. Ceci n'est

valable que pour des mouvements dynamiques dont la dependance temporelle est une

fonction sinuso'i'dale [44, page 21].

• L'additivite des energies et des travaux rend 1'approche variationnelle particuliere-

ment bien adaptee a des structures complexes, pour lesquelles la fonctionnelle peut

etre decomposee sur les differentes composantes mecaniques; dans ce sens, il est pos-

sible d'elaborer un modele evolutif, incorporant pas a pas des elements de complexite

croissante.

3.3.2 Energie de la plaque

Le calcul de Penergie cinetique et de 1'energie de deformation de la plaque passe tout

d'abord par Ie choix d'un champ de deplacement qui decrit correctement Ie mouvement

de la structure. Ce choix est effectue compte tenu de la geometrie de la structure et de

la nature de 1'excitation. On supposera la plaque suifisamment mince, de sorte que les

contraintes et les deformations ont lieu dans Ie plan de la plaque; de plus, les excitations

sont telles que 1'efFet preponderant est la fllexion, normale au plan de la plaque. Le champ

de deplacement retenu correspond aux hypotheses classiques de Love-Kirchhoff; en notant
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HI, Us, Us les composantes du vecteur deplacement U dans Ie rep^re (x,y,z),

u,(x,y,.,t) = -,9^^

u^,y,.,t) = -,M^1 (3.11)

U3(x,y,z,t) = w(x,y,t)

Physiquement, les deformations sont telles que toute section droite deformee reste normale

au plan moyen deforme de la plaque. Le champ de deplacement (3.11) indique que la seule

variable cinematique independante est w{x,y,t), deplacement vertical du feuillet moyen

(z = 0) de la plaque. Compte tenu de ces hypothese cinematiques, 1'energie cinetique de la

plaque est

Twaq'"}=!^2f"h{9^)dxdy (3'12)
Dans cette expression, Pinertie rotationnelle des sections droites de la plaque n'apparait

pas. Ce terme, proportionnel ^ h , peut etre neglige pour des plaques minces. En util-

isant les variables d'espace adimensionnelles a = ^x, (3 = j'2/ et en d^finissant par r = ^

Pallongement de la plaque,

T(P'-)=/+l/+ll,.^f^y^ (3.13)
^_i 7-i 8' ° r \ 9t

A partir du champ de deplacement (3.11), de la relation deformation-d^placement (3.3)

et de la relation contrainte-deformation (3.2) appliquee a un materiau isotrope, 1'energie

elastique de la plaque mince est

— - /:/:^[(£)'^)-^
Q2w

2(l-i/)r2 dad? (3.14)

ou D est la rigidite de flexion de la plaque et v Ie coefRcient de Poisson du materiau.

3*3,3 Energie cinetique des masses ponctuelles

Soit a;,', yi les coordonnees de la ikme masse ponctuelle m,', et 0;, = •ja;i, Pi = ^yi les

coordonnees adimensionnelles associees. L'energie cinetique Tma83e de cette masse est

rrmasse _ 1_ . ( 9w(aj, /3., t) 'Tma"°=~2mi\~~W~) (3'15)
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Cette expression suppose implicitement que la masse m, ne presente pas d'inertie rotation-

nelle et que sa presence laisse localement inchangee 1'hypothese cinematique (3.11). En

pratique, ces approximations conviennent a des masses rajoutees faibles et dont les dimen-

sions sont petites vis-a-vis de la longueur d'onde de flexion [74]. En referengant la masse

rajoutee mi a la masse de la plaque seule, il est possible d'ecrire

a2
m; = iiipyh— (3.16)

r

ou ^t est un taux de masse rajoutee. Reportant (3.16) dans (3.15)

.masse _ 1,. ,. Aa! I' ^(^i^i^YTF- = yp.h^ [~ ' Q^""] (3.17)

3,3.4 Energie de deformation des raideurs ponctuelles

Soit Xj, yj les coordonnees de la jkme raideur ponctuelle kj (Nm~1) et aj = ^Xj, f3 j = ^yj

les coordonnees adimensionnelles associees. L'energie de deformation du ressort est

V}r"dmr)=l-k,w\a,,p,,t) (3.18)

II est possible de reference! la raideur ponctuelle kj a la rigidite de flexion de la plaque

seule en definissant Ie parametre sans dimension Kj tel que

k, = ^,— (3.19)U3~lv3a2

Reportant (3.19) dans (3.18),

V}rndenr)=^w2(a,,0,,t) (3.20)
d

3.3.5 Energie de deformation aux limites

L'energie de deformation aux Umites est 1'energie elastique emmagasinee dans les ressorts

de translation et de rotation distribues Ie long du contour (T) de la plaque (figure 3.2). Ces

ressorts exercent sur la plaque, en tout point P de (F), une force de cisaillement Fs(P,t)

et un moment de flexion Ma(P,t) donnes par

Fs(P,t) = -K(P)w(P,t)? (3.21)

MB(P,t) = +C(P)^-(P,t)f (3.22)
f'e
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II est possible d'obtenir une expression adimensionnelle des rigidites aux limites en definis-

sant en tout point du contour les parametres k(P) et c(P) tes que

K(P) = k(P)D;

C(P) = c(P)-

(3.23)

(3.24)

oti k(P) et c(P) sont deux parametres sans dimension caracterisant la rigidite des supports

par rapport a la rigidite de flexion de la plaque. L'energie de deformation aux limitesest

1'energie potentielle des forces et moments conservatifs Fs(P,t) et Mfi(P,<), sommee Ie long

du contour,

/(F)
lr../n^ 2/n ^ , 1 ^ / r, .^ ^w^K(P,t)^(P,t)+^C(P,t)

9n,
(P,t) dT (3.25)

ou, de maniere equivalente,

y(c»n<.,.,) ^ D y+1^^2^^^^2^^_^]^^.

-+i k
f_ ^[w2(l,/3)+w2(-l,/3)]ri/3+

(3.26)

Dans 1'equation (3.26), la sommation a ete decomposee en quatre contributions representant

chacune un cote de la plaque. L'expression obtenue fournit done Ie terme general qui traduit

Pexistence de conditions aux limites elastiques en deflexion-rotation pour une plaque mince.

Ce terme apparait sous une forme partielle dans des travaux anterieurs, notamment ceux

de WU et LIU [91] et BHAT [2]. Dans ces derniers travaux, la raideur de translation aux

limites est prise infinie, de sorte que seule la gamme de conditions situee entre 1'appui

simple et Pencastrement peut etre exploree. L'expression (3.26) constitue la forme generale

qui inclut les effets de deflexion et de rotation du contour. En particulier, les relations

developpees ne contiennent pas d'hypotheses sur les variations des parametres de rigidite

k et c Ie long du contour; la formulation proposee inclut done de maniere implicite les

situations ou k et c varient d'un cote a 1'autre du contour, ou varient Ie long d'un cote, que
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Tableau 3.1: Gas extremes de conditions aux limites prevus par la theorie

k

0

0

00

00

c

0

00

0

00

condition aux limites

libre

guide

simplement support^

encastre

ce soit de maniere continue ou discrete. L'approche proposee depasse done en generalite

Panalyse de GOMPERTS [19], ou deux cotes de la plaque sont necessairement guides ou

simplement supportes, et egalement les methodes de solution de poutre [88,11] et de LEVY

[20,21], qui contiennent implicitement 1'hypothese d'uniformit^ de la condition aux limites

Ie long d'un cote donne de la plaque.

Le tableau 3.1 fournit les cas extremes de conditions aux limites prevus par la theorie,

.correspondant a des valeurs nulle ou infinie des parametres de rigidite k et c. Ces cas

extremes sont importants car Us doivent fournir des bornes du comportement vibratoire et

acoustique d'une structure reelle presentant des conditions aux limites elastiques.

3.3.6 Energie des raidisseurs

Hypotheses cinematiques et champ de deplacement

Au sens de 1'approche variationnelle, 1'adjonction d'elements mecaniques raidisseurs cree

deux termes d'energie supplementaires — 1'energie de deformation des raidisseurs, qui

traduit 1'accroissement de rigidite, et 1'energie cinetique des raidisseurs, qui traduit 1'accrois-

sement de masse. L'accroissement de masse, qui est generalement important pour des

structures aeronautiques, n'est pas pris en compte par des methodes simples qui assimilent

les raidisseurs a des ressorts de traction-compression, ou de torsion.

Le calcul de ces termes d'energie necessite prealablement Ie choix d'un champ de
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Plaque

Figure 3.4: Profil d'un raidisseur et syst^mes de coordonn^es

deplacement qui represente adequatement les mouvements possibles d'un raidisseur couple

a un plaque mince en flexion. La plupart des etudes orientees vers Ie calcul du rayon-

nement acoustique [14,53,57] ne tiennent compte que de la seule flexion des raidisseurs. La

mod61isation dynamique qui suit introduit simultan^ment les effets de flexion et de torsion

des raidisseurs; cette mod^lisation utilise la th^orie des poutres longues en voile mince,

due a VLASSOV [84], et reprend en partie les d^veloppements de LAULAGNET [36]. Les

relations obtenues sont generates, et ne particularisent ni la forme des raidisseurs, ni la

g^om^trie des jonctions plaque-raidisseurs.

Soit une section droite de raidisseur, rep^r^e par Ie r^rentiel (x,y,z) d'origine prise

au centre de gravity G du profil (figure 3.4). La th^orie des poutres longues en voile mince

postule que l'6paisseur e du profil reste faible devant une dimension caracteristique h du

profil. Cette hypoth^se conduit ^. definir une Ugne moyenne du profil, qui est orient^e et

munie en un point courant M d'un repere local (<,7?); t et f sont les vecteurs unitaires

respectivement tangent et normal a la ligne moyenne en M.

Le champ de d6placement de la section droite est d^s lors repr6sent6 par Ie d6placement
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(Q,iy,w) repere dans ^x,y,z) d'un point courant M. sur la ligne moyenne. De plus, la

jonction plaque-raidisseur est supposee lineique. I est Ie point d'attache pour la section

droite consideree et Mi et 0 sont respectivement les points de la ligne moyenne du raidisseur

et du feuillet moyen de la plaque situes au droit du point d'attache. Les autre hypotheses

de la theorie des poutres longues en voile mince sont les suivantes:

(i) absence de deformation dans Ie plan de la section droite.

(ii) absence de distorsion de la surface moyenne du raidisseur.

L'hypothese (i) indique 1'indeformabilite du profil vis-a-vis des mouvements dans son

plan. II est possible de montrer qu'en effet les phenomenes de flexion et de deversement du

profil n'apparaissent qu'a frequence elevee. En consequence, les deplacements d'un point

courant M. dans Ie plan {x,z) sont donnes par:

u(M) = u(A) - [z(M) - z(A)]0 (3.27)

w(M) = w(A) + [x(M) - x(A)]e (3.28)

ou A est un point arbitraire du plan (a;, J), solidaire de la section droite et 0 est la rotation

rigide du profi.1, constante pour chaque section droite.

L'hypothese (ii) traduit la nullite du cisaillement dans Ie plan (y,t); dans ce plan, les

droites y = cste et t = cste restent perpendiculaires apres deformation. Cette hypothese

conduit done a la relation:

^+^=0 (3.29)Qy ' 9t

ou Ut(M) est Ie deplacement de M projete sur 1'axe oriente t; en notant a 1'angle forme

par les axes x et t:

Ut(M) = u(M) cos a + w(M) sin a (3.30)

Compte tenu de (3.27) et (3.28)

v,t(M) = u(Af)cos a + w(A/) sin a —

[z(M) - z(A')]0cosa + [x(M) - x(A')]0sma (3.31)

A/ designe un point arbitraire du plan (^, z), solidaire de la section droite. La relation (3.29)

permet de calculer Ie deplacement axial v(M) du raidisseur, qui, adjoint aux deplacements
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iZ(M),w(Af) definit completement Ie champ de deplacement du raidisseur. Integrant (3.29)

par rapport &, t entre les points Mi et M:

(M^Qu(A') ,_,,,„ __^ 90,

/Mi' 9y

96.
(3.32)

.M
v(M) = v(Mz)-l^['——-(z(M')-z(At))^]cosadt

' Ml

/MM[£y+(^')-s(A'»^]sinad<

Comme cos a dt = dx et s'madt = rfz, il vient:

'\ f)in( Al>
v(M) = v(M,)-^^[x(M)-x(M,)]-^-—^l-z(M)-z(Mz)]Qy ^^-' -V--^ Qy

-M ^ _ I'M

+SL [Z(M') - z(4')id£ - L ^X(MI) - S(A')]d-z] (3.33)

^M rM
[z(M') - z(A')]dx - I [(x(M') - x(Af)]d;

oo. rM. .„,. / .,., . rM.

Qy'JM^ v / v /J ./Mi

La relation (3.33) complete et termine la determination du champ de deplacement du

raidisseur. Cette relation fait apparaitre, en plus des rotations de la section droite autour

de 1'axe x et de 1'axe z, un deplacement longitudinal dit "complementaire", proportionnel

a 90 /9y, et qui indique Ie gauchissement de la section droite. Le terme

^M rM
[z(M') - z(A')]dx -

/MiL s ' v /J ./Mi

qui ne depend que de la geometric de la section droite, est appele "aire sectorielle" de pole

A . Pour des profils pleins ou fermes, 1'aire sectorielle est nulle quelque soit Ie point M., et

la relation (3.33) est alors connue sousIe nom de loi des sections planes. Exception faite des

situations ou la section droite est de grande dimension et est non symetrique par rapport a

Paxe (Gz), Ie gauchissement est un effet secondaire dont 1'influence est faible. Par la suite,

Ie phenomene de gauchissement est neglige, de sorte que Ie champ de deplacement retenu

est conforme a la loi des sections planes:

u(M) = u(A)-[z(M)-z(A)]0

v(M) = v(M,)-a^[x(M)-x(M,)]-9^[z(M)-z(M,)] (3.34)

w(M) = w(A)+ [x(M)-x(A)]0

En positionnant Mi, A et A' en J (il s'agit d'un abus pour M\ qui doit en principe appartenir

a la ligne moyenne du profil):

u(M) = u(I)-[z(M)-z(I)]0

V(M) = „(/)- 9-^[S(M) -S(I)]- S^[S(M) - -z(I)} (3.35)

w(M) = w(I)+[x(M)-x(I)]0
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Le couplage plaque-raidisseur est introduit en exprimant la continuity des deplacements et

de la rotation au point d'attache I. Les conditions de continuity sont les suivantes:

u(I) = u,(I)

c(/) = s,(/)

w(I) = w,(I)
(3.36)

'p\

9w(0)
9x

Up(I), Vp(I) et Wp(I) designent les deplacements de plaque au point I suivant x, y et z

respectivement.

Compte tenu du champ de deplacement (3.11.) de la plaque mince:

-u,(I) = -(.(/)-,(0))8^

„,(/) = -(S(I) - -z(0))^P

Wp(I) = w(0)

(3.37)

Les relations (3.35), (3.36) et (3.37) permettent finalement d'obtenir Ie champ de deplace-

ment du raidisseur dans Ie repere (x,y,z), entierement exprime a partir du deplacement

au point 0 appartenant au plan moyen de la plaque:

Qw(0}

(3.38)

u(M) = -(z(M)-z(O))

v(M) = -(z(M)-z(O))
9x

9w(0}
~w

9xw(M) = w(0) + (x(M) - x(0)Y-

Energie cinetique et energie de deformation

Le calcul de Penergie d'un raidisseur quelconque k, (1 <: k ^ Ns) est mene dans Ie seul cas

d'application pratique ou la jonction plaque-raidisseur est rectiligne et occupe un segment

note [Vmini Vmax}-, OU Ie materiau du raidisseur est isotrope et ou la forme du profil reste

inchangee Ie long du raidisseur.

Par definition, 1'energie cinetique est:

2
(raidisaeur)

•k
In!") I t9v-

= Jv, y~k' i \Tt +
9w\2•9^\(^

Qt 1 '\ 9t dVk (3.39)

^ou p^' est la masse volumique du fcteme raidisseur, et la sommation est eifectuee sur Ie
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volume Vk du raidisseur. Compte tenu du champ de deplacement (3.38), et apr^s calculs:

rji^raidisseur)
-lfc

•Vmax 1r" ^)s^
ymm

z\0k)
'92w(0k)

9x9t +
f92w(0k)

9y9t +

f9w(0,)\\ ^j52w(0»)V ^^^9w(0,)92w(0,)
V 9t + x\0k)

rymax 1^),
^Pkflss,k

' Vmin

^ma^ 1 ^
^Pk'I-^k

Vmin

'02w(0k)
9x9t

92w(0k)]

9x9t
2

+

-2x(0k)-

'02w(0k)>

9y9t

9t

dy

QxQi dy+

9x9t
dy (3.40)

Sk est 1'aire de la section droite, x(0k) et z(0k) sont les coordonnees dans Ie repere (Gxz),

du point Ok appartenant au feuillet moyen de la plaque et situe au droit du point d'attache

^k' Ixx.k e^ Izz.k son^ les moments d'inertie surfacique de la section droite par rapport aux

axes Gx et Gz, respectivement.

I-^,k= i_z\M)dM
""v A5fc)

I-^k= I ^x\M)dM

(3.41)

(3.42)

Les parametres geometriques de la section droite sont illustres a la figure 3.5 pour un profil

donne.

L'energie de deformation s'obtient a partir du champ de deplacement (3.38) et de la loi

de comportement elastique du materiau isotrope constituant Ie raidisseur. En notant E^,

Ie module d'Young et G^ Ie module de Coulomb du materiau,

(r)

r(raidis3eur) _ fymax 1 p(r
'k = /_ ^-c/fc

'ym.n

92w(0k)
QyT-,2

"9ma

' Vmin

y^l^(r)^2w(0k)
2"k \~9xW

Ixx,k+SkZ2(Ok)}dy+

^SS,k + I-z-^k + Sk (^z\0k) + x2(0k))} dy

(3.43)

Le premier terme represente la deformation du raidisseur par traction-compression, induite

par Ie mouvement de flexion de la plaque; pour des voiles suffisamment minces, il s'agit

de la deformation preponderante. Le second terme traduit la deformation par torsion du

raidisseur, induite par la rotation relative de deux sections droites distinctes. II n'y a pas
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Plaque

Figure 3.5: Parametres geometriques d'un raidisseur courant k

de deformation dans Ie plan des sections droites puisque celles-ci sont supposees .rigides

vis-a-vis des mouvements dans leur plan.

Les expressions (3.40) et (3.43) ne font intervenir que les param^tres geometriques et

structuraux des raidisseurs et la seule variable cinematique w(Ofc), qui est la deformation

de la plaque an droit des raidisseurs. Ces expressions peuvent etre integrees dans la fonc-

tionnelle de Hamilton; la fonction de deplacement dont depend cette fonctionnelle se reduit

a la seule variable w.

3.3.7 Travail des forces exterieures

Les forces exterieures appliquees a la structure comprennent les forces mecaniques exci-

tatrices f(x,y,z,t) et la pression acoustique parietale, normale a la paroi. Compte tenu

des hypothese faites sur les forces mecaniques, toutes les forces exterieures agissent done

normalement a la surface de la plaque. Ces forces exercent un travail

micanique T vr acoustique (3.44)
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Wm6canique 6St la Contribution due aux efforts mecaniques, Wacoustique est la contribution due

a la pression acoustique parietale. Le travail des forces mecaniques est

Wm,cani,ne = — / . / . f(a, P ,t)w(a,ft ,t)dad(3 (3.45)
—1 J-l

La relation (3.45) utilise les coordonnees adimensionnelles a = ^x, (3 = ^y, et la variable

cinematique de plaque w(o:,/3,^). Cette relation est rigoureuse lorsque la force mecanique

est directement appliquee sur la plaque; si la force est appliquee sur un raidisseur, il est

necessaire de considerer dans 1'expression (3.45) la variable cinematique w du raidisseur

plutot que w. Le deplacement w,qui est donnee en (3.38) tient compte a la fois de la flexion

w de la plaque au droit du raidisseur, et de la rotation de la section droite du raidisseur.

L'expression (3.45) est toutefois correcte si la force mecanique est exercee ponctuellement

sur Ie raidisseur au droit du point d'attache I, et sufRsamment juste si 1'efFet de rotation

rigide des sections droites est faible devant 1'efFet de flexion de la plaque.

Le travail de la pression acoustique parietale est:

Wacoustique = - l,^P(x , y, 0+, t)w(x , y, t)dxdy (3.46)
(5)

ou p(x,y,z,t) designe la pression acoustique rayonnee en tout point (a;, y, z) du milieu

fluide z > 0. L'hypothese de fluide leger, retenue tout au long de la premiere partie de cette

elude, consiste d negliger pour I'approche variationnelle, Ie travail exerce sur la structure

par la pression parietale. Cette hypothese de fluide leger doit tenir compte a la fois de la

structure et de la nature du fluide (densite po, celerite des ondes acoustiques co). Un critere

enonce par CRIGHTON [8] suggere que pour une plaque inflnie, cette hypothese s'applique

lorsque Ie parametre de charge fluide e = ^co , ou a?c = cS(£^1')1^2 es^ Pe^it devant 1. A

titre d'exemple, pour une plaque en acier d'epaisseur 1mm, € = 0.0007 dans 1'air, € = 0.13

dans Peau.

3.3,8 Synthese - expression de la fonctionnelle de Hamilton

Pour la structure consideree en 3.2.1 et decrite a la figure 3.2, immergee dans un fluide

leger et sollicitee par des forces mecaniques normales au plan (a;,y), la fonctionnelle de
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Hamilton prend la forme suivante:

rh
n(w) = i (T -v +w)

avec

dt

r+l f+i 1 . a2 (9w\2
T = I I -psh— | — ] dad?

/_i 7-i 8^3'v r { Qt

r+l r+l i . a2 S^ ., .... _. /<9w\2
+ /. /. ^P^—^^6(a-ai)S(P-Pi){^-} dad?

r-i J-i ~z. r ^

|^2w(0,)\2 , (92w(0,)
Qx9t I ' \ Qy9t+

+

+
k=l

N,

+ s
k--

^ fVma. , 1
ch^

fy^-i ^Vmin

^w(Ok)'
-w

^ fymax 1.('')
^Pk'

k=l '/ymin

Jv^ rVmax 1
^—/ /-

:1 •/ymin

P^S. z\0k)

=2+ x\0k)

xx, k

/92w(0k)
QxQt

'92w(0k)\

- ^(Ok)
9w(0k)92w(0k)]

9x9t +
'92w(0k)

Qy9t

9t
2'

9x9i
dy

dy

.(r)Pk'I-^k
92w(0k)

9x9t dy (3.47)

v
D y+i y+i 2

a2 7-i J-i r

>2-..\ 2 / Q2...\ 2"w ^f92WY . ..._2+r4[—\ +2^r2

"—'•(S)
D y+i y+i 1 A

^Qa21 ' ' \9P2
2'

da d/3

a2w 92w

9a2 Oft2 +

+ ^2 I \ /1 ^^(^-aj)6(P-^)w2(a^,t)dad(3
d J —1 J —1 z „•_

+ ~^\ 1\ jp(^l)+^2(^-l)]^+
a i j —i

y_+ ^[w2(l,/?)+w2(-l,/3)]d/3+

/+1.
cr-

1-1

r+l c

r-i r

f9w(a,l)Y , (9w(a,-iy
I \~9^) " \~~9ft~

(9w(l,D)Y , f9w(-l,l3)\2
^9^ +

9a

da +

dP ;

+
N,

E
k:

Vrn^ 1 ^(,) f^w(Ofc)^:^\o-^[^+s^ok)}d9
s:i •/ ym»n
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+ § fz \Gy \9^1} ' t4w + Itz'k + sk (4z2(ok) + £2(ot))]ay (3-48)
jy^-^ J Vmin

Wm^aniyue = — / . / . f (a, ft ,t)w(a, f3 ,t)dadf3 (3.49)
'-1 "'-I

T, V et W sont respectivement 1'energie cinetique totale, 1'energie de deformation totale

et Ie travail des forces mecaniques appliquees.

La formulation variationnelle permet aussi d'etudier les vibrations libres de la structure

en supposant Pabsence de forces mecaniques appliquees, c'est-^-dire en imposant W = 0,

auquel cas,

H(w) = I (T -V)dt (3.50)
'to

Le probleme particulier ainsi defini permet d'acceder au schema modal in-vacuo de la

structure, et d'analyser les phenomenes de rayonnement en termes de modes de la structure.

3.4 Vibrations de la structure — Solution

La solution du probleme vibratoire consiste a rechercher les extremums de la fonctionnelle

de Hamilton /H satisfaisant les conditions aux limites geometriques sur Ie contour (F).

Compte tenu de Pexpression de 7^, cette recherche ne peut se faire par voie analytique. En

consequence, des solutions approchees doivent etre trouvees; la recherche de ces solutions

approchees utilise la methode de Rayleigh-Ritz.

3.4.1 Methode de Rayleigh-Ritz

La methode de Rayleigh-Ritz consiste a selectionner une famille de fonctions-essai respec-

tant les conditions aux limites geometriques sur (F), et a former une combinaison lineaire:

00 00

W(x,y,t) = ^ ^anzn(^m(^n(2/) = {a'mn(t)}T {^ m(x)^ n(y)} (3.51)
m==0n=0

$m(a?) e^ ^n(^) sont les fonctions choisies des variables d'espace x et y. Ces fonctions sont

lineairement independantes et cinematiquement admissibles. Le choix de ^m(x) e^ ^n(y)
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doit done tenir compte de la deflexion et de la rotation rendues possibles sur (F) par les

conditions aux limites elastiques. Ce choix, crucial puisqu'il determine 1'espace fonctionnel

decrit par la solution presumee, est discute a la section 3.4.4. On notera simplement ici que

la generalite du probleme en ce qui a trait aux conditions aux limites interdit par exemple

la decomposition sur la base modale de la structure nue simplement supportee, qui est

utilisee dans de nombreuses etudes [47,70,71,55,10]. Dans 1'equation (3.51), {dmnW] ^i

Ie vecteur des coefRcients d'amplitude inconnus. {(imn(t)} designe Ie vecteur transpos^ de

{o'mnW}- En pratique, la sommation sur m et n doit etre tronquee ^ un ordre fini A^ qui

determine la precision de la solution approchee. La structure est done approchee par un

systeme a (N + I)2 degres de liberte et les 'coefficients OmnW soilt les (N +I)2 coordonnees

generalisees. Le choix des fonctions-essai est detaille a la section 3.4.4, et les criteres de

troncature sont discutees a la section 3.4.5, et au chapitre 5. Prelablement, les equations

du mouvement sont obtenues formellement dans Ie cas de vibrations libres et de vibrations

forcees de la structure.

3.4.2 Vibrations libres

Substituant (3.51) dans (3.50),

H(w)= I ^({a^n},{an,n})dt (3.52)
'to

J- est une fonction du temps seulement; djnn est la derivee par rapport au temps de a^n'

la fonction T n'est autre que Ie Lagrangien du systeme conservatif discretise forme par la

structure in-vacuo:

^({amn}, {dmn}) = T ({0^}) - V ({0^}) (3.53)

La condition de stationnarite de /H pent alors etre exprimee par les equations de Lagrange

pour chaque coordonnee generalisee independante amn:

1 i^L-} + -i— = ° v(m-») € {0,1,-- -JV}2 (3.54)
Imn/ OO'mn

En utilisant (3.47), (3.48) et (3.51), 1'ensemble des conditions (3.54) prend la forme ma-

tricielle

[Mmnpq] {^mn} + [K mnpq} {d-mn] = 0 (3.55)
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La relation (3.55) est 1'equation generale du mouvement libre d'un systeme consevatif ^

(N + I)2 degres de liberty. Les coefficients des matrices de masse [Mmnpq] et de raideur

[Kmnpq] de la structure sont, pour la structure etudiee:

Nm . . N,

avec

•^•(contour) _
mnpq

M^^ = M(PlaquK^ -4- V M(ma3ae) + V M(raid.i3seur)
mnpq — lu mnpq ' -T Z^i w± mnpq ,i ~T~ ^ lw mnpq,k

t'=l A;=l

Nk N,

K(plaque) = 4 f+l f+l ^- F€$p-^.S^^. + r4$^e^mnpq ' ~ I? J-l J-l 7 [ Qcft ^n 8a2 **' 9 ~t~ ' 'ym 9^32 '*'

vr

a2^
'1~Q^

2a^'M>^+-2<^^+
2(1 - ^9-^W-3f\ ^0 .

K(^7) = ^'<^m(",)<P»(/3j)3>,(a,)t,(/3,)

(3.56)

Y (plaque) j^ \^ j^ (raideur) ^ ^~^ y (raidisaeur)
mnpq — ^ mnpq ~T ^ ^ mnpq,j "T" ^ ^ mnpq,k ~r ^ mnpq V0"

j=l k=l

Msr) = ^ /_7 /-i P^m(a)^n(Wp(a)}s^)dadft (3-58)

M^) = a-^p.h9^(a.)'S^^,(a,)9,(0.) (3.59)

(3.60)

(3.61)

^ J_+l1 ^ [$^(a)¥^l)$p(a)$,(l) + $^(a)$»(-l)$p(a)$,(-l)] da +

^ A1 ^ [$^(l)®»(/3)$p(l)»,(^) + $^(-1)$»(/3)$,(-1)^,(/3)] d/5 +

^ f^ 2cr2 ^(a)^(l)$,(a)^(l) + $^(a)^(-l)^(a)^(-l)] ^ +
^/-+ll2^ [^(1)¥^)^(1)$,(/3) + 9^(-l)<Pn(/3)^(-l)¥,(/3)] ^

(3.62)

Les termes ^^npg,fc et ^mnpq,k sont presentes ici pour Ie cas particulier de raidis-

seurs droits paralleles aux cotes de la plaque. La formulation developpee permet done

d'envisager un reseau de raidisseurs orthogonal, regulier ou non regulier. L'extension au

cas de raidisseurs droits de direction quelconque ne pose pas de difficult^ particuliere. Dans

Ie cas d'un raidisseur parallele a 1'axe y, situe a 1'abcisse x^' et s'etendant de y = —6/2
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a y = +6/2, les expressions sont les suivantes, en notant a^) = ^x^),

(raidisseur)
mnpq,k

^('•)^(«M)^E(«W) ff{Sk [x\0,} + 22(0,)] + 1^,, + W'U/?)1',(/3)d/3

+^(r)<M<4r>)<I>,(aS:>) ;_+i1 [5,22(0,) + /»,t] y-^dft

+^pl,(r)<S>^)<S>,(ay)^S^nWS,(/3)di3

-i^) [<M"?(4)) + %l(4r))i>p(4))] A1 S,x(0^n(/3)<S,(0)dp (3.63)

^. (raidisseur)
mnpq,k

^4r)$m("ir))$,(4r))^1 [W + ^.2(0»)] ^^d^

+^r)^(°?(4r)) I^{41^ + 1-^ + S, [422(0,) + ..'(0,)]}^^d/5

(3.64)

.(r)Dans Ie cas d'un raidisseur parallele a Paxe x, situe a 1'ordonnee y]y) et s'etendant de

T̂x = —6/2 a a; = +6/2, les expressions suivantes s'appliquent, en posant /3]y f = —J'—,

-^^ (raidisseur)
lv± mnpq,k

l-Pk(r)a^(^))9^(0w) I^{Sk [22(0i) + 22(0,)] + ^,k + /»,,}$^(a)$,(a)da

+lPk(r)}Sn(0^,(0^)ff [Sk-^{0,) + I,^} y-tfda

+^(r)y^))vM''))I^S^^(a)^(a)da

-r/>M [S^)S^(/3^) + ^(/3W)$,(^r))j ;_^ S,.S(0,)^(a)^(a)da (3.65)

rr (raidissew)
mnpq,k

^vM))vMr)) f+i [i^ + s^(o,)] a-^9s^da

+W^(^)f-^(^)f+}{4I^+I^+S,[^(0,)+S\0,)]}y-^da
(3.66)

Les matrices globales de masse [Mmnpg] et de raideur [Kmnpq] sont reelles, symetriques,

et en general pleines. L'hypothese, pour (3.55) d'mie solution generale de la forme

{amn(t)] = {a^}e^ (3.67)
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conduit au probleme aux valeurs propres generalise

(-U2 [M^npq] + [Kmnpq]) {a^n} = 0 (3.68)

Les valeurs propres u] fournissent les frequences propres de la structure in-vacuo. Les

vecteurs propres associes {a^^} donnent la projection des fonctions propres de la structure

in-vacuo SVLT la base fonctionnelle choisie. Comme [Mmnpg] et [J^mnpg] so'n.t des matrices

reelles, symetriques, avec [Mmnpq] definie positive, toutes les valeurs propres sont reelles.

3.4.3 Vibrations forcees

Substituant (3.51) dans (3.8),

H(w)= I G({a^n},{a^])dt (3.69)
'to

ou

G ({Omn}, {dmn}) = T ({0^}) - V ({a^}) + W ({0^}) (3.70)

La condition de stationnarite de 1~C est equivalente a

^)^^V(,»,»)e{0,l,...^ (3.H)
^mn/ 00'mn OO-mn

En utilisant (3.47), (3.48), (3.49) et (3.51), Pensemble des conditions (3.71) prend la forme

matricielle

[M^npy] {dmn] + [K mnpq] {a^n} = {fmn(t)] (3.72)

OU [Mmnpq} et [K mnpq} so^i donnees en (3.56), (3.57) respectivement, et

fmn(t) = — / . / . f^,^t)^m(a)^n(P)dad(3 (3.73)
'-1 J-l

Dans 1'hypothese d'une force mecanique excitatrice sinusoi'dale de pulsation 0, /(o:,/3,<) =

/(Q:,/3)ejnf, la reponse de la structure est la solution du systeme lineaire

(-n2 [M^pJ + [^mnp,]) {Omn} = {fmn} (3.74)

ou

f^ = ^- /'" /^ f(a,Wm(a)^n(P)dadp (3.75)
4r J-i J-i
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Dans Pequation (3.74), les phenomenes de dissipation, jusqu'alors n^gliges, sont introduits

dans la matrice de rigidity Armnpg d® la structure par 1'interm^diaire d'une rigidity de

flexion D de la plaque, d'une rigidite de deflexion k et d'une rigidite de rotation c des

ressorts de contour, telles que

D = D(l+j7ip)

k = k(l+jr^k) (3.76)

C = C(l + JT/c)

Les coefRcients rfp, r)k, rjc sont des facteurs de perte associes a la dissipation interne pour la

flexion de la plaque, la deflexion du contour et la rotation du contour, respectivement. Une

telle representation des phenomenes d'amortissement convient a une excitation sinusol'dale

seulement. Par la suite, on fait 1'hypothese d'une excitation sinuso'idale, la dependance

temporelle e3 est sous-entendue, et les facteurs 77?, rfk, rjc sont supposes independants de

la frequence excitatrice.

3.4.4 Choix des fonctions-essai

Une attention particuliere doit etre apportee au choix des fonctions-essai ^m(x)^fn(y)' Ces

fonctions doivent remplir les conditions suivantes:

• Independance lineaire,

• Regularite suffisante pour que les diverses integrales existent,

• Compatibilite avec les conditions aux limites geometriques.

Cette derniere condition indique que la base choisie doit generer Ie sous-espace fonctionnel

de toutes les fonctions de deplacement admissibles; elle doit en particulier permettre la

reconstruction de toute deflexion ou rotation permise sur Ie contour par les conditions aux

limites elastiques. Par la suite, deux options sont successivement examinees: une base de

fonctions trigonometriques et une base de fonctions polynomiales.

Fonctions trigonometriques

Une idee simple pour generer une base admissible est de developper Ie deplacement vibra-

toire w(x,y) en serie de Fourier sur Ie domaine [—a/2,+a/2] X [—6/2,+6/2]. Ceci conduit
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{^m(x)}Sn(y)} =

cos ^E cos ^, m=0,l,...JV; n=0,l,...JV

cos ^ sin ^, m= 0,1,...^; n=l,...^

sin ^m cos ^, m=l,...^; n = 0,1,...^
(3.77)

sin ^-Z£ sin ^, m=l,...^; n=l,...^

Le developpement en serie de Fourier peut etre plus simplement ecrit comme

^,y)= E E ^^(2m^/a+2n.,/6) (3^8)
m=—Nn=—N

Toutefois, 1'equation (3.78) ne constitue qu'une approximation de w(x,y) au sens des moin-

dres canes. Si une deflexion arbitraire est autorisee Ie long du contour (F), alors tout

point de (F) forme en general un saut de discontinuit^ pour la fonction p^riodisee w(x,y).

Compte tenu des proprietes de convergence des series de Fourier, Pexpression (3.78) tend

vers la demi-somme des limites a gauche et a droite de la discontinuite. Necessairement,

les deplacements reconstruits en deux points situes en vis-a-vis sur deux cotes de la plaque,

seront egaux. Une telle consequence est incompatible avec la condition d'un deplacement

arbitraire Ie long du contour. En conclusion, Poption des fonctions de base trigonometriques

ne repond pas au critere de compatibilite avec les conditions aux limites geometriques.

Fonctions polynomiales

La base polynomiale suivante est suggeree:

'2 \m ,2 \n
{^m(x)^n(y)}= ^-x) ^-y) , m=0,l,...JV; n=0,l,...^j> (3.79)

Le recours a une telle base est formellement equivalent a un developpement en serie de

Taylor du deplacement w(x,y) par rapport a x et y. Ce choix satisfait toutes les conditions

de regularite et de convergence requises. On pent noter que $o(a?)^o(?/) represente Ie

mcmvement de piston de la structure, $i(a;)^o(2/) et ^o(x)^!i(y) sont les rotations rigides

autour des axes y et a;, respectivement. Ces mouvements s'averent etre les modes rigides

reels d'une plaque libre. Par la suite, il est fait reference a la base (3.79) sous Ie nom de

"base de Taylor". Les expressions correspondantes de Mmnpg? Kmnpq et /mn sont donnees a

1'annexe A.

60



A ce stade. 11 est bon de faire deux remarques:

• II est possible d'etablir un lien assez direct entre la methode de Rayleigh-Ritz et la

methode des elements finis: au sens de la mehode de Rayleigh-Ritz, les elements finis

utilisent des fonctions-essai polynomiales simples par morceaux, comme des fonctions

afRnes par morceaux; ces fonctions offrent des avantages sur Ie plan du calcul et de

la precision. Ce lien a ete plus amplement discute par STRANG [80].

• Bien que Ie probleme aborde soit celui d'une structure de forme rectangulaire, tous les

developpements entrepris dans ce chapitre peuvent etre, au mains en principe, etendus

a des structures planes de forme quelconque (cette extension est d'autant plus facile

que la geometrie en question se prete a un choix de coordonnees cartesiennes).

3.4,5 Commentaires sur Pimplantation numerique

La mehode exposee permet d'acceder, pour la structure etudiee, au schema modal in-vacuo

ou a la reponse forcee a une excitation sinusoi'dale. Le schema modat (frequences propres et

deformees propres) est solution du probleme aux valeurs propres g^n^ralis^, reel, symetrique

(3.68), et la reponse forcee est la solution du systeme lineaire (3.74).

Dans cette etude, 1'equation (3.74) a ete resolue numeriquement par une methode

d'elimination de Gauss, puis resolution d'un systeme triangulaire. Le probleme-aux valeurs

propres (3.68) a ete resolu apres une factorisation de Cholesky de la matrice [M.mnpq\i ce

qui produit un probleme plus simple de memes valeurs propres que Ie probleme initial. La

troncature du developpement sur la base fonctionnelle a ete faite a 1'ordre N = 13, compte

tenu des capacites de stockage de 1'ordinateur utilise. Un tel ordre de developpement pro-

duit 169 coefficients inconnus. A mains de mention contraire, tous les resultats numeriques

qui suivent ont ete obtenus avec 1'ordre maximal N = 13. On estime habituellement qu'une

telle valeur permet de modeliser correctement les modes structuraux dont 1'ordre suivant

x et suivant y est inferieur ou egal a N — 5, soit 8.

Les tableaux 3.2, 3.3 et 3.4 illustrent dans diverses situations Ie calcul des frequences

propres grace a la methode exposee, et presentent des comparaisons avec des donnees

61



Tableau 3.2: Parametre uja'2(pgh/ D)1/2 pour une plaque carree et diff6rentes conditions aux

limites.

mode no.

1
2
3
4
5
6

7
8
9

10
11
12

ss-c-ss-c

[39]

28.946

54.743

69.320

94.584

102.213

129.086

140.189

154.765

199.797

208.373

234.578

279.627

prdsente

approche

28.951

54.743

69.327

94.584

102.215

129.094

140.202

154.773

199.806

208.412

234.598

279.656

SS-F-SS-F

[39]

9.87

16.13

36.71

39.48

46.73

70.73

75.72

88.83

96.29

111.02

122.04

133.69

pr6sente

approche

9.63

16.13

36.73

38.94

46.73

70.74

75.28

87.99

96.04

111.02

122.04

133.70

c-c-c-c

[39]

35.999

73.405

108.327

131.902

165.023

210.526

220.06

242.66

296.35

309.38

340.59

371.38

pr6sente

approche

35.985

73.393

108.215

131.891

164.997

210.540

220.03

242.66

296.31

309.17

340.78

371.36

C-F-F-F

[39]

3.472

8.55

21.29

27.2

31.0

54.3

61.3

64.2

71.1

pr^sente

approche

3.471

8.51

21.29

27.2

31.1

54.2

61.3

64.1

71.0

F-F-F-F

[39]

14.920

22.373

37.284

61.673

67.591

75.948

110.599

120.903

134.107

159.324

169.998

199.860

pr^sente

approche

14.591

22.24

36.79

61.52

67.03

75.44

109.90

120.60

133.74

158.64

169.49

199.50

SS : simplement support 6

C : encastrd

F : libre

disponibles dans la litterature. Le tableau 3.2 donne la liste des douze premieres frequences

propres d'une plaque carree pour differentes conditions aux limites; Ie parametre adimen-

sionnel reporte est

uja

uj etant la pulsation propre de la plaque. Tous les resultats ont et^ obtenus pour un

coefficient de Poisson v = 0.30, saufle cas "F-F-F-F", pour lequel v = 0.16. Pourl'approche

proposee, les valeurs numeriques des parametres de contour k et c empechant la deflexion

et la rotation du contour sont

fcoo = 5 x 107

Cco = 2.5 X 106

La comparaison entre les frequences propres calculees et les valeurs fournies par LEISSA

[39] est concluante.
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Tableau 3.3: Premiere frequence propre d'une plaque carree SS-SS-SS-SS avec differentes

masses ponctuelles rajoutees.

taux de

masse ponctuelle rajoutee,

p-

0.565

1.130

1.695

2.260

2.285

3.390

premiere frequence propre,

[39]
23.5

18.0

15.1

13.2

11.9

11.0

Hz

presente approche

23.7

18.0

15.1

13.2

11.9

11.0

Le tableau 3.3 donne la frequence fondamentale d'une plaque carree simplement ap-

puyee, supportant en son centre des masses ponctuelles croissantes. L^- encore, pour toutes

les valeurs de masse rajoutee, 1'accord avec les valeurs fournies par LEISSA [39] est excel-

lent.

Le tableau 3.4 liste les six premieres frequences propres d'une plaque rectangulaire sim-

plement appuyee et raidie par une serie de cinq nervures paralleles identiques regulierement

espacees. Les resultats presentes supposent que la plaque et les raidisseurs sont en acier;

les parametres geometriques sont indiques a la figure 3.6. Les valeurs numeriques obtenues

ont fait 1'objet de comparaisons avec des calculs efFectues par SOULAMI [78] a, partir d'un

modele d'orthotropie equivalente enonce par BLEVINS [3]. L'accord obtenu est satisfaisant.

3.5 Rayonnement acoustique de la structure

Cette section s'interesse au rayonnement acoustique de la structure 6tudiee dans un demi-

es.pace flluide. Compte tenu de 1'hypothese de fluide leger, la r^ponse acoustique est calculee
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2mm

AAA/^A 10mm

500

5771772.

Figure 3.6: Plaque raidie - Parametres geometriques relatifs aux resultats du tableau 3.4

Tableau 3.4: Premieres frequences propres d'une plaque rectangulaire SS-SS-SS-SS raidie.

mode no.

1
2

3

4

5

6

frequence propre, Hz

[74]
83
145

260

281

330
426

presente approche

88

155
269

283

308
453

64



^ partir du profil de vitesses vibratoires in-vacuo sur la surface rayonnante. On supposera

que 1'excitation est une fonction sinusol'dale du temps, de pulsation Omega. Les indica-

teurs acoustiques auxquels on s'interesse plus particulierement sont la pression acoustique

rayonnee dans Ie champ lointain, la puissance acoustique rayonn^e et 1'efficacite de rayon-

nement de la structure.

3.5.1 Pression acoustique rayonnee en champ lointain

Les equations gouvernant la pression acoustique en z > 0 sont 1'equation de Helmholtz et la

condition de continuite des vitesses normales mecanique et acoustique a 1'interface solide-

fluide. Ces equations ont deja ete presentees pour un probleme general de rayonnement;

particularisees a une geometrie plane bafflee, elles s'ecrivent

V2p(a?, y, z) + k^p(x,y, z) = 0 pour z > 0 (3.80)

ou ko = n/co est Ie nombre d'onde acoustique,

9?^ .. ^ \ pofl2w(^^y) sur(S)
^-(0,y,2-) = -j ' " ' "" ' ' (3.^

0 ailleurs

A ces deux equations doit etre adjointe la condition Umite de rayonnement a grande dis-

tance, dite condition de Sommerfeld. La solution de pression satisfaisant simultanement

(3.80), (3.81) et la condition de Sommerfeld peut etre mise sous une forme classique connue

sous Ie nom d'integrale de Rayleigh [28,44]. Cette forme particularis^e au champ lointain

prend Pexpression suivante:

.e~jkoR

p(R,0^)= -p^2—^-w(\^) (3.82)

ou R, 0,<f> sont les coordonnees polaires (figure 3.1) d'un point courant du champ lointain

(R —> oo). Le terme w(A,/2) est la transformee de Fourier spatiale bidimensionnelle du

deplacement vibratoire w(x,y) de la structure,

,.2 ,.+1 ,.+1

w(A^) = ^- /'" /'^w(a,/3)e-J(iAa+^/3)riad/3 (3.83)
4r J-i 7-i

avec X = kos'mff cos y>; /^ = ^o sin 0 sin <^. Le passage du champ proche au champ lointain

par une telle transformation integrale est une propriete generale de la physique ondulatoire,

bien connue non seulement en acoustique, mais egalement en optique, par exemple.
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Le champ de deplacement w(o;,/3) est connu par son developpement sur la base de

Taylor,

w(a,(3)= {a^n}T{amPn} (3.84)

Done

W(A,/A) = — {dmn} \ 9m(^)gn(^^) ^ (3.85)

Les fonctions gm et (jn sont les transformees de Fourier unidimensionnelles de am et (3n

respectivement,

~g^) = I upe3UKdu (3.86)

Ces fonctions peuvent etre evaluees numeriquement, pour tout argument reel K, a 1'aide de

la relation de recurrence suivante, etablie sans difficulte a partir de la definition (3.86),

9pW = -h [^ + (-l)"-1^"] - ^p-l(x) ?<>»'• P 2:1

.sm/<go^K) = •L—^

"Toutefois, lorsque |^| est grand, 1'evaluation de gp(i^) en utilisant (3.87) conduit a des

erreurs numeriques importantes, causees par la soustraction de termes peu difFerents et de

grand module. La relation de recurrence (3.87) est done recommandee uniquement pour

des valeurs raisonnablement faibles de |/t|, en pratique \K\ < 10. Lorsque |/t| > 10, Ie calcul

de go(K) peut etre efFectue en considerant plutot la relation de recurrence inverse

i^ = ^h- P" + (-i)f'e-3"] - p-n-3"+l('<) (3-88)

et en imposant gp(i^) = 0, P etant un entier suffisamment grand, on suggere de prendre

P = 50. Les relations (3.87) et (3.88) autorisent done Ie calcul de g?(K) pour des valeurs

successives de p, croissantes ou decroissantes. En substituant les valeurs calculees de gm et

Qn dans (3.85), et en utilisant Pexpression (3.82), la pression acoustique rayonnee peut done

etre calculee simplement en tout point du champ lointain a partir de la solution vibratoire.

Les variations de la pression rayonnee en fonction de la direction dans 1'espace permettent

a leur tour de visualiser Ie diagramme de directivite de la source acoustique, et d'analyser,

de maniere locale, Ie rayonnement acoustique.
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3.5.2 Indicateurs vibroacoustiques

Outre la pression acoustique rayonnee en champ lointain, les autres indicateurs vibroacous-

tiques utilises pour quantifier les phenomenes sont la vitesse vibratoire quadratique de la

structure, la puissance acoustique rayonnee dans Ie fluide et 1'efficacite de rayonnement de

la structure. Ces trois indicateurs, contrairement a la pression acoustique rayonnee, sont

globaux.

La puissance acoustique rayonnee par la structure dans Ie demi-espace z > 0 peut etre

obtenue, compte tenu que Ie milieu fluide est sans pertes, en sommant 1'intensite acoustique

radiale sur un hemisphere de rayon infini. Cette intensite etant connue lorsque la pression

en champ lointain est connue, la puissance rayonnee est finalement'donnee par 1'expression

suivante,
(4 y.27T /.7T/2

\w(X,p.)\'sm0d0d(p (3.89)
'o Jo

\J '^ j" -S^)9n(^)9;(>^9^)^9d»dv\ {a;J (3.90)

ou designe 1'operation de conjugue complexe.

Une alternative possible a 1'evaluation dans Ie champ lointain de la puissance rayonn^e

est la sommation de Pintensite normale sur la surface de la structure. Cette methode, toute-

fois, necessite Ie calcul des impedances de rayonnement modales non seulement directes,

mais aussi couplees, puisque, comme 1'ont montre KELTIE et PENG [31], Ie couplage des

modes par Ie fluide peut etre important au sens de la puissance rayonnee, sous la frequence

critique. L'approche proposee ici ne rend pas necessaire Ie calcul des impedances de rayon-

nement, et ne pose pas d'hypothese de couplage modal nul.

L'efRcacite de rayonnement, ou facteur de rayonnement, est definie comme Ie rapport

sans dimension de la puissance acoustique rayonnee et de la vitesse quadratique de la

structure multipliee par pQCoab. La vitesse quadratique de la structure, notee (w ), est
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d^finie comme la moyenne temporelle et spatiale de la vitesse vibratoire sur (S),

^

{wl) = ^Lil^l'^= 2^"2{amn}T'Mm-]{<} (3.9D
1(S)

L'efficacite de rayonnement est done

w
a = ... /,^:.2\' (3-92)PQCQCH){'Wi

et peut etre calculee a partir de (3.90) et (3.91). Lorsque les coefficients {a,mn} sont obtenus

comme solution du probleme aux valeurs propres (3.68), 1'^quation (3.92) definit Ie facteur

de rayonnement d'un mode particulier de la structure. Lorsque les {flmn} sont obtenus

comme solution du systeme lineaire (3.74), 1'equation (3.92) deAnit Ie facteur de rayon-

nement global de la structure pour Pexcitation specifiee.

3.5.3 Commentaires sur V implant at ion numerique

La pression acoustique rayonnee par la structure dans une direction quelconque de 1'espace

s'obtient de maniere directe a partir de la solution vibratoire et de la transformee de

Fourier des fonctions am et (3n definies sur [—1, +1]. L'evaluation de la puissance acoustique

rayonnee necessite Ie calcul de 1'integrale (3.89). Dans cette etude, 1'integrale en question a

ete calculee numeriquement en utilisant un algorithme de quadrature adaptatif base sur les

regles de Gauss-Kronrod. Le caractere ties directif du rayonnement acoustique au-dela de

la premiere frequence critique modale de la structure se traduit par de ties fortes variations

de la fonction a integrer, ce qui rend necessaire un tel algorithme adaptatif.

3.6 Conclusions

Le but de ce chapitre etait la mise en place des elements theoriques permettant de modeliser

la chaine excitation mecanique - vibrations - bruit pour une structure plane complexe

rayonnant dans un milieu fluide leger.

Au niveau vibratoire, 1'approche variationnelle rend possible la prise en compte de

parametres structuraux nouveaux tels que des conditions aux limites elastiques sur Ie con-

tour (F), des masses ponctuelles rajoutees, des supports souples et des raidisseurs sur
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(S). Par ailleurs, cette approche permet de prendre en compte facilement des excitations

mecaniques de type force ponctuelle ou force repartie (1'extension au cas de moment de

force ne pose pas de difficulte particuliere). La resolution du probl^me vibratoire releve

d'une demarche systematique en trois etapes: (i) construction d'une fonctionnelle d'energie

de la structure; cette premiere etape necessite une reflexion prealable sur les hypothese

cinematiques adoptees pour decrire Ie mouvement de la structure; (ii) choix d'un sous-

espace fonctionnel et d'une base fonctionnelle de ce sous-espace sur lequel s'effectue la

recherche des extremums de la fonctionnelle; (iii) recherche des extremums. L'approche

variationnelle satisfait 1'exigence d'"ouverture" du modele en ce sens qu'elle permet, au

besoin et sans difRcultes, 1'adjonction progressive d'^lements structuraux de complexite

croissante. D'autre part, Ie degre d'approximation de la solution vibratoire est fixe unique-

ment par la troncature des developpements sur la base fonctionnelle; la precision de la

solution est done controlable a posteriori a partir d'un parametre objectif, et n'est pas

limitee par des hypotheses a priori.

Au niveau acoustique, 1'expression asymptotique dans Ie champ lointain de la formula-

tion integrale de Rayleigh rend possible de maniere simple Ie calcul de la pression rayonnee

a grande distance de la source, et partant, de la puissance rayonnee dans Ie demi-espace

fluide. II faut noter que cette etape, en Pabsence de couplage fluide-structure, evite Ie calcul

de Pim.pedan.ce de rayonnement de la structure, delicat et couteux.

Au total, les limitations du modele vibroacoustique ainsi elabor^ concernent la density

modale de la structure, qui doit rester faible ou moyenne. Le modele, neanmoins, constitue

un outil puissant et, a notre connaissance unique, pour Petude du rayonnement basses et

moyennes frequences par des structures realistes. Dans Ie chapitre qui suit, ce modele est

utilise pour etudier Pincidence des parametres structuraux sur Ie comportement vibratoire

et accmstique sur la base d'indicateurs vibroacoustiques globaux.
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Chapitre 4

Resultats — Incidence des

parametres structuraux sur les

vibrations et Ie bruit rayomie dans

Pair

4.1 Introduction

Ce chapitre a pour objectif d'analyser, a 1'aide du modele theorique propose precedemment,

1'incidence des parametres mecaniques de la structure sur les vibrations et Ie bruit rayonne

dans Pair. Cette analyse, menee sur la base d'indicateurs globaux - vitesse vibratoire

quadratique, efficacite de rayonnement, puissance acoustique rayonnee - se situe dans un

contexte de controle du bruit, de sorte que 1'indicateur significatif en derniere analyse est

la puissance acoustique rayonnee par la structure. On doit rappeler que les principales

hypotheses sous-jacentes sont 1'absence de charge fluide, la presence d'un baffle rigide dans

Ie plan de la structure, et 1'independance de la force excitatrice vis-a-vis de la structure

receptrice.

Les resultats numeriqu.es presentes dans ce chapitre concernent successivement 1'influ-

ence des conditions aux limites de la structure, Pajout ponctuel de masse ou de raideur,
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1'ajout d'elements mecaniques raidisseurs. Tous ces r^sultats ont et6 obtenus pour une

plaque rectangulaire en acier ayant les caracteristiques suivantes: a = 0.455m, r = a/b =

1.2, h = 1mm, /?g = 7850A;<7m-3, D = 18-/Vm, v = 0.28. La density modale d'une telle

plaque est de 5.7 X 10- H z-l (un mode/lSHz) et sa frequence critique est de 12kHz. Son

rayonnement dans la gamme de frequences audibles est done essentiellement situe sous la

frequence critique, et ce rayonnement est controle par des mecanismes modaux.

4.2 Influence des conditions aux limites

4,2.1 Rayonnement modal pour differentes conditions aux limites

Lorsqu'une structure presente un comportement modal marque, il est commode d'en etudier

Ie rayonnement mode a mode. Cette section presente Pefficacite de rayonnement de diffe-

rents modes de la plaque etudiee en fonction de la frequence excitatrice pour diverses

conditions aux limites. Les cas extremes de contour appuye ("S-S"), encastre ("C"), libre

("F") et guide ("G") ont fait 1'objet d'une attention particuliere car Us doivent fournir les

bornes du. comportement vibratoire et acoustique d'une structure presentant des conditions

aux Umites elastiques. Le cas encastre et Ie cas libre n'ont pas ete traites par GOMTERTS

[19] dont Petude est pourtant la plus complete a ce jour; Ie rayonnement modal d'une plaque

encastree a ete etudie par DEGEORGES [11]; Ie cas libre constitue, ^ notre connaissance,

un apport original de cette etude.

La condition de rayonnement maximal d'un mode donne est la coincidence entre la

longueur d'onde mecanique et la longueur d'onde acoustique. Cette coincidence se produit

a la frequence dite "frequence critique modale". La frequence critique modale a une ex-

pression simple dans Ie cas de 1'appui seulement. Pour d'autres conditions aux limites, elle

pent etre calculee pour un mode i donne a partir de la relation de dispersion d'une plaque

mince en flexion,[44, page 27]

-fc.4 (4.1)U2=
D

P.h"'

et la condition de comcidence

ki = ko (4.2)
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oil Ui est la pulsation propre du mode considere et ki est Ie nombre d'onde mecanique

correspondant. La pulsation propre Ui est directement fournie par la solution du probleme

aux valeurs propres (3.68). Les equations (4.1) et (4.2) sont simultan^ment verifiees ^ la

frequence

n^(^i'^12 (-)
qui est la fr^quence critique pour Ie mode i considere.

Plaques simplement supportees et plaques encastrees

La figure 4.1 montre 1'efficacite -ou facteur- de rayonnement de differents modes de la

plaque dans la gamme de frequences 20Hz — 3kHz dans les cas d'appui simple (trait plein)

et d'encastrement (trait pointille). Le graphique (4.1.a) presente un groupe de modes dont

1'ordre suivant a; et y est faible, Ie graphique (4.1.b) presente un groupe de modes dont

1'ordre suivant une direction x ou y est faible, Pordre suivant 1'autre direction etant eleve,

et Ie graphique (4.1.c) presente un groupe de modes dont 1'ordre suivant x et y est eleve. Les

points sont des valeurs theoriques fournies par WALLACE [87] dans Ie cas d'appui simple,

calculees pour les modes (1-1), (2-2),(7-1) et (5-5) a des fractions successives 1/10,°, l/5/c,

l/2/tc, /,° de la frequence critique modale. Le tableau 4.1 liste les frequences propres fi

obtenues numeriquement apres resolution du probleme aux valeurs propres (3.68), et les

frequences critiques modales donnees par 1'equation (4.3) pour la meme serie de modes.

Les valeurs calcule.es du facteur de rayonnement sont en excellent accord avec les valeurs

de WALLACE pour tous les modes presentes. Le maximum du facteur de rayonnement

est atteint, comme prevu, au voisinage de la frequence critique modale calculee. Sous la

frequence critique modale, il est possible de hierarchiser les modes suivant leur efl&cacite

a rayonner en modes impair-impair (de type monopolaire), pair-impair ou impair-pair

(de type dipolaire) et pair-pair (de type quadripolaire). Pour tous les modes presentes,

Pefficacite de rayonnement varie peu de 1'appui a 1'encastrement (un facteur legerement

superieur a deux, au plus). La contrainte en rotation des bords de la plaque n'apparait

done pas comme un parametre determinant pour les phenomenes de rayonnement acous-

tique; cette conclusion est en accord avec les observations ant^rieures de LOMAS et HAYEK
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Figure 4.1: Efficacit^ de rayonnement de diff^rents modes d'une plaque simplement sup.

portee et d'une plaque encastr^e. (a) modes (1-1),(2-1),(2-2),(3-1); (b) modes (6-1),(6-

2),(7-1),(7-2); (c) modes (5-5),(6-5),(6-6).
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Tableau 4.1: Fr6quences propres /, et frequences critiques modales /c pour diiferents modes

i d'une plaque simplement supportee et d'un plaque encastree.

condition

limite

simplement

supporte

encastre

fi,Hz

Ac, Hz

fi,Hz

Ac, Hz

ordre du mode, i = (j,k)

(1,1)

28.5

587.

52.4

797.

(2,1)

63.0

874.

94.0

1068.

(2,2)

114.

980.

157.

1379.

(3,1)

121.

1209.

161.

1398.

(6,1)

435.

2297.

520.

2509.

(6,2)

487.

2429.

563.

2613.

(7,1)

594.

2683.

701.

2914.

(7,2)

645.

2795.

752.

3020.

condition

limite

simplement

supporte

encastre

h.Hz

f^H^

fi.Hz

ff,Hz

ordre du mode, i = (j^k)

(5,5)

712.

2937.

812.

3136.

(6,5)

842.

3195.

966.

3421.

(6,6)

1090.

3635.

1305.

3977.
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Tableau 4.2: Frequences propres /,' et frequences critiques modales /,c pour differents modes

i d'une plaque libre et d'un plaque guidee.

condition

limite

guidee

libre

f^Hz

f^Hz
fi.Hz

/,c, Hz

rang du mode, i

0

0.

0.

2

16.9

453.

0.

3

28.5

587.

19.3

484.

4

46.1

747.

24.9

•549.

5

63.0

874.

46.7

752.

8

104.

1121.

71.8

932.

10

121.

1209.

91.1

1051.

13

172.

1442.

144.

1322.

22

305.

1923.

251.

1743.

[47]. II faut noter de plus que, sous la frequence critique modale, l'efficacit6 de rayonnement

est plus grande dans Ie cas de Pappui simple pour les premiers modes de la plaque (modes

(1-1),(2-1),(2-2)); la tendance inverse prevaut pour tous les autres modes presentes. Ce

r^sultat est coherent avec certains travaux anterieurs sur Ie rayonnement acoustique de

poutres [86,65], ou de plaques [II], et montre que 1'efficacite de rayonnement d'une struc-

ture a rayonner ne croit pas de maniere monotone avec les contraintes introduites aux

frontieres; d'autre part la conclusion que 1'efRcacite de rayonnement est doublee en pas-

sant d'une condition d'appui simple a une condition d'encastrement ne s'applique pas aux

premiers modes d'une plaque.

Plaques libres et plaques guidees

La figure 4.2 montre Ie facteur de rayonnement de quelques modes d'une plaque libre (trait

plein) et d'une plaque guidee (trait pointille). Les differents modes presentes sont identifies

par leur rang dans une classification par valeur croissante de frequences propres. Les points

reportes sont les valeurs theoriques calculees dans Ie cas guide a partir des formules de

GOMPERTS [19], pour Ie troisieme et Ie dixieme mode. L'accord obtenu avec les resultats

numeriques est excellent. Le tableau 4.2 liste, pour la serie de modes presentes, les valeurs

des frequences propres et des frequences critiques modales calculees.
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Figure 4.2: EfficaciU de rayonnement de difF^rents modes (Tune plaque libre et d?une plaque

guid^e. (a) modes de rang 0,2,3; (b) modes de rang4,5,8; (c) modes de rang 10,13,22.
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Les cas libre et guide sont des cas pour lesquels la plaque admet des modes rigides. Ces

modes sont,

• dans Ie cas guide: Ie mouvement de "piston" (mode 0)

• dans Ie cas libre: Ie mouvement de "piston" (mode 0), ainsi que les deux rotations

rigides autour des axes x et y (modes 1 et 2).

Ces modes sont caracterises par une energie de deformation nulle, et admettent done une

frequence propre nulle. Pour tous les cas ou la raideur de translation k sur Ie contour (F)

est egale a zero, Ie mode "piston" existe. Dans de telles situations, 1'analyse en basses

frequences du rayonnement acoustique doit tenir compte de ces modes rigides; 1'etude

pourtant assez complete de GOMPERTS [19] ne porte que sur les. modes elastiques d'une

plaque, meme lorsque les modes rigides sont permis par les conditions aux limites.

La figure 4.2.a indique clairement 1'importance de ces modes rigides au plan acoustique,

puisque leur efficacite de rayonnement est bien superieure aux modes elastiques sous la

frequence critique modale; ceci laisse presager leur efFet dominant sur Ie bruit rayonne en

basses frequences. Ce point particulier est plus amplement discute dans la section 4.2.3. La

faible efficacite de rayonnement des modes elastiques d'un plaque libre a deja ete signalee

par SKUDZRYK [73] et par WILLIAMS [90]; physiquement, cette particularite resulte

de Pannulation complete entre les monopoles de rayonnement adjacents representes par

les quarts de longueur d'onde mecanique (figure 4.3). Cette interpretation suggere pour

une plaque libre ou guidee 1'absence de modes de coins ou de bords, ce qui a 6te v6rifi6

experimentalement par STRONG [82]. Une autre propriete int^ressante, demontree par

WILLIAMS [90] etablit que lorsque Ie mode piston existe, il est necessairement Ie seul mode

"volumetrique", c'est-a-dire Ie seul mode caracterise par un flux de vitesse non mil une fois

integre sur la surface de la plaque. Le mode piston est done Ie seul mode monopolaire d'une

plaque libre ou d'une plaque guidee. 1'examen des courbes relatives aux modes elastiques,

figures 4.2.a, 4.2.b et 4.2.c revele qu'en effet, les modes elastiques correpondent dans tons

les cas a un rayonnement dipolaire ou quadripolaire.

Les resultats indiquent en outre que Ie facteur de rayonnement est pen different dans
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Figure 4.3: D^formee vibratoire d'un mode de plaque libre.

les cas libre et guide pour les premiers modes; Ie facteur de rayonnement est sensiblement

plus grand dans Ie cas guide pour les modes eleves.

Le resultat essentiel en ce qui a trait a 1'influence des conditions aux limites sur Ie

rayonnement modal est que la rigidite de translation des limites est Ie paramitre controlant

/es phenom^nes de rayonnement acoustique en basses fr^quences.

4,2.2 Rayonnement des modes rigides cPune plaque - Solution

basses frequences

La discussion qui pr^c^de a permis d'etablir que, lorsque les modes rigides existent, Us

gouvernent Ie rayonnement acoustique en basses frequences; il parait done interessant de

donner des expressions approch^es mais simples permettant de calculer Ie rayonnement
_a»

acoustique dans de telles situations. Les developpements qui suivent visent a obtenir de

telles relations approch^es pour 1'efficacite de rayonnement et la puissance rayonn^e en

basses fr^quences lorsque seuls ces modes rigides sont consid^r^s.

Le mouvement piston Wp et la rotation rigide Wr de la plaque autour de 1'axe y sont

donnas par

wp(",/3)=l (4.4)

Wr(a,(3)=a (4.5)

En.particularisant P^quation (3.90) aux champs de d^placement (4.4) et (4.5), on obtient

78



la puissance acoustique rayonnee dans chacun des deux cas,

•27T /-7T/2 ft „ 6

J2o(^)j^)smed0dy (4.6)
r0 JO

^y^l ^ r/2,2/x^,2,,,6
rp= {'7) i^.

2
w.= (a'\ /'°"4 r r/s•TT/'^i Q

jl(\y»(^}^9d9dv (4.7)
F0 JOr ] 8co7T2

ou A = ko sin 6 cos <^, ^ = fcosin^sin<^, et jo et ji sont les fonctions de Bessel spheriques

d'ordre 0 et d'ordre 1, respectivement. Apres developpement de jo et de ji en series de

Taylor et integration par rapport a 0 et y?, les expressions (4.6) et (4.7) deviennent

'a2\2po^4
wp = (-1 ^:: (4-8)

r ) 4co7r

wr=[a-\-^^ <4-9)
r ] 432co7T

Ces expressions correspondent au premier terme seulement du developpement en series de

Taylor, et sont valides en basses frequences uniquement, fcoa <^ 1- Les formules correspon-

dantes pour Ie facteur de rayonnement sont, dans Ie cas du mode piston,

<7p = ^—(^a)2 A;oa < 1, (4.10)
2?rr'

et dans Ie cas du mode de rotation rigide autour de y,

<Jr = ^—(koa)4 koa < 1 (4.11)
72'jrr

L'expression (4.10) dans Ie cas du piston est identique a celle obtenue par STEPANISHEN

[79] lorsque koa est petit. On peut noter que dans les equations (4.10) et (4.11), 1'efficacite

de rayonnement est inversement proportionnelle a 1'allongement r de la plaque, et est done

maximale pour une plaque de forme carree. Les valeurs de rcr? et de rar obtenues a partir de

ces expressions simples sont representees a la figure 4.4 en fonction de kod. Le mouvement

piston correspond a un rayonnement monopolaire, la rotation rigide ^ un rayonnement

dipolaire. Les valeurs numeriques calculees concordent avec celles reportees sur la figure

4.2.a. Les tendances indiquees par les courbes de la figure 4.4 ne s'appliquent pas en hautes

frequences, ou ra doit tendre asymptotiquement vers la valeur constante r (<7 —> 1).

La puissance acoustique rayonnee par un piston rectangulaire excite par une force uni-

taire de frequence 0 s'obtient par simple application de la formule (4.10). Si M. est la
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Figure 4.4; Efficacite de rayonnement des modes rigides d'une plaque rectangulaire. La

rotation rigide est par rapport ^Paxe y.
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masse du piston, sa vitesse est w = 77^7, et la puissance rayonnee dans un demi-espace

fluide, compte tenu de 1'efficacite de rayonnement (4.10) est

w = T^-T-^ (4-12)
47TCo(/9^);

ou (psh) est la masse surfacique du piston. On notera que W est independant de la frequence

excitatrice.

4,2.3 Reponse acoustique cPune plaque pour differentes condi-

t ions aux limites

La figure 4.5 montre la puissance acoustique rayonnee par la plaque mise en vibrations

forcees, pour les conditions aux limites suivantes: appui simple ("S-S"), encastrement

("C"), contour libre ("F"), contour guide ("G"). La force excitatrice est appliquee ponctuel-

lement au centre de la plaque (a = 0,/3 = 0), et son amplitude est de IN. Compte tenu

de la position de cette force, seuls les modes symetriques sont presents dans la reponse

vibratoire. Le facteur de perte structural utilise dans les calculs est r)p = 0.01. La figure

4.6 represente Pefficacite de rayonnement correpondante pour les memes conditions aux

limites.

La comparaison entre les conditions d'appui et d'encastrement (figure 4.6.a) revele deux

regions frequentielles distinctes: la region ou Ie premier mode domine la r^ponse vibratoire,

pour laquelle 1'efficacite de rayonnement est plus grande dans Ie cas d'appuj simple, et la

region multimodale, pour laquelle Pefficacite de rayonnement est plus grande dans Ie cas

d'encastrement. Ces observations recoupent les conclusions de la section 4.2.1.

Les pics du spectre de puissance (figure 4.5) correspondent aux resonances des modes

symetriques de la plaque; ces resonances sont clairement visibles dans Ie cas d'appui sim-

pie et d'encastrement, beaucoup mains visibles dans les cas Ubre et guide. Pour tenter

d'expliquer ce resultat, on a calcule et reporte 1'expression (4.12) sur la meme graphique.

La valeur obtenue s'avere tout a fait representative de la puissance rayonnee dans les cas de

conditions aux limites libre et guidee. II apparait done que, dans la gamme de frequences
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Figure 4.5: Puissance acoustique rayonnee par une plaque rectangulaire pour difF^rentes

conditions aux limites.

consideree, la composante "piston" du mouvement v^hicule la quasi totality de la puissance

rayonnee pour les conditions aux limites libres et guid^es; Ife mouvement de piston, tiks effi-

cace en rayonnement, masque sur Ie spectre acoustique 1'ensemble des modes 61astiques qui,

quoique fortement excites, voire r^sonants, sont tr^s faiblement efficaces ^ rayonner. Cette

propri^t^ rem arguable produit un spectre de puissance presque parfaitement plat. Toute-
-M

fois, ^ des fr^quences plus 61ev6es (non repr6sent6es sur Ie graphique), les modes 61astiques,

devenus efRcaces en rayonnement, emergeraient du spectre de puissance. On peut noter

que, hormis certaines zones fr^quentielles tr^s limit^es, Pexpression (4.12) fournit une borne

inf^rieure pour la puissance rayonn^e dans les cas d'appui simple ou d'encastrement.

Les resultats precedents suggerent qu'un montage souple d'une plaque sur ses bords

est une solution potentielle pour minimiser la puissance acoustique rayonn^e; ceci n'est

pas sans poser certains probl^mes pratiques. II semble done pertinent d'envisager 1'effet

de l^g^res perturbations autour d'une condition aux Umites par exemple compl^tement
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libre en introduisant localement des zones "dures" sur Ie contour. Les resultats obtenus

sont illustres a la figure 4.7, pour une plaque partiellement libre - partiellement encastr^e.

Les zones encastrees du contour ont des dimensions petites, et sont localisees, soit au

centre de chaque cote de la plaque (cas 1), soit a chaque coin (cas 2), selon les schemas

de la figure 4.7. Comme on Ie voit, les contraintes suppl^mentaires localement introduites

sufRsent a compromettre de maniere dramatique Ie faible rayonnement de la plaque libre; les

proprietes particulieres de la condition libre apparaissent done tiks sensibles a la presence de

perturbations, de discontinuites ou de zones "dures" localisees sur Ie contour de la plaque.

4.3 Influence du rajout ponctuel de masse ou de rai-

deur

4.3,1 Rajout ponctuel de masse

Rajout de masse au point cPexcitation

Les figures 4.8 et 4.9 presentent la reponse vibratoire et acoustique de la plaque excitee

en son centre par une force ponctuelle unitaire, pour divers taux croissants fJ, de masse

ponctuelle rajoutee sous la force (^ = 0, /^ = 0.1, /A = 0.2, /^ = 0.5), entre 2QH z et 3kHz.

Le graphique 4.8.a montre Ie niveau de vitesse vibratoire quadratique (w)2 (dB ie lm2s-2),

moyenne spatialement sur la surface de la plaque; Ie graphique 4.8.b represente Ie facteur

de rayonnement a correspondant, sur une echelle logarithmique (les valeurs indiqu^es en

ordonnee sont 10logio<7). Le produit de la vitesse quadratique par Ie facteur de rayon-

nement permet d'obtenir directement la puissance acoustique W rayonnee dans Ie fluide

(dB re 10 watt), qui est representee sur Ie graphique 4.9. Les conditions aux limites sont

des appuis simples.

La rajout de masse sous la force contribue a diminuer fortement Ie niveau vibratoire

moyen de la structure en hautes frequences (figure 4.8.a): c'est Ie domaine frequentiel oH

Pimpedance de la masse (proportionnelle a ^2) domine celle de la plaque. Le rajout de

masse au point d'excitation produit done une diminution locale de la mobilite et cree un
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Figure 4.9: Puissance rayonn^e par une plaque rectangulaire sur appui simple pour

differentes masses ponctuelles rajoutees au point d'excitation.

point "dur" a des frequences elev6es. Ces conclusions recoupent celles de SNOWDON

[76]. En basses frequences, 1'efFet predominant est la diminution des fr^quences propres

li^e ^, 1'accroissement de la masse totale de la structure. On sait [76] que Ie glissement de

la premiere fr^quence propre n'est pas borne et s'accroit ^ mesure que Ie taux de masse

rajout^e augmente. Par centre, toutes les autres frequences propres de la plaque charg^e
-0

par la masse out une limite inf^rieure qui correspond aux antir^sonances de la plaque nue.

Ces antir^sonances sont identifiables sur les courbes des figures 4.8.a et 4.9 comme les points

communs ^ toutes les courbes, clairement visibles en basses fr^quences.

La presence de la masse, bien qu'affectant consid^rablement Ie comportement vibra-

toire de la structure, laisse inchangee Pefficacite de rayonnement (figure 4.8.b). Ce r^sultat

s'interprete physiquement par Ie fait que la masse modifie uniquement la force pr6sent6e Si

la plaque en amplitude et en phase; en consequence, 1'efficacit^ de rayonnement en presence

d'une masse sous la force est identique a celle de la plaque nue. Cette propri^t6 est
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generalisable a toute modification locale de la structure aux points d'entree de 1'energie.

En corollaire, Ie gain obtenu par adjonction de masse sur la puissance acoustique rayonnee

est strictement identique a celui obtenu sur Ie niveau vibratoire de la structure (figure 4.9).

L'ajout de masse en vue de reduire Ie bruit rayonne est done une solution potentielle pour

des frequences suffisamment elevees.

Rajout de masse hors point d'excitation

Les figures 4.10 et 4.11 presentent les resultats obtenus lorsque la masse est situee hors

excitation, au point a = 0.44,/3 = 0.53, la force etant appliquee en a = 0,P = 0.

Le rajout de masse n'entraine cette fois-ci pas de diminution du niveau vibratoire de

la structure (figure 4.10.a). Un tel resultat est conforme aux conclusions de KUBOTA et

al [34]. Par centre la presence d'une masse excentree rompt la symetrie de la structure et

des deformees propres; de nouveaux modes structuraux, pour lesquels Ie point d'exdtation

n'est pas un noeud vibratoire, sont alertes, ce qui justifie 1'emergence de nouveaux pics sur

les spectres vibratoires et acoustiques. Ces pics sont visibles surtout en basses frequences;

plus haut en frequence, les courbes tendent a se confondre, ce qui peut s'interpreter par Ie

fait que la masse rajoutee est suffisante pour creer un noeud de vibration. Pour des modes

d'ordre eleve, la distorsion du champ vibratoire due a la masse est comparativement plus

faible, et les resonances de la plaque chargee par la masse se produisent a des frequences

tres voisines de celles de la plaque nue. La presence d'une masse hors point d'excitation

est done inefficace a reduire 1'energie vibratoire de la structure, mais peut etre un moyen

eventuel pour diminuer localement son deplacement.

Le facteur de rayonnement (figure 4.10.b) est affecte par 1'ajout d'une masse excentree.

Les differences les plus significatives se situent en basses frequences; globalement la presence

de la masse fait legerement diminuer 1'eflRcacite de rayonnement de la structure. SEYBERT

et TSUI [72] ont etudie Ie probleme analogue dans Ie cas d'une poutre chargee par une

masse ponctuelle de position variable. Leur interpretation des phenomenes en termes de

rayonnement modal montre que la presence d'une masse ponctuelle perturbe les deformees
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Figure 4.11: Puissance rayonn6e par une plaque rectangulaire sur appui simple pour

differentes masses ponctuelles rajout^es en a = 0.44,/3 = 0.53.

propres de la poutre, et redistribue done les poles de rayonnement sur la structure. Dans

Ie cas present d'une plaque excitee en son centre, ce sont les modes symetriques, tr^s

efficaces en rayonnement qui sont perturbes; les modes resultants pour la plaque cliarg^e

par la masse introduisent des composantes anti-symetriques faiblement rayonnantes dans Ie

champ de d^placement. Le r6sultat global est une moindre efficacit^ de rayonnement. II faut
Jl

noter que cette diminution est liee au cas tres particulier pr6sent6 ici d'une force centr^e.

D'autre part, les r^sultats pr^sent^s ici ne semblent pas mettre en evidence, meme en

hautes fr6quences d'accroissement de 1'efficacit^ de rayonnement, consequence gen^ralement

admise, [89], d'une discontinuit^ introduite dans une structure uniforme.

En corollaire, la puissance acoustique rayonn^e dans Ie fl-uide (figure 4.11) n'est que peu

affect^e par Pajout d'une masse hors point d'excitation. II a 6t^ v6rifi6 que ces conclusions

restent vraies ind^pendamment des conditions aux limites de la structure.
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4,3,2 Rajout ponctuel de raideur

Rajout de raideur au point cPexcitation

Les figures 4.12 et 4.13 presentent la reponse vibratoire et Ie rayonnement de la plaque

excitee en son centre par une force ponctuelle de IN, pour divers taux croissants K de

raideur ponctuelle rajoutee sous la force (K = 0, K = 103, K = 104, K; = 105). Les conditions

aux limites sont des appuis simples.

L'ajout de raideur et 1'ajout de masse au point d'excitation conduisent a des resultats

sensiblement differents; cependant les mecanismes impliques sont les memes. L'ajout

ponctuel de raideur sous 1 excitation contribue a diminuer fortement 1'energie vibratoire

de la structure en basses frequences (figure 4.12.a). Dans cette region, Pimpedance du

ressort (inversement proportionnelle a Q.) est tres grande devant 1'impedance mecanique de

la plaque, ce qui provoque, comme dans Ie cas de la masse, une diminution de la mobilite

d'entree de la structure: un point "rigide" est offert a, la force en basses frequences. L'efFet

supplementaire est Ie glissement des frequences propres vers la droite, lie a 1'accroissement

de rigidite de la structure. Dans ce cas, Ie glissement est borne pour toutes les frequences

propres, et la limite superieures est egalement 1'antiresonance de la plaque nue. Pour

les raisons exposees precedemment, 1'efficacite de rayonnement de la structure n'est pas

changee par Pajout ponctuel de raideur sous la force; Ie gain obtenu en termes de puissance

acoustique rayonnee est rigoureusement celui obtenu en termes de vitesse quadratique de

la structure. Le domaine d'action privilegie de 1'ajout de raideur en vue de reduire Ie bruit

rayonne est done celui des basses frequences.

Rajout de raideur hors point d'excitation

Les figures 4.14 et 4.15 montrent les resultats obtenus lorsque la raideur ponctuelle est situe

au point a = 0.44,,? = 0.53, la force etant appliquee en a = 0,/5 = 0.

L'effet d'une raideur ponctuelle hors point d'excitation est similaire ^ celui d'une masse

ajoutee hors point d'excitation: emergence de nouveaux pics vibratoires et acoustiques en

basses frequences, et condition de nceud vibratoire en hautes fr^quences au point oH la
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Figure 4.13: Puissance rayonnee par une plaque rectangulaire sur appui simple pour

diff^rentes raideurs ponctuelles rajout^es au point d'excitation.

raideur est introduite. On notera qu'a frequences elev^es, les courbes de la figure 4.11

et celles de la figure 4.15 sont pratiquement confondues. L'efFet sur Ie facteur de ray-

onnement s'interprete, comme dans Ie cas d'une masse, par la distorsion des d^form^es

propres et la redistribution des monopoles de rayonnement sur la structure, ce qui con-

duit dans Ie cas pr^sent^ ici ^ perturber la symetrie des d^form^es propres et ^ introduire
-*»

une composante antisym^trique, peu efficace en rayonnement. Globalement, la puissance

acoustique rayonn^e (figure 4.15) est peu affect^e par la presence d'une raideur ponctuelle

hors point d'excitation. II a ete v^rifie que les conclusions enoncees dans cette section sont

ind^pendantes des conditions aux limites de la structure.
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Figure 4.15: Puissance rayonn^e par une plaque rectangulaire sur appui simple pour

diff^rentes raideurs ponctuelles rajoutees en a = 0.44,/3 = 0.53.

4.4 Influence du rajout de raidisseurs

La figure 4.16 illustre les differents profils et coniigurations utilises dans les calculs. Le

profil ^ 1 est un 616ment de type membrure, Ie profil # 2 est un raidisseur en "I". Les

resultats pr^sent^s supposent que les raidisseurs sont en acier. Les param^tres g6ometriques

sont les suivants: pour Ie profil # 1, lyy = 1.33 X 10~llm4, Iss = 1.33 X 10~9m4, XQ = 0,

ZQ = -10 x 10-3m, 5' = 40 X 10-6m2; pour Ie profil # 2, 1^ = 2.67 X 10-9m4, Iss =

7.16 x 10~9m4, XQ = 0, ZQ = -10 X 10~3m, S = 112 X 10~6m2. La configuration A inclut un

seul raidisseur parall^le ^ 1'axe y et passant par Ie centre de la plaque; la configuration B

inclut cinq raidisseurs tdentiques r^partis suivant un r^seau orthogonal, avec un espacement

inter-raidisseurs constant dans chaque direction. Pour chacune de ces deux configurations,

Pexcitation est une force ponctuelle de IN situ^e soit au centre de la plaque, soit sur 1'axe

x ^, 60mm du centre de la plaque, sensiblement au centre d'une cellule inter-raidisseurs

(point a = 0.26,/3 = 0). Dans Ie cas oH la force est au centre de la plaque, elle s'applique

sur Ie raidisseur au droit du point d)attache I.
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Figure 4.16: Profils et configurations des raidisseurs utilises dans les calculs
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4,4.1 Configuration a un raidisseur

Les figures 4.17 et 4.18 presentent les vibrations et Ie bruit rayonn^ dans la configuration

A avec la force appliquee au centre de la plaque. Les resultats relatifs ^ la structure raidie

sont compares avec une situation de reference identique pour les figures 4.17 a 4.24, qui

est celle de la structure non raidie excitee par une force ponctuelle situee au centre de la

plaque (courbes en trait plein). Les conditions aux limites sont des appuis simples.

Le graphique 4.17.a met clairement en evidence la chute du niveau vibratoire apres

adjonction du raidisseur; ce niveau vibratoire est fortement reduit a 1'interieur de deux

zones frequentielles distinctes: la premiere zone s'etend jusqu'a environ 4:0011 z, et corre-

spond au domaine de comportement en "raideur" du raidisseur. L"'seconde zone comprend

les frequences superieures a 700H z et correspond au comportement en "masse" du raidis-

seur. La chute du niveau de vitesse vibratoire quadratique se justifte dans les deux cas

par une diminution de la mobilite d'entree de la structure. L'efFet supplementaire impor-

tant est Pelevation des frequences piopres, ainsi que la diminution de la densite modale

pour la structure raidie. La diminution de la densite modale n>est en fait vraie qu'en

basses frequences; on salt en efFet [55] qu'en hautes frequences les densites modales de la

plaque seule et du raidisseur doivent s'additionner. La diminution de la densite modale en

basses frequences est un effet particulierement favorable lorsque 1'excitation a un spectre

frequentiel large. La figure 4.17.a montre en outre la superiorite du profil ^ 2 en terme

de gain vibratoire. II faut noter que pour cette configuration et cette excitation, les modes

de torsion des raidisseurs ne sont pas sollicites; seuls les modes de flexion sont alertes, et

la superiorite du profil # 2 se justifie simplement par sa plus grande rigidite en flexion.

L'examen du facteur de rayonnement (figure 4.17.b) montre un accroissement substantiel

de Pefficacite de rayonnement (jusqu'a IQdB) dans Ie domaine multimodal apres adjonc-

tion du raidisseur; ce resultat est conforme a de nombreuses etudes anterieures. Les deux

courbes relatives a la structure raidie sont rigoureusement confondues. L'accroissement

d'efficacite de rayonnement s'avere done independant du profll du raidisseur; cette partic-

ularite, toutefois, n'est pas generalisable, et parait liee a la complete symetrie du probleme

etudie. Au total, la puissance acoustique rayonnee (figure 4.18) se trouve done etre peu
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Figure 4.20: Puissance rayonn^e par une plaque rectangulaire sur appui simple, raidie

(configuration A), excit^e au point a = 0.26, P = 0.
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diminuee dans Ie domaine du comportement en "masse" du raidisseur; par centre, Ie gain

acoustique observe dans Ie domaine du comportement en "raideur" est important.

Les figures 4.19 et 4.20 illustrent Ie cas ou Pexcitation est appliqu^e sur la plaque, au

point a = 0.26,/3 = 0. Cette fois, Ie niveau vibratoire moyen de la structure n'est pas

notablement affecte par la presence du raidisseur, et la vitesse quadratique est presque

rigoureusement la meme pour les deux profils etudies (figure 4.19.a). Ce dernier resultat

s'interprete par Ie fait que Ie raidisseur, lorsqu'il est implant^ hors excitation, est suff-

isant pour creer une ligne nodale au niveau de la jonction plaque-raidisseur. II apparait

fi.nalem.ent (figure 4.20) que 1'adjonction d'un seul raidisseur hors du point d'excitation

n'entraine pas de gain acoustique notable sauf aux frequences inferieures ^ la premiere

frequence propre du systeme raidi.

4.4,2 Configuration a cinq raidisseurs

Dans la configuration B (cinq raidisseurs identiques), figures 4.21 ^ 4.24, la position de

Pexcitation s'avere mains importante. Les resultats obtenus dans les deux cas - excitation

centree, appliquee sur un des raidisseurs, excitation excentree appliquee sur la plaque - sont

comparables et illustrent les phenomenes et les tendances observees a la figure 4.17: mise

en evidence de deux regimes de comportement en "raideur" et en "masse" des raidisseurs,

chute importante des niveaux vibratoires et acoustiques en basses frequences, elevation des

frequences propres de la structure, accroissement de son efRcacite de rayonnement. II est ^

noter que dans la configuration B, 1'efficacite de rayonnement atteint sa valeur maximale,

voisine de 1 (Od-0), au voisinage de 1kHz, alors que la frequence critique de la plaque nue

est de 12kH z\ ceci suggere que du point de vue du transfert acoustique, la structure raidie

a un comportement de structure homogene avec une rigidite de flexion equivalente accrue.

102



VITESSE QUADRATIQUE
-20

-30 \-

-40 |-

-50

m -60 I-

I -70 h

-90 \-

^ -100 I-

-110 h

-120
10

-45 &

-50

10' 10'

frequence (Hz I

FACTEUR OE RAYONNEMENT

10'

10' 10'

frequence (Hz)
pa.s de raldlsaeur 5 raidisseurs »1

5 raldiaseura *2

Figure 4.21; Reponse vibratoire et rayonnement d'une plaque rectangulaire sur appui sim-

pie, raidie (configuration B), excit6e en son centre; (a) vitesse quadratique de plaque, (b)

efficacit^ de rayonnement.

103



PUISSANCE ACOUSTIQUE RAYONNEE
120

110

90

«' 70

^ 60

^ 50

•3 40

30

20

-I—I—I—I I I II 1—I—I—I I I I —T

I!7/! Vli7M//' "^
/ /lii Is/

,/-/t// p
/

J—I 1/1 I I I —I. I I I I I III _L I I 11111

102 10a
frequence (Hz)

pas de raidlsseur 5 raidisseurs *1

5 raidisseurs *2

Figure 4.22: Puissance rayonn^e par une plaque rectangulaire sur appui simple, raidie

(configuration B), excitee en son centre.

104



VITESSE QUADRATIQUE
T—I—I—I—T

/w ^

U^-—I. I—I—I I I I I _I I I I I I I I I

5&

-5

-10

-15

-20

-25

-30

-35

-40

-45

-50
-10'

FACTEUR DE RAYONNEMENT
T—I—I—I I I | T—I—I—I—I I I ] —T

(b) ^

,.<•:. !(fM/''^N̂

10' 10'
frequence (Hz)

pas de raidlaaeur 5 raidisseurs #1

5 raidleaeurs *2

Figure 4.23: Reponse vibratoire et rayonnement d'une plaque rectangulaire sur appui sim-

pie, raidie (configuration B), excitee au point a = 0.26,0 = 0; (a) vitesse quadratique de

plaque, (b) efficacite de rayonnement.

105



120
PUISSANCE ACOUSTIQUE RAYONNEE

110 h

901-

80 |-

u 70 i-

^ 50
0
m
n
•3 40

30

20

,/;'i!Ny,//'iiiW
/'

lil
/ y i' S// / 'I/ (?// ^'

/

J—I—\/\ I I I _I I I I I I I I I J—I—I—I—1111

10" 103
frequence (Hz)

pas de raidisseur 5 raidisseurs *1

5 raidisseurs *2
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4.5 Conclusions

Ce chapitre a permis d'analyser de maniere quantitative Pinfluence de parametres struc-

turaux importants sur les vibrations et Ie bruit rayonne dans 1'air par une plaque rectangu-

laire dans un cas d'excitation m^canique ponctuelle. L'ensemble des parametres explores

- conditions aux limites, rajout de masse ou de raideur, rajout de raidisseurs - s'av^rent

d^cisifs en matiere de comportement vibro-acoustique, ce qui montre a posteriori que Ie re-

cours a des modeles simples (structure nue, conditions d'appui simple) est inapte a decrire

correctement la plupart des situations reelles.

Les conclusions essentielles en ce qui concerne les effets respectifs de chacun des para-

metres structuraux sont compilees sons forme de tableau (tableau 4.3). Ce tableau complete

et nuance celui donne en introduction de cette etude (tableau 1.1). Dans une perspective

de controle du bruit, il est possible de degager les idees maitresses suivantes:

• La modification de la structure aux points d'entree de 1'energie, a un efFet g^nerale-

ment favorable sur Ie rayonnement acoustique lorsqu'elle va dans Ie sens d'une diminu-

tion de la mobilite d'entree.

• La modification de la structure hors point d'excitation a un effet faible ou nul.

• Le parametre qui gouverne Ie transfert acoustique en ce qui a trait aux conditions

aux limites est la rigidite du contour en deflexion.

II faut toutefois garder a 1'esprit que 1'ensemble de ces conditions ont ete enoncees dans

Phypothese de force excitatrice cpnstante et independante de la structure receptrice. En

pratique, une telle hypothese signifie que la source vibratoire a une impedance mecanique

infinie, et se comporte efFectivement comme une source de force, constante quelle que soit

Penveloppe rayonnante a laquelle elle est couplee. La seconde hypothese importante du

modele est la presence d'un baffle rigide dans Ie plan de la structure. Ces deux hypotheses

sont rarement rencontrees en pratique, et leur cout n'est pas encore bien cerne. II serait

done pertinent, a terme, d'inclure les eifets lies au baffle et au couplage mecanique source

vibratoire - structure dans 1'evaluation des moyens passifs de reduction du bruit rayonne.
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Tableau 4.3: Incidence des parametres structuraux sur les vibrations et Ie bruit rayonne

dans 1'air

Conditions

aux limites

Augmentation de la

rigidite de rotation

du contour

Augmentation de la

rigidite de deflexion

Modification de la

structure

au point d'excitation

masse ponctuelle

raideur ponctuelle

raidisseur

premiere frequence

propre

y

y

\

/

/

vitesse

quadratique

—»•

—>

\
effet hautes freq.

\
effet basses freq.

\
effet basses/hautes fr^q.

efficacite de

rayonnement

\premiers modes

/"autres modes

effet basses freq.

/
effet basses frequ.

—>

y
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Tableau 4.3: Suite

Modification de la

structure

hors point d'excitation

masse ponctuelle

raideur ponctuelle

raidisseur

premiere frequence

propre

\

/

/

vitesse

quadratique

effet local

effet local

—^ou\

suivant nombre et type

de raidisseurs

effet basses/hautes freq.

efficacit^ de

rayonnement

•en moyenne

^en moyenne

/
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Chapitre 5

Validation du cadre theorique

5.1 Introduction

Ce chapitre presente les validations de la theorie proposee au chapitre 3 pour Ie rayon-

nement d'une structure plane complexe dans 1'air. Ces validations sont faites a partir de

comparaisons avec des moyens de simulation purement numeriques (methode des elements

finis) d'une part, et a partir de comparaisons avec des mesures d'autre part. II s'agit de

validations preliminaires effectuees autour de situations volontairement simples, a la fois

compatibles avec des modeles d'elements finis, et controlables experimentalement.

5.2 Comparaisons avec la methode des elements finis

La vitesse de calcul et la taille memoire des ordinateurs a rendu possible depuis une decennie

environ Ie developpement, la commercialisation et 1'utilisation a grande echelle de codes de

calcul specialises dans la resolution de problemes vibroacoustiques, sur la base de methodes

par elements finis. Cette section presente certaines comparaisons entre les resultats de nos

calculs, et ceux obtenus par elements finis dans des situations similaires. L'objectif de ces

comparaisons est double:

• premierement, et compte temi du fait que les ph^nomenes physiques modelises et les

equations fondamentales solutionnees sont les memes dans 1'un et 1'autre cas, verifier

la justesse de nos calculs,
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• deuxiemement, evaluer les atouts et cerner les limites respectives des deux approches

comme outils de prediction.

Le code de calcul par elements finis qui a servi de support a cette comparaison est SYS-

NOISE4.31 interface avec ANSYS4.42. Ces deux logiciels sont commercialement disponibles.

ANSYS4.4 est un code d'elements finis de structure qui a ete utilise pour generer la

reponse vibratoire de la structure in-vacuo a des excitations mecaniques prescrites. SYS-

NOISE4.3 est un code qui utilise la technique des elements finis de frontiere pour generer

Ie champ acoustique rayonne par la structure en tout point du fluide, a partir du champ

de deplacement de la structure calcule par ANSYS4.4. Les tables de resultats generees par

ces programmes ont ete converties en formats compatibles avec les indicateurs vibroacous-

tiques utilises jusqu a present dans ce travail: vitesse vibratoire quadratique, efficacite de

rayonnement et puissance rayonnee dans un demi-espace fluide. On presente id, pour deux

situations typiques, la comparaison entre les resultats obtenus par elements flms ("BFE")

et les resultats obtenus par Ie modele expose au chapitre 3, identifies pour les besoins par

1'appellation de "methode analytique".

Les figures 5.1 et 5.2 presentent la premiere situation etudiee, qui est celle d'une plaque

encastree sur ses bords. Les donnees utilisees sont les suivantes: a = 0.455m, r = 1.21,

h = 1mm, ps = 7S50kg/m , -D = ISNm, v = 0.28; 1'excitation simulee est une force

ponctuelle de IN appliquee au point defini par a = 0.44, /3 = 0.53 et Ie fluide considere est

Pair, po = 1.225kg/m3, CQ = 340m/^. Les parametres du calcul utilises dans la m^thode

analytique sont tels que Ie champ de deplacement vibratoire est reconstruit a partir de 169

fonctions-essais (N = 13 dans Pequation (3.79)). La methode par elements finis a ete mise

en oeuvre avec deux maillages differents de la structure, de 9 elements X 11 elements et de

13 elements X 16 elements; les elements utilises sont des elements isoparametriques a quatre

noeuds, chaque noeud possedant trois degres de liberte (un deplacement de flexion et deux

rotations). Les noeuds frontiere sur Ie contour de la plaque sont astreints a un deplacement

nul et a une rotation. nulle, de maniere a, imposer une condition d'encastrement. Le calcul

1SYSNOISE4.3, Dynamic Engineering (1990)

2ANSYS4.4, Swanson Analysis Systems (1990)
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du rayonnement est effectue en supposant 1'existence d'un baffle rigide infini dans Ie plan

de la plaque.

Les comparaisons, efFectuees entre 2QH z et '2kHz en termes de vitesse quadratique de

structure (figure 5.1.a), efficacite de rayonnement (figure 5.1.b) et puissance rayonnee dans

Ie fluide (figure 5.2), s'averent tres satisfaisantes, aussi bien sur la position des frequences

singulieres que sur 1'amplitude des phenomenes. Les deviations significatives apparaissant a

hautes frequences doivent etre attribuees aux limites liees soit au nombre fini de fonctions-

essai retenues pour la methode de Rayleigh-Ritz, soit au nombre fini d'elements utilises

pour discretiser la structure. II est possible de chiffrer en premiere approximation les

limites superieures inherentes a chacune des methodes:

• Si N est Pordre maximal de la decomposition utilise dans la m^thode de Rayleigh-

Ritz, equation (3.79), les modes structuraux correctement modelises out un ordre

inferieur ou egal a N — 5 suivant chacune des deux directions x et y. Pour N = 13,

la condition imposee au nombre d'onde structural est done

k<^. (5.1)
a

Compte tenu de la relation de dispersion pour une plaque infinie in-vacuo,

^ = -^k\ (5.2)
Psl

1'ensemble des frequences / respectant la condition (5.1) est tel que

^_(D_\l/2f^-\2
/ < — I — I I —). (5.3)2;r \p,h) \a ) v""'

Pour Ie probleme traite, la frequence maximale de calcul estim^e pour la m^thode de

Rayleigh-Ritz est de 74:OHz.

• Le critere de maillage usuel retenu pour les problemes elastoacoustiques trait6s par la

technique des elements finis est de six noeuds au mains par longueur d'onde structurale

et par longueur d'onde acoustique. Sous la frequence critique de plaque,lalongueur

d'onde structurale est inferieure a la longueur d'onde acoustique, Ie critere structural

est done Ie plus restictif. La frequence maximale respectant Ie critere de six noeuds au
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Figure 5.1: R^ponse vibratoire et rayonnement dans Pair d'une plaque rectangulaire en-

castr^e, comparaison entre la m^thode analytique et la m6thode par 61^ments •finis; (a)

vitesse quadratique de plaque, (b) efficacit^ de rayonnement.
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Figure 5.2: Puissance rayonn^e par une plaque rectangulaire encastr^e, comparaison entre

la methode analytique et la methode par elements finis.

moins par longueur d'onde structurale pour Ie probl^me 6tudi^ est / = 1665^2' pour

un maillage 9 elements x 11 elements, / = 3307?'2; pour un maillage 13 elements X

16 ^l^ments.

Les criteres enonces pour chacune des deux approches sent ceux permettant de calculer avec

une precision satisfaisante les frequences propres de la structure; les tendances moyennes

fournies restent neanmoins raisonnablement bonnes meme largement au-dela des frequences

maximales estimees au moyen de ces criteres.

La deuxi^me situation 6tudiee est celle d'une plaque identique pr^sentant des conditions

aux limites libres (figures 5.3 et 5.4), les autres donn6es et les param^tres de calcul restant

inchang^s. La condition de contour libre a eU simule par elements finis en n'imposant

aucune condition sur 1'ensemble des nceuds fronti^re de la plaque.
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Figure 5.3: R6ponse vibratoire et rayonnement dans Pair d'une plaque rectangulaire libre,

comparaison entre la m6thode analytique et la m^thode par elements finis; (a) vitesse

quadratique de plaque, (b) efficacit6 de rayonnement.
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Figure 5.4: Puissance rayonnee par une plaque rectangulaire libre, comparaison entre la

m^thode analytique et la methode par elements finis.

On salt (chapitre 4) que Ie cas d'une plaque libre est un cas particulier pour lequel

Pensemble des modes elastiques sent faiblement rayonnanls, et sont masques sur les spec-

ties acoustiques basses fr^quences par Ie mode piston de la plaque, fortement rayonnant. La

tr^s faible efficacite de rayonnement des modes 61astiques d'une plaque libre r^sulte d'effets

de compensation presque totale entre Ie rayonnement des diverses zones vibratoires de la

plaque. Ce m6canisme physique particulier s'av^re tr^s sensible ^ des perturbations memes

faibles (section 4.2.4); Ie cas d'une plaque libre doit done constituer un test probant de la

precision d'une methods de calcul donnee. L'accord obtenu entre la m^thode dite analy-

tique et la simulation par elements finis est satisfaisant en termes de r^ponse vibratoire de

la structure (figure 5.3.a). Par centre des hearts sensibles peuvent etre not6s sur Ie spectre

de puissance rayonn^e meme en basses fr^quences, la m6thode par 616ments finis pr6voyant

P^mergence de pics de puissance plus ou mains prononc^s aux fr^quences propres de la

plaque. Ces pics resultent a notre avis d'un calcul num6rique impr6cis du rayonnement,

th^oriquement ties faible, des modes elastiques de la plaque, Perreur r6siduelle etant con-
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siderablement amplifiee aux resonances de ces modes.

Les temps de calcul moyen par frequence sur un ordinateur SiliconGraphics4D120 pour

les deux cas presentes ici sont de 9<s par la methode analytique, 48s par la methode des

elements finis avec un maillage 9 elements X 11 elements, 1635 avec un maillage 13 elements

X 16 elements.

5.3 Comparaisons avec des mesures

Des mes'ures vibratoires et acoustiques ont ete effectuees dans des situations simples et

controlees, compatibles avec la theorie proposee, dans Ie double but de:

• confronter de maniere systematique la theorie et la reality,

• cerner les eventuelles causes d'ecart et les parametres sensibles au niveau experimen-

tal.

On dispose a 1'heure actuelle dans la litterature de relativement peu de donnees experimen-

tales sur Ie rayonnement acoustique des plaques, et parmi elles, de tr^s peu de donnees en

bande fine, et de ties peu de comparaisons systematiques theorie/experience. Les mesures

existantes servent Ie plus souvent a mettre en evidence des effets et des tendances qualita-

tives. Les grandeurs mesurees peuvent etre soit des grandeurs locales (pressipn rayonnee

en champ lointain, WATSON [89], intensite acoustique en champ proche, KRISHNAPPA

et al [33]), soit des grandeurs globales (efRcacite de rayonnement de la stru-cture ou puis-

sance rayonnee). Dans ce dernier cas les resultats sont g^neralement donnes en bandes 1/3

octave, et illustrent les effets lies au type de materiau (CREM^ER, HECKL et UNGAR [6],

KOJIMA et al [32]) ou a la presence de perforations dans la structure (PIERRI [66]). On

trouve par ailleurs dans les etudes sur la transparence acoustique des plaques, des donnees

experimentales pour Pefficacite de rayonnement de plaques simples (MACADAM [50]), ou

de plaques raidies (VON VENZKE et al [85]). Ces donnees, toutefois, concernent des cas

d'excitation acoustique de la structure, et sont egalement present^es en bandes 1/3 octave.

La mesure de la puissance rayonnee et de 1'efficacite de rayonnement s'effectue classique-

ment en chambre reverberante avec la technique des microphones tournants (CRE^IER,
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HECKL et UNGAR [6 ). On fait aujourd'hui de plus en plus appel aux techniques de

Pintensimetrie acoustique avec des sondes de champ proche ^ deux microphones (FORSEN

et al [17]), ou a, trois microphones (LOYAU [48]); ces techniques ont Pavantage de per-

mettre la mesure simultanee de Pintensite acoustique rayonn^e et de la vitesse vibratoire

reconstruite.

Une comparaison theorie/experience passe par la controle de 1'ensemble des parametres

dont depend, in fine Ie champ rayonne; ces param^tres sont nombreux et certains, comme

1'amortissement structural, les caracteristiques du materiau et les conditions aux limites

de la structure, sont difficilement accesssibles d'emblee. Les mesures presentees ici ont 6te

effectuees dans Ie cas d'une plaque mince en appui simple ou encastree sur ses bords, et

sont presentees en bande fine. Ces mesures ont ete conduites au laboratoire d'acoustique

dll Centre Technique des Industries IMecaniques (CETIM), en France. L'auteur souhaite

remercier T. Loyau de son importante contribution dans 1'etude experimentale.

5.3.1 ]VEontage experimental

L'experience conduite a pour but de mesurer la vitesse vibratoire quadratique, la puissance

rayonnee dans Pair et Ie facteur de rayonnement d'une plaque mince bafflee excitee par

une force ponctuelle pour des conditions aux limites d'appui simple et d'encastrement. Le

schema du montage est donne a la figure 5.5.

Locaux et structure

On dispose de deux locaux d'essais separes par un mur perce d'une ouverture carree de 1m X

1m dans laquelle est inseree la structure testee. Le local cote excitation est reverberant; Ie

local cote reception est non traite acoustiquement. Le mur separateur assure une condition

de baffle rigide dans Ie plan de la plaque. La structure est une plaque d'aluminium carree

de dimensions 920mm X 920mm X 4mm, dont la frequence critique calculee est d'environ

^kHz.

L'amenagement de la structure dans Pouverture est decrit ^ la figure 5.6. Un cadre
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Figure 5.5: Schema du montage experimental pour la mesure du rayonnement acoustique

par une plaque mince bafflee.
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Figure 5.6: Montage de la structure dans la fenetre d'essai.

rigide (1) est fix^ sur Ie mur du cote de la salle de mesure, un cadre mobile (3) est viss6

sur Ie cadre fixe du cote de la salle r^verb^rante, enserrant la plaque (2). L'6tanch6it6

acoustique entre les deux salles est assur^e par des joints de caoutchouc (4) comprim^s par

un cadre l^ger qui est maintenu en place par des vis dispos^es sur Ie cadre mobile. La figure

5.7 illustre les modes de fixation utilises pour realiser un appui simple et un encastrement.

Excitation

La structure est excit6e en son centre par un pot vibrant WILCOXON F4 aliment^ par

un generateur de bruit blanc B&K 1405. La force excitatrice inject^e dans la plaque est

mesur^e par un capteur de force suivi d'un conditionneur ENDEVCO 2775, pour etre

achemin^ vers Ie systeme d'acquisition et de traitement de donn6es.

Mesure

Le syst^me de mesure, cot^ local de reception doit permettre d'acc^der ^ la vitesse vibra-

toire quadratique et ^ la puissance rayonn^e dans Ie local de reception, ces deux quantit^s

permettant d'en d^duire directement 1'efficacite de rayonnement de la structure. La mesure
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(a) (b)

Figure 5.7: Conditions de fixation (a) en appui simple; (b) en encastrement.

de la vitesse de paroi et la mesure du rayonnement acoustique sont effectu^es simultanement

par une seule sonde constituee de trois microphones rapproch^s, dont les centres acoustiques

sont alignes perpendiculairement a la surface vibrante et situes a faible distance de celle-ci.

La mesure des autospectres et des interspectres entre paires de microphones permet, en un

point donn^, d'acceder ^ 1'intensit^ acoustique active normale au plan de la plaque In et

de reconstruire par extrapolation la vitesse de paroi Vn au droit du point de mesure. Les

principes et la technique de la mesure out 6U plus amplement d^crits par LOYAU [48].

La mesure est repetee en J\f points d'un plan de mesure parall^le ^ la plaque. La vitesse

vibratoire quadratique (w^) et la puissance acoustique Wm mesur^es sont obtenues par les

relations suivantes,
1 ^

(5.4)(t^)=T7E^)
n=l

m = 77 ^ n
n=l

L'efficacit6 de rayonnement mesuree est obtenue par la formule

Wm
CTm =

pocoab(w^)

(5.5)

(5.6)
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LOTS de la mesure, Pespacement inter-microphones etait de 12mm, la distance entre la

plaque et Ie microphone central etait de 36mm. Les erreurs de phase entre les microphones

rend la technique de mesure tres imprecise en basses frequences (mains de IQOHz). Le

plan de mesure, de dimensions 1.2m X 1.2m est constitue de At = 49 points repartis

sur un maillage regulier de 7 points X 7 points, qui est balaye ^, Paide d'un systeme

robotise de deplacement et de localisation. La sonde est constitute de trois microphones

quart de pouce AKSUD 34012. Les trois signaux de pression acoustique et Ie signal de

mesure de la force excitatrice sont achemines a un commutateur de signaux PHILIPS

PM2101 et PHILIPS PM2120. La mesure des autospectres et interspectres entre paires

de capteurs microphoniques est effectuee a 1'aide d'un syst^me de traitement de signal

HP 3582 qui effectue 1'acquisition et la FFT sur deux vois d'analyse. Le traitement des

spectres et Ie calcul des indicateurs vibratoires et acoustiques globaux sont assures par un

calculateur central HP VECTRA. Les resultats en vitesse quadratique de la structure et

en puissance acoustique rayonnee sont references a une force excitatrice unitaire pour fins

de comparaisons avec la theorie, (w2^)/F^, Wm/F^, ou Fm est la force excitatrice mesuree

par bande de frequence.

5.3.2 Resultats

Les comparaisons theorie/experience sont presentees pour les conditions d'appui simple et

d'encastrement aux figures 5.8, 5.9 et 5.10 en termes de vitesse vibratoire quadratique de

la structure, puissance rayonnee et facteur de rayonnement. Les constantes physiques de

Paluminium utilisees dans Ie calcul sont E = 7.2 X 1010Pa, pa = 270Qkg/m3, v = 0.3; Ie

facteur de perte structural introdutt est r)p = 7 X 10~ . Le trait plein represente Ie r^sultat

du calcul, Ie trait pointille celui de la mesure.

Dans tous les cas, la dependance frequentielle des phenomenes est bien estimee par la

theorie. La position predite des premieres resonances est satisfaisante dans les deux cas

de conditions aux limites (figure 5.8). On remarquera toutefois une l^gere sous-estimation

par la theorie des frequences propres mesurees dans Ie cas de 1'appui simple (figure 5.8.a),

et line legere sur-estimation dans Ie cas de 1'encastrement (figure 5.8.b). Cette remarque
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Figure 5.10: Comparaison th<sorie/exp6rience pour Ie facteur de rayonnnement d'une plaque

mince excise par une force ponctuelle, (a) en appui simple, (b) encastr^e.
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suggere que la rotation du contour de la structure n'est pas laisse totalement libre par Ie

montage experimental dans Ie cas de 1'appui simple, et que la rotation du contour n'est pas

totalement contrainte dans Ie cas de 1'encastrement. Une telle constatation situe bien Ie

caractere assez peu representatif en realite de conditions extremes telles que 1'appui simple

et 1'encastrement. .

Les indicateurs acoustiques calcules - puissance rayonnee et efficaciU de rayonnement -

suivent correctement les tendances fournies par la mesure (figures 5.9 et 5.10). Les valeurs

experimentales du facteur de rayonnement conflrment en particulier Ie caractere modal tres

marque d'es phenomenes en basses frequences et la relative independance de 1'efficacite de

rayonnement vis-a-vis des contraintes imposees sur la rotation du contour de la structure.

On remarque qu'entre 200 ff z et 300-Hz, 1'effi.cacite de rayonnement pr^dite est inferieure

a 1'efiicacite de rayonnement mesuree; les raisons de cet ecart ne sont pas encore eclaircies.

5.4 Conclusions

Les comparaisons, sur des cas simples, entre la methode de calcul que nous avons propose

et les moyens de simulation numeriques ofFerts par la technique des elements finis ont

permis, d'une part de valider les calculs efFectues, d'autre part de mettre en evidence les

performances de 1'outil de prediction mis en oeuvre.

Les confrontations, toujours autour de situations simples, avec les resu.ta1;s experimen-

taux ont montre que la theorie proposee predit adequatement Ie rayonnement acoustique

dans. les situations ou. il est controle par des mecanismes modaux. II serait souhaitable de

poursuivre ces verifications initiales autour de situations plus complexes et compatibles avec

la realite industrielle, dans Ie but de tester la theorie proposee comme outil de prediction

a part entiere.

126



Deuxi^me Partie

Fluide lourd
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Chapitre 6

I/interaction fluide — structure

6.1 introduction

Le but de ce chapitre est d'etendre au cas d'un fluide lourd Ie cadre theorique expose au

chapitre 3 et valable pour une structure plane complexe immerg^e dans un fluide 16ger

(essentiellement Pair). Le probleme etudie est done en tout point identique ^ celui presente

au chapitre 3, avec cette fois-ci un demi-espace fluide dense en z > 0, Ie demi-espace z < 0

etant vide. Dans 1'hypothese d'un fluide lourd, la pression acoustique parietale modifie

la reponse de la structure, et doit etre conservee dans Ie calcul comme une sollicitation

sur la structure au meme titre que les forces mecaniques appliquees. Ce probleme a des

applications importantes pour les vibrations et Ie bruit rayonn^ par les structures marines

(batiments de surface, sous-marins, plate-formes "offshore"). II s'agit d'un probl^me com-

plexe d'un point de vue theorique car Ie comportement du fluide et de la structure sont

alors fortement couples. L'objectif de ce chapitre est done de modeliser, pour les struc-

tures considerees dans Ie cadre de ce travail, 1'interaction dynamique entre Ie fluide et la

structure.

On presente dans un premier temps les equations generales du probleme couple, equa-

tions qui montrent Ie role central joue par les termes d'impedances de rayonnement de

la structure. Une breve revue des connaissances fait Ie point sur les methodes existantes

pour calculer ces termes d'impedance de rayonnement. Une methode originale est propos^e
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dans Ie cas ati les conditions aux limites sont g^n^rales (raideur finie de deflexion et de

rotation sur Ie contour). Les differents indicateurs vibroacoustiques calcules par Ie modele

sent presentes, et la methode est testee et comparee a des resultats existants dans Ie cas

simple d'un piston rectangulaire.

6.2 Equations generates du probleme couple — impe-

dances de rayonnement

Une structure se comporte differemment d'un point de vue acoustique si elle est immergee

dans un milieu fluide dense ou dans un milieu fluide leger. Cette difference a ete historique-

ment mise en evidence par une experience de LESLIE en 1837, et justifiee physiquement

pour la premiere fois par STOKES en 1868 [27]. Un milieu dense cree une charge fluide sur

la structure et en modifie la reponse dynamique. Cette charge fluide est elle-meme cr6ee

par la reponse dynamique de la structure sous la forme d'une fluctuation de pression dans

Ie fluide a la surface de la structure, ou pression parietale. Le probleme theorique est done

couple. Les impedances de rayonnement de la structure sont les parametres importants

de 1'interaction fluide-structure car, comme on Ie verra, elles quantifient a la fois la charge

fluide, et Penergie cedee par la structure au fluide, c'est-a-dire Ie rayonnement acoustique.

(On peut se reporter a la section 2.4.3 pour Ie rappel des etudes anterieures sur 1'interaction

fluide-structure).

6.2.1 Charge fluide

Dans Ie probleme enonce en 3.2.1, la charge fluide exercee sur la structure est la pression

parietale p(x,y,0+). Cette pression parietale fournit ^ la structure un travail

Wacoustique = - I _^ p(x, y ,Q+)w(x, y)dxdy (6.1)
(5)

qui s'ajoute au travail Wm6canique fourni par les forces excitatrices (voir section 3.3.7). La

fonctionnelle de Hamilton de la structure sous Faction des forces excitatrices et de la charge

fluide est done

/H(w)= I (T-V+W)dt (6.2)
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OU W = Wm&canique + Wacoustique^ T est Peneigie cinetique de la structure et V est 1'energie

de deform ation de la structure. Les expressions de Wm&caniquei T et V sont formellement

identiques ^t celles obtenues au chapitre 3.

Par ailleurs, la solution de pression acoustique dans Ie fluide peut etre mise sous la

forme integrate suivante, dans Phypothese d'une dependance temporelle e3 [28],

p(x,y,z) = -pouj2 l_^G(x,y,z/xf,yt,0)w(x',y')dx'dyt (6.3)
(5)

ou G(x,y,z/x!,yf,z ) est la fonction de Green pour un demi-espace avec condition de Neu-

mann a z = 0,
Q-jkor

G(x,y,z/xt,y\0)= — (6.4)

avec ko = UJ/CQ et

r = [(x-x')2 + (y-y')2 + Z1}1'2 (6.5)

La pression acoustique dans Ie fiuide et Ie deplacement vibratoire de la structure sent

les solutions du systeme forme par 1'equation (6.3) et la condition de stationnarite du

hamiltonien (6.2). II s'agit d'un systeme rendu couple par la presence du terme de charge

fluide Wacoustique dans la fonctionnelle de Hamilton, et pour lequel on ne dispose pas de

solution exacte, meme dans des cas simples (plaque nue sur appui simple, par exemple). Les

solutions approchees disponibles actuellement sont generalement obtenues en decomposant

Ie deplacement de la structure et la pression parietale sur la base des modes in-vacuo de

la structure [44,10,67]. Une telle approche necessite la connaissance a priori des modes

in-vacuo de la structure, et s'avere done incompatible avec 1'hypoth^se de conditions aux

Umites arbitraires sur Ie contour de la plaque. Dans ce cas, la m^thode de Rayleigh-Ritz

permet de remplacer la base modale par une base fonctionnelle cin^matiquement admissible.

L'utilisation de la base des polynomes de Taylor, decrite au chapitre 3, est illustree dans

ce chapitre pour Ie calcul du couplage flu.ide/structure.

130



6»2,2 Impedances de rayonnement

En particularisant (6.3) & z = 0, la pression parietale s'ecrit

p(x,y,Q+)= -pQU2 l_^G(x,y,Q/xf,y',0)w(xf,y()dxfdyf (6.6)
f(S]

Substituant (6.6) dans (6.1),

Wacoustique = Po^2 /. _, /_ w(x,y)G(x,y,Q/xf,yf,0)w(x\yf)dxdydx/dy/ (6.7)
,(5) J(5)

Compte tenu que Ie deplacement structural peut etre developpe sur la base de Taylor,

w(x,y) = {a^}T{^^(x)^n(y)]

v,(x',y')={a^}T{'5-,(x')y,(y')}

avec ^m(x) = (^)m, ^Sn(y) = (^)n, on obtient

•Wacoustique = Po^2{amn}T[ i^ I _^ m(x)^S n(y)G(x, y ,Q / xf, yf ,0)^ p(x/)-9 y(yf))dxdydxf dyf]
1{S)J(S) ' ' '-' - -. . - . ., ' .. ..

{a,J (6.8)

La condition de stationnarite de /H pour la structure immergee dans un fluide lourd est,

d'apr^s 1'equation (3.71),

d ^ 9T ^ 9V _ 9Wm6canique QWgcoustique

dt Qa-mn 9a-mn Sa'mn Qo'mn

L'ensemble de ces conditions peut etre mis sous la forme matricielle suivante:

(-n2[MmnpJ + [K^npq]){amn] = {fmn} - 3^[Zmnpq}{a-mn} (6.10)

OU [MmnpgL [-^mnpg] et {/mn} sont respectivement la matrice de masse, la matrice de rigidite

de la structure dissipative, et Ie vecteur des forces mecaniques gen^ralisees, calcules dans

la base de Taylor. La matrice [^mnpg] est la matrice dite des impedances de rayonnement,

calculee dans la base de Taylor, dont chaque coefficient se calcule comme

Zmnp, = JP^ L L^m(^^n(2/)G!(^2/,0/^,2/',0)$p(^,(3//))^d^W(6.H)
'(S) J(S)

Les remarques suivantes s'imposent:
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• Le terme J^l[Zmnpq\{o'mn} dans Pequation (6.10) traduit 1'influence du milieu fluide

sur la r^ponse de la structure. La resolution du systems lin^aire (6.10) passe par

revaluation de la matrice [Zmnpq] (ies impedances de rayonnement, dont chaque coef-

ficient se presente comme une integrale quadruple sur un domaine fini d'une fonction

singuliere (la fonction G n'est pas definie lorsque x = x' et y = y'). Ce premier

constat situe bien la complexite du probleme au niveau th^orique, et indique Ie degre

de difficulte supplementaire introduit par la presence du fluide dans les calculs.

• La matrice [Zmnpq] est une matrice complexe dont la partie imaginaire represente

la masse rajoutee par Ie fluide sur la structure, et dont la partie reelle represente

1'amortissement par rayonnement acoustique. La partie reelle de [Zmnpq] contient

done Pinformation necessaire au calcul du bruit rayonne par la structure. Ce point

sera developpe a la section 6.5.

• La matrice [Zmnqp], lorsqu'elle est exprimee dans la base des modes in-vacuo de la

structure, est appelee matrice des impedances modales de rayonnement. Cette ma-

trice etant pleine, Ie systeme lineaire (6.10) cesse d'etre diagonal lorsqu'un fluide dense

est pris en consideration, et les modes in-vacuo deviennent couples par la presence

du fluide; les termes de la matrice [^mnpg] expriment ce couplage intermodal, c'est-

a-dire la capacite d'un mode donne d'induire par Ie fluide Ie mouvement d'un autre

mode donne. La base des modes in-vacuo permet done d'interpr^ter utilement les

phenomenes en termes de perturbation des modes in-vacuo par Ie fluide; il ne semble

pas que Ie recours a une base non modale pour d^crire ces ph^nom^nes ait ete jamais

envisage.

6.3 Revue des methodes disponibles pour Ie calcul des

impedances de rayonnement

Le calcul du rayonnement acoustique des plaques finies immergees dans un fluide lourd

necessite Ie calcul des impedances de rayonnement, qu'elles soient exprimees dans une

base modale ou dans une base fonctionnelle. II s'agit assurement de l'6tape critique de
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la modelisation et du calcul numerique, puisqu'elle consomme g^n^ralement 1'essentiel du

temps CPU dans les codes de calcul existants. On trouve dans la litterature relative-

ment peu d'etudes consacrees a ce probleme difRcile dans Ie cas de structures planes. Les

methodes disponibles reposent soit sur la transformation des equations dans 1'espace des

nombres d'onde, soit sur la resolution numerique de 1'equation (6.11).

6.3.1 Transformation dans Pespace des nombres cPonde

Cette methode a ete initialement appliquee par DAVIES [10] au calcul des coefficients

de couplage intermodal dans Ie cas d'une plaque sur appui simple. Elle s'appuie sur un

transformee de Fourier bidimensionnelle sur les variables d'espace x et y du champ de

pression p(x,y,z) et du champ de deplacement w(x^y)^ moyennant quoi les impedances de

rayonnement intermodales peuvent etre mises sous la forme suivante:

/-+- f+^^m(X)^nW^W^)^
z—= />0" y_^ y_^ ~""[k^^ydxdlt • (6-12)

ou $m(^) et ^n(^) designent les transformees de Fourier des fonctions ^m(^) = sm[^'(x ~

a/2)] et ^n(y) = sm[3f'(y ~ ^/2)], et * designs Ie conjugue complexe. L'expression (6.12)

peut etre r6solue par integration dans Ie plan complexe et 6valu^e par des formules simples

moyennant certaines approximations. Ces approximations sont legitimes en basse frequence

(selon DAVIES, lorsque koa < TT). Les expressions obtennues par DAVIES out ete, depuis,

largement utilisees par d'autres auteurs.

POPE et LEIBOWITZ [67] ont a la suite de DAVIES propose des resultats plus complets

a partir de la meme methode, et CHANG et LEEHEY [5] ont etendu 1'analyse an cas d'un

fluide en mouvement. Cette approche presente 1'avantage de conduire ^ des expressions

simples pour les impedances de rayonnement; ces expressions reposent cependant sur des

approximations pour certaines fonctions mathematiques qui ne sont pas toutes justifiees,

et leur application est limitee au seul cas de plaque sur appui simple.
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6.3.2 Resolution numerique

L'expression (6.11) a ete resolue directement de maniere numerique par SANDMAN [70,71]

dans Ie cas d'une plaque sur appui simple par d^veloppement sur la base des modes propres

in-vacuo, ^m(x) = sin[2H-(a; —a/2)] et ^ n(y) = sm[zf"(y—&/2)]. Compte tenu que Ie nombre

de coefficients de couplage Zmnpq a' evaluer est generalement elev^, 1'approche numerique

est extremement couteuse en temps de calcul, et irrealiste en hautes frequences. De plus,

Ie caractere oscillant de la fonction a integrer rend delicate la quadrature numerique;

CHANG et LEEHEY [5] ont montre que certains resultats de SANDMAN etaient entaches

d'importantes erreurs numeriques.

6.4 Methode de calcul des impedances de rayonne-

ment proposee dans Ie cas de conditions aux lim-

ites generates

La methode proposee ci-apres pour Ie calcul des impedances de rayonnement utilise la

definition (6.11) avec la base fonctionnelle de Taylor ^m(x) = (^)m, ^n(y) = (^)n.

L'integration est faite analytiquement, ce qui rend Papproche ties performante en temps de

calcul, tout en conservant intacte la generalite du probleme en ce qui a trait aux conditions

aux limites sur Ie contour de la plaque.

6.4.1 Expose de la methode

On rappelle que

Zn,np, = jpo^ i^ l_^m(x)^n(y)G(x,y,0/xf,yf,0)^p(xl)^,(yf))dxdydxfdy1
(5)J{s)

avec
g-J'Aor

G(x,y,0/xf,y',0)=
2?Tr

et

r= [(x - x)2 + (y - y')2}l/2 (6.13)
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d'ou

poflko
mnpq —

Q-jkor

^m(x)>Sn(y)——^p(xt)^q(yt))dxdydx'dyt (6.14)
2?T J(S)J(S) '"' ' """—:

La fonction a integrer est singuliere lorsque r = 0, c'est-a-dire lorsque x = x' et y = y .

Si 1'on effectue un developpement en serie de Taylor de la fonction _J^ en puissances

croissantes de kor, on obtient

e-jkor 1 , , , (-Jkor) , , (-jkor)k-1
+1+ + •••+ + (6.15)

—jkor —jkor 2 k\

Un tel developpement permet de rejeter la singularite sur Ie premier terme du developpe-

ment. Les termes d'ordre superieur sont reguliers. En reportant (6.15) dans (6.14),

mnpq
Poflko ^ (-jko)k-1

27T k\k=0

"+a/2 f+a/2 ,-+6/2 y+fc/2

(6.17)

fm(x)^n(y)rk-l^p(xl)^,(yl))dxdydxldyt (6.16)
r-a/2 J-a/2 J-b/2 J-b/2

Enfin, en effectuant dans 1'integrale Ie changement de variables,

a = 2x/a a C [-1,+1]

P = 2yfb ^€[-1,4-1]

a' = 2x'/a Qi'(E[-l,+l]

(31 = 2y//b /3/€[-1,+1]

et compte tenu que

^m(a) = am

^n(P) =Pn

^p(a') = alp

^^') =ptq,

Pimpedance de rayonnement d'ordre m,n,p,q s'exprime finalement comme une somme in-

finie de coefficients faisant apparaitre une integrale quadruple sur un domaine fini,

(6.18)

mnpq
p^ko a4 ^ ^_i(fcoa/2)fc-1

[-3,
27T 16r2 k=0 (fc-1)!

f+l />+1 f [ amPn[(a-af)2+^(f3-f3f)2]'^-alpPtqdadf3daldpf
/_1 J-l J-l J-l " ' r'

(6.19)
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Dans Pexpression (6.19), r = a/b designe Pallongement de la plaque. Zmnpq est une quantite

complexe. II est possible de separer de maniere explicite les parties r^elle et imaginaire de

Zmnpqi ce (1U15 comme on va Ie voir, conduit a une interpretation physique particulierement

interessante des solutions; en separant la sommation discrete en valeurs paires de k et en

valeurs impaires de fc, on obtient

po^lko a4 ^ ^(fcoa/2)2fc
'Jmnpq ~ 27T 16r2^~L} (2fc+l)!

am(3n[(a - a')2 + 1(/3 - f3t)2]katpf3tqdadpda'd(3t
F_l J-l J-l J-l " ' r'

^o^o a4 ^ ^fc(fcoa/2)2fc-1
J^^l6^-i/ (2fe)!

ampn[(a - a')2 + -^(f3 - f3')2]k-^2afpf3tqdadpda'df3t
f-1 J-l J_l J-l • " ' r'

(6.20)

Le premier terme de (6.20) est la partie reelle de 1'impedance de rayonnement, ou resistance

de rayonnement, qui traduit 1'amortissement par rayonnement de la structure. Le second

terme de (6.20) est la partie imaginaire de 1'impedance de rayonnement, ou reactance de

rayonnement, qui traduit la masse rajoutee par Ie fluide sur la structure. La formulation

proposee permet done de separer de maniere explicite la partie resistive et la partie reactive

des phenomenes. Par la suite, on posera

Iw^ = /-, /-, /-I /-,am/3n[(a - °')2 + ^ - /5')2]*-l/2"'p/3'^"^^'^' (6.21)

^, = / / / / "m/3"[(° - "')2 + ^ - 0')']lsa'!'/3'vdadl3da'dl3' (6.22)
—1 «/—1 J — 1 J — i y

Done

poflko a4 ^
Jmnpq ~ 27T IGr2^

[(-l)*(fcoa/2)2k^L + .(-l)fc(^2)2t-14iL] (6.23)
^umnpq • J\ "/ ^9l,M "mnpgJ V""

Les expressions (6.21), (6.22), (6.23) forment Ie coeur de la methode suggeree, a partir

de laquelle chaque coefficient Zmnpq peut etre calcule, verse dans la matrice [Zmnpq] (ies
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impedances de rayonnement, ce qui permet in fine de determine! la r6ponse de la struc-

ture immergee en resolvant Ie systeme lineaire (6.10) pour les coefficients inconnus Omn'

L'obtention des divers indicateurs vibroacoustiques en fluide lourd est amplement detaill6e

a la section 6.5. Auparavant, 11 est bon de faire quelques remarques sur les avantages et les

limitations de la methode qui vient d'etre expos^e pour Ie calcul de Zmnpq'

6.4.2 Remarques sur la methode

Calcul de 4fc^ et J^

Le calcul de Z^npq pa-sse par Ie calcul des coefficients r^actifs I^pq donnes par (6.21) et

des coefRcients resistifs J^pq donnes par (6.22) pour des valeurs de m,?i,jD,g comprises

entre 0 et JV, et pour des valeurs croissantes de k ^ partir de k = 0. Le calcul de J^pq

est simple puisque la fonction a integrer dans (6.22) est un polynome. La methode four-

nit done un moyen simple et rapide pour calculer avec Ie degre de precision voulue la

partie resistive des impedances de rayonnement. Par centre, Ie calcul de I^pq implique

1'integration d'un polynome multiplie par une fonction radical, ce qui pose plus de diffi-

cultes au plan mathematique; on peut noter que, excepte pour k = 0, l'int6grande de I^pq

est une fonction reguliere. La resolution detaill^e de I^py et J^pq est pr^sent^e aux an-

nexes 2 et 3, respectivement. On peut simplement faire ici les deux remarques importantes

suivantes:

• Le nombre de coefficients I^pq a calculer en pratique est fortement reduit compte

tenu des deux proprietes suivantes:

rmnpq = 0 lorsqu-e (m + p) est impair ou (n + q) est impair (6.24)

iw^ = i(kL. = jifcL. = J^L r6.smnpq ~ -lpnmg — -lmgpn — -lpgmn \.u"

Les memes proprietes s'appliquent integralement a J^pq'

• La resolution de I^pq pour tout quintuplet (m,n,p,g,fc) (voir annexe 2) peut etre

effectuee, avec un peu d'effort, grace a un schema de calcul recursif sur 1'ensemble

des indices m,n,p,q et fc, ce qui autorise un calcul relativement rapide de 1'ensemble

des coefficients 1^^ non nuls.
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Convergence

Pratiquement, la sommation sur k dans 1'equation (6.23) doit etre tronquee a un ordre

fini. Get ordre fini determine la precision du developpement en serie de Taylor (6.15) de la

fonction —5-^7. On a pu observer que 10 termes dans la somme (6.23), c'est-^-dire 20 termes

dans Ie developpement (6.15) etaient sufRsants pour assurer la convergence de 1'impedance

de rayonnement tant que kod < 10 (soit une frequence maximale de 5kHz pour une plaque

de longueur a = 0.455m dans 1'eau), ce qui represente une condition mains restrictive que

celle de DAVIES [10], koa < TT. Le critere de convergence retenu impose au premier terme

non inclus dans la serie de ne pas exceder, en module, 1% de la valeur de la serie. Notons

que, Ie nombre d'onde acoustique ko etant plus petit dans 1'eau que dans 1'air pour une

frequence donnee, la methode converge plus rapidement dans 1'eau.

Particularites de la methode et consequences sur Ie temps de calcul

Les coefficients I^pq et J^pq donnes par (6.21) et (6.22) sont independants de la frequence

excitatrice. Us representent des fonctions de couplage spatial uniquement, et ne dependent

en fait que de la forme de la structure, via Ie coefRcient d'allongement r de la plaque. La

dependance frequentielle de Zmnpq reapparait lors de la sommation sur k dans 1'equation

(6.23). L'impedance de rayonnement Zmnpq apparait done comme une somme de coeffi-

cients de couplage spatial, avec des ponderations variables suivant la frequence. Cette

particularite permet des gains tres importants en temps de calcul puisque les coefficients

^rflpq et ^r^lpq peuvent etre "precalcules" une fois pour toutes pour une plaque de dimen-

sions a et b donnees, independamment de toutes les autres caracteristiques du probleme

(frequence, epaisseur, conditions aux limites et elements mecaniques ajoutes sur la struc-

ture). L'approche est done particulierement avantageuse s'il s'agit d'iterer des simulations

a partir d'une situation de base ou seules les dimensions de la structure sont prescrites.

6.5 Indicateurs vibroacoustiques en fluide lourd

On presente dans ce qui suit les divers indicateurs vibratoires et acoustiques dans Ie cas

d'une plaque rectangulaire rayonnant dans un fluide lourd. La reponse de la structure en
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fluide lourd s'obtient a partir du systeme lineaire (6.10),

mnpgj + [^ mnpgj J \^ mn ] = "[/mn}' —J^f^'mnpgJ't^mn

Le vecteur solution de ce systeme {amn} fournit la projection du champ de deplacement

w(x,y) SUT la base connue de Taylor. Ce vecteur solution permet aussi d'acceder a 1'en-

semble des indicateurs vibratoires et acoustiques de la structure en fluide lourd.

6.5»1 Vitesse quadratique de la structure

La vitesse vibratoire quadratique de la structure est calculee de la meme maniere qu'en

fluide leger et s'obtient, connaissant {amn}, suivant la relation

<W2> = ^PJ^^{amn}T[Mmnpq}{a^} (6'26)

ou pa et h sont respectivement la masse volumique et 1'epaisseur de la plaque.

6.5.2 Pression acoustique rayonnee en champ lointain

Le champ des vitesses etant connu a la surface de la structure, la pression acoustique

rayonnee dans Ie champ lointain s'en deduit par simple transform^e de Fourier spatiale,

,e~jkoR

p(R,0,y)= -p^-^-w(X^) (6.27)

ou J%, 0, (^ sont les coordonnees polaires (voir fig. 3.1) d'un point courant du champ lointain

(R —>• oo), et w(\,fi) est la transformee de Fourier spatiale du deplacement w(x, y) qui peut

etre calculee a partir des relations (3.85),(3.87) et (3.88) connaissant {flmn}'

6.5.3 Puissance acoustique rayonnee

Calcul de la puissance a partir de Pinformation de champ lointain

La puissance acoustique rayonnee par la structure dans Ie demi-espace z > 0 pent etre

calculee en sommant 1'intensite acoustique radiale sur un hemisphere de rayon infini,

1.4 f'2'K /-7T/2

w = •!^— I I' \w(kosm0cos(f),kQS'm0sm4>)\2s'm0d0d<l) (6.28)
SCQTT^ Jo JQ
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Cette approche est celle qui a ete employee dans Ie cas d'un fluide l^ger; elle necessite, on

1'a vu, une resolution numerique de 1'integrale (6.28). Cette resolution numerique devient

delicate au-dela de la premiere frequence critique modale car Pintensite acoustique varie

fortement en fonction de la direction consideree dans 1'espace.

Calcul de la puissance a partir de Pinformation de champ parietal

Une alternative a Pexpression (6.28) consiste a calculer la puissance rayonnee en sommant

Pintensite acoustique normale sur la surface z = 0+,

W = ^e[l _ p(x,y,0+)w'k(x,y)dxdy] (6.29)
2 7(5)

Or,

p(x,y,0+) = -pQ^ 1^ G(x,y,0/xt,y',0)w(xf,y')dxfdyf
1(S)

et

wi'(x,y)= j^w~k(x,y) (6.30)

done

W = ^ne[jpo^3 I I w(xt,y')G(x,y,0/xf,yt,0)wif(x,y)dxdyeixldy1} (6.31)
'(S) J(S)

Substituant dans (6.31)

w(x',yt)= {a^}T{^m(xf)^n(yf)}

w\x,y)={a;,}T{'S-,(x)'S,(y)}

on obtient

W = -^o"3{a^}T

tzm( L L. ^m(^)^n(^(^^0/a;/,2/',0)$p(a;)^,(2/)^d^W)]{a;J
/(5) J(S)

(6.32)

c'est-a-dire,

W = ^2{a^}T[ne(Zmn^)]{a^} (6.33)
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La puissance rayonnee dans un demi-espace fluide peut done etre 6valu6e &, partir de la partie

resistive des impedances de rayonnement T^e^Zmnpq} ^ des coefRcients Omn du deplacement

vibratoire sur la base de Taylor. L'approche proposee pour Ie calcul de Zmnpq fournit

de maniere explicite la partie reelle de Zmnpqi dont Ie calcul numerique ne pose pas de

difficulte particuliere. Le calcul de la puissance rayonnee par la structure a partir de la

pression parietale et du champ de deplacement vibratoire est done plus direct que Ie calcul

utilisant 1'information de champ lointain.

On peut montrer de plus que 1'expression (6.33) est liee a une decomposition en mul-

tipoles de la structure. Une telle decomposition est interessante car elle permet d'expliquer

directement 1'efficacite de rayonnement de la structure en basses frequences, de meme que

la directivite du rayonnement dans 1'espace. En effet, on rappelle que, d'apres (6.23),

i = ^^^_ ^r n*('soa/2)2k^-
'~"nw'= ^ 16r^^~l> (1k+iy.Jmnp<l . {0"1

c est-a-dire,

Wo »2 ^/ ,^(fco<'/2)2w,w'
ne(Z^,) = ^^ g(-l)kv("2"fc7l)! J{^ (6-35)

La dependance frequentielle de 'R-e(Zmnpq) dans (6.35) caracterise Ie rayonnement des fonc-

tions couplees ^rn^n et ^p^q'i le terme k = 0 dans la somme (6.35) caracterise Ie com-

portement monopolaire, Ie terme k = 1, Ie comportement dipolaire, Ie terme k = 2, Ie

comportement quadripolaire, et Ie terme courant k = i Ie comportement 2t-up61aire. Sub-

stituant (6.35) dans (6.33),

^ ^ />o^2a2 f-^^*(fc^2)2(^^_^^,__^^^ •
= 16^ ^-L' (2fc+l)! ^•»»ri'/mn,,J^,^ ^••1

Dans cette expression, la puissance rayonnee est decomposee en contributions monopolaire

(k = 0), dipolaire (k = 1), quadripolaire (k = 2), .. . 2l-up61aire (k = Q. WILLIAMS [90]

avait deja montre qu'un d^veloppement en serie de Taylor du noyau de Green G conduit a

un developpement de la puissance rayonnee en puissances croissantes du nombre d'onde fco.

II avait egalement montre 1'utilite d'un tel developpement pour interpreter Ie rayonnement

de plaques avec diverses conditions aux limites, et avait souleve Ie cas particulier interessant

d'une plaque libre. Cependant, 1'idee initiale du d^veloppement en s^rie de Taylor de G

n'a, semble t-il, jamais ete utilise pour Ie calcul des impedances de rayonnement.
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Comparaison entre les deux methodes de calcul de la puissance rayonn6e

Compte tenu que Ie fluide est sans pertes, 1'evaluation de la puissance rayonn^e en champ

lointain, equation (6.28), et en champ proche, equation (6.33), doit conduire au meme

resultat. Ceci permet de confronter les deux methodes de calcul, et de verifier la convergence

du calcul en champ proche en fonction de Pordre du developpement en serie de G.

La comparaison entre les deux methodes est illustr^e ^ la figure 6.1, pour Ie facteur de

rayonnement et la puissance rayonnee dans Ie cas d'une plaque d'acier 0.455m X 0.375m X

1mm en appui simple, immergee dans 1'eau et excitee par une force de IN au centre de

la plaque. La puissance a ete evaluee soit en champ lointain suivant 1'equation (6.28),

soit en champ proche suivant Pequation (6.33) en tronquant la sefie (6.23) a 1'ordre k = 0

(iitayl = O"), k = 2 ("tayl = 2"), fc = 4 ("tayl = 4"), ce qui correspond ^ un developpement

du noyau de Green a 1'ordre 0, 4 et 8, respectivement.

Comme espere, les indicateurs calcules en champ proche et en champ lointain. comcident.

La convergence s'ameliore lorsque 1'ordre du developpement de G s'accroit; la comcidence

est parfaite jusqu'a environ 2kHz pour k = 4, ce qui est en accord avec Ie critere de

convergence enonce en 6.4.

6,5.4 EfRcacite de rayonnement

L'efficacite de rayonn.ement de la structure est

w
a = —T7^ (6-37)

pQCoab^W

et peut etre calculee connaissant (w2), equation (6.26), et W, equation (6.28) ou (6.33).

6»5,5 Resistances et reactances intermodales de rayonnement

L'impedance de rayonnement est Ie terme de couplage entre deux modes in-vacuo de la

structure, qui est induit par la presence du fluide. C'est la quantite qui est generalement

utilisee pour caracteriser 1'interaction fluide-structure sur la base des modes propres in-

vacuo de la structure [47]. La resistance et la reactance intermodale de rayonnement
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Figure 6.1: Rayonnement dans Peau d'une plaque sur appui simple. Comparaison entre Ie

calcul du rayonnement en champ lointain et en champ proche.
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sont respectivement la partie reelle et la partie imaginaire de 1'imp^dance intermodale

de rayonnement.

Soit deux modes in-vacuo i et j de la structure, {a,mn}i la d^composition du. mode i sur

la base (2^)m(~f)n, {apq}j la decomposition du mode j sui la base (2^')p(-f)q' L'impedance

intermodale de rayonnement pour les modes i et j est obtenue grace aux relations:

^ = ^— (6'38)
'iPQCQ

Zij = {a'mn}{[Zmnpq\[o'pq}j (6.39)

^\m(21\n(^P(21>
/(5)v

N. = {^n}T[j' (^-)m(^-)n(^y(^-)9dxdy]{a,,}. (6.40)

ou Ni est la norme du mode z, et (/)oco) est 1' impedance speciflque du fluide. On peut

encore ecnre

Psri \amn^i [z/mnpq\\apq}j

~" ~ poco {a^}f[M^r>]{a,.},

ou (psh) est la masse surfacique de la structure et [M^pqyue^] est la matrice de masse de la

plaque seule. On en deduit finalement 1'expression de la resistance intermodale rij et de la

reactance intermodale a;;j, normalisees a 1'impedance specifique du fluide (poCQ).

Psh {amn}T['Re(zmnpq)]{apq}j
"3~ Poco {a^}T[M%F>]{a,,},

j, ^ Psh {amn}T[I1n(zmnpq)]{apq]j
~" ~ Poco {a^}T[M%F>]{a,,}.

Lorsque i = j, ces relations definissent la resistance et la r^actance modale de rayonnement

normalisees r; et 2;t pour Ie mode i. La resistance modale normalisee r, n'est autre que

Pefficacite de rayonnement du mode i.

6.6 Gas du piston rectangulaire

Le rayonnement acoustique d'un piston rectangulaire a ete etudie par de nombreux auteurs,

dont BURNETT et SOROKA [4], STEPANISHEN [79], LEVINE [45], et MECHEL [59],

qui ont propose differentes methodes pour en calculer 1'impedance de rayonnement. Dans

Ie contexte de notre travail, Ie cas du piston rectangulaire est un cas particulier ou Ie
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deplacement de la structure est represente par la seule fonction de base ^o(x)^Q(y) = 1.

L'impedance de rayonnement d'un piston rectangulaire se reduit done, selon nos conventions

d'ecriture, au terme Zoooo? c'est-a-dire, d'apres (6.23),

pQ^lko a y^
20000 = '~^~^^

r i)k(koa/2)2kjm.. i ;r i^(A°a/2)2fc-lj,w,,,i
?(2fc+i)'</0060 + •7'(-lr—(ifcy'—/0060J {6'4

La resistance et la reactance normalisees du piston peuvent etre obtenues a 1'aide des

relations (6.42) et (6.43),

I (fcpa)2^, ^(feo"/2)2\(*)
ro = ^~^r ^(~lrw^JOWO (6'45)

1 (W^/ ,^(W2)2*-1,W
xo = ^~^~ g(-lr""^)! I{ww (6A6)

II est done interessant, a titre de validation, de compare! ces solutions avec des resultats

disponibles dans la litterature, en particulier les valeurs tabulees par BURNETT et SORO-

KA [4], reputees ties precises.

On remarquera en premier lieu que, dans la limite des basses frequences (koa <C 1), la

somme (6.45) peut etre convenablement approchee par son premier terme,

Compte tenu que J^ooo = 16,

\2 jj(°L
'0000

ro w \"__/ -^uu ,fcoa < 1 (6.z
27rr 16

ro%^- ,fcoa<l (6.48)

Cette expression de la resistance de rayonnement du mode piston en basses frequences est

formellement identique a celle obtenue par une autre voie an chapitre 4, equation (4.10). La

comparaison complete avec les donnees de BURNETT et SOROKA est presentee a la figure

6.2 pour un piston rectangulaire de dimensions 0.455m X 0.375m rayonnant dans 1'air, en

termes de resistance de rayonnement normalisee et de reactance de rayonnement normalisee.

Les relations (6.45) et (6.46) ont ete calculees avec divers ordres de developpement, k = 0

(ti-tayl = O"), k = 3 (ittayl = 3"), fc = 6 (titayl = 6»), fc = 8 ("^a^ = 8"), et les resultats de
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Figure 6.2: Resistance et reactance de rayonnement d'un piston rectangulaire dans 1'air.

Comparaison entre les relations (6.45), (6.46) calcul6es pour divers ordres de developpement

de G, et les donn^es de BURNETT et SOROKA
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BURNETT et SOROKA ont ete reportes ^ titre de comparaison. La comparaison est tr^s

satisfaisante en basses frequences, et Ie domaine de validity des d^veloppements (6.45) et

(6.46) peut etre etendu en augmentant 1'ordre maximal des developpements. On remarque

que pour k = 6, la solution exacte est convenablement reconstruite jusqu'a la frequence

critique du piston (resistance de rayonnement maximale).

6.7 Conclusions

Le but de ce chapitre etait 1'extension au cas d'un fluide lourd du modele de rayonnement

par une structure plane complexe, expose au chapitre 3, et limite jusqu'ici au cas d'un fluide

leger. Cette seconde etape de la modelisation est motivee par les a.pplications importantes

de rayonnement acoustique dans 1'eau par les structures marines. II s'agit d'un probleme

complexe au niveau theorique car Ie comportement de la structure et du fluide sont alors

fortement couples. Ce ccmplage n'ayant ^te r^solu jusqu'ici que dans des cas simples (-plaque

rectangulaire en appui simple), il a ete necessaire detendre 1'analyse au cas des structures

complexes considerees dans ce travail. Get effort a abouti a une methode originale pour Ie

calcul des impedances de rayonnement de plaques rectangulaires complexes. Cette m^thode

constitue, a notre sens, un progres important par rapport aux connaissances existantes, ses
I!

principaux avantages etant:

• Prise en compte de conditions aux limites arbitraires sur Ie contour de la plaque. Ceci

rend la methode plus generale que celles disponibles actuellement.

• Solution analytique des impedances de rayonnement, d'ou des temps de calcul reduits

par rapport aux methodes purement numeriques, et des possibiliUs d'interpreter

physiquement les resultats (decomposition de la structure en multipoles de rayon-

nement, solutions asymptotiques basses fr6quences, ...).

• Precision controlable de la solution.

• Developpement de la solution en coefficients de couplage spatial qui ne dependent

pour une structure rectangulaire que de 1'allongement r = a/b de la plaque. Ces co-

efficients peuvent done etre "precalcules" pour etre utilises ulterieurement, ce qui au-
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torise des gains de temps-calcul importants par exemple dans un processus d'optimisa-

tion des parametres mecaniques de la structure en vue de minimise! la puissance

rayonnee.

Le modele developpe et teste dans ce chapitre est exploit^ au chapitre qui suit pour etudier

Ie rayonnement et les possibili.tes de discretion acoustique dans 1'eau.
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Chapitre 7

Resultats en fluide lourd

Incidence des parametres structuraux

sur les vibrations et Ie bruit rayonne

dans Peau

7.1 Introduction

Ce chapitre a pour objectif d'analyser Pinfluence des principaux param^tres structuraux sur

les vibrations et Ie bruit rayonne par une plaque rectangulaire immerg6e dans 1'eau. Cette

analyse est efFectuee a partir des developpements theoriques exposes au chapitre precedent,

et suppose done, entre autres, que la structure est bafflee et que la force excitatrice est

independante de la frequence, et ne change pas lorsque les caracteristiques mecaniques de

la structure varient. L'etude est menee sur la base d'indicateurs vibroacoustiques globaux

- vitesse vibratoire quadratique, efficacite de rayonnement, puissance acoustique rayonn^e

dans Ie fluide -, et se situe dans un contexte de discretion acoustique de la structure, de

sorte que 1'indicateur significatif en derniere analyse est la puissance rayonnee. L'analyse

locale des phenomenes de rayonnement dans 1'eau, par exemple ^ partir de la pression

rayonnee en un point du champ lointain, bien qu'accessible au modele developpe, sort du

cadre de la discussion.
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Les resultats presentes dans ce chapitre concernent successivement les effets sp^cifique-

ment lies au fluide, 1'influence des conditions aux limites de la structure, du rajout ponctuel

de masse ou de raideur, du rajout de raidisseurs. Ces r^sultats sont dans une large part

une extension de ceux presentes dans 1'air au chapitre 4 et doivent etre mis en parallele

avec eux..

7.2 Effets lies au fluide - Amortissement par rayon-

nement et masse rajoutee

Lorsqu'une structure est immergee dans un milieu fluide dense, ce fluide modifle la reponse

dynamique de la structure, en rajoutant de 1'inertie (masse rajoutee), et en prelevant de

Penergie acoustique a la structure (amortissement par rayonnement). L'hypothese de flu-

ide leger, retenue au long de la premiere partie de cette etude, consiste a negliger cette

modification pour la structure, ce qui revient ^: (i) calculer la r^ponse vibratoire in-vacuo\

(ii) calculer Ie bruit rayonne a partir de la reponse in-vacuo. Pour 1'air, une telle hypothese

est legitime en ce qui concerne 1'efFet de masse rajoutee si la structure est suffisamment

massive. Par centre, meme dans Pair, Pamortissement par rayonnement peut affecter no-

tablement la reponse de la structure aux resonances; c'est done un des parametres qui

controlent les niveaux vibratoires et acoustiques en cas d'excitation large bande, a mains

que 1'amortissement structural soit grand.

Les developpements theoriques eflfectues au chapitre precedent permettent a present

d'eclaircir ces questions et de chiffrer avec precision, dans une situation donnee la valeur

de Pamortissement par rayonnement et de la masse rajoutee par Ie fluide. II est usuel

de presenter ces effets en termes de resistances modales de rayonnement, et de reactances

modales de rayonnement, dont la definition et Pinterpretation ont et6 donnees au chapitre

6. On rappelle simplement que les resistances et reactances modales directes illustrent

Ie couplage par Ie fluide d'un mode structural in-vacuo avec lui-meme, tandis que les

resistances et reactances modales croisees (ou intermodales) illustrent Ie couplage entre

deux modes distincts.
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On presente ici un exemple simple pour illustrer les phenom^nes. II s'agit d'une plaque

en acier de dimensions 1m X 0.5m, bafflee et simplement appuy^e sur son contour. On sait

qu'alors les fonctions propres in-vacuo sont de simples fonctions sinuso'idales de x et de y.

Le demi-espace z > 0 est de Peau (/?o = IQOOkg/m3, CQ = 1460m/5). Les resistances et

les reactances modales de rayonnement sont calcul^es pour diff^rents modes in-vacuo de

la plaque selon les relations (7.42) et (7.43). Le cas presente est identique a un cas deja

rapporte dans la Utterature par LOIMAS et HAYEK [47].

7.2*1 Resistances et reactances modales de rayonnement, direc-

tes

La figure 7.1'montre les resistances et les reactances de rayonnement directes normalisees,

pour les premiers modes de la plaque [modes (1-1), (2-1), (1-2), (3-1)], en fonction de la

frequence. La figure 7.2 presente les resultats correspondants pour les quelques modes

suivants [modes (2-2), (4-1), (5-1)].

Les resultats en terme de resistance de rayonnement sont consistents avec les facteurs

de rayonnement modaux correspondants presentes au chapitre 4 (figure 4.1), et calcules

par une voie differente. Les tendances en basses frequences montrent que, parmi les modes

selectionnes, les modes (impair-impair) rayonnent comme des monopoles, les modes (pair-

impair) ou (impair-pair) comme des dipoles et les modes (pair-pair) comme des quadripoles.

Les resultats en termes de reactance de rayonnement indiquent que, dans tous.les cas, 1'effet

de masse rajoutee est proportionnel ^. la frequence en basses fr^quences. On peut noter

qu'en outre, en basses frequences, la reactance de rayonnement est tres superieure a la

resistance de rayonnement (jusqu'a 1000 fois). Dans ces conditions, 1'effet predominant du

fluide est done celui de masse rajoutee; c'est Ie domaine frequentiel ou Ie fluide peut etre

considere comme incompressible, ce qui est bien compatible avec Phypoth^se de LAPLACE.

Les calculs effectues a plus hautes frequences montrent que les resistances modales tendent

vers 1, et que les reactances modales passent par un maximum, puis decroissent pour tendre

vers 0. Ceci indique qu'en hautes frequences, c'est Peffet d'amortissement par rayonnement

qm domine sur 1'effet de masse rajoutee, Pimpedance de rayonnement de la structure de-
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vient purement resistive, et pratiquement 6gale ^l'imp6dance sp^cifique du fluide; c'est la

condition qui caracterise un fort rayonnement acoustique de la structure.

Les valeurs numeriques des resistances et des r^actances de rayonnement pour tous les

modes presentes dans cette section se sont av6rees etre en pafait accord avec les resultats

de LOMAS et HAYEK [47].

7.2*2 Resistances et reactances modales de rayonnement, croi-

sees

Les resistances et reactances modales de rayonnement illustrent les phenomenes de cou-

plage par Ie fluide entre modes in-vacuo distincts. On rappelle que deux modes de parites

differentes ne sont pas couples par Ie fluide. La resistance et la r6actance croisee pour les

modes (m,n) et (p,q) ne sont done non nulles que dans la mesure ou (m + p) et (n + q)

sont pairs. La figure 7.3 montre les resultats pour les premiers modes (impair-impair) de

la plaque [couplage entre les modes (1-1) et (3-1), (1-1) et (1-3), (3-1) et (1-3)]. La figure

7.4 presente les resultats correspondants pour des modes (pair-impair) [couplage entre les

modes (2-1) et (4-1)], et pour des modes (impair-pair) [couplage entre les modes (1-2) et

(3-2)].

La figure 7.3.a montre que la resistance intermodale est une fonction oscillante qui

peut prendre, suivant la frequence, des valeurs positives ou negatives (les valeurs report^es

representent en fait la resistance de rayonnement en valeur absolue, et Ie creux visible a

hautes frequences sur les courbes de la figure 7.3.a correspond a un changement de signe

de la resistance de rayonnement; la valeur est positive en basses frequences, negative apres

Ie creux). Cette particularite signifie physiquement que, suivant la fr^quence, Ie couplage

de deux modes cree un flux d'energie dirige, soit de la plaque vers Ie fluide, soit du fluide

vers la plaque. On constate d'autre part que Ie couplage entre les modes (impair-impair)

representes resulte en un rayonnement de type monopolaire (figure 7.3.a), alors que Ie

couplage entre les modes (pair-impair) ou (impair-pair) representes resulte en un rayon-

nement de type dipolaire (figure 7.4.a). II est important de noter qu'en basses frequences,
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RESISTANCE DE RAYONNEMENT MODALE

104

REACTANCE DE RAYONNEMENT MODALE
I—I—11111 —I—I—I—I—11111 —I—I—i—i—T-n

'mode (1,1)

•node (3,1)

mode (2,1
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Figure 7.1: Imp6dances de rayonnement directes pour les modes (1-1), (2-1), (1-2), (3-1)

(Tune plaque en appui simple immergee dans Peau. (a) resistances de rayonnement; (b)

r^actances de rayonnement
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la resistance intermodale de rayonnement est du meme ordre de grandeur que la resistance

modale directs pour les modes consideres, ce qui signifie qu'une part non negligeable de

la puissance rayonnee est due au couplage des modes in-vacuo de la structure; en general,

la puissance rayonnee n'est done pas simplement la somme des puissances rayonnees par

chacun des modes pris separement. Une telle conclusion corrobore les resultats demontres

par KELTIE et PENG [31].

Les reactances de rayonnement intermodales sont, comme les reactances de rayonnement

modales, proportionnelles a la frequence en basses frequences. En hautes frequences ce sont

egalement des fonctions oscillantes qui peuvent prendre des valeurs positives ou negatives.

Elles restent en valeur absolue beaucoup plus faibles que les reactances modales directes

(de 10 a 100 fois), ce qui montre que I'effet de- masse rajoutee par Ie fluide est relativement

confine aux termes diagonaux de la matrice d'impddance de rayonnement, et se traduit

essentiellement par un auto-couplage des modes.

7.3 Influence des conditions aux limites

On presents Pinfluence des conditions aux limites sur Ie rayonnement acoustique dans

1'eau dans Ie cas d'une plaque rectangulaire en acier ayant les caracteristiques suivantes:

a = 0.455m, r = 1.21 (6 = 0.375m), h = 1mm, ps = 7850fc^m-3, D = 187Vm, ^ = 0.28. La

frequence critique d'une telle plaque dans 1'eau est de 223k H z. Les constantes physiques

utilisees pour Peau sont po = lQOQkgm~3, CQ = 1460ms-l. Les r6sultats numeriques

presentes ici et dans la suite de ce chapitre ont ete obtenus en utilisant 169 fonctions

d'essai pour la methode de Rayleigh-Ritz (N=13), et en developpant Ie noyau de Green en

serie de Taylor a 1'ordre 17 (troncature a 1'ordre 8 de la s^rie (6.23)). Avec un tel ordre de

developpement du noyau de Green, la frequence maximale de calcul estimee est d'environ

950Jf z dans 1'air, 4:kH z dans 1'eau.

Les figures 7.5 a 7.10 montrent respectivement les resultats obtenus pour des conditions

aux limites d'appui simple, d'encastrement et de contour libre. L'excitation est une force

ponctuelle de IN au centre de la plaque, et Ie facteur de perte structural est r]p = 0.01.
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Le cas d'une force au centre de la plaque est un cas particulier pour lequel seuls les modes

symetriques participent a la reponse vibratoire et acoustique; on sait neanmoins que ces

modes sent les plus efRcaces en rayonnement, done les plus significatifs du point de vue

acoustique. Dans chaque cas les trois indicateurs vibroacoustiques suivants ont ete calculus:

(a) la vitesse quadratique de la structure, exprim^e en m2/s ,

(b) Ie facteur de rayonnement global de la structure,

(c) la puissance acoustique rayonnee dans Ie fluide, exprimee en watts.

Pour chaque indicateur, les resultats obtenus dans 1'eau ont et6 compares avec ceux

deja calcules dans 1'air.

7*3*1 Comparaison des resultats dans 19air et dans Peau

Lorsque la plaque est immergee dans 1'eau, on peut noter, independamment des conditions

aux Umites, les comportements suivants:

• la vitesse quadratique chute notablement, et les frequences propres de la structure

diminuent (la premiere resonance de la plaque immergee survient a une frequence

inferieure a 20Hz, et n'est done pas visible sur les courbes); ces tendances sont

caracteristiques de 1'efFet de masse rajoutee par Ie fluide.

• Ie facteur de rayonnement est fortement reduit; la frequence critique de la plaque

etant beaucoup plus elevee dans 1'eau que dans Pair (223kHz dans 1'eau et 12kHz

dans 1'air), Ie court-circuit acoustique est comparativement plus fort dans la gamme

de frequences presentee.

• malgre les effets cumules d'une diminution du niveau vibratoire et d'une diminution

de Pefficacite de rayonnement, la puissance rayonnee dans 1'eau, exprimee en watts,

est comparable en moyenne a la puissance rayonnee dans 1'air. Ceci se justifie par la

relation de proportionalite entre la puissance rayonnee et Pimpedance specifique du

fluide (poCo), qui est 3500 fois plus elevee dans 1'eau que dans 1'air.
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Figure 7.5: R^ponse vibratoire et rayonnement d'une plaque rectangulaire en appui simple,

comparaison des resultats dans 1'air et dans Peau; (a) vitesse quadratique de plaque, (b)

efRcacit^ de rayonnement.
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PUISSANCE ACOUSTIQUE RAYONNEE

10' 104 •
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Figure 7.6: Puissance rayonnee par une plaque rectangulaire en appui simple, comparaison

des r6sultats dans 1'air et dans 1'eau.

7*3*2 Influence des conditions aux limites dans Peau

En comparant entre eux les r^sultats obtenus dans 1'eau pour les conditions d'appui simple,

d'encastrement et de contour libre, on note que:

• la reponse vibratoire dans la region des modes propres est, en moyenne, peu affect^e

par les conditions aux limites de la structure (figures 7.5.a, 7.7.a, 7.9.a).

• 1'efficacite de rayonnement est sensiblement la meme dans les cas d'appui simple et

d'encastrement (figures 7.5.b et 7.7.b); par centre, elle est comparativement tr^s faible

lorsque Ie contour est libre (figure 7.9.b).

• en corollaire, Ie niveau de puissance rayonnee dans 1'eau est, en moyenne, peu modifi6

en passant de 1'appui simple a 1'encastrement (figures 7.6 et 7.8). II est par centre

spectaculairement diminu^ par des conditions au limites libres (figure 7.10), comme

dans Ie cas de Pair. On peut noter cependant que Ie comportement acoustique d'une

plaque libre est tr^s different dans 1'air et dans Peau. On sait (voir chapitre 4) que dans
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Figure 7.7: R^ponse vibratoire et rayonnement d'une plaque rectangulaire encastr^e, com-

paraison des r^sultats dans 1'air et dans Peau; (a) vitesse quadratique de plaque, (b) effi-

cacit6 de rayonnement.
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PUISSANCE ACOUSTIQUE RAYONNEE

Figure 7.8: Puissance rayonnee par une plaque rectangulaire encastree, comparaison des

resultats dans Pair et dans Peau.

Ie cas de Pair, Ie rayonnement acoustique est doming par Ie mode "piston" de la plaque,

qui masque Ie rayonnement des modes ^lastiques et-produit un spectre de puissance

rayonnee relativement plat. Dans Ie cas de Peau au contraire, les modes 61astiques

6mergent clairement du spectre de puissance; 1'explication possible de ce ph^nom^ne

est la forte att6nuation du mode "piston" de la plaque, du fait de la masse rajout^e par

Ie fluide (proportionnelle ^ n) et de 1'amortissement par rayonnement (proportionnel

^, Sl ). Ces effets font rapidement d^croitre la contribution du mouvement de "piston"

au niveau vibratoire ^ mesure que la fr6quence croit; ce sont alors les modes 61astiques,

faiblement rayonnants mais fortement excites, qui controlent la r^ponse acoustique

de la plaque.

En conclusion, Ie paramfetre qui controle Ie rayonnement acoustique aussi bien dans 1'air

que dans Peau s'av^re etre la rigidite en d6flexion des contours de la plaque.
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Figure 7.9: R6ponse vibratoire et rayonnement d'une plaque rectangulaire libre, compara-

ison des r^sultats dans 1'air et dans 1'eau; (a) vitesse quadratique de plaque, (b) efficacit6

de rayonnement.
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PUISSANCE ACOUSTIQUE RAYONNEE

I III :ll ill I I I I I —I I 11111.1

Figure 7.10: Puissance rayonn^e par une plaque rectangulaire libre, comparaison des

resultats dans Pair et dans Peau.

7.4 Influence du rajout ponctuel de masse ou de rai-

deur

7.4.1 Rajout ponctuel de masse

Les figures 7.11 et 7.12 pr^sentent la reponse vibratoire et Ie rayonnement dans 1'eau de la

plaque excit^e en son centre par une force ponctueUe de 1JV, pour divers taux croissants

de masse rajout^e au point d'excitation, fi = 0, /^ = 0.1, jtt = 0.2 et ^ = 0.5, entre 20^-?

et 3kHz. On rappelle que Ie taux de masse rajout^e est d^fini comme Ie rapport de la

masse rajouUe ^ la masse de la plaque seule. Les r^sultats pr^sent6s concernent la vitesse

vibratoire quadratique de la structure, 1'efficacit^ de rayonnement et la puissance ray6e

dans 1'eau. LeHnHs conditions aux limites simul^es sont des appuis simples.

L'addition de masse au point d'excitation fait chuter Ie niveau vibratoire moyen de la

structure en hautes frequences (figure 7.11.a) en augmentant 1'imp^dance m6canique de la
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Figure 7.11: R^ponse vibratoire et rayonnement dans 1'eau d'une plaque rectangulaire sur

appui simple, pour diff^rentes masses ponctuelles rajout^es au point d'excitation; (a) vitesse

quadratique de plaque, (b) efficacit6 de rayonnement.
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Figure 7.12: Puissance rayonn^e dans 1'eau par une plaque rectangulaire sur appui simple,

pour diff^rentes masses ponctuelles rajout6es au point d'excitation.

structure. On sait dej^, que Padjonction de masse agit favorablement sur Ie niveau vibratoire

et Ie bruit rayonne dans la mesure ou 1'imp^dance propre (ie la masse (proportionnelle a la

valeur de la masse et a ^) est sup^rieure ^ 1'impedance mecanique de la plaque. L'imp^dance

m^canique de la plaque etant augmentee par la charge fluide, il faut s'attendre ^ ce que

Peffet b^n^fique d'une masse ajout^e sous la force soit comparativement moins grand pour

une plaque immergee dans 1'eau que pour une plaque in-vacuo ou dans 1'air. Ceci peut etre

v6rifl6 si 1'on compare les r^sultats obtenus dans Peau (figure 7.11.a) et dans 1'air (figure

4.8.a, chapitre 4), toutes chases 6tant egales par ailleurs: la diminution du niveau vibratoire

est mains importante dans 1'eau, et la gamme de fr^quences oH ce niveau est diminu^ est

mains 6tendue.

Le facteur de rayonnement de la structure est independant du taux de masse rajout6e,

et identique ^fc celui de la plaque nue (figure T.ll.b), en vertu du fait que toute modification

de la structure au niveau de la force excitatrice ne modifie pas l'efficacit6 de celle-ci ^
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rayonner. En consequence, Ie gain acoustique obtenu par adjonction de masse au point

d'excitation est rigoureusement identique au gain vibratoire. Le rajout de masse est une

solution potentielle pour diminuer Ie bruit rayonn6 en hautes fr^quences; pour un meme

gain de puissance rayonnee, Ie taux de masse rajoutee devra etre plus grand dans Peau que

dans Pair.

7.4.2 Rajout ponctuel de raideur

Les figures 7.13 et 7.14 presentent la reponse vibratoire et acoustique de la plaque excitee

en son centre par une force ponctuelle de IN, pour divers taux croissants K de raideur

rajoutee sur la structure au point d'excitation, K = 0, K = 103, K = 104, K = 105. Le taux

de raideur K est Ie parametre sans dimension d^fini comme

.al
^=K~D

ou k est la raideur ajoutee (Nm~ ), et Z) est la rigidite de flexion de la plaque. Les

conditions aux limites simulees sont des appuis simples.

L'addition de raideur an point d'excitation fait chuter Ie niveau vibratoire de la plaque

en basses frequences (figure 7.13.a), dans la region oM Pimpedance propre du ressort ajout^

(proportionnelle a sa raideur et inversement proportionnelle a 0) est superieu.re a 1'impe-

dance mecanique de la plaque chargee par Ie fluide. Pour les memes raisons que celles

exposees plus haut dans Ie cas d'une masse ponctuelle rajout6e, la zone frequentielle ou Ie

niveau vibratoire est reduit doit etre comparativement moins etendue dans 1'eau que dans

Pair, et Pamplitude des gains obtenus doit etre moins importante. La comparaison avec

les resultats obtenus dans 1'air dans des conditions identiques (figure 4.12.a, chapitre 4)

corrobore cette hypothese.

Pour les memes raisons que celles exposees precedemment, 1'efficacite de rayonnement

de la structure n'est pas affectee par 1'ajout ponctuel de raideur sous la force (figure 7.13.b);

Ie gain realise en termes de puissance rayonnee (figure 7.14) est rigoureusement celm realise

en termes de niveau vibratoire de la structure. Le rajout de raideur au point d'excitation
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Figure 7.13: R6ponse vibratoire et rayonnement dans Peau d'une plaque rectangulaire

sur appui simple, pour differentes raideurs ponctuelles rajoutees au point d'excitation; (a)

vitesse quadratique de plaque, (b) efficacit^ de rayonnement.
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Figure 7.14: Puissance rayonnee dans 1'eau par une plaque rectangulaire sur appui simple,

pour differentes masses ponctuelles rajout^es au point d'excitation.

est done une solution potentielle de reduction du bruit rayonne en basses frequences; pour

un meme gain de puissance rayonn^e, Ie taux de raideur rajoutee devra etre plus grand

dans 1'eau que dans Pair.

7.5 Influence du rajout de raidisseurs

Cette section 6value Padjonction d'616ments raidisseurs sur la structure comme moyen de

controler passivement Ie bruit rayonn6 dans 1'eau. La figure 7.15 decrit Ie profil et les trois

configurations de raidisseurs qui ont 6t6 test^es dans Ie calcul. Le mat^riau simul6 pour les

raidisseurs est 1'acier. La premiere configuration inclut un seul raidisseur parall^le au petit

cot^ de la plaque et passant par Ie centre de la plaque; la deuxieme configuration inclut

trois raidisseurs paralleles au petit cot^ de la plaque et r^gulierement espac^s; la troisi^me

configuration inclut trois raidisseurs parall^les au petit c6t6 et deux raidisseurs parall^les

au grand cot^ de la plaque. Dans tous les cas, 1'excitation est une force ponctuelle unitaire
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Figure 7.15: Proftls et configurations des raidisseurs utilises dans les calculs (les dimensions
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Figure 7.17: Puissance rayonnee dans 1'eau par une plaque rectangulaire sur appui simple,

pour diverses implantations d'elements raidisseurs.

appliqu^e au centre de la plaque, au droit du point d'attache du raidisseur central. Les

r^sultats sont compares a une situation de reference qui est celle de la structure non raidie.

Les resultats numeriques sont report^s a la figure 7.16 en termes de vitesse vibratoire

quadratique de la structure, efficacite de rayonnement et a la figure 7.17 en termes de

puissance.acoustique rayonn^e dans 1'eau. Les tendances observees sont qualitativement

comparables ^t celles d6j^i constat^es pour Ie rayonnement en fluide 16ger d'une structure

raidie:

• chute importante du niveau vibratoire en basses fr6quences apr^s adjonction de raidis-

seurs, dans Ie regime de r6ponse en "raideur" des raidisseurs, et diminution moins

importante du niveau vibratoire en hautes fr^quences, dans Ie regime de r^ponse en

"masse" des raidisseurs.

• augmentation sur toute la gamme de fr^quences de 1'efficacite de rayonnement.
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• chute du niveau de puissance rayonnee uniquement en basses fr6quences, dans Ie

regime de reponse en "raideur" des raidisseurs.

7.6 Conclusions

Ce chapitre a permis de caracteriser pour la premiere fois et de mani^re precise, Ie com-

portement vibratoire et acoustique d'une structure plane complexe en presence d'un milieu

fluide dense. Les connaissances acquises doivent permettre, dans un premier temps de

mieux penetrer et comprendre les mecanismes physiques impliques, et doivent deboucher

a terme sur des moyens pratiques de discretion acoustique pour des structures immergees.

La presence d'un milieu fluide dense modifie radicalement la r^ponse vibratoire de la

structure, et altere les phenomenes de transfert acoustique. L'information qui permet de

caracteriser ces changements est en large part recelee par les resistances et les reactances

modales de rayonnement. L'examen de ces quantites conduit aux conclusions importantes

suivantes:

• pour des excitations basses frequences, 1'efFet dominant est 1'inertie ajoutee par Ie

fluide; cet efFet se traduit surtout par un auto-couplage des modes in-vacuo de la

structure.

• dans tous les cas, la puissance rayonnee par la structure est due en large part aux

termes de couplage entre les modes in-vacuo. La puissance rayonnee n'est done

pas simplement la somme des puissances rayonnees par chacun des modes, ceci

. independamment du fluide.

La presence d'un milieu fluide dense ne modifle cependant pas les grandes tendances

deja observees pour 1'air en ce qui concerne 1'influence des parametres structuraux sur Ie

rayonnement acoustique. Dans une perspective de discretion acoustique, il est possible de

recourir aux deux grandes strategies suivantes:

• diminuer la mobilite d'entree de la structure, par ajout de masse ou de rigidite aux

points d'excitation de la structure, ou par adjonction de raidisseurs.
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• diminuer Pefficacite de la structure a rayonner, par exemple en assurant des conditions

de fixation souple sur Ie contour de la structure, ou en s^lectionnant dans la r^ponse

des modes pen rayonnants.

174



Conclusions

Nous avons pr^senUles vibrations et Ie rayonnement acoustique de structures rectangulaires

complexes immergees dans un fluide l^ger ou dense, et sollicitees par des forces mecaniques.

Le travail a et6 articul6 autour des trois t aches essentielles suivantes:

• Le developpement d'un cadre theorique rigoureux permettant Ie calcul des indicateurs

vibratoires et acoustiques a partir de la connaissance des forces excitatrices agissant

sur de telles structures,

• L'exploitation de ce cadre theorique dans une perspective de controle du bruit, afin

d'etudier Pincidence des parametres mecaniques de la structure sur Ie bruit rayonn6

dans Pair, ou sur Ie bruit rayonne dans 1'eau,

• La validation de ce cadre th^orique ^ partir de comparaisons avec des moyens de

simulation purement numeriques, ou ^ partir de comparaisons avec des mesures.

Ce travail, Si notre sens, represente une contribution scientifique et une contribution tech-

nologique au corps des connaissances disponibles aujourd'hui dans Ie domaine des vibrations

et de 1'acoustique. Le bilan de ces contributions est fait dans ce qui suit, et les prolonge-

ments possibles de 1'etude sont egalement 6voqu6s.

Contribution scientlfique Les apports scientifiques importants et les originalit^s de 1'6-

tude resident dans les aspects suivants:
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• La prise en compte sur Ie plan du comportement vibracoustique, de par.ametres

mecaniques nouveaux tels que les conditions de fixation de la structure, Pajout

multi-ponctuel de masse et de raideur, 1'ajout d'elements raidisseurs.

• Le developpement d'une solution analytique originale pour Ie couplage fluide/-

structure dans Ie cas d'une plaque rectangulaire presentant des conditions aux

limites generales.

• Nous nous sommes egalement risques &, des ^bauches de solutions pratiques dans

une perspective de reduction de la puissance acoustique rayonnee. Ces solutions

s'articulent autour de deux strategies possibles:

1. diminuer la mobilite d'entree de la structure. Cette strategie est illustree

par 1'ajout de masse, de raideur ou de raidisseurs aux points d'excitation

de la structure. En comparaison, les modifications structurales hors points

d'excitation ont une incidence faible, voire nulle sur les vibrations et Ie bruit

rayonne.

2. dimimier 1'efficacite de rayonnement de la structure. Cette strategie peut

etre mise en oeuvre en assurant des conditions de fixation souples sur Ie

contour de la structure, ou en selectionnant dans la reponse vibratoire des

modes faiblement rayonnants.

Contribution technologique Nous avons deja souligne Ie fosse important qui separe

encore la realite industrielle et les connaissances disponibles, Pabsence de regles et de

moyens concrets d'action pour reduire Ie bruit en agissant sur la structure vibrante.

Dans ce contexte, Ie travail realise a permis de progresser dans les directions suivantes:

• II est possible d'elaborer un modele de prediction evolutif, pouvant incorporer

pas a pas des elements de complexite croissante de mani^re ^ apprehender de

plus en plus finement la realite,

• On a montre la faisabilite et la viabilite d'un controle acoustique ab initio, a par-

tir d'une conception mecanique optimis^e de la structure, en faisant des choix

pertinents et decisifs sur les materiaux employes, Ie dimensionnement, les con-

ditions de fixation, les raidisseurs, ...
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• II faut retenir la conclusion pratique selon laquelle 1'action sur les forces excita-

trices amont demeure la solution la plus efficace pour diminuer Ie bruit rayonn^.

Perspectives Nous voyons des prolongements possibles de cette etude dans les directions

suivantes:

• Une phase experimentale importante sur des structures veritablement complexes,

c'est-a-dire compatibles avec la realite industrielle, afin de tester les capacites

du modele propose comme outil de prediction ^ part entire.

• L 'inclusion d'un modele de structure a couches multiples.

• L'utilisation du modele conjointement avec des modeles de sources vibratoires,

ou avec des mesures de forces excitatrices reelles.

• L'utilisation du modele comme moyen de simulation et d'evaluation de solutions

basees sur les principes du controle actif.

• L'extension du modele a d'autres types d'excitation - excitation acoustique,

excitation de couche limite.

• L'etude du comportement vibroacoustique de structures planes couplees par

des liaisons souples, avec application a 1'isolation vibratoire et acoustique des

machines.

• L'etude des phenomenes de rayonnement acoustique en champ proche pour des

structures planes complexes.

• L'influence de la condition bafflee sur Ie rayonnement acoustique de plaques.

177



Annexe A

Expressions de la matrice de masse,

de la matrice de raideur, du vecteur

des forces mecaniques dans la base de

Taylor

Les equations (3.58), (3.66) et (3.75) sent particularisees dans Ie cas de la base de Taylor

(3.79). Les expressions qui suivent supposent que la plaque et les raidisseurs sont constitu^s

de materiaux isotropes et que les constantes ^lastiques du contour k et c sont uniformes Ie

long du contour.

Mipj,a.gue) = <!

^ha2
r(m+p^n+,+l) Pour (m+P) et (n+(l) Pail>s

mnpq

smon

(A.l)

.(masse) _ P'iPsha \m+pgn+q
'mnpq,i' = —:—ai "Pi '' kA"
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?ue)
mnpq

16D f m(m-l)p(p-l) , ^ 4 _n^n^l]q(^l]_
a2r L(m+p-3)(n+g+l) ~T ' (m+p+l)(n+g-3)
^.m(m-l)g(g-l^+^^Mp_-^)+2(l-.)mnpg^ ^^ ^^ ^ ^^ ^^

(m+P-l)(n+<?-l)

smon

K (raideur)
mnpq,]

DK^,m+P/3n+?
= '~T~a3 ' fj3 (A.4)

y (contour)
mnpq <

2R \ k -L k -L 4cr2n9 J_ . 4cmp ]"^ [^5TT + r(n+g+l) + ^T^PT + r(n+g+l)J pour lm'

et (n+q) pairs

smon

(A.6)

Dans Ie cas d'un raidisseur parallele a 1'axe y, situe a 1'abcisse x\', et en notant a^' =

^r\txk' '

^ (raidisseur)
mnpq,k

(r)-| m+p-2 ^
n+q+1^} [Sk [x2(0k) + z2(0k)] + I-^k + W mp [air)]r

+^r){^2(o.)+wK)]m+p^
+~^Pk sk [ak j •^H-

-l:p^Skx(Ok)(m + p) [a^\ -^ pour (n+q) pair
(A.6)

0 sinon
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^(raidiaseur)
-11- mnpq,k

^4r){^+^.2(o*)}[^>]m+p^^+
^) {41-^k + I-^k + Sk [^z2(0k) 4- ^(OA:)]} mp [a^

pour (n+q) pair

m+p-2 2n<
n+q-1

0 sinon

(A.7)

Dans Ie cas d'un raidisseur parallele a 1'axe x, situe a 1'abcisse y],/, et en notant ft^' =

2^r)'bV'k''

m+P+1

(raidisseur}
mnpq,k

^w {S, [s2(0») + ,3(0*)] + /„,* + W n, [^w]"+'-2 ^
+^r» {S^(0,) + I^,} [/3r]n+<^T
+?^K)r'™
-rp^)Skx(Ok)(n + q) [/3ir)] -^^ pour (m+p) pair

(A.8)

0 sinon

(raidisseur)
mnpq,k

-8-^(r)jr__. _L Q,^m,\\ f/o(r)1n+g 2m(m-l)p(p-l)i^^k ' {lS£,k + Vk^^Uk)} [Pk /J ~'"Y'm+pl-'3

^GM {4W + ^",* + ^ [4z2(0).) + e2(0»)]} ^g [^r)}

pour (m+p) pair

(r)]n+<?-2 2mp
m+p-1

0 sinon

(A.9)

La relation (3.75) est particularisee a une force ponctuelle d'amplitude / appliquee en

XO.VQ

mn = JaQ P6 (A.10)

180



avec ao = ja;o; /5o = J2/o
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Annexe B

Solution des integrales I^n^pq

(reactances de rayonnement)

Soit ^k resoudre 1'integrale

I(^= f f f / "m/?"[(a-a')2+^(/3-/3')2]fc-l/2a"'/3"dad/5d<»'d/3' (B.l)
—1 J — 1 J — 1 J — 1 T

avec (m,n,p, (?,A;) € A" .

On remarquera d'abord que:

rmnpg = ^ loisque (m + p) est impair ou (n + 9) est impair (B.2)

ziA;L-= J^L-= ji^L = J^L fB.3mnpg •tpnmq — -lmgpn ~ -lpgmn ^^.'

On pourra done se limiter au calcul de I^pq lorsque m ^ p, n ^ g, (m + p) est pair, (n + q)

est pair.

En outre, on posera:

^),(a) = / / //?"[(" - "')2 + J?(/» - l3W-l'^'p0'qdpda'd0' (B.4)

IS)w = / / K1 - a')2 + L^ - /3')2]k-l/2"'V^'d/3' (B.5)
-i j-i r'

iW(a') = f [(1 - a')2 + ^(1 - /5')2]'i-l/:!/5"d/3' (B.6)
'-1 T"
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B.l Relation de recurrence sur I^pq

En remarquant que

et en integrant par parties,

JcfcL- = / '- QmJr.(fc).fo;Wa
mnpq ~ / , *-* Anpg'

—1

J^_- =mnpq
am+1

i^w|m+ l^npq

m + r7wv

+'_ y+l a">+l d^),(")^

-1
-/: m + 1 da

(-1)+^-m+rnp(?v

+1 ^m+1 /.+! ^.+1 ^.+1a'"-Ti y+i y+i /•+! .

-rsT/-7/-7/->-l)(a-a')/?"
\(a - a)2 + -^(,3 -ftt)2]k-3/2afpf3tqdf3dafdf3fda

C'est-a-dire,

-k-1 rfc-1
^ [Jfm+2)npg - Jfm+l)n(p+l)J Pour k ^ 1

(B.7)

(B.8)

(B.9)-mnPI- ^+^npq'^ m+

La relation de recurrence trouvee permet done de calculer I^pq, connaissant 1^(1) et

I^\pq- Dans ce qui suit, on presente Ie calcul de J^(l); Ie terme lf^\yq est r^solu en B.4.

B.2 Relation de recurrence sur I^(l)

De maniere similaire, en remarqu.ant que

I^,W= /.-/3n^'(/W
—1

et en effectuant une integration par parties,

^),(1) = p n+1

n+ 1 iffw
+1

-1
-L

r-l

+1 /?n+1 dlff(ft)
n+ 1 d ft

•df3

—^)(i) + (-^14^-1)
n+1 ^y" / ' n + 1

.+1 /3"+1 y+1 /•+! . .1
~(2k-l)^-0')13"

l-t n -{- 1 ^-i ^-1 v ' y'''

[(1 _ af)2 + i(/3 - f3')2]k-3^fpfttqdatd(3tdp

(B.10)

(B.ll)
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c'est-a-dire,

J^1) = ^-T^)(D - ^ly [^>p,(i) - ^IM.WD] Pour fc ^1 (B-12)

La relation de recurrence precedente permet done de calculer 1^(1) a partir de 1'integrale

double lff(l), et de 1^(1). Dans ce qui suit, on pr^sente Ie calcul de I^(l)\ Ie terme

1^(1) est resolu en B.5.

B.3 Relation de recurrence sur I^q\l)

Nous avons, par definition,

^>(1)= I \'a'rlW(a')da' (B.13)
—1

En efFectuant une integration par parties,

^)(D . [^^(^+l_r^<^^lpq/{l) = [p~^^'{a)\^~J^ p+1 daf

= ^1) + S?JW(-1)
r+l a'p+l f+l

+/'7—7/7(2A-l)(l-a')
f-l p + 1 ./-I

[(I - a')2 + 1(/5 - IS')1]"-3'1 P'" d0'da' (B.14)
r-

c'est-a-dire,

^)(1)= pTT [/^)(1) + (-^w(-^} + ^ [^),(D - ^).(D] Pour fc ^ 1
(B.15)

La relation de recurrence precedente permet done de calculer I^)(l) ^ partir des integrales

simples 1^(1) et Z^(—l), et de -^(1). Dans ce qui suit, on presente Ie calcul de if^lpq,

4%(1) et r^)(l); les termes Iw(l) et J^)(-l) sont resolus en B.7 et B.8.

B,4 Relation de recurrence sur I^npq

On rappelle que

f+i /.+! /.+! /.+! am0nalp0tq
^" = /_7 y^ /_7 !^ T, —^z^-—-2i^<i°w<i/5' (B -16)

y-i j-i j-i j-i ^_<,,)2^^^_^2j-
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En effectuant Pintegration par rapport a a, on aboutit ^, la relation de r^currence suivante:

2 _/.n ,.. 2m -1
r(°) ... -

lmnpq - y^-1 npg Y -L /' ~T ^-l(m-l)n(p+l)g

r(°) _L LfrW .. . _o7r(°) .. . . . -L f(°)
[(m-2)n(p+2)g ^ ~^ ^ (m-2)(n+2)pg - ^(m-2)(n+l)p(g+l) T Jt(m-2)np(g+2),

m '^' ' m
m — 1

m
pour m ^ 2 (B. 17)

Le calcul de I^pq pour tout m necessite Ie calcul prealable de 7^(1), I^npq et l[npq' Le

calcul de lo'npq et I^'py est effectue en B.8 et B.9.

B.5 Relation de recurrence sur J^(l)

On rappelle que

r+l y+1 /.+! ^nrv/p(]/q
^w = /_T /_7 £' 7——x—-^ftd0daldpl (B-18)

J-l J-l J-z [(l_^)2+4^_^)2]1

En efFectuant 1'integration par rapport a /3, on aboutit ^ la relation de r^currence suivante:

i^W = ^)(i)+2^^,^,(i)-
n - 1

(n-2)p(g+2)(l) + r [I[n-2)pq(1) - 2J(n-2)(p+l)g(1) + J(n-2)(p+2)g(1]n

pour n^2 (B.19)

Le calcul de I^q(l) pour tout n necessite Ie calcul pr^alable de ^(1), I^pqW et J{p^(l).

Le calcul de 1^(1) et J^(l) est effectu6 en B.11 et B.12.

B.6 Relation de recurrence sur 1^(1)

On rappelle que

.+1 r+1 rv/p^/g
^O)(D = r r - ——— a-£- — —T^da'dft' (B.20)w-^^[(7^7^r_^2u

En effectuant Pintegration par rapport a a', on aboutit ^L la relation de recurrence suivante:

^'(i) = ^[^)(i)+(-^l)(-i)]+2£71J((.%.(1)-

^ [(1 + ^) ^'>.(1) -1^^ + 7^)-^(1)}
pour p^ 2 (B.21)
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Le calcul de 1^(1) pour tout p necessite Ie calcul pr^alable de Jg(l)(l), ^(1)(-1), 4?(1) et

J^)(l). Le cakul de 4?(1) et 7^)(1) est efFectu6 en B.14 et B.15.

B.7 Relation de recurrence sur I(qk\l) et J^(-l), k ^ 1

B.7.1 Relation de recurrence sur 1^(1)

Rappelons que

IWW = 3TT / (1 -/3')2k-l/3"d/3' (B.22)
r </—1

En integrant par parties, on etablit facilement que

iw<i) = (~lv^k~\ + ^k-Li^-y)(/r<1) = (g +'l)^fc-l + ^-Hy7/('+l')'"(l) (B'2

La recurrence obtenue est initiee connaissant I}, 1 ''(I). On montre sans difficulte que

lW(l) = 1+(-1)' '(B.24)
q

B.7.2 Relation de recurrence sur J^(—l)

I^k\—l) est donnee par

Iw(-l) = {^ [4 + (1 - /3')f-l/2/3"d/3' (B.25)

En integrant par parties, on etablit facilement que

_ 22"-1 ^ (-1)' ^ _, ^t-1/2 _, 2fc-i r^-i)/_,, _ ^-i),Iw^-1) = ^ry + (TTTV [4 + ^ + ^-i)^ [/(l^(-1) - %-2>'(-l)j (B-26)

La recurrence obtenue est initiee connaissant 1^ )(—1). Le calcul de 1^ )(—1) est expose en

detail en B.18, en remarquant que

^°)(-i)=M,,,(2,l), (B.27)

Mgr(2,l) ayant la definition donnee en B.18.
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B.8 Resolution de I^pqr(0)

Par definition,

r+i y+i y+i y+i Qna'PQIq
I^p, = 11' / 7 ,7,7 -;——^——^dadpda'dp' (B .28)

y-i y-i ^-1 y-i ^_^2^^^_^2]^"

Apres integration par rapport a la variable o;,

4^ = .Wl) - •W-1) (B.29)

ou. 1'on a pose

J^(a) = f^ f^ j^ log (a - a' + ^(a - a')2 + ^ (/3 - /3')2] /3"c<"'/3'W<W
(B.30)

Le calcul de Jnpq(a) est fait en B.10.

B.9 Resolution de l{npq

On rappelle que

r+i f+i y+i r+i aQna'p01q
^ = r, /_7 n /_7 —sl^~~^dadisda1'10' (B-31)

7-1 ./-i 7-i 7-1 [(^_^)2^^_^

On montre de maniere similaire que, apres integration par rapport a la variable Q!,

iS,, = Jn(p+l),W - Jn(p+l),(-l) + ^),(1) - ^',(-1) (B.32)

ou Jnpq(o^) a- la' meme signication que ci-haut. Le calcul de 1'int^grale Jnpq(a) est effectue

dans la section suivante. Les termes -r^(l) et J^(—l) peuvent etre calcules a 1'aide des

relations generales etablies en B.2, apres avoir note que

^>,(-1) = (-l)p^),(l) (B.33)

B. 10 Resolution de JnpqW

Rappelons que 1'on a defini

j^,(a) = y_+l y_+ y+ log u - a' + ^(a - a')2 + ^ (^ - /3')2 ] 0"a"ll3"lda'dW

(B.34)
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On posera

Jn,(a, a') = J_ y+ log a - a'+ ^/(a - a')2 + ^ (^ - /3')2 0nPlqd0d0' (B.35)

Alors,

En integrant par parties,

npq[,a) =

•+1

JnpqW = I \ alpJnq(a,a')da1

a /P+1

p+ 1
Jnq(a,0i )

+1 1 ^
a

_1 p + 1 ./-I

3_ f+\,p+idJn,(a,af)^
da'

ce qui conduit a la relation de recurrence suivante,

•Jnp^) = — [Jn^. 1) + (-l)PJn,(a, -1)] +
p+1 ^-Y^+i),(")

(B.36)

(B.37)

(B.38)

L'integrale Jnpq(oi) pent done etre calculee par recurrence ^ partir de I ^f (a) (voir B.5), et

de Jnq(ct,a ). Le calcul de Jnq(a^a) est expose en detail en B.17, en remarquant que

Jnq(a^a) = Lnq,r(a - Oi ), (B.39)

Lnq,r{a ~ a ) aya-nt la definition donnee en B.17.

(0)B.11 Resolution de Jo^(l)

Par definition,

f+1 y+1 y+1 a/p/3/g
QI)= r r r- —. ———^di}da'di3'

J-1 j-1 y-1 [(l-a')2+^(/3-/3')2]l/2"
(B.40)

Apres integration par rapport a la variable a, on obtient la relation de recurrence suivante,

4^(1) = r [^,(1) - ^,(-1)1 (B.41)

on 1'on a pose

f+1 y+1

J-w=/-T/->s|+1 /'+ll^f/3-/3' I \l(0~f')— + (1 - a')2 | a'PS"da'd/3' (B.42)

Le calcul de Jpq{(3) est efFectue a la section B.13.
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B.12 Resolution de 1^(1)

On rappelle que

r+i f+i /.+1 t3afp0/q
^(1) = /_T /_7 /J 7—T^-T—^7?d/3d°'d/3' (B-43)

y_i j-i 7-1 [(i_^)2+^^_^)2j-

Comme precedemment, apres integration par rapport &, la variable a, on obtient la relation

de recu.rren.ce suivante,

l[°},(l) = r2 [iff(l) - .^'(-l)] + r [J,,(l) - J,,(-l)} (B.44)

oil Jpq(P) a la meme signiflcation que plus haut. On donne par la suit les relations

necessaires au calcul de Jpq(l3). Les termes 1^(1) et I^(—l) sont calculus a 1'aide des

relations enoncees en B.3, apres avoir remarque que

^)(-1) = (-l)'4?(l) (B.45)

B. 13 Resolution de J^

Rappelons que 1'on a defini

J,,(ft) = f+l f+l log (p—^ + ^{1-^- + (1 - "')2) ^da'dft' (B.46)

On posera

^)=^(^^^(l-^j»'W- (B.47)

Alors,

Jp,W = / 1 /3"Jp(/3,/3'W (B.48)
—1

En integrant par parties,

,„,.,. ^.,^^^^, „.«,
ce qui conduit a la relation de recurrence suivante,

Jpvw = gTT['w'l) + (-l)vp(/3'-l)l + ^TT);T^+I)(/?) (B-50)
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L'integrale <7pg(/3) peut done etre calcul^e par r^cunence ^ partir de I^)(ft) (voir B.6), et

de Jp(/3,P ). Le calcul de Jp(/3,/3/) est expose en detail en B.16, en remarquant que

J,(/3,/3/)=^.i(^—^-,l), (B.51)
r

^p,l( r 5 1) ayant la- definition donnee en B.16.

B.14 Resolution de I^°\l)

On a, par definition,

4?d) = /_^ /_^ ^—^-z—^7?da'd/?' (B-52)
J-1 J-1 [(l-a')2+^(l-/5')2]I/' .

Apres integration par rapport a o;/,

^'(1) = /_^"log(2+^4+^(l-/3')2]d/?'

^logfl^-^/3/ (B.53)-/vlo^(
Cette relation peut encore s'ecrire, avec les notations intoduites en B.16,

4?(l)=^.r(2,l)-^,r(0,l) (B.54)

B.15 Resolution de l[°y\l)

On rappelle que

^= /_r /-r 7-——f—^daw (B-55)
j-1 J-1 [(l-a')2+^(l-/5')2]'

Apres integration par rapport a a ,

4?(1) = ^?(l) + ^l)(l) -^'(-1) (B.56)

Le terme 1^(1) est done calcule a partir de J^)(l) fourni en B.14 et de 1^(1) et ig(l)(-l),

fournis en B.7.
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B.16 Resolution de Jp(/3,/3/) et de J^)(l)

B*16.1 Relation de recurrence sur Lq^a^x)

II a ete demontre en B.13 et en B.14 que la resolution de <7p(/3,/3 ) et de J^g (1) passe par

Ie calcul du terme general Zg^(a,a?) de la forme

£,,i(a,a,)=y+ls/'log a+^+(l^-)d2/ (B.57)

ou a, 6, x sont des coefficients reels qui prennent certaines valeurs connues pour Ie calcul de

JpOM/) et de 4;)(1):
J,(f3,f3f)=L^(ft—ft-^ (B.58)

r

et

4?(1)= £,.,(2,1)-2^(0,1) (B.59)

On notera Zg{,(a, a;; y} la fonction primitive telle que

L,,t(a,x;y)= jyilog a + ^ + (l-^)-j dy (B.60)

de sorte que

Lq^(a,x) = Zg,b(a,a;;l) - ^(a,a;; -1) (B.61)

On supposera dans toute cette section que a -f- 0. Le cas a = 0 sera discut6 dans la section

B.20.

En integrant par parties, on montre sans difficulte que

^ _ y}2
Lq,b(a-,x;y) = yq(y - x) log ^a + ^a2 + —^

-aby" log ^—y- + ^ + (L^>- + y'(i/ - x)

(x-y)^
~b~]dyqyq~ (y -x)\og | a + \/a2+

+ j^y^ log (^ + ^+1^) d,
+ f qy{q~l)(y - x)dy (B.62)
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Examinons successivement les trois int^grales produites dans 1'expression precedente.

• Par definition,

'x — y}2
qyq~ (y -a;) log I a + \1 a2 + ,/ | dy = qLq^(a,x',y) - qxLq_^(a,x\y)

(B.63)

• On trouve sans difficulte que

qy(q~l)(y - x)dy = -q—y(q+l) - xyq (B.64)
9 +

• En integrant par parties, on montre que

;gai,/('-l)log (s-^ + ^TS^T) d;, =

a6y'log(£fi+^-+^)+a;^——di/ (B.65)
/a2+££-^

Apres report de ces trois relations dans 1'expression (B.62) ,la relation de r6currence suiv-

ante sur Pintegrale indefinie Zgj>(a,a;;y) peut etre ^tablie:

L,,(a,.;y) = ^.£,_i,»(a,.;,)+ ^/ r^, dj,

yq(y-x)^^(^ ^ J^ ^ (x-y)2\ _i_^g+i'-f^Tlos[a+\la2+—^—]-^i-^^1 (B'o6)

A partir de cette relation, et de la relation (B.61), 1'integrale definie Lqb(a,x) peut etre cal-

culee, connaissant Lo,b(a,x) et f^ / Vq ^ dy, Le calcul de J_hi / ^ ^ dy est effectue., „....„.„„„.-„,„,„,-/ -,_, ^-^-.. - —— -- .-1 ^I^i-

en B.18; Ie calcul de LQb(a,x) est present^ dans ce qui suit.

B.16.2 Resolution de Lo,6(a,.r)

On rappelle que

£(),»(",»;!/) = /log a+ ^a2+ (x ^s/) ) d!/ (B.67)

En integrant par parties,

I\og(a+^/a2+^^dy=

(., - »)log (a + v/a' + i^) -aft log (aft + ^/a' + i£^£) -(!»-») (B.68)
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A partir de cette relation, et de la relation (B.61), Pint^grale definie LQb(a^x) peut etre

calculee. II faut faire remarquer ici que les les termes du type (x —y) log [ a 4- \/a2 + I—F-J

qui apparaissent dans les expressions de Lq^(a,x\y) et 2/o^(a, x\ y), sont nuls lorsqu'^valu^s

pour x = y, ceci quelque soit a.

B.17 Resolution de Jnq(o^,af)

B. 17*1 Relation de recurrence sur Lnq^{a')

On pose
r+i r+i ^ _ • { I ^ (x - v}2

wa)=L y-i a;vlog|a+Va2+'"' 62" ]dxdy (B-69)

On salt alors, d'apres B.10, que 1'integrale Jnq(a,a ) pent etre exprimee en fonction de

Lnq,b(a) comme

J^(a^at)=Ln^(a-a1) .(B.70)

On notera de plus I/ng,&(a; x,y) la fonction primitive telle que

Ln,,i,(a;x,y)= J Jxny''los[a+^2+(x-^l)-^dxdy (B.71)

de sorte que

Lnq,b(a) = L^b(a-\ 1,1) + ^ng,&(a; -1, -1) - ^n,,b(a; 1, -1) - ^ng,fc(a; -1,1) (B.72)

On supposera de plus que a -^ 0. Le cas a = 0 sera discut^ dans la section B.20.

Pour calculer la fonction Lnq,b(a\ x, y), on pent ^crire

Lnq,b(a'\x,y) =. / xnLq,b(a,x',y)dx (B.73)

Compte tenu de la relation. de recurrence B.66 pour Lqb(a, x\ y), la relation precedente

devient
xnvq

•dxdyL^a-^y) = ^-J^I,,^,.;y)d^^-Jf^^d

+—Jxny^(y-x)los^a+^a2+ (x ~^y) ) dx

- y»"S;('+l)^ . (B.74)
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Ceci permet d'obtenir la relation de r^currence suivante pour 2vng,6(a; a;, y),

q ^ . ^ //' xnyq
Lnq,b(a',x,y) = —L—Z(n+i)(g-i),6(a;a;,2/)+——/ / y, ^^dxdy^^ ^ ,,^^-.,,^ • lu/- q+U J ^2^. I^i

+-—y»V(y-»)log a+\/a2+^52/)- ^

___^+D^+i) (B. 75)
(n+l)(g+l)2u

En remarquant que

y xHy"(y - a:) log a + ^ + (a; ^1/) ) dx = s»'+l£n,t(a, i», x) - </'£n+i,t(o, i/;«), (B.76)

cette relation de recurrence pent etre a nouveau ecrite comme

g s . o // a;n2/g
Lnq,b(a',x,y) = ^-Y^(n+i)(g-i),b(a;a;,2/) + ^-y J J y ~ "^—^dxdy

f9+l n.9 1
;("+l),,(g+l)

"qYl^Aa'y'' x> ~ gTfn+l^a' 2/; x> - (n +!)(,+ 1)2 x" ' "r

(B.77)

La relation obtenue permet done de calculer Lnq,b(ci''^,y) connaissant 2/no(,(a; x,y) et -

-^n,fc(a, y\ x), Le calcul de Ln,b(ci',y'i x) peut etre effectu^ a partir de Pensemble des relations

enoncees en B.16; dans ce qui suit, les relations n^cessaires au calcul de Lno,b(o''i x,y) sont

"n,l<l
presentees. Le calcul du terme JJ / ? ^ rfariy es1; effectue en B.19.

^+t^j£'

B.17.2 Resolution de Lno,&(a;a;,2/)

Par definition,

Ln»,i,(a;x,y)= // a;" log (a + ^/a2 + (a; ^',i/) ] dxdy (B.78)

I/integration par rapport a la variable y conduit a

Ln0,b(a;x,y) = / xn(y -a;) log | a + \/a2 + (Z-^2L.
~y~

-abJxnlog^x—y-+^a'2+(x^y)^dx-Jxn(y-x)dx(B.79)
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Dans cette expression, les deux premieres int^grales produites s'^crivent

fxn(y - x)los (° + V/"T:TE^E) <tx =

yLn,b(a, y\ x) - £n-i.i,(,(a, y\ x) (B.80)

et

J^log (a^ + ^T^E) d^ =
^ri°g(2f+V/»IT^E)

Tn+1

^2+^'
La relation finalement obtenue pour Lnob(a\ x, y) est done

^;-7——-^ (B.$6(n+1) J l_i , (s-y)^ """ v'"'v

n+1 n+2

Lno,b(a',x,y) = yLn,b(a,y; x) - I.n+i,&(a,y; x) - y _ , ., +n+ 1 ' n+ 2

a;"+i ^ I x -y , I . . (x-y)2
-a6-—log|—^+Va2+

n + 1
1 f a;n+l

+a — — I =dx (B.^
"»+17v/a^Ty" . '"•"

A partir de cette relation, Ie calcul de Pintegrale definie Lno^(a) peut etre fait, connais-

sant Ln,b(a,y) et {^ / dx. Le terme i^n,i>(^?2/) ®st accessible &, partir des relations^+k^"~- " '"""—-

donnees en B.16; Ie terme J_ri I \ ^ dx est calcule en B.18.
v'«'+^'

B.18 Resolution de J^(—l), Lq^(a,x) et ^no,6(a)«

B*18.1 Relation de recurrence directe sur Mn,&(a,2/),

On a montre precedemment que les termes J^(—l) (section B.7), J/g^(a,a?) (section B.16)

et Lnob(a) (section B.17) se ramenent tous au calcul d'une integrale deflnie simple dont la

forme generate est
r-H

M.n'k(a'y)=^^'^dx (B'83)

On definira comme d'habitude la fonction primitive

M.n,(a,y;.)=f l^'^x (B.84)
'a" -h A-p-
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de sorte que 1'integrale definie se calculera connaissant la primitive ^L partir de

Mn,b(a-, y) = Mn,&(a, y; 1) - Mn,(,(a, y; -1) (B.85)

On montre qu'il existe la relation de r^currence double suivante pour Mnb(ci,y'i x),

M^(a,y;x) = b-^^+(^^-xn-1

2n-l
+——2/Mn_i,b(a,2/;a;;

n

-r—(y2 + 62a2)Mn-2,fc(a,r,a;) (B.86)
n

Le terme general Mn &(a, y\ x) pent done etre calculi si les deux premiers termes Mo,fc(a, y\ x)

et Mi,fc(a,^/; a;) sont connus.

B, 18.2 Resolution de MQ^(a^y\x).

On a

Mo,b(a,y',x)= f ^ ^_^ dx (B.87)
/a2+^-

Cette expression s'integre sans difficult^ pour donner

Mo,t(a,y;x) = 6 log (^ + ^a2 + (a; ^!/) ] (B.88)

B.18.3 Resolution de Mifc(a,?/;a;)»

Par definition,

62

En integrant par parties, on montre aisement que

M,,i,(a,y;x)=J-^-=^dx (B.89)/a^^

M,,t(a,y;x) = yMo,t(a,y;x) + 62^<i2 + (x ~y) (B.90)

Le terme Afi(,(a,i/;a;) est done defini de mani^re simple en fonction du terme Mo,fc(a,2/;a;)

calcule plus haut.
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B»18.4 Relation de recurrence inverse sur M.nb{a^y\x~).

La relation de recurrence directe sur Mn&(a,i/; a;), etablie en B.18.1, a I'inconv^nient d'etre

numeriquement instable lorsque n est assez grand. II peut alors etre preferable de considerer

la relation de recurrence inverse suivante pour calculer M.n^(o"»y\ x),

Mn,(»,y;x) = -^—^—^-J^ + ^!^.n+l
"'"v ' *" / n + 1 z/'/ +

2n+3 y
+~n+ly^+\VMnw(a'y''x)

-^Ti^TwMnw(a'y'x) (B-91)

La relation de recurrence inverse est alors necessairement stable; les valeurs inifiales -

MN,b(a,y;x) et M^v_i,b(a,2/;aQ doivent etre resolues numeriquement.

B.19 Resolution de Lnq^a).

B.19,1 Relation de recurrence sur Mnqb(a).

La resolution de Pintegrale Znq,b(a) necessite Ie calcul, entre autres, de 1'integrale double

suivante, notee Mng,{>(a),

r+i y+i ^"y9

/02+^
On definit la fonction primitive

xnyq
Mr.

X'

Mn^=nn-r=wlxdy (B-92)

nq b(a;x,y) = [ f , L^dxdy (B-93)v^+LE^i
de sorte que

Mn^(a) = Mn^a; 1,1) + M^(a; -1, -1) - M^(a; 1, -1) - M^(a; -1,1) (B.94)

En remarquant que

Mnq,b(a'\x,y) = I xnMq,b(a,x;y)dx, (B.95)
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en en reportant la relation de recurrence directe trouv6e pour Afn,6(a, x\ y), on obtient la

relation de r^currence suivante pour Mng,(,(a; x, y),

62 -i /• _/- (x — v}2 2(7—1
Mnq,b(^x,y) = —yq~lj xn^a2+ ^2 dx + -l——M(n+i)(g_i)(a;a;,2/)

•M(n+2)(q-2)(a;x,y) - l——b2a2Mn(q-2)(a'',x,y) (B.96)

Le calcul du terme general M.nq,b(.o'\ x, y) passe done par la determination prealable des

termes initiaux Mno,&(a; x, y) et Mni^(a; a;, y), ainsi que de 1'integrale {xn\ja12 + l£^2-da;;

Le calcul de Mno,b(a; x, y) et Mni{,(a; a;,y) est efFectue dans la suite de cette section; Ie

calcul de f xn\Ja2 Jr [ ^ yr dx est resolu en integrant par parties, ce qui conduit a la relation

suivante,

f^^+.^dx

^V"2 + ^ - ^7 [Mn^(a, ^ aQ - yMn+i.6(a, 2,; ^], (B .97)

les termes Mn+2,6(o, y\ x) et ]\/[n+i,b(a',y\x) 6tant d6termin^s ^ partir des relations B.18.

B.19.2 Resolution de MnQb(a'^x, y),

On rappelle que
xn

Mno,b(a;x,y) = / / / _ ~ ^ ^dxdV (B.98)
,2 j_ ^-y)/a2+^

On montre, apres integration par rapport a y, et integration par parties par rapport a x,

que

Mno,b(a';x,y) =

fr^T log (ifc£ + V/°2 + ^) + ^n+l,^, 2,; ») (B.99)

B.19*3 Resolution de A/fni^a; re, 2,).

On a

Mnl

En remarquant que

,b(a^x,y) = f f-=^==.dxdy (B.100)
—•-•-/ J J ^+^£.

Mni,b(a\x,y) = I xnM^b(a-,x',y)dx, (B.101)
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et en reportant la relation trouv^e pour Afi,j>(a,a;; y), on obtient pour Mni,fc(a; a;, y) la

relation suivante,

Mn^x,y) = M(n+i)o,b(^x,y) + 62 f xn^a2 + ^ ^y) dx (B.102)

-^rni,fc(cl; x^v) est done connu a partir de M(n+i)o,b(a'\ xiV) calcule suivant la relation trouvee

plus haut, et de J xn\Ja2 + ^ ~^) dx^ dont 1'expression a ete dej^ trouvee en B.19.1

B.20 Resolution de Lnq.b(Q) et Lq^(0,x).

Cette section examine Ie cas a = 0 pour Ie calcul de Lnq,b(,a) et ^e IJq^{.a"ix}' Ce cas

particulier n'a pas ete aborde aux sectionx B.16 et B.17. Lorsque a = 0, les termes ^

calculer prennent les expressions suivantes,

L^(Q^)= f+lyq\og{^—y}-dy - (B.103)
r-l

Lnq,b(0) = [ [ xnyq\og^—y}-dxdy (B.104)
'-1 J-l

Comme d'habitude, introduisons les fonctions primitives

L^(Q^^y) = y^logl^i^ (B.105)

Ln,,i,(0;x,y)= j J xny'llo^-x-j-^dxdy ' (B.106)

Les integrates definies Lnq,b(Q) et Lqb(Q, x) peuvent alors etre calculees ^ partiy de 1'ensemble

des relations qui suivent,

L^(0.x) = 2^(0, a;; 1) - £,.6(0, a;; -1) (B.107)

Ln,,b(0) = ^ng.b(0; 1, 1) + 2.^(0; -1, -1) - 1^(0; 1, -1) - Z^(0; -1, 1) (B.108)

^L,^(0,.;y) + ^y'(y - .)logl^ - ^-^yL,,b(Q,x^y) = -q—xL^Q,x^y) + —yq(y - x)\og1^—^ - —i-^+1 (B.109)

WO, ^ V) = 0/-a01og—+a;-y (B.110)
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Faisons remarquer que, dans ces deux dernieres expression, Ie terme {y —a;) log ^x~^ I est nul

lorsqu'evalue pour x = y.

yq+l
'r

y
Lnq,b(0',X,y) = ——L(n+l)(q-l),b(0'iX,y)+——^Ln,b(0,y',x)

-7?T£»+l-t(o-!/:a)-(»+i)L+i)2'"+l!/'+l (B'111)

^n+2 ^n+1
Lno,b(0',x,y) = yL^b(0,y;x) - Ln+^b(Q, 2/; a;) + ——- 2/—— (B.112)

n + 2 ~ n
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Annexe C

Solution des integrales J^mnpq

(resistances de rayonnement)

Soit ^ resoudre 1'integrale

^ = / / / / "m/3"[(a -a')2 + ^ - 0')2}h»"'0"'dad0da'dp' (C.l)
—1 J — 1 J — 1 J — 1 T

avec (m,n,p,<?,fc) € ^V .

On fera, d'abord, comme pour les r6actances de rayonhement, les deux remarques utiles

suivantes:

^mnpq = 0 lorsque (m + p) est impair ou (n + g) est impair (C-2)

= J(kL^ (C.rcmnpg — v pnmq ~ u mqpn ~ u pqmn V^"

On pourra done se limiter au calcul de J^pg lorsque m > p, n >, q, (m+p) est pair, (n + q)

est pair.

La formule du binome de Newton permet de poser

[(a - a')2 + ^(,3 -/i')2]fc = E ^(" - «')2"^y(/3--8')2('i-'t) (C.4)
r ii=Q

ou 1'on a pos6

c? = ^)T (c-5)
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De la meme maniere,
2tl . . „ .

(a - a')211 = ^ CS,ai2af2il~i2(-l)i2 (C.6)
t2=0

2(A-ti)
(ft _ ^)2(fc-il) = '^ ' %_.,^t3/3'2(fc-tl)-t3(-l)t3 (0.7)

Z^ ^2(A-*i)/
13=0

II vient

[(a - a')2 + ^(/? - /3')2]* =

E*,=o S2^o E&") ^7TTC'^&C-^_,,)(-l)"+"a"/3"a'2"-a/?'2(fc-I>-" (C.8)

Done

J^=mnpq ~

\^2ii Y^2(fc-t'i) 1 /^tl/-»t"2 /-»t'3
Z^H=0 Z^2=0 Z^t3=0 r2^-i)^^^2ti<-/2(fc-ti)^~-
^ ^2ii ^2(fc-t'i) 1
Z^l'l=0 Z^z'2=0 Z^t'3=0 ^2(fc-li)'

J+i1 am+i2da f^ f3n+^dft ;+i1 atp+2il~i2daf f^(31q+2(k-il)-i3dpf (C.9)

c'est-a-dire,

j(kL. =
mnpq

*fc \^2ti ^^2(A;-t"i) 1 /^t'l/-Tt'2 /-^t3
/tl=0 Z^t'2=0 Z^t'3=0 r2^—l)^* ^2t'i^2(fc-ti)^~-

^m+i2+l^.(_i)m+i2+l l"+«3+l-|-(_l)"+»3+1 1P+2«1 -»2+1 -|-(_l)P+2«'l-»2+l 19+2(fc-«l)-»3+l^.(_l)q+2(fc-»i)-»3+l

m+t'2+1 n+i'3+1 p+2ti-»2+l g+2(A-ti)-t'3+l

(C.10)

Rappelons que, par hypothese, (m+p) est pair et (n+q) est pair. En consequence, (m+ i^)

et (p 4- 2?i — ^2) sont de meme parite, et (n + 13) et (q + 2(k — i-i) — is) sont de meme parite,

et

mnpq ~

k 2t'i 2(A;-»i)

S S S ^-i. cik % c?(fc-ti) ( ~1 )m+n
tl=0 i2=°> '3=°>

>tl^*2 ^-»*3 ./'_l\m+n
^(k-ii)^k^2i^2(k-i^-s

(C.ll)

(m+t's) pair (n+t'a) pair

16
(m + i2 + l)(n + i3 + 1)(P 4- 2n - 12 + l)(g + 2(fc - n) - 13 + 1)
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