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RESUMEN

Es de indudable importancia dotar al gestor sanitario de
herramientas que permitan predecir el comportamiento de la
propagacion de una enfermedad infecciosa, de manera que a
partir de las mismas se pueden establecer y simular estrategias
de control. El desarrollo de tales herramientas es de caracter
pluridisciplinar siendo la base de las mismas, algoritmos o0 mo-
delos matematicos que son implementados computacional-
mente. En este trabajo se muestra el funcionamiento de estos
modelos matematicos y se detalla su clasificacion atendiendo
a diferentes factores. Ademas se lleva a cabo un estudio cuan-
titativo de los mismos haciendo uso de las principales bases de
datos relacionadas con el tema de estudio (Medline y Web of
Science). De este trabajo se concluye el importante papel que
pueden jugar los modelos matematicos a la hora de simular los
procesos infecciosos y, asimismo, se proponen futuras y efi-
caces vias de investigacion en la modelizacion matematica de
enfermedades infecciosas.

Palabras clave: Enfermedades Infecciosas. Epidemiologia. Modelos mate-
maticos.

Mathematical modelling of the propagation of
infectious diseases: Where we came from, and
where we are going

ABSTRACT

This work deals with the study of the use of mathemat-
ical models to simulate the spreading of infectious diseases.
There is no doubt about the importance of the use of com-
putational tools that allow the health staff to model and pre-
dict the spreading of an infectious disease. Using such tools
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one can establish and simulate disease control strategies. The
development of such technologies is a multidisciplinary is-
sue; in this sense, the mathematical algorithms -that must be
computationally implemented- play a central role. The main
goal of this work is to highlight among health community the
increasing importance of the use of mathematical models for
epidemic disease spreading. Consequently, the main features
of such models are introduced and their classification is stated
taking into account the behavior, the basic population unit or
the mathematical objects used. An exhaustive search of relat-
ed papers through the most important databases (Medline and
Web of Science) are performed. The main conclusion obtained
from this work is the central role that mathematical models
can play in the simulation of epidemic spreading; moreover,
some ideas about the future research are stated.

Keywords: Infectious Diseases. Epidemiology. Mathematical Models.

INTRODUCCION

La aparicion y posterior propagacion de una determinada
enfermedad infecciosa ha sido siempre motivo de preocupa-
cion. Las consecuencias de este hecho no solo se circunscriben
al dmbito social sino que acarrean importantes implicaciones
de caracter econdmico, politico, etc.

Hasta el siglo XIX las epidemias ocurrian en zonas geo-
graficas muy concretas y su extension a zonas mas extensas
se producia de manera muy lenta debido a las barreras natu-
rales y a la dificultad que presentaban los largos viajes. En la
actualidad, la amplisima y rapida red mundial de transporte
posibilita la propagacion de una epidemia por todo el mundo
en cuestion de pocas horas, siendo éste uno de los factores
fundamentales de inquietud y alarma social cuando aparece
un brote epidémico. En este escenario se hace imprescindible
dotar a las autoridades sanitarias de herramientas que posibi-
liten y faciliten la toma decisiones para desarrollar y gestionar
de manera eficaz y eficiente los protocolos de actuacion ade-
cuados. Estas herramientas son fundamentalmente programas
informaticos en los que se implementa computacionalmente
un modelo matematico, permitiendo de esa manera simular el
comportamiento de una determinada epidemia.
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El modelo matematico es la piedra angular sobre la que
se cimenta la herramienta informatica de simulacion y para
elaborarlo de manera correcta es muy importante tratar de
entender la dindmica y evolucion de la propagacion de una
enfermedad infecciosa. En las Matematicas, la Estadistica y en
las Ciencias de la Computacién se pueden encontrar diferentes
herramientas y técnicas que permiten desarrollar e implemen-
tar computacionalmente modelos matematicos para simular
la propagacion de enfermedades infecciosas y su posterior
control™®. Dichas ciencias junto con la Epidemiologia y la Mi-
crobiologia Médica dan lugar a la denominada Epidemiologia
Matemdtica (véase la figura 1).

El objetivo de este trabajo es realizar un andlisis (tanto cua-
litativo como cuantitativo) de los modelos matematicos pro-
puestos, determinando los puntos fuertes y débiles y, a partir
de ello, determinar posibles lineas futuras de investigacion en el
estudio de la propagacion de las enfermedades infecciosas.

El resto del articulo esta organizado como sigue: en la
seccion 2 se presenta la nocion de modelizacion matematica
y su aplicacion al estudio de las enfermedades infecciosas; los
modelos matematicos que se han desarrollado para simular la
propagacion de epidemias son mostrados y analizados en la
seccion 3; finalmente, en la seccion 4 se presentan las conclu-
siones.

MODELIZACION MATEMATICA

El objetivo basico de la modelizacion matematica es la
traduccion de los problemas que aparecen en un determina-
do ambito cientifico o tecnologico al lenguaje matematico, de
tal forma que el andlisis tedrico y numérico que se hace de
los mismos proporciona informacion para entender mejor los
mecanismos que rigen el fenomeno en cuestion. Se trata pues
de una herramienta de investigacion que puede ser considera-
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da como un complemento a la teoria y experimentacion en la
investigacion cientifica. De hecho, la modelizacién matematica
es la opcidn dptima cuando se trata de obtener conocimientos
e informacion de experimentos o procesos que o bien son muy
caros de llevar a cabo, o bien tendrian una duracion extrema-
damente larga, o bien son potencialmente peligrosos.

La modelizacion matematica se lleva a cabo a través de los
llamados modelos matematicos que, grosso modo, no son mas
que representaciones simplificadas de naturaleza matematica
de un determinado fendmeno. Se caracterizan por hacer su-
posiciones en relacion a una serie de variables, parametros y
relaciones funcionales entre dichas variables y parametros que
gobiernan la dindmica de las variables. De esta manera los mo-
delos matematicos plasman hipotesis sobre los sistemas estu-
diados y nos permiten comparar dichas hipotesis con los datos
empiricos (si es que los hubiera).

El punto de partida del proceso de modelizacion matema-
tica lo marca el problema real al que se quiere hacer frente
(usualmente consistente en la determinacion de las leyes que
rigen la dindmica de un cierto fendmeno). A continuacion se
deben identificar y seleccionar aquellos factores que describan
los aspectos mas importantes del fendmeno y que se vayan a
tener en cuenta en su desarrollo: principios que gobiernan a
evolucion del mismo, leyes fisicas involucradas, variables, para-
metros y relaciones entre ellos, etc. Mediante este proceso de
simplificacion obtendremos el denominado modelo de trabajo.
El modelo matematico se obtiene cuando expresamos el mo-
delo de trabajo en términos matematicos determinando para
ello las ecuaciones cuyas soluciones lo describen.

La implementacion computacional del modelo matema-
tico da lugar al modelo computacional, cuya ejecucion per-
mitira realizar simulaciones a partir de las cuales inferir resul-
tados y conclusiones. La interpretacion de dichos resultados y
su comparacion con los datos empiricos obtenidos a partir de

software

Informatica

Figura 1

Diagrama esquematico en el que se refleja la interaccion de las

diferentes disciplinas cientificas en el desarrollo de un modelo

matematico
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la observacion del fenomeno real nos permitira determinar la
eficiencia del modelo matematico desarrollado. Si se observa
que las predicciones se ajustan a lo que acontece en la realidad
podremos afirmar que el modelo es adecuado; de lo contrario
se debe iniciar de nuevo el proceso de modelizacion a fin de
obtener un producto mas refinado.

Los modelos matematicos pueden clasificarse atendien-
do a diferentes caracteristicas que definen su naturaleza. Asi,
las principales variantes son las siguientes: (1) Modelos deter-
ministas vs. modelos estocasticos: Los modelos deterministas
son aquellos cuyos parametros y variables no son de natura-
leza aleatoria, al contrario de lo que ocurre con los modelos
estocasticos. (2) Modelos continuos vs. modelos discretos: Los
modelos continuos son aquellos en los que las variables pue-
den tomar un numero infinito de valores dentro de un rango
determinado; en los modelos discretos algunas o todas las va-
riables toman un numero finito de valores. (3) Modelos globa-
les vs. modelos individuales: cuando lo que se pretende simular
es el comportamiento de un sistema complejo formado por
multiples elementos, los modelos continuos son aquellos que
estudian la dinamica del sistema proporcionando la evolucion
global del mismo sin tener en cuenta las interacciones locales
de los elementos que lo forman; por el contrario, los modelos
individuales consideran dichas interacciones.

El paradigma matematico en el que se basa el modelo de-
termina la clasificacion del mismo. La inmensa mayoria de los
modelos matematicos estan basados en el uso de ecuaciones
diferenciales ordinarias, lo que hace que dichos modelos sean
de cardcter continuo y determinista; por el contrario si las
herramientas matematicas utilizadas son ecuaciones en recu-
rrencias, automatas celulares, redes neuronales, maquinas de
estados finitos, ecuaciones booleanas con retardo, etc. obten-
driamos modelos discretos (deterministas o estocasticos).

LA EPIDEMIOLOGIA MATEMATICA

Un poco de historia

El primer modelo epidemioldgico de caracter matematico
se remonta a varios siglos atras cuando en 1760 D. Bernoulli
propuso un modelo para el estudio de la propagacion de la vi-
ruela®. No obstante, podemos afirmar que el estudio y desarro-
llo sistematico de estos modelos no se

de individuos susceptibles por la densidad de individuos infec-
ciosos. Por otro lado en 1911, R. Ross (premio Nobel en 1902 por
sus trabajos sobre la malaria) desarrolla un modelo matematico
basado en ecuaciones diferenciales que intenta predecir el com-
portamiento de una epidemia de malaria'.

La Epidemiologia Matematica moderna surge a finales del
primer cuarto del siglo XX con el trabajo de W.0. Kermack y
A.G. McKendrick'. En este ultimo se presenta un modelo ma-
tematico basado en un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias que simula la propagacion de la peste bubonica
acaecida en Londres desde 1665 a 1666 y que se saldd con
la muerte del 20% de la poblacion. Los métodos y resultados
propuestos en €l ya fueron sugeridos de alguna manera por R.
Ross™y R. Ross y H.P. Hudson™. Su caracteristica fundamental
es que se trata del primer modelo compartimental en el que la
poblacion es dividida en tres compartimentos o clases diferen-
tes: individuos susceptibles, individuos infecciosos e individuos
recuperados o muertos. La principal aportacion de este trabajo
es la introduccion del Teorema Umbral que permite determinar
cuando una enfermedad se convierte en epidémica: este hecho
se produce cuando el numero de individuos inicialmente sus-
ceptibles es mayor que un determinado valor umbral.

A partir de la publicacion del trabajo de W.0. Kermack y
A.G. McKendrick y de la posterior formalizacion matematica
de casos mas complejos'™'® han ido apareciendo en la litera-
tura especializada multitud de modelos matematicos centra-
dos en el estudio de una amplia variedad de enfermedades
infecciosas: tuberculosis'', meningitis meningococica'®, gripe
A(HTN1)?2" enfermedad de Chagas?, SARS?? viruela?, SI-
DA%27 colera?®? malaria®®, etc.

Estudio cuantitativo

El numero de modelos matematicos que han aparecido
en la literatura cientifica y cuyo objeto de estudio es la pro-
pagacion de enfermedades infecciosas no es muy abundante.
Ello es corroborado si se realiza una busqueda en tres de las
principales bases de datos, a saber Medline de U.S. National
Library of Medicine, Web of Science de Thomson-Reuters y
Scopus de Elsevier, de las siguientes cadenas de texto (véase la
tabla 1): ("Mathematical model" OR “Mathematical modeling")
AND ("Infectious disease” OR "Infectious diseases") y (“Mathe-

inicia hasta principios del siglo XX. Asi,
en 1906 W.H. Hamer propone un mo-
delo discreto en el tiempo para estudiar
la propagacion del sarampion'®, siendo

Tabla 1

Numero de articulos publicados e indexados (diciembre 2012)
en las bases de datos Medline, Web of Science y Scopus

este el primero en el que se sugiere que

la incidencia de una epidemia (nime-
ro de nuevos infectados por unidad de
tiempo) depende del producto entre los
individuos susceptibles y los infecciosos.
Este es el llamado principio de accion
de masas que establece que la tasa de
propagacion de la epidemia se supone
proporcional al producto de la densidad

Cadena de texto Medline Web of Science Scopus
(“Mathematical model”, “Mathematical modeling")
- o 141 394 956

& (“Infectious disease”, “Infectious diseases")
("Mathematical model”, "Mathematical modeling")

o o 435 998 2.504
& ("Epidemic”, “Epidemics")
“Infectious disease", “Infectious diseases" 56.716 96.013 73.247
“"Mathematical model", “Mathematical modeling" 21.469 112.225 1.045.186
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matical model" OR "Mathematical modeling") AND ("Epidemic”
OR "Epidemics"). El nimero de trabajos referenciados en Med-
line supone aproximadamente el 0,25% de los trabajos sobre
enfermedades infecciosas; este porcentaje sube si realizamos
la busqueda en bases de datos mds generalistas como Web of
Science o Scopus alcanzandose respectivamente el 0,41% vy el
1,31% del total de articulos publicados sobre algun aspecto de
las enfermedades infecciosas. Si ponemos en relacion el nu-
mero de modelos epidemioldgicos de caracter matematico con
el numero total de modelos matematicos (en cualquier rama
de la ciencia) publicados, obtenemos porcentajes del 0,66%,
0,35% y 0,09 %, respectivamente. Como se puede apreciar el
impacto cuantitativo es muy limitado.

Por otro lado si analizamos la evolucion temporal (véanse
las figuras 2 y 3), podemos distinguir tres periodos claramente
diferenciados:

- Hasta a la década de los 90 del siglo XX el numero de arti-
culos publicados es testimonial. Ello es debido a que la modeliza-
cion matematica es una rama de las Matematicas muy moderna
y a que durante la mayor parte de la sequnda mitad del siglo XX
la preocupacion por la propagacion de enfermedades infecciosas
era limitada debido al uso de vacunas y antibioticos.

- Desde los afos 90 hasta mediados de la primera déca-
da del siglo XXI empiezan a aparecer regularmente trabajos de
este tipo con tendencia creciente pero todavia muy limitada.
Este incipiente interés por el desarrollo de modelos matema-
ticos esta causado por el inicio de la preocupacion social ante
grandes y nuevas epidemias: durante estos afios se produce el
contagio masivo por VIH y los brotes infecciosos ocasionados
por el Virus Sin Nombre y el virus del Nilo Occidental.

- Desde 2004 hasta la actualidad se ha producido un cre-
cimiento notabilisimo del nimero de articulos publicados. Este
hecho coincide con el brote de SARS acaecido en el afo 2003;
de hecho si se hace una busqueda en Medline de la cadena
("mathematical model" & "SARS") se obtienen 18 resultados a
partir del aflo 2003, numero suficientemente significativo si se
tiene en cuenta el numero total de articulos publicados sobre
esta tematica. Se puede observar también un repunte a partir
del aflo 2006 coincidente con el inicio del brote de la llamada
gripe aviar (H5N1) y un crecimiento sostenido a partir de 2009,
que coincide con el impacto social del brote de gripe A (HIN1)
-35 resultados en Medline desde 2007 hasta nuestros dias-.

Finalmente, si analizamos el tipo de modelos publicados se
puede comprobar como el grupo mas numeroso con bastante
diferencia lo forman aquellos que se encuentran basados en el
uso de ecuaciones diferenciales (véase la tabla 2). A gran dis-
tancia les siguen los modelos discretos basados en automatas
celulares y en agentes. Asimismo predominan los modelos de
naturaleza estocéstica frente a los modelos deterministas, es-
tando los primeros basados tanto en modelos continuos (ecua-
ciones diferenciales) como en modelos discretos.

Analisis de los modelos matematicos
1. Caracteristicas generales. Los modelos epidemioldgicos

de cardcter matematico son modelos compartimentales, esto es, la
poblacion se divide en diferentes tipos o compartimentos tenien-
do en cuenta las caracteristicas de la enfermedad: susceptibles,
expuestos (con o sin sintomas), infectados, infecciosos, recupera-
dos, vacunados, aislados, diagnosticados, etc. Como consecuencia
se puede realizar una clasificacion de los modelos matematicos
atendiendo a la dinamica que rige sus compartimentos en mode-
los SI*%2 (Susceptible-Infectado), SIS®3* (Susceptible-Infectado-
Susceptible), modelos SIR* (Susceptible-Infectado-Recuperado),
modelos SEIR¥#¢ (Susceptible-Expuesto-Infectado-Recuperado), y
resto de posibles variantes (SIRS*#°, SEIRS*'#2, SEIQR*, etc.) En la
figura 4 se puede ver un diagrama con los compartimentos mas
usuales y la dinamica entre ellos.

Estos modelos se pueden clasificar también atendiendo
a la naturaleza y a las herramientas matematicas en las que
se basan los mismos. En este sentido nos podemos encontrar
con modelos deterministas*“ o con modelos estocasticos*®*’.
Los modelos deterministas estan basados usualmente en ecua-
ciones diferenciales o ecuaciones en diferencias, mientras que
los modelos estocasticos hacen uso fundamentalmente de las
cadenas de Markov (sobre tiempo y estados continuos o dis-
cretos). Los modelos deterministas proporcionan buenos re-
sultados cuando la poblacion es muy grande, mientras que los
modelos estocasticos se muestran mas adecuados cuando se
intenta simular la propagacion de enfermedades infecciosas en
entornos mas reducidos.

La gran mayoria de los modelos propuestos (ya sean de-
terministas o estocasticos) se pueden calificar como modelos
globales ya que estudian la dindamica de la poblacion en su
conjunto sin tener en cuenta las interacciones locales entre
los individuos mas alla de lo reflejado en los parametros. Por
el contrario existen muy pocos modelos de caracter individual
y, debido a su naturaleza, la mayor parte de los existentes se
encuentran basados en autdmatas celulares*®* o en modelos
basados en agentes®™®',

Los modelos continuos son los predominantes ya que se
basan en ecuaciones diferenciales o ecuaciones en diferencias;
los modelos discretos estan basados en autématas celulares o
en modelos basados en agentes.

El objetivo de la inmensa mayoria de los modelos propues-
tos es el estudio de la dindmica de los diferentes comparti-
mentos en que se divide la poblacion, es decir, el conocimiento
del numero de individuos susceptibles, expuestos, infectados,
etc. que hay en cada instante de tiempo y cudl es su tendencia.

Como se ha comentado en el sequndo apartado, todo mode-
lo matematico viene caracterizado por tres elementos: las varia-
bles que se estudian, los parametros que se utilizan y las relaciones
funcionales que rigen la dindmica considerando las variables y pa-
rametros. En el caso de la simulacion de la propagacion de las en-
fermedades infecciosas, las variables utilizadas son el niimero de
individuos que se encuentran en alguno de los compartimentos
considerados: susceptibles, infectados, expuestos, etc. Los parame-
tros que se utilizan en la modelizacion suelen ser los siguientes (el
uso de unos u otros depende del modelo implementado y de la
enfermedad en cuestion): tasa de infeccion, tasa de recuperacion,
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Figura 2 Evolucion del niimero de articulos publicados en indexados

en la base de datos Medline cuyo criterio de busqueda es
(“Mathematical model”, “Mathematical modeling”) & (“Infectious
disease”, “Infectious diseases")

Figura 3 Evolucion del numero de articulos publicados en indexados en
la base de datos Web of Science cuyo criterio de busqueda es
("Mathematical model”, "Mathematical modeling”) & (“Infectious
disease”, "Infectious diseases")
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Tabla 2
Medline y Web of Science (Thomson-Reuters)

Numero de articulos publicados e indexados (diciembre 2012) en las bases de datos

Cadena de texto Medline Web of Science
“Differential equations” & (*Infectious disease”, "Infectious diseases") 56 190
"Cellular automata” & (“Infectious disease”, “Infectious diseases") 4 27
("Agent-based model”, "Agent-based models" ) & (“Infectious disease”, “Infectious diseases") 8 27
("Stochastic model”, “Stochastic models" ) & (“Infectious disease”, “Infectious diseases") 47 62
(“Deterministic model”, “Deterministic models" ) & (“Infectious disease”, “Infectious diseases") 20 60
“Differential equations” & (“Epidemic”, “Epidemics”) 129 630
“Cellular automata” & (“Epidemic", “Epidemics"”) 15 109
("Agent-based model”, "Agent-based models" ) & (“Epidemic”, “Epidemics") 11 50
("Stochastic model”, "Stochastic models" ) & (“Epidemic”, “Epidemics”) 152 386
("Deterministic model", “Deterministic models" ) & (“Epidemic", “Epidemics”) 73 169
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indice de mortalidad (debida a la enfermedad o no debida a la
misma), periodo de latencia o exposicion, periodo de incubacion,
periodo infeccioso, periodo de inmunidad, etc.

La evolucion de los diferentes compartimentos viene re-
gida por las relaciones funcionales que tienen en cuenta los
parametros introducidos en el modelo. Estas relaciones se pue-
den articular en torno a diferentes herramientas matematicas,
algunas de las cuales ya han sido mencionadas con anterio-
ridad. Asi las mas utilizadas son las ecuaciones diferenciales
ordinarias. También se han utilizado ecuaciones en diferencias,
cadenas de Markov y automatas celulares.

2. Los modelos basados en ecuaciones diferenciales.
Como se ha comentado anteriormente, la gran mayoria de los
modelos matematicos disefiados para estudiar la propagacion
de malware estdn basados en el uso de ecuaciones diferenciales.
Ello es debido fundamentalmente al hecho de que las ecuacio-
nes diferenciales ordinarias y las ecuaciones en derivadas parcia-
les constituyen un pilar importante dentro de la Modelizacion
Matematica. Podriamos afirmar sin temor a equivocarnos que
los pilares sobre los que se fundamentas los modelos basados en

Diagrama ilustrativo de la evolucion de los diferentes

ecuaciones diferenciales son los modelos de Kermack y McKen-
drick'?, Hethcote™ y el de Diekmann y Heesterbeek'®.

El uso de ecuaciones diferenciales permite realizar un de-
tallado analisis matematico del modelo en cuestion. El com-
portamiento de estos modelos depende fundamentalmente de
un parametro umbral llamado numero reproductivo bdsico, R,
el cual determinara la estabilidad del equilibrio sin infeccion
(disease-free equilibrium) y de equilibrio endémico (endemic
equilibrium). El nimero reproductivo basico se define como el
numero de infecciones secundarias causadas por un unico in-
dividuo infectado en una poblacion enteramente susceptible.
De esta manera si la infeccion se ira reduciendo (el numero
de individuos infectados decrecerd hasta erradicarse) alcan-
zandose un estado de equilibrio sin infeccion estable; si, por
el contrario, se verifica que R, > 1, entonces la infeccion se
propagara (el nimero de individuos infectados crecerd) llegan-
dose a un estado de equilibrio endémico estable.

La aparicion del modelo de Kermack y McKendrick en 1927
es el hito mas importante de la Epidemiologia Matematica. Se
trata de un modelo SIR en el que el tamafo de la poblacion se
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mantiene constante. Consecuentemente se consideran tres va-
riables dependientes del tiempo: el numero de individuos sus-
ceptibles: S(1), el numero de individuos infectados: (1), y el nu-
mero de individuos recuperados: R(f). Dado que se supone que
la poblacion se mantiene constante, entonces S() + /(t) + R() =
N para cualquier instante de tiempo ty donde N representa el
numero total de individuos que forman dicha poblacion. Ade-
mas se tienen en cuenta dos parametros, a saber: el indice de
transmision, a, que podemos definir grosso modo como la tasa,
por unidad de tiempo, de que un individuo susceptible se conta-
gie al estar en contacto con un individuo infectado vy el indice de
recuperacion, b (tasa, por unidad de tiempo, de que un individuo
infectado se recupere). La dindmica del modelo se rige segun el
siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:

S'(t) =2 S(O)-It)

W =2.5(6).1t)=b-
I'(t)= - S(-16)-b-I(t)
R'(t)=b-I(t)

La notacion S(8), I'(t) y R'( indica las respectivas deri-
vadas de S(#), /(t) y R(f) respecto del tiempo t, esto es la va-
riacion con el tiempo de dichas magnitudes. La primera
ecuacion del sistema, S'(t)=-a-S(t)-I(t)/ N establece que
la variacion del numero de susceptibles con el tiempo de-
pende del numero de contactos entre los individuos suscep-
tibles y los individuos infectados y del indice de transmision
(Ley de accién de masas). La segunda ecuacion del sistema,
I'(t)y=a-S(t)-1(t)/ N =b-I(t), indica que la variacion del nu-
mero de individuos infectados es la diferencia entre los nuevos
infectados y los infectados que se han recuperado. Finalmente,
la tercera ecuacion, , indica que el aumento de individuos re-
cuperados es proporcional al nimero de individuos infectados,
siendo la constante de proporcionalidad el propio indice de re-
cuperacion.

Del estudio matematico del modelo se obtiene que R,=a/b,
con lo que si a<b (R;=1) entonces el sistema alcanza un estado
de equilibrio sin infeccion, mientras que si a > b entonces exis-
te un incremento inicial del numero de individuos infectados.
Un ejemplo de la evolucion de los diferentes compartimentos
se puede ver en la figura 5 en diferentes casos: en el apartado
(a) se consideran los parametros a = 0,25, b = 0,1 con lo que
Ry=2,5> 1Yy se producira la epidemia; en el apartado (b) el va-
lor de los parametros es a = 0,25, b = 0,25 y consecuentemen-
te Ry=1y no aumentard el numero de individuos infectados
(erradicandose con el tiempo).

“Por ejemplo, S'(t) representa la variacion del numero de indi-
viduos susceptibles con el tiempo, esto es, podemos aproximar
dicha magnitud por el siguiente cociente:
S'(t) = S(t+ At)-S(t) i

Af *donde At es el tamafio del paso de
tiempo. Si suponemos que At=1, entonces se podria conside-
rar la siguiente aproximacion: S'(t) = S(t +1)— S(t), que daria
lugar a un modelo basado en ecuaciones en diferencias.

Otros modelos derivados del Kermack y McKendrick que
se pueden considerar como ejemplos paradigmaticos y a partir
de los cuales se han desarrollado nuevos modelos matematicos
son, como ya se ha comentado, los debidos a Hethcote™ y a
Dieckmann y Heesterbeek'®. El primero difiere del de Kermack y
McKendrick en la incorporacion de la tasa de mortalidad; viene
definido por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

S'(t) =#-N-#-S(f)——:--3(f)-f(f)

I'(t) =—pJ(f)+%-3(t)-!{t)—b‘f{f)
R'(t)=—u-R(t)+ b-I(f)

donde W es la tasa de mortalidad. Por otra parte, el se-
gundo es una mejora del de Hethcote al suponer que la pobla-
cion no se mantiene constante a lo largo del tiempo sino que
va variando (esto es, se introduce un nuevo parametro que es
la tasa de nacimiento ¢ -que se considera mayor que la tasa
de mortalidad-); asi el sistema de ecuaciones diferenciales que
rige su dindmica es el siguiente:

S'(I)=c-S(r)+c‘R(e‘)-lu-S(f)-%-S(r]-l(f‘]

."(.')=—,u'f(r)+£-'5(r)'l(!)—b'f(r)

R'(t)y==pu-R(t)+p-b-1(1)

de tal manera que si un individuo se recupera y adquiere
inmunidad temporalmente con probabilidad p.

3. Modelos estocasticos basados en automatas ce-
lulares. Aparte de los modelos basados en ecuaciones dife-
renciales se han propuesto otra serie de modelos basados en
paradigmas muy diferentes para intentar solventar algunas de
las deficiencias que en ciertos casos presentan estos ultimos:
se trata de modelos discretos de caracter individual y de natu-
raleza fundamentalmente estocastica (aunque también se han
propuesto de naturaleza determinista). Entre ellos los mas des-
tacados son los basados en automatas celulares.

Los automatas celulares son modelos simples de compu-
tacion que son capaces de simular de manera eficaz y eficiente
sistemas complejos®2. Estan formados por un numero finito de
unidades de memoria denominadas células que se encuentran
conectadas entre si siguiendo un determinado patrén, de tal
manera que en cada instante de tiempo cada célula esta en
un estado de entre un numero finito de ellos. Este estado va
cambiando con el paso discreto del tiempo de acuerdo a una
regla de transicion local cuyas variables son los estados en el
instante anterior de la propia célula y sus vecinas.

Recientemente se ha propuesto un modelo para estudiar
la propagacion de la meningitis meningococica producida por
el meningococo (Neisseria meningitidis) usando automatas ce-
lulares®. Se trata de un modelo compartimental en el que la
poblacion es dividida en las siguientes clases: susceptibles, por-
tadores, infectados (con y sin sintomas), recuperados y muer-
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Figura 5

Dinamica del modelo SIR de Kermack-McKendrick con N=100
individuos, condiciones iniciales S(0)=99, 1(0)=1 y cuyos
parametros poseen los siguientes valores: (a) a=0,25,b=0,1,y
(b)a=b=0,25

<«— odwor],

(b)

Figura 6 ‘

Dinamica del modelo Fresnadillo et al.: (a) Dinamica global; (b)
Dinamica individual: cada columna representa un individuo. El

codigo de colores es como sigue: susceptibles (verde), portadores
(naranja), infectados (rojo), recuperados (azul) y muertos (negro)

tos. Grosso modo, las reglas de transicion entre los diferentes
estados se definen como sigue:

- Un individuo susceptible pasa a ser portador (resp. Infec-
tado sin sintomas) con una probabilidad o (resp. B) al entrar en
contacto con un individuo infeccioso.

- Un individuo infectado asintomatico se mantiene en di-
cho estado durante el periodo de incubacion; pasado el cual
pasa a formar parte de la clase de los infectados con sintomas.

- Un individuo infectado se recuperara con una probabili-
dad que dependera de si ha sido correctamente diagnosticado
0 no; en caso contrario morira.

La mayor parte de los parametros utilizados en este mo-
delo son de caracter individual, esto es, la probabilidad de con-
tagio, de recuperacion, el periodo de incubacion e infeccioso
dependera del individuo en cuestion (no obstante, algunos de
estos pardametros siempre se moveran en un cierto intervalo).

En la figura 6 se puede observar la dindmica global obtenida.

DISCUSION

Desde un punto de vista cuantitativo, se puede afirmar
que el numero de modelos matematicos que han aparecido
en la literatura especializada no es muy alto. La aparicion de
brotes infecciosos de gran impacto social (SARS, HIN1, etc.)
han fomentado que la comunidad cientifica se preocupe por
el desarrollo de estos modelos llegandose a una situacion de
incremento acentuado en la actualidad.

Por otro lado, la gran mayoria de los modelos propuestos para
el estudio de la propagacion de enfermedades infecciosas son de
caracter continuo y se encuentran basados en sistemas de ecuacio-
nes diferenciales (ya sean de naturaleza estocastica o determinis-
ta). Se trata de modelos bien fundamentados y coherentes desde el
punto de vista matematico y con un detallado estudio de las prin-
cipales caracteristicas de su dindmica: estabilidad, equilibrio, etc. No
obstante presentan algunos inconvenientes que pasaremos a deta-
llar a continuacion y que son debidos a su propia naturaleza:
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- No tienen en cuenta las interacciones locales entre los
individuos que forman la poblacion. Se utilizan parametros co-
mo la tasa de infeccion, la tasa de recuperacion, tasa de mor-
talidad, etc. pero son de caracter general: el valor del parame-
tro es constante en la poblacion o, en algunos casos, sigue una
determinada distribucion de probabilidad. Consecuentemente
no se contempla el uso de parametros individualizados para
cada uno de los individuos. El indice de infeccion podria variar
de un individuo a otro en funcién de diferentes caracteristi-
cas: sistema inmunologico, historial clinico, edad, sexo, etc. En
consecuencia, parece razonable pedir a un modelo matematico
que tenga en cuenta estos hechos.

- Suponen que los individuos estdn homogéneamen-
te distribuidos y conectados todos entre si (ley de accion de
masas). Cuando se analiza la propagacion de una enfermedad
infecciosa de manera macroscopica (en toda una poblacion en
su conjunto) los resultados que se obtienen dan una aproxi-
macion bastante buena de lo que ocurre en la realidad; ahora
bien, si analizamos dicha propagacion en entornos reducidos
(enfermedades nosocomiales, etc.) los resultados obtenidos
son manifiestamente mejorables ya que a escala microscopica
la dinamica es muy sensible a las interconexiones locales.

- No pueden simular la dinamica individual de cada uno
de los elementos de la sistema. Bien es cierto que, cuando el
tamafo de la poblacion es muy grande estos modelos son ade-
cuados ya que el comportamiento general obtenido puede ser
muy similar (en cuanto a tendencias) a lo que se produce en
la realidad, pero se omite el uso de informacion individual de
relevancia para el modelo. Consecuentemente, en los modelos
basados en ecuaciones diferenciales podemos obtener buenos
resultados acerca del comportamiento global aunque no ten-
dremos informacion sobre el comportamiento individual.

Estas tres fundamentales deficiencias que presentan los mo-
delos basados en ecuaciones diferenciales pueden ser subsanadas
de manera si se utilizan otro tipo de modelos como los basados en
automatas celulares o los basados en agentes. En estos seria po-
sible tener en cuenta las caracteristicas individuales de cada una
de los individuos; ademas se podrian considerar diferentes topolo-
gias de conexion e incluso variarlas con el tiempo. De esta manera
tendriamos definido un modelo en el que la dindmica variara en
funcion de los distintos parametros individuales.

El comportamiento individualizado que nos proporcio-
nan estos modelos de cada una de los individuos seria de gran
utilidad a la hora de trazar la dinamica de una infeccion una
vez ocurrida y a partir de ello sacar conclusiones. Es mas, se
podrian tener predicciones en tiempo real y en los primeros es-
tados de una epidemia y simular medidas de control evaluando
de esta manera su impacto.

Cuando el tamafio de la poblacion es pequefio, los mode-
los mas adecuados para ser utilizados en Epidemiologia Ma-
tematica son los modelos estocasticos ya que el azar en este
tipo de procesos juega un papel importante: no se puede pre-
decir de manera inequivoca si un determinado individuo va a
contraer, por ejemplo, la gripe durante un proceso epidémico;
ello dependera de una cierta probabilidad que, a su vez, de-

pende de multiples factores: contacto con infectados, sistema
inmunologico, etc. No obstante si el tamafo de la poblacion
es lo suficientemente grande y se estd interesado en conocer
las tendencias genéricas de los diferentes grupos de poblacion
se pueden usar modelos deterministas sin mayor problema ya
que las fluctuaciones estocdsticas seran pequenas y perturba-
ran poco las tendencias obtenidas.

CONCLUSIONES

En este trabajo se han estudiado los modelos matematicos
propuestos hasta la fecha para estudiar el comportamiento de
la propagacion de enfermedades infecciosas.

No han aparecido en la literatura un gran numero de es-
tos modelos, aunque en la actualidad se esta viviendo un auge
de los mismos ocasionado por el impacto social de los recien-
tes brotes de enfermedades infecciosas.

La gran mayoria son de naturaleza continua y hacen uso
de sistemas de ecuaciones diferenciales. Son modelos eminen-
temente matematicos que no han sido implementados com-
putacionalmente para dar lugar a un simulador que ayude en
la toma de decisiones al gestor en seguridad de la informacion.

Estos modelos presentan una serie de deficiencias que no
lo hacen adecuados para la toma de decisiones ante una epi-
demia. Estas deficiencias podrian ser subsanadas por modelos
discretos (ya sean de naturaleza determinista o, principalmen-
te, estocdstica) como serian los modelos basados en agentes o
los modelos basados en automatas celulares.

Las lineas futuras de investigacion en este campo pasan
por el perfeccionamiento de los modelos discretos de natura-
leza estocastica que permitiran un mejor conocimiento sobre
todos los aspectos de la dindmica epidemiologica de los pro-
cesos infecciosos.
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