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- Mecanica Vetorial pararEngenheiros: Estatica

Introducao

« Nem sempre € possivel tratar um corpo como uma paitecula. Em
geral, o tamanho do corpo e os pontos de aplicac&giésps de cada
uma das forcas que nele atuam devem ser considerados.

e Supde-se que a maioria dos corpos consideradoses@nica
elementarsao rigidos, isto é, as deformacoes reaisiedpreziveis
nao afetam as condicOes de equilibrio ou de movimgmiorpo.

» Nesta parte estudaremos o efeito de forcas exeraiwlasnecorpo rigido e
como substituir um dado sistema de forcas por um siggomaalente mais
simples. Para tanto, sdo importantes os seguintesito®ice

! « momento de uma forca em relacao a um ponto
- « momento de uma forca em relacdo a um eixo
 momento devido a um binario

» Qualquer sistema de forgcas atuando em um corpo rigideode ser
substituido por um sistema equivalente composto pomua unica
forca atuando em um dado ponto e um binario
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Forcas Externas e Forcas Internas

e Forcas atuando em corpos rigidos:
sao divididas em dois grupos:
- Forcas Externas

- Forcas Internagesforcos
Internos)

» Forcas externas sao mostradas e
um diagrama de corpo livre.

« Se nao for contrabalanceada,
cada uma das forcas externas
pode imprimir ao corpo rigido
um movimento de translacao ou
de rotacao, ou ambos.




atica

Mecanica Vetorial paia ERgenhelos: [ESt
Principio da Transmissibilidade: Forcas Equivalentes

* Principio da Transmissibilidade ke
As condicoes de equilibrio ou de movimen-
to de um corpo nao se modificam ao se
transmitira acéo de uma forca ao longo de
sua linha de acao.

OBSERVACAQ na figura ao lad& e F’

sao forcas equivalentes.

Para o caminhao ao lado, o fato de
mudar o ponto de aplicacédo da
forcaF para o para-choque traseiro
nao altera o seu movimento e nem
Interfere nas acdes das demais
forcas que nele atuam.

R,

O principio da transmissibilidade ~ «
nem sempre pode ser aplicado na
determinacéao de forcas internas e
deformacoes
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Produto Vetorial de Dois Vetores

* O conceito de momento de uma forca em relacao
a um ponto € mais facilmente entendido por meio
das aplicacoes daroduto vetorial.

» O produto vetorial de dois vetores Q é definido f

como o vetoV que satisfaz as seguintes condicbes:
1. A linha de acao d¥ é perpendicular ao plano .
gue contenk e Q. L

2. A intensidade d¥ eV = PQsend £ {

3. A direcao e o sentido d&sao obtidos pela
regra da mao direita.

* Produtos vetorias:
- n&o s&o comutativof) x P = —(PxQ)
- sdo distributivos, Px(Q+Q,)=PxQ;+PxQ,
- n&o s&o associativofP xQ)x S # Px(Qx S)
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Produtos Vetoriais: Componentes Retangulares

* Produtos vetoriais de vetores unitarios: y y|
ixi =0 Jxi=-k kxi=j g idixizk
ix]=k jxj=0 Kkxj=- B -—
TXE:—T Tle:r |Z><|Z:() / ixj=k

 Produto vetorial em termos de
componentes retangulares:

V= (PXT +Pyj+ PZIZ)x (QXT +QyJ + QZIZ)
= (Psz - PQy )T +(P,Qx —PQ,)T

o + (PXQy —_ Pny )k
V=P, P, P,
QX Qy Qz
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Momento de uma Forca em Relacao a um Ponto

 Uma forca é representada por um vetor que defiae su
intensidade, sua direcao e seu sentido. Seu efaitam
corpo rigido depende também do seu ponto de afbcac

« O momentale uma for¢cd em relacao a um ponto
O é definido como

MO:rXF

» O vetor momentdl, € perpendicular ao plano que
contém o pont® e a forcar-.

« Aintensidade d&, expressa a tendéncia da forca de

P causar rotacao em torno de um eixo dirigido aodong Mo

o &%
deMo. 128

- Mg =F*r*send=F*d j’---- ;%
O sentido do momento pode ser determinado pela regr A
da mao direita. -

* Qualquer forc&’ que tem a mesma intensidade, direcéo e
. sentido dd~, éequivalentea ela se também tem sua mesma
linha de ac&o e portando, gera 0 mesmo momento.




Mecanica Vetonal para ERgennenes: [Est  alica

Momento de uma Forca em Relacao a um Ponto

« Estruturas bidimensionat&m comprimento e largura,
mas espessura desprezivel e estdo sujeitas a forcas
contidas no plano da estrutura.

» O plano da estrutura contém o potte a forgcaF. M,
o0 momento da forca em relaca®gaé perpendicular ao
plano.

« Se a forca tende a girar a estrutura no sentido ant
horario, o vetor momento aponta para for a (paregi
do plano da estrutura e a intensidade do momento é £

M  positiva.

» Se a forca tende a girar a estrutura no sentidariogio
vetor momento aponta para dentro (para baixo) aeopl
da estrutura e a intensidade do momento é negativa.  (») Mo=-Fd
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Teorema de Varignon

« O momento em relacdo a um dado pddida F,
resultante de diversas forcas concorrentes é
igual a soma dos momentos das varias forcas
em relacdo ao mesmo porido

r*><(|fl+|f2 +---):rx Fl+7xFy+--

» O teorema de Varignon torna possivel z
substituir a determinacéao direta do momento
de uma forcd pela determinacao dos
momentos de duas ou mais forgcas que a
compoe.
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Componentes Retangulares do Momento de uma Forca

Y
O momento d& em relacdo O, T
L A (x,y,2)
A =FxE, F=xi C Y]
Mo =TxF, E—le-yj+zk ) lrﬁ_ln
F=Fd +Fy] +Fk £
{4 _’\1 -
MO:MX|+MyJ+MZIZ g F.k
I T
{ =X y z
| Fe Fy F
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Componentes Retangulares do Momento de uma Forca

4 P,
~ U. _,, '].' L
Momento deF em relacgéo &: gL
Mg =Ty XF - -
Tasn
rA/B =T, —Tg Bx =N (x4 —xp)i
i H M F.k
= (Xy =Xg )T +(ya = Ve)] +(za — 2 )K (s —2plk
T T 5
F=FiI+F |+Fk -
o [ | J k
| MB:(XA_XB) (YA_YB) (ZA_ZB)
FX Fy |:z
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Componentes Retangulares do Momento de uma Forca

Para estruturas bidimensionais:

M, :(xFy —yFX)I_{
M, =M,
=Xk, —yF,
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Problema Resolvido 3.1

Uma forga vertical de 450 N é aplicada na
extremidade de uma alavanca que esta ligada
ao eixo enD.

Determine:
a) 0 momento da forca em relaca®;a

b) a forca horizontal aplicada elgue gera o
mesmo momento;

c) a forca minima aplicada em A que gera o
o mesmo momento;

e d) a posicao de uma forca vertical de 1.080 N para
gue ela gere 0 mesmo momento;

e) se alguma das forcas obtidas nas péartes d
é equivalente a forca original
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Problema Resolvido 3.1

a) O momento em relacadee igual ao produto da
forca pela distancia perpendicular entre a linha de
acao da forca ®. Como a forca tende a girar a
alavanca no sentido horario, o vetor momento
apontagpara dentrodo plano que contém a
alavanca e a forca.

M, = Fd
d =(60cm)cosB0° =30cm
M, = (450N)(0,3m) Mo =135N[m
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Problema Resolvido 3.1

~ b) Para a forca horizontal aplicada Amue gera o
mesmo momento tem-se,
d =(60cm)sen60° =52cm
M, =Fd
135N n = F(0,52m)
F = 13ONIm F = 2596N
052m
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Problema Resolvido 3.1

c) A forca minima aplicada em A gque gera 0 mesmo
momento deve atuar a uma distancia perpendicular
é maxima deéD, ou seja, quande € perpendicular a
OA

M, = Fd
135N =F(06m.)
g = 135NIm F = 225N
06m
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Problema Resolvido 3.1

d) Para determinar o ponto de aplicacdo de uma
forca vertical de 1.080 N que gera o mesmo
momento em relacao@temos,

M, = Fd
135N [ = (1.080N ) d

g _135N0m

1.080N
OBcos60° =12,5cm OB=25cm

=0,125m

E‘I:
B 3-18
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Problema Resolvido 3.1

e) Embora cada uma das forcas nas Il&tyas e d)
gere o mesmo momento que a forca de 450 N,
nenhuma tem sua mesma intensidade, direcao e
sentido, ou sua mesma linha de acéo. Portanto,
nenhuma das forcas é equivalente a forca de 450 N.
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Problema Resolvido 3.4

SOLUCAO:

O momentdV, da forgcaF exercida
pelo fio é obtida a partir do produto
vetorial,

—>
=

M, =T axF

e

Uma placa retangular é sustentada
pelos suporte8 e B e por um fioCD.
Sabendo que a tracdo no fio € 200 N,
determine o0 momento em relacéA a
da forca exercida pelo fio no porto
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Problema Resolvido 3.4

ia =T =T, =(03m)i +(008m)k

F=FA= (200N) o

C/D
- (200N) -(03m)i +(0,24m)j -(032m)k
05m
D =—(120N)i +(96 N)] - (128N)k
' (28,8 Nem);j I T
- — M,=[ 03 0 008
-120 96 -128

P F = (200 N)A

M, =-(7,68 N m)i +(28,8 N m)j + (28,8 N )k ;
C M , = 41,45 N [

o
B 3-21

| (28.8 N'm)k
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Produto Escalar de Dois Vetores

* O produtoescalarde dois vetoreReQ é

definido como Q
PeQ=PQcod (resultadcescala)
» Produtos escalares: &

- sdo comutativos, P«Q=Q<P
- sfo distributivos, P« (§,+Q,)=P+§,+P+ G,
- Nn&o s&o associativo%ﬁ. Q) 3 = indefinido
* Produtos escalares em termos de componentes caatesian
PeQ=(Ri+P,j+Pk) Q7 +Q,j +QK)

— — —

fei=1 Jej=1 kek=1 i*j=0 jek=0 kei=0

- 22
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Produto Escalar de Dois Vetores: Aplicacoes

« Angulo entre dois vetores: 0
P+Q=PQcosf =PQ, +P,Q, +P,Q, ;
+ +
COSH — PXQX PyQy PZQZ P
PQ

* Projecéo de um vetor sobre um dado eixo:

P, = Pcosd = projecaaleP sobreo eixoOL

.« Para um eixo definido por um vetor unitario:
P, =PeA
= P, cosd, + P, cosd, + P, cost,
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Momento de uma Forca em Relacao a um Dado Eixo

 MomentoM, de uma for¢cd aplicada no g
pontoA em relacéo a um pon:

M, =FxF

* O momentdV,, em relacdo a um eiXOL € a
projecdo do momentid , sobre esse eixo, ou seja,

M, =VyF, - zF,
M, =zF —XxF,
M, =xF, - YK

EI:
% 3-24
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Momento de uma Forca em Relacao a um Dado Eixo

« Momento de uma forca em relacdo a um
eixo arbitrario:

Mg =AM,

* O resultado é independente do pdAto
escolhido sobre o eixo dado.
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Problema Resolvido 3.5

Um cubo sofre a acdo de uma foRca
conforme mostrado. Determine o
momento dé°;

a) emrelacao A
b) em relacdo a arestB
c) em relacédo a diagonalG do cubo.

d) Determine a distancia perpendicular
entreAGe FC.
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Problema Resolvido 3.5

y « Momento deP em relacéo &A:
,D 1 MA:FF/AXIES
I B Foo—ai—ai=alfi =7
A B Ll @ lrfa=al—aj) = (‘J)
of;{ " *Fﬁ’:P(j kN2 /2=P(f-kN2 /2
ky? R M, =al - )xP(f-kN2/2
EL”Z TE/A Pl
/La#F MA:(aP\/E/ZXF+I+|Z)
a « Momento deP em relacéo AB:
) Mg =i*M,
=i (an/ZXT+T+IZ)

M g =aPy2/2
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Problema Resolvido 3.5

 Momento deP em relacéo a diagonAlG:

M, =A*M,

E‘I:
Graw 3-28
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Problema Resolvido 3.5

y » Distancia perpendicular enttgs e FC:
D C = 3 P - — 1 - - — P
Pe A= -k)e——ll -] -k)=—=(0-1+1
A4 . ﬁ (J ) \/é( J ) «/6( )
A fl P =0
QJ'-—— = - Portanto P é perpendicular AG.
EL” aP
F M,..=—=Pd
/ ‘ AG‘ J6
D C d= a
e Y
. A }
; <laf®
e
E F
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Momento de um Binario
 Duas forcas$ e + de mesma intensidade, linhas _F
de acao paralelas e sentidos opostos formam um
binario. /

e Momento do binario: y

M=F*r*send=F*d

« O vetor que representa 0 momento do binario
é independente da escolha da origem dos
eixos coordenados, isto €, trata-se devatar
livre que pode ser aplicado a qualquer ponto
produzindo o mesmo efeito
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Momento de um Binario

Dois binarios terdo momentos iguais se
* Fd, =F,d,
 0s dois binarios estiverem em planos

paralelos, e

 0s dois binarios tiverem o mesmo sentido
ou a tendéncia de causar rotacao na
mesma direcao.




Mecanica Vetoral paia ERgenielnos:

Est

Adicao de Binarios

« Considere dois pland?, e P, que se | —F .

interceptam, cada um contendo um binario. -r __ -
/b

—_—

M, =7 x F, noplanoP,

M, =7 xF, noplanoP, -F

e As resultantes dos vetores também
formam um binario.

—_— —

M =FxR=rx(F, +F,)
* Pelo teorema de Varignon,
M =7 xF, +7xF,
=M,+M,
* A soma de dois binarios é um binario de

momento igual a soma vetorial dos momentos
dos dois.

M,
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Binarios Podem Ser Representados por Vetores

* Um binario pode ser representado por um vetor igoml
intensidade, direcédo e sentido ao momento do binario.

« Vetoresgue representatnnariosobedecem a lei de
ol adicdo de vetores.

» Vetores binarios sao vetores livres, ou seja, o panto d
aplicacao nao é relevante.

» Vetores binarios podem ser decompostos em
componentes vetoriais.
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Substituicao de uma Dada Forca por uma Forca em O e um Binario

* Nao se pode simplesmente mover uma férpara o pont® sem
modificar sua acao no corpo.

« A aplicacdo de duas forcas de mesma intensidaddidaseopostos

o 0 N -

emO né&o altera a acao da forca original sobre o corpo.

» As trés forcas podem ser substituidas por uma forgaagnte e
um vetor binario, isto €, ugistema forca-binario
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Substituicao de uma Dada Forca por uma Forca em O e um Binario

Mo

« Para mover a forcla de A para um ponto diferent@’ deve-se
aplicar naquele ponto outro vetor binave,

Mg =T'xF
 Os momentos de em relacao ® e aO’ estao relacionados.
Mo =F'xF =(F +8)xF =rxF +5xF
=M, +SxF

* Para mover o sistema forca-binario@earaO’ deve-se somar
ao sistema o momento da forca aplicadeCeem relacdo ®'.
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Problema Resolvido 3.6

y SOLUCAO:
T8 e Introduzimos no ponto A duas fagde 90 1
com sentidos opostos, produzindo 3 binarios

para 0s quais os componentes dos momentos
sao facilmente calculados.

» Alternativamente, pode-se calcular os
momentos das quatro forcas em relacao a
zz,Tn/ o um Unico ponto arbitrario. O ponibé
uma boa escolha pois apenas duas das
A forcas geram momento naquele ponto.

Determine os componentes do
binario Unico equivalente aos
dois binarios mostrados.
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Problema Resolvido 3.6

y  Introduzimos no ponto A duas forcas de
90 N com sentidos opostos.

* Os trés binarios podem ser representados
pelos trés vetores binarios,

M, =-(135N)(0,45m)=-60,75N[m

M, =+(90N)(0,30m)=+27 N
M, =+(90N)(0,225m) = + 20,25N [in
o M =—(60,75N n)i +(27 N )]

+(20,25N i)k
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Problema Resolvido 3.6

4 » Alternativamente, calculamos a soma
dos momentos das quatro forgcas em
relacéo a D.

« Somente as forcas efhe E geram
momento em relacao ao porido

M =M, =(045m)] x(-135N )k

—
0

+ [(0,225m) j —(0,30m)12]x(— 90N)i

M =-(60,75N )i + (27 N n)]
Oy +(20,25N n)k
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Sistema de Forcas: Reducao a uma Forca e um Binario

M, )

* Um sistema de forcas pode ser substituido por um sistema
forca-binario equivalente atuando em um dado pGnto -

M ﬁ

As forcas e os vetores binarios podem ser substituidc
por uma forga resultante e um vetor binario restdtan

R=3F  M§=x(r*F)
O sistema forca-binario e@ pode ser movido para
O’ com a soma do momento Beem relacdo &’ ,
ME=M§+sxR

Dois sistemas de forcas séo equivalentes se eles podem
ser reduzidos a um mesmo sistema forga-binario.
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Casos Particulares de Reducao de um Sistema de Forcas

» Se a forca resultante e o binario &forem mutuamente
perpendiculares, o sistema pode ser substituido por uma
unica forca que atua ao longo de uma nova linrecéde.

* O sistema forca-binario resultante para um sistema de
forcas sera mutuamente perpendicular se:
1) as forcas forem concorrentes,
2) as forcas forem coplanares, ou
3) as forcas forem paralelas.
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Casos Particulares de Reducao de um Sistema de Forcas

» O sistema de forcas coplanares é reduzid:
a um sistema forca-binario que consiste
emReM® , que sdo mutuamente
perpendiculares.

* O sistema pode ser reduzido a uma
unica forca movendo-se a linha de acéo
de R até que seu momento em relacgao ¢
O se torneM §

« Em termos de componentes retangulares

xR, ~yR =Mg
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Problema Resolvido 3.10

SOLUCAO:

« Determinamos 0s vetores posicao
relativos tracados do ponfoaté os
pontos de aplicacao das varias forcas

« Decompomos as forcas em
componentes retangulares.

z/ |  Calculamos a forca resultante,
R=>F

E(150 mm, —50 mm, 100 mm)

Tres cabos estao presos ao suporte,, cgiculamos o binario resultante,
como ilustrado. Substitua as forcas

: TR =N (r«E
exercidas pelos cabos por um My = Z(r X F)
sistema forca-binario equivalente
emA.
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Problema Resolvido 3.10

« Decompomos as forcas em componentes
retangulares :

F, = (700N)A
3= s 751 —150j +50k
le/a 175
= 0,429 - 0,857] +0,28%

5 E(150 mm, -50 mm, 100 mm) IEB - 300[> - 600]> + 2002 (N)
SOLUCAQ:

=4 * Determinamos os vetores posicao F. = (1000N)(cos457 —cos45|2)
relativos em relagaom =707 =707 (N)

Fa/a = 0,0751 +0,050k (m)
fe;a = 0,075i — 0,050k (m)
fy/a = 0,00i —0,100j (m)

Fy = (1200N)(cos60i +c0s30j)
= 6007 +1039] (N)
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Problema Resolvido 3.10
 Calculamos a forca resultante: * Calculamos o binario resultante:

R=2F ~ MEZZ(FXIE)
= (300+ 707+ 600)i 3 3 -
- | j
+(~600+ 10%9)1 fyaxFg=|0075 0 0050=30 - ABK
+(200-707)k 300 -600 200
R=1607 +439] -507 (N) 7K
i »XF=/0075 0 -0050=1768]
707 0 -707
= TR
: aXFp=|0100 -0100 0|=1639%
600 1039 O

MR = BONN)i + (768N En)] + (1189 N )k




