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Escuela de verano MSRI en topología algebraica 2014�
30 de junio al 11 de julio de 2014�CIMAT, Guanajuato

Esta escuela es una experiencia altamente formativa para estudiantes de posgrado en topología 
algebraica, ya que tiene un formato muy interesante. Será en inglés y consistirá en 5 cursos dados 
por expertos y alrededor de 30 pláticas dadas por los mismos estudiantes de posgrado sobre 
artículos clásicos y de fundamentos en el área. Además habrá sesiones de problemas y un "job 
skills workshop". Los cursos serán los siguientes:
Mike Hill (Universidad de Virginia) : Curso por confirmar�Andrew Blumberg (Universidad de 
Texas) : Participación por confirmar aún�Jesús González (CINVESTAV) : Un punto de vista 
homotópico de la robótica�Samuel Gitler (CINVESTAV) : Variedades tóricas.

La liga para el registro es el siguiente:�http://goo.gl/7mg87V
Este link solamente es válido para estudiantes de instituciones mexicanas.

Para cualquier duda o pregunta, me pueden contactar en el email�cantarero@cimat.mx

Muchas gracias y saludos,��José Cantarero
CIMAT, Guanajuato

CLAIO Monterrey 2014 — XVII Latin-Iberian-American Conference on Operations Research
 Dates 06 Oct 2014 � 10 Oct 2014 
 Location Monterrey, Mexico

Abstract 
We invite members of the ALIO and the worldwide Operational Research community to take part in 
the CLAIO/CSMIO 2014, to be held in Monterrey, Mexico, October 6-10, 2014. This joint conference 
consists of the XVII Latin-Iberian-American Conference on Operations Research (CLAIO), the biannual 
conference organized by the Latin-American Association of Operations Research Societies (ALIO), and 
the 3rd CSMIO, the annual conference organized by the Mexican Society of Operations Research 
(SMIO). The academic program will consist of parallel, technical and special sessions, plenary talks and 
tutorials covering several aspects of OR.

 Weblink http://pisis.fime.uanl.mx/claio2014



ichard Gordon Wilson nació en Liverpool, Inglate-
rra el día 7 de noviembre de 1944. Aunque era muy
chiquito para tener recuerdos de la Segunda Gue-
rra Mundial, sí le tocó vivir las consecuencias de los

bombardeos (en Reino Unido, solamente en Londres los bom-
bardeos de Luftwaffe se llevaron más vidas que en Liverpool)
y se acuerda muy bien del racionamiento de pan que duró
hasta 1948 y de ropa que se suspendió hasta 1949.

En 1965 Richard terminó sus estudios de licenciatura con
mención honorífica y empezó a hacer su doctorado en cos-
mología en la Universidad de Liverpool bajo la dirección del
profesor Robert Boyer; sin embargo, en agosto de 1966, es-
tando de viaje, el Dr. Boyer cayó víctima del “francotirador
de Austin” que disparó desde la Torre de la Universidad de
Texas en Austin matando a 11 personas e hiriendo a otras 38.

Ese trágico evento hizo que Richard se cambiara a la ca-
rrera de matemáticas con especialización en topología; ter-
minó su doctorado en 1970 en la Universidad de Texas en
Austin. Trabajó un año en la Universidad de Carleton en Otta-
wa, Canadá y tres años en la Universidad de Puerto Rico, en
Mayagüez, para finalmente trasladarse a la Ciudad de Mé-
xico a trabajar en la Universidad Autónoma Metropolitana–
Iztapalapa a partir de 1974.

No es una tarea fácil resumir los 40 años de vida y obra
matemática del Dr. Wilson en el formato de este artículo. Lo
primero que salta a la vista es su gran versatilidad y su espíri-
tu interdisciplinario. Es impresionante la lista de las áreas de
topología en las cuales publicó resultados fundamentales de
importancia internacional. Dicha lista incluye:

Espacios digitales y sus aplicaciones en computación.

Espacios ordenables.

Extensiones y expansiones conexas de espacios.

Teoría de categorías.

Espacios bitopológicos.

Espacios irresolubles.

Espacios discretamente generados y sus aplicaciones.

Retículos de topologías.

Aproximaciones espectrales de espacio topológicos.

En la primera década de su trabajo como matemático in-
dependiente publicó una docena de artículos sobre invariantes
cardinales, espacios ordenados y teoría de categorías. Entre
los resultados principales obtenidos en esa época cabe men-
cionar su caracterización de realcompacidad en términos de
particiones de la unidad (1971). Otro resultado clásico es su
teorema con el Dr. Hajek que estipula que cada espacio com-
pacto es un límite inverso de espacios supercompactos (1973).

La década de los ochenta marca para el Dr. Wilson una
etapa de trabajo sumamente intenso llevado a cabo tanto de
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manera individual como en colaboración con diversos grupos
de investigación. En 1981 realizó una estudio conjunto con
los investigadores de Praga, Checoslovaquia demostrando que
existen espacios radiales no secuenciales de estrechez nume-
rable. Su colaboración con los topólogos de la UNAM resultó
en el descubrimiento de condiciones suficientes para que un
espacio linealmente ordenado tuviera un orden denso. En esa
década el Dr. Wilson también colabora activamente con los
grupos de investigación de City College de Nueva York, de
la Universidad de Padova, Italia y con la Universidad de Sao
Paolo, Brasil.

En los años noventa el Dr. Wilson siguió con una agenda
muy amplia de colaboración con varios grupos internaciona-
les de topología. Con los topólogos de Nueva York demostró
en 1991 un análogo digital del teorema de Jordan para un es-
pacio digital de tres dimensiones. En 1992 demostró, junto
con M. Henriksen, un investigador californiano, que el espa-
cio C(X)/P es un anillo de valuación para X si y sólo si
lo es para βX . En 1993 publicó un trabajo fundamental con
el topólogo canadiense S. Watson demostrando, entre otras
cosas, que cualquier espacio métrico no localmente compac-
to en ninguna parte tiene una extensión conexa de Hausdorff.
Como resultado de trabajo conjunto con el grupo de investiga-
ción del Área de Topología de la UAM, el Dr. Wilson demos-
tró en 1996 que cada espacio con red numerable no compacto
es subconexo.

A partir del 2000 el Dr. Wilson siguió trabajando en ex-
pansiones y extensiones conexas, en retículos de topologías
y otros temas cultivados no sólo en México sino también en
Estados Unidos, Brasil y Europa. Su resultado más destacado
de esta época es la solución, junto con los miembros del gru-
po de topología de su Área y el Dr. I. Juhasz, un matemático
húngaro, del Problema 162 de Open Problems in Topology
que es la lista de problemas abiertos en topología de mayor
prestigio en el mundo.

Sobra decir que todas las publicaciones del Dr. Wilson
se dieron en revistas internacionales de alto prestigio, entre
ellas Fundamenta Mathematicae, Proceedings of the Ameri-
can Mathematical Society y Proceedings of the London Mat-
hematical Society.

Hoy en día el Dr. Wilson sigue trabajando muy activa-
mente. En el último año obtuvo resultados importantes sobre
generabilidad y reflexividad discretas así como sobre propie-
dades maximales en espacios de Tychonoff. Además, nunca
ha descuidado el trabajo con los estudiantes. Aparte de do-
cenas de cursos de todos los niveles tanto en la UAM como
en otras universidades, el Dr. Wilson ha dirigido cinco tesis de
maestría y cinco de doctorado. Uno de sus ex alumnos de doc-
torado (dirigido conjuntamente con el Dr. Adalberto García–
Máynez) es el Dr. Angel Tamariz Mascarúa que es investiga-
dor SNI nivel III, un líder internacional en Cp−teoría y quien
ya tiene sus propios alumnos con doctorado.

Es impresionante también la lista de las actividades aca-
démicas y administrativas del Dr. Wilson. Fue Jefe del Área
de Topología, Jefe del Departamento de Matemáticas de la
UAM–Iztapalapa, es miembro del Comité Editorial del Bole-
tín de la Sociedad Matemática Mexicana y trabajó en innu-
merables comisiones tanto de la UAM como del CONACyT
y del SNI.

Actualmente, el Dr. Wilson es profesor Distinguido de la
UAM e Investigador Emérito del SNI, Nivel III, tiene varios
alumnos de posgrado y sigue colaborando con grupos de to-
pólogos de México, Estados Unidos, Brasil y España.

Para concluir, vale la pena mencionar que Richard es una
persona de ética intachable y altamente respetado tanto en el
Departamento de Matemáticas de la UAM como en cualquier
otro ámbito de sus actividades. Unos pequeños detallitos pa-
ra ilustrar la versatilidad del Dr. Wilson: él toca piano, juega
ajedrez y publicó dos libros de investigación sobre las aves de
México.

El autor de esta nota, junto con todo el Departamento de
Matemáticas, le extendemos al Dr. Wilson las más cordiales
felicitaciones por su cumpleaños número setenta y su cuarenta
aniversario de trabajo en la UAM.
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1. Introducción
ontamos con varias herramientas para dibujar un
triángulo equilátero. La primera opción es usar una
regla graduada y transportador, sin embargo, ésta es
una opción poco precisa, especialmente si la longi-

tud de los lados no es un número entero de milímetros, por
ejemplo 71.73 mm. Las construcciones que presentaremos a
continuación son mejores en cuanto a su precisión. La primera
construcción es usando un juego de escuadras sin graduación.
Recordemos que la escuadra es la que tiene dos ángulos de
45◦ y uno de 90◦ y el cartabón es el que tiene tres ángulos
distintos, de 30◦, 60◦ y 90◦:

1. Trazamos un segmento de línea rectaAB cuya longitud
sea igual a la de los lados del triángulo que queremos
dibujar.

2. Colocamos la escuadra de tal forma que uno de sus la-
dos quede alineado con AB.

3. Emparejamos el ladoAB con el borde pequeño del car-
tabón de tal forma que el vértice de 60◦ coincida con el
punto A y que dicho lado del cartabón quede sobre el
segmento de recta.

4. Trazamos un segmento recto suficientemente grande
sobre el lado inclinado del cartabón que empiece en A.

5. Sin quitar la escuadra, repetimos los pasos 3 y 4 pero
ahora sobre B.

6. Sea el punto C la intersección de las rectas que encon-
tramos en los pasos 4 y 5.

7. El triángulo4ABC es equilátero.

En dibujo técnico es común agregar una acción entre los
pasos 2 y 3 en donde separamos la escuadra de la línea que
dibujamos en 1 para que el trazo sea más limpio.
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triángulo equilátero. La primera opción es usar una
regla graduada y transportador, sin embargo, esta es
una opción poco precisa, especialmente si la longitud
de los lados no es un número entero de miĺımetros,
por ejemplo 71.73 mm. Las construcciones que pre-
sentaremos a continuación son mejores en cuanto a su
precisión. La primera constucción es usando un juego
de escuadras sin graduación. Recordemos que la es-
cuadra es la que tiene dos ángulos de 45◦ y uno de 90◦

y el cartabón es el que tiene tres ángulos distintos, de
30◦, 60◦ y 90◦:
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que queremos dibujar.
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Figura 1: Construcción con escuadras de un triángulo
equilátero

2. Colocamos la escuadra de tal forma que uno de
sus lados quede alineado con AB.

3. Emparejamos el lado AB con el borde pequeño
del cartabón de tal forma que el vértice de 60◦

coincida con el punto A y que dicho lado del
cartabón quede sobre el segmento de recta.

4. Trazamos un segmento recto suficientemente
grande sobre el lado inclinado del cartabón que
empiece en A.

5. Sin quitar la escuadra, repetimos los pasos 3 y 4
pero ahora sobre B.

6. Sea el punto C la intersección de las rectas que
encontramos en los pasos 4 y 5.

7. El triángulo △ABC es equilátero.

En dibujo técnico es común agregar una acción entre
los pasos 2 y 3 en donde separamos la escuadra de la
ĺınea que dibujamos en 1 para que el trazo sea más
limpio.
Otra opción que tenemos para dibujar este poĺıgo-

no es usando una regla sin graduación y un compás:

1. Trazamos un segmento de recta AB cuya lon-
gitud es igual a la de las aristas del triángulo
equilátero deseado.
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Figura 2: Construcción con regla y compás de un
triángulo equilátero

2. Abrimos el compás de tal forma que la distancia
entre sus puntas sea igual a la longitud AB.

3. Con esta abertura, dibujamos un ćırculo C1 con
centro en A y otro con centro en B denotado C2.

4. Existen dos intersecciones entre los ćırculos. Es-
cogemos una de éstas y la denotamos con C.

1

Figura 1: Construcción con escuadras de un triángulo equilá-
tero

Otra opción que tenemos para dibujar un triángulo equi-
látero es usando una regla sin graduación y un compás:

1. Trazamos un segmento de recta AB cuya longitud es
igual a la de las aristas del triángulo equilátero deseado.

2. Abrimos el compás de tal forma que la distancia entre
sus puntas sea igual a la longitud AB.

3. Con esta abertura, dibujamos un círculo C1 con centro
en A y otro con centro en B denotado C2.

4. Existen dos intersecciones entre los círculos. Escoge-
mos una de éstas y la denotamos con C.

5. El triángulo4ABC es equilátero.
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longitud sea igual a la de los lados del triángulo
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coincida con el punto A y que dicho lado del
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2. Abrimos el compás de tal forma que la distancia
entre sus puntas sea igual a la longitud AB.

3. Con esta abertura, dibujamos un ćırculo C1 con
centro en A y otro con centro en B denotado C2.

4. Existen dos intersecciones entre los ćırculos. Es-
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Figura 2: Construcción con regla y compás de un triángulo
equilátero

Como vemos, los trazos con regla y compás pueden ser
bastante sencillos y muy precisos.

Otra posibilidad con la que contamos es trazar este trián-
gulo usando origami. El origami o papiroflexia es una disci-
plina tradicional japonesa que consiste en realizar figuras do-
blando papel, donde no se permite usar ninguna herramienta
que no sean las manos y el papel, como por ejemplo, lápiz,
pegamento o tijeras. A continuación daremos los dobleces ne-
cesarios para esto:

5. El triángulo △ABC es equilátero.

Como vemos, los trazos con regla y compás pueden
ser bastante sencillos y muy precisos.
Otra posibilidad con la que contamos es trazar este

triángulo usando origami. El origami o papiroflexia
es una disciplina tradicional japonesa que consiste en
realizar figuras doblando papel, donde no se permite
usar ninguna herramienta que no sean las manos y el
papel, como por ejemplo, lapiz, pegamento o tijeras.
A continuación daremos los dobleces necesarios para
esto:
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Figura 3: Construcción con origami de un triángulo
equilátero

1. Tomemos una hoja de papel cuadrada. Etique-
temos las esquinas con las letras A, B, C y D
como en la Figura 3.

2. Doblamos el papel a la mitad tanto en el eje
horizontal como en el eje vertical de tal forma
que la hoja quede dividida en cuatro cuadrados
iguales. A estas rectas las llamaremos eje x y eje
y respectivamente.

3. Haremos un doblez de tal forma que el pliegue
pase por B y la esquina A quede sobre el eje x.
Denotemos al punto izquierdo del pliegue con la
letra E.

4. Repetimos el paso 3, pero ahora haciendo coinci-
dir la esquina C con el eje y, llamando al punto
inferior de este segmento F .

5. Hacemos un doblez que pase por E y F .

6. El triángulo △BEF es equilátero.

La figura obtenida con este procedimiento es el
triángulo equilátero más grande que está contenido
en la hoja cuadrada de papel que teńıamos original-
mente.
El objetivo de este trabajo es comparar las cons-

trucciones usando regla y compás con las que pode-
mos hacer con origami desde una perspectiva alge-
braica. Veremos cómo podemos realizar operaciones
usando estas dos herramientas y cuáles son todos los
puntos en el plano que podemos encontrar con ca-
da una de éstas. En particular, estudiaremos los si-
guientes tres problemas planteados por los griegos: la
cuadratura del ćırculo, la duplicación de un cubo y
la trisección de un ángulo. La cuadratura del ćıculo
consiste en hallar un cuadrado cuya área sea igual a
la de una ćırcunferencia dada. Si l es la longitud de
cualquiera de las aristas de un cubo, el problema de
duplicar un cubo se resuelve si se encuentra la longi-
tud l′ tal que el cubo con aristas de longitud l′ tiene
el doble del volumen del cubo original. Finalmente,
trisectar un ángulo es dividirlo en tres partes iguales.
Durante varios siglos no se supo si estos tres proble-
mas se pod́ıan resolver usando únicamente una regla
sin graduación y un compás. A lo largo de este trabajo
presentaremos los resultados dados por Pierre Wan-
tzel [20] y Ferdinand von Lindemann [13] para probar
que ninguno de los tres problemas se puede resolver
con estas herramientas, sin embargo, los problemas
de la duplicación del cubo y la trisección de un ángu-
lo śı se pueden resolver si usamos origami, aunque
la cuadratura del ćırculo sigue siendo insoluble con
estas herramientas.

2. Construcciones con regla y
compás

El estudio de las construcciones con regla y compás
comenzó en la antigüedad. El texto más conocido en
donde se estudian estos temas es “Los Elementos”
de Euclides [6], un escrito que a pesar de tener más
de dos milenios sigue siendo usado para estudiar geo-
metŕıa.
Diremos que un procedimiento es una construcción

con regla y compás si se realiza usando únicamente
las siguientes acciones:

1. Dados dos puntos, se puede trazar el segmento
de recta que va del primero al segundo.

2. Dados dos puntos, se puede considerar la rec-
ta infinita que pasa por ambos, o en términos
prácticos, la porción de esta recta que queda so-
bre la hoja de papel que estamos usando.

3. Dado un punto y un segmento de recta podemos
trazar un ćırculo que tiene como centro el punto
dado y cuyo radio es la longitud del segmento de
recta.

2

Figura 3: Construcción con origami de un triángulo equilátero

1. Tomemos una hoja de papel cuadrada. Etiquetemos las
esquinas con las letras A, B, C y D como en la Figura
3.

2. Doblamos el papel a la mitad tanto en el eje horizontal
como en el eje vertical de tal forma que la hoja quede
dividida en cuatro cuadrados iguales. A dichos ejes los
llamaremos eje x y eje y respectivamente.

3. Haremos un doblez de tal forma que el pliegue pase
por B y la esquina A quede sobre el eje x. Denotemos
al punto izquierdo del pliegue con la letra E.

4. Repetimos el paso 3, pero ahora haciendo coincidir la
esquina C con el eje y, llamando al punto inferior de
este segmento F .

5. Hacemos un doblez que pase por E y F .

6. El triángulo4BEF es equilátero.

La figura obtenida con este procedimiento es el triángulo
equilátero más grande que está contenido en la hoja cuadrada
de papel que teníamos originalmente.

El objetivo de este trabajo es comparar las construcciones
usando regla y compás con las que podemos hacer con origa-
mi desde una perspectiva algebraica. Veremos cómo podemos
realizar operaciones usando estas dos herramientas y cuáles
son todos los puntos en el plano que podemos encontrar con
cada una de éstas. En particular, estudiaremos los siguientes
tres problemas planteados por los griegos: la cuadratura del
círculo, la duplicación de un cubo y la trisección de un án-
gulo. La cuadratura del cículo consiste en hallar un cuadrado
cuya área sea igual a la de un círculo dado. Si l es la longitud
de cualquiera de las aristas de un cubo, el problema de dupli-
car un cubo se resuelve si se encuentra la longitud l′ tal que
el cubo con aristas de longitud l′ tiene el doble del volumen
del cubo original. Finalmente, trisecar un ángulo es dividirlo
en tres partes iguales. Durante varios siglos no se supo si es-
tos tres problemas se podían resolver usando únicamente una
regla sin graduación y un compás. A lo largo de este trabajo
presentaremos los resultados dados por Pierre Wantzel [26] y
Ferdinand von Lindemann [18] para probar que ninguno de
los tres problemas se puede resolver con estas herramientas,
sin embargo, los problemas de la duplicación del cubo y la
trisección de un ángulo sí se pueden resolver si usamos ori-
gami, aunque la cuadratura del círculo sigue siendo insoluble
con estas herramientas.

2. Construcciones con regla y compás
El estudio de las construcciones con regla y compás comenzó
en la antigüedad. El texto más conocido en donde se estudian
estos temas es “Los elementos” de Euclides [8], un escrito
que a pesar de tener más de dos milenios sigue siendo usado
para estudiar geometría.

Diremos que un procedimiento es una construcción con
regla y compás si se realiza usando únicamente las siguientes
acciones:

1. Dados dos puntos, se puede trazar el segmento de recta
que va del primero al segundo.

2. Dados dos puntos, se puede considerar la recta infinita
que pasa por ambos, o en términos prácticos, la por-
ción de esta recta que queda sobre la hoja de papel que
estamos usando.
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3. Dado un punto y un segmento de recta podemos trazar
un círculo que tiene como centro el punto dado y cuyo
radio es la longitud del segmento de recta.

4. Dadas dos rectas, dos círculos o una recta y un círculo
trazados usando las reglas anteriores, podemos marcar
los puntos en los que se cortan las figuras, suponiendo
que la intersección existe.

Las dos primeras reglas las podemos llevar a la práctica usan-
do una regla sin graduación suficientemente grande, la acción
número 3 se obtiene usando un compás. Los primeros tres
axiomas de Euclides son equivalentes a estas tres construc-
ciones. Los puntos en el plano obtenidos con la acción 4 los
llamaremos puntos construibles con regla y compás o sim-
plemente puntos euclidianos. Al conjunto de estos puntos lo
denotaremos con la letra E.

Antes de comenzar con la parte algebraica, veremos algu-
nas construcciones geométricas que podemos realizar usando
regla y compás.

2.1. El punto medio de un segmento

Supongamos que tenemos un segmento de recta AB. Quere-
mos encontrar el punto que lo divide en dos partes iguales.
Lo que debemos hacer es algo parecido a la construcción del
triángulo equilátero.

1. Abrimos el compás una longitud l arbitraria, que debe
ser más grande que la mitad de la distancia entre A y
B; una opción que siempre funciona es usar la longitud
del segmento AB.

2. Trazamos dos círculo, ambos con radio l y cuyos cen-
tros son los puntos A y B respectivamente (acción 3).

3. Como elegimos la longitud l suficientemente grande,
existen dos intersecciones entre estos dos círculos. Lla-
mémoslas C y D (acción 4).

4. Trazamos el segmento CD (acción 1).

5. La intersección entre AB y CD es el punto que quere-
mos (acción 4).

4. Dadas dos rectas, dos ćırculos o una recta y un
ćırculo trazados usando las reglas anteriores, po-
demos marcar el o los puntos en los que se cortan
las figuras, asumiendo que la intersección existe.

Las dos primeras reglas las podemos llevar a la prácti-
ca usando una regla sin graduación suficientemen-
te grande, la acción número 3 se obtiene usando un
compás. Los primeros tres Axiomas de Euclides son
equivalentes a estas tres construcciones. Los puntos
obtenidos con la acción 4 los llamaremos puntos cons-
truibles con regla y compás o simplemente puntos
euclidianos. Al conjunto de estos puntos lo denota-
remos con la letra E.
Antes de comenzar con la parte algebraica, vere-

mos algunas construcciones geométricas que podemos
realizar usando regla y compás.

El punto medio de un segmento

Supongamos que tenemos un segmento de recta
AB. Queremos encontrar el punto que lo divide en
dos partes iguales. Lo que debemos hacer es algo pa-
recido a la construcción del triángulo equilátero.

1. Abrimos el compás una longitud l arbitraria, que
debe ser más grande que la mitad de la distancia
entre A y B; una opción que siempre funciona es
usar la longitud del segmento AB.

2. Trazamos dos ćırculo, ambos con radio l y cuyos
centros son los puntos A y B respectivamente
(acción 3).

3. Como elegimos la longitud l suficientemente
grande, existen dos intersecciones entre estos dos
ćırculos. Llamémoslas C y D (acción 4).

4. Trazamos el segmento CD (acción 1).

5. La intersección entre AB y CD es el punto que
queremos (acción 4).

b b

b

b

bA B

C

D

Figura 4: Punto medio de un segmento de recta

Usando geometŕıa anaĺıtica podemos verificar que
éste efectivamente es el punto medio entre A y B.
Para simplificar las operaciones, supongamos que

A es el origen y que B está sobre el eje x, es decir, que
sus coordenadas son: A(0, 0) y B(b, 0). El segmento

AB es igual a b, aśı que el punto medio entre A y

B es M

(
b

2
, 0

)
. Supongamos que hacemos caso a la

recomendación al final del paso 1 de la construcción
anterior y abrimos el compás de tal forma que la dis-
tancia entre sus puntas es b, aśı que el radio de los
ćırculos es precisamente este valor. La recta que pasa

por A y B tiene pendiente
0

b
, aśı que su ecuación es

y = 0 (1)

y los ćırculos hallados en el paso 2 son:

x2 + y2 = b2 y (x− b)2 + y2 = b2.

Despejando y2 de la primera ecuación y sustituyendo
en la segunda:

(x− b)2 + (b2 − x2) = b2.

Con esto tenemos que la coordenada x de ambas in-

tersecciones es
b

2
y sustituyendo en la ecuación del

primer ćırculo:

(
b

2

)2

+ y2 = b2,

de donde

y = ±
√

3b2

4
.

Por lo tanto, las intersecciones entre los dos ćırculos
son:

(
b

2
,

√
3b2

4

)
y

(
b

2
,−
√

3b2

4

)
.

Observemos que la recta que pasa por estos dos pun-
tos es vertical y tiene ecuación

x =
b

2
. (2)

La intersección de las rectas (1) y (2) es

(
b

2
, 0

)
, que

precisamente es el punto medio M que queremos. A
partir de ahora únicamente plantearemos los procedi-
mientos para encontrar las construcciones deseadas,
las demostraciones se pueden hacer usando geometŕıa
anaĺıtica elemental, como en este caso.

Rectas paralela y perpendicular que pa-
san por un punto dado

Un segundo problema: dados una recta ℓ (finita o
infinita) y un punto A, encontrar una recta paralela
(o perpendicular) a ℓ que pase por A. Primero traza-
remos la recta perpendicular. Tenemos que considerar
dos casos, el primero cuando el punto no está sobre
la recta:

3

Figura 4: Punto medio de un segmento de recta

Usando geometría analítica podemos verificar que éste efec-
tivamente es el punto medio entre A y B como lo haremos a
continuación.

Para simplificar las operaciones, supongamos que A es el
origen y que B está sobre el eje x, es decir, que sus coordena-
das son: A(0, 0) y B(b, 0). La longitud del segmento AB es

igual a b, así que el punto medio entre A y B es M
(
b

2
, 0

)
.

Supongamos que hacemos caso a la recomendación al final
del paso 1 de la construcción anterior y abrimos el compás
de tal forma que la distancia entre sus puntas es b, así que el
radio de los círculos es precisamente este valor. La recta que

pasa por A y B tiene pendiente
0

b
, así que su ecuación es

y = 0 (1)

y los círculos hallados en el paso 2 son:

x2 + y2 = b2 y (x− b)2 + y2 = b2.

Despejando y2 de la primera ecuación y sustituyendo en la
segunda:

(x− b)2 + (b2 − x2) = b2.

Con esto tenemos que la coordenada x de ambas interseccio-

nes es
b

2
y sustituyendo en la ecuación del primer círculo:

(
b

2

)2

+ y2 = b2,

de donde

y = ±
√

3b2

4
.

Por lo tanto, las intersecciones entre los dos círculos son:
(
b

2
,

√
3b2

4

)
y

(
b

2
,−
√

3b2

4

)
.

Observemos que la recta que pasa por estos dos puntos es
vertical y tiene ecuación

x =
b

2
. (2)

La intersección de las rectas indicadas en (1) y (2) es
(
b

2
, 0

)
,

que precisamente es el punto medio M que queremos. A par-
tir de ahora únicamente plantearemos los procedimientos para
encontrar las construcciones deseadas, las demostraciones se
pueden hacer usando geometría analítica elemental, como en
este caso.

2.2. Rectas paralela y perpendicular que pasan
por un punto dado

Un segundo problema: dados una recta ` y un puntoA, encon-
trar una recta paralela (o perpendicular) a ` que pase por A.
Primero trazaremos la recta perpendicular. Tenemos que con-
siderar dos casos, el primero cuando el punto no está sobre la
recta:
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1. Abrimos el compás de tal forma que el círculo que di-
bujemos con esta herramienta centrado en A tenga dos
intersecciones con la recta ` y trazamos dicha circunfe-
rencia. Si esto no se cumple, simplemente hay que abrir
más el compás.

2. Marcamos las dos intersecciones del círculo con `, eti-
quetándolas B y C.

3. Encontramos M , el punto medio de BC.

4. La recta `2 que pasa por A y M es perpendicular a ` y
pasa por A.

1. Abrimos el compás de tal forma que el ćırculo
que dibujemos con esta herramienta centrado en
A tenga dos intersecciones con la recta ℓ y traza-
mos dicha circunferencia. Si esto no se cumple,
simplemente hay que abrir más el compás.

2. Marcamos las dos intersecciones del ćırculo con
ℓ, etiquetándolas B y C.

3. Encontramos M , el punto medio de BC.

4. La recta ℓ2 que pasa por A y M es perpendicular
a ℓ y pasa por A.

b

b

b

b

A

B

C

M

ℓ

ℓ2

Figura 5: Recta perpendicular que pasa por un punto
dado, primer caso.

Ahora, si el punto está sobre la recta, tenemos que
modificar algunos pasos. Sean ℓ la recta dada y A un
punto sobre ésta:
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Figura 6: Recta perpendicular que pasa por un punto
dado, segundo caso.

1. Trazamos un ćırculo de radio arbitrario con cen-
tro en A.

2. Llamemos B y C a las intersecciones del ćırculo
con ℓ.

3. Trazamos C1 y C2 dos ćırculos con centro en B
y C respectivamente y con un mismo radio su-
ficientemente grande para que se corten. Como
en otras construcciones, usar la longitud de BC
siempre funciona.

4. La recta que pasa por las dos intersecciones de
C1 con C2 es perpendicular a ℓ y pasa por A.

Para encontrar la recta paralela a ℓ que pasa por
A realizamos los siguientes pasos:

1. Realizamos el procedimiento anterior para obte-
ner la recta perpendicular ℓ2.

2. Usamos el procedimiento nuevamente, pero aho-
ra encontrando una recta perpendicular a ℓ2 que
pasa por A.

3. La recta ℓ3 obtenida es paralela a ℓ y pasa por
A.

Para verificar que estos procedimientos son correctos,
simplemente hay que usar geometŕıa anaĺıtica, como
en el caso del punto medio.

Poĺıgonos regulares

Ya vimos cómo construir un triángulo equilátero
usando regla y compás, de hecho, desde la escuela
primaria nos enseñan a dibujar poĺıgonos regulares
usando estas herramientas. Por ejemplo, para dibujar
un hexágono utilizamos el hecho de que si el poĺıgono
está inscrito en un ćırculo, el radio del ćırculo es igual
a la longitud de los lados del hexágono. Aśı, abri-

b b
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A5 A6

Figura 7: Hexágono regular con regla y compás.

mos el compás de tal forma que la distancia entre
sus puntas sea r. Dibujamos un ćırculo con centro en
el origen y radio r. Hacemos una marca A1 sobre el
ćırculo y usando el compás, hacemos otras cinco mar-
cas, A2, A3, A4, A5, A6, de tal forma que la distancia
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Figura 5: Recta perpendicular que pasa por un punto dado,
primer caso.

Ahora, si el punto está sobre la recta, tenemos que modificar
algunos pasos. Sean ` la recta dada y A un punto sobre ésta:

1. Abrimos el compás de tal forma que el ćırculo
que dibujemos con esta herramienta centrado en
A tenga dos intersecciones con la recta ℓ y traza-
mos dicha circunferencia. Si esto no se cumple,
simplemente hay que abrir más el compás.

2. Marcamos las dos intersecciones del ćırculo con
ℓ, etiquetándolas B y C.

3. Encontramos M , el punto medio de BC.

4. La recta ℓ2 que pasa por A y M es perpendicular
a ℓ y pasa por A.
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Figura 5: Recta perpendicular que pasa por un punto
dado, primer caso.

Ahora, si el punto está sobre la recta, tenemos que
modificar algunos pasos. Sean ℓ la recta dada y A un
punto sobre ésta:
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Figura 6: Recta perpendicular que pasa por un punto
dado, segundo caso.

1. Trazamos un ćırculo de radio arbitrario con cen-
tro en A.

2. Llamemos B y C a las intersecciones del ćırculo
con ℓ.

3. Trazamos C1 y C2 dos ćırculos con centro en B
y C respectivamente y con un mismo radio su-
ficientemente grande para que se corten. Como
en otras construcciones, usar la longitud de BC
siempre funciona.

4. La recta que pasa por las dos intersecciones de
C1 con C2 es perpendicular a ℓ y pasa por A.

Para encontrar la recta paralela a ℓ que pasa por
A realizamos los siguientes pasos:

1. Realizamos el procedimiento anterior para obte-
ner la recta perpendicular ℓ2.

2. Usamos el procedimiento nuevamente, pero aho-
ra encontrando una recta perpendicular a ℓ2 que
pasa por A.

3. La recta ℓ3 obtenida es paralela a ℓ y pasa por
A.

Para verificar que estos procedimientos son correctos,
simplemente hay que usar geometŕıa anaĺıtica, como
en el caso del punto medio.

Poĺıgonos regulares

Ya vimos cómo construir un triángulo equilátero
usando regla y compás, de hecho, desde la escuela
primaria nos enseñan a dibujar poĺıgonos regulares
usando estas herramientas. Por ejemplo, para dibujar
un hexágono utilizamos el hecho de que si el poĺıgono
está inscrito en un ćırculo, el radio del ćırculo es igual
a la longitud de los lados del hexágono. Aśı, abri-
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Figura 7: Hexágono regular con regla y compás.

mos el compás de tal forma que la distancia entre
sus puntas sea r. Dibujamos un ćırculo con centro en
el origen y radio r. Hacemos una marca A1 sobre el
ćırculo y usando el compás, hacemos otras cinco mar-
cas, A2, A3, A4, A5, A6, de tal forma que la distancia

4

Figura 6: Recta perpendicular que pasa por un punto dado,
segundo caso.

1. Trazamos un círculo de radio arbitrario con centro en
A.

2. Llamemos B y C a las intersecciones del círculo con `.

3. Trazamos C1 y C2, dos círculos con centro en B y C
respectivamente y con un mismo radio suficientemente
grande para que se corten. Como en otras construccio-
nes, usar la longitud de BC siempre funciona.

4. La recta que pasa por las dos intersecciones de C1 con
C2 es perpendicular a ` y pasa por A.

Para encontrar la recta paralela a ` que pasa por A reali-
zamos los siguientes pasos:

1. Realizamos el procedimiento anterior para obtener la
recta perpendicular `2.

2. Usamos el procedimiento nuevamente, pero ahora en-
contrando una recta perpendicular a `2 que pasa por A.

3. La recta `3 obtenida es paralela a ` y pasa por A.

Para verificar que estos procedimientos son correctos, simple-
mente hay que usar geometría analítica, como en el caso del
punto medio.

2.3. Polígonos regulares
Ya vimos cómo construir un triángulo equilátero usando regla
y compás, de hecho, desde la escuela primaria nos enseñan
a dibujar polígonos regulares usando estas herramientas. Por
ejemplo, para dibujar un hexágono utilizamos el hecho de que
si el polígono está inscrito en un círculo, el radio del círculo
es igual a la longitud de los lados del hexágono. Así, abrimos

1. Abrimos el compás de tal forma que el ćırculo
que dibujemos con esta herramienta centrado en
A tenga dos intersecciones con la recta ℓ y traza-
mos dicha circunferencia. Si esto no se cumple,
simplemente hay que abrir más el compás.

2. Marcamos las dos intersecciones del ćırculo con
ℓ, etiquetándolas B y C.

3. Encontramos M , el punto medio de BC.

4. La recta ℓ2 que pasa por A y M es perpendicular
a ℓ y pasa por A.
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Figura 5: Recta perpendicular que pasa por un punto
dado, primer caso.

Ahora, si el punto está sobre la recta, tenemos que
modificar algunos pasos. Sean ℓ la recta dada y A un
punto sobre ésta:
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Figura 6: Recta perpendicular que pasa por un punto
dado, segundo caso.

1. Trazamos un ćırculo de radio arbitrario con cen-
tro en A.

2. Llamemos B y C a las intersecciones del ćırculo
con ℓ.

3. Trazamos C1 y C2 dos ćırculos con centro en B
y C respectivamente y con un mismo radio su-
ficientemente grande para que se corten. Como
en otras construcciones, usar la longitud de BC
siempre funciona.

4. La recta que pasa por las dos intersecciones de
C1 con C2 es perpendicular a ℓ y pasa por A.

Para encontrar la recta paralela a ℓ que pasa por
A realizamos los siguientes pasos:

1. Realizamos el procedimiento anterior para obte-
ner la recta perpendicular ℓ2.

2. Usamos el procedimiento nuevamente, pero aho-
ra encontrando una recta perpendicular a ℓ2 que
pasa por A.

3. La recta ℓ3 obtenida es paralela a ℓ y pasa por
A.

Para verificar que estos procedimientos son correctos,
simplemente hay que usar geometŕıa anaĺıtica, como
en el caso del punto medio.

Poĺıgonos regulares

Ya vimos cómo construir un triángulo equilátero
usando regla y compás, de hecho, desde la escuela
primaria nos enseñan a dibujar poĺıgonos regulares
usando estas herramientas. Por ejemplo, para dibujar
un hexágono utilizamos el hecho de que si el poĺıgono
está inscrito en un ćırculo, el radio del ćırculo es igual
a la longitud de los lados del hexágono. Aśı, abri-
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Figura 7: Hexágono regular con regla y compás.

mos el compás de tal forma que la distancia entre
sus puntas sea r. Dibujamos un ćırculo con centro en
el origen y radio r. Hacemos una marca A1 sobre el
ćırculo y usando el compás, hacemos otras cinco mar-
cas, A2, A3, A4, A5, A6, de tal forma que la distancia

4

Figura 7: Hexágono regular con regla y compás.

el compás de tal forma que la distancia entre sus puntas sea
r. Dibujamos un círculo con centro en el origen y radio r.
Hacemos una marca A1 sobre el círculo y usando el compás,
hacemos otras cinco marcas, A2, A3, A4, A5, A6, de tal for-
ma que la distancia entre éstas es r. Los seis puntos hallados
forman un hexágono regular.
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También es común que aprendamos a construir cuadra-
dos, pentágonos y octágonos regulares. Sin embargo, no es
posible hacer un heptágono usando solamente regla y compás.
Se puede dar una aproximación de este último, tan buena que
la diferencia entre las longitudes de los lados sea menor que
el grosor de las líneas que estamos dibujando, pero si usamos
geometría analítica para verificar si el heptágono es regular,
vamos a encontrar que hay algunos lados que son un poco más
largos o más cortos que el resto. Esto es debido al siguiente
teorema en parte probado por Gauss [9] y en parte probado
por Wantzel [26]:

Teorema 1 (Gauss). Un polígono regular con n lados se pue-
de construir usando regla y compás si y solamente si

n = 2k · p1 · p2 · · · pt,

donde k ≥ 0, t ≥ 0 son enteros, p1, . . . , pt son primos de
Fermat distintos y n > 2 (t = 0 significa que n = 2k).

Un primo de Fermat es un número primo de la forma p =
22

u

+ 1. A la fecha, únicamente se conocen cinco: 3, 5, 17,
257 y 65537, que corresponden a u = 0, 1, 2, 3, 4. Se cree
que únicamente existe un número finito de primos de Fermat,
pero esto es algo que no se ha podido demostrar. A pesar de
esto, como k puede ser cualquier entero positivo, existe una
infinidad de polígonos regulares que se pueden construir con
regla y compás.

3. Operaciones algebraicas con regla y
compás

Pierre Wantzel, en el siglo XIX, fue el primero en dar con pre-
cisión cuáles son los puntos del plano que podemos encontrar
con regla y compás [26], recordemos que a este conjunto lo
llamamos conjunto de los puntos euclidianos y lo denotamos
por E. De acuerdo al trabajo de Wantzel [26], no es posible
encontrar la cuadratura del círculo y la trisección de un án-
gulo usando regla y compás. Cuarenta y cinco años después,
Ferdinand von Lindemann demostró que π es un número tras-
cendente [18], resultado que, junto con la caracterización de
los puntos euclidianos que dio Wantzel, permitió probar que
la duplicación del cubo no se puede obtener usando estas he-
rramientas. Vale la pena mencionar que estas tres preguntas
estuvieron abiertas desde la época de los griegos. En esta sec-
ción describiremos las operaciones algebraicas que podemos
realizar con los elementos de E.

Como no contamos con una regla graduada, es importante
tener una referencia, por esto, para realizar operaciones con
regla y compás es necesario tener un segmento de recta cuya
longitud consideraremos que es igual a 1, de la misma forma
que en los mapas se suele incluir una referencia para saber
cuál es la escala que se está usando.

3.1. Suma y resta
La suma y resta con regla y compás son bastante sencillas.
Supongamos que tenemos dos segmentos de recta AB y CD.

Aunque las longitudes son positivas, podemos suponer que
estos números son positivos o negativos, asignándoles un
signo.

Para hacer estas operaciones trazamos una línea infinita
arbitraria y marcamos un punto sobre ésta. Dicha recta la po-
demos considerar como la recta numérica y el punto es el ce-
ro, suponemos que esta recta es horizontal y que los números
positivos están a la derecha del cero y los negativos a la iz-
quierda, como la dibujamos usualmente. Primero colocamos
el segmento AB sobre la recta numérica:

1. Trazamos un círculo con centro en el punto cero y cuyo
radio es igual a la longitud del segmento AB.

2. Si el número es positivo consideremos la intersección
del círculo del paso anterior con la recta numérica que
está a la derecha del cero, si es negativo tomamos la in-
tersección izquierda. A esta intersección la llamaremos
E.

3. Trazamos un círculo con centro en E y con radio igual
a la longitud CD.

4. Si estamos sumando un número positivo o restando uno
negativo, el punto F es la intersección del círculo del
paso 3 con la recta numérica que se encuentra a la de-
recha de E. Si por el contrario, sumamos un número
negativo o restamos uno positivo, F es la intersección
que se encuentra a la izquierda de E.

entre éstas es r. Los seis puntos hallados forman un
hexágono regular.
También es común que aprendamos a construir

cuadrados, pentágonos y octágonos regulares. Sin em-
bargo, no es posible hacer un heptágono usando so-
lamente regla y compás. Se puede dar una aproxima-
ción de este último, tan buena que la diferencia entre
las longitudes de los lados sea menor que el grosor
de las ĺıneas que estamos dibujando, pero si usamos
geometŕıa anaĺıtica para verificar si el heptágono es
regular, vamos a encontrar que hay algunos lados que
son un poco más largos o más cortos que el resto. Es-
to es debido al siguiente teorema en parte probado
por Gauss [7] y en parte probado por Wantzel [20]:

Teorema 1. (Gauss) Un poĺıgono regular con n la-
dos se puede construir usando regla y compás si y
solamente si

n = 2k · p1 · p2 · · · pt,

donde k ≥ 0, t ≥ 0 son enteros, p1, . . . , pt son primos
de Fermat distintos y n > 2 (t = 0 significa que
n = 2k).

Un primo de Fermat es un número primo de la
forma p = 22

u

+1. A la fecha, únicamente se conocen
cinco: 3, 5, 17, 257 y 65537, que corresponden a u =
0, 1, 2, 3, 4. Se cree que únicamente existe un número
finito de primos de Fermat, pero esto es algo que no se
ha podido demostrar. A pesar de esto, como k puede
ser cualquier entero positivo, existe una infinidad de
poĺıgonos regulares que se pueden construir con regla
y compás.

3. Operaciones algebraicas con
regla y compás

Pierre Wantzel, en el siglo XIX, fue el primero en
dar con precisión cuáles son los puntos del plano que
podemos encontrar con regla y compás [20], recor-
demos que a este conjunto lo llamamos conjunto de
los puntos euclidianos, denotado E. De acuerdo al
trabajo de Wantzel [20], no es posible encontrar la
cuadratura del ćırculo y la trisección de un ángulo
usando regla y compás. Cuarenta y cinco años des-
pués, Ferdinand von Lindemann demostró que π es
un número trascendente [13], resultado que, junto con
la caracterización de los puntos euclidianos que dio
Wantzel, permitió probar que la duplicación del cubo
no se puede obtener usando estas herramientas. Vale
la pena mencionar que estas tres preguntas estuvie-
ron abiertas desde la época de los griegos. En esta
sección describiremos las operaciones algebraicas que
podemos realizar con los elementos de E.
Como no contamos con una regla graduada, es im-

portante tener una referencia, por esto, para realizar

operaciones con regla y compás es necesario tener un
segmento de recta cuya longitud consideraremos que
es igual a 1, de la misma forma que en los mapas
se suele incluir una referencia para saber cuál es la
escala que se está usando.

Suma y resta

La suma y resta con regla y compás son bastante
sencillas. Supongamos que tenemos dos segmentos de
recta AB y CD. Aunque las longitudes son positivas,
podemos asumir que estos números son positivos o
negativos, asignándoles un signo.
Para hacer estas operaciones trazamos una ĺınea

infinita arbitraria y marcamos un punto sobre ésta.
Dicha recta la podemos considerar como la recta
numérica y el punto es el cero, asumamos que esta
recta es horizontal y que los números positivos están
a la derecha del cero y los negativos a la izquierda,
como solemos dibujarlo usualmente. Primero coloca-
mos el segmento AB sobre la recta numérica:

1. Trazamos un ćırculo con centro en el punto cero
y cuyo radio es igual a la longitud del segmento
AB.

2. Si el número es positivo consideremos la inter-
sección del ćırculo del paso anterior con la recta
numérica que está a la derecha del cero, si es ne-
gativo tomamos la intersección izquierda. A esta
intersección la llamaremos E.

3. Trazamos un ćırculo con centro en E y con radio
igual a la longitud CD.

4. Si estamos sumando un número positivo o res-
tando uno negativo, el punto F es la intersección
del ćırculo del paso 3 con la recta numérica que
se encuentra a la derecha de E. Si por el con-
trario, sumamos un número negativo o restamos
uno positivo, F es la intersección que se encuen-
tra a la izquierda de E.

b

b

b

b

b

b b
O

A

B

C

D

E F

AB + CD

1

Figura 8: Suma con regla y compás.

5. La suma o resta de estos dos números es la dis-
tancia entre el origen y F con signo positivo si
F está a la derecha de cero o con signo negati-
vo si sucede lo contrario. Usamos la referencia
unitaria para conocer el resultado.

5

Figura 8: Suma con regla y compás.

5. La suma o resta de estos dos números es la distancia en-
tre el origen y F con signo positivo si F está a la dere-
cha de cero o con signo negativo si sucede lo contrario.
Usamos la referencia unitaria para conocer el resultado.

En la figura 8, suponemos que ambos números son positivos.
El segmento de recta de longitud 1 que tenemos como

referencia nos ayudará a medir la longitud del resultado.

3.2. Multiplicación y división
Las operaciones de multiplicación y división son un poco más
complicadas, pero siempre se pueden hacer. Empecemos por
el producto. Vamos a suponer que ambos números son posi-
tivos, si esto no se cumple, hacemos las operaciones con los
valores absolutos de los números, y usamos la regla de los
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signos para, al final, decidir si el resultado es positivo o ne-
gativo. Supongamos que queremos multiplicar la longitud del
segmento AB por la de CD:

1. Trazamos dos rectas `1 y `2, que se corten.

2. Al punto de intersección O lo consideraremos como el
cero en ambas rectas.

3. Sean C1 el círculo con centro en O y radio la longitud
AB y C2 el círculo con centro en O y radio CD.

4. El punto E1 es la intersección entre `1 y C1 que se en-
cuentra a la derecha de O y E2 es el cruce entre `2 y C2
de este mismo lado.

5. Usando la referencia, dibujamos un círculo de radio 1
con centro en O. A la intersección de éste con la recta
`1 que se encuentra a la derecha de O le llamaremos F .

En la Figura 8, supongamos que ambos números son
positivos.
El segmento de recta de longitud 1 que tenemos

como referencia nos ayudará a medir la longitud del
resultado.

Multiplicación y división

Las siguientes operaciones son un poco más com-
plicadas, pero siempre se pueden hacer. Empecemos
por el producto. Vamos a suponer que ambos núme-
ros son positivos, si esto no se cumple, hacemos las
operaciones con los valores absolutos de los números,
y usamos la regla de los signos para, al final, decidir si
el resultado es positivo o negativo. Supongamos que
queremos multiplicar la longitud del segmento AB
por la de CD:

1. Trazamos dos rectas infinitas ℓ1 y ℓ2, que se cor-
ten.

2. Al punto de intersección O lo consideraremos co-
mo el cero en ambas rectas.

3. Sean C1 el ćırculo con centro en O y radio la
longitud AB y C2 el ćırculo con centro en O y
radio CD.

4. El punto E1 es la intersección entre ℓ1 y C1 que
se encuentra a la derecha de O y E2 es el cruce
entre ℓ2 y C2 de este mismo lado.

5. Usando la referencia, dibujamos un ćırculo de
radio 1 con centro en O. A la intersección de éste
con la recta ℓ1 que se encuentra a la derecha de
O le llamaremos F .

b

b b

b

b

b

b

b

b
O

A B

C

D

E1

C1

E2

C2

F

ℓ3

G
AB × CD

1

ℓ1

ℓ2

Figura 9: Producto con regla y compás.

6. Trazamos el segmento de recta que va de F a E2.

7. Usando lo que ya estudiamos, trazamos la recta
ℓ3, paralela al segmento FE2 y que pasa por el
punto E1.

8. Sea G la intersección entre ℓ2 y ℓ3.

9. El producto de AB por CD es la longitud del
segmento OG.

El lector puede verificar que si A = B, entonces AA×
CD = AA.

La división es similar al producto, la diferencia es
que en el paso 6, en lugar de tomar el segmento de F
a E2 tomamos E1E2 y ℓ3 es la recta paralela a este
segmento que pasa por F . El resultado también es la
longitud OG.

En resumen, hemos demostrado que el conjunto E
es cerrado bajo sumas, restas, productos y divisiónes
con denominador distinto de cero. En pocas palabras,
E es un campo que contiene a Q, pero ¿exactamen-
te de qué campo estamos hablando? En la siguiente
sección responderemos esta pregunta.

Ráız cuadrada

Sea AB un segmento de recta y asumamos, como
antes, que contamos con una referencia que nos in-
dica la unidad. La siguiente construcción sirve para
encontrar la ráız cuadrada de la longitud del segmen-
to asumiendo que su signo es positivo:

1. Sea O el origen.

2. Trazamos una recta que pasa por O y cualquier
otro punto arbitrario. Supongamos que esta rec-
ta es horizontal y llamémosla eje x. El eje y es la
recta perpendicular al eje x que pasa por el ori-
gen. De esta forma tenemos una referencia para
hablar del plano cartesiano construido con regla
y compás.

b b bb

b

O C DM

E

C

ℓ

eje x

e
je

y

Figura 10: Ráız cuadrada con regla y compás.

3. Sea C el punto de intersección entre el eje x y el
ćırculo en O cuyo radio es igual a la longitud del
segmento AB. Las coordenadas de C son (c, 0),
donde c es la longitud de AB.
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Figura 9: Producto con regla y compás.

6. Trazamos el segmento de recta que va de F a E2.

7. Usando lo que ya estudiamos, trazamos la recta `3, pa-
ralela al segmento FE2 y que pasa por el punto E1.

8. Sea G la intersección entre `2 y `3.

9. El producto deAB porCD es la longitud del segmento
OG.

El lector puede verificar que siA = B, entoncesAA×CD =
AA.

La división es similar al producto, la diferencia es que en
el paso 6, en lugar de tomar el segmento de F a E2 tomamos
E1E2 y `3 es la recta paralela a este segmento que pasa por
F . El resultado también es la longitud OG.

En resumen, hemos demostrado que el conjunto E es ce-
rrado bajo sumas, restas, productos y divisiones con denomi-
nador distinto de cero. En pocas palabras, E es un campo que
contiene a Q, pero ¿exactamente de qué campo estamos ha-
blando? En la siguiente sección responderemos esta pregunta.

3.3. Raíz cuadrada
SeaAB un segmento de recta y supongamos, como antes, que
contamos con una referencia que nos indica la unidad. La si-
guiente construcción con regla y compás sirve para encontrar
la raíz cuadrada de un segmento de signo positivo:

1. Sea O el origen.

2. Trazamos una recta que pasa por O y cualquier otro
punto arbitrario. Supongamos que esta recta es horizon-
tal y llamémosla eje x. El eje y es la recta perpendicular
al eje x que pasa por el origen. De esta forma tenemos
una referencia para hablar del plano cartesiano cons-
truido con regla y compás.

En la Figura 8, supongamos que ambos números son
positivos.
El segmento de recta de longitud 1 que tenemos

como referencia nos ayudará a medir la longitud del
resultado.

Multiplicación y división

Las siguientes operaciones son un poco más com-
plicadas, pero siempre se pueden hacer. Empecemos
por el producto. Vamos a suponer que ambos núme-
ros son positivos, si esto no se cumple, hacemos las
operaciones con los valores absolutos de los números,
y usamos la regla de los signos para, al final, decidir si
el resultado es positivo o negativo. Supongamos que
queremos multiplicar la longitud del segmento AB
por la de CD:

1. Trazamos dos rectas infinitas ℓ1 y ℓ2, que se cor-
ten.

2. Al punto de intersección O lo consideraremos co-
mo el cero en ambas rectas.

3. Sean C1 el ćırculo con centro en O y radio la
longitud AB y C2 el ćırculo con centro en O y
radio CD.

4. El punto E1 es la intersección entre ℓ1 y C1 que
se encuentra a la derecha de O y E2 es el cruce
entre ℓ2 y C2 de este mismo lado.

5. Usando la referencia, dibujamos un ćırculo de
radio 1 con centro en O. A la intersección de éste
con la recta ℓ1 que se encuentra a la derecha de
O le llamaremos F .

b

b b

b

b

b

b

b

b
O

A B

C

D

E1

C1

E2

C2

F

ℓ3

G
AB × CD

1

ℓ1

ℓ2

Figura 9: Producto con regla y compás.

6. Trazamos el segmento de recta que va de F a E2.

7. Usando lo que ya estudiamos, trazamos la recta
ℓ3, paralela al segmento FE2 y que pasa por el
punto E1.

8. Sea G la intersección entre ℓ2 y ℓ3.

9. El producto de AB por CD es la longitud del
segmento OG.

El lector puede verificar que si A = B, entonces AA×
CD = AA.

La división es similar al producto, la diferencia es
que en el paso 6, en lugar de tomar el segmento de F
a E2 tomamos E1E2 y ℓ3 es la recta paralela a este
segmento que pasa por F . El resultado también es la
longitud OG.

En resumen, hemos demostrado que el conjunto E
es cerrado bajo sumas, restas, productos y divisiónes
con denominador distinto de cero. En pocas palabras,
E es un campo que contiene a Q, pero ¿exactamen-
te de qué campo estamos hablando? En la siguiente
sección responderemos esta pregunta.

Ráız cuadrada

Sea AB un segmento de recta y asumamos, como
antes, que contamos con una referencia que nos in-
dica la unidad. La siguiente construcción sirve para
encontrar la ráız cuadrada de la longitud del segmen-
to asumiendo que su signo es positivo:

1. Sea O el origen.

2. Trazamos una recta que pasa por O y cualquier
otro punto arbitrario. Supongamos que esta rec-
ta es horizontal y llamémosla eje x. El eje y es la
recta perpendicular al eje x que pasa por el ori-
gen. De esta forma tenemos una referencia para
hablar del plano cartesiano construido con regla
y compás.

b b bb

b

O C DM

E

C

ℓ

eje x

e
je

y

Figura 10: Ráız cuadrada con regla y compás.

3. Sea C el punto de intersección entre el eje x y el
ćırculo en O cuyo radio es igual a la longitud del
segmento AB. Las coordenadas de C son (c, 0),
donde c es la longitud de AB.
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Figura 10: Raíz cuadrada con regla y compás.

3. SeaC el punto de intersección entre el eje x y el círculo
en O cuyo radio es igual a la longitud del segmento
AB. Las coordenadas de C son (c, 0), donde c es la
longitud de AB.

4. El punto D(c + 1, 0) es la intersección del círculo con
centro en C y radio igual al segmento de longitud 1.

5. El punto medio del segmento OD tiene coordenadas

M

(
c+ 1

2
, 0

)
.

6. Tracemos el círculo C con centro en M y radio igual a
OM . En realidad podemos trazar únicamente el semi-
círculo superior.

7. Sea ` la línea que pasa por el punto C y es perpendicu-
lar al eje x.

8. Marcamos el punto E que es la intersección en el pri-
mer cuadrante de C con `.

9. La longitud del segmento CE es igual a la raíz cuadra-
da de c.

De nuevo, para demostrar que la longitud encontrada es la
raíz cuadrada deseada, podemos usar geometría analítica. Las
ecuaciones del círculo C y la recta ` son:

(
x− c+ 1

2

)2

+ y2 =

(
c+ 1

2

)2

y x = c.
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Sustituyendo la segunda en la primera obtenemos:

(
c− c+ 1

2

)2

+ y2 =

(
c+ 1

2

)2

y2 =

(
c+ 1

2

)2

−
(
c− 1

2

)2

=

(( c
2

)2
+
c

2
+

1

2

)
−
(( c

2

)2
− c

2
+

1

2

)

= c

Por lo tanto, las coordenadas de E son (c,
√
c) y la distancia

entre C y E es
√
c.

De esta forma, el conjunto de los puntos euclidianos E
contiene a los elementos cuyas coordenadas se pueden obte-
ner a partir de los números racionales aplicando las operacio-
nes suma, resta, multiplicación, división (con el denominador
distinto de cero) y raíz cuadrada de un número no negativo.
Esto incluye la raíz cuarta, la raíz octava y en general la raíz
de grado 2k para cualquier entero k > 0, pues

4
√
c =

√√
c, 8
√
c =

√
4
√
c, c1/(2

k+1) =
√
c1/(2k).

Además, podemos construir números como:

2 +
4
√

53/4 − 35/16

2

7
−
√

4 +

√
4

11

o algunas funciones trigonométricas evaluadas en ciertos va-
lores como

cos
(π

6

)
=

√
3

2
.

El siguiente teorema nos indica que de hecho, los puntos
construibles con regla y compás son precisamente los que po-
demos hacer con estas cinco operaciones.

Teorema 2 (Wantzel). Sea A(a1, a2) un punto en el plano
cartesiano.

1. A ∈ E si y sólo si a1, a2 son construibles con regla y
compás.

2. Un número real c es construible con regla y compás si
y sólo si se obtiene al aplicar a algunos números racio-
nales las operaciones suma, resta, multiplicación, divi-
sión con denominador distinto de cero y raíz cuadrada
de un número positivo.

El teorema de Wantzel está incluido en casi cualquier libro
de teoría de Galois, por ejemplo, en [5], [7], [20] y [23]. Éste
se puede utilizar para demostrar que no es posible resolver los
tres problemas griegos. Si tenemos un círculo de radio r =
1, su área es π. No podemos encontrar, usando únicamente
regla y compás, un cuadrado cuya área sea π pues esto implica
poder dibujar π, que es un número que no se puede expresar
usando únicamente las cinco operaciones permitidas ya que
es trascendente. Por lo tanto, la cuadratura del círculo es un
problema que no se puede resolver usando regla y compás.

Un cubo cuyos lados miden 1cm tiene volumen 1cm3. La
duplicación del cubo consiste en poder dibujar con regla y
compás la longitud de las aristas de un cubo cuyo volumen
es el doble de 1cm3, dichas aristas miden 3

√
2cm, que es un

número que no se puede dibujar usando regla y compás. Por
lo tanto, la duplicación de un cubo no es soluble con estas
herramientas.

4. El punto D(c+1, 0) es la intersección del ćırculo
con centro en C y radio igual al segmento de
longitud 1.

5. El punto medio del segmento OD tiene coorde-

nadas M

(
c+ 1

2
, 0

)
.

6. Tracemos el ćırculo C con centro en M y radio
igual a OM . En realidad podemos trazar única-
mente el semićırculo superior.

7. Sea ℓ la ĺınea que pasa por el punto C y es per-
pendicular al eje x.

8. Marcamos el punto E que es la intersección en
el primer cuadrante de C con ℓ.

9. La longitud del segmento CE es igual a la ráız
cuadrada de c.

De nuevo, para demostrar que la longitud encontrada
es la ráız cuadrada deseada, podemos usar geometŕıa
anaĺıtica. Las ecuaciones del ćırculo C y la recta ℓ son:

(
x− c+ 1

2

)2

+ y2 =

(
c+ 1

2

)2

y x = c.

Sustituyendo la segunda en la primera obtenemos:

(
c− c+ 1

2

)2

+ y2 =

(
c+ 1

2

)2

y2 =

(
c+ 1

2

)2

−
(
c− 1

2

)2

=

(( c
2

)2
+

c

2
+

1

2

)
−
(( c

2

)2
− c

2
+

1

2

)

= c

Por lo tanto, las coordenadas de E son (c,
√
c) y la

distancia entre C y E es
√
c.

De esta forma, el conjunto de los puntos euclidia-
nos E contiene a los elementos que se pueden obte-
ner a partir de los números racionales aplicando las
operaciones suma, resta, multiplicación, división (con
el denominador distinto de cero) y ráız cuadrada de
un número no negativo. Esto incluye la ráız cuarta,
la ráız octava y en general la ráız de grado 2k para
cualquier entero k > 0, pues

4
√
c =

√√
c, 8

√
c =

√
4
√
c, c1/(2

k+1) =
√
c1/(2k).

Además, podemos construir números como:

2 +
4
√
53/4 − 35/16

2

7
−
√
4 +

√
−4

11

o algunas funciones trigonométricas evaluadas en
ciertos valores como

cos
(π
6

)
=

√
3

2
.

El siguiente teorema nos indica que de hecho, los pun-
tos construibles con regla y compás son precisamente
los que podemos hacer con estas cinco operaciones.

Teorema 2. (Wantzel) Sea A(a1, a2) un punto en el
plano cartesiano.

1. A ∈ E si y solamente si a1, a2 son construibles
con regla y compás.

2. Un real c es construible con regla y compás si
y solamente si se obtiene al aplicar a algunos
números racionales las operaciones suma, resta,
multiplicación, división con denominador distin-
to de cero y ráız cuadrada de un número positivo.

El Teorema de Wantzel está incluido en casi cual-
quier libro de Teoŕıa de Galois, por ejemplo, en [3],
[5], [14] y [15]. Éste se puede utilizar para demostrar
que no es posible resolver los tres problemas griegos.
Si tenemos un ćırculo de radio r = 1, su área es π.
No podemos encontrar, usando únicamente regla y
compás, un cuadrado cuya área sea π pues esto im-
plica poder dibujar π, que es un número que no se
puede expresar usando únicamente las cinco opera-
ciones permitidas ya que es trascendente. Por lo tan-
to, la cuadratura del ćırculo es un problema que no
se puede resolver usando regla y compás.
Un cubo cuyos lados miden 1cm tiene volumen

1cm3. La duplicación del cubo consiste en poder di-
bujar con regla y compás la longitud de las aristas
de un cubo cuyo volumen es el doble de 1cm3, dichas
aristas miden 3

√
2, que es un número que no se pue-

de dibujar usando regla y compás. Por lo tanto, la
duplicación de un cubo no es soluble con estas herra-
mientas.

b b

120◦ 40◦

Figura 11: Imposibilidad de trisecar un ángulo.

Finalmente, el Teorema de Gauss nos ayuda a ver
que no es posible trisecar un ángulo arbitrario usando
regla y compás. Consideremos el ćırculo unitario con
centro en el origen. Si tenemos un poĺıgono regular
con n lados inscrito en el ćırculo, podemos tomar un
triángulo cuyos vértices son dos extremos de un lado
del poĺıgono y el origen. El ángulo que se forma en el

origen mide

(
360

n

)◦
. Por el Teorema de Gauss, po-

demos dibujar con regla y compás el poĺıgono regular
de 3 lados, pero no podemos hacer el de 9 lados, es

decir,
360

3
= 120◦ es un ángulo construible pues es el

7

Figura 11: Imposibilidad de trisecar un ángulo.

Finalmente, el teorema de Gauss nos ayuda a ver que no
es posible trisecar un ángulo arbitrario usando regla y compás.
Consideremos el círculo unitario con centro en el origen. Si
tenemos un polígono regular con n lados inscrito en el círculo,
podemos tomar un triángulo cuyos vértices son dos extremos
de un lado del polígono y el origen. El ángulo que se forma en

el origen mide
(

360

n

)◦
. Por el teorema de Gauss, podemos

dibujar con regla y compás el polígono regular de 3 lados,

pero no podemos hacer el de 9 lados, es decir,
360

3
= 120◦

es un ángulo construible pues es el ángulo que se forma con
dos vértices del triángulo y el centro del círculo, mientras que
360

9
= 40◦ no se puede hacer usando regla y compás, pues

si este ángulo fuera construible el nonágono también lo sería.
Por lo tanto, existen ángulos que no se pueden trisecar.

4. Solución geométrica de ecuaciones
cuadráticas

De acuerdo al teorema de Wantzel, siempre es posible en-
contrar la solución de una ecuación cuadrática usando regla y
compás. Sea f(x) = x2−ax+b = 0 una ecuación cuadrática
arbitraria donde a y b son reales construibles. Podemos supo-
ner que a es positivo, si esta condición no se cumple, tomemos
g(x) = f(−x) = x2 + ax+ b. Si f(r1) = f(r2) = 0, enton-
ces g(−r1) = g(−r2) = 0. De esta forma, si a es negativo,
resolvemos la ecuación cuadrática g(x) que tiene coeficiente
negativo en el término de grado uno y si conocemos las solu-
ciones de g(x) también conocemos las de f(x). Supongamos
que |b| = c2. Como b es construible, c también lo es usan-
do el procedimiento para calcular la raíz cuadrada con regla
y compás. Estudiaremos dos casos, el primero, si la ecuación
es

x2 − ax+ c2 = 0.
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Si el polinomio tiene raíces reales, éstas son:

a±
√
a2 − 4c2

2
,

donde
√
a2 − 4c2 ≤ a, así que ambas son no negativas. Su-

pongamos que tenemos un par de rectas perpendiculares co-
rrespondientes a los ejes coordenados y su intersección es el
origen.

1. Dibujemos el círculo de radio a con centro en el origen
y llamemos A y B a las intersecciones del círculo con
el eje x.

ángulo que se forma con dos vértices del tŕıangulo y el

centro del ćırculo, mientras que
360

9
= 40◦ no se pue-

de hacer usando regla y compás, pues si este ángulo
fuera construible el nonágono también lo seŕıa. Por
lo tanto, existen ángulos que no se pueden trisecar.

4. Solución geométrica de ecua-

ciones cuadráticas

De acuerdo al Teorema de Wantzel, siempre es po-
sible encontrar la solución de una ecuación cuadrática
usando regla y compás. Sea f(x) = x2 − ax + b = 0
una ecuación cuadrática arbitraria donde a y b son
reales construibles. Podemos suponer que a es positi-
vo, si esta condición no se cumple, tomemos g(x) =
f(−x) = x2 + ax+ b. Si f(r1) = f(r2) = 0, entonces
g(−r1) = g(−r2) = 0. De esta forma, si a es negati-
vo, resolvemos la ecuación cuadrática g(x) que tiene
coeficiente negativo en el término de grado uno y si
conocemos las soluciones de g(x) también conocemos
las de f(x). Supongamos que |b| = c2. Como b es
construible, c también lo es usando el procedimiento
para calcular la ráız cuadrada con regla y compás.
Estudiaremos dos casos, el primero, si la ecuación es:

x2 − ax+ c2 = 0.

Si el polinomio tiene ráıces, éstas son:

a±
√
a2 − 4c2

2
,

donde
√
a2 − 4c2 ≤ a, aśı que ambas son positivas.

Supongamos que tenemos un par de rectas perpendi-
culares correspondientes a los ejes coordenados y su
intersección es el origen.

1. Dibujemos el ćırculo de radio a con centro en el
origen y llamemos A y B a las intersecciones del
ćırculo con el eje x.

b b b b

bb

b
x x

y y
Sin solución Con solución

A B A B

CD

E

ℓ2

Figura 12: Solución de ecuaciones cuadráticas, primer
caso.

2. Sea C el punto de intersección del ćırculo de ra-
dio c con centro en el origen y el eje y que se
encuentra entre el primer y el segundo cuadran-
te.

3. Trazamos la ĺınea ℓ1 perpendicular al eje y que
pasa por C.

4. Si la recta y el ćırculo no se cortan, significa que
la ecuación cuadrática no tiene solución. En caso
contrario, sea D una de las intersecciones entre
ℓ1 y el ćırculo.

5. Tracemos ℓ2 perpendicular a ℓ1 que pasa por D
y sea E la intersección de ℓ2 con el eje x.

6. Las soluciones son ambas positivas y son iguales
a las longitudes de los segmentos AE y BE.

Observemos que si las dos soluciones son iguales,
entonces la recta ℓ1 es tangente al ćırculo; si la recta
corta al ćırculo en dos puntos, las soluciones son dis-
tintas y si no hay intersección, entonces la ecuación
no tiene soluciones reales.
El segundo caso es:

x2 − ax− c2 = 0.

De nuevo, supongamos que contamos con los ejes x y
y:

1. Sean A la intersección del eje x con el ćırculo de
radio a/2 con centro en el origen y B la intersec-
ción del eje y con el ćırculo de radio c. En ambos
casos en el lado positivo de los ejes.

2. Encontremos el punto C(a/2, c) usando los pun-
tos A,B y rectas perpendiculares.

3. Trazamos el ćırculo C con centro en el origen y
radio igual a la longitud del segmento OC.

4. Sean D y E las intersecciones de C con el eje x,
donde D es la que tiene coordenada x negativa
y E la que es positiva.

5. Las soluciones de la ecuación son las longitudes
de AD y AE, la primera con signo positivo y la
segunda con signo negativo.

b b

b b

b b
x

y

O

A

B C

D E

Figura 13: Solución de ecuaciones cuadráticas, segun-
do caso.
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Figura 12: Solución de ecuaciones cuadráticas, primer caso.

2. Sea C el punto de intersección del círculo de radio c
con centro en el origen y el eje y que se encuentra entre
el primer y el segundo cuadrante.

3. Trazamos la línea `1 perpendicular al eje y que pasa por
C.

4. Si la recta y el círculo no se cortan, significa que la
ecuación cuadrática no tiene solución. En caso contra-
rio, seaD una de las intersecciones entre `1 y el círculo.

5. Tracemos `2, perpendicular a `1 que pasa por D y sea
E la intersección de `2 con el eje x.

6. Las soluciones son ambas positivas y son iguales a las
longitudes de los segmentos AE y BE.

Observemos que si las dos soluciones son iguales, enton-
ces la recta `1 es tangente al círculo; si la recta corta al círculo
en dos puntos, las soluciones son distintas y si no hay inter-
sección, entonces la ecuación no tiene soluciones reales.

El segundo caso es:

x2 − ax− c2 = 0.

De nuevo, supongamos que contamos con los ejes x y y:

1. Sean A la intersección del eje x con el círculo de radio
a/2 con centro en el origen y B la intersección del eje
y con el círculo de radio c. En ambos casos se toma el
lado positivo de los ejes.

2. Encontremos el punto C(a/2, c) usando los puntos
A,B y rectas perpendiculares.

3. Trazamos el círculo C con centro en el origen y radio
igual a la longitud del segmento OC.

4. Sean D y E las intersecciones de C con el eje x, donde
D es la que tiene coordenada x negativa y E la que es
positiva.

5. Las soluciones de la ecuación son las longitudes deAD
y AE, la primera con signo positivo y la segunda con
signo negativo.

ángulo que se forma con dos vértices del tŕıangulo y el

centro del ćırculo, mientras que
360

9
= 40◦ no se pue-

de hacer usando regla y compás, pues si este ángulo
fuera construible el nonágono también lo seŕıa. Por
lo tanto, existen ángulos que no se pueden trisecar.

4. Solución geométrica de ecua-

ciones cuadráticas

De acuerdo al Teorema de Wantzel, siempre es po-
sible encontrar la solución de una ecuación cuadrática
usando regla y compás. Sea f(x) = x2 − ax + b = 0
una ecuación cuadrática arbitraria donde a y b son
reales construibles. Podemos suponer que a es positi-
vo, si esta condición no se cumple, tomemos g(x) =
f(−x) = x2 + ax+ b. Si f(r1) = f(r2) = 0, entonces
g(−r1) = g(−r2) = 0. De esta forma, si a es negati-
vo, resolvemos la ecuación cuadrática g(x) que tiene
coeficiente negativo en el término de grado uno y si
conocemos las soluciones de g(x) también conocemos
las de f(x). Supongamos que |b| = c2. Como b es
construible, c también lo es usando el procedimiento
para calcular la ráız cuadrada con regla y compás.
Estudiaremos dos casos, el primero, si la ecuación es:

x2 − ax+ c2 = 0.

Si el polinomio tiene ráıces, éstas son:

a±
√
a2 − 4c2

2
,

donde
√
a2 − 4c2 ≤ a, aśı que ambas son positivas.

Supongamos que tenemos un par de rectas perpendi-
culares correspondientes a los ejes coordenados y su
intersección es el origen.

1. Dibujemos el ćırculo de radio a con centro en el
origen y llamemos A y B a las intersecciones del
ćırculo con el eje x.

b b b b

bb

b
x x

y y
Sin solución Con solución

A B A B

CD

E

ℓ2

Figura 12: Solución de ecuaciones cuadráticas, primer
caso.

2. Sea C el punto de intersección del ćırculo de ra-
dio c con centro en el origen y el eje y que se
encuentra entre el primer y el segundo cuadran-
te.

3. Trazamos la ĺınea ℓ1 perpendicular al eje y que
pasa por C.

4. Si la recta y el ćırculo no se cortan, significa que
la ecuación cuadrática no tiene solución. En caso
contrario, sea D una de las intersecciones entre
ℓ1 y el ćırculo.

5. Tracemos ℓ2 perpendicular a ℓ1 que pasa por D
y sea E la intersección de ℓ2 con el eje x.

6. Las soluciones son ambas positivas y son iguales
a las longitudes de los segmentos AE y BE.

Observemos que si las dos soluciones son iguales,
entonces la recta ℓ1 es tangente al ćırculo; si la recta
corta al ćırculo en dos puntos, las soluciones son dis-
tintas y si no hay intersección, entonces la ecuación
no tiene soluciones reales.
El segundo caso es:

x2 − ax− c2 = 0.

De nuevo, supongamos que contamos con los ejes x y
y:

1. Sean A la intersección del eje x con el ćırculo de
radio a/2 con centro en el origen y B la intersec-
ción del eje y con el ćırculo de radio c. En ambos
casos en el lado positivo de los ejes.

2. Encontremos el punto C(a/2, c) usando los pun-
tos A,B y rectas perpendiculares.

3. Trazamos el ćırculo C con centro en el origen y
radio igual a la longitud del segmento OC.

4. Sean D y E las intersecciones de C con el eje x,
donde D es la que tiene coordenada x negativa
y E la que es positiva.

5. Las soluciones de la ecuación son las longitudes
de AD y AE, la primera con signo positivo y la
segunda con signo negativo.

b b

b b

b b
x

y

O

A

B C

D E

Figura 13: Solución de ecuaciones cuadráticas, segun-
do caso.
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Figura 13: Solución de ecuaciones cuadráticas, segundo caso.

En este caso, el discriminante de la ecuación cuadrática es

∆ = a2 + 4c2 > 0,

así que la ecuación siempre es soluble. Los signos de las raí-
ces son distintos pues el término independiente de la ecuación
es negativo, lo que implica que el producto de las dos solu-
ciones es negativo. La raíz negativa es la que tiene el valor
absoluto más pequeño debido a que el signo del coeficiente
de x es negativo.

De esta forma concluimos el estudio de las construccio-
nes con regla y compás. A continuación veremos resultados
similares usando origami, lo que, además, es equivalente a
hacer construcciones usando regla, compás y adicionalmente
permitiendo trazar parábolas, hipérbolas y elipses.

5. Construcciones con cónicas
Hasta ahora hemos visto que basta con tener cinco operacio-
nes para dar las coordenadas de todos los puntos que se pue-
den construir con regla y compás, pero nos podemos pregun-
tar ¿Qué sucede si agregamos una operación más? A partir de
ahora, vamos a permitir una sexta: la raíz cúbica. C. Videla
demostró el siguiente teorema [25]:

Teorema 3 (Videla). Sea A(a1, a2) un punto en el plano car-
tesiano y O el conjunto de puntos que se pueden encontrar a
partir de intersecciones de rectas, círculos, parábolas, hipér-
bolas y elipses.
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1. A ∈ O si y sólo si a1 y a2 se pueden construir usando
estas cinco figuras.

2. Un número real c es construible usando regla, compás y
cónicas si y sólo si se obtiene al aplicar las operaciones
suma, resta, multiplicación, división entre un número
distinto de cero, raíces cuadradas de números positivos
y raíces cúbicas, a números racionales.

6. Construcciones con origami
Fue R. Alperin [1], inspirado en el resultado de Videla así
como en [6], [14], [16], [24] quien encontró que O también
es el conjunto de puntos que se pueden obtener a partir de los
siguientes seis axiomas:

1. Construir una línea que une dos puntos.

2. Encontrar la intersección de dos líneas.

3. Construir la mediatriz de un segmento de recta.

4. Construir la línea que biseca un ángulo dado.

5. Dados dos puntos,A,B y una línea `, encontrar cuando
sea posible la línea que pasa por A y hace que B quede
sobre ` al hacer una reflexión simétrica sobre ella.

6. Dados dos puntos A,B y dos líneas `1, `2, encontrar
cuando sea posible la línea que hace queA quede sobre
`1 y B sobre `2 al hacer una reflexión simétrica sobre
ella.

En este caso, el discriminante de la ecuación cuadráti-
ca es

∆ = a2 + 4c2 > 0,

aśı que la ecuación siempre es soluble. Los signos de
las ráıces son distintos pues el término independien-
te de la ecuación es negativo, lo que implica que el
producto de las dos soluciones es negativo. La ráız ne-
gativa es la que tiene el valor absoluto más pequeño
debido a que el signo del coeficiente de x es negativo.
De esta forma concluimos el estudio de las cons-

trucciones con regla y compás. A continuación ve-
remos resultados similares usando origami, lo que,
además, es equivalente a hacer construcciones usan-
do regla, compás y adicionalmente permitiendo trazar
parábolas, hipérbolas y elipses.

5. Construcciones con cónicas

Hasta ahora hemos visto que basta con tener cin-
co operaciones para dar las coordenadas de todos los
puntos que se pueden construir con regla y compás,
pero nos podemos preguntar ¿Qué sucede si agrega-
mos una operación más? A partir de ahora, vamos
a permitir una sexta: la ráız cúbica. C. Videla de-
mostró el siguiente teorema [19]:

Teorema 3. (Videla) Sea A(a1, a2) un punto en el
plano cartesiano y O el conjunto de puntos que se
pueden encontrar a partir de intersecciones de rectas,
ćırculos, parábolas, hipérbolas y elipses.

1. A ∈ O si y sólo si a1 y a2 se pueden construir
usando estas cinco figuras.

2. Un número real c es construible usando regla,
compás y cónicas si y sólamente si se obtiene al
aplicar las operaciones suma, resta, multiplica-
ción, división entre un número distinto de cero,
ráıces cuadradas de números positivos y ráıces
cúbicas, a números racionales.

6. Construcciones con origami

Fue R. Alperin [1], inspirado en el resultado de Vi-
dela aśı como en [4], [10], [12], [16] quien encontró que
O también es el conjunto de puntos que se pueden ob-
tener a partir de los siguientes seis axiomas:

b

b
b

Figura 14: Primero y segundo axiomas de Huzita [9].

1. Construir una ĺınea que une dos puntos.

2. Encontrar la intersección de dos ĺıneas.

3. Construir la mediatriz de un segmento de recta.

4. Construir la ĺınea que bisecta un ángulo dado.

b

b

b

b

b

Figura 15: tercer y cuarto axiomas de Huzita [9].

5. Dados dos puntos, A,B y una ĺınea ℓ, encontrar
cuando sea posible la ĺınea que pasa por A y hace
que B quede sobre ℓ.

b

b

b b
A

B

ℓ

A

B
ℓ

Figura 16: Quinto axioma de Huzita [9].

6. Dados dos puntos A,B y dos ĺıneas ℓ1, ℓ2, encon-
trar cuando sea posible la ĺınea que hace que A
quede sobre ℓ1 y B sobre ℓ2.

b

b

b

b
A

B

ℓ1

ℓ2

A

B

ℓ1

ℓ2

Figura 17: Sexto axioma de Huzita [9].

Éstos son conocidos como los axiomas de Huzita [9],
aunque Jacques Justin en [11], dándole crédito par-
cial a Peter Moser, también los descubrió de forma
independiente, incluyendo un séptimo axioma que no
necesitamos en nuestra presentación.
A O lo llamaremos conjunto de puntos origami. De

esta forma el Teorema 3 también describe los puntos
que podemos hallar usando los axiomas de Huzita.
Para realizar el doblez del quinto axioma, sujetamos

9

Figura 14: Primero y segundo axiomas de Huzita [13].

En este caso, el discriminante de la ecuación cuadráti-
ca es

∆ = a2 + 4c2 > 0,

aśı que la ecuación siempre es soluble. Los signos de
las ráıces son distintos pues el término independien-
te de la ecuación es negativo, lo que implica que el
producto de las dos soluciones es negativo. La ráız ne-
gativa es la que tiene el valor absoluto más pequeño
debido a que el signo del coeficiente de x es negativo.
De esta forma concluimos el estudio de las cons-

trucciones con regla y compás. A continuación ve-
remos resultados similares usando origami, lo que,
además, es equivalente a hacer construcciones usan-
do regla, compás y adicionalmente permitiendo trazar
parábolas, hipérbolas y elipses.

5. Construcciones con cónicas

Hasta ahora hemos visto que basta con tener cin-
co operaciones para dar las coordenadas de todos los
puntos que se pueden construir con regla y compás,
pero nos podemos preguntar ¿Qué sucede si agrega-
mos una operación más? A partir de ahora, vamos
a permitir una sexta: la ráız cúbica. C. Videla de-
mostró el siguiente teorema [19]:

Teorema 3. (Videla) Sea A(a1, a2) un punto en el
plano cartesiano y O el conjunto de puntos que se
pueden encontrar a partir de intersecciones de rectas,
ćırculos, parábolas, hipérbolas y elipses.

1. A ∈ O si y sólo si a1 y a2 se pueden construir
usando estas cinco figuras.

2. Un número real c es construible usando regla,
compás y cónicas si y sólamente si se obtiene al
aplicar las operaciones suma, resta, multiplica-
ción, división entre un número distinto de cero,
ráıces cuadradas de números positivos y ráıces
cúbicas, a números racionales.

6. Construcciones con origami

Fue R. Alperin [1], inspirado en el resultado de Vi-
dela aśı como en [4], [10], [12], [16] quien encontró que
O también es el conjunto de puntos que se pueden ob-
tener a partir de los siguientes seis axiomas:

b

b
b

Figura 14: Primero y segundo axiomas de Huzita [9].

1. Construir una ĺınea que une dos puntos.

2. Encontrar la intersección de dos ĺıneas.

3. Construir la mediatriz de un segmento de recta.

4. Construir la ĺınea que bisecta un ángulo dado.

b

b

b

b

b

Figura 15: tercer y cuarto axiomas de Huzita [9].

5. Dados dos puntos, A,B y una ĺınea ℓ, encontrar
cuando sea posible la ĺınea que pasa por A y hace
que B quede sobre ℓ.

b

b

b b
A

B

ℓ

A

B
ℓ

Figura 16: Quinto axioma de Huzita [9].

6. Dados dos puntos A,B y dos ĺıneas ℓ1, ℓ2, encon-
trar cuando sea posible la ĺınea que hace que A
quede sobre ℓ1 y B sobre ℓ2.

b

b

b

b
A

B

ℓ1

ℓ2

A

B

ℓ1

ℓ2

Figura 17: Sexto axioma de Huzita [9].

Éstos son conocidos como los axiomas de Huzita [9],
aunque Jacques Justin en [11], dándole crédito par-
cial a Peter Moser, también los descubrió de forma
independiente, incluyendo un séptimo axioma que no
necesitamos en nuestra presentación.
A O lo llamaremos conjunto de puntos origami. De

esta forma el Teorema 3 también describe los puntos
que podemos hallar usando los axiomas de Huzita.
Para realizar el doblez del quinto axioma, sujetamos
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Figura 15: tercer y cuarto axiomas de Huzita [13].

Éstos son conocidos como los axiomas de Huzita [13], aunque
Jacques Justin en [15], dándole crédito parcial a Peter Moser,

En este caso, el discriminante de la ecuación cuadráti-
ca es

∆ = a2 + 4c2 > 0,

aśı que la ecuación siempre es soluble. Los signos de
las ráıces son distintos pues el término independien-
te de la ecuación es negativo, lo que implica que el
producto de las dos soluciones es negativo. La ráız ne-
gativa es la que tiene el valor absoluto más pequeño
debido a que el signo del coeficiente de x es negativo.
De esta forma concluimos el estudio de las cons-

trucciones con regla y compás. A continuación ve-
remos resultados similares usando origami, lo que,
además, es equivalente a hacer construcciones usan-
do regla, compás y adicionalmente permitiendo trazar
parábolas, hipérbolas y elipses.

5. Construcciones con cónicas

Hasta ahora hemos visto que basta con tener cin-
co operaciones para dar las coordenadas de todos los
puntos que se pueden construir con regla y compás,
pero nos podemos preguntar ¿Qué sucede si agrega-
mos una operación más? A partir de ahora, vamos
a permitir una sexta: la ráız cúbica. C. Videla de-
mostró el siguiente teorema [19]:

Teorema 3. (Videla) Sea A(a1, a2) un punto en el
plano cartesiano y O el conjunto de puntos que se
pueden encontrar a partir de intersecciones de rectas,
ćırculos, parábolas, hipérbolas y elipses.

1. A ∈ O si y sólo si a1 y a2 se pueden construir
usando estas cinco figuras.

2. Un número real c es construible usando regla,
compás y cónicas si y sólamente si se obtiene al
aplicar las operaciones suma, resta, multiplica-
ción, división entre un número distinto de cero,
ráıces cuadradas de números positivos y ráıces
cúbicas, a números racionales.

6. Construcciones con origami

Fue R. Alperin [1], inspirado en el resultado de Vi-
dela aśı como en [4], [10], [12], [16] quien encontró que
O también es el conjunto de puntos que se pueden ob-
tener a partir de los siguientes seis axiomas:
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b
b

Figura 14: Primero y segundo axiomas de Huzita [9].

1. Construir una ĺınea que une dos puntos.

2. Encontrar la intersección de dos ĺıneas.

3. Construir la mediatriz de un segmento de recta.

4. Construir la ĺınea que bisecta un ángulo dado.
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b

Figura 15: tercer y cuarto axiomas de Huzita [9].

5. Dados dos puntos, A,B y una ĺınea ℓ, encontrar
cuando sea posible la ĺınea que pasa por A y hace
que B quede sobre ℓ.
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B

ℓ
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B
ℓ

Figura 16: Quinto axioma de Huzita [9].

6. Dados dos puntos A,B y dos ĺıneas ℓ1, ℓ2, encon-
trar cuando sea posible la ĺınea que hace que A
quede sobre ℓ1 y B sobre ℓ2.

b

b

b

b
A

B

ℓ1

ℓ2

A

B

ℓ1

ℓ2

Figura 17: Sexto axioma de Huzita [9].

Éstos son conocidos como los axiomas de Huzita [9],
aunque Jacques Justin en [11], dándole crédito par-
cial a Peter Moser, también los descubrió de forma
independiente, incluyendo un séptimo axioma que no
necesitamos en nuestra presentación.
A O lo llamaremos conjunto de puntos origami. De

esta forma el Teorema 3 también describe los puntos
que podemos hallar usando los axiomas de Huzita.
Para realizar el doblez del quinto axioma, sujetamos
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Figura 16: Quinto axioma de Huzita [13].

En este caso, el discriminante de la ecuación cuadráti-
ca es

∆ = a2 + 4c2 > 0,

aśı que la ecuación siempre es soluble. Los signos de
las ráıces son distintos pues el término independien-
te de la ecuación es negativo, lo que implica que el
producto de las dos soluciones es negativo. La ráız ne-
gativa es la que tiene el valor absoluto más pequeño
debido a que el signo del coeficiente de x es negativo.
De esta forma concluimos el estudio de las cons-

trucciones con regla y compás. A continuación ve-
remos resultados similares usando origami, lo que,
además, es equivalente a hacer construcciones usan-
do regla, compás y adicionalmente permitiendo trazar
parábolas, hipérbolas y elipses.

5. Construcciones con cónicas

Hasta ahora hemos visto que basta con tener cin-
co operaciones para dar las coordenadas de todos los
puntos que se pueden construir con regla y compás,
pero nos podemos preguntar ¿Qué sucede si agrega-
mos una operación más? A partir de ahora, vamos
a permitir una sexta: la ráız cúbica. C. Videla de-
mostró el siguiente teorema [19]:

Teorema 3. (Videla) Sea A(a1, a2) un punto en el
plano cartesiano y O el conjunto de puntos que se
pueden encontrar a partir de intersecciones de rectas,
ćırculos, parábolas, hipérbolas y elipses.

1. A ∈ O si y sólo si a1 y a2 se pueden construir
usando estas cinco figuras.

2. Un número real c es construible usando regla,
compás y cónicas si y sólamente si se obtiene al
aplicar las operaciones suma, resta, multiplica-
ción, división entre un número distinto de cero,
ráıces cuadradas de números positivos y ráıces
cúbicas, a números racionales.

6. Construcciones con origami

Fue R. Alperin [1], inspirado en el resultado de Vi-
dela aśı como en [4], [10], [12], [16] quien encontró que
O también es el conjunto de puntos que se pueden ob-
tener a partir de los siguientes seis axiomas:

b

b
b

Figura 14: Primero y segundo axiomas de Huzita [9].

1. Construir una ĺınea que une dos puntos.

2. Encontrar la intersección de dos ĺıneas.

3. Construir la mediatriz de un segmento de recta.

4. Construir la ĺınea que bisecta un ángulo dado.

b

b

b

b

b

Figura 15: tercer y cuarto axiomas de Huzita [9].

5. Dados dos puntos, A,B y una ĺınea ℓ, encontrar
cuando sea posible la ĺınea que pasa por A y hace
que B quede sobre ℓ.
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b b
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ℓ

A

B
ℓ

Figura 16: Quinto axioma de Huzita [9].

6. Dados dos puntos A,B y dos ĺıneas ℓ1, ℓ2, encon-
trar cuando sea posible la ĺınea que hace que A
quede sobre ℓ1 y B sobre ℓ2.
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ℓ2
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Figura 17: Sexto axioma de Huzita [9].

Éstos son conocidos como los axiomas de Huzita [9],
aunque Jacques Justin en [11], dándole crédito par-
cial a Peter Moser, también los descubrió de forma
independiente, incluyendo un séptimo axioma que no
necesitamos en nuestra presentación.
A O lo llamaremos conjunto de puntos origami. De

esta forma el Teorema 3 también describe los puntos
que podemos hallar usando los axiomas de Huzita.
Para realizar el doblez del quinto axioma, sujetamos
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Figura 17: Sexto axioma de Huzita [13].

también los descubrió de forma independiente, incluyendo un
séptimo axioma que no necesitamos en nuestra presentación.

Al conjuntoO lo llamaremos conjunto de puntos origami.
De esta forma el teorema 3 también describe los puntos que
podemos hallar usando los axiomas de Huzita. Para realizar
el doblez del quinto axioma, sujetamos la hoja dejando el de-
do sobre el punto A y empezamos a doblar de tal forma que
giramos alrededor de A moviendo el punto B hasta que coin-
cida con `. En el caso del sexto axioma, colocamos el punto
A sobre `1 y empezamos a desplazarlo a lo largo de la línea
hasta queB quede sobre `2. No siempre es posible hacer estos
dos dobleces. Existen configuraciones de puntos y rectas para
los cuales el quinto o el sexto axioma no se pueden hacer, así
como en las construcciones con regla y compás la intersec-
ción de una recta con un círculo no siempre existe, por esto
incluimos las palabras “cuando sea posible”.

Supongamos que tenemos un punto A y un segmento de
recta BC. El siguiente procedimiento nos permite dar un seg-
mento paralelo aBC que empiece enA. Primero supongamos
que A no está en la línea infinita que pasa por B y C.

1. Usando el axioma 1 construimos el triángulo4ABC.

2. Encontramos la mediatriz de los tres lados del triángulo
con el axioma 3.

3. A la intersección de las mediatrices con el lado opuesto
a los vértices A,B,C los llamamos A′, B′, C ′ respec-
tivamente.

4. Usando la mediatriz, encontramos D que es el punto
medio entre A y C ′.

5. Sean `1 la línea que pasa por A′ y C ′ y `2 la que pasa
por B′ y D.
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la hoja dejando el dedo sobre el puntoA y empezamos
a doblar de tal forma que giramos alrededor de A
moviendo el punto B hasta que coincida con ℓ. En el
caso del sexto axioma, colocamos el punto A sobre ℓ1
y empezamos a desplazarlo a lo largo de la ĺınea hasta
que B quede sobre ℓ2. No siempre es posible hacer
estos dos dobleces. Existen configuraciones de puntos
y rectas para los cuales el quinto o el sexto axioma
no se pueden hacer, aśı como en las construcciones
con regla y compás la intersección de una recta con
un ćırculo no siempre existe, por esto incluimos las
palabras “cuando sea posible”.
Supongamos que tenemos un punto A y un seg-

mento de recta BC. El siguiente procedimiento nos
permite dar un segmento paralelo a BC que empiece
en A. Primero supongamos que A no está en la ĺınea
infinita que pasa por B y C.

1. Usando el axioma 1 construimos el triángulo
△ABC.

2. Encontramos la mediatriz de los tres lados del
triángulo con el axioma 3.

3. A la intersección de las mediatrices con el la-
do opuesto a los vértices A,B,C los llamamos
A′, B′, C′ respectivamente.

4. Usando la mediatriz, encontramos D que es el
punto medio entre A y C′.

b
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b
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b
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b

b
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B
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D

D′

E

ℓ1ℓ2

Figura 18: Segmento paralelo que pasa por un punto
trazado con origami.

5. Sean ℓ1 la ĺınea que pasa por A′ y C′ y ℓ2 la que
pasa por B′ y D.

6. Llamamos D′ a la intersección entre ℓ1 y ℓ2.

7. Tomemos ℓ3 la recta que pasa por A y D′ y ℓ4
la recta que pasa por C y C′.

8. El punto E es la intersección entre ℓ3 y ℓ4.

9. El segmento AE es paralelo a BC y tienen la
misma longitud.

Notemos que existen dos segmentos de recta que re-
suelven el problema anterior: uno que se mueve desde
A hacia arriba y el otro hacia abajo. Si intercambia-
mos los nombres de los puntos B y C obtenemos la
otra posibilidad, por lo que podemos construir los dos
segmentos de recta que son solución. Recordemos que
la construcción anterior funciona si A,B,C no son
colineales, si esto no se cumple, tomamos cualquier
punto F que no sea colineal a estos tres, encontra-
mos un segmento de recta FG que sea paralelo y de
la misma longitud BC y aplicamos otra vez el proce-
dimiento pero ahora con el triángulo △AFG.
Dadas una recta ℓ1 y un punto A, podemos usar la

construcción anterior para trazar una recta perpen-
dicular a ℓ1 y que pasa por A. Sean B,C dos puntos
arbitrarios sobre la recta ℓ1. Trazamos la mediatriz
de estos dos puntos, al cual llamaremos ℓ2. Toma-
mos dos puntos arbitrarios sobre ℓ2, digamos D y E.
Construimos una copia del segmento DE que empie-
ce en A. La recta que pasa sobre este segmento es
perpendicular a ℓ1 y pasa por A, como queŕıamos.

b

b

b

b

b

B

C

AD

Eℓ1

ℓ2

Figura 19: Trazado de una recta perpendicular que
pasa por un punto usando origami.

Con lo anterior podemos encontrar la intersección
de un ćırculo con una recta usando origami y sin tener
que dibujar el ćırculo. Sea ℓ1 una recta, C el centro
del ćırculo y el radio es la longitud del segmento AB.
Construimos un punto D tal que el segmento CD
sea paralelo a AB y de la misma longitud. Usando el
quinto axioma de Huzita, encontramos la recta ℓ2 que
pasa por C y hace que D quede sobre ℓ1. Obtenemos
la recta ℓ3 que es perpendicular a ℓ2 y que pasa porD.
Sea E la intersección de ℓ2 y ℓ3; éste es la intersección
de ℓ1 con el ćırculo. De hecho, igual que en el caso
con regla y compás, pueden existir cero, una o dos
soluciones si se usa este procedimiento. En la Figura
20, asumamos que el segmento de recta ya fue movido
a CD.
Observemos que la construcción para multiplicar y

dividir únicamente requiere poder encontrar la inter-
sección entre un ćırculo y una recta y poder trazar
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Figura 18: Segmento paralelo que pasa por un punto trazado
con origami.

6. Llamamos D′ a la intersección entre `1 y `2.
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`2 que pasa por C y hace que D quede sobre `1. Obtenemos

la hoja dejando el dedo sobre el puntoA y empezamos
a doblar de tal forma que giramos alrededor de A
moviendo el punto B hasta que coincida con ℓ. En el
caso del sexto axioma, colocamos el punto A sobre ℓ1
y empezamos a desplazarlo a lo largo de la ĺınea hasta
que B quede sobre ℓ2. No siempre es posible hacer
estos dos dobleces. Existen configuraciones de puntos
y rectas para los cuales el quinto o el sexto axioma
no se pueden hacer, aśı como en las construcciones
con regla y compás la intersección de una recta con
un ćırculo no siempre existe, por esto incluimos las
palabras “cuando sea posible”.
Supongamos que tenemos un punto A y un seg-

mento de recta BC. El siguiente procedimiento nos
permite dar un segmento paralelo a BC que empiece
en A. Primero supongamos que A no está en la ĺınea
infinita que pasa por B y C.

1. Usando el axioma 1 construimos el triángulo
△ABC.

2. Encontramos la mediatriz de los tres lados del
triángulo con el axioma 3.

3. A la intersección de las mediatrices con el la-
do opuesto a los vértices A,B,C los llamamos
A′, B′, C′ respectivamente.

4. Usando la mediatriz, encontramos D que es el
punto medio entre A y C′.
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Figura 18: Segmento paralelo que pasa por un punto
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5. Sean ℓ1 la ĺınea que pasa por A′ y C′ y ℓ2 la que
pasa por B′ y D.

6. Llamamos D′ a la intersección entre ℓ1 y ℓ2.

7. Tomemos ℓ3 la recta que pasa por A y D′ y ℓ4
la recta que pasa por C y C′.

8. El punto E es la intersección entre ℓ3 y ℓ4.

9. El segmento AE es paralelo a BC y tienen la
misma longitud.

Notemos que existen dos segmentos de recta que re-
suelven el problema anterior: uno que se mueve desde
A hacia arriba y el otro hacia abajo. Si intercambia-
mos los nombres de los puntos B y C obtenemos la
otra posibilidad, por lo que podemos construir los dos
segmentos de recta que son solución. Recordemos que
la construcción anterior funciona si A,B,C no son
colineales, si esto no se cumple, tomamos cualquier
punto F que no sea colineal a estos tres, encontra-
mos un segmento de recta FG que sea paralelo y de
la misma longitud BC y aplicamos otra vez el proce-
dimiento pero ahora con el triángulo △AFG.
Dadas una recta ℓ1 y un punto A, podemos usar la

construcción anterior para trazar una recta perpen-
dicular a ℓ1 y que pasa por A. Sean B,C dos puntos
arbitrarios sobre la recta ℓ1. Trazamos la mediatriz
de estos dos puntos, al cual llamaremos ℓ2. Toma-
mos dos puntos arbitrarios sobre ℓ2, digamos D y E.
Construimos una copia del segmento DE que empie-
ce en A. La recta que pasa sobre este segmento es
perpendicular a ℓ1 y pasa por A, como queŕıamos.
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Figura 19: Trazado de una recta perpendicular que
pasa por un punto usando origami.

Con lo anterior podemos encontrar la intersección
de un ćırculo con una recta usando origami y sin tener
que dibujar el ćırculo. Sea ℓ1 una recta, C el centro
del ćırculo y el radio es la longitud del segmento AB.
Construimos un punto D tal que el segmento CD
sea paralelo a AB y de la misma longitud. Usando el
quinto axioma de Huzita, encontramos la recta ℓ2 que
pasa por C y hace que D quede sobre ℓ1. Obtenemos
la recta ℓ3 que es perpendicular a ℓ2 y que pasa porD.
Sea E la intersección de ℓ2 y ℓ3; éste es la intersección
de ℓ1 con el ćırculo. De hecho, igual que en el caso
con regla y compás, pueden existir cero, una o dos
soluciones si se usa este procedimiento. En la Figura
20, asumamos que el segmento de recta ya fue movido
a CD.
Observemos que la construcción para multiplicar y

dividir únicamente requiere poder encontrar la inter-
sección entre un ćırculo y una recta y poder trazar
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Figura 19: Trazado de una recta perpendicular que pasa por
un punto usando origami.

la recta `3 que es perpendicular a `2 y que pasa por D. Sea E
la intersección de `2 y `3; éste es la intersección de `1 con el
círculo. De hecho, igual que en el caso con regla y compás,
pueden existir cero, una o dos soluciones si se usa este pro-
cedimiento. En la Figura 20, asumamos que el segmento de
recta ya fue movido a CD.

Observemos que la construcción para multiplicar y dividir
únicamente requiere poder encontrar la intersección entre un
círculo y una recta y poder trazar una recta paralela a la que
pasa por un punto dado, esto claramente es posible usando la
construcción anterior.

una recta paralela a la que pasa por un punto da-
do, esto claramente es posible usando la construcción
anterior.

b

b

b

C

D

E

ℓ1

ℓ2

ℓ3

Figura 20: Intersección de un ćırculo y una recta
usando origami.

La ráız cuadrada requiere trazar algunas intersec-
ciones entre rectas y entre un ćırculo y una recta,
las cuáles también se pueden dar usando origami.
Además, requerimos encontrar la intersección entre
dos ćırculos para dar una recta perpendicular que pa-
sa por un punto dado. Aunque no hemos visto cómo
hallar estos cruces, podemos sustituir la intersección
de estos ćırculos por el procedimiento que estudiamos
para dar una recta con estas condiciones.
Por lo tanto, todos los puntos que se pueden cons-

truir usando regla y compás también se pueden hacer
con origami, pero ahora tenemos una sexta operación,
la ráız cúbica, por lo que se tiene E  O.

Ráız cúbica

En lugar de detallar cómo se encuentra la ráız cúbi-
ca de un número usando origami, vamos a estudiar
cómo encontrar una ráız real de

x3 + ax2 + bx+ c = 0,

con a, b, c ∈ O:

1. Usando rectas perpendiculares construimos los
ejes x y y.

2. Marcamos los puntos A(a, 1), B(c, b), C(−c, 0) y
D(0,−1).

3. Trazamos la recta paralela al eje y que pasa por
el punto C llamándola ℓ1 y la recta paralela al
eje x que pasa porD denotándola ℓ2, cuyas ecua-
ciones son x = −c y y = −1 respectivamente.

4. Usando el axioma 6, encontramos la recta que
hace que A quede sobre ℓ2 y B quede sobre ℓ1,
etiquetándola como ℓ3.

5. La pendiente de ℓ3 es una ráız de la ecuación
cúbica.

El procedimiento anterior funciona para encontrar la
ráız cúbica de −c tomando a = b = 0 y considerando
que la ecuación x3 = −c tiene una única ráız real, que
es precisamente 3

√−c. Notemos que la pendiente la
podemos medir usando las intersecciones de la recta
ℓ3 con los ejes x y y.

b

b

b

b

b

b

x

y

A(a, 1) B(c, b)C(−c, 0)

D(0,−1)Ar

Br

ℓ1

ℓ2

ℓ3

m

Figura 21: Solución de ecuaciones cúbicas usando ori-
gami.

Como ejemplo, en la Figura 21 tenemos el doblez
que nos permite encontrar 3

√
−8, es decir, donde los

coeficientes de la ecuación cúbica son a = b = 0,
c = 8. Los puntos Ar y Br son el reflejo de A y B
respectivamente después de hacer el doblez. La pen-
diente m = −2 es la solución de la ecuación.

7. Los tres problemas griegos

con origami

La cuadratura del ćırculo tampoco se puede resol-
ver usando origami. Como π es un número trascen-
dente [13], entonces no se puede obtener usando las
seis operaciones permitidas.

Por otro lado, la duplicación del cubo śı es solu-
ble. Si la longitud de las aristas del primer cubo mide
l, entonces las aristas del cubo con doble volumen
miden 3

√
2 l, el cual es un número construible con ori-

gami.

Para realizar la trisección de un ángulo usando ori-
gami aplicamos el siguiente procedimiento:
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Figura 20: Intersección de un círculo y una recta usando ori-
gami.

La raíz cuadrada requiere trazar algunas intersecciones
entre rectas y entre un círculo y una recta, las cuáles también
se pueden dar usando origami. Además, requerimos encontrar
la intersección entre dos círculos para dar una recta perpen-
dicular que pasa por un punto dado. Aunque no hemos visto
cómo hallar estos cruces, podemos sustituir la intersección de
estos círculos por el procedimiento que estudiamos para dar
una recta con estas condiciones.

Por lo tanto, todos los puntos que se pueden construir
usando regla y compás también se pueden hacer con origa-
mi, pero ahora tenemos una sexta operación, la raíz cúbica,
por lo que se tiene E  O.
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6.1. Raíz cúbica
En lugar de detallar cómo se encuentra la raíz cúbica de un
número usando origami, vamos a estudiar cómo encontrar una
raíz real de

x3 + ax2 + bx+ c = 0,

con a, b, c ∈ O:

1. Usando rectas perpendiculares construimos los ejes x y
y.

2. Marcamos los puntos A(a, 1), B(c, b), C(−c, 0) y
D(0,−1).

3. Trazamos la recta paralela al eje y que pasa por el punto
C llamándola `1 y la recta paralela al eje x que pasa
por D denotándola `2, cuyas ecuaciones son x = −c y
y = −1 respectivamente.

4. Usando el axioma 6, encontramos la recta que hace que
A quede sobre `2 y B quede sobre `1, etiquetándola
como `3.

5. La pendiente de `3 es una raíz de la ecuación cúbica.

El procedimiento anterior funciona para encontrar la raíz cú-
bica de −c tomando a = b = 0 y considerando que la ecua-
ción x3 = −c tiene una única raíz real, que es precisamente
3
√−c. Notemos que la pendiente la podemos medir usando las
intersecciones de la recta `3 con los ejes x y y.

una recta paralela a la que pasa por un punto da-
do, esto claramente es posible usando la construcción
anterior.
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usando origami.
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las cuáles también se pueden dar usando origami.
Además, requerimos encontrar la intersección entre
dos ćırculos para dar una recta perpendicular que pa-
sa por un punto dado. Aunque no hemos visto cómo
hallar estos cruces, podemos sustituir la intersección
de estos ćırculos por el procedimiento que estudiamos
para dar una recta con estas condiciones.
Por lo tanto, todos los puntos que se pueden cons-

truir usando regla y compás también se pueden hacer
con origami, pero ahora tenemos una sexta operación,
la ráız cúbica, por lo que se tiene E  O.
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ca de un número usando origami, vamos a estudiar
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con a, b, c ∈ O:

1. Usando rectas perpendiculares construimos los
ejes x y y.

2. Marcamos los puntos A(a, 1), B(c, b), C(−c, 0) y
D(0,−1).

3. Trazamos la recta paralela al eje y que pasa por
el punto C llamándola ℓ1 y la recta paralela al
eje x que pasa porD denotándola ℓ2, cuyas ecua-
ciones son x = −c y y = −1 respectivamente.

4. Usando el axioma 6, encontramos la recta que
hace que A quede sobre ℓ2 y B quede sobre ℓ1,
etiquetándola como ℓ3.

5. La pendiente de ℓ3 es una ráız de la ecuación
cúbica.

El procedimiento anterior funciona para encontrar la
ráız cúbica de −c tomando a = b = 0 y considerando
que la ecuación x3 = −c tiene una única ráız real, que
es precisamente 3

√−c. Notemos que la pendiente la
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Como ejemplo, en la Figura 21 tenemos el doblez
que nos permite encontrar 3

√
−8, es decir, donde los

coeficientes de la ecuación cúbica son a = b = 0,
c = 8. Los puntos Ar y Br son el reflejo de A y B
respectivamente después de hacer el doblez. La pen-
diente m = −2 es la solución de la ecuación.

7. Los tres problemas griegos

con origami

La cuadratura del ćırculo tampoco se puede resol-
ver usando origami. Como π es un número trascen-
dente [13], entonces no se puede obtener usando las
seis operaciones permitidas.

Por otro lado, la duplicación del cubo śı es solu-
ble. Si la longitud de las aristas del primer cubo mide
l, entonces las aristas del cubo con doble volumen
miden 3

√
2 l, el cual es un número construible con ori-

gami.

Para realizar la trisección de un ángulo usando ori-
gami aplicamos el siguiente procedimiento:
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Figura 21: Solución de ecuaciones cúbicas usando origami.

Como ejemplo, en la Figura 21 tenemos el doblez que nos
permite encontrar 3

√
−8, es decir, donde los coeficientes de la

ecuación cúbica son a = b = 0, c = 8. Los puntos Ar y Br

son el reflejo de A y B respectivamente después de hacer el
doblez. La pendiente m = −2 es la solución de la ecuación.

7. Los tres problemas griegos con
origami

La cuadratura del círculo tampoco se puede resolver usando
origami. Como π es un número trascendente [18], entonces
no se puede obtener usando las seis operaciones permitidas.

Por otro lado, la duplicación del cubo sí es soluble. Si la
longitud de las aristas del primer cubo mide l, entonces las
aristas del cubo con doble volumen miden 3

√
2 l, el cual es un

número construible con origami.
Para realizar la trisección de un ángulo usando origami

aplicamos el siguiente procedimiento:

1. En una hoja cuadrada de papel marquemos el ángulo
que queremos dividir en la esquina inferior izquierda.

2. Doblemos la parte inferior del papel dos veces para
marcar dos líneas horizontales de tal forma que la dis-
tancia entre el lado inferior del papel y la primera línea
sea igual que la distancia entre los dos dobleces. Deno-
témoslas `1 y `2.

3. Llamemos A a la esquina inferior derecha del papel y
B a la intersección del borde izquierdo del papel con
`2.

4. Usando el axioma 6, hagamos el doblez dondeA queda
sobre `1 y B quede sobre la recta que marca el ángulo
que queremos trisecar.

5. Sea C el punto sobre `1 en donde quedó A después de
doblar y D la intersección de `1 con el doblez del paso
anterior.

6. Las rectas AC y AD dividen al ángulo en tres partes
iguales.

Por lo anterior, cualquier ángulo construible se puede trisecar
usando origami.

8. Polígonos regulares usando origami
Así como Gauss encontró los polígonos regulares que se pue-
den hacer usando regla y compás, Videla dio un resultado
análogo para las construcciones con cónicas, el cuál también
es válido para las construcciones con origami:

Teorema 4. Un polígono regular con n lados se puede cons-
truir usando origami si y sólo si

n = 2k3r · p1 · p2 · · · pt,

en donde k, r ≥ 0, t ≥ 0 son enteros, p1, . . . , pt son primos
de Pierpoint distintos y n > 2.

Los primos de Pierpoint son de la forma p = 2k3r + 1.
Observemos que todos los primos de Fermat también son de
Pierpoint. No se sabe cuántos primos del segundo tipo hay,
pero, a diferencia de los primeros, se conjetura que hay una
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1. En una hoja cuadrada de papel marquemos el
ángulo que queremos dividir en la esquina infe-
rior izquierda.

2. Doblemos la parte inferior del papel dos veces
para marcar dos ĺıneas horizontales de tal forma
que la distancia entre el lado inferior del papel y
la primera ĺınea sea igual que la distancia entre
los dos dobleces. Denotémoslas ℓ1 y ℓ2.

3. Llamemos A a la esquina inferior derecha del pa-
pel y B a la intersección del borde izquierdo del
papel con ℓ2.

4. Usando el axioma 6, hagamos el doblez donde
A queda sobre ℓ1 y B quede sobre la recta que
marca el ángulo que queremos trisecar.

5. Sea C el punto sobre ℓ1 donde quedó A después
de doblar y D la intersección de ℓ1 con el doblez
del paso anterior.

6. Las rectas AC y AD dividen al ángulo en tres
partes iguales.

Por lo anterior, cualquier ángulo construible se puede
trisecar usando origami.

b

b

b

b

b

bb

α

ℓ2

ℓ1

A

B

A

B

C

D

Figura 22: Trisección de un ángulo.

8. Poĺıgonos regulares usando

origami

Aśı como Gauss encontró los poĺıgonos regulares
que se pueden hacer usando regla y compás, Videla
dio un resultado análogo para las construcciones con
cónicas, el cuál también es válido para las construc-
ciones con origami:

Teorema 4. Un poĺıgono regular con n lados se pue-
de construir usando origami si y solamente si

n = 2k3r · p1 · p2 · · · pt,

donde k, r ≥ 0, t ≥ 0 son enteros, p1, . . . , pt son
primos de Pierpoint distintos y n > 2.

Los primos de Pierpoint son de la forma p =
2k3r + 1. Observemos que todos los primos de Fer-
mat también son de Pierpoint. No se sabe cuántos
primos del segundo tipo hay, pero, a diferencia de los
primeros, se conjetura que hay una infinidad.

Agradezco los comentarios del árbitro, pues ayuda-
ron a mejorar la versión final de este trabajo.
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n abril de 2014 se celebrará la XXIV edición de la
ENOAN (Escuela Nacional de Optimización y Aná-
lisis Numérico) en el CIMAT, en Guanajuato, Gto.
Sirvan estas notas como una semblanza de la histo-

ria de este importante evento.

Los inicios
En el año de 1991, posiblemente en marzo o abril, nos encon-
trábamos en el CIMAT Jesús López Estrada de la Facultad de
Ciencias de la UNAM y un servidor trabajando en un proyecto
conjunto. Al mismo tiempo, en el mismo CIMAT, se celebra-
ba una Escuela de Sistemas Dinámicos, organizada por Xa-
vier Gómez Mont. A esta última asistía Guillermo López Ma-
yo de la FCFM de la BUAP. Guillermo se mostraba entusias-
mado con esa Escuela y nos propuso que organizáramos algo
similar con temáticas de Optimización y Análisis Numérico,
lo cual tenía sentido pues ya había gente trabajando en Opti-
mización Numérica. En esa época había pocos eventos rela-
cionados con estos temas y los que había eran especializados,
la idea de una escuela nos pareció interesante. Por supuesto
esta era una tarea complicada. Para empezar no sabíamos la
respuesta que podría tener la convocatoria al evento. Necesi-
tábamos recursos, un lugar para realizarla y convencer a otros
colegas para que participaran como instructores, conferencis-
tas o ponentes. De forma natural pensamos que la sede podría
ser el propio CIMAT, así que hablamos con el entonces direc-
tor José Ángel Canavati quien nos ofreció las instalaciones y
el CIMATEL para el hospedaje. También platicamos con Xa-
vier Gómez Mont quien nos animó y nos ofreció apoyo para
becas. Debemos también recordar que en esa época no había
Internet, ni correo electrónico, vaya, ni siquiera contábamos
con fax.

En 1991, del 7 al 11 de octubre, se realizó la primera edi-
ción de la Escuela de Análisis Numérico y Optimización, se
ofrecieron 4 cursos (uno de ellos sobre MATLAB, el primero
que se ofreció en el país), 3 conferencias y se presentaron 9
trabajos. La asistencia fue de 52 personas provenientes de 17
instituciones (dos de ellas extranjeras). Los contingentes más
numerosos fueron de Sonora, Puebla, Coahuila y la UNAM.

El evento fue un éxito. Al final se realizó una sesión de evalua-
ción y se acordó tratar de seguir con la Escuela. La segunda
edición se realizó, con éxito creciente, en junio de 1992 en
el mismo CIMAT que generosamente nos dio el apoyo nece-
sario, a ella concurrieron 81 personas de 13 instituciones. En
1993 la Escuela sale del CIMAT y la tercera Escuela se realizó
en la Universidad Autónoma de Coahuila, ubicada en Saltillo,
en noviembre de 1993, para este evento se contó con apoyo
de la SEP y de la Sociedad Matemática Mexicana quien des-
de entonces ha mantenido el apoyo. La asistencia fue de 80
participantes de 16 instituciones nacionales y 2 extranjeras.

En vista del éxito obtenido se realiza la cuarta edición en
junio de 1994, en la BUAP en Puebla. Para esta ocasión el
nombre del evento cambia a Escuela Nacional de Optimiza-
ción y Análisis Numérico (ENOAN).

Desde entonces se ha organizado la ENOAN para pro-
mover estas áreas a nivel nacional, ayudando a actualizar a
los profesores e investigadores de universidades de provincia,
así como estimular el interés de los estudiantes, intentando
con esto lograr la vinculación de las Matemáticas Aplicadas
con la ingeniería, la industria y el sector productivo. En ca-
da ENOAN se ofrecen becas a estudiantes participantes y en
ocasiones a profesores, lo cual ha contribuido a tener un pú-
blico proveniente de diversas instituciones del país. En cada
evento, a manera de clausura hay una sesión de evaluación
que ha servido para ubicar fallas y corregirlas, también nos ha
permitido detectar las inquietudes de los estudiantes. En esta
sesión los estudiantes pueden sugerir temas para la siguien-
te edición. De esta manera se fueron incorporando temáticas
afines como, aproximación, cómputo científico, biomatemáti-
cas, estadística y otras más. Puesto que las aplicaciones de las
matemáticas se manifiestan en forma de modelos y su implan-
tación computacional, se abarca una gran variedad de áreas de
matemáticas. El nombre de Escuela de Análisis Numérico y
Optimización se ha conservado por razones históricas, pues
fueron las primeras áreas que se abordaron.
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Objetivos
Desde su inicio el objetivo principal del evento ha sido “orga-
nizar un encuentro de un carácter más general y abierto, [para]
motivar y entusiasmar al mayor número posible de estudian-
tes, profesores e investigadores y profesionales de las áreas
de ciencias e ingeniería del país, en el estudio, la enseñanza
e investigación y las aplicaciones del Análisis Numérico y la
Optimización” [1].

Más concretamente, se intenta:

Estimular en los estudiantes el estudio de las matemá-
ticas aplicadas a nivel de licenciatura y posgrado.

Estimular la investigación.

Propiciar el intercambio académico entre instituciones
de educación superior.

Propiciar la vinculación interdisciplinaria.

Propiciar la colaboración con los sectores productivos
y de servicios.

Propiciar y promover la presentación de trabajos de pro-
fesores e investigadores en las diferentes áreas de la
modelación matemática y computacional.

Promover la de presentación de trabajos por parte de
estudiantes.

Promover la formación de grupos interdisciplinarios pa-
ra resolver problemas concretos en los sectores produc-
tivos y de servicio.

Fortalecer los grupos de investigación existentes en las
áreas citadas y promover la creación de nuevos grupos
de investigación en provincia.

Promover la vinculación de estudiantes de licenciatura
y de posgrado con investigadores y profesores para la
realización de trabajos de tesis.

Actividades
A fin de lograr los objetivos anteriores, se realizan activida-
des académicas como cursos, conferencias, presentación de
trabajos presenciales y en cartel.

Con respecto a los cursos, estos usualmente se dividen
como sigue:

Cursos básicos dirigidos a estudiantes de licenciatura.

Cursos intermedios para estudiantes de licenciatura.

Cursos avanzados para estudiantes de licenciatura de
últimos semestres, de posgrado e investigadores.

En ocasiones se ofrecen cursos sobre temas relacionados
con la computación científica el domingo anterior al evento.

Se ofrecen conferencias plenarias y conferencias por invi-
tación, que por lo general pertenecen a alguna de las siguien-
tes categorías:

Panorámicas.

De divulgación y de difusión.

Sobre aplicaciones a diversas disciplinas.

Sobre aplicaciones en el sector productivo.

Para ello se invita regularmente a destacados especialistas
tanto a nivel nacional como internacional para dictar confe-
rencias. Asimismo se invita a profesionistas del sector pro-
ductivo para comunicar sus experiencias sobre la aplicación
de las matemáticas.

A partir de 2000 la conferencia inaugural lleva el nombre
de Diego Bricio en honor al brillante matemático ya fallecido.
Esta es dictada por académicos que han contribuido al desa-
rrollo de las matemáticas aplicadas del país.

Otra actividad importante es la presentación de trabajos
por solicitud. Por lo general estos son resultados de investiga-
ciones o tesis de licenciatura y posgrado. Se cuenta con dos
modalidades, presencial o en cartel. De paso conviene men-
cionar que se premia al cartel mejor presentado.

En cada edición la institución sede define la temática prin-
cipal del evento de acuerdo a sus intereses, esto permite la in-
teracción con especialistas afines a los intereses de los acadé-
micos de la institución anfitriona. Estas pueden ser áreas ge-
nerales como lo han sido, por ejemplo, Investigación de Ope-
raciones, Ecuaciones Diferenciales Parciales, Modelación Ma-
temática y Computacional. O bien sobre temas más específi-
cos como El Agua o la temática de la próxima ENOAN que
será Ciencias de la vida: Medicina, Biología y Ecología.

Desde hace varios años, el formato básico de la ENOAN
se modificó para darle más relevancia a la temática principal,
agrupando las conferencias y ponencias relacionadas con ella
en un taller de modelación sobre el tema elegido.

El premio Mixbaal

Desde 2002 se instituyó el Premio Mixbaal a la mejor tesis de
licenciatura en matemáticas aplicadas, dirigido a egresados de
carreras de matemáticas y áreas afines. La cantidad y calidad
de los trabajos recibidos han ido en constante acenso.

Actividades paralelas

En 2012 la Red de Modelos Matemáticos y Computacionales
de CONACYT realizó en forma concurrente con la ENOAN
un Taller de Ecuaciones Diferenciales Parciales. Así mismo
en 2012 y 2013 se realizó el Taller de HP, auspiciado por HP
Labs. A estos talleres pudieron asistir libremente los partici-
pantes de la ENOAN. En 2013 se ofrecieron, en forma para-
lela a la ENOAN, cursos especiales sobre temas específicos
dirigidos a público de diversas instituciones académicas de la
región.
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Financiamiento
La ENOAN no cuenta con recursos propios. Cada año se tie-
nen que conseguir los recursos. El problema principal es con-
seguir el dinero para las becas de los estudiantes, éstas consis-
ten en el alojamiento y la dispensa del 50 % de la inscripción.
En promedio se ofrecen 100 becas en cada año. Los recursos
provienen de la institución sede, de la Sociedad Matemáti-
ca Mexicana, de agencias locales como los consejos estatales
de ciencia y tecnología, por mencionar algunos. En los últi-
mos años también se han recibido aportaciones de Cuerpos
Académicos que solicitan fondos para esta actividad a PRO-
MEP de la SEP o como parte de proyectos de investigación.
También se ha recibido apoyo importante de la Red de Mode-
los Matemáticos y Computacionales de CONACYT. Otro tipo
muy importante de aportaciones son las que proporcionan las
instituciones a la que están adscritos los instructores y con-
ferencistas, pues por lo general cubren parte o la totalidad de
los gastos de ellos. Recientemente se ha creado la Sociedad
Mexicana de Computación Científica y sus Aplicaciones, A.
C (SMCCA) para poder gestionar directamente fondos para
la ENOAN ante organismos como SEP y CONACYT.

Resultados
Como consecuencia de estos eventos se han establecido redes
académicas formales e informales entre diferentes institucio-
nes, muchos estudiantes han elaborado sus tesis con diversos
investigadores y muchos otros se han animado a iniciar pos-
grados en matemáticas aplicadas o áreas afines, lo cual contri-
buye al fortalecimiento de dichos posgrados. Como se puede
colegir de esta breve semblanza, en la organización de este
evento concurren muchas voluntades de personas que en for-
ma generosa y desinteresada apoyan esta actividad. El éxito
del proyecto es de todos y esto nos llena de satisfacción. Es-
peramos seguir realizando la ENOAN por muchos años. A
final de cuentas esta actividad constituye una aportación al
desarrollo de las matemáticas en nuestro país.

Referencias
1. Guerrero G. J., El Proyecto ENOAN. Escuela Nacional

de Optimización y Análisis Numérico. Carta Informa-
tiva de la SMM. No. 15. Nov. 1997.

2. http://www.enoan.org
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a Sociedad Matemática Mexicana desea felicitar
cordialmente a nuestra querida colega y decana Ma-
nuela Garín Pinillos, quién este primero de enero
festejó sus 100 años de vida. Le pedimos a María

Emilia Caballero que nos diera un breve esbozo de Manuela
como matemática, porque suponemos que muchos de nues-
tros jóvenes colegas no la han conocido o aún no saben quién
es. A continuación lo transcribimos:

Manuela nació en España y al poco tiempo ella y su fami-
lia emigraron a Cuba donde vivieron cerca de 15 años. Des-
pués, hacia 1933, llegaron a México. Manuela era entonces
una joven de 20 años con muchas ganas de estudiar. Tuvo que
revalidar estudios y cursar la preparatoria en México. Gracias
a esto, en 1937 pudo inscribirse en la Universidad, en la

carrera de matemáticas, cuya sede era en aquél tiempo el Pa-
lacio de Minería.

Ahí fue alumna de Alfonso Nápoles Gándara, Marianito
Hernández, Nabor Carrillo, Carlos Graef Fernández y Alber-
to Barajas, entre otros. Su generación, conformada por tres
estudiantes, fue la primera que cursó las materias reglamen-
tarias de manera regular y los tres terminaron los cursos en
el tiempo previsto. En realidad, estos pioneros formaron un
grupo en donde reinaba la amistad, la cordialidad y la alegría
por el trabajo.

Durante su vida profesional, Manuela impartió clases en
varias preparatorias de la UNAM, realizó trabajos fuera de la
Universidad y, en 1944, ella y su esposo Raúl Álvarez fueron
invitados a trabajar, por el Ing. Víctor Bravo Ahuja, en el Tec-
nológico de Monterrey, institución de reciente creación en ese
entonces.

Regresaron a México a principios del 51 y poco después
Manuela concluye su carrera con una tesis dirigida por Re-
migio Valdés sobre temas de probabilidad poco conocidos, en
ese entonces, en México (procesos de Markov discretos).

Posteriormente, ingresó al Instituto de Geofísica de la
UNAM e impartió sus cursos en la Facultad de Ingeniería,
de la cual es profesora emérita. Esto se debió en gran parte a
su versatilidad, solidez en los conocimientos teóricos así co-
mo a su responsabilidad y compromiso con la enseñanza. En
esos años, colaboró con la Escuela Normal Superior y tam-
bién impartió cursos en la Facultad de Ciencias.

Manuela dice que su labor principal fue en el terreno de
la enseñanza, sin embargo atendió con gran seriedad su tra-
bajo en el Instituto de Geofísica, desarrollando los modelos
geométricos del ecuador magnético en colaboración con An-
selmo Chargoy.

Fue fundadora de la Escuela de Altos Estudios de la Uni-
versidad de Sonora (UNISON) en los años 60. Esta escuela
incluía las carreras de física, matemáticas y letras. De ella
han derivado las correspondientes facultades y actualmente la
Facultad de Matemáticas de la UNISON es un centro conso-
lidado y cuenta con un amplio reconocimiento. Además, en
otras épocas de su vida, apoyó la creación de carreras de ma-
temáticas en otras universidades de provincia.

Para algunas de las jóvenes que emprendimos el estudio
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de las matemáticas en la década de los años 60, Manuela fue
un ejemplo a seguir y nos permitió afirmar nuestra vocación
aun en contra de la visión estrecha de esa época, según la cual
las mujeres “no estábamos hechas para esas cosas”.

Las generaciones del 64 al 68 de matemáticas de la Facul-
tad de Ciencias, fueron las primeras en contar con una pro-
porción amplia de mujeres y, actualmente, a nadie sorprende
que una chica desee estudiar la carrera de matemáticas.

Gracias Manuela, por haber abierto un camino para las
generaciones posteriores a ti. Quienes tenemos el privilegio
de estar cerca de ella, sabemos que este esbozo es una mínima
parte de lo que es, de lo que representa, y conocemos la gran
calidad humana que hay detrás de la matemática brevemente
descrita.

Felicitaciones por tus espléndidos 100 años y que nos si-
gas acompañando muchos más.
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