E. Brozikova, M. Kittlerovd, F. Mrdz: Sbirka prikladi z Matematiky IT (2016)

II1I. Dvojny a trojny integral

I11.1. Existence

Necht D je méritelnd (v Jordanové smyslu) mnoZina v Ey (resp. E3) a funkce f je
omezend na D. Necht mnoZina bodi nespojitosti funkce f v D md miru 0. Potom f je
integrovatelnd v D, tj. integrdl

//D fla,y)dedy  (xesp. ///D f(x,y,z)dzdydz)  existuje.

POZNAMKA : Dalsi podrobnosti najdete ve skriptech J.Neustupa: Matematika II.

Priklad 237. Rozhodnéte, zda dany integral / /

=y dx dy existuje, jestlize :

2

W) D={r,y] €Bs: o+ (y 1) < 1)

b) D = {[z,y] € Ey: 2?2 + ¢ < 1};

¢) D=A{[z,y] €Ey:a?+ (y —1)* < 2}.
Reseni : Budeme vychdzet z toho, Ze dvojny a trojny integral (vlastni) je definovan pouze
pro funkce omezené na omezené mnoziné D a dale budeme pouzivat vétu o existenci.

Y

Mnozina D je méftitelna, tedy D je omezena a jeji
a) hranice ma miru 0 a f(x,y) = o je spojité a

omezena na D. Integrél existuje.

A
N7

Mnozina D je méfitelnd, ale f(z,y) neni omezend

Yy
D, protoze [0,0] € D a | !
v L), protoze |U, a m — =
P [z,y]—[0,0] 2 + y?

1 T Integral neexistuje.

o) f(z,y) opét nenf omezend na D ([0,0] € D),
1 integral neexistuje.
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Priklad 238. Je ddna mnozina D = {[z,y] € Ey : 2> + y* < 4}. Vysetiete, zda
existuji dvojné integrély :

sin(z? —|—y xdx dy // dx dy
b hnddied A et A
// 2+ y? de dy, )//l)x2+y2’ °) pr2+y>+1
1
d dz dy, e —— = dx dy.
)//Dny / )//D @y

S22
a) existuje, lim sin(@” +y7)
ealo0 22+

Resent :

= 1 < oo = funkce je omezena,

b) neexistuje,

Y

lm s =
[Ly}l 0.0 22 + y?
je spojita v D C Eo,

Yy
2
e A
= 00
1+xy ’ x

¢) existuje, _
) ) 2 +y?+1

d) neexistuje, protoze napf. im
[z.y]—[-1,1]
0
1 _
e) neexistuje, protoze napt.  lim ——— = oo. y=1/x
e yl=1-1] (2 +y)?

Priklad 239. Vysetiete, zda existuji trojné integraly :

dq:dydz
W={lr,y,2] €Bs:0<2<2 —1<y<0, —2<2<2},
0 [[] G W ey eB0<a <2 S1<y 2<2)

b) /// (x+y2)dedydz, W ={[z,y,2] €Es: 2> <y<2 z>3},
W

1 . 2 2 2
C)///sz+y2+zz_9dxdydz, W ={[r,y,2] €E3:1<a®+y*+2° <4}

Resen

neexistuje, protoze funkce neni omezend na W, {1+z+2z = 0}NW # (),

i:
2) (1+z+2)°
) neexistuje, protoze mnozina W neni omezena v Eg,
existuje; W je méfitelnd mnozina v Eg; 22 +1y?+ 2% —9 # 0 ve W, tedy integrovani
je; W y? y g

1 1 1
funkce je spojitd na W; 3 < PN < = Pro kazdy bod [z,y, z] € W,
tedy funkce je omezend na W. ]

IT1.2. Fubiniova (Fubiniho) véta pro dvojny integral

Mnozinu M = {[z,y] € Ey; a <z <, ¢1(x) <y < ¢o(x)}, kde funkce ¢1(x), pa(x) jsou
spojité na < a,b > a ¢1(x) < ¢o(x), nazyvame elementdrnim oborem integrace vzhledem
k ose x.

Necht M je elementdrni obor integrace vzhledem k ose x. Necht funkce f(z,y) je spojitd

v M. Pak (@)
/ f(z,y) dxdy—/ </¢ o f(x,y)dy)dx.
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POZNAMKA: Analogicky pro elementdrni obor vzhledem k ose y

e Vypocitejte dvojné integraly na danych obdélnikovych mnozinach :

oy dz dy

Resent :

Y =3 r =4

Obdélnik D je ohranicen kiivkami
r=3rx=49y=0y=2

[ e [ [ 5t

2 2
:/<———>dy:[ln|y—4|—ln|y—3]] =In2-Inl-In4+In3 =
0 0

dz d
Piiklad 241. 1—// x—;yi:s D={lr,y] €Ey:0<2<2 0<y<1}

Reseni :

1 2 1 1 —1 2 L, 1
I = ) dy= [ |—— a4y = dy =
/0 </0 (z — 2y + 3)2 x) y /O[x—2y+3]o Y /0<5—2y+3—2y> Y

Yool 1 1 1 1 1.9
:/( — )dy:[—1n|2y—5|——1n|2y—3|] =-In-. n
o \2y—95  2y—3 2 2 0

Priklad 242. | = // y'sinfwdrdy, D= {[z,y] €Ey:0<12<
D

. w/2 2 /2 1— )
Resent : I :/ sin? x dx / v dy Z/ SO g [
0 1 0 2

1[x_sin2xr/2 (8 1) 1 x 7 7T

) 9 33/ 223 12

w|s, o | =

0
POZNAMKA: Je-li funkce typu f(z,y) = g(x) - h(y) a mnozina D je obdélnik
b d
D=<a,b>x <c, d>, pak / f(m,y)dxdy:/ g(:z:)dx-/ h(y) dy.
D a c

Priklad 243. [ — / / rye
D y2 + 3

Reseni :

7 /2 2 g /3 ] ‘ x:t‘ 1/4 dt - [l | +3|}
= xe” dx - = =— 1 e n
0 0 y +3 y 2xdr = dt 2 0 y

1r a0 1 | 112 1 1
:—M -—(ln12—1n3>:—(e4—1) “lnti = (et~ 1)Ind = ~(e* — 1)In2.
211072 2 23 71 2 .

dedy, D={[z,y €Ey:0<2<2 0<y<3}
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e Mnozina D C E; je omezena zadanymi krivkami. Nacrtnéte ji a vyjadrete jako
elementarni obor integrace.

Priklad 244. 20 —y =1, 20 —y =5, x =0, x =2

Resent :
. 0<x<2
y y=2z-1 D:gor—s5<y<or—1
/ y=2r—95
1 Sipka oznacuje mozny smér vnitini
-1 x integrace pri vypoctu dvojného integralu
na D pomoci Fubiniovy véty.

r =9 Mnozina D je elementarnim oborem integrace

_5 vzhledem k ose x.
x=0
/I\

Priklad 245. y =0, v =2y, v =4

Resent :
Yy
2 EE N 2
- |7 =2y 2 D. nggi nebo D- 0<y<2
) 0y < ¢ "l ww<ae<4
0 0 r=4

D je elementarni oblast integrace vzhledem k ose x 1)1 ikose y 2) —

Priklad 246. y = 18 — 22, y = 2

Resent : y
18
) 18—x2:x2:>x2:9:>x172=:|:3
y=ux
9 4 D. 3 <x<3
18 42 ) 2?2 <y <18 — 22
y=18-u
-3 03 *
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Priklad 247. zy =4, y =z, y = 4z, (x > 0)

Resend :
y y =4x
[1’4] D:D1UD2
D e - 4
— 2 gg:vgy Yew<=
rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr 2,2] Dy:¢ 4 D, 4 Y
ry =4 0<y<2 2<y<4
D,
[0, 0] ’
e Zaménte poradi integrace :
1 11—z
Priklad 248. [ — / ( Fla,y) dy) dx
o “Jo
Reseni : y
N {0§$§1 1 ) 0<y<l1
0<y<l—-z ) 0<z<1-y
4 o
x
0
1 1y T y=1—=x
2/( f(x,y)dfc) dy.
o “Jo
|
1 T
Priklad 249. T — / ( / f(a:,y)dy) dx
0 x2
Resent : y y = 22
N { <1 y=z 2) {Oéyél
?<y<xz 7 <z<
" [1,1] L, lysesyy
x
/[\
NN
[:/( f(x,y)dx) dy |
0 y
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4 Vi
Priklad 250. [ — / ( / F(a,y) dy> dz
0 VAaxr—ax2

Resent : .. : P :
Mnozina D C E; je omezend kiivkami :

0< 2 y = vV4x — 2?2 | coz je rovnice "horni” poloviny
1){ =< = kruznice (z — 2)? + y? = 4,
\/ —?2 <y <~
dv —a® <y < Vi y = v4x , coz je rovnice "horni” vétve
0 paraboly y* = 4z,

2) Ve sméru osy x rozdélime mnozinu D na tii ¢asti tak, aby tyto ¢dsti byly
elementarnimi obory integrace.

— D =D, UDyUDs

1.1)

D, Dy :
Z’ \_Dg swsd
nN<y<?2
Ds: =¥ =
0 4 2+ <z

1

_ /:([/jmf(x,y) dr) dy+/24(/y; fl,y)de) dy+/02(/; _f) dz) dy.

Priklad 251. I = /4(/5 f(z,y) dq:) dy+/6< T f(z,y) d:c) dy
0o Mo 1 Mo

Resent
D = Dy U Dy y Novy smér vnitini integrace
0<y<4 dovoluje vyjadrit celou
Dy : 0<z<? y = 2w mr'l/o?inu P b/ez predcha-
- zejictho déleni :

0<z<?2
2r<y<6-—=x

y=6—=x D:{

Xz

50



E. Brozikova, M. Kittlerovd, F. Mrdz: Sbirka prikladi z Matematiky IT (2016)

e Pomoci Fubiniho véty pievedte dvojny integral / f(x,y)drdy na dvojndsobné
D

integrdly pro oba sméry integrace, jestlize mnozina D C E, je omezena kiivkami :

Priklad 252. 1 =0, y =22, 2 +y =2 (z > 0)

Resent :

2 y=" /Df(%y)dxdyz/;(/;_mf(x,y)dy)dx:
T4y=2 //ffvydx dy+// fxydx

Priklad 253. x = y*> — 4, x = —3y

Reseni : Vyiesenim soustavy { i i y_ —4 dostaneme priseciky paraboly x = y? — 4

3y
s pfimkou o rovnici x = —3y.
y 3y
— 2 —4 //fxydl"dy—/< f(fﬂ,y)dx>dy=
& y —4 N y2—4
31— V=
\ x :/ (/ fz,y) dy) da+
\l\ -4 vzt
= -3y S
+/ (/ f(z,y) dy) dzx.
-3 =Vt .
[12, —4]

e Nacrtnéte mnozinu D C E, omezenou zadanymi kiivkami a vypocitejte dané integraly :

22
Pf’z'klad254.lz/ —dxdy, D:ixzy=1 y=4z, v =3

DY
Resend :
y =4x
Y 3 dr 2 3
174z
]:/ (/ %dy)da::/ x2[——} dr =
r=1 1/2 1/z Y 1/2 Yyll/z
3 1 3 T
:/ x2(——+x)dx:/ (x3——)dx:
1/2 4 1/2 4
B [x‘l m2]3 1225
L4 8l 64
oy =1 1/2 .
Py
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Priklad 255. [ = // )y dedy, D:2®+y*=d*, =0 (z>0)
D

Resent :

)
a
—a —a 4 0
a “y? 2 2 1 ‘o 2.2 4
\J =/ Tl =) dy =7 2/y(a —2a°y" +y')dy =
x —a 0
Lr 4y 2y’ Y 1ol 2 1 4 7
e
—a 2[a3 STl T 3757 T st
dzr d
P'Fz’klad256.lz// YW poy=2—a? y=—z
D.TQ"_].
tesent : y = 2z — 2 neboli —1=—(xr— je rovnice paraboly s vrcholem .
R y=2 2 neboli  y—1 ( 1)? j paraboly holem [1, 1]
Pruseciky paraboly s primkou y = —x najdeme tak, ze zjistime jejich z-ové souradnice :
y =27 — 22 o —r=2r—2 = a2(x—-3)=0
{y:—x po dosazeni — 1, =0, 7y =3
3 2z —z2 3
d 1
[:/ </ 2y )da::/ (20 — 2° + 7)) dr =
Yy ) o Mo,  x?+1 0 r2+1
y=2r—x
2?4 3z P24 1—-3x—1
2 3 = ————dr =— 5 dr =
. g x°+1 0 e+ 1
| 3
x 1 3
/0( pepn owy L i S R
33
y=—x —arctg:v} :§ln10+arctg3—3
0 |
Pfiklad257.I://(x+y)dxdy, D:y -2 <1, y>0, € (-2,2)
D
Resent : y* — 2% =1 je rovnice hyperboly .
2 T+a? 2 y?ViTa?
I—/ </ (:I;—l—y)dy)dx—/ [:vy—l—;] dr =
-2 0 —92 0
2 _2_ 1Y
y°-—ax" =1 2 1422 2
:/ (a:\/l—i-xQ—I— >dx:/ V1 +x2dr+
1 - ’ N .
=0 <liché, funkce)
2 [? 312 14
-2 0 2 —|——/ (14 2?) dmz[m#—x—} = —
2 )y ~~—— 3lo 3
sudé funkce .
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Pﬁklad258.I://(1+:B)yd:vdy, D:y=a?>—4, y=—-3z, <0
D

Reseni : Stanovime x-ové soutadnice prusec¢iki paraboly s piimkou :

_ 2 2 A
{y—m ' Podosazent T T3T 40
Yy =—3T r1=1,129=—4
0, -3 1 /0 REE
y I:/_4</x2_4(1+x)ydy>dx:5/_4(1+x)[yL2_4dx:
1 0
:—/(1+m)(9x2—(x —4)?) dx =
y=a2—4 2J 4
1 0
1/ 25/ (—2° — 2" + 172° + 172* — 162 — 16) dx =
-4
-4 \ x _1[_:5_6_95_5 17t 170 0 1376
P 276 5 T4 T3 ST

Priklad 259. // (x+ V) dedy, D:y=2x 2y=uz y=2
D

Resent :

1
Priiklad 260. //—dmdy, D:izy=1,y=2x, x=4, >0
DY

Resent :
1 4 T ] 4 T
y //—d:vdy:/ </ —dy>d$:/ [ln|y|] dx
y=21x DY 1 1/z Y 1 1/
zy =1 4 ] 4
=9 :/1 <1nx—ln;) d:z::2/1 Inx dr = (per partes)
u=1Inz, v =1 4
= ,_1 _ :2[1'11&93—:1:} =8In4 -6
| L w=, v=ux 1
; - .
dxdy . . . . 25
261. // CEE cx=3, r=4y=1,y=2 [mﬂ]
262. // cos(x +y)dedy, D:x=0,y=m, y=2x 2]
D
2, .2 1
263.//(.95 +y°)dedy, D:y=0,y=1—z, y=1+=x [g]
D
264. //(x+2y)dxdy, D:x=y*—4, =5 [50,4]
D
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265. // rydedy, D:y=x—4, y* =2z [90]
D

1 o _ _ 2 _ 5

266.//Dy+1dxdy, D:z=0,y=2,y=4,y ==z [4+ln§]

267./ %dxdy, D=z y* =4z, y=2 [§]

DY 4

268. //(:z;y—l—y)da:dy, D:z=1, =2, 2y=4,y=0 [4+81n2]
D

269. Preved'te dvojny integrdl obéma zptisoby na dvojnasobny (tj. obé pofadi integrace)
a integral vypocitejte. D = {[x,y] € Ey; y >Inz, x > 1, y < 1}, f(x,y) =1/x [%]

e Omezend mnozina D C E, je zaddna nerovnicemi nebo hrani¢nimi kfivkami a je dana
funkce f(z,y)
a) Nacrtnéte mnozinu D s popisem os, méritkem, popisem kiivek a vyznacenim bodi,
které jsou pro Teseni ulohy dulezité.
b) Ovéite splnéni predpokladu pro pouziti Fubiniho véty.
¢) Mnozinu D vyjddrete ve tvaru elementdarniho oboru integrace vzhledem ke vhodné
zvolené ose.

d) Vypocitejte [, f(z,y) dx dy.

270. D = {[z,y] €Ey; 0<2<1,0<y< 20 +1}, f(z,y) =2

c)z e (0,1)
y € (0,2z +1)

271. D =A{[z,y| € Ey; z+y<m x—y<m x>0} f(x,y) =sin(x+y) [

c)x € (0,1)
[ yE(m—m—x—i—w)]
d)m

272. D C E, je ohranicena kiivkami: y = /2, y =3z, y =2 f(z,y) = 2/y

o)y €(0,2)
r € (y/3,2y)
40v/2

d) =

273. D ={[z,y] €Ea; 2 >0, 2+y < 2, 2 <y?*} f(r,y) =ay

o4
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274. D ={[z,y] € Ey; y > 2%, y <12—22}  f(x,y) = |z|

) —V6<z<V6
22 <y<12—2?
d) 36
275. D C E, je ohranic¢ena kiivkami: y = /z, y =2/, x =1 f(z,y) = 2xy
) 0<z<1
Vo <y <2z
a1

276. D C E, je ohrani¢ena kiivkami: y =z, y = 1/z, y =2 f(z,y) = zy*

II1.3. Substituéni metoda pro dvojny integral

Necht ezistuje vzdjemné jednoznacné requldrni zobrazeni oblasti B(u,v) C Ey na
oblast D C Ey definované rovnicemi x = ¢1(u,v), y = ¢pa(u,v). Pak

06, 001

— _| 0 0
//D flz,y)dedy = //B(u,v)f<¢1(u,v), ¢2(u,v))|J|dudv, kde J = 8;;2 3;#?]2
ou  Ov

Priklad 277. Rozhodnéte, zda existuje integral // arctg L dy, kde D = {[x,y] € Ey :
I x

2 +y* <1,y >0, > 0}. Pokud ano, spocitejte jej.

Resent : ) _ ) )

Mnozina D je méritelna v Eo.
Yy . Funkce f(z,y) = arctgg neni definovdna na mnoziné
(2 1) Z 5 .. .
y=(2"-1)2 D* = {[z,y] € Ey : = 0}. Mnozina bodu nespojitosti
D D funkce f v D, tj. Dy = {[z,y] € D:x =0,y €< 0,1 >}

! je mnozina miry nula v Es.
Déle plati, ze funkce f je omezend na mnoziné D \ Dy,
1 & proto dany integral existuje.

Zde pouzijeme transformaci do polarnich soutadnic.

Yy T =TCoSp 0<r<1 5 1
//arctg—d:tdy: y=rsing | 0<p<Z :/ (/ go-rdr)dgpz
b g J=r 0o o

%)
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g 1 ™ 1
@ ]2 T ™
- [Fose fLrar= 1511 (5
/0 Py /Or R N PR N PRT .
e Vypocitejte integraly :

Priklad 278./ Va2 +yrdrdy, D= {[z,y] €Ey:2* +y* —bx <0}, b>0
D

Resent : Y
b\ 2 b?
D (o= 2y <
T 5 +vy =7

v
w/2 bcos /2 3 1
:/ (/ r-rdr)d@z/ —} dgpz—/ b2 cos® o dp =
0 3 1o 3J 2

7r/2|:

—7/2
2, ["? 2 2 4
=2 Spdp =20 - 1=_b
3 /0 R R | 9 .
Priklad 279. // In(1+ 2% +y*)dedy, D ={[r,y] € E*:2” +9* < a* x <0}
D
Resent :
T =17Ccosy Ogrgga
// In(1+ 2>+ y*)drdy = | y=rsing gﬁsogg =
J=r
3m/2 a 3m/2 a 1 2_y
/ /ln(1+r2)-7“d7“d90:/ dSO'/ 1“(1+T2)Td7":[2r2::_dt]:
0 /2 0
1+a® 1+a?
:w.a/l lntdt:g[tlnt—t]l :g<(1+a2)ln(1+a2)—a2>-
]

Priklad 280.* // 23 dx dy, kde D C Ey je mnozina ohrani¢end kiivkami zy = 1, 2y = 3,
D
2
x
=y =22
Y 9 Y €z

Reseni - | Y vy =227 2y = 2
Ty =u
Pouzijeme transformaci { Y _.,
)

D = D* kde
1
Ty =3 D* ={[u,v] € Ey: 1 <u <3, §§v§2}.

ry =1
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Nyni spoc¢itdme x a y pomoci u a v a déle Jakobian

yzg,y:v:ﬁ, — = v’ :>:c——, :c—\/>=>y—v\/ = Vu

v 9y | | L3 _Lig-s
- = —u” 30 -
_ | Ou Ou|_| 3 3 _1 2 b
/= Jr Oy | |2 _11 12 2| 9" +9U B 7&0
_ < —Uu 3V3 —Uus3v 3
v v 3 3

Uzitim véty o substituci dostaneme

2 3 1 1 2 1 3
// x?’dxdy:// Jdudv—/ (/ E-—du)alv:—/ —de-/ udu=
D D 121 U 3v 3 1/2 v 1

v
1r 172 2913 1

B RSN R :
1 3 2

Priklad 281.* // (2x —y)dxdy, D C Ey je omezend piimkami z +y =1, x +y = 4,
D

y=ua,y=>0x
Resend :
y y =51 : o : e
r+y=4 Nejvhodnéjsi substituce bude nésledujici
y=2x rT+y=1u
y , D = D" kde
r+y=1 >V
D* ={[u,v] € Ey: 1 <u<4, 1<wv<5}
x
_ u 1 —u
14w ) | 1+v (Q+wv)2 |_ U uw U .
Pot J = = = 0
orom - ww ’ v w |\ TR Axop (1+v)27é’
Y 1+ov 1+v (1+v)2

//(Zx_y)dxdy://*(12+uv_11fu)"]d“d”:/15(/14<12fv_11fv)(1+v) d“) dv =
/ u d“/ 2_U [%3];1/1 _v(ﬁu_)fd”:zl'/l <_<1+1v)2+<1fv)3)d”:

3 75 1 3 1 3
- :21(————— —>:0.
[1—|—v 2(1—}—1})}1 - Uy -

=21-

Priklad 282. / V14422 + 9y2dady, D = {[x,y] € Ey : 42° + 9y* < 36, y > 0}
D

Resent :

Pouzijeme transformaci do zobecnénych
poldrnich soufadnic (eliptickych) :
T = 3rcosp

) }, J=3-2-10<r<1,0<¢p<m.
Yy = 2rsin e
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T 1
// \/1+4x2+9y2dxdy—/ </ \/1+4-97“2(:os2g0+9-4r2sin2cp-6rdr)dgo—
D o Vo

w 1 1101 2\3/271
—/ dgp-/ \/1+36r2-6rdr—w-ﬁ{¢} :%(37@—1). m
0 0 0

283. // (x —2y+3)drdy, D ={[r,y]€Ey :a*+y*<a’} [3ma?]
D
o (y—1)
284. rxdrdy, D={[z,y]€Ey :(x—2)°+ 1
b (Pouzijte soufadnice x = 2 4+ rcosp,y = 1+ 2rsinp.) [4m]

285. // Va2 +yrdedy, D= {[r,y]€Ey :2*+y* <22} [%2]
D

286. //(132+y)d:€dy, D=A{[z,yl €Ey :xy=1, 2y =4, y =2, y = 9z}
D

(Pouzijte souradnice zy = u, = = v.) [J _ B]

<1}

]|

e Vypoctéte integraly // f(z,y)dx dy , je-li ddna mnozina D a funkce f(z,y)
D

2 2

287. D = {l,y) € By; T+ <La>0} fla,y)=ay’ E
288. D ={[z,y] € Ey; 22+ 9y <9, x >0}, f(z,y)=1vy> [%ﬂ}
289. D = {[z,y] € Ey; 2* +4y*> <4, y >0}, flo,y) =y /22 +4y? 2]
290. D = {[z,y] € Ey; 3622+ 9> <9, >0, y >0}, f(z,y) =y [39;2}
291. D = {[z,y] € Bg; 2* + 4> <4z, y >0}, f(x,y) =1y [%2}
292. D ={[z,y] €Ey; 22+ 12 < 4,2 >0}, flz,y)=e Y [r(1—e )]
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111.6. Aplikace dvojnych integrala

e Urcete plosny obsah rovinného obrazce D C E; ohraniceného danymi kiivkami :

Priklad 293. y = 2%, 1 +2y =3, y =0

Resent :
2

y y=1z P://Dldxdy:/01</;_2y1dx>dy:/01 [x]i”/;ydy:

1+ r4+2y=3 :/01<3—23/—\/§)d3/:[331—112—%]::%

3 x n

Priklad 294. xy =1, xy =4, y=x, t =8

Resent :
2 x 8 4
Y=z P://mxdy:/(/ 1dy)dx+/ (/ Ldy) dz =
Y D 1 1 2 1
4
y=z ? 1 f4 1 2 2
:/ <x——>dx—|—/ (———)dx: [x——ln|:v|} +
y:l 1 X 2 T X 2 1
27 - +3[1n\x|r—2—1n2—1+3(1n8—1n2)—3+1n L
‘ 2 2 2 2.23
12 =5 im3

2

Priklad 295. Urcete plosny obsah rovinného obrazce omezeného osou x a jednim oblou-
kem cykloidy o parametrickych rovnicich z = a(t —sint), y = a(1 — cost).

Resend :

)
y = o(z) Jeden oblouk cykloidy opise bod kruznice, ktera se

kotéli po pifmee y =0, tj. t € (0,2m).
r"/ x
0<xz<2rma
P://Dldmdy:’ 0<y< )

\
2ma p(z) 2mra
:/ </ 1dy>dx:/ o(x)dr =
0 0 0
substituce :

z=2z(t) = a(t —sint) = dz = a(l — cost)dt
y=y(t) = a(l — cost)
x €(0,2ma) = t€(0,2m)

2Ta

= f027r a(l —cost)-a(l — cost)dt =

2

2w 2
=a2/ (1—Cost)2dt:a2/ (1—2008t+0082t> dt:a2[t—281nt] +
0 0 0

2 2 3

1 2t Ak

+a2/ H%dt:cﬁﬂw—k%[t—l—sné } = 21a® + a*n = 3ma®.
0 0

29
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Priklad 296. Urcete plosny obsah rovinného obrazce D omezeného asteroidou

2213 4 y2/3 — 423
P:// ldx dy
D

Pouzijeme transformace do soutadnic :

Resent : y

xr =1cos®p
y = rsin® @

2/3 2/3
. (r cos’ gp) - (r sin® (p) 2 s 23 2

cos®p  —3rcos? psingp
sin® ¢ 3rsin?® pcosp

, J =

‘ = 3rsin® pcos* p + 3rsin? g cos? ¢ =

= 3rsin® ¢ cos? .

27 a 5 a
P:/ (/ 3rsin2<pcos2gpdr> dg0:4/ sin2g00082g0d90-3/ rdr =
0 0 0 0

T . 9 2 us : jus
2 sin” 2¢p reye 2 1 —cos4dyp 3 5 3 5 sin 412

o [ S[] < [F I i ]S
/0 TR /0 2 Pt Tl T

e Urcete plosny obsah rovinného obrazce omezeného uzavienou kiivkou :

2
Priklad 297. <x2 + y2> =a*(2* —y?) (Bernoulliova lemniskita)

Reseni :

T =17Ccosy
e y=rsinp
7{'/,,,,,,,,,,,,,,, , J=r
L
\
AN
\

Yy
== P = ldxdy =
S, JIREE
\/ ’\V,/ v
4 2 2 2

Po dosazeni do zadani dostavame postupné : r* = a ?"2((:052 @ —sin? ©), " = a” cos 2¢p,

3 D
0<r<ay/cos2p = cos2p >0, goE(—g,%>U<£af>-

T a+/cos 2p I r21ay/cos 2 T )
P:4/ </ rdr>d<p:4/ [5} d90:2/ a”cos2pdp =
0 0 0 0 0
o2 [sin22go} i .2
0 |

2
Priklad 298 * (3:2 i 9y2) — 2%y
.

T =TCosy 7"4:7”2C082(,0'§Sing0
T
s . I 1
Resent : P—//Dld:cdy— Y 351““P O§r§§COS2cpsingo
J==r
3 cospsing >0=0<p<m
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1 o2 e
gcos” psing |

T 1 T 29 Leos? gsin
Pz/(/ —Tdr)dgpz—/[r—r ’ wdgpz
0 0 3 3 0 2o
1 (™1 1 2
= 6/0 §cos4<psin2<pdg0: 5—4-2~/02 cos’ p (1 — cos? @) dp =
_ L %(0084 —cos® ) dp = (Wallisova formul _i(?)-l T_o:9d E)—i
~ 27/, 7 ) dip = (Wallisova formule) = o7 {75 5~ 542 °2) ~ 864
n
Priklad 299.*% (2 + %) = 3ary (Descartestv list)
Resent :
Y T =7Ccosy 0<r<r(p)
P://ldxdy: y=rsing | o1 << =
D J=r
P2 () 1 [z
:/ (/ rdr) dgpz—/ r2(p) dep.
—a T ©1 0 2 P1
—a \ Nyni uréime 7r(¢) a dosadime do posledniho integralu.

2 +yd =3ary = rPcos’p+r’sin®p = 3ar’cospsing, takze
3a cos psin m m
r = s O < < -, r 0 =Tr{=-)= 0
() cos3 ¢ + sin® ¢ =¥ =9 (0) <2)
P:1/72r<3agcosgos‘in3g0 >2dg0:9—a2 2 cos? psin? ¢ dp =
2Jo NcosTp+sinte 2 Jo (cos3g0—|—sin3 90>
( citatel a jmenovatel vydélime cos® ¢ )
9a? /72r tg2p dp tgp =u 9a? /°° 3u? p
= . —= o —= u =
R N T
32y ¢ 3 P 3a* [ —1 }C 3a? ( -1 +1>
= —q im u = 1m —_— = —— l1im -
2 Cotoo Jy (ud 4 1)2 2 C—+oo lud + 110 2 C—o+oo \C® 4+ 1
3a?
=2 m
2

Priklad 300. Urcete plosny obsah rovinného obrazce omezeného kiivkami
224+t +ar=0 22+ +42 =0 y=2x, y=0.

Resent :
Y
%+ 2—|—:C—0:><£C—|—1>2+ 2_ 1
Yy - 2 Y71y -1
P4yt +dr=0= (z+2)2+¢y* =4 "
T =TCcosp 5252++22/2++4£C=8:>7’=*20590
— : X Yy xr = _—r = — COs @
P://ldl‘dy: g::smcp —cosp <r < —4cosp -
D

<p< -
7T_<p_47r
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ot

%r —4cos p 1 %7" —4.cos p 1
[ =g [T =g
T —cosp 2 T Teose 2 i

(16 cos? p — cos® <p) dy =

5

15 [iT . 15 [iT14cos2p 15[ sin2p7it
_2#008906190_2/7r ;v 4[“0+2L_
B 15(5 N sin 5 sin27r) 15 <7r 1> _ 15(m +2)
RV 2 ) a\1"2) " 16 .
Priklad 301. Je dana parabolicka usec s tétivou kolmou k ose. Délka tétivy je a,
vyska tusece h, a plosna hustota o = 1. Urcete :
a) moment setrvacnosti isece vzhledem k tétive, b) tézisté usece.
Resent :
Analytické vyjadieni této paraboly bude y — h = pz?.
—4h
Pouzijeme-li bod [g, 0}, pak —h = paz —=p=— =
a

_ 2
y—h—ﬁx.

i
0

[NJis]

2

a) Moment setrvacnosti k tétivé je nyni momentem setrvac¢nosti vzhledem k ose x.
5 hfj—gx
= / ( / e dy> dr =
- 0

Jp = /yzd:cdy:
p 3

1 h— 4% 52 1 [5 4 3 313 412\ 3
o L R B (R e L (R P
3/ 0 3J)_ a? 3 a?

a —
2

D :

nle

o2n3 3 1222 48x% 642 2h3 43 4825 64x77%
TRy A G e G
3 Jo a a ab 3 a? bat 7ab lo
_2h3<a_a 3a_a>_h3a<3_1>_16h3a
- 3\2 2 10 14/ 3 \5 7/ 105 °
M,
b) T = [anT]a Yyr = —
m

a2 h—%xQ
Mz—//ydxdy:/2 (/ ydy) dr = = Z h?a,
D —2 3\ Jo
2h%a 3 3
—57 0 _2p T = [0 —h}
yr %ha 5 ’ )
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Priklad 302. Urcete tézisté rovinné desky omezené kiivkami 22 + y* — 22 = 0,
2% +y* — 4z = 0, je-li plogna hustota o = 10.
Resgent :
P4y —2r=0= (x—1)?+¢* =
4y’ —dr=0= (z —2)? +¢*

T= [IT,O], :ET:#, m=p-P

m:10P:1qw2%4wP —30 \

£ .)
|

kde P= je plocha dané desky

224y > = r>2cosp

x:rcpsg& 22 +9? <dr = r<dcosy
M, = rodxdy = 10zdrdy =| y=rsing ‘ 2cosp <r <4dcosp =
D D J=r T . ™
——<p< =
2 2

3 dcosyp 3 r374cosep 10 3
= 10/ (/ 2 cos godr) de =10 COS - [3] dp = — 56 cos® pdyp =
- 2

g cos ¢ ,% 2cos p 3 ,%
20 3 1120 3-1 =«
= ".56 dp=— - —-=—=170
3 jf R R R
707 7
-3 r— [
T 307 3

Resent :
y
ma® )
T:[xT,O}, m=—"-2ap = a"«ap,
27
« a
e e
T =T7Ccosp 0<r<a o a 7”3 a @
= | y=rsing ’ —a<p<a :Q/ (/ r%:osgodr)dgng[—} -[Singo] =
J=r —« 0 3 1o —a
2 5. 2 asina _[2 asin }
= —pa’sina, Tr = — - T=|-"- ,
3 3 Q 3

Priklad 304. Urcete moment setrvacnosti vzhledem k pocatku soustavy souradnic
homogenni rovinné desky s plosnou hustotou ¢ = k omezené kiivkami
224+t =1, 22 +y* =4

Resent :

y
Jo =k (% +y?) o(x,y) do dy = (2% +y?) do dy =
” o YR o

- . 3
— 1arni d == d d et —]{/‘ .
\ty < (po 4rni soufa nlce) T ar e 5 T
| ]
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4,06(0,27r>, a>0, o=1.

M,
Y r=a(l+cosp) T = [or,0], Tr=--

®2 r(¢)
m = // da;dy—/ (/ 1-7“d7“)d<p:
0
(14-cos @) 1 27 a(1+cos )
_ _ 1 2 _
_/O (/0 rdr)dcp—2/0 HO di

1 2 1 2
:§a2/ (1+Cosg0)2d<p:§a2/ (1+2cosp + cos? p) dp =
0 0

a1 1 2
=50 [g&—l—Zsmgo} +§a2/ Md 7r+a2i:
0

3
2
(1+cos @)
M, = // rxdrdy = polarm souf. / / r cosgpdr) dp =
D 0

1 3
= 5/ cos @-a®(1+cos @) dp = %/ (cos ©+3 cos? p+3 cos® p4-cos? go) dp =
0 0
) ) )
:Zagﬂ-7 [ET:FQ, T:[EG,O]

e Je ddna omezena mnozina D C E, a funkce f(x,y)
a) Nacrtnéte mnozinu D.
b) Ovérte splnéni predpokladu pro pouziti Fubiniovy véty
c¢) Uved'te alespoii dva piiklady mozného fyzikélniho vyznamu daného integrélu.
Uved'te, zda se jednd o hmotnost ( pfi jaké hustoté), staticky moment nebo
moment setrvac¢nosti ( pii jaké hustoté a vzhledem k jakému bodu nebo piimce).

d) Vypocitejte [, f(x,y) dzdy.
306. D je ohranicena kiivkami: x =1, v = > + 2,y =0,y = 2, f(z,y) =y//*

mgproo=1/\/z

c)m proo=y/\/x
d)4\/6—4—§\/§

307. D je ohranicena kiivkami: y = 2%, y = /7,

c)m prog==x

myproo =1

) 2
20
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308. D je ohranicena kiivkami: x =y* z —y —2=0, f(z,y) =y

c)m proo = y>

Mg Proo =y
Jepropo=1
29

d) 22

)60

309. D ={[z,y] €Ey; 2 >0,y < z+2,y>2*}, flz,y)=2x(y+1)

myproo =2(y + 1)
52

d) —

|: c¢)m proo =2x(y+1) ]
3

310. D je ohranicena kiivkami: y = 2x, y = 2/x, x =2, f(z,y) = 2%y

c)m prop=axy
Mg pro o = x>

My Pro o = xy
(ég;zprw:y
d)— —3
)5

311. D je ohranicena kiivkami: y =z, y = 1/x, x =3, f(x,y) =+

312. D ={[z,y] € Ey; 2” +¢y* <4, >0, y >0}, f(z,y) ==y

c)m proo =zxy
Mg Prog = T
My prog =y

d)2

e Urcete plosny obsah P rovinného obrazce D C E, ohraniceného danymi kfivkami :

313. 2 =y* 8x =9 y=>5 [%]

314. y=2%, 2 —y+2=0, =0,z =1 [16—3}

315. z =92 2y =1, x =4y, (zy > 1) [%—lnﬂ
s, Y2 9

316. (43: +§) =y [g]

317 y=Inz, z—y=1, y=—1 [%—2]
x? 8

B18.y= T V= 0 2(x3)]
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e Urcete hmotnost m rovinné desky omezené kiivkami :

319. y = 2%, v — y + 2 = 0, je-li hustota o(z,y) = zy [%]
320. 2* + y* = 2az, je-li o(z,y) = /22 +y%, a>0 [352@3]
32L. z =y 2y =1, 2 =4, jeli o(z,y) = 22 [%}
322. 2 +y* =1, y =0, (y >0), jeli o(z,y) =y H
323. 2 +y*—20 =0, 2° +y*—4r =0, y =2, y =0, je-li hustota o(x,y) v libovolném

bodé rovna vzdalenosti tohoto bodu od pocatku soustavy souradnic. [%\/ﬁ]

e Urcete hmotnost m rovinné desky D pri dané plosné hustoté o(z,y).

324. D ={[z,y] €By; y < +2, y>2*, >0}, olr,y) =1y 6]
325. D= {[r,y] € Bo; x <4, w292 y 2 1)z}, olr,y) =2 5
326. D={[z,y| €Ey; 2* +y* <1, v +y>1}, o(r,y) =y &)

T N — _[L_1
327. y =2z — 327, y=—x, je-li p(x,y) =1 [T_[z’ 5”
328. y =sinz, y =0, z € (0,7), je-li o(x,y) =1 [T: E%H
329. y® =4x +4, y* = —2x + 4, je-li o(z,y) =1 [T: [%’OH
330. I% + y% = ag, x>0, y=>0, je—li Q(ZL‘, y) =1 (jde o ctvrtinu asteroidy lezici v I. kvadrantu,

pouZijte soufadnice = = r cos® p, y=r sin® go) [:L'T =yr = ?jgi]
e Urcete moment setrvacnosti :
331. kruhu o poloméru a vzhledem k jeho tecné, o(x,y) = 1, [Zm“]
332. mnoziny ohranic¢ené elipsou 4z + y? < 1 vzhledem k ose y, o(z,y) = v, [31—0]
333. ¢tvrtiny kruhu o poloméru a vzhledem k jeho ose soumérnosti, o(z,y) = 1,

4

(Zvolte polohu tak, aby osa z byla osou soumérnosti.) [a (7;6_ 2)]

334. ¢tverce o strané a vzhledem k jeho vrcholu, o(z,y) = 1, [%a‘*]

335. ¢asti mezikruzi 2% + y? = 1, 2% + y? = 4, omezeného pifmkami y = z, y = 0

v L. kvadrantu s hustotou o(x,y) = k, (k > 0) vzhledem ke stfedu mezikruzi.
15km
55 )

e Je ddna omezend mnozina D C Ey a funkce f(z,y)
a) Nacrtnéte téleso, jehoz objem bude roven hodnoté spocitaného integralu.
b) Nacrtnéte prumeét télesa do roviny z = 0.
¢) Napiste nazev plochy z = f(z,y).
d) Vypocitejte [[,, f(z,y) dzdy.
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336. D je ohranicena kiivkami: y =z, y =2z, x =2, f(x,y)=x+vy

02

y [ ¢) rovina
3

337. D={[z,y] €EEy; z+y <1, z+1>y >0}, fla,y)=2*+y*

|: c¢) rota¢ni paraboloid

338. D={[z,y] €By; y* —2? <1, 0<2<2,y>0}, flz,y) =y

[ ¢) rovina

339.

|: ¢) vélcové plocha

13
d) =2
)60

340. D={[z,y| € Ey; 2 >0, 2 +y < 2, 2 <y}, flz,y)=xy

V4

d)

|: ¢) hyperbolicky paraboloid
2

341. D = {[z,y] € Ey; 22 +¢y* <9, y >0}, f(z,y) = /9 — 22 — 3?2

¢) kulovd plocha
d) 97

o8
NS

T

pans

]
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