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Resumo

MAESAKA, G. S. Grafos e hipergrafos com cintura e nimero cromatico grandes. 2018.
91f. Dissertacao - Instituto de Matemética e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo,
2018.

A demonstragao feita por Erdds da existéncia de grafos com cintura e nimero cromético grandes
é uma das primeiras aplicagoes do método probabilistico. Essa demonstracao fornece um limite
para o nimero de vértices de um grafo desse tipo, que é exponencial na cintura quando o nimero
cromatico é fixado. O foco deste texto, no entanto, sao as construgoes deterministicas de grafos com
cintura e nimero cromético grandes e os nimeros de vértices dos grafos obtidos. As construgoes
elementares conhecidas nos fornecem apenas grafos com um ntumero Ackermanniano de vértices.

O texto comega com uma breve repeticdo das demonstragoes probabilisticas da existéncia de
grafos e hipergrafos com cintura e nimero cromatico grandes. Depois, a busca por construgoes
deterministicas é motivada apresentando-se algumas construc¢oes para o caso particular de grafos
livres de tridngulo e com ntmero cromatico grande. Sao construidos os grafos de Tutte, Zykov,
Mycielski e Kneser, os grafos de shift e os de planos projetivos finitos. Os nimeros de vértices dessas
construgoes sdo computados e comparados. De fato, a construgao a partir de planos projetivos finitos
tem um ndmero polinomial de vértices.

A parte principal do texto sdo as construgoes de grafos e hipergrafos com cintura e nimero
cromatico grandes. A primeira construcao apresentada foi feita por Kiiz. Ela foi a primeira constru-
¢ao para grafos com cintura e nimero cromatico grandes que nao envolvia hipergrafos. A segunda
construgao apresentada foi feita por NeSetiil e Rodl. Essa construgao antecede a de Kiiz. Ela utiliza
a amalgamacao entre grafos e hipergrafos para obter um hipergrafo uniforme com cintura e niimero
cromatico grandes. A terceira e ultima construcio apresentada foi encontrada por Alon, Kostochka,
Reiniger, West e Zhu. Essa construcao consegue obter hipergrafos uniformes com cintura e niimero
cromético grandes diretamente a partir de um grafo, que é uma certa arvore aumentada. Em particu-
lar, essa construgdo obtém grafos com cintura e niimero cromatico grandes sem envolver hipergrafos.

Os ntimeros de vértices dos hipergrafos obtidos por essas construgoes sao computados e comparados.

Palavras-chave: cintura, nimero croméatico, amélgama, arvore aumentada.
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Abstract

MAESAKA, G. S. Graphs and hypergraphs with high girth and high chromatic number.
2018. 91f. Thesis - Instituto de Matemética e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo,
2018.

The proof by Erd&s of the existence of graphs with high girth and high chromatic number is one
of the first applications of the probabilistic method. This proof gives a bound on the number of
vertices of such graphs, which is exponential on the girth if the chromatic number is fixed. The
focus of this text is however on the deterministic construction of graphs with high girth and high
chromatic number and on the number of vertices of the obtained graphs. The elementary known
constructions can only give us graphs with an Ackermannian number of vertices.

We begin by briefly repeating the probabilistic proofs of the existence of graphs and hyper-
graphs with high girth and high chromatic number. Then we motivate the search for deterministic
constructions of such graphs by showing some constructions for the special case of triangle-free
graphs with high chromatic number. We construct Tutte, Zykov, Mycielski and Kneser graphs, the
shift graphs and graphs built from finite projective planes. We count and compare the number of
vertices of the graphs obtained by each of these constructions. In fact, the construction based on
finite projective planes gives us graphs with a polynomial number of vertices.

The main part of the text consists of constructions of graphs and hypergraphs with high girth
and high chromatic number. The first construction we present is due to Kiiz. This was the first
construction to give graphs with high girth and high chromatic number without using hypergraphs.
The second construction we present is due to NeSetiil and Rodl. This construction precedes the one
by Kiiz. It uses amalgamations between graphs and hypergraphs to obtain uniform hypergraphs
with high girth and high chromatic number. The third and last construction we show was found by
Alon, Kostochka, Reiniger, West and Zhu. This construction manages to build uniform hypergraphs
with high girth and high chromatic number directly from a single graph, which is an augmented-
tree. In particular, it constructs graphs with high girth and high chromatic number without using
hypergraphs. We count and compare the number of vertices of the hypergraphs obtained by these

constructions.

Keywords: girth, chromatic number, amalgamation, augmented tree.
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Capitulo 1

Introducao

A cintura e o numero cromatico de um grafo sdo dois parametros que podem ser utilizados para
se analisar a distribuicao e a densidade de suas arestas. Assim, é interessante entender como eles se

relacionam.

Definigao 1.0.1. Seja G um grafo. A cintura de G, denotada por cin(G), é o menor comprimento
de um circuito de G. O nimero cromdtico de G, denotado por x(G), é o menor inteiro k tal que
existe uma coloracao dos vértices de G com k cores, sem que haja aresta com ambos extremos da

mesma cor.

Um grafo com cintura grande é “esburacado”, enquanto um grafo com nimero cromatico grande
é cheio de conexoes. Mas se fossem pardmetros realmente antagénicos, nao existiriam grafos com
cintura e nimero cromatico grandes. A cintura grande garante uma esparsidade apenas local, que
nao impede conexodes intrincadas que aumentam o nimero cromatico.

Inicialmente, eram conhecidas apenas construgoes de grafos livres de triAngulo e com ndmero
cromético alto. Foi probabilisticamente que se provou a existéncia de grafos e hipergrafos uniformes

com cintura e nimero cromatico grandes [12], [13].

Definigao 1.0.2. Um hipergrafo p-uniforme ou p-grafo ¢ um par (X, M). O conjunto dos vértices X

é um conjunto qualquer. O conjunto das arestas M é tal que
X
M C » ={M C X: |M| = p}.

Um circuito de comprimento ¢ > 2 em um hipergrafo ¢ uma sequéncia de arestas distintas, (e, ez, . .., €s),
tal que para todo i € [¢] = {1,...,¢}, existe z; € e; Ne;y1 (onde e/y1 = e1) e, para quais-
quer i # j € [{], vale que z; # x;. (Figura 1.1 )

A cintura de um hipergrafo é o menor comprimento de um circuito nesse hipergrafo. O ntimero
cromatico de um p-grafo H é o nimero minimo de cores necessarias para se colorir os vértices de H

sem que haja aresta tal que todos seus p vértices tenham a mesma cor.

As demonstragoes probabilisticas garantem a existéncia, mas nao apresentam uma construgao
para grafos e hipergrafos com cintura e nimero cromético grandes. Assim, ainda nao fica claro como
se obter um grafo com essas caracteristicas. A primeira construcao foi encontrada por Lovész [24].
Essa construgao envolve hipergrafos mesmo no caso em que se busca um grafo com cintura e nimero

cromatico grandes. A construcdo de Lovéasz nao serd abordada neste trabalho. Em seu lugar, sera
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Figura 1.1: Um hipergrafo 3-uniforme contendo um circuito de comprimento 2 e outro de comprimento 3.

apresentada a construgao de NeSetfil e Rodl [33]. Essa construgao, seguinte a de Lovasz, é mais
simples, mas também envolve hipergrafos. Ela se baseia na amalgamagao de hipergrafos p-uniformes
e a-partidos, para certos parametros a e p que dependem da uniformidade e do niimero cromético
desejados. A amalgamacao é uma forma de combinar dois hipergrafos para se obter um terceiro. A
amalgamagao entre os hipergrafos H; e Hg “costura” copias disjuntas de Ho. A forma em que as
copias sao costuradas depende de H;. Essa construcao é indutiva no tamanho da cintura.

No entanto, parecem existir grafos mais simples com cintura e ntimero cromético grandes. Isso,
porque é possivel calcular o nimero de vértices do grafo dado pela demonstracao probabilistica para
cada valor de cintura e ntiimero cromético. Esse niimero de vértices é bastante menor que o do grafo
obtido por qualquer uma das construgdes conhecidas até agora para os mesmos valores de cintura
e nimero cromatico.

Possivelmente, bastaria uma construgao para grafos nao envolver hipergrafos para ser mais
simples e ter menos vértices. A construcao de Kiiz [23] foi a primeira a conseguir grafos com cintura
e numero cromatico grandes sem utilizar hipergrafos. Nela, constréi-se primeiro uma familia de
grafos auxiliares. Os grafos dessa familia tém dois parametros, que dependem da cintura e do nimero
cromético desejados. A construcao dessa familia é duplamente indutiva; tem-se uma inducao para
cada um dos pardmetros. Nela, assim como na amalgamacao, sao tomadas varias copias de um grafo
ja obtido por inducao, sendo que o numero de copias tomadas depende de outro grafo também ja
obtido por indugao. Porém essas copias e esse outro grafo nao serao “costurados”, mas apenas unidos
de forma disjunta entre si. A construcao, de fato, do grafo com cintura e ntiimero cromatico desejados
parte de um grafo com cintura grande, mas niimero cromatico insuficiente. Para aumentar o nimero
cromatico, diversas copias desse grafo inicial sdo “inseridas” num certo grafo da familia auxiliar. O
grafo obtido é entao inserido em outro grafo da familia auxiliar até se obter o ntimero cromaético
desejado. Mesmo sem envolver hipergrafos, o nimero de vértices do grafo obtido por essa construgao
para dada cintura e ntimero croméatico também é muito grande.

Tanto a construcao por amalgamacao quanto a de KiiZz envolvem repetir certo procedimento.
Essa natureza indutiva pode ser evitada. Mais recentemente, Alon, Kostochka, Reiniger, West e
Zhu [4] obtiveram uma outra construgao que fornece diretamente, a partir de um grafo auxiliar,
um hipergrafo uniforme com cintura e nimero cromético grandes. Assim, ela também consegue
um grafo com cintura e nimero cromético grandes sem envolver hipergrafos. A familia de grafos
auxiliares é constituida por certas arvores aumentadas que tém 3 paradmetros, que dependem da
uniformidade do hipergrafo, do nimero cromatico e da cintura desejados. A construcao descrita
para a familia auxiliar é duplamente indutiva. Ela também envolve tomar diversas copias de uma
certa arvore aumentada dada por indugdo e combiné-las com outra arvore aumentada dada por
inducao. O numero de vértices do grafo obtido por essa construcao para certos valores de cintura

e numero cromético é também muito grande, quando comparado ao fornecido pela demonstragao
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probabilistica.

Se o grafo procurado deve ter cintura e niimero croméatico maiores que um certo valor z, a ordem
do nimero de vértices dessas construgoes nao é nem linear, nem exponencial ou torre, na verdade,
o numero de vértices é como a fun¢ao de Ackermann. A fungdo de Ackermann é definida recursiva-
mente e possui um parametro segundo o qual se muda de hierarquia, por exemplo, de multiplicagao
para exponenciagao, que é a multiplicagao feita repetidas vezes. As flechas de Knuth sao uma boa
maneira de representar a funcao de Ackermnann; um certo nimero de flechas corresponde a um
certo nivel da hierarquia de Ackermann. Um dos objetivos deste trabalho é mostrar cotas explicitas
para o numero de vértices de cada uma das construgoes. Os resultados obtidos estao resumidos no

seguinte Teorema 1.0.1.

Teorema 1.0.1. Sejam k > 4 e g > 51 inteiros. Chame respectivamente de Kzy 4, de Asj 4 €
de Ta kg 05 grafos obtidos pelas construgoes de KviZ, por amalgamagdao e por drvores aumentadas

com cintura maior que g e numero cromdtico pelo menos k. Vale que

2 pllog291 (K 4 8) > | Kzpy| > 2 tloga g1 (k — 1),
B —1)19 (4h+2) > |kl > (517 (k-1
(k=1)1%71 (65 +1) > |Topyl = 2tlomlomblok 1),

Outro objetivo deste trabalho é descrever em detalhes essas construcoes de grafos e hipergrafos
com cintura e nimero cromético grandes. As construcoes estao ordenadas da seguinte forma. No
Capitulo 3, sao apresentadas construgoes de grafos livres de tridngulos e com niimero cromatico
grande, algumas bastante conhecidas. Sao apresentados os grafos de Tutte [37], Zykov [39], Myci-
elski [28], Kneser [19], os grafos de shift de Erdés e Hajnal [15] e os grafos de planos projetivos
finitos [11]. Para cada uma dessas construgoes, analisa-se seu namero de vértices.

No Capitulo 4, é descrita a construgao de Kiiz para grafos de cintura e nimero cromatico
grandes, que nao envolve hipergrafos. Primeiro se constréi a familia de grafos auxiliares. Utilizando
os grafos dessa familia, constroem-se os grafos de K¥iz. Em seguida, calculam-se uma cota superior
e uma inferior para seu nimero de vértices.

No Capitulo 5, é descrita a construgao de Negetfil e Rodl, que utiliza a amalgamagao de hi-
pergrafos. Primeiro se define a amalgamacao. Depois é descrita a construcao dos hipergrafos com
cintura e nimero cromético grandes. Por tltimo, sdo calculadas uma cota inferior e uma superior
para o numero de vértices do hipergrafo obtido.

No Capitulo 6, apresenta-se a construgdo de Alon, Kostochka, Reiniger, West e Zhu que utiliza
arvores aumentadas. Primeiro certas arvores aumentadas sao construidas. Depois elas sao utilizadas
para a construgao de hipergrafos com cintura e ntimero cromatico grandes. Segue uma cota superior
para numero de vértices dessa construcao. Para se obter uma cota inferior, sao definidos outros grafos
auxiliares. Eles sao parecidos com arvores aumentadas; seus vértices também se baseam nos vértices
uma arvore. A altura minima da arvore de um desses grafos esté relacionada & altura minima de uma
arvore aumentada. O ntimero de vértices do hipergrafo com cintura e ntimero cromético grandes
obtido a partir de certa arvore aumentada pode ser determinado a partir do nimero de vértices
dessa arvore aumentada. Assim, calcula-se uma cota para a altura minima das arvores desses outros
grafos auxiliares.

Vale uma tltima observagao sobre grafos de cintura e ntimero cromatico grandes. Esses grafos
estao relacionados com grafos expansores, que sao relevantes para as teorias de algoritmos e de com-

plexidade. Existem diferentes parametros utilizados para se caracterizar um grafo expansor. Num
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sentido geral, sdo grafos esparsos, mas altamente conexos. Lubotzky, Phillips e Sarnak [26] encon-
traram uma construgao com nimero polinomial de vértices para grafos expansores. Essa construgao
é resultado de uma combinacao de teoria dos ntimeros com andlise harmoénica e teoria algébrica
dos grafos. Os grafos obtidos sdo certos grafos de Cayley. Eles sao grafos regulares e tém méxima
conectividade segundo certo parametro. Grafos regulares que sdo expansores 6timos sdo chamados
de grafos de Ramanujan. Além disso, prova-se que esses grafos tém cintura e niimero cromatico
grandes. Essa construcao nao é elementar no sentido em que é preciso determinar um certo grupo
e um certo conjunto de geradores desse grupo para se obter o grafo de Cayley desejado, em vez de
se ter uma descrigao estrutural da construcao. Este trabalho nao apresenta essa construcao; grafos
expansores ¢ um assunto bastante vasto e um leitor interessado pode consultar [18] para saber mais
sobre eles. Por fim, observa-se que ainda nao é conhecida uma generalizagao dessa construcao para
hipergrafos. De fato, nao se tem nenhuma construcao explicita de hipergrafos com cintura e namero

cromético grandes com poucos vértices.



Capitulo 2
Consideracoes iniciais

Um fato muito conhecido é que proibir circuitos de comprimento impar num grafo garante que
seu nimero cromético é no méximo 2. Circuitos impares sao subgrafos que nao tém um tamanho
fixo; podem ter muitos vértices. Pode ser questionado se, para algum inteiro positivo g, existiria
alguma estrutura com até g vértices cuja proibigao restringisse o ntimero cromético de G. Ou ainda,
sendo n o numero de vértices de GG, se proibir alguma estrutura com até g(n) vértices poderia
garantir namero cromatico pequeno.

Um grafo H com até g vértices que nao seja uma arvore tem certamente cin(H) < g. Se um
grafo nao contém circuitos, ele ¢ uma arvore e sua cintura ¢ dita infinita. Entao, se cin(G) > ¢, o
grafo H nao pode estar contido em G. Dessa forma, proibir todos subgrafos que nao sejam arvores
e que tenham até certo tamanho pode ser convertido em analisar grafos de cintura grande. Com
relagdo a proibir uma dada arvore T de até g vértices, pode-se mostrar que isso limita o ntamero

cromatico.
Proposicao 2.0.1. Se T' é uma drvore com g vértices e T ¢ G, entao x(G) < g — 1.

Ideia da demonstracao. Seja n o numero de vértices de G. Faga uma indugao em n. Quando n = g,
tem-se que G # K, sendo conteria 7. Entao G C K, — {u, v}, onde {u,v} é uma aresta de K.
Tome uma coloragdo ¢ dos vértices de G com cores em [g — 1] tal que ¢(u) = ¢(v) e que, para
cada um dos demais vértices, ¢ dada uma cor distinta; ela é propria. Para G com n + 1 vértices,
considere um subgrafo maximal 77 C T que esteja em G. Sera encontrado um vértice de grau
pequeno em G. O grau de um vértice v em G serd denotado dg(v). Deve existir um vértice v
em 7" tal que dr(v) > dg+(v). Como T é subgrafo maximal, todos vizinhos de v em G devem estar
contidos em T”. Dessa forma, dg(v) < g — 2. Removendo v, aplica-se a hipotese de indugao para
conseguir uma coloragdo com g — 1 cores. Alguma dessas cores podera ser atribuida a v, pois ele

possui no méaximo g — 2 vizinhos. ]

Se um grafo tem cintura maior que g, entao ele se parece localmente com uma &arvore, pois a
partir de qualquer vértice, num raio de g/2 — 1 arestas, nao hé circuito. Uma arvore tem ntimero
cromatico 2. Seria possivel um grafo com cintura grande ter nimero cromético grande também? Essa
pergunta ja foi bastante estudada e exemplos de grafos com cintura e nimero cromatico grandes
aparecem em diversos contextos em Combinatoéria. Foi uma pergunta que serviu e ainda serve como
motivac¢ao para o desenvolvimento da area. Por isso, Nesetfil [31] considera o problema classico.

Define-se a familia de hipergrafos que seré alvo do estudo.
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Definigao 2.0.1. Dados p > 2, k > 1 e g > 2 inteiros, denote por G, 4 0 conjunto de p-grafos tal

que H € Gp 4 se e somente se

Quando p = 2, as vezes serd omitido o indice p; usa-se que Go k. g = Gg g

2.1 Demonstracoes probabilisticas

A primeira demonstracao de que existiam grafos em Gy, 4, para quaisquer £ > 1 e g > 2, foi
feita por Erdds, utilizando o método probabilistico, num momento em que estudava nimeros de
Ramsey [12].

Para p e ¢ inteiros positivos, o nimero de Ramsey R(p,q) é o menor inteiro tal que qualquer
grafo com R(p, q) vértices contera um grafo completo com p vértices ou um conjunto independente
de tamanho ¢. Assim, se R(3,q) > n, com n = n(q), entdo existe algum grafo G com n vértices
que é livre de triAngulos e que ndo tem nenhum conjunto independente de tamanho ¢g. O nidmero
de independéncia, denotado por a(G), é o maior tamanho de um conjunto independente de G. Ja

que, numa coloracao dos vértices, cada cor define um conjunto independente, tem-se a relagao

n

X(G) > a(G)’

Ela permite concluir que, para o grafo G mencionado acima, vale que x(G) > n/q. Assim, se valer
que R(3,q) > n(q) e lim;,o, n(q)/q — 00, prova-se a existéncia de grafos livres de tridngulos e com
nimero cromatico tao grande quanto se queira.

Para os casos em que g > 3, nao apenas o grafo completo de 3 vértices é proibido, portanto é
preciso definir um outro nimero, semelhante ao ntimero de Ramsey. O valor h(g, ¢) é o menor inteiro
tal que qualquer grafo com h(g, q) vértices ou contém algum circuito de comprimento menor que ou
igual a g ou contém um conjunto independente de tamanho q. Foi nesse contexto que se demonstrou,
pela primeira vez, o Teorema 2.1.1 que, aqui, é enunciado como em [8]. No Teorema 2.1.1 e no

decorrer do texto, dado um grafo G, o seu namero de vértices é denotado por |G|.
Teorema 2.1.1. Dados inteiros k > 2 e g > 3, existe um grafo G € Gy 41 e |G| = k9.

Ideia da Demonstrag¢do. A demonstragao deste teorema considera o espago de probabilidade G(n, p)
dos grafos com n vértices tais que cada aresta ocorre independentemente com probabilidade p.
Assim, um grafo com m arestas tem probabilidade p™ (1 — p)(g)_m. Toma-se n = k39 e p = 2k?/n.

Para a = 297'k2972, calcula-se a probabilidade de um grafo ter até a circuitos de comprimento
menor que ou igual a g — 1. Esse valor deve ser maior que 1/2. Depois, calcula-se a probabilidade
de todo subconjunto dos vértices de tamanho s = n/k induzir pelo menos a + 1 arestas. Essa
probabilidade também deve ser maior que 1/2.

Assim, a probabilidade da intersec¢ao serd maior que 0 e, portanto, existira algum grafo G’
com até a circuitos de comprimento no maximo g — 1 e tal que todo subconjunto de tamanho s
induz pelo menos a + 1 arestas. Apagando uma aresta de cada circuito pequeno, no maximo a

arestas serao removidas, de forma que todo subconjunto de tamanho s ainda deve induzir pelo



2.1 DEMONSTRACOES PROBABILISTICAS 7

menos uma aresta. Consegue-se um outro grafo G, com cin(G) > g — 1 e o(G) < s. Portanto,
tem-se x(G) > n/s = k. O

Existe outra forma de utilizar o método probabilistico e provar que existe um grafo em Gy, 4,
que pode ser lida em [5]. Nessa outra demonstragio, procura-se um grafo G’ que deve ter duas
propriedades. A primeira é que G’ tem até |G’|/2 circuitos de comprimento no maximo g. A segunda
é que o(G’) é no maximo uma certa fun¢ao f(|G’|). Escolhe-se certo valor para p e prova-se que
a probabilidade de G’ ¢é positiva, de modo que ele ¢ encontrado. A partir de G’, constroi-se G
removendo um vértice de cada circuito pequeno. Tem-se a(G) < «(G') < f(|G'|). Assim, vale
que X(G) > |G|/a(G) > |G'|/(2f(|G'])). Por fim, prova-se que para |G’| suficientemente grande,
tem-se x(G) > |G'/(2f(IG"])) = k.

As demonstragoes probabilisticas garantem a existéncia de grafos em Gy, 4, respondendo negati-
vamente & questao de se existiria algum subgrafo com um niimero limitado de vértices cuja proibigao
limita superiormente o niimero cromético. Porém essas demonstragoes nao apresentam uma cons-
trucao para tais grafos em Gy ,. A primeira construgao encontrada precisou utilizar hipergrafos e,
na verdade, construiu para qualquer p > 2, um p-grafo com cintura e ntimero cromatico grandes.

Antes dessa construgao, a existéncia de hipergrafos uniformes com cintura e nimero cromético

grandes também ja havia sido garantida por Erdés e Hajnal [13], utilizando o método probabilistico.
Teorema 2.1.2. Parap > 2, k> 1 e g > 2 inteiros, existe um p-grafo em G, 4.

Ideia da Demonstragao. Nesetfil e Rodl apresentam uma demonstragao para esse teorema em [29].
Primeiro, prova-se que para todos p > 3, £ > 3 e € > 0 existe um inteiro ng(p, ¢, ) tal que para

todo n > ng, existe um p-grafo H(n,p, ¥, &) = (X, M) com as seguintes caracteristicas.

1. | X|=mn;
2. |M| = [n!*];
3. cin(H) > .

Um hipergrafo H(n,p,¢,e) é obtido sorteando-se uniformemente um hipergrafo H dentre todos p-
grafos com n vértices e 2[n!T¢] arestas. Calcula-se a esperanga do ntimero de circuitos menores que
¢, que é o(n). Assim, a probabilidade de H ter mais que [n!T¢] circuitos menores que £ tende a
0, quando n — co. Para n grande, existe 7 com no maximo [n!'*¢] circuitos pequenos. Apagando
uma aresta para cada circuito, obtém-se H(n,p, ¥, ¢€).

Agora tome H(n, (p—1)(k—1)+1,9+1, 5) = (Xo, My). O p-grafo em G, 1, , que sera encontrado
terd cada uma de suas arestas contida em uma aresta distinta de M. Dessa forma, sua cintura

também serd pelo menos g+1. Mais especificamente, busca-se um grafo em G, ;. , dentro do conjunto

G = {Q = (Xo,N): G é p-grafo e

Nﬁ(l\;)‘:lparatodoMeMo}.

O tamanho desse conjunto é

G| =a™"1, onde a = <(p “Dk-D 1>7
p
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pois uma escolha de p vértices para uma dada aresta de Mg nao impossibilita nenhuma escolha de p
vértices em outra aresta. Se um mesmo conjunto de p vértices pudesse ser escolhido a partir de duas
arestas distintas de M, haveria um circuito de comprimento 2 em H(n, (p—1)(k—1)+1,9+1,¢).

Para verificar que existe G € G com nimero cromatico pelo menos k, veja que para toda
coloragao de Xy com até k — 1 cores, cada aresta de My terd pelo menos p vértices da mesma
cor. Portanto, o nimero de p-grafos em G para os quais uma dessa coloragdes é propria é no
méximo (a — 1)/ 1. O nimero de coloragdes com até k — 1 cores é (k — 1)". Dessa forma, no
méaximo (k—1)"-(a— 1)[”1+ﬂ hipergrafos em G tém alguma coloragao propria com até k — 1 cores.
Para n grande, |G| = a1 > (k — 1)" - (a — 1)[*" 1. Assim, existe p-grafo G € G que nao pode

ser colorido com k£ — 1 cores. Dessa forma, G € G, 1. 4. O

2.2 Contando o niimero de vértices

Nos proximos capitulos, serdo descritas construcoes de grafos e hipergrafos com cintura e nimero
cromético grandes. Ainda nao se conhece uma construgao de um grafo em Gi , que seja elementar
e tenha nimero de vértices da ordem de k39, como dado pelo Teorema 2.1.1. Para o caso geral, ndo
se conhece nenhuma construgao de um hipergrafo em G, , com poucos vértices. Quando se quer
cintura e nimero cromatico maiores que x, os nameros de vértices dessas construcoes em relagao
a x sdo como a fungdo de Ackermann em certo sentido, que sera descrito a seguir. Define-se a fungéo
de Ackermann [1].

Definigao 2.2.1. Sejam a > 0, b > 0 e n > 0 inteiros. A fungdo de Ackermann ¢(a,b,n) é dada

pelas seguintes propriedades,

a+b, paran =20
0, n=1leb=0
p(a,b,n) =41, n=2eb=0
a, n>2eb=0
ola,p(a,b—1,n),n—1), n>0eb>0.

Quando n = 0, a fungdo de Ackermann é a soma, ¢(a,b,0) = a +b. Quando n = 1, é a
multiplicacdo, ¢(a,b,1) = ab, que é uma repeticdo de somas. Para n = 2, tem-se o(a,b,2) = a’,
que é uma repeticao de multiplicagoes. Para n = 3, tem-se

pla,b,3) = pla,p(a,b - 1,3),2) = a? @71 =g .
b+1
Para um certo valor de n, a funcdo de Ackermann com pardmetro n é a funcdo de Ackermann
com parametro n — 1 aplicada repetidas vezes. A notacao de flechas de Knuth [20] é uma forma

conveniente de se denotar a func¢ao correspondente a n, para todo n.
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Definicao 2.2.2. Para inteiros a, b e n, com b, n > 0, tem-se

ab, n=20
at"b=11, n>1leb=0
at" (@t (b—1)), n>1leb>1.

Quando n = 0 a operacao 1 é a multiplicacio. Para n = 1, tem-se a exponenciacao. Para n > 2,

b

assim como a exponenciagdo a’ é a multiplicagdo de uma quantidade b de fatores iguais a a, a

operacao a 1™ b é a operacao 1" ! aplicada a uma quantidade b de fatores iguais a a,

at"b=at" (a1 (.. 1" a). ).
#a=b

Quando descrita utilizando-se as flechas de Knuth, a funcao de Ackermann com pardmetron > 1
tera forma x 177! y, para certos x e y que dependem de a, b e n. Existem outras funcoes que também
sdo chamadas de funcéo de Ackermann. Isso, porque essas fungoes também tém um parametro m
segundo o qual podem ser representadas por algo da forma ' 1 3.

Define-se a fungdo de Ackermann em 2 parametros de Péter [34] e Robinson [35].

Definigao 2.2.3. A fungao de Ackermann em 2 parametros A(m,n) é descrita da seguinte forma.

n—+1, m =20
A(m,n) = A(m —1,1), m>0en=0
A(m —1,A(m,n—1)), m>0en>0.

Seré provado que essa funcao passa da soma para a multiplicacao e assim por diante, segundo

o parametro m.
Proposicao 2.2.1. Vale que A(1,n) =n+2 e, para m > 2, tem-se A(m,n) = 21™2 (n+3) — 3.

Demonstrag¢ao. Para mostrar que A(1,n) = n + 2, faca uma indugdo em n. Tem-se
A(1,0) = A(0,1) = 2.
Seja n > 0, suponha que A(1,n) = n + 2. Calcule
A(l,n+1) = A(0,A(1,n)) = A(l,n) + 1 =n+3.

Para m > 2, quer-se provar A(m,n) =2 1"~ 2 (n + 3) — 3. Faga uma indugdo em m. No caso base,

para qualquer n > 0, é preciso que A(2,n) = 2(n+3) —3 = 2n+ 3. Faga uma indugao em n. Tem-se
A(2,0) = A(1,1) = A(0, A(1,0)) = A(0,2) = 3.
Seja n > 0 e suponha que A(2,n) = 2n + 3. Tem-se

A2,n+1)=A(1,A2,n)) = A2,n)+2=2(n+1)+ 3.
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Para o passo da indugdo em m, seja m > 2 e suponha que A(m,n) =212 (n + 3) — 3 para
todo n > 0. Para calcular A(m + 1,n), faga uma indu¢ao em n. Tem-se
Alm+1,0) = A(m,1) =21""24-3=21""2(212) -3
=21"72 (29771 2) =3 =29"""3-3.

Seja n > 0 e suponha que A(m + 1,n) =2 1™~ ! (n + 3) — 3. Tem-se

Am+1,n+1) = A(m, A(m +1,n)) = A(m,21™ " (n +3) - 3)
=212 (21" (n+3)=34+3)-3=21"" (n+4) -3,

completando a demonstragao. O

Os ntimeros de vértices das construgoes que serao vistas serao Ackermannianos no seguinte
sentido. Para cada uma delas, se o hipergrafo obtido tem cintura e ntimero cromaético maiores
que z, entao tanto a cota superior quanto a inferior para o nimero de vértices sado fungdes com um

ntmero de flechas de Knuth que depende de x.



Capitulo 3

Grafos sem triangulos com nitimero

cromatico grande

As primeiras construgoes consideravam a versao do problema para grafos e o menor caso nao
trivial da cintura, g = 3. Assim, buscava-se uma construgdo que, para qualquer k inteiro positivo,
fornecesse um grafo livre de tridngulos e com ntmero cromatico pelo menos k. Neste capitulo, sao

apresentadas diversas construgoes para esses grafos.

3.1 O grafo de Tutte

A construgao de Tutte [37] para T}, € G 3 é indutiva em k e, na realidade, os grafos construidos
sao tais que cin(Ty) > 6. Para k = 1, tome T} o grafo constituido de um tnico vértice. Tendo
construido Ty, para construir Tk 1, tome um conjunto independente A de tamanho k(|Tj| — 1) + 1.
Agora, para cada subconjunto 4; C A com |4;| = |T}|, tome uma copia T} de T e faga um
emparelhamento perfeito entre os vértices dessa copia e os vértices de A;. Esse grafo serd Tjyq
(Figura 3.1).

T 15 15

Al Ag
As

Figura 3.1: Construcao de Tutte.

O namero cromatico x(Tx+1) € igual a k + 1. De fato, k + 1 cores s@o suficientes para uma
coloracao propria dos vértices de Tj41, pois cada T,ﬁ pode ser colorido propriamente com as cores
em [k] e, como A é independente, ele pode ser todo colorido com a cor k + 1. Para verificar
que x(Tk+1) > k + 1, tome uma coloragao arbitraria com k cores e mostre que existe uma aresta
monocromatica. Como |A| = k(|Tk| — 1) + 1, pelo principio da casa dos pombos, uma das cores foi
atribuida a pelo menos |7} | vértices de A. Seja A;, esse conjunto monocromatico de tamanho |7}].
Ao conjunto A;,, estd associada a copia T,io. Se a coloracao de T éo é propria, entdo as k cores foram

utilizadas por hipdtese de inducao. Mas se algum vértice de TZO utiliza a cor de 4;,, entao alguma

11
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aresta do emparelhamento terd ambos extremos da mesma cor. Portanto, o niimero cromético do
grafo construido é pelo menos k + 1.

Agora, considere um circuito desse grafo. Se ele estiver contido numa copia de T}, sabe-se por
inducao que seu comprimento é pelo menos 6. Sendo, ele deve conter um vértice v; € A. Desse
vértice, saem duas arestas do circuito vix1 € vixe. Como as arestas que incidem em A sdo arestas
de algum emparelhamento perfeito entre certo A; e uma copia T7, entdo x1 e x5 pertencem a copias
distintas T,? eT ,22 ev; € A;; NA;,. Como as copias de T}, sao disjuntas, é preciso que o circuito
contenha pelo menos outro vértice vo € A. Qualquer vértice numa copia de T envia exatamente
uma aresta para o conjunto A, entdao tem-se no minimo mais duas arestas xox1 e rox3, uma em T,il
e outra em T,?, para que se possa atingir novamente um vértice em A. Assim, num menor circuito,
tem-se que vy € A;; N A;,, e as arestas xove e x3vy fazem parte dos respectivos emparelhamentos
(Figura 3.2).

Ty Ty

T1_ To T2 I3

Figura 3.2: Os grafos de Tutte tem cintura pelo menos 6.

Denote por |Ty| o namero de vértices de T). Entao tem-se que |T| satisfaz a recorréncia

E(JTx| — 1) +1
il = k(175 = 1) + 1zl (TFH D51 2 g
||
Assim, essa construgao possui mais vértices que o valor polinomial garantido pela demonstragao
probabilistica. O valor |Tj1| serd comparado com o tamanho das demais construgoes. Sera visto
que o grafo de Tutte em G, 3 tem mais vértices que o grafo de Zykov em Gy, 3, que é apresentado a

seguir.

3.2 O grafo de Zykov

A construcao de Zykov [39] para Zj, € Gj 3 é indutiva. Para k = 1, defina Z; como o grafo com
um tnico vértice. Seja k > 1 e suponha que Zj, € Gy, 3 foi construido. Para construir Zj 3, tome k
copias disjuntas de Zj, e tome um conjunto independente de vértices A de tamanho |Z, k]k Considere
todos os conjuntos de vértices {x1,...,zx} tal que cada vértice x;, com i € [k], pertence a uma
copia distinta de Zi. O nimero de conjuntos dessa forma é ]Zk]k , entdo para cada vértice v € A,
associe um conjunto {z1,...,z;} adicionando as arestas entre v e cada x; (Figura 3.3).

O grafo Zp,1 é livre de tridngulos. Dado que A é independente, os vizinhos de um vértice v
em A estdao em copias de Z. Além disso, v ndo envia mais de uma aresta para uma mesma copia,
de modo que quaisquer dois de seus vizinhos x1 e xo estdo em copias distintas de Z;. Como as
copias de Zp sdo disjuntas, entdo x1 e r2 nao estdo conectados. Assim, os vértices de A néo fazem
parte de nenhum tridngulo. Por outro lado, por hip6tese de indugdao, nenhuma cépia de 7 contém

tridngulo.
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I Ia

v

Figura 3.3: Construgao de Zykov.

O numero cromatico de Zy1 é k+ 1. Suponha por contradi¢ao que existe uma coloracao propria
de Zj41 com k cores. Cada copia de Zj deve usar todas as k cores por hipotese de indugao. Tome x;,
com i € [k], um vértice em cada uma das k copias de Zj e tais que a cor de z; seja i. Existe um
vértice v € A que estd associado ao conjunto {z1,...,xx} e, portanto, é adjacente a cada z; do
conjunto. Como v foi colorido com alguma das k cores, existe uma aresta monocromatica, uma
contradigao. Por outro lado, k£ + 1 cores sao suficientes. Basta colorir cada copia de Zj com as cores
em [k] usando a hipotese de indugao e usar a cor k + 1 para os vértices em A.

Denote por | Zi| o namero de vértices de Z. O nimero de vértices dessa construgao ¢ dado pela

recorréncia

| Zyia| = | Z3|" + k| Z|
> k| Zu| > K.

Assim, o nimero de vértices nao é polinomial em k. Porém, tem-se que o ntimero de vértices dessa
construcao é menor que o da construcao de Tutte.

Retomando a recorréncia de Tutte, tem-se

k(T — 1)+ 1
\Tk+1|:k<|Tk—1>+1+|Tk\((' b= 1) )

| T |

1 | T |
> k|Ty| — k + 1+ | T |k/Tx <1 - ) .

T
Comparando com a recorréncia de |Zg|, como —k + 1 + kI Tk (1 — W) * > 0, para k > 3, basta

mostrar que

1 | Ty
(1T = 1)k (1 _ w) >,

para concluir que a quantidade de vértices do grafo de Tutte é maior que a do grafo de Zykov.

. . x — ~ Py
Em termos gerais, como lim,_, (1 — %) = e~ entdo se |T}| é grande, vale que

1 |Tk‘
(T3] — 1)k!Ts! (1 — ) > Tl
||
Além disso, quando b > a > 3, vale que a® > b®. Entdo kITkl > |Tk\k.
O ntmero minimo de vértices de um Gz 3 € 5, porque nao pode ser bipartido e o menor circuto
fmpar, que nao o triangulo, ¢ o C5. O grafo Z3 tem 8 vértices. Com relacao ao menor grafo em Gy 3,
Chvatal [10] provou que o menor nimero de vértices é 11 e que o grafo que o satisfaz é tnico, o

grafo de Grotzsch. O grafo Z; tem 536 vértices, mas o grafo de Mycielski em G4 3 serd o grafo de
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Grétzsch, como seré visto a seguir.

3.3 O grafo de Mycielski

A construgao do grafo de Mycielski [28] também é indutiva em k. Denote por My o grafo de
Myecielski em Gy, 3. Defina M7 como grafo de um tnico vértice; a construcao se inicia com My = K.
Tendo construido My, para obter My, 1, tome uma copia de My, e, para cada vértice v € V (M),
tome um novo vértice v’. O vértice v’ sera chamado de vértice irmao de v. Seja N(v) o conjunto
dos vizinhos de v na copia de Mj. Adicione todas as arestas entre v’ e N(v). Por enquanto, v e seu
vértice irmao v’ compartilham os mesmos vizinhos, todos na copia de M}. Enfim adicione um novo

vértice w e ligue-o a todos os vértices irmaos. Esse grafo é My (Figura 3.4).

My

M, My M;

BEREVAE o
o

Figura 3.4: Construcao de Mycielski. Tem-se que Mz € Cs e que My € o grafo de Grétzsch.

O grafo construido ndo contém tridngulos. Se houvesse algum, ele nao poderia conter o vértice w,
ja que seus vizinhos sao os vértices irmaos e nao ha arestas entre vértices irmaos. Esse tridngulo
também nao poderia conter nenhum vértice irmao v’, pois a vizinhanca de v/, exceto w, é a mesma de
algum vértice v da copia de M} e uma aresta nessa vizinhanca também determinaria um tridngulo
em M. Por fim, o tridngulo ndo pode ter apenas vértices da copia de My por hipotese.

E vale que x(Mg+1) = k + 1. Suponha por contradigdo que existe uma coloragado propria
de V(Mp41) com as cores em [k]. Entao a cor de w nao pode ter sido atribuida a nenhum vér-
tice irméo, sem perda de generalidade essa cor é k. Pela hipotese de inducdo, todas as k cores foram
utilizadas para colorir os vértices da copia de Mj. Defina, entdo, uma coloracao de M} que seja
igual a coloracao da copia de My, exceto pelos vértices v da copia que receberam a cor k. A nova
coloragao troca a cor de v pela cor de seu irmao v’. Essa coloragao de My deve ser propria, basta
verificar que a cor de v’ nao pode ser igual a cor de nenhum vizinho de v em Mj. De fato, esses
vizinhos constituem N (v) que, por construgao, também séo vizinhos de v'. Dessa forma, consegue-se
uma coloragao propria de My com k—1 cores, o que é uma contradi¢ao. Por outro lado, é simples ver
que k + 1 cores sao suficientes para uma coloragao propria. Primeiro, tome uma coloragao propria
da copia de M} com k cores, que existe por hipétese. Depois, para cada vértice da copia, pinte seu
irm&o com a mesma cor. Por fim, atribua uma cor nova a w.

Essa construgao, de fato, produz muito menos vértices que a de Tutte ou a de Zykov. Tem-se
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que

‘Mk+1‘ = 2‘Mk‘ + 1
=124+ 2P 2 Lol = 2k okt g,

a quantidade é exponencial em k.

3.4 Os grafos de shift

Outra construcao de Gy, 3 é dada pelos grafos de shift [15]. O ntmero de vértices dessa construgao
também é exponencial em k, mas ela nao é indutiva.

Para n > 3, o grafo de shift S,, tem como vértices as duplas (i,7) com 1 < i < j < n. Um
par {(i,7), (k,1)} de vértices forma uma aresta se j = k (Figura 3.5).

[ ]
(1,2) (1,3) (1L,4) (L5) (2,3) (2,4) (2,5) (3,4) (3,5) (4,5)

Figura 3.5: O grafo S5 tem nimero cromdtico 3.

Percebe-se que S, nao contém triangulos. Se ((7,j), (j,k), (k,1)) determinasse um triangulo,
seria preciso que i < j < k <l ao mesmo tempo em que {(7,j), (k,1)} ou {(k,1), (i,)} sdo arestas.
Se algum desses pares fosse aresta, entdao j = k ou [ = i, que é uma contradi¢ao. Sobre o niimero

cromatico dos grafos de shift, serd provado o seguinte resultado.
Proposicao 3.4.1. Para todo n > 3, tem-se x(Sp) = [logy n].

Demonstrag¢ao. Para essa demonstracao, define-se para certo digrafo G, o seu grafo linha L(G).
O conjunto de vértices de L(G) é o conjunto de arcos de G. Uma dupla {(7, ), (k,1)} de vértices
de L(G) formam uma aresta se j = k. Assim, uma aresta em L(G) corresponde a um caminho
orientado de tamanho 2 em G.

Repare que, dado um K, orientado transitivamente, i.e., com vértices {1,...,n} e arcos (i, j)
para todo i < j € [n], seu grafo linha é L(K,) = S,,. Para qualquer digrafo G, tem-se x(L(G)) >
[logy X(G)]. Para ver isso, seja k = x(L(G)) e considere uma coloragao propria de L(G) com k
cores. Entdo, considerando G, foi definida uma coloragdo dos arcos de G. Nessa coloragao, para
todo vértice v € V(G), a cor de qualquer arco que entra em v é diferente da cor de qualquer
arco que sai de v. Atribua a cada v € V(G) o conjunto A, das cores dos arcos que saem de v.
Os conjuntos A, sao cores e essa coloragao de V(G) é propria. Para qualquer aresta (u,v), vale
que A, # Ay, uma vez que a cor de (u,v) deve estar contida em A,, mas nao pode estar contida
em A,. Além disso, essa coloracao usa no méaximo 2% cores, portanto, 2X(4() > x(G).

Por outro lado, consegue-se colorir propriamente L(K,,) com k = [logy n| cores. Considere o K,
orientado e todos os subconjuntos de [k]. O ntimero de subconjuntos de [k] é 2¥ > n. A cada vértice

de K, serad associado um subconjunto. Ao vértice 1, associe o subconjunto que contém todos os
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elementos; ele sera A;. Ao vértice 2, associe um subconjunto de k — 1 elementos; ele sera As. Siga,
na ordem dos vértices, atribuindo a cada um, um maior subconjunto que ainda nao foi associado a
nenhum vértice.

Colorir L(K,) propriamente é o mesmo que colorir os arcos de K, sem que exista caminho
orientado de tamanho 2 monocroméatico. Assim, os arcos de K, serao coloridos conforme os con-
juntos que foram associados aos seus extremos. Um arco que saia de v € [n] ird receber uma cor
de A,. Além disso, todos os arcos que entram em v receberdo uma cor que nao esta contida em A,,.
Seja (u,v) um arco de K,,. Como u < v, o conjunto A4, foi atribuido antes de A,, portanto vale
que |Ay| > |Ay|. Se |Ay| > |Ay|, existe cor em A, \ Ay; se |Ay| = |4y, como sao distintos, também
existe cor em A, \ A,. Atribua a (u,v) uma cor de A, \ A,. Faca isso para todo arco que entra em v.
Qualquer cor de A, ainda pode ser utilizada para colorir as arestas que saem de v sem criar caminho
orientado de comprimento 2 monocromatico. Escolha outro vértice e repita o procedimento para

todas as arestas que entram nele. Tem-se uma coloragao propria de L(K,,) com [logyn]| cores. [

Um grafo de shift S, ¢ um Gi 3 quando [loggn| > k. Dessa forma, para n = 2k=1 1 1, vale

que Sy, € Gi 3. O nimero de vértices desse grafo ¢

2k=1 41
|Ser | = ( 2—1— ) _ 923 | gk—2

Para o grafo de Mycielski, tem-se |Mj| = 2F=1 + 28=2 — 1. Portanto, para k > 2, o grafo de shift

em Gy, 3 tem mais vértices que o de Mycielski.

3.5 O grafo de Kneser

Kneser [19] estudava os subconjuntos de [n] de tamanho ¢ quando se interessou em saber como
particionar esses subconjuntos de forma que, numa mesma parte, quaisquer dois subconjuntos sem-
pre se intersectassem. Ele inclusive conjecturou um certo valor para o niimero minimo de partes
necessarias. A questao que despertou o interesse de Kneser pode ser reformulada a partir da definicao

do grafo de Kneser.

Definigao 3.5.1. Sejam n e t inteiros positivos, com n > t. O grafo de Kneser K (n,t) = (V, E)

tem

o V= ([?]), o conjunto de todos subconjuntos de [n] de tamanho ¢ e
o E={{u,v}:unv=_0}.

Nesse grafo, os subconjuntos de [n] de tamanho ¢ s@o os vértices. E uma colegao de subconjuntos
tais que quaisquer dois deles sempre se intersectam é uma cole¢ao de vértices independentes. Dessa
forma, particionar os subconjuntos de forma que quaisquer dois em uma mesma parte sempre se
intersectem é igual particionar os vértices de K (n,t) em conjuntos independentes. O niimero minimo
de conjuntos independentes que particiona os vértices de K (n,t) é seu numero cromatico, ja que
cada cor corresponde a um conjunto independente.

A Conjectura de Kneser é que x(K(n,t)) =n —2t+ 2, paran > 2t — 1. Quando n =2t — 1 e,

na verdade, sempre que n < 2t, tem-se que K (n,t) nao possui arestas, pois dois subconjuntos de
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tamanho t se intersectam necessariamente. Portanto, o grafo pode ser colorido com uma tnica cor.
Considere, a partir de agora, que n > 2t.

Quando t = 1, a conjectura é de que x(K(n,1)) = n. De fato, o grafo K(n,1) é o clique de n
vértices, ja que dois subconjuntos unitérios distintos nunca se intersectam. Para valores de ¢ em

geral, pode-se determinar uma colorac¢ao de K (n,t) com n — 2t 4+ 2 cores.
Proposicao 3.5.1. Sejam n et inteiros positivos, comn > 2t—1. Vale que x(K(n,k)) < n—2t+2.

Demonstragao. Sera apresentada uma coloragao propria de K (n,t) com cores em [n — 2t + 2].
Observe que, se os subconjuntos de tamanho ¢ forem tomados de um conjunto de tamanho 2t—1,
entao eles se intersectam. Dessa forma, os vértices contidos em [n — (2t — 2),n| podem ser coloridos
com uma tnica cor. Serd a cor n — 2t + 2.
Os vértices ainda nao coloridos sdo aqueles que contém algum ndamero em [1,n — (2t —1)].
Assim, tem-se que o menor elemento de um vértice nao colorido pertence a [1,n — (2t — 1)]. Note
que, fixando um ntumero i € [1,n — (2t — 1)], todos os vértices que contém ¢ formam um conjunto

independente. Portanto, use a cor i € [1,n — (2t — 1)] para colorir os vértices cujo menor elemento

seja i. Esta coloragao é propria e utiliza n — 2t + 2 cores (Figuras 3.6 e 3.7). ]
n— (2t —2)
1 2 ! n
| | | | | |
[ T I I | 1
/l\
n—(2t—1)

Figura 3.6: Os vértices sao coloridos sequndo seu menor elemento.

A Conjectura de Kneser foi provada primeiro por Lovész [25], utilizando um teorema da To-
pologia, o Teorema de Borsuk-Ulam. Pouco tempo depois, Barany [6] combinou o Teorema de
Borsuk-Ulam ao Lema de Gale para uma demonstragdo mais elegante. Entao Greene [16] simpli-
ficou ainda mais a demonstragao, eliminando a necessidade do Lema de Gale. Assim, o nimero
cromatico do grafo de Kneser foi determinado.

Antes de apresentar uma demonstragao que determina x (K (n,t)) = n — 2t + 2, note que, sendo
a conjectura valida, o grafo de Kneser pode ser utilizado para se obter um grafo em Gy 3. Para
conseguir x(K(n,t)) > k, basta que n > k + 2t — 2. Para evitar tridngulos, basta tomar 3t > n,
de modo que 3 subconjuntos de tamanho t nao poderao ser dois a dois disjuntos. Assim, para que
exista um valor possivel para n, é preciso que t > k — 1.

Para k = 3, por exemplo, pode-se tomar ¢t = 2 e, necessariamente, n = 5. O grafo K(5,2) € G33
é o grafo de Petersen. Ele tem ntimero cromético 3 e nao possui tridngulos. A Figura 3.7 apresenta
uma coloragao propria de K (5,2), conforme a descrita na demonstragao da Proposi¢ao 3.5.1.

Agora se apresenta a demonstragdo de Greene, que também pode ser lida em [2], da Conjectura

de Kneser. Como n > 2t, a conjectura é reformulada escrevendo-se n = 2t + d.
Teorema 3.5.2. Sejan =2t+d, comt>1ed>0. Vale que x(K(n,t)) =n—2t+2=d+2.

Demonstragao. Para a demonstragdo da Conjectura de Kneser, os elementos do conjunto [n] sdo
identificados com pontos na esfera S = {x € R¥2: |2| = 1}. Em seguida, utiliza-se a versio do

Teorema de Borsuk-Ulam enunciada a seguir.
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13

o 7@ /

35

Figura 3.7: O grafo K(5,2) é o grafo de Petersen.

Teorema 3.5.3. Se S? ¢ coberta por d+1 conjuntos, S* = UyU---UUgyq, com cada U; (1 <i<d)

aberto ou fechado, entdo algum desses d + 1 conjuntos contém pontos antipodas r* e —x*.

O Teorema 3.5.3 nao é o Teorema de Borsuk-Ulam usual [9]. Essa versao pode ser provada
a partir de Borsuk-Ulam. Mas na verdade, a primeira demonstragdo do Teorema 3.5.3 é mais
antiga que o Teorema de Borsuk-Ulam e se deve a Lyusternik e Shnirel'man [27]|. Essa primeira
demonstracao considerava que todos U; (1 < i < d+1) eram fechados. Greene notou que o teorema
também valia quando cada U; (1 < i < d + 1) era aberto ou fechado. A versao apresentada esta
segundo Aigner e Ziegler [2]| e elimina a necessidade de suposigao sobre Ugy1. O Teorema 3.5.3 nao
seré provado.

Continua-se a demonstragao do Teorema 3.5.2. Considere P uma colegdo de 2t + d pontos em
posicio geral sobre S, Estar em posicdo geral significa que qualquer hiperplano que passe pela
origem pode conter no méaximo d + 1 desses pontos. Enumere cada ponto de P com um elemento
de [2t+d]. Tem-se que os subconjuntos de P com tamanho ¢ correspondem a vértices de K (2t+d, t).

Considere uma parti¢do qualquer dos vértices de K (2t + d,t) em d + 1 conjuntos Vi,..., Vgy1.
Para mostrar que x(K (2t +d,t)) > d+ 2, é preciso que alguma dessas partes contenha uma aresta.
Por isso, buscam-se dois subconjuntos de P de tamanho ¢ que sejam disjuntos e estejam associados
a vértices contidos numa mesma parte.

Seré definida uma cobertura de St por d 4+ 2 conjuntos, para que se possa aplicar o Teo-

rema 3.5.3. Para isso defina, para cada ponto z € S™1 o hemisfério aberto
H, ={y € 84 (x,y) > 0}.

Agora observe os pontos de P contidos em cada H,. Se H, contém algum subconjunto de P de
tamanho ¢, como cada um destes subconjuntos corresponde a um certo vértice v de K (2t + d,t),
entao sera dito que H, contém v. Esse vértice v deve pertencer a alguma parte V;. Assim, definem-se

0s conjuntos

P
Oi:{xGSdH:Elve (t) tal que v C Hy e v € V;}.

Assim, O; é formado por cada ponto da esfera cujo hemisfério contenha algum vértice que esteja
na parte V; (Figura 3.8). Note que cada conjunto O; é aberto.

Tomando C = ST\, ;<41 Oi, fica definida a cobertura S4 = Oy U - -+ U O441 U C. Como C
é fechado, nao é realmente necessério utilizar a versdo mais forte do Teorema 3.5.3, basta a versao

de Greene. Assim, utilizando o Teorema 3.5.3, conclui-se que algum dos conjuntos da cobertura
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Figura 3.8: O ponto x pertence O; quando o hemisfério H, contém um vértice v € V.

deve conter pontos antipodas z* e —z*. Suponha por contradi¢ao que {z*,—2*} C C. Para z*
e —z* pertencerem a C, os hemisférios Hy~ ¢ H_,+ podem conter no maximo ¢t — 1 pontos em P.
Ainda sobram pelo menos d + 2 pontos, que devem estar em {y € S (z* y) = 0}, o equador.
Mas o hiperplano {y € R¥2: (z* y) = 0}, que passa pelo equador e também centro, pode conter
no méximo d + 1 pontos de P.

Assim, ¥ e —x* devem pertencer a algum O;. Isso significa que existem vértices v; e vg perten-
centes a parte V;, tais que v1 C Hyx e vo C H_p+. Como os hemisférios H,« e H_,+ sdo disjuntos,

tem-se que v1 N vy = () (Figura 3.9). Dessa forma, encontra-se uma aresta em V;.

Figura 3.9: FExistem vértices disjuntos contidos numa mesma parte.

O]

O nimero de vértices de K(n,t) ¢ o ntimero de subconjuntos de [n] de tamanho ¢, que ¢ (7).
Como foi dito, é preciso escolher corretamente os valores ny e tj para que K(ng,tx) seja um grafo
em Gy 3. Para se ter x(K(ng,t;)) = k, tome ny = k + 2t;, — 2. Para que K(ny,t;) nao contenha
tridngulos, tome 3t; > ng. Isso implica que t > k — 1.

Pode-se estimar o ntimero de vértices de K (ng, tx). Tem-se

_ _ 123
tr th th

onde a ultima desigualdade vale, pois ty > k —1e (k —2)/tx > 0.

Lembre-se que a construcao de Mycielski de um grafo M}, € Gy 3 tem ok pok—1_1=3.2k"1_1
vértices. Sera visto que é possivel aumentar a base da exponencial da cota do ntimero de vértices
de K(ng,tx). Assim, sera provado que para k > 10, o grafo K (ng,t;) possui mais vértices que Mj.

Para isso, separe os casos em que t; ¢ maior que 2(k — 1) e os em que t; ¢ no maximo esse valor.

Se ty, > 2(k — 1), entao
t
(nk) > (2 n k— 2) k S 92(k=1) _ 4k—1
122 tg
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Se t, <2(k — 1), entao

n E— 2\ E—2 \F! 1\* !
> (2 > (o4 22 > (242
(tk> - ( N tr > - N 2(k—1) - + 4 ’

onde a ultima desigualdade vale, pois z/(x + 1) > 1/2 para x > 1.

Como nenhum dos dois casos é vazio, o nimero de vértices do grafo K (ng,t) é

n 1 k—1 9 k—1
k > min 4k_1, 24— = - .
tr 4 4
Comparando com Mycielski, para (9/4)F~1 > 3.2F=1 —1, basta (9/8)*~! > 3, que vale para k > 10.

O ntmero de vértices do grafo de shift em Gy 3 é

s = e AN A
2k=141] — 9 = 9 .

Assim, é preciso melhorar ainda mais a cota do nimero de vértices de K (ng,tr) para que seu
tamanho possa ser comparado com o de Syk-1,1. Seré utilizada a aproximacao de Stirling para o

fatorial, segundo a qual

() s () Ve

O namero de vértices de K (ng, i) é

n\ (k2 -2\ (k4 2t —2)!
tr ) ty ot (bt —2)0

Utilizando a aproximacao de Stirling, tem-se

k) o V2 | k42t =2 (k2 —2)F
tr) = €2\ t(k +tp — 2) tite (k + t), — 2)kttn—2

Vor | k42t —2 (k42 — 2\ (k4 2t — 2\ T2
e? te(k +tp — 2) ik k—+1t,—2 '

Cada termo sera analisado separadamente. Como t;, > k — 1, tem-se

k:—}—2tk—2>3
E+ty—2 — 2

Além disso, tem-se

_ tr _ tg — —
Rr2e Z 230 (o B2 s g gty K22 gn (1 B2 2) gy
tr Ty tk 2

Dessa forma,

<nk> - /371' 1 2tk71k <3>k+tk2_ /37_‘_ k 3k+tk
- 2

e Vi C9e? Vi 281
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A funcdo f(z) = 3=

NG é crescente, portanto pode-se fazer t;, = k — 1. Tem-se

2k—1 k
Nk > V3r k3 > \/37T2\/E 9 .
tr 9¢? JE —1 2k-1 9¢2 3 2

Portanto, para k > 9, vale que

2V3r (9"
| K (rug, )| = W\/E <2> > 4F1 > (S .

De modo que o grafo de Kneser em Gy 3 tem mais vértices que o grafo de shift em Gy, 3.
Uma cota superior para o ntimero de vértices do menor grafo de Kneser em Gy 3 pode ser
facilmente obtida calculando-se |K (k 4+ 2(k — 1) — 2,k — 1)|. Tem-se

(k+2(kk_—11) —2> . <e(k:+2]gk_—11) —2)>’f—1 _ (e <2+ Zj»k_l Z i1,

Dessa forma, o ntimero de vértices do menor grafo de Kneser em Gy, 3 ¢ exponencial. Portanto, menor

que o ntimero de vértices dos grafos de Tutte e Zykov em Gy, 3.

3.6 Construcao a partir de um plano projetivo

Existem, ainda, construgées com nimero de vértices polinomial em k. Uma delas é feita a partir

do grafo de incidéncia de um plano projetivo finito [11].

Definigao 3.6.1. Dados um conjunto finito X e uma familia £ de subconjuntos de X, o par (X, £)

é um plano projetivo finito quando sao satisfeitas as seguintes condigoes.
1. existe um subconjunto F' C X com |F| = 4 tal que, para todo L € L, vale que |[F N L| < 2;
2. para quaisquer Ly # Lo € L, vale que |L; N Lo| = 1;
3. para quaisquer x1 # x3 € X, existe exatamente um conjunto L € £ tal que z1, xo € L.

Os elementos de X sdo chamados pontos e os de L s@o retas. Nessa linguagem, as condi¢oes
acima significam o seguinte. Segundo (1), existem 4 pontos tais que 3 deles nunca estao alinhados.
A condigao (2) significa que duas retas sempre se intersectam em exatamente 1 ponto. E (3), que
dois pontos sempre determinam uma tnica reta.

Um exemplo de plano projetivo finito é o plano de Fano (Figura 3.10). Nele, tem-se 7 pontos e 7
retas. Note que cada reta consiste de 3 pontos e, por cada ponto, passam 3 retas. Essa regularidade,

na verdade, nao é particular a esse exemplo. Pode-se provar a seguinte proposigao [32] .

Proposicao 3.6.1. Se (X, L) € um plano projetivo finito, entao para quaisquer duas retas L1, Ly € L,
tem-se |Li| = |La|.

Assim, fica bem definida a ordem de um plano projetivo finito, que é n = |L| —1 com L € L. O
plano de Fano tem ordem 2. Sabe-se que existem planos projetivos finitos para qualquer ordem da
forma n = p™, poténcia de primo.

Um plano projetivo finito tem ainda as seguintes propriedades.
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C

d ‘\ b
LN
X ={a,b,¢,d,e, f, g}
£ ={{a,b,c},{c,d e}, {e, f,a},{a,9,d}, {c, 9, f},{e, 9,0}, {b. d, [} }

Figura 3.10: O plano de Fano.

Proposicao 3.6.2. Se (X, L) tem ordem n, entio por cada ponto, passam exatamente n+ 1 retas.

Além disso, tem-se |X|=|L] =n?+n+ 1.

No plano de Fano, que tem ordem 2, por cada ponto passam n + 1 = 3 retas. Além disso, o
ntmero de pontos dele é n? +n + 1 = 7, que é igual ao seu nimero de retas.

Sabendo disso, define-se o grafo de incidéncia de um plano projetivo finito I (X, £) = (V(I), E(I)).
O grafo I tem vértices V(I) = X U L e é bipartido, sendo uma parte definida pelos pontos X e
a outra pelas retas £. Um par {P,L} ¢ uma aresta de I quando P ¢ um ponto que pertence a
reta L. Como é bipartido, esse grafo nao tem circuito impar. Ele também nao contém circuito de
comprimento 4, pois dois pontos determinam exatamente uma reta, logo, na vizinhan¢a comum de
dois vértices em X nao ha mais de um vértice de L. Portanto, esse grafo ndo contém circuito de
comprimento menor que 6.

O grafo buscado P, = (V(Fy), E(Py)) € G 3 estara associado a um plano projetivo (X, L) de
ordem n = n(k). Os vértices de Py sao todos os pares (P, L), com P € X um ponto da reta L € L.
Para definir as arestas de Py, é necessario tomar uma ordem total dos vértices (P, L). Feito isso,
define-se que {(P,L),(P’,L")}, com P # P’ e L # L', é uma aresta de Py se (P,L) < (P',L')
e P € L'. Para provar que P € Gy 3, define-se um certo digrafo H, a partir do qual pode-se
obter Py. Serdo provadas algumas propriedades de H. O digrafo H seré obtido a partir do grafo de
incidéncia de (X, £) e seu namero de independéncia sera limitado.

Assim, defina o digrafo H = (V(H), A(H)). Seus vértices sdo os mesmos de Py, isto é, os
pares (P, L), com P € L. Seus arcos sao ((P,L),(P’,L")), tais que P # P'e L # L' e P € L.
Nao ¢é dificil de notar que, se existir um tridngulo em H, ele devera ser orientado. Caso contrario,
tem-se que um tridngulo nao orientado em H determina um circuito de comprimento 4 em I(X, £)
(Figura 3.11).

H (Pl I(X, [,)
P o/
1) Lo
Pse L3
(P, Ly) (Ps, L3)

Figura 3.11: Um circuito ndo orientado em H formaria um circuito de comprimento 4 no grafo de inci-
déncia.

Associe a H uma matriz M(H) com linhas e colunas indexadas pelos vértices (P, L) € V(H)
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em ordem crescente e com entradas

1, (P,L)= (P, L)
M(H)ppry,poy =14 —1, ((P,L),(P,L)) e A(H)

0, caso contrario.

Essa matriz tem a diagonal preenchida por 1. Além disso, afirma-se que se N C V(H) é um conjunto
independente em H, entao o conjunto das colunas indexadas por N é linearmente independente. Para
cada v € N, tem-se que M (H),, = 1. Para todos os outros u € N\ {v}, tem-se M (H ), ,, = 0. Desse
modo, a entrada v de qualquer combinacgao linear com coeficientes nao nulos dessas colunas nao
sera nula; as colunas indexadas por N sao linearmente independentes. Portanto, o posto de M (H)
é maior que ou igual ao tamanho do maior conjunto independente de H.

O préximo passo é ver que o posto de M(H) é menor que ou igual a 2(n? +n + 1), limitando
o tamanho do maior conjunto independente de H. Para isso, escreve-se M(H) = A - B, o produto
de duas matrizes. Define-se A como uma matriz cujas linhas sao indexadas por V(H) em ordem

crescente e as colunas por V(I). Tem-se

1, v=1L
Apny=9-1, v="P
0, caso contrario.

A matriz B tem as linhas indexadas por V(I) e as colunas por V(H) em ordem crescente. Define-se

1, v=1L
By pry=141, velL\{P}

0, caso contréario.

De fato, verifica-se que

(AB)p,),(P',1/) = Z Apr)wBu,p1y = Br,p,1y — Bppr,1y-
veV(I)

Caso L = L', entao By, (pr 1y = 1. Nesse caso, se P = P', entdao Bpps 1) = 0. Isso significa que
se tem 1 na diagonal. Caso L # L/, entdo By, (ps ) = 0. Nesse caso, se P # P’ e P € L', tem-
se Bppr 1) = 1. Isso significa que se tem —1 quando ((P, L), (P', L’)) é um arco em A(H). Pode-se
verificar que, nos demais casos, (AB)(pr),p/,z/) = 0.

Entao as colunas de M (H) sao combinagdes lineares das colunas de A. Dessa forma, o posto
de H & menor que ou igual ao niimero de colunas de A, que ¢ igual a |V (I)| = 2(n? +n + 1).

Considere apenas o triangulo acima da diagonal de M(H) e preencha o triangulo inferior de
forma simétrica, chame essa nova matriz de M (Py). Como as linhas e colunas de M (Py) estao

indexadas por V(H) = V(Pg) em ordem crescente, pode-se notar que M (FPy) esta associada a Py
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da seguinte forma,

1, (P,L)= (P, L)
M(Pk)(P’L):(P':L') =41 {(P’ L)v (Ple/)} € E(Pk)

0, caso contrario.

Assim, P é um certo subdigrafo de H, do qual a orientagéo foi removida. Afirma-se que nao
hé tridngulos em Pj. Um tridngulo em P induziria um tridngulo em H com os mesmos vérti-
ces. Foi visto que H s6 possui tridngulos orientados. Todo triangulo orientado tem um arco da
forma ((P',L'),(P,L)) com (P',L") > (P,L). Se, por um lado, ((P',L"),(P,L)) € A(H), en-
tao P, P’ € L. Se, por outro lado, {(P',L'),(P,L)} € E(Pg), como (P',L") > (P,L), tem-se
que P, P’ € L'. Mas apenas uma aresta pode conter P e P’, portanto L = L', uma contradigao.

Além disso, afirma-se que as colunas de M (Py) correspondentes a um conjunto independente
de Py, corresponderao a colunas linearmente independentes de M (H). Para ver isso, considere que os
primeiros a vértices sejam independentes em Py. Entao a matriz M (Py) tem um bloco de tamanho a
igual & identidade I,. Na matriz M (H), esse bloco de tamanho a pode ter entradas diferentes de 0
apenas abaixo da diagonal. Assim, em M (H), nenhuma outra entrada na primeira linha do bloco,
exceto a diagonal, sera diferente de 0. Logo, uma combinacao linear nula das primeiras a colunas
de M (H) deve multiplicar a primeira coluna por 0. Como ja se sabe que o coeficiente da primeira
coluna deve ser 0, pode-se aplicar o mesmo raciocinio para a coluna seguinte. Assim, prova-se que
as a primeiras colunas de M (H) sao linearmente independentes. Caso o conjunto independente nao
corresponda as primeiras a colunas, troque a ordem das colunas de M (H) e correspondentemente
a ordem das linhas. Faca-o de modo que as a primeiras colunas passem a corresponder ao conjunto
independente e sem trocar a ordem relativa entre as colunas correspondentes ao conjunto indepen-
dente. Assim, limita-se o tamanho do conjunto independente maximo de Py, que deve ser menor
que ou igual ao posto de M (H).

Provou-se que Pj, ndo tem triangulo e que a(P;) < 2(n? +n + 1). Pela Proposicao 3.6.2, pode-
se dizer que |Py| = (n?> +n+ 1)(n + 1). Entao x(Px) > (n + 1)/2. Sera determinado um valor
para n = n(k). Dado k inteiro positivo, existe a poténcia de primo k < 2Mlogs k1 < 9k Tomando um
plano projetivo finito de ordem n = oMogz K1+1 " com essa construcao tem-se

n+4+1 92Mogkl+1

X(Pr) > 5 2 5 > k.

Como 2k < n < 4k, seu nimero de vértices é
(4k? + 2k +1)(2k + 1) < |Py| < (16k* + 4k + 1) (4k + 1).
Paran > 3, vale que (n? +n+1)(n+1) =n3 +2n? + 2n + 1 < 2n3. Assim,

(2k)* < |Py| < 2(4k)°
k3 < |Py| < 16k3

Essa é a menor construcio; tem-se |Py| = O(k?®). Porém ela ndo ¢ elementar, pois utiliza planos

projetivos finitos de diferentes ordens.
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3.7 Consideracao final

Como foi visto ao longo do capitulo, construgoes para grafos livres de tridngulos com niimero
cromético grande podem ser obtidas de formas variadas. Comparando os niimeros de vértices das

construcoes apresentadas, tem-se o seguinte teorema.

Teorema 3.7.1. Sejam respectivamente Ty, Zy,, My, Sp,, K(ng,tr), Py os grafos de Tutte, Zykov,
Mycielski, shift, Kneser e planos projetivos finitos em Gy 3. Para k grande, seus nimeros de vértices

em ordem decrescente sao como apresentados a sequir.

1. T4 = k(T | = 1) 1 [T (0,

2. 1Zx| = 1 Zp_1|F + (k= 1) Z_1| > (k= 1),
_ g k
3. 951 > K (ny, 1) > 287 VE ()",

4. ‘Snk‘ — 22]@*3 + 2k727
5. |My| =21 4221
6. 16k > |P| > k3.
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Capitulo 4

O grafo de K¥riz

Uma construcao para grafos com cintura e nuimero cromdtico

grandes sem enwvolver hipergrafos

Como foi dito, Erdds provou a existéncia de grafos em Gy , por meios probabilisticos. Assim, a
procura de uma demonstragdo construtiva ainda permanecia. O melhor resultado até entao eram
os grafos de Tutte, que garantiam cintura pelo menos 6 e ntmero cromético grande. Depois,
Nesetfil [30] obteve uma construgao para o caso particular em que a cintura ¢ pelo menos 8. A
primeira construgao para o caso geral de cintura e nimero cromético foi obtida por Lovasz [24] e
ela precisava generalizar o problema para hipergrafos. Seguiu-se uma construgdo mais simples, por
Nesetfil e Rodl [33], que também envolvia hipergrafos. Esta construgao sera vista no Capitulo 5.

Os numeros de vértices dos grafos obtidos por essas construgoes eram muito grandes. Possivel-
mente uma construgao que nao envolvesse hipergrafos poderia ter menos vértices. Kiiz [23| conseguiu
construir grafos em G , sem envolver hipergrafos. Neste capitulo, essa construgao ¢ apresentada.
Ela sera vista primeiro, pois é mais simples que as constru¢oes anteriores a ela. Dessa forma, sera
mais facil analisar o nimero de vértices de cada grafo obtido. Nao é verdade que esse ntimero é

significativamente menor do que os obtidos pelas construgoes que envolvem hipergrafos.

4.1 A construcao do grafo de Kriz

Denote por Kz 4 o grafo de Kiiz em Gy, 4. Esse grafo sera obtido de forma indutiva em k. Na
construgdo de Tutte, para conseguir T}, partia-se de um conjunto A de (kK — 1)(|Tp—1] — 1) + 1
vértices independentes e, para cada subconjunto de A de tamanho |Tj_1|, era emparelhada uma
copia de Ti_1. Outra maneira de descrever esse procedimento seria dizer que, a cada um desses
subconjuntos de A, eram emparelhados |Tj_1| vértices independentes, obtendo-se um grafo base.
Depois, em cada um dos conjuntos independentes de tamanho |T;_1| do grafo base, era inserida
uma copia de Tj_;. Na construcao de Kz 4, também serd tomado um grafo como base, que tera
conjuntos independentes de tamanho | Kz,_; 4|, onde serao inseridas copias de Kzp_; 4.

Para o argumento de Tutte, era essencial que o conjunto A do grafo base tivesse certo tamanho
e fosse constituido de vértices independentes e que cada um dos subconjuntos de tamanho |Tj_1|
em A estivesse ligado com outros |Tj_1| vértices por meio de um emparelhamento perfeito. Para

o argumento de Kiiz, também serd essencial que o grafo base tenha certas propriedades. Como

27
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primeiro passo, o grafo base da construcao de Kriz é definido e, em seguida, construido.

Uma estrela € uma arvore de didmetro menor que ou igual a 2. Uma constelagdo é um grafo tal
que toda componente é uma estrela. O grafo base da construcao de K#iz ¢ uma constelagao I';(n),
onde os parametros inteiros n > 1 e 7 > 0 s@o tomados de acordo com k e g.

A constelac¢ao I';(n) deve satisfazer algumas propriedades. A primeira é que os vértices dessa
constelagdo podem ser particionados em conjuntos independentes de tamanho n; chame essa partigao
de C;(n). Essa propriedade ¢ importante para a construgao de Kzy, 4, pois em cada parte seré inserida
uma copia de Kzj_1 4, como na construgao de Tutte.

A segunda propriedade é importante para garantir ntimero croméatico grande. Ela garante
que Ci(n) é tal que, tomando um vértice de cada parte, existe necessariamente uma aresta contida
nesses vértices. Essa propriedade pode ser reformulada dizendo-se que qualquer conjunto indepen-
dente da constelagdo nao intersecta alguma das partes.

A terceira propriedade é que garantird cintura grande. Aqui se define um outro grafo a partir
de I';(n). Em cada uma das partes X € C;(n), é inserido um clique KP(X) com n vértices e com
um peso p > 0 qualquer nas arestas. Depois é posto peso 1 nas arestas de I';(n). O grafo resultante
sera

() =Ti(n)u | J K7(X).
X€Ci(n)
Quando as arestas possuem pesos, o comprimento de um circuito passa a ser a soma dos pesos
das arestas dele. Assim, a terceira propriedade garante que o grafo I'’(n) nao contém circuitos de
comprimento menor que ou igual a 2¢(p + 1), exceto, possivelmente, dentro de uma parte, isto &,
em KP(X) para algum X € C;(n).

Definicao 4.1.1. Sejam i > 0 e n > 1 inteiros. O grafo I';(n) é uma constelagdo com as seguintes

propriedades.

1. Existe uma particao C;(n) dos vértices V(I';(n)) tal que para todo X € C;(n), tem-se | X| =n

e X é independente.
2. Para qualquer conjunto independente M C V(I';(n)), existe X € C;(n) tal que M N X = 0.

3. O grafo com pesos nas arestas Ff (n) nado tem circuitos de comprimento menor que ou igual

a 2¢(p + 1) exceto, possivelmente, dentro de uma parte de C;(n).
Sera visto como obter Kz, 4 a partir de um certo I';(n). Mas, antes, constroem-se os grafos I';(n).
Lema 4.1.1. Para todo i >0 e n > 1, existe uma constelagao I';(n).

Demonstragao. Obtém-se I';(n) para todo n, indutivamente em 7. As constelagoes I'g(n), comn > 1,
sao como na Figura 4.1.

Os vértices de I'g(n) estao particionados em Co(n) = {Xo, ..., X,}. A parte Xo = [n] contém
os vértices de grau maximo das estrelas de I'g(n); chame esses vértices de centrais. Para j > 1,
a parte X; ={(j,1),...(j,n)} contém os vértices de grau 1 da estrela cujo vértice central & j.
Assim, I'g(n) é uma constelagao e Cy(n) é uma particao de seus vértices em conjuntos independentes
de tamanho n.

Para checar que I'g(n) satisfaz a propriedade 2, note que se um conjunto independente contém

algum vértice j € Xo, entao ele nao pode conter nenhum vértice de X;. Por outro lado, se um
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Figura 4.1: A constelagao T'o(n) e a parti¢ao Co(n).

conjunto independente é tal que, para todo j € [n], ele contém um vértice de X, entao ele ndo pode
conter nenhum vértice de Xy. Portanto nenhum conjunto independente em I'g(n) pode intersectar
todas as partes de Co(n).

O grafo I'f(n) difere de Ty(n), pois as partes de Cy(n) deixam de ser independentes e passam
a conter cliques. Além disso, as arestas dos cliques recebem peso p e as arestas de I'g(n) recebem
peso 1. Excluindo os circuitos contidos dentro das partes, tem-se que um circuito deve usar uma
aresta jr com j € Xg e x € Xj, para algum j € [n]. A extremidade z incide apenas em j ou em
vértices dentro de X, portanto o circuito deve conter uma aresta zy, para algum outro y € Xj.
Para fechar um circuito, é necessario voltar para a parte X, entao é inevitavel usar mais uma
aresta de T'g(n). Como y também é vizinho de j por uma aresta de I'g(n), tem-se um circuito
minimo (j, z,y) de comprimento p + 2 > 2%(p + 1).

Seja i > 0. Tem-se a seguinte hipotese de inducao.
Hipotese 4.1.1.1. A constelagao T';(n) existe para todo n > 1.

E preciso construir I';,1(n) para todo n > 1. Para isso, sera feita uma inducdo em n. O
grafo I';11(1) é definido como uma tnica aresta zy. A partigdo Ci+1(1) = {Xo, X1} tem Xy = {x}
e X1 = {y}. Nao é dificil checar que, de fato, I';11(1) é uma constelacao que satisfaz as propriedades
da Definig¢ao 4.1.1.

Seja n > 1. Tem-se a seguinte hipdtese de indugao.
Hipotese 4.1.1.2. A constelagao I';11(n) existe.

Para construir I';11(n + 1), serao unidas copias de I';11(n) e o grafo I';(|Ciy1(n)]).

A ideia é que as partes de C;;1(n) irdo receber, cada uma, um vértice a mais para formar as
partes de Cit1(n + 1). Dessa forma, tome I';11(n) e adicione |Cij11(n)| vértices independentes, um
em cada parte de C;11(n). Suponha que esse grafo ¢ I'; 1 (n+1). Os circuitos minimos (nao contidos
numa tnica parte) em I'? (n+1)e e +1(n) serdo os mesmos, uma vez que os vértices novos s6
se ligam a vértices de sua propria parte, que por sua vez estao diretamente conectados. Assim a
propriedade 3 esta garantida para I';y1(n + 1). Porém os vértices adicionados ndo podem ser um
conjunto independente, por causa da propriedade 2. Segundo essa propriedade, qualquer conjunto
independente de I';11(n + 1) deve deixar de intersectar alguma parte de C;y1(n + 1) e, portanto,
algum dos vértices adicionados.

Uma forma de satisfazer a propriedade 2, sem perder a propriedade 3, é tomar diversas copias
do grafo descrito anteriormente, que é o grafo I';11(n) adicionado de vértices independentes, e

inserir arestas entre entre alguns dos vértices adicionados, mas de copias diferentes. Sera visto que
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se essas arestas inseridas formarem, junto com os vértices adicionados as copias de I';11(n), uma

copia de T';(|Ci+1(n)|), entdao o grafo resultante sera I';1q(n + 1) (Figura 4.2).

e X e X e Xic ()

g CEOPY g RGO g (O

Pj(z)

Figura 4.2: O grafo T';1(n+1). As partes de C;i11(n + 1) sao os retdngulos maiores.

Mais precisamente, seja N = [Ci+1(n)| e tome I';(N). Para cada parte X; € C;(IV), tome uma
copia (I'i11(n))x, de T'ip1(n) e seja (Cit1(n))x, a particdo dos vértices dessa copia. A afirmagao é
que a uniao disjunta G = I';(IV) U (UjE“Ci(N)H(Fi+1(n))xj) serd I'iy1(n+1).

De fato, G é uma constelacdo, pois é uma unido disjunta de constelagoes. Sera definida uma
particdo C de V(G) que serd Ciy1(n + 1). Para isso, cada vértice de X; € C;(IN) sera associado a
uma parte de (C;y1(n))x;. Isso é feito através da bijegao 1;: X; — (Ciz1(n))x;, note que |X;| = N
e N = |Ci+1(n)|. Assim, tem-se

c= |J {z}ud@):zeX;}

JElC:(N)]]

Para verificar que G satisfaz a propriedade 2, tome um conjunto independente M C V(G). Defina
os conjuntos independentes Mo = MNV(I';(N)) e Mj = MOV ((I'i11(n))x;) paracada j € [|C;(V)]].
Como TI';(N) e I'j41(n) satisfazem a propriedade 2, existem X, € C;(IV) tal que X;, N My = 0
e X' € (Ciy1(n))x;, tal que X' N Mj, = (. Existe um vértice em X}, que foi associado a X' para
constituir uma parte de C, que é o vértice 2’ = wj_l(X’). Assim, a parte ({2} UX’) € C nao
intersecta M.

Para verificar que G satisfaz a propriedade 3, complete as partes de C com arestas de peso p > 0
e dé peso 1 para as arestas de GG; chame esse grafo de GP. Serao considerados apenas os circuitos
que nao estao contidos numa tnica parte.

Suponha primeiro que qualquer circuito minimo de G nao utiliza nenhuma aresta de I';(N).
Nesse caso, existe um jo € [|C;(IV)]] tal que o circuito esta contido no subgrafo G’ C GP induzido

por V((T'it1(n))x;,) U Xj,. Aqui, é como quando se tentou apenas adicionar vértices independentes
P

i+1
Para ver isso, tome um circuito de G’ que passe por um vértice z € X,. Em G’, o vértice z se liga

em I';;1(n); tem-se que um circuito minimo de G’ e um de I'Y ;(n) tém o mesmo comprimento.
apenas a vértices de 1, (x). Como a parte {x} U, (x) fol completada com arestas de peso p, esse
circuito pode ser diminuido ligando-se diretamente os vizinhos de x. Assim, um circuito minimo
de G’ tem vértices apenas em V' ((I'i4+1(n))x;, ), portanto estd numa copia de I'”? 1 (n). Essa copia
satisfaz 3, de modo que um circuito minimo de G tem comprimento maior que 2°+!(p + 1).

Se algum circuito minimo C' = (x1,...,z,) de GP usa uma aresta de I';(V), prova-se que ele irad
2p+1
i

de C' que pertencem a V(I';(N)) e tais que para todo x,, com j < m < k, tem-se que x,, nao

induzir um circuito em I’ (N). Sejam z; e xy, com j, k € [{ +1], k > j e x4 = x1, vértices

pertence a V(I';(IV)). Se k = j + 1, entdo z; e z}, estdo ligados por uma aresta de I';(N). Essa
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aresta também esta em F?erl(N) e tem peso 1, como em GP. Se k > j + 1, existe jo € [|Ci(N)]]
tal que z;, 2, € Xj;. O caminho em C' entre x; e xj, partindo de z;, deve necessariamente entrar
em 1), (x;) por uma aresta de peso p, usar pelo menos uma aresta de peso 1 para mudar para a
parte 1j, (zx) e por fim, chegar em xj por outra aresta de peso p. Portanto, o caminho tem peso
pelo menos 2p+ 1. Em F?erl(N) existe uma aresta de peso 2p+1 entre x; e xy, pois a parte X, foi
completada com arestas de peso 2p+ 1. Assim, apagando todos os vértices de C' que nao pertencem
a V(I';(N)), é obtido um circuito C’ em F?p *1(N) de comprimento menor que ou igual ao de C.
Como I';(N) satisfaz 3, o circuito C’ tem comprimento maior que 2(2p + 1 + 1) = 2iF1(p + 1).
Portanto, G e C satisfazem as propriedades da Defini¢ao 4.1.1. Obtem-se que I';11(n+1) =G

eCiJrl(n—l—l):C. O]

A familia de grafos base da construcao de Kiiz foi construida. O grafo Kz, serd obtido in-
dutivamente em k. Toma-se o grafo base I';(|Kzy_14]), para certo valor de i. Em cada parte
de Ci(|Kzg—14]), é adicionada uma copia de Kzj_; 4. Chame o grafo resultante de I';(Kzp_14)
(Figuras 4.4 e 4.3).

[o(Kz,2)

KZQ’Q K
722

’

KZZQ

Figura 4.3: O grafo Kzs ».

Fl(KZ2’3)

Ty (1) Iy (1) Ty (1)

Figura 4.4: O grafo Kzs 3.

Definigao 4.1.2. Para g > 2 e i = [logy(g/2)], defina Kzy ; = I';(1). Para k > 3, defina
sz,g = Fi(KZkfl,g)-

Enfim, prova-se que o grafo de K¥iZ tem cintura e nimero cromético grandes.
Teorema 4.1.2. Para k> 2 e g > 2, o grafo Kz 4 pertence a Gy 4.

Demonstragao. A prova ¢ uma indugdo em k. Para qualquer g > 2, seja i = [logy(g/2)], o
grafo Kzg ;, = I';(1) é uma tnica aresta. Portanto x(Kzy 4) = 2 e Kzy 4 tem cintura infinita.

Seja k > 2 e suponha que para todo g > 2, tem-se que Kz, , € Gy 4.

Dado g > 2 e tomando i = [log,(g/2)], sera provado que Kz 1 4 = I';(Kz 4) pertence a Gi41 4.
Aqui serao utilizadas as propriedades do grafo base. Como notado antes, a propriedade 2 é impor-

tante para garantir que o niimero cromatico aumente e 3, para que a cintura permaneca grande.
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Suponha por absurdo que existe uma coloracao propria de I';(Kzy, ) com k cores. Como I';(Kzy, 4)
¢ o grafo I';(| Kz, 4 |) acrescentado de algumas arestas, tem-se que I';(| Kz, 4 |) C I';(Kzy g). Assim,
o conjunto M dos vértices de I';(Kz, 4) que receberam uma dada cor ¢ um conjunto independente
em ambos os grafos. O grafo I';(| Kz, 4 |) satisfaz a propriedade 2, entao existe X € C;(| Kz 4|) tal
que M N X = (. Como I';(Kz, 4) tem uma copia de Kz, ; contida na parte X, tem-se uma coloragao
propria de Kz , com k — 1 cores, uma contradigao.

Verifique que, ao inserir copias de Kz, 4 nas partes de I';(| Kz 4 |), ndo foram criados circui-
tos de comprimento menor que ou igual a g. Suponha por absurdo que I';(Kzj ) contém um
circuito C' de comprimento no méximo g. O grafo com peso 1 nas arestas I' (| Kz 4|) € obtido
a partir de I';(| Kz 4 |), acrescentando-se um clique em cada parte de C;(| Kz q4|). Assim, tem-
se que I';(Kzy 4) C I'}(] Kz4|). Dessa forma, o circuito C' também esta contido em I'} (| Kz 4 |).
Quando as arestas recebem peso 1, a no¢ao de comprimento de um circuito é equivalente a de um
grafo sem pesos nas arestas. Tem-se um circuito C' em I'} (| Kz 4 |) de comprimento g < 271, pela
forma que ¢ foi tomado. Pela propriedade 3, excluindo os circuitos contidos numa tnica parte, o
grafo F,Ll(] Kz, 4 |) nao tem circuitos de comprimento menor que 2i+1 Conclui-se que C' esté contido
em alguma parte X € C;i(|Kzp4]). O grafo I';(Kzg 4) contém uma copia de Kz, em X. Assim,

tem-se que C' é um circuito de comprimento no méximo g contido em Kj, 4, uma contradigao. [J

Assim se constroem os grafos de K¥iz. Como foi dito, nao foram utilizados hipergrafos. O préximo

passo é verificar que o ntmero de vértices dessa construgao é muito grande.

4.2 O nutmero de vértices do grafo de Kriz

O grafo Kzs 4 (g > 2) é uma aresta, portanto | Kz 4 | = 2. Quando k > 3, o grafo Kz, 4 ¢ definido
como I';(Kzp_1,4), com i = [logy(g/2)]. O ntimero de vértices de um grafo I';(n) ¢ o nimero de

partes |C;(n)| vezes n. Assim, vale que
| Kzpg | = |Ci(| Kz—1,4 )| - [Kzg—1,4 |- (4.1)

Primeiro serao encontradas uma cota inferior e uma superior para o namero de partes |C;(n)|. Depois
essas cotas serao utilizadas na recorréncia (4.1), para se encontrar | Kz g |.

Pela forma que a familia I';(n) (¢ > 0 e n > 1) é construida, tem-se

n+1, 1=0en>1
ICi(n)| = {2, i>0en=1 (4.2)
Coa(lCstn = D] [Ci(n—=1)], i>0en>1.
Primeiro é apresentada uma cota inferior.

Proposigao 4.2.1. Dados inteirosi > 1 en > 1, vale que |C;(n)| > 2 1% n.

Demonstragio. E feita uma inducdo em 4. Quando i = 1, prova-se que |C1(n)| > 22" por indugao
2n—2

em n. Tem-se que |C1(1)] = 2 = 22°. Seja n > 2 e suponha que |Cy(n — 1) > 22"
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Como |C;(n)| é dado por (4.2), vale que

C1(m)] = [Co(|Cr(n = 1)])] - [Cr(n — 1)]
= ([Ci(n = 1)+ 1) [Ca(n — )|
> [Ci(n— D] > (2272 =22

Como 227" > 2" (n > 1) e 2" = 2 1 n, tem-se |C1(n)| > 2 1 n.

Agora seja i > 2. Suponha que, para todo n > 1, tem-se [C;_1(n)| > 21! n.

Ser4 feita uma inducio em n para provar que |C;(n)| > 2 1¢ n. Tem-se que |C;(1)| =2 =21% 1.
Seja n > 2 e suponha que |C;(n — 1)] > 21% (n — 1).

Mais uma vez usando (4.2), vale que

ICi(n)| = |Ci—1(|Ci(n = D))| - [Ci(n — 1)]
> 247 (21 (n—1))- 21 (n— 1)
>2171 (21 (n—1)=21"n.

Para a cota superior do niimero de partes, o procedimento serd parecido.
Proposigao 4.2.2. Dados inteiros i > 1 en > 1, tem-se |C;(n)| < 2 1% (2" + 2n).

Demonstragio. E feita uma inducao em i. Quando i = 1, prova-se que C; (n) < 22"=1 por inducao

em n. Tem-se que |C;(1)] = 2 =221,

Seja n > 2 e suponha que |C1(n — 1)| < 92" -1,

Usando (4.2), vale que

[Cr(n)] = [Co(C1(n = 1))| - [Ca(n — 1)
=(Ci(n—=1)|+1)-|Ci(n—1)]
<2-C(n—1)PP <2 (2% )2 =221,

Como 22"~ < 22"+27 ¢ uma flecha equivale a exponenciacio, tem-se |C(n)| < 21 (2" + 2n).
Agora seja i > 2. Suponha que, para todo n > 1, tem-se |C;_1(n)| < 21771 (2" + 2n).
Ser4 feita uma indugdo em n para provar que |C;(n)| < 2 1 (2" + 2n). Para o caso base, vale
que [C;(1)|=2=211<21 (21 +2-1).
Seja n > 2 e suponha que |C;(n — 1)] <21 (2" +2(n — 1)).

Mais uma vez usando (4.2), vale que

ICi(n)] = [Ciea(ICi(n = D])] - [Ci(n = 1)]
<2971 27 [Ci(n = D] +2ICi(n = 1)) - 217 (2" + 2(n — 1)).

Use a hipodtese de indugao no termo 2 1 |C;(n — 1)|. Tem-se

29 [Ci(n—1)| <21 (21" 2" " +2(n —1)))
<2 T 2n - D) =21 (20 + 20— 1)+ 1),
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onde a segunda desigualdade vale, pois ¢ > 2.

Também usando a hipotese de indugao, o termo 2|C;(n — 1)| fica
2|Ci(n —1)] <224 (2" 1 +2(n - 1))
<2121 2" +2(n 1))
<2ttt @2t @l po(n—1)) =21 2" +2(n—1) +1).

Assim,

217 @1 Ci(n = D]+ 2(Ci(n— D) <217 (2-29° (2" +2(n — 1) +1))
<27t 24t (24 2(n—1) +2))
<240 (271 4 2(n —1) + 3).

Por fim, completa-se a cota superior para |C;(n)|.

ICi(n)] <21 (2" 4 2(n—1) +3)-21° (2" +2(n — 1))
<210 (2" 4 2(n—1) 4 3))?
<240 (2" £ 2(n—1) +4)
=21 (2" +2n42) <217 (2" + 2n),

onde a tltima desigualdade vale, pois 2 < 2"~1 (n > 2). O

Para encontrar uma cota inferior do nimero de vértices de Kzy, 4, utiliza-se a recorréncia (4.1)

e a cota do namero de partes dada pela Proposicao 4.2.1.
Teorema 4.2.3. Sejam inteiros k >3 e g > 3. Se i = [logy(g/2)], entio | Kz, | > 2 171 (k —1).

Demonstracio. Se g > 3, entao i = [logy(g/2)] > 1. Se k > 3, entdo |Kzp_14| > |Kza 4| = 2.

Assim, pode-se utilizar a Proposigao 4.2.1 na recorréncia (4.1), obtém-se
|Kagg | > | Kzp1g]- 21" [Kzg_1,g].
Sera feita uma inducao em k, para todo g > 3. Quando k = 3, vale que
|Kzgy| > 21" [Kzoy| =21 2=21"12.

A tltima igualdade vale, pois 2 1411 2 = 2 4% (2491 1) =299 2.
Seja k > 4 e suponha que |Kzj_1 4| > 217 (k — 2) para qualquer g > 3.
Assim, vale que
|Kzkg| > 21" [Kzpor |
> 24024 (k —2) =214 (k- 1),

O

Encontrar uma cota superior de | Kzy, 4 | serd parecido. Utiliza-se a recorréncia (4.1) e a cota do

nimero de partes dada pela Proposicao 4.2.2.
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Teorema 4.2.4. Sejam inteiros k >4 e g > 5. Se i = [logy(g/2)], entio | Kz, | < 211 (k+8).

Demonstragao. Como antes, pode-se utilizar a Proposi¢ao 4.2.2 na recorréncia (4.1). Obtém-se

| Kzpg | < [Kzpo1,4]- 21" (21K 42| Kzp,_q )
< (217 (2Kl 42| Kz 4 )2,

onde também foi usado que 2 1% (21 K#—-1.01 4 2| Kzg—141]) >21° 21Kzp—1,4] > | Kzg—14]-

Para lidar com (2 17 (2/%%-1.01 42| Kz;,_ ,[))?, sera provado que (2 1% 2)% < 217 (z + 1) para
todo i > 2 e x > 0. Para isso, use que a? < 2% para todo a > 0 e a # 3. Tem-se que (2 1% x) # 3,
pois vale que 2170 =1, que 21° 1 =2 e que 21 > 4 para = > 2. Assim,

@) <2t 21 2) <297 21 2) =21 (2 + 1),

onde a segunda desigualdade vale se ¢ > 2.

Como i = [logy(g/2)] > 2 (g > 5), pode-se escrever

| Kzpg| <2 1 (2|sz71’g‘ + 2| Kzg_1,4 |+ 1) (4.3)
< 297 221 Kzk—10 1) (4.4)

onde a segunda desigualdade vale, pois 2% + 2z + 1 < 22¥ para x > 2 e | Kzp_1,4| > 2 para k > 3.

Agora sera provado por indugdo em k que para todo k > 3 e g > 5, tem-se

22Kz gl <947 24711,
k—2

O caso base é 221Kzs.91 — 2 4 210 | Kz3 4 |. Usando (4.3), tem-se
22 Kz.gl < 94249 (247 (21K229] 1 9| Kyy | +1)) <217 11.

Seja k > 4 e suponha que 221K%-101 <247 24911 para todo g > 5.
k—3

Usando (4.3), tem-se
22Keol < 94240 (217 (2K%—10) £ 2| Kgp_y 4| + 1))
<21 (@K1l £ 9| Ky g | +3)
<2 TZ (22|sz—1,g ‘)’

onde a terceira desigualdade vale, pois 2% + 2z + 3 < 22 para z > 2.

Usando a hipotese de indugao, tem-se

22|szyg\ < 92 Tl (22|sz,1’g |)
<21 (240 24001) =240 24010,
k—3 k—2
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Enfim, utiliza-se esse resultado em (4.4). Para k > 4, tem-se

| Kzpg | <247 2HK2-10l <247 (247 24711
—————
k—3
<240 22 L) < 247 (k£ 8).
k—3

O

Portanto, como foi antecipado, o numero de vértices da construcido de Kiiz é Ackermanniano.
O tamanho dessa construgao, no entanto, € menor que o da construgdo por amalgamacao. Isso sera

visto no préximo capitulo.



Capitulo 5

O Amalgama

Combinando grafos com hipergrafos para construir um grafo de

cintura e numero cromdtico grandes

Neste capitulo, sera vista a construgao de Nesettil e Rodl [33]. Essa construcao, que antecede
a de KiiZ, conseguiu resolver o problema de se construir um grafo Ay, € G, utilizando-se
de hipergrafos. As vezes, resolver um problema mais geral é mais imediato que resolver um caso
particular dele. Os hipergrafos que serdo construidos para se conseguir Ay i , sdo uma jungao de
dois outros hipergrafos, por isso se chamam amalgamas.

No que segue, apresenta-se como é feita a amalgamagao de dois hipergrafos. Depois, é visto
como utilizar amalgamas para se construir Ay .. Por fim, conta-se o nimero de vértices dessa

construcao.

5.1 A amalgamacao

No Capitulo 4, foi dito que a construgao de K¥iZ pode ser relacionada a de Tutte, porque copias
disjuntas de Kz;_1 4 sao inseridas num grafo auxiliar para se obter Kz, 5. Na construcao de Tutte,
o conjunto de vértices independentes A mais as arestas do emparelhamento seriam o grafo auxiliar.
Em ambas construgoes, a conexao entre as diferentes copias do grafo em Gj_; 4 ja obtido ¢ feita
através do grafo auxiliar, obtendo-se um grafo em G 4.

A amalgamacao de hipergrafos também pode ser relacionada & construcao de Tutte, porém
através uma interpretacao diferente. Na construcao de Tutte, para se conseguir T}, toma-se um
conjunto A formado por um certo nimero de vértices independentes. Depois, para cada subconjunto
de A de tamanho |T_1|, toma-se uma copia de T_1 e seus vértices sdo emparelhados com os do
subconjunto. O conjunto A, dessa vez, pode ser visto como os vértices de um hipergrafo A, que
é |T—1|-uniforme e completo. As copias de Tj_1 sao associadas a cada uma das arestas de A por um
emparelhamento perfeito, continuando disjuntas entre si. Porém os emparelhamentos entre copias
de Ty_1 e arestas de A acabam relacionando as copias disjuntas de Ty_1, pois as arestas de A
podem se intersectar. E como se as copias tivessem sido de certa forma “costuradas” uma a outra,
adicionando-se alguns vértices.

Também na amalgamacao entre os hipergrafos X’ e ), sdo as arestas de ) que determinarao como

serao costuradas copias disjuntas de X. Porém nao serao adicionados novos vértices. O hipergrafo X

37
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serd a-partido, o que significa que seus vértices podem ser particionados em conjuntos independentes.
A conexao entre copias de X sera feita através da identificacdo de vértices de copias distintas que
estejam em partes correspondentes. Quais vértices serao identificados fica determinado pela forma
que arestas de ) se intersectam. Para isso, os hipergrafos X’ e ) devem ter formas compativeis, assim

como as arestas de A precisavam ter |Tj_1| vértices. A amalgamacao é descrita na Defini¢ao 5.1.2.

Definigao 5.1.1. Dados inteiros a e p, com a > p > 2, um p-grafo (X, M) é dito a-partido
quando X = (Ji_; X;, onde X; sdo dois a dois disjuntos e nao vazios e, para qualquer aresta M € M
e i € [a], vale que |[M N X;| < 1.

Se X = (X, M) & um p-grafo a-partido, entdo X = |Ji_; X;. Tome Y = (Y,N) um |X,|-grafo
para algum 7 € [a]. O tamanho das arestas de ) ¢ igual ao tamanho da parte X, de X. E através
de X, que as copias de X serao costuradas; elas serao disjuntas a menos da parte X..

O amalgama entre X e ) serd denotado )V x X'. O amélgama também serd p-uniforme a-partido.
Para obté-lo, toma-se o hipergrafo ) e, para cada aresta de A/, ¢ unida uma coépia de X. A uniao
de cada copia ¢ disjunta a menos da parte X, essa parte é identificada com a aresta de N corres-

pondente & copia em questao (Figura 5.1).

Figura 5.1: O amdlgama Y x X.

Define-se mais formalmente o amalgama.

Defini¢ao 5.1.2. Sejam X = (X, M), com X = J;_; X;, um p-grafo a-partido e Y = (Y,N)
um | X,|-grafo, para algum r € [a]. Seja dada, para toda aresta N € N, uma bije¢ao fy : X, — N.
O amdlgama Y *+ X = (X', M') é um p-grafo a-partido com X' = |J;_, X/. Para i € [a] \ r, tem-
se X! ={(v,N):veX;eNecN}eX, =Y. As arestas saio M' = {(M,N): M e M e N e N},
onde (M,N)={(v,N):ve (MnX;),i€[a]\r}U{fn(MnNX,)}

Assim, cada vértice de X’ é uma copia de algum vértice v € X. Para cada N € N, existe
uma copia de v, que é (v, N), exceto se v € X,., quando a copia é fy(v). As arestas de M’ sao
tomadas de forma correspondente as arestas de M, usando coépias de vértices que correspondam a
um mesmo N € N. Para cada N € N, existe uma copia de M € M, que é (M, N). A aresta (M, N)
contém as copias dos vértices de M com segunda coordenada N e, se houver vértice v € M N X,

ela contera a copia fy(v).
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5.2 A construgao de A, 4

O grafo de Kiiz em Gy, , ¢ da seguinte forma

Kzpg = Ti(. .. (Ty(T3(1))) ...,
k—2

onde i = [logy(g/2)]. Ele é obtido indutivamente em k e através da repetigdo de um dado procedi-
mento, que é inserir uma copia do grafo recém obtido em cada parte de um T';(n) apropriado. Em
cada etapa, obtém-se um Kz , com k' < k. No final, o grafo de K¥iz contém vérias copias de cada
constelagao utilizada e também de cada Kzy , com k' < k.

O hipergrafo A, 1. , também serd obtido indutivamente, porém em g, para todop > 2 e k > 2.
Partindo-se de um certo hipergrafo X!, sero feitas diversas amalgamacoes envolvendo o hipergrafo
recém obtido e outro dado por indugao. No final, o grafo obtido sera A, 4 e ele ird conter varias
copias de cada um dos hipergrafos intermediarios que foram obtidos, porém nao dos hipergrafos
dados por hipétese de indugao, dos quais conterd apenas cépias de seus vértices.

O hipergrafo inicial X! deve ter algumas propriedades. De modo que, assim como a fami-
lia T';(n) satisfazia certas propriedades, os hipergrafos obtidos a cada amalgamagao também irdo
manter certas propriedades. Assim, tem-se que X! é um p-grafo a-partido, para que se possa fazer
a amalgamacao, e a depende de k e p. Ele também satisfaz outras duas propriedades, que servirao
uma para garantir a cintura grande e outra para o nimero cromatico grande. Isso seré visto adiante.

Tendo X', o que é feito em seguida se assemelha a inserir uma copia de Kzy_1,4 em cada
parte de I';(n) na construcio de Kiiz. Com a diferenca que serdo tomadas diversas copias de X'
e nio do hipergrafo dado por indugdo. Serdo feitas a amalgamagdes. A primeira é Ay, . g-1 * X1,
onde A, 1 4—1 ¢ o hipergrafo dado por indugao, com p; sendo o tamanho de alguma parte de X’ L
Pela defini¢ao de amalgamacao, essa parte sera substituida pelos vértices de A, 1 4—1 no amalgama
resultante e ele ird conter varias copias de X'!. Para 2 < t < a + 1, chame o hipergrafo obtido
pela (t — 1)-ésima amalgamacao de X*. A t-ésima amalgamacao é Api keg—1 * Xt onde p; é o
tamanho de uma parte de X* que ndo contenha vértices de nenhum dos Ap, kg1 (' < t) usados
nas amalgamagoes anteriores (Figura 5.2). Aplicar a amalgamacao a todas as partes ird garantir
que o ultimo grafo obtido tenha ndmero croméatico pelo menos k. E usar hipergrafos Ap, r g—1
dados pela hipotese de indugao garantira que as amalgamagoes nao gerem circuitos de comprimento
no maximo g. Assim, o hipergrafo obtido pela a-ésima amalgamacio, X**!, sera um hipergrafo

em Gp k,g-

Teorema 5.2.1. Para quaisquer inteirosp > 2, k > 2 e g > 1, existe p-grafo a-partido Ay, ;. g € Gp kg,
ondea=(k—1)(p—-1)+1>p.

Demonstracdgo. A prova é feita por indugdo em g. Para g = 1, ndo ha restricdo sobre a cin-
tura do hipergrafo. Assim, para todo p > 2 e k > 2, defina A, como o p-grafo completo
com (k—1)(p—1)+1 vértices. Neste caso, A, 1 € a-partido e cada parte é um tnico vértice.
Pelo principio da casa dos pombos, qualquer particao em k — 1 cores terd uma cor que ocorre em
pelo menos p vértices e, como o grafo é completo, tem-se uma aresta monocromatica.

Seja g > 2 e suponha que se tem um p-grafo a-partido A, 1. g1 € Gp rg—1 para quaisquer k > 2
e p > 2. Sera construido A, ., € Gpq Para isso, dados & > 2 e p > 2, é construida uma

sequéncia (X1, ..., X%1) de p-grafos a-partidos e A, j 4 sera X1,
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Figura 5.2: Construcio da sequéncia (X1, ..., X*).

O hipergrafo X! = (X!, M) deve ter duas propriedades. A primeira é que ele ndo contém
circuitos. A segunda é que, para qualquer escolha de p partes, existird uma aresta contida nela. Isto
6, se X} (1 <i<a)sio as partes de X!, entdo para qualquer w C [a] com |w| = p, existe M € M!
tal que M N X! #0 (i €w). Um tal hipergrafo X'! existe, basta tomar uma aresta disjunta para
cada escolha de p partes.

Suponha que se tem a sequéncia até X' = (X, M") e que as partes de X’ sdo X! (1 <i<a).O
hipergrafo X1 = (X1, M!*1) serd o amalgama entre Ajxt| hg—1 = (Yt N't) dado pela hipotese
de inducdo e X* (Figura 5.2). Assim, X*+! = A|xt| k,g—1 * Xt & um p-grafo a-partido; chame suas
partes de X! (i € [a]). Além disso, X**! é constituido de |[N?| copias de X! costuradas através
das partes X/, que passam a formar a parte Xf“. Faca A, 1 g = xotl

Agora ¢é provado que A, , € Gy Ja fol notado que qualquer hipergrafo X' (¢t € [a + 1])
¢ um p-grafo a-partido, pois a sequéncia comeca com um p-grafo a-partido X' e a amalgamacio
mantém essas caracteristicas, como visto na Defini¢ao 5.1.2.

Também é verdade que todo hipergrafo da sequéncia tem cintura maior que g. Para ver isso,
note que X! ndo contém circuitos. Seja t > 1 e suponha indutivamente que cin(X*) > g. Tem-
se que cin(Ajxy pg—1) > g — 1 e que X = Ay, o 4« X' Sera provado que cin(X™+) > g.
Suponha por absurdo que X't tem um circuito de comprimento ¢ < g. As arestas de X! sdo
da forma (M, N) com M € M' e N € N'. Seja ((My, N1),(Ma, N3),...,(My, N,)) um circuito de
comprimento ¢ em X1,

Se N1 = Ny = --- = Ny, entao o circuito esta contido numa copia de X! pela Definicao 5.1.2.
Mas a hipotese é de que X! nao pode ter circuito de comprimento menor que ou igual a g, uma
contradigao.

Se nem todas arestas do circuito estdo numa mesma coépia de X?, entdo toda vez que se muda de
cOpia, as arestas devem se intersectar num vértice da parte Xtt'H, que foi por onde as copias foram
amalgamadas. A parte Xf“ é composta pelos vértices de A| Xt kg—1 € duas copias de X? que se
intersectam correspondem a arestas de .A| X1|,k,g—1 que se intersectam (Figura 5.3). O que sera feito

é, a partir das interseccoes entre duas arestas do circuito que mudam de copia de X?, encontrar um
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circuito pequeno em Ayt p o1
t
A|X§|,k,g—1 * X

(M, No)  XTT1

(M, N3)

t+1
Xa

Figura 5.3: Um circuito em X't induz um circuito em A|xs| g1

Suponha, sem perda de generalidade, que N; # Ns. Como as arestas (Mp, N1) e (Ma, N3) se
intersectam, mas estdo em copias de X* que sao disjuntas a menos da parte X}, a interseccio deve
ser o vértice f, (X{ N M) = fn,(Xf N M) que esta na parte X/ A wltima aresta (M, N,)
também deve intersectar (M, N7) e deve ser num vértice diferente de fy, (X} N M), portanto
tem-se que Ny = V7.

Seja N = (Ny,...,Ng) e tome (N;j,...,N;

i,) a subsequéncia de IN com os menores indices

possiveis tal que todos seus termos sao distintos, que NV;.., é o proximo termo na sequéncia IN que
¢ distinto de N;; (j € [ —1]) e que, sendo N;

se IV;

10+1

portanto £ < g — 1.

i+
w41 O proximo termo em N diferente de N;,, tem-

= N;, (Figura 5.4). Como N, = Ny, tem-se que NN, certamente nao pertence a subsequéncia,

Nl N2 Ni% N4 N5 Nfi N7 NS NQ Nl(} Nll
® @ o o e

1 |
@

N.

22

N.

21

Figura 5.4: Circulos iguais correspondem a arestas iguais de A|xt| . g—1- Em cima se tem N, embaizo a
subsequéncia.

Agora prova-se que (N;,,...,N;,) é um circuito em A|X€| k,g—1- Pela forma que a subsequéncia

foi definida, existe no circuito um segmento da forma

((Mllb7N ) (Mwa?N ) . (M'LQb’N ) (MlaaﬂN) (M'LZENN ) (Mi(e+1)aﬂNie+1))' (5'1)

Uma aresta (sza, N;. ) ¢ a primeira de um segmento do circuito contido na copia de X* correspon-

dente & aresta N;; e (M;,,, N;;) é a tltima desse segmento.

b9
se intersectam em fn, (X{NM;,) = i (XInM,

Tem-se, para j € [¢], que Ni; e N; ZUH)Q)

Li+1

O argumento é o mesmo utilizado anteriormente, para concluir que Ny = N,. Além disso, para

cada j, essa intersecgao entre N;; e N;.,, € em um vértice distinto, pois sendo (5.1) um segmento

Lj+1

de um circuito, é possivel escolher um representante distinto para cada interseccao entre pares de

arestas consecutivas e fx; (X{NM;,) = fn;, +1( {0 M. ) ¢ atnica intersecgao entre (M, , N;;)
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e (Mg, Ni

contradigao.

41)- Assim, (Y, N'") tem um circuito de comprimento menor ou igual a g — 1, uma

Falta checar que x(Aprg) > k. Tome uma (k — 1)-coloragao dos vértices de A, 1 4, quer-se
encontrar uma aresta monocromatica. Sejam A,y , = (X9, M) e X (¢ € [a]) cada uma
das partes de X1, A ideia é que cada Xt“'H ja foi a parte sobre a qual se fez a amalgamacao.
Assim, Xf“ foi, ap6s a {-ésima amalgamagao, identificado com os vértices de A, X!|kg—1- B, nas
amalgamagoes seguintes, foram tomadas copias disjuntas desses vértices. Portanto, Xt‘”rl é consti-
tuido de copias disjuntas dos vértices de A|X§\,k,g—1-

Assim, a coloragao de Ay, induzird uma coloracdo com k — 1 cores em cada Ajxt|r -1,
com (t € [a]). Essas coloragoes definem arestas monocromaticas nos A, y¢| j o_1. Essas arestas indu-
zirao, em A, . 4, um subgrafo que ¢ a-partido, com partes monocromaticas e que contem uma copia

de X! (Figura 5.5). Usando a propriedade das arestas de X'!, sera obtida uma aresta monocromatica

em Ay kg-
XQ
oo Azl
I
XS
oo oo
S Ajxglag-1

13 1 —1T T Te=T T T—

X = Az,
> @ @ @
== —TesT>

B = E——

Figura 5.5: Esquema da construcio de Az 3z 4. Uma 2-coloracio de Az 3 4 gera arestas monocromdticas em
cada A|xt|3,g-1- Estd destacada a copia de X1 em que cada parte é monocromdtica.

De forma mais precisa, serao indicados os vértices de A, 1, 4 que formam o subgrafo a-partido em
que cada parte é monocroméatica. Depois serao indicados os vértices da copia de X! contida nesse
subgrafo. E importante lembrar que os vértices do amalgama sio definidos como pares ordenados
ou como a imagem de uma certa bijegdo (Definigdo 5.1.2) e que os vértices de .A| X1| kg1 foram
chamados de Y e as arestas de AN/,

Primeiramente, olhe para a parte X™!. Como A, , = A|xa| g1 ¥ X%, 0s vértices em Xatl
sao Y. Assim, a coloragao de A, 1, 4 induz uma coloragao em Ajxa|xg—1- Como X (A xa| k,g—1) > F,
existe uma aresta monocromatica, que serd chamada de N,. Os vértices de N, estao contidos
em X271 Agora considere a parte ngll Dentro dela, ha diversas copias de Y*~! uma para
cada aresta de N®. Considere a copia que corresponde & aresta N, ela é constituida pelos vérti-

ces Y21 x {N,}. Esta copia induz uma (k — 1)-coloracio de A‘Xa—lll kg—1- Assim, também ha uma

aresta de N1 que é monocromatica, ela serd N,_1. Note que N,_1 nao esté contida em Xgirll, mas
sim em Y% 1. Suponha que foi determinada a sequéncia de arestas (Ng, Ng_1 ..., Nyt1), com t > 1

e N; € N* (t+1 < i < a). Para determinar a aresta N; € N, considera-se a parte X2t e, dentro

dela, a copia de Y dada por Y x {Nyy1}x---x{N,}. Esta copia induz uma coloragao de A Xt kg—1-
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Sob essa coloragao, existe uma aresta monocromatica, que serd Ny.
Foi escolhida uma sequéncia (N7, No,...,N,), com Ny € Nt. Com essa sequéncia, podem ser
definidos os conjuntos Z; C X (¢ € [a]), que serdo as partes do subgrafo de A, x , em que cada

parte ¢ monocroméatica. Para t = a se tinha que N, C X2+, entdo
Zo = N,.
Para os demais valores de t, define-se
Zy = {(v, Ney1,...,No) s v € N;} € X2+

Como Z; é a copia de Ny dentro da copia de Y que induziu a coloracao de A| X!|k,g—1, tem-se que Zt

¢ monocromatico (Figura 5.6).

1 oo o> |X2],3,9—1
— N C [0 s >
[— o — Ny
XS
o> oo A
I | X31:3.9-1

Figura 5.6: Estao marcadas as arestas monocromdticas Ny (t € [3]), segundo a coloragio induzida pelas
copias circuladas de cada A‘Xﬂ’g’g,l. Em Ay 3 4, estao marcados os conjuntos monocromdticos Z.

Agora serdo definidos os vértices da copia de X! dentro do subgrafo gerado pelos Z;, para
todot € [a]. Para a construcao de A, i 4, comega-se com X ! ¢ sdo feitas a amalgamacoes. Seguindo as
amalgamacoes, na primeira, a aresta Ny € N indica uma cépia de X' em X?. Essa copia é formada
pelos vértices X} x {N1} parat > 2 e fy,(X{) = Ny, onde fy, é a bijecio entre X{ e N1 € M.
Depois, Ny indica uma cépia de X? em X3 e, dentro desta copia, tem-se a copia de X! indicada
por Nj. Assim, em X3, a copia de X! tem vértices fn, (X1) x {Na2}, mais fn, (X3 x {N1}) C Ny
e X} x {N1} x {Na}, para t > 3. Assim por diante, em X" tem-se uma copia de X1 (Figura 5.7)
formada pelos vértices em

Iy (XT) x {Ng} x -+ x {N,} = 71,

para as partes 2 <t < a — 1, tem-se

th(th X AN} X o X {Np—1}) X {Npp1} x -« x {N,} C Z4,

por fim,
I, (X2 x {Ny} x -+ x {N,_1}) C Z,.
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Xl A|X11|537g_1 XQ A
1 Coo oD |X2[,3,9-1
[— Ny CI 0 <l >
— o N,
X?)
ca» oo A
S | X31:3.9-1
CoO e ] I TesT | T
N3
Xt =Ay3,
o, o> o> D
7, <> ST >
AT e —

Figura 5.7: Em cada X't' (t € [3]), estdo marcadas as copia dos X* (t' € [t]) anteriores indicadas pelas
escolhas das arestas N1, ..., Ny.

Como a = (k—1)(p — 1) + 1, existe w C [a], com |w| = p, tal que qualquer conjunto Z;,
para t € w, tem seus vértices coloridos de uma mesma cor. O grafo X! foi escolhido de forma
que, para qualquer escolha de p partes, exista uma aresta contida nelas. Assim, na cépia de X!
contida em 71, ..., Z,, considere as partes contidas em Z;, com ¢t € w. Existe uma aresta da cépia
de X! que tem exatamente um vértice em cada uma destas partes. Portanto, tem-se uma aresta

monocroméatica em A i 4. O

Note que, nessa construgao, mesmo para se construir o grafo Ay, € Gi 4, ¢ preciso envolver

hipergrafos.

5.3 O numero de vértices de A, g4

O objetivo, agora, é estimar o ntimero de vértices de A, 4. Quando g = 1, para todo k > 2
e p > 2, sabe-se que A, 1 € o clique p-uniforme em a = (p — 1)(k — 1) + 1 vértices. Sera feita uma
indugao em g, mas em vez de se estimar diretamente o niimero de vértices, a inducao seré feita para
se estimar o nimero de arestas de A, 4. Depois, sera utilizado o fato de o nimero de arestas de
um p-grafo ser no maximo o ntmero de arestas do clique, para se ter uma cota inferior no nimero
de vértices. E sera utilizado o fato de que, se todo vértice tem grau pelo menos 1, entdo o niimero
de arestas de um p-grafo é pelo menos o niimero de vértices sobre p, para se encontrar uma cota
superior do ntimero de vértices. Assim, defina m(p, k, g), com p > 2, k> 2 e g > 1, como o nimero
de arestas de A1 4.

Para a indugdo em g, é preciso relacionar m(p, k, g) com valores de m(p', k', g — 1) para certos p’
e k. Para isso, note que, no amélgama ) * X, é tomada uma copia do hipergrafo X’ para cada aresta
de V. Assim, tem-se que o nimero de arestas do améalgama é o numero de arestas de X multiplicado
pelo nimero de arestas de ). O mesmo nao ocorre com o nimero de vértices, pois as copias nao
sao disjuntas.

Na construcao de A, 1 4, comega-se com um certo hipergrafo X’ b= (X1, M) e depois se tem

uma sequéncia de amilgamas X2, ..., X%TL. O hipergrafo X+ (¢ € [a]) é o amalgama entre X
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e Ajxt| kg—1- Sabendo disso e usando a ideia de que, no amalgama, os nimeros de arestas de se
multiplicam, tem-se uma relagao entre m(p, k, g) e os valores m(|X}|,k,g—1) (t € [a]). Essa relagao
é

m(p,k,g) = [M'|-m(|X{|,k,g — 1) ---m(|Xg|, k, g — 1). (5.2)

Os valores de | X!| (t € [a]) também precisam ser estimados. Cada |X}| sera relacionado com
os valores de |X!| (i € [t — 1]). Foi dito que, no amalgama Y * X, o ntimero de vértices de X
nao é apenas multiplicado pelo niimero de arestas de ), pois as copias de X nao sao totalmente
disjuntas. Porém olhando para as copias de cada parte de X, exceto pela parte sobre a qual se fez a
amalgamacao, as demais sao copias disjuntas. Entao o tamanho de cada parte do amélgama, exceto
pela parte amalgamada, é igual ao nimero de vértices da parte de X correspondente, multiplicado
pelo ntimero de arestas de ).

Na construgio de A, j 4, comega-se com um certo hipergrafo X1 e Xt = A‘Xf:ll g1 * xt=1
uma amalgamagao sobre a parte ¢ — 1. Assim, para cada t € [a] e todo t < j < a, a parte th» é
constituida de m(\Xf:11|, k,g — 1) copias disjuntas da parte X;?_l. Portanto, até se chegar em X o
tamanho da t-ésima parte foi sempre sendo multiplicado por um certo nimero de arestas. Tem-se

a seguinte relagdo entre | X}| e os demais valores |X}!| (i € [t — 1]),
(X = 1XE] - m( X kg = 1) om( X5 kg = 1), (53)

As relagoes (5.2) e (5.3) serao utilizadas para estimar m(p, k, g). Primeiro, é visto como obter

uma cota inferior para o nimero de arestas de Ay, 4.

Proposicao 5.3.1. Sejam p > 2, k > 2 e g > 2 inteiros e tome a= (k—1)(p—1)+ 1. Vale
que m(p, k, g) = ((k —1)/2) 19 a.

Demonstra¢ao. Como foi dito, a prova é por indugdo em g. Sejam p > 2 e k > 2 inteiros. Para

todo g > 2, serao usadas as seguintes cotas obtidas a partir de (5.2) e de (5.3) respectivamente.
m(p,k, g) = IM - m(IX{ | kg = 1) - m(|XG] kg — 1) > m(|XZ] k. g = 1). (5:4)
E , para todo 2 <t < a, tem-se
Xi| = X/ m(IXi] kg = 1) om(I X5 kg = 1) > m(1X 5] kg = 1), (5.5)

Para o caso base g = 2, tem-se por (5.4) e pela definicdo de A|xa|x,1 que

a| _ . _ | Xg
mip.k.2) > milxel.h ) = (D7D 5 (E20)7 (56)

onde foi usado que (| X2 —1)/|X%| > 1/2, pois | XZ| > 2.

E preciso lidar com |X2|. Prova-se por inducdo em ¢ > 2, que |X}| > ((k —1)/2) 12 (¢t — 1).
Por (5.5) e pela definicao de A x1;, tem-se que
k—l)'xlll k-1 k-1

Xz mxiie z (F51) T 2 5 =



46 O AMALGAMA 5.3

Seja t > 2 e suponha que | X}| > ((k —1)/2) 12 (¢t — 1). Analogamente, tem-se

F—1\X k-1
2

k-1 k—1
Xz mx ey > (F50) T 2 B e e 6

Portanto, por (5.6) e (5.7), tem-se que

k

-1 k-1 k—1
> 4 T 42(g—1)=_—_" 42
mp,k,2) 2 =11 (a-1)=—-1a
Seja g > 3 e suponha que, para todo p > 2 e k > 2, vale que m(p, k,g—1) > ((k—1)/2) 19 ! a,

onde a = (p— 1)(k — 1) 4+ 1. Assim, usando (5.4),

k— k—
mp,k,g) > m{IXg] g —1) > 05 497 (XS - (k- D)+ 1) > T XL (59)

Esse | XZ| é diferente do |XZ| do caso g = 2, entdo é preciso estima-lo novamente de forma
semelhante. Sera obtido, para todo t > 2, que | X}| > ((k—1)/2) 19 (t—1). Tem-se por (5.5) e (5.8),
que

k—1 k-1 k-1
X3 > m(|X]] kg — 1) > == 1971 X]| > = === 17 1,
Seja t > 2 e suponha que |X}| > ((k —1)/2) 19 (¢t — 1). Assim, usando (5.5) e (5.8), tem-se

k_ng—luTg(t_l):%Tgt. (5.9)

k—1 .
XU = m(X ] g — 1) 2 S 497 |XE > T -

Finalmente, de (5.8) e (5.9), tem-se

k—1 k—1
m(p, k,g) > ——— 1971 = ——

k—1

O

Para a cota inferior, os valores de |[M!| e |X}| foram sempre substituidos por 1. Porém nao
serd, possivel fazer isso para a cota superior. Assim, observe o hipergrafo inicial X! da construcio
de Ay g Esse p-grafo a-partido ¢ constituido de arestas disjuntas, uma para cada escolha de p
partes. Portanto, o niimero de arestas é |M!| = (;) Para saber o tamanho de uma parte |X}|,
com (t € [a]), é preciso contar quantas arestas passam por ela, havera um vértice para cada aresta.
Se uma dada escolha de p partes deve conter a parte X/, entdo faltam escolher p — 1 partes dentre
as outras a — 1 partes. Portanto, tem-se | X}| = (Z:i)

Também sera preciso provar que m(p, k, g) é crescente em p e em k.

Lema 5.3.2. Sejam p > 2, k> 2 e g > 1 inteiros. Vale que m(p,k,g9) <m(p+1,k,g).

Demonstracao. Seré feita uma inducao em g. Sejam p > 2 e k > 2 inteiros quaisquer. Para g = 1,

tem-se da definicao de A, 11 que

iy = (07 DE=D 4T
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E da definicao de Apq 1,1, tem-se que

k0= () = (TR (R

Pela propriedade do binomial segundo a qual (3)+ (bil) = (Zjﬁ), desde que (p—1)(k—1)+1 > p+1,
tem-se que m(p + 1,k,1) > m(p, k,1). Se (p—1)(k—1)+1 = p, entdo (k—2)(p—1) = 0. Como p > 2,
tem-se k = 2. Dessa forma, vale que m(p+ 1,k,1) = m(p, k,1) = 1.

Seja g > 2 e suponha que m(p + 1,k,g — 1) > m(p,k,g — 1) para quaisquer p > 2 ¢ k > 2.
Para comparar m(p+1,k, g) e m(p, k, g) sera utilizado (5.2). Note que os hipergrafos iniciais para p
e p+ 1, respectivamente X! (p) e X1(p + 1), sdo distintos. Seja a o niimero de partes de X! (p) e a’
o ntimero de partes de X!(p+1). Tem-se a = (p — 1)(k — 1) + 1 < p(k — 1) + 1 = a’. Utilizando-se

de (5.2), pode-se escrever
m(p,k,g) = M P)]-m(| X1 (p)]. k.g — 1) - -m(I X3 (p)]. k. g — 1).
E, para p + 1, tem-se
m(p+ 1k g) > M (p+1)[-m(X{(p+ 1)k, g —1) - --m(Xg(p+ )| kg —1)-1---1. (5.11)

Sera provado que |X}(p + 1)| > |X[(p)| (t € [a]). E feita uma indugdo em ¢. Pela construgio
dos hipergrafos iniciais, tem-se que |X{(p+ 1)| = (p(kp_l)) > ((p_;)_(lf_l)) = |X{(p)|. Sejat > 2 e

suponha que para todo ¢’ < t—1, vale que | X}, (p+1)| > | X% (p)|. Utilizado (5.3) e que |X{| = | X}|,

isto é, que no grafo inicial todas partes tem o mesmo tamanho, tem-se

(Xt (0 + 1) = [ X{(p+ D] m(IX{(p+ 1),k g = 1) - m(| X1 (p + 1)] Ky g — 1),
Utilizando as duas hipéteses de indugao, em ¢ e em g, tem-se

1 Xi(p+ 1) > (X1 (0] - m(IXi(p)], kg = 1) - m( X2 ()] kg — 1) = [ X (D).

Agora, continua-se o passo da inducdo em ¢g. Em (5.11), utilize que |[M!(p + 1)| > |[M!(p)],
que segue da definigdo dos hipergrafos iniciais. E utilize que |Xf(p + 1)| > |X}(p)| (t € [a]) e a
hipotese de indugdo, para notar que m(|X}(p + 1)|,k,g — 1) > m(|X}(p)|,k,g — 1). Conclui-se
que m(p+ 1,k,g9) > m(p,k,g). O

De forma semelhante, prova-se que m(p, k, g) é crescente em g.
Lema 5.3.3. Sejamp > 2, k> 2 e g > 1 inteiros. Vale que m(p, k,g) < m(p,k, g+ 1).

Demonstragio. E feita uma inducio em g. Sejam p > 2 e k > 2 inteiros quaisquer. Para g = 1, note

que M| = (Z) = m(p, k, 1) por definicdo do hipergrafo inicial e de A, 1. Assim, por (5.2),
m(pv k, 2) = |M1’ ’ m(’Xll|’ k, 1) e m(‘X((H’ k, 1) > |M1| = m(p7 k, 1)

Seja g > 2 e suponha que m(p, k, g) > m(p, k, g — 1) para quaisquer p > 2 e k > 2. Agora serao
comparados m(p,k,g + 1) e m(p, k, g). Observe que, como p e k sdo 0os mesmos, tem-se 0 mesmo
hipergrafo inicial, X1(g) = X1(g+ 1). Porém, para 2 < t < a, os hipergrafos X*(g) e X*(g+1) sdo
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distintos, uma vez que cada X*~1(g) é amalgamado com A‘Xtt—% () ao passo que X' "1(g+1)

‘»kuq*l’

¢ amalgamado com A‘ Xt esg” Feita essa observagao, utilize (5.2) para escrever

219 +1
m(p,k, g +1) = M| -m(IX{(g+ )]k, g) - m(| X5 (g + )]k, 9)- (5.12)
E, para m(p, k, g), tem-se
m(p,k, g) = IM|-m(IX{(9)]. k,g —1)---m(1X(9)]. k. g — 1).

Agora, é preciso comparar | X{(g)| com | X}(g+1)|, parat € [a]. Ja foi visto que X1(g) = X1 (g + 1),
assim | X](g)| = | X](g+1)|. Sejat > 2 e suponha que, para t’ < t—1, tem-se | X}, (g + 1)| > | X (g)]-

Utilize (5.3) para escrever
(Xt (g + D)) = [X1[-m(Xi(g+ Dl k,g) - m(I X1 (g + 1] K, 9)-
Pela hipotese da indugao em t e usando o Lema 5.3.2, vale que
1 Xi(g+ 1) = [Xi]-m(X1(9)]. &, 9) - m(I X5 (9)], k. 9)-
Utilizando a hipotese da indugao em g, tem-se
[Xi(g+ DI > X1 - m(I X1 (9)] kg — 1) - m(IX{Z1(9)] B, g — 1) = | X{(9)]-

Continua-se o passo da indugao em g, de forma semelhante ao passo da indugao em t. Sabendo
que | X} (g+1)] > | X[ (g)| (t € [a]), que m(p, k, g) é crescente em p e utilizando a hipétese de indugao
em g, tem-se

m(1X; (g + 1), k,9) = m(IX{(9)] k, 9) > m(1X{(g)], k,g —1).

Finalmente, use esse resultado em (5.12) para obter que m(p, k,g + 1) > m(p, k, g). O

A ultima observagao antes de calcular uma cota superior para m(p, k, g) é sobre algumas ope-

ragoes que podem ser feitas com as flechas de Knuth.

Lema 5.3.4. Sejam x,y,c > 2 inteiros. Valem as sequintes relagaoes.
1. Para b> 2, tem-se (x 1P y)¢ <z 1 (y + ¢).
2. Para b> 1, tem-se c(z 1t y) <z 1° (y +¢).
3. Para b > 1, tem-se (x 1° y)° < 2 1° (ye).

Demonstragao. Primeiro, prova-se (1). Sera feita uma indugdo em c. Quando ¢ = 2, utiliza-se

que 22 < 2% (2 # 3) e que (z 1P y) > 4 para se escrever que (z 1° y)? < 2(@t’y), Depois, note que

(@1 y)? <20 <ot (@4t y) = 24P (y +1) (5.13)
<z1" (y+2),

onde foi usado que z > 2eque b—1> 1.
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Seja ¢ > 3 e suponha que, para quaisquer x,y,b > 2, vale que (z 1? )" ! < a2 1* (y+¢c—1).
Faca

@y =(@1"y) @1ty <@ty (@1 (y+ec-1))
<@t @y+e—1)2 <zt (y+o),

onde a ultima desigualdade vale pelo que foi visto em (5.13).

Para provar (2), considere primeiro o caso b = 1. Tem-se
clxty)=c-a? <z a2y =zt (y+o),

onde foi usado que = > 2.

Para b > 2, tem-se

@ty < (@tty) <zt (y+o),

onde a primeira desigualdade vale pois 2 ¥ y > 1 e a segunda vale pela relacao (1).

Por fim, prova-se (3). Separadamente, cheque o caso b = 1. Tem-se

(z1y)" = (") =2¥ =21 (yo).

Para b > 2, utilize a relagao (1). Tem-se

(z 1" y)° <2’ (y+c) <a1” (yo),
onde a ultima desigualdade vale, pois ¢/(c — 1) < 2 < y, quando ¢ > 2. O
Prova-se agora uma cota superior para m(p, k, g).
Proposicao 5.3.5. Sejam p > 2, k > 2 e g > 1 inteiros. Vale que m(p,k,g) < (3(k—1)) 19 (2kp).

Demonstragao. A prova é por indugao em g. Para todop > 2 e k > 2, o p-grafo A, ;. 1 tem a vértices

e é completo. Assim,

m(p, k. 1) = (@ - 1)(’; -b+ 1) < (p““p‘ 1)) < (e(k— 1)) < (3(k — 1)) T (2hp).

Suponha g > 2. Para fazer a indugao em g, é preciso relacionar m(p, k,g) com m(p’, k', g — 1)
para certos valores de p’ e k. Assim, utiliza-se (5.2), que |[M!| = m(p, k,1) e os Lemas 5.3.2 ¢ 5.3.3

para se escrever que
m(p,k, g) = M- m(IX1| kg = 1) - m(IXZ] kg = 1) < m(|XZ] kg — 1) (5.14)

E utiliza-se (5.3), que |X}| < m(p,k,1) e os Lemas 5.3.2 e 5.3.3 para se obter que vale para
todo 2 <t < a, que
X < m(1X 2] kg — 1) (5.15)

Nota-se que serd preciso fazer uma indugao em ¢ para relacionar | X{| com o valor conhecido | X7]|.
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Seja g > 2 e suponha que m(p, k, g —1) > (3(k—1)) 197! 2kp para todo p, k > 2. Sejam p, k > 2
inteiros quaisquer e considere m(p, k, g). Por (5.14) e usando a hipdtese da indugao, tem-se que

m(p,k, g) < m(|X2], kg — 1)*F < ((3(k — 1)) 1971 (2k|x2) "

Como g — 1 > 1, pode-se utilizar a relagao 3 do Lema 5.3.4 para concluir que
mlp, ks g) < (3(k — 1)) 197 ((a + 1)2K[X2). (5.16)

E preciso provar que (a + 1)2k| X2 < (3(k — 1)) 19 (2kp — 1). Sera utilizada a relacio (5.15)

para lidar com (a + 1)2k|X¢|. Mais especificamente, ¢ provado, para todo ¢ € [a], que
a+1
(t+1)2k| X[ +2k- > i< B(k—1))19 2kp—a+t—1). (5.17)
i=t42
E feita uma inducdo em t. Para t = 1, tem-se
a+1 a—1
2. 2k| X7+ 2k Y i < 4k ( 1) +2k(a+1)(a—1) <4k- (3(k—1))P +2ka®.  (5.18)
: P —
=3
Quer-se mostrar que 4k - (3(k —1))P~1 4 2ka® < (3(k —1)) 19 (2kp —a), onde p, k e g estao fixos
e valem pelo menos 2. Note que

(3(k—1)) 19 (2kp—a) > (3(k — 1)) 1 (2kp —a) > (3(k — 1))+ (5.19)

Assim, basta provar que 4k - (3(k — 1))P~! + 2ka? < (3(k — 1)) < (3(k — 1))2PH!
Primeiro considere 4k - (3(k — 1))P~!. Tem-se 4k < (3(k — 1)), pois note que vale caso k = 2 e,
para k > 3, vale que (k — 1)? > 2(k — 1) > k. Portanto,

30k — 1) _ (3(k = 1)

k- 005 =7 < k=0 = g < B

(5.20)

Agora considere 2ka®. Tem-se, para k > 3, que a® < (p(k—1))? < (k—1)?? e que 2k < 3(k—1).

Assim, para k > 3, vale que

(3(k —1)*+1 _ (3(k —1))*+!

2 _ 1\2p+1
2ka” < 3(k—-1) < 2 < 5 (5.21)
Substitua k = 2 e note que essa relagao também é vélida.
Portanto, por (5.18), (5.19), (5.20) e (5.21), tem-se
a+1
2 2k|X]| +2k- ) i <4k (3(k—1))P" + 2ka® < (3(k — 1))V < (3(k — 1)) 19 (2kp — a).
i=3

Seja t > 1 e suponha que (t + 1)2k|X7| + 2k - S0 i < (3(k — 1)) 19 (2kp — a+t —1).
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Utilize (5.15) para escrever que

atl a+1
(t+2)2k| X[+ 2k Y i < (t+2)2k-m(IX]] kg — 1) 2k > .
=143 i=t+3

Pela hipotese da inducao em g, tem-se

a+1 a+1
(t+2)2k| X[ [+ 2k > i < (E+2)2k((3(k — 1)) 197 (2k| X)) + 2k - > i
i=t+3 i=t+3

Usando a relagao 3 do Lema 5.3.4, tem-se

a+1 a+1
(t+ 202k X H | +2k- > i<2%k- Y i 1) 1971 (2K X[t + 1))).
1=t+3 1=t+2

Usando a relagao 2 do Lema 5.3.4, tem-se

a+1 a+1
(t+2)2k| X[ +2k- Y i < ( 1) 197 (2K X (E+ 1)+ 2k ) d)
i=t+3 =142

Finalmente, aplica-se a hipdétese da inducao em ¢ para se obter

a+1
(t+2)2k[ X H |+ 2k > i< B(k—1)) 19 (3(k—1)) 19 (2kp —a+1t— 1)
i=t+3

< (3(k — 1)) 19 (2kp — a + ).

Continue a indugao em g. A partir de (5.16) e utilizando a relagao (5.17) que foi provada acima,

tem-se

m(p, k,g) < (3(k — 1)) 197 ((a + 1)2k[X7])
< (3(k = 1)) 197 (3(k — 1)) 19 (2kp — 1) = (3(k — 1)) 19 (2kp).

O]

Como foi dito, foram calculadas cotas para o niimero de arestas. Quanto ao nimero de vértices,

tem-se o seguinte resultado.

Teorema 5.3.6. Sejam p,k,g > 2 inteiros. Vale que

k-1 1/p
(55 17 @=00- D+ 1) < Mgl <p- (B0 1) 17 262).

Demonstragao. Apenas note que nenhum vértice de A, 1 4 pode ser isolado. Quando g = 1, tem-
se p-grafos completos. Seja g > 2 e suponha que nenhum A, ,—1 tem vértices isolados. Na cons-
trugao de A, 4, o grafo inicial X I ndo possui vértices isolados pela forma que foi construido.
Seja t € [a — 1] e suponha que X! ndo possui vértices isolados. Tem-se que X! = A|X€|’k7g_1 * XL,
Entao X*t! é constituido de uma copia de X* para cada aresta de A|Xtt"k7g,1. Em cada copia de X,

a parte X/ foi substituida por uma aresta de A|X§|7k’g_1. O hipergrafo A|X€|’k7g_1 nao tem vértices
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isolados, entao todo vértice estd em alguma copia de X*. Além disso, X nao tem vértices isolados.
Assim, X**! também nio tem vértices isolados.

Desta forma, tem-se

m(p, k, g) > Myl
P

Essa relagao junto da Proposigao 5.3.5 prova que | A,k q| < p- ((3(k — 1)) 19 (2kp)).
Para a cota inferior, note que o nimero maximo de arestas em um p-grafo é o nimero de arestas

do p-grafo completo. Tem-se
Ap i
m(p, k,g) < <‘ I;;""') < [ Apkgl”-

Utilizando a Proposi¢ao 5.3.1, prova-se que [Ap kg > ((k—1)/(2)) 19 ((p—1)(k—1) + 1))1/p. O

Para o caso particular em que é buscado um grafo com cintura e ntimero cromético grandes,

tem-se o seguinte corolario.
Corolario 5.3.7. Sejam p > 2, k> 5 e g > 2 inteiros. Vale que

k—1
(3= 1) 17 {4k +2) > Az > (57 ) 17 (6= ).
Demonstracao. Para a cota superior, basta utilizar o Teorema 5.3.6 e a relagao 2 do Lema 5.3.4.

Tem-se
A2zl < 2((3(k —1)) 19 (4k)) < (3(k — 1)) 19 (4k + 2).

Para a cota inferior, utiliza-se o Teorema 5.3.6 e que \/z > logy(z) quando = > 16. Tem-se

> <’“;1 19 k) > log (’“gl 19 k) > log <2¢ (’“;1 1o (k—l)))

:—k;w(k—n.

|-A2J<r,g

O

A construgdo por amalgamagao fornece grafos com cintura e nimero cromatico grandes, que
possuem um numero Ackermanniano de vértices. O nimero de flechas cresce de acordo com g,
a cintura desejada. Enquanto que, na construcao de Kf¥iZ, o nimero de flechas cresce de acordo
com [logy g]. Dessa forma, o ntumero de vértices do grafo obtido por amalgamagao é maior que o
obtido pela construgao de Kiiz.

A proxima construgdo que seré apresentada, assim como a construgdo por amalgamacao, pode
ser utilizada para se obter hipergrafos uniformes com cintura e ntimero cromético grandes. Além
disso, assim como na construgao de Kz, a contrugao para o caso especifico em que se busca um grafo
nao envolve hipergrafos. As estimativas do nimero de vértices que sdo apresentadas, no entanto,

nao permitem uma comparagao com as construcoes anteriores.



Capitulo 6

As arvores aumentadas

Construindo um hipergrafo com cintura e nimero cromdtico

grandes diretamente, a partir de um grafo.

Para construir A, 4, sao feitas diversas amalgamacoes entre hipergrafos. Mesmo para p = 2,
¢ necessario envolver outros hipergrafos. Além disso, a construgao de A, , é indutiva em g. Se
diferenciando nesses aspectos, mais rentemente, N. Alon, A. Kostochka, B. Reiniger, D. B. West e
X. Zhu [4] desenvolveram uma construgao para um hipergrafo 7,1 4 € Gy 1 4 que ndo envolve outros
hipergrafos além daquele buscado e que nao é indutiva. Essa construcao se baseia, porém, em uma
familia de grafos auxiliares que sera construida indutivamente, os (d, r, g)-grafos.

Neste capitulo, primeiro sao construidos os (d,r, g)-grafos. Depois, vé-se como obter T 4 a
partir de um certo (d, 7, g)-grafo. A contagem do ntimero de vértices de T, 1 4 € mais trabalhosa que
as contagens anteriores. Para a cota inferior, feita por N. Alon [3|, é definida uma outra familia
de grafos, os TB(x,r, g)-grafos. O ntmero de vértices de um T B(z,r, g)-grafo sera mais facil de
ser estimado. Um (d, r, g)-grafo sempre contera um certo T'B(z,r, g)-grafo. Assim, se for conhecida
uma cota inferior para o ntimero de vértices de um T'B(x,r, g)-grafo, ela podera ser utilizada para

limitar inferiormente o ntimero de vértices de um (d, r, g)-grafo.

6.1 A construcao dos (d, r, g)-grafos

A construcao de T, , utiliza uma familia de grafos auxiliares, os (d,r, g)-grafos. Esses grafos
b,R,g ? ’
sao arvores aumentadas. Assim, é preciso definir algumas nogoes sobre arvores para, em seguida,

dizer o que sao arvores aumentadas e quais sao os (d, r, g)-grafos.
Definigao 6.1.1. Seja T uma arvore com raiz. Tem-se as seguintes definigoes.
e O conjunto das folhas de T é denotado F(T').
e Seja d > 1. A arvore T é d-dria quando todos seus vértices, exceto as folhas, tém d filhos.

e Se T é uma arvore d-aria, ela é completa quando todas as folhas estao a uma mesma distancia

da raiz.

e Um caminho completo em T' é um caminho que liga a raiz a uma folha.

93
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e A altura de T é o nimero de arestas de um caminho completo mais longo.
e Se v é um vértice de T, seus ancestrais sao os vértices do caminho da raiz até v.

Definigao 6.1.2. Seja T' uma arvore. Uma aresta de retorno é um par {v,w}, onde v é uma folha

de T e w é um de seus ancestrais, exceto seu pai.

Definigao 6.1.3. Seja r > 1. O grafo G é uma drvore r-aumentada quando é constituido por uma

arvore T mais 7 arestas de retorno para cada folha v € F(T).
Define-se a familia dos (d, r, g)-grafos.

Definicao 6.1.4. Sejam d > 2, r > 1 e g > 4 inteiros. Uma arvore r-aumentada G é um (d,r, g)-
grafo, quando a arvore T que a constitui é d-aria completa e, além disso, tem-se que cin(G) > g.

Sera dito que G é um (d, r, g)-grafo com arvore T ou que T' é a arvore do (d, r, g)-grafo G.

Para cada d > 2, r > 1 e g > 4, serd construido um (d,r, g)-grafo. A constru¢do que sera
apresentada é indutiva em ¢g. No passo da inducgao em g, sera feita outra inducao, em r. Isto é,
os (d,r, g)-grafos serdo construidos a partir de g = 4 em diante, para todos d e r. Para g = 4, todos
valores de d e r serdo construidos ao mesmo tempo. Para cada g > 4, serdo construidos de r = 1 em
diante, para todo d. Para r = 1 e qualquer valor de d, utiliza-se um grafo com g menor. Para r > 1
e qualquer valor de d, utilizam-se grafos com mesmo g, mas r menor.

Para avaliar ostamanhos dos (d, r, g)-grafos, tem-se a seguinte defini¢ao.

Defini¢ao 6.1.5. Sejam d > 2, r > 1 e g > 4 inteiros. Defina m(d,r,g) como a menor altura da

arvore de um (d, r, g)-grafo.

Como o ntimero de vértices de um (d,r, g)-grafo é igual ao nimero de vértices de sua arvore,
tem-se que o valor de m(d, r, g) ¢ suficiente para se obter o nimero minimo de vértices de um (d, r, g)-
grafo.

Apresentar uma construgao para um (d,r, g)-grafo ¢ uma forma de se obter um limite superior
para m(d,r,g). A partir da constru¢do que segue, na Segao 6.3, serda obtida uma cota superior

explicita para m(d,r,g).
Teorema 6.1.1. Sejam d > 2, r > 1 e g > 4 inteiros. Ezxiste um (d,r, g)-grafo e
1. m(d,r,4) =2r+1,
2. m(d,1,g+1) <m(d,d,g)+1,
3. m(d,r+1,9+1) <my+mg—1, onde my =m(d,1,g+1) e mg =m(d™ ,r,g+1).

Demonstragio. E dada uma construcao indutiva em ¢. Para g = 4, para quaisquer d e r, tome uma
arvore d-aria completa de altura 2r + 1 e envie, a partir de cada folha, r arestas de retorno que
incidam em todos ancestrais a distancia impar dela, desde 3 até a distancia 2r + 1 (Figura 6.1).
Essa arvore r-aumentada nao tem circuito de tamanho 3. De fato, é um grafo bipartido, onde
uma parte contém os vértices a distancia par da raiz e a outra contém os vértices a distancia
impar. Além disso, 2r + 1 é a menor altura que a arvore de um (d, r, 4)-grafo pode ter, porque dois
ancestrais consecutivos ndo podem ambos receber arestas de retorno sem formar tridngulo. Assim,
tem-se m(d,r,4) = 2r + 1.
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m(2,1,4) =3 X o

Figura 6.1: Construgdo de um (2,1, 4)-grafo.

Seja g > 4 e considere que para todo d > 2 e r > 1, existe um (d, r, g)-grafo. Dados r e d, quer-se
construir um (d, r, g+ 1)-grafo. Isso sera feito por indugao em r. Para construir um (d, 1, g+ 1)-grafo,
tome um (d, d, g)-grafo G’, dado pela hipotese da indugao em g, e seja T” sua arvore. A cada folha v
de T", acrescente d filhos v; (i € [d]); essa arvore serd T'. Para cada uma das arestas de retorno de G’
da forma vz; (i € [d]), adicione uma aresta de retorno em 7' da forma v;z;, de modo que cada v;
receba exatamente uma aresta de retorno (Figura 6.2). Chame esse grafo de G. Prova-se que ele é
um (d, 1, g + 1)-grafo.

Ld

d- aumer;ta’&a
; €1

T/

l-aumentada ¥

V1 --- U4

Figura 6.2: Construgio de um (d,1, g+ 1)-grafo a partir de um (d,d, g)-grafo.

Suponha por contradi¢do que G possui um circuito C' de comprimento menor que ou igual a g.
A partir de C, sera encontrado um circuito em G’. O circuito C' deve conter pelo menos uma aresta
de retorno v;x;. Cada folha v; de T' tem grau 2, entdo o circuito contém o segmento (v, v;, z;), onde v
¢ o pai de v;. Substitua esse segmento pela aresta de retorno vz; de G'. Para toda aresta de retorno
do circuito C, faca essa substituicao. Chame de C’ a sequéncia resultante.

Afirma-se que C’ é um circuito em G’. Primeiro note que todos vértices de C’ sao vértices de G’,
pois todos v; € V(G) \ V(G') em C fazem parte de uma aresta de retorno de C. Ao se fazer a
substituicao de (v, v;, ;) por vz;, tem-se que v; é removido.

Depois note que cada par de vértices consecutivos de C’ esta conectado por uma aresta de G'.
As tnicas arestas em E(G) \ E(G’) s@o as que incidem em algum v; € V(G) \ V(G'). Sejam x e y
dois vértices consecutivos em C’. Como dito, tem-se que = e y sao vértices de G’. Assim, se x e y
também forem consecutivos em C, tem-se que a aresta que os conecta em C' é também uma aresta
de G'. Se x e y nao forem consecutivos em C, eles sao extremos de um segmento (v, v;, x;) que foi
substituido por vx;. Por construgao, vz; é uma aresta de retorno em G’.

Além disso, afirma-se que C’ tem pelo menos 3 arestas. Existem duas possiveis continuacoes
em C para o segmento (v,v;,2;). A primeira é (w, v, v;, x;), com w sendo o pai de v em T’. Tem-se
que w # x;, pois nenhuma aresta de retorno de v em 7" atinge o pai de v. Nesse caso, C’ contera
pelo menos (w, v, z;). A segunda continuagao possivel é (z;,v;, v, v;, z;). Tem-se que x; # x;, pois v
envia r arestas de retorno em 7", portanto r ancestrais distintos sao atingidos. Cada v; foi ligado a

um desses ancestrais distintos. Nesse caso, C' contera pelo menos (xj, v, x;).
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Por fim, afirma-se que nenhum vértice de C’ é repetido. De fato, apenas foram apagados alguns
vértices de C, que é circuito e portanto nao possui vértices repetidos. Tem-se que C’ é um circuito
em G'.

O grafo G’ tem cintura pelo menos g, mas o comprimento de C’ é menor que ou igual a g — 1;
uma contradi¢do. Tem-se assim que G ¢ um (d, 1, g + 1)-grafo e que m(d, 1,9+ 1) < m(d,d, g) + 1.

Seja r > 1 e suponha, para todo d > 2, que existe um (d, r, g+ 1)-grafo. Para o passo de indugao,
quer-se construir um (d,r + 1, g+ 1)-grafo. Serao utilizados um (d, 1, g+ 1)-grafo G cuja arvore T}
tenha altura minima m(d,1,g + 1) = my, e um (d™,r,g + 1)-grafo G2, dado pela hipotese da
indugdo em r, cuja arvore Th tenha altura m(d™,r,g + 1) = ma.

Os grafos G e G4 serao combinados para se obter um (d, r+1, g+1)-grafo G. Antes de apresentar
esse processo precisamente, descreve-se em linhas gerais o que sera feito. Para cada vértice em T5
que seja pai de folhas, ele e todos seus d™! filhos serao substituidos por uma copia de 17, obtendo-se
uma nova arvore 7”. O ntmero de folhas de T7 é d™!. Assim, cada folha de T pode ser associada a
alguma folha da coépia de 11 que entrou em seu lugar. Dessa forma, as r arestas de retorno em Ga
de cada folha de Ty definem novas arestas de retorno com extremo na folha associada da copia
de T . Adicionando-se também as arestas de retorno de (G; em cada copia de 17, obtém-se uma
arvore (r + 1)-aumentada, mas que ainda nao é um (d,r + 1, g + 1)-grafo (Figura 6.4).

Para se obter um (d,r + 1, g + 1)-grafo, é preciso garantir que todos vértices internos de sua
arvore tenham d filhos. Isso nao ocorre em 1", pois os vértices internos de T5 tém d™* filhos. Por isso,
antes de fazer a substituicao das folhas em 75, é tomado um subgrafo Ty dele. Nesse subgrafo, todos
os vértices internos devem ter d filhos, exceto os pais de folhas, que continuam com seus d™! filhos
(Figura 6.3). A substitui¢ao das folhas por copias de T} seré feita em Ty, obtendo-se a arvore T'. As
arestas de retorno serao adicionadas da mesma forma, obtendo-se uma arvore (r+ 1)-aumentada G.
Sera provado que cin(G) > g + 1, de modo que G é um (d,r + 1, g + 1)-grafo.

Como foi dito, agora a construgao é apresentada mais formalmente. Inicia-se tomando um sub-
grafo Ty de Ts. Construa Ty da raiz para as folhas. Escolha a raiz ro de T, para ser um vértice
de Ty. Coloque g numa fila. Considere o primeiro vértice v na fila. Escolha d de seus d™! filhos
em Ty para serem vértices de Tx; sejam eles vy, ..., vq. Retire v do inicio da fila. Se vy, ..., vq nao
forem pais de folhas em 15, coloque-os no fim da fila. Sendo, inclua também em Ty, para cada v;,
todos seus d"™ filhos em T3 e ndo acrescente nenhum vértice a fila. O processo termina quando a fila
estd vazia. No final, tem-se que Ty é uma &arvore d-aria exceto pelos pais das folhas, que tém d"™
filhos.

Como, para cada folha v de T}z, é tomado todo o caminho desde a raiz até v, todos seus ancestrais
em Ty também estdo em T. Assim, pode-se adicionar a cada folha de Ty as r arestas de retorno

que incidiam sobre ela em Go. Obtém-se o grafo H, que é um subgrafo induzido de G2 (Figura 6.3).

Go H
r—aumentada/ 7'—aurnentada/

d"™-4ria,

Figura 6.3: Construgdo do subgrafo H a partir de um (d™,r, g + 1)-grafo.
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Considere um vértice u que seja pai das folhas u; (i € [d™']) em Tp. Seja S(u) a estrela composta
por u e seus filhos. Substitua S(u) por uma copia de 71, que serd chamada de Tj(u), da seguinte
forma. Seja x o pai de u em Ty. Remova S(u) e conecte z com a raiz ri(u) de T1(u). Faga essa
substituicdo para cada vértice que é pai de folhas em Ty e obtenha a arvore T', que é d-aria e
completa.

Para cada folha de T serao adicionadas r + 1 arestas de retorno. Considere uma copia T (u).
Primeiro acrescente a cada folha de 77 (u) uma aresta de retorno, de modo a obter uma cépia de Gy,
que sera chamada de G1(u). Depois adicione mais r arestas de retorno para cada folha de T7(u)
da seguinte forma. Associe a folha v; (i € [d"™]) de Ti(u) ao filho u; (i € [d™]) de u em Tj.
Adicione arestas de retorno em T que ligam v; aos mesmos r ancestrais aos quais u; esta ligado
em H (Figura 6.4). Faga esse procedimento para toda copia T (u) em T. Obtém-se o grafo G. Ele é
uma arvore (r + 1)-aumentada com arvore T (Figura 6.4). Chame as arestas de retorno em G que
estdo contidas em copias de Gy de arestas curtas e chame as que ligam as folhas a vértices de H

de arestas longas.

H G

——
r-aumentada

d-aria

\\ “Yey

(r+1)- aumentadz{\- d-4ris.

V1

dm
Figura 6.4: Construgio de um (d,r + 1,9 + 1)-grafo a partir de H C G2 e cdpias de Gy.

Para G ser um (d,r 4+ 1, g + 1)-grafo, basta provar que nao ha circuito de comprimento menor
que ou igual a g. Suponha por contradicdo que existe um circuito C em G com comprimento no
méximo ¢g. Se C' nao usa aresta de retorno longa, deve usar alguma aresta curta xy. Suponha que
xy estd na copia G1(u) e que y nao é a raiz de T7(u). A partir de x, o circuito C' percorre um
caminho até atingir y e se fechar. Se esse caminho em C sai de G1(u) sem usar arestas longas,
entdo ele passa pela raiz de T7(u). Porém é preciso retornar a y, que esta em G1(u). Nao é possivel
retornar a G1(u) sem usar arestas longas nem passar novamente pela raiz de T} (u). Assim, tem-se
que C' estéa contido em G (u). Como cin(Gp) > g+ 1, o comprimento de C' é pelo menos g+ 1, uma
contradigao.

Tem-se que C' contém pelo menos uma aresta longa, de modo que pelo menos um vértice de C
¢ de H e pelo menos um é de uma copia Gi(up). As copias de G serdo contraidas de volta as
estrelas e C ira determinar um circuito em Go (Figura 6.5). Considere que C' contém um segmento
na copia Gi(u). Se o segmento ¢ apenas um vértice, ele deve ser uma folha v; de T (u). Substitua v;
por u;. Se o segmento contém mais vértices, ele deve ter como extremos a raiz ri(u) e uma folha
ou duas folhas distintas de 7% (u), pois sao as tnicas formas de entrar em ou sair de G (u). Se tiver
como extremos 71 (u) e uma folha v;, ele é contraido a aresta uu; em S(u) C H C Go. Se tiver como
extremos as folhas v; # vj, ele é contraido ao caminho (u;, u,u;) em S(u) C H C Ga.

Os extremos do segmento mudam. Afirma-se que ap6s a substituicdo, o segmento passa a se
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conectar com o resto de C' por arestas de G2. Suponha que a raiz ri(u) é um dos extremos do
segmento que sera substituido. Pela forma que G é construido, o tnico vizinho de 7 (u) que nao
estd em G1(u) é o pai de u em Ty, que é o vértice x. Assim, esse segmento de C' com extremo 1 (u)
se conecta ao resto de C pela aresta r1(u)x. Apds a substituigao, tem-se automaticamente que uz
é aresta de Ty € H € (2. Quando o extremo do segmento de C' em G (u) é uma folha v; de T1(u),
tem-se que v; se conecta ao resto do circuito por uma aresta longa v;x;. Pela construcao de G,
as arestas longas com um dos extremos em v; o conectam aos mesmos ancestrais aos quais u; se
conecta em H. Portanto, u;x; é uma aresta de H € Gs.

Substituindo-se todos os segmentos de C em alguma copia de G1, obtém-se uma sequéncia de
vértices C” cujos vértices consecutivos estao ligados por arestas em G5, considerando que o primeiro
vértice é consecutivo ao ultimo. O comprimento do segmento contraido é menor que ou igual ao

comprimento do segmento original, assim |C’| < |C.

T
Uj U; UL
/ , 1
Cl(.’Ei,Ui,u, Ujs Ly ooy T U ULy Ty - - - ,I“Z) C (Iiauiaua Uks Tk - - - ami)

!
C(J:i,vi,...,vj,xj,...,m,u,,...,vk,xk,...,xi)

Figura 6.5: Contraindo as copias de G1 de volta as estrelas e o circuito em Gs.

Se existir mais de um segmento em C numa mesma copia Gi(u), pode ser que u se repita
em C’, de modo que C’ ainda nao seja um circuito. Serao feitas outras contracoes em C’ para se
obter um circuito C” em Go. Pode-se escrever a sequéncia de vértices C’ a partir de qualquer um
de seus vértices e isso nao muda o fato de vértices consecutivos estarem conectados por arestas
de G2. Assim, inicie a sequéncia por um vértice de H; ja foi notado que ha um tal vértice em C
e, portanto, também em C’. Para cada estrela S(u), tome o primeiro vértice z e o ultimo vértice y
em C' pertencentes & estrela S(u). Todo segmento entre = e y serd contraido. Os vértices x e y
podem ser u e algum de seus filhos u; e, nesse caso, o segmento é contraido & aresta uu;. Ou x e y
podem ser duas folhas u; # u;, caso em que tudo é contraido a (u;, u,u;). Se u; = u;, o segmento é
apenas um vértice e mantém-se u;. Depois dessa contragao, considere outra estrela e faca o mesmo
procedimento. Quando todas estrelas tiverem sido consideradas, tem-se a sequéncia C”. Em C”,
nao havera mais repeticao de vértices e dois vértices consecutivos sempre estarao conectados por
arestas de Gg, pois os extremos nao sao alterados. Além disso, afirma-se que havera pelo menos
trés vértices em C”. De fato, pela forma que C’ é reescrito antes de se fazer as contragoes e como
as contragoes nao alteram os extremos, tem-se que o primeiro vértice de C’, o segundo e o ultimo
sao mantidos em C”. Dessa forma, C” é um circuito em Go e |C"| < |C'] < |C| < ¢g. Mas G2 tem
cintura pelo menos g + 1, contradigao. Conclui-se que G é um (d,r + 1, g + 1)-grafo. Como a altura
de T & my + mg — 1, tem-se que my +mo — 1 > m(d,r+ 1,9+ 1). O]
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6.2 A construcao dos T,k 4

Na construgao de 7, x4, sera utilizado um certo (d, r, g’)-grafo G' com arvore 7. O parametro g’
dependeréa de g e sera o que garantira a cintura grande. O parametro d dependera de k, e r dependeré
de p e k; sao eles que garantirdo o nimero cromaético grande e a p-uniformidade. No que se segue,
discute-se como definir esses parametros.

Comecar com uma arvore 1T e adicionar arestas de retorno é uma boa forma de controlar a
cintura do grafo. Porém o nimero cromético de uma &arvore aumentada é no méximo 3, basta
colorir os vértices internos da arvore com duas cores e as folhas com uma terceira cor. Uma arvore
aumentada nao poderia ser um grafo em G, 4, mas ¢ possivel construir um 7,4 € Gp g sobre
seus vértices.

Assim, tome um (d,r, ¢')-grafo G com arvore T'. A ideia para garantir que 7T, tenha cintura
grande ¢ fazer um circuito em 7, 1, , induzir um circuito em G. Uma forma de conseguir isso ¢ fazendo
cada aresta de 7, 4 corresponder a um caminho de tamanho 2 em G. Esses caminhos devem ser
tais que, substituindo-se as arestas de um circuito em 7, 4 por eles, obtém-se um circuito em G.
Dessa forma, um circuito de tamanho £ em 7, 4 corresponderd a um circuito de tamanho 2/ em G.
Tem-se o motivo para tomar ¢’ = 2g + 1.

Para se conseguir que cada aresta 7, j 4 corresponda a um tal caminho em G, as arestas de T, 1 ¢
sao definidas a partir de estrelas contidas em G. Todos os vértices de uma aresta de 7, 4 estarao
conectados, em G, a um outro vértice fora dessa aresta, formando uma estrela em G. Dada uma
aresta de 7, 1 4, 0 Vértice central da estrela que a define sera o vértice central do caminho corres-
pondente a ela. Se os vértices centrais de estrelas distintas forem distintos e se eles ndo estiverem
contidos em nenhuma aresta de 7, 4, entao fica garantido que a substituicao das arestas do cir-
cuito pelos caminhos de tamanho 2 correspondentes forma um circuito em G. Cada estrela de G
que ser utilizada para definir uma aresta de 7, 4 terd como vértice central uma folha de F(T') e
seus vértices de grau 1 serao p ancestrais dessa folha atingidos por arestas de retorno. Assim, as
arestas de 7, 4 serdo e, (v € F(T)), onde e, é constituido por p vértices ligados a v por arestas
de retorno de G (Figura 6.6).

Figura 6.6: Um circuito de Tp 4 corresponde a um circuito em G.

Ainda é preciso garantir nimero cromatico maior que k — 1. Pela forma que serdo definidas as
arestas de 7, 1 4, tem-se que os vértices de T, 1, 4 serao os vértices de T', exceto F'(T"). Uma coloragao
com cores em [k — 1] dos vértices de 7,4 ¢ uma coloragao dos vértices internos de 7. A cada
folha, pode-se associar a sequéncia que corresponde as cores dos vértices no caminho da raiz até
essa folha. Essa sequéncia tem termos em [k — 1] e tamanho igual & altura da arvore. Se T for uma

arvore (k — 1)-aria, h& ainda outra forma de se associar a uma folha uma sequéncia com termos
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em [k — 1] e tamanho igual a altura da arvore. Enumere as arestas que ligam cada vértice interno
a seus filhos de 1 a £ — 1. A sequéncia correspondente a uma folha nesse caso sera formada pelos
nimeros das arestas do caminho completo até ela, a partir da aresta que incide na raiz até a que
incide na folha. Para cada folha, ficam associadas duas sequéncias. A relacao entre essas sequéncias
que sera demonstrada é que sempre existird uma folha vy para a qual as duas sequéncias associadas
sao iguais. Assim, no caminho completo até vg, a cor de cada vértice é igual ao ntimero da aresta
que desce dele para seu filho no caminho (Figura 6.7). Isso significa que uma tnica enumeragao das
arestas carrega um pouco de informagao sobre cada uma das possiveis coloragoes dos vértices. Dada
uma coloracao dos vértices, em algum caminho completo, ela estara refletida pela enumeracao das

arestas. Tem-se o motivo para tomar d = k — 1.

0 N K
(1,2,1,1,2,1,2,1,1,1)  (1,2,1,1,2,2,2,1,1,1) (1,2,1,1,2,2,2,1,1,1)

Figura 6.7: A folha vy estd associada a mesma sequéncia tanto para a enumeracao das arestas, quanto para
a coloragao dos vértices.

Fixe uma enumeracao das arestas da arvore. Essa enumeracao serd observada para determinar
quais p vértices serao incluidos em cada aresta e,, garantindo que k£ — 1 cores sempre deixem uma
aresta monocromatica em 7, . 4. Como dito, cada aresta e, serd composta por vizinhos de v atingidos
por arestas de retorno. Assim, para definir e,, observam-se apenas os nimeros das arestas que ligam
cada um desses vizinhos de v a seu filho no caminho completo. Se o niimero de arestas de retorno
que partem de v for (p — 1)(k — 1) 4+ 1, pode-se garantir que p das arestas observadas tém mesmo
namero. Esses p vizinhos de v formarao e,. Dessa forma, ao se tomar uma coloragdo qualquer dos
vértices, encontra-se a folha vy que se associa & mesma sequéncia tanto na enumeracao das arestas
quanto na coloragao dos vértices. Os p vizinhos de vy que compoem e,, se ligam a seus filhos
no caminho completo até vy por arestas de mesmo ntmero, por construgdo. Como as sequéncias
coincidem, tem-se que e, serd a monocromatica. Por isso, sera tomado r = (p — 1)(k — 1) + 1.

Dada a ideia, prova-se formalmente o seguinte teorema.

Teorema 6.2.1. Dados p > 2, k> 3 e g > 2, existe hipergrafo Tp g € Gpr,g- Esse Ty g € obtido
a partir de um (k—1,(p—1)(k — 1) + 1,29 + 1)-grafo.

Demonstra¢ao. Sejam p > 2, k > 3 e g > 2 inteiros. Tome G um (k—1,(p—1)(k—1)+ 1,29+ 1)-
grafo com arvore T. A arvore T é (k — 1)-aria completa. Fixe uma coloracao ¢ das arestas de T’
de forma que, para cada vértice interno, as arestas que o ligam a seus filhos recebam cada uma,
uma cor distinta de [k — 1]. Essa coloracao ¢ é a enumeracao das arestas sobre a qual se falou
anteriormente, para justificar o motivo de se tomar d = k — 1. Mais adiante, serd provado que ela

carrega informagao sobre cada uma das possiveis coloragoes dos vértices internos de T'. Primeiro,
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utiliza-se ¢ para definir as arestas de 71, 4.

Seja v uma folha de T e seja P, o caminho completo em T, da raiz até v. Como G é uma
arvore ((p — 1)(k — 1) 4+ 1)-aumentada, tem-se que (p — 1)(k — 1) + 1 vértices de P, estao ligados
a v. Considere as arestas em P, entre cada um dos ancestrais ligados a v e seu filho no caminho;
sao (p—1)(k—1)+1 arestas. Como essas arestas receberam cores em [k — 1], existem pelo menos p
delas que receberam a mesma cor; elas sao x;y; (i € [p]), com x; pai de y; e com x; adjacente a v.
Para cada folha v, defina o conjunto e, = {x;: i € [p|} (Figura 6.8). Tem-se o hipergrafo T, g
com V(Tpig) =V(T)—F(T) e E(Tpk,g) = {ev: v e F(T)}. Sera visto que T, 1.9 € um G, . 4. Note

que Tp g ¢ p-uniforme, pois cada conjunto e, tem tamanho p.

I, o

(%

Figura 6.8: Uma representagdo para o caso p = 2, k =3, g = 2, em que G € um (2,3,5)-grafo e ¢ €
uma 2-coloragdo das arestas. Mostra-se como obter a aresta e, de T 35.

Para checar que x(7pkq) > k, tome uma coloragao f de V(7pk4) com cores em [k — 1]. A
coloracao f é uma coloracao dos vértices internos de T'. Lembre-se da coloragao ¢ das arestas de T
a forma pela qual ela fornece informacao sobre f é a seguinte. Afirma-se que existe um caminho
completo P,, em T tal que, da raiz até sua folha vy, a sequéncia de cores de seus vértices ¢ igual
4 sequéncia de cores de suas arestas. Isso é o mesmo que dizer que se um vértice x nesse caminho
tem cor f(z) = ¢, entao a aresta em P, entre z e seu filho y no caminho deve ter cor ¢(zy) = ¢
também. Um caminho completo com essa propriedade é chamado de f-caminho. Na Figura 6.7, o
caminho completo da raiz a vy é um f-caminho.

Prova-se que, para toda coloracao f, sempre existird um f-caminho e ele serd tnico. Para
encontrar esse f-caminho, observe que é necessario comegar pela raiz r, tomar a sua cor f(r) e
observar qual filho de r é atingido pela aresta de cor f(r). Esse filho existe e é tnico, pois na
coloragao ¢, cada uma das k — 1 arestas entre um vértice interno e seus filhos recebeu uma cor
distinta em [k — 1]. Se x é o filho de 7 tal que ¢(rx) = f(r), considera-se, agora, a subarvore com
raiz x e o processo da construcao do f-caminho continua até uma folha ser atingida e obter-se um
caminho completo.

Para a coloracdo f que foi tomada, encontre o f-caminho em T e seja vy sua folha. Assim, o
caminho completo P, que desce da raiz até vg tem apenas arestas cuja cor, segundo ¢, corresponde
a cor, segundo f, do seu extremo que é o vértice pai. Por definigao, os vértices em e,, sao vértices
de P,, que sao extremos que sao pais em arestas de P,, que receberam a mesma cor segundo a
coloragao ¢. Dessa forma, os vértices em e,, também receberam a mesma cor segundo f. Portanto,
a aresta e,, ¢ monocromatica.

Por fim, checa-se a cintura de T,k 4. Seja C = (€y,...,€,,) um circuito em 7, 4. Pela de-
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finicdo de circuito, existem x; € (€y, Ney,,,), cOM ey, , = €y e x; # zj, para i # j € [{].
Como todo vértice em e,, é adjacente a v; em G, tem-se que x; ¢ adjacente a v; e v;4;. Por-
tanto, C' = (vy,x1,v9,...,vs,2¢) € um circuito em G de comprimento 2¢ > cin(G) > 2g. Desse

modo, tem-se que cin(7Tp k. q) > g. ]

6.3 O numero de vértices de Tk g
O ntmero de vértices de T 1 4 ¢ 0 ntimero de vértices do (k—1,(p—1)(k —1)+ 1,29+ 1)-grafo
utilizado em sua construgao menos o numero de folhas de sua arvore. Sendo h a altura dessa arvore,
h—1

. — h _
VTl =S - 1y = L (6.1
=0

O ntimero de arestas de 7, 4 ¢ menor ou igual ao nimero de folhas da arvore,
h
[E(Tpkg)| < (k—1)".

Entédo o ntmero de arestas é linear no namero de vértices, |E(Tpr4)] < (kK — 2)|V(Tprg)| + 1.
Porém esse grafo pode conter subgrafos densos. Existe uma outra construgdo para p = 2, isto &,
para um grafo com cintura e nimero cromatico grandes, também a partir de um (d,r, g)-grafo,
que garante que o grau médio maximo, dpyax = maxgeq 2E(H)/V (H), seja limitado. Dessa forma,
todos subgrafos serao esparsos. Essa construgao pode ser vista em [4].

O que sera visto aqui é que o ntimero de vértices de 7, 1 4 € muito grande. Esse ntimero depende
da altura da arvore do (k —1,(p — 1)(k — 1) + 1,2¢g + 1)-grafo. Dessa forma, prova-se uma cota

superior e uma inferior para m(d,r,g).

6.3.1 Uma cota superior para m(d,r, g)

Para a cota superior, utilizam-se as relagoes obtidas no Teorema 6.1.1. Parad > 2, r > 1eg > 4

inteiros, tem-se:
1. m(d,r,4)=2r+1,
2. m(d,1,g+1) <m(d,d,g)+1,
3. m(d,r+1,9+1) <myg+mgo—1,onde my =m(d,1,g+1) e mg =m(d™,r,g+1).
Quando g = 4, tem-se que m(d,r,4) ¢ linear em r. Quando g = 5, tem-se
m(d,1,5) =2+ 2d,

m(d,2,5) < 4+ 2d + 2d***2,
m(d, 3, 5) <6+ 2d + 2d2d+2 + 2(d2d+2)2(d2d+2)+2.

Sempre aplicando a relagao 3 para obter m(d, r+1,5), substitui-se d por d?t2 em m(d,r,5). Nota-se
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que m(d,r,5) tem como fator de maior ordem algo da forma

(ah d
(d?) g@\/:dT(...dT(de)...):dT22(r—1). (6.2)
r—1 2(r=1) 2(r—1)

Assim, uma possivel cota superior teria forma d 19 r. O que sera feito é uma inducéo em g e, no
passo dessa indugao, uma inducao em 7. A relagao 3 sera utilizada no passo da inducao em r. Essa
relac¢@o envolve m(d, 1,9+ 1), que é o caso base da indugdo em 7, e esse valor aparece no expoente

de d. Seré preciso fazer algo parecido com o que foi feito em (6.2), onde foi notado que

(ah)
(@) =(d1?2)12(r—1)<dt?2(r-1).
N——

r—1
Em geral, tem-se o seguinte lema.

Lema 6.3.1. Sejam a > 2 e b,c>1 e x > 0 inteiros. Vale que

(a1 b) 1% ¢ < a1 (bo).
Para demonstrar o Lema 6.3.1, serd preciso um outro lema.

Lema 6.3.2. Sejam a > 2 e b,c,x > 1 inteiros. Vale que
(@t b)(a1’c)<at” (b+c).

Demonstracao do Lema 6.5.2. Faz-se uma indugao em x. Quando x = 1, a operacgao de uma flecha

b b+c

é a exponenciacao. Para quaisquer a > 2 e b,c > 1, vale que a’ - a“ = a

Seja x > 1 e suponha que para quaisquer a > 2 e b,c¢ > 1, vale que (a 1% b)(a 1" ¢) < a 1% (b+c).

Para provar que o mesmo vale para x + 1, sera feita uma indugdo em b. Quando b =1,
(@1 D@ g =a- @1 ) <at (@1 e) =a " e+ 1)

Seja b > 1 e suponha que (a 1! b)(a 1%+ ¢) < a 1**! (b4 ¢) para qualquer ¢ > 1. Para b+ 1,

faga primeiro o caso em que ¢ = 1. Tem-se
@+ D)@ ) =a- (@1 0+ 1) att (@17 0+ 1) =a T (b+2)
Para o caso ¢ > 2, tem-se
@ b+ D)@t ¢) = (@1 (@ 1 B)(a 1 (@ 1 (e~ 1),
Utilizando a hipotese da indugao em z, tem-se que

(@t O+ 1)@t ) <at® (a1 o) + (@t (¢~ 1))
<at” (@t h) - (a 17" (c - 1)),

onde a segunda desigualdade vale, pois (a 11 b), (a 1% ¢) > a > 2. Utilizando a hipotese da
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inducao em b, tem-se

(@t (b+1))(a 1" ¢) <at® (@t (b+e—1)) =at™ (b+c).

Pode-se demonstrar o Lema 6.3.1.

Demonstracio do Lema 6.3.1. E feita uma inducdo em x. Para = 0, a operacdo de 0 flechas é
a multiplicacdo. Portanto, (a 10 b) 1 ¢ = abc = a 19 (bc). Seja > 0 e, para quaisquer a > 2
e b,c > 1, suponha que (a 1% b) 1* ¢ < a 17 (be).

Para provar que a propriedade vale para x + 1, é feita uma indugao em ¢. Quando ¢ = 1, tem-
se (@ 1*FL ) 47+ 1 = a "1 b = a 1**! (b-1). Seja ¢ > 1 e suponha que, para quaisquer a > 2
eb>1, tem-se (a 1*1 b) 17+ ¢ < a 171 (be) .

Para ¢+ 1, o caso em que b = 1 ¢ imediato, tem-se (a 1271 1) 12+ (¢ 4+ 1) = a 1*T! (1(c + 1)).

Considere b > 2, tem-se
(a Tm—i—l b) T:Jc—i—l (c+ 1) — (a Taﬁ—i—l b) Tac ((a Tm—O—l b) Tm—&-l C).
Utilizando a hipétese da inducao em ¢, tem-se

(CL /I\I+1 b) Tm+1 (C—I— 1) < (a Terl b) TI (a Terl (bc))
= (a1 (@1 (b= 1)) 17 (a 1" (b0).

Utilizando a hipotese da indugao em x, tem-se

(a Tachl b) T:erl (C+ 1) <af® ((a Tachl (b— 1)) . (CL Tz+1 (bC)))
Utilizando o Lema 6.3.2, tem-se

(at™™ ) 1" (c+1) <at® (a1t (b—1+ b))
=a 1t (b+be) = a1t (b(c+1)).

O

Uma tultima observagao antes de provar uma cota superior é sobre a seguinte propriedade das

flechas.
Lema 6.3.3. Sejam k>2,a>2,b>1 ex > 1 inteiros. Vale que k(a 1* b) < (ka) 1* b.

Demonstragao. A prova dada é por indugao em b. Para b = 1, tem-se k(a 1* 1) = ka = (ka) 1* 1.
Seja b > 1 e suponha que k(a 1% b) < (ka) 1% b para quaisquer k > 2, a >2ex > 1.

Prova-se a afirmagao para b+ 1. Utilizando o Lema 5.3.4, tem-se

k(a1 (b+1) =k(a 1" (a1 b))
<a 1" ((a 1" b) +k)
<at™ ! (k- (a1 D)),
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onde a tltima desigualdade vale, pois y + z < yz quando y, z > 2. Pela hipotese da inducao em b,

tem-se

k(a1® (b+1)) <a 1™ ((ka) 1* b)
< (ka) 17" ((ka) 1* b)
= (ka) 1* (b+1).

Prova-se a seguinte cota superior.
Teorema 6.3.4. Sejam d > 2, 7 > 1 e g > 4 inteiros. Vale que m(d,r,g) < d 1972 6".

Demonstracao. Como foi dito, a prova é por indugao em g. Para g = 4, tem-se
m(d,r,4) =2r +1 <249 (r +1) <d 192 6".

Seja g > 4 e suponha que m(d,r,g) < d 1972 6" para todod > 2er > 1.
Para provar que a cota vale para g + 1, sera feita uma inducao em r. Para r = 1, utiliza-se a

relagao 2 do Teorema 6.1.1 e a hipétese da indugao em g. Tem-se

< (d19726%) +1<2d 1972 6%) <d 1972 (69 + 2),

na tltima desigualdade foi usado o Lema 5.3.4. Prova-se agora que 6% 4+ 2 < d 1971 3. De fato,

60+ 2< (64 2)% < (22)F < q@) = g™ < g — 4424
=d 1 (2) <dt? (dtd)<dt? (d1?d)=d 1P 3<d1" 3.

Portanto,
m(d,1,g+1)<dt 2 (d1913)=d9 ! 4 (6.3)

Além disso, m(d,1,g+1) <d19~14<d19716.
Seja r > 1 e suponha que m(d,r,g + 1) < d 1971 6" para qualquer d > 2. Prova-se que a cota
vale para m(d,r + 1,g + 1). Utilize a relagdo 3 do Teorema 6.1.1, a relacao (6.3) obtida para o

caso r = 1 e a hipétese da inducao em r para escrever

m(d,r+ 1,9+ 1) <m(d, 1,9+ 1) +m(d™ 97D 7 g 4 1)

<A A4 (d T (d et a)) 0T 6

(197 5) 1971 67)

(d 1971 5)) 1970 67 (6.4)
1% (d 1971 5)) 171 6"

P7H6) 197 6T

<2
< (2
<(
< (d
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em (6.4), foi utilizado o Lema 6.3.3. Por fim, utilizando o Lema 6.3.1, tem-se
m(d,r +1,g+1) <d 197 (6.

O

A partir dessa cota superior para m(d,r,g), tem-se o seguinte resultado para o nimero de

vértices do grafo com cintura e nimero cromatico grandes T g-
Corolario 6.3.5. Para k >3 e g > 2, vale que |Tapq| < (k—1) 12971 (68 +1).

Demonstragio. Para construir T 4, utiliza-se um (k — 1,k,2g 4+ 1)-grafo G. Se h é a altura da

arvore de G, como visto em (6.1), tem-se

(k-1 -1

1\~
5 < (k—=1)"

V(T2 kg)| =
Por defini¢do, h < m(k — 1,k,2g + 1). Pelo Teorema 6.3.4, tem-se h < (k — 1) 12971 6*. Assim,

V(Topg)l < (k=11 (k= 1) 1271 6%) < (b = 1) 1271 (6" + 1),

6.3.2 Uma cota inferior para m(d,r, g)

A altura minima da arvore T de um (d,r, g)-grafo G precisa ser grande; seré visto que o valor
de m(2,r,g) é Ackermanniano. Primeiro, sao feitas algumas consideragoes simples sobre a altura
de T.

Considere uma folha v de T. Como r > 1, pode-se tomar o ancestral x mais proximo de v
atingido por uma aresta de retorno. A distancia entre x e v na arvore precisa ser pelo menos g — 1
para nao formar circuito de comprimento menor que g. Suponha que cada folha envie mais arestas
de retorno; considere que r > 2. Sejam x1 e x2 dois dos ancestrais de v atingidos por arestas
de retorno de G. Se a distancia entre x1 e xo em T for menor que g — 2, adicionando-se v e as
arestas de retorno vxy e vrs ao caminho minimo em T entre z; e xo, obtém-se um circuito de
comprimento menor que g. Como todos ancestrais de v atingidos por arestas de retorno estao no

caminho completo até v, tem-se que esse caminho tem comprimento pelo menos r(g — 2). Portanto,
m(d7 T, g) > T(g - 2)

Essa cota inferior considera apenas uma folha. Utilizando-se o fato de que mais folhas enviam cada
uma r arestas de retorno, pode-se aumentar a cota inferior.

Antes de se considerar mais folhas, tem-se a seguinte definicdo para arvores completas.

Definicao 6.3.1. Seja T uma arvore completa. Para qualquer vértice v de T', o nivel de v, denotado

por n(v) ou nr(v), é a distancia de v até a folha mais proxima.

Se v é folha, tem-se que n(v) = 0. Se v é vizinho de uma folha, tem-se que n(v) = 1. O nivel da

raiz é igual & altura da arvore.
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Suponha que d > 2, r > 1 e g > 5. Acompanhe com a Figura 6.9. Pelo que foi dito, sabe-se
que 7' tem altura pelo menos g — 1. Considere um vértice z que esteja no nivel n(z) = [g/2] —2 <
g — 1. Sejam u e v duas folhas de T que estejam na subarvore com raiz em z. Assim, o menor
caminho (u,...,v) em T entre u e v tem comprimento no maximo 2([g/2] —2) < 2(g/2+1/2)—4 =
g — 3. Observe as arestas de retorno de u e v. A aresta de retorno mais baixa de cada uma dessas
folhas esta pelo menos no nivel g — 1, que é acima de n(x). Assim, tanto as arestas de retorno que
partem de u quanto as que partem de v atingem vértices do caminho em 7" entre z e a raiz. Se uma
aresta de retorno de u atingir um certo ancestral y que também seja atingido por uma aresta de
retorno de v, tem-se que (u,...,v,y) é¢ um circuito de comprimento no maximo g — 1. Dessa forma,
os ancestrais atingidos por u precisam ser distintos dos atingidos por v. Existem d™*) folhas na
subarvore com raiz z. Assim, no caminho em T a partir de x até a raiz, atinge-se o nivel g — 1 e,

depois, ainda se tem mais pelo menos rd™*) — 1 vértices. Dessa forma,
m(d,r,g) = g +rdl9?17% — 2.

Consegue-se nao apenas uma cota inferior linear em g, mas sim exponencial em g.

G

“ (312

u v

dn(@)

Figura 6.9: As folhas da subdrvore atingem ancestrais distintos no caminho entre x e a raiz.

O que sera provado é uma cota inferior cujo nimero de flechas de Knuth depende de g. Isso
seré feito de forma parecida. Sera escolhido um certo subconjunto das folhas de T', que tenha certa
propriedade com relacao aos seus ancestrais atingidos por arestas de retorno e que seja grande o
bastante. A restrigdo sobre a cintura determinara que alguma aresta de retorno com extremo nesse
conjunto atinge um nivel muito alto.

Os fatores relevantes para garantir que um nivel alto seja atingido por alguma aresta de retorno
sao apenas um certo subconjunto das folhas, as arestas de retorno que incidem nessas folhas e a
restri¢ao sobre a cintura. Assim, em vez dos (d, r, g)-grafos, sera considerada uma familia de grafos
mais simples, cujos vértices também sao os mesmos de uma arvore, mas que mantém apenas os
fatores que sao relevantes para que a altura minima da arvore seja grande. Sera visto que, a partir
de um (2,7, g)-grafo G, sempre se podera obter um grafo dessa familia cuja arvore tenha quase a
mesma altura que a arvore de G. Dessa forma, a altura minima da arvore de um grafo dessa familia
sera basicamente menor que ou igual a m(2,7,g). Essa nova familia de grafos sdo os TB(x,r,g)-

grafos.

Definigao 6.3.2. Sejam z, r e g inteiros positivos. Um grafo G ¢ um T'B(z, r, g)-grafo quando exis-
tem uma arvore binaria completa T¢, um inteiro ' > z e um subconjunto das folhas Lg C F(Tg)

com |Lg| > 27%/4|F(Tg)| tais que valem as seguintes propriedades, representadas na Figura 6.10.
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1. V(G)=V(Tg).
2. E(G)={uvy,...,uv,: u € Lg, v1 # -+ # v, ancestrais de u e n(vy),...,n(v,) > 2'}.

3. cin(G) > g.

bindria

VooV

Le| 2 27/4|F(Tg)|

Figura 6.10: O grafo G é um TB(x,r,g)-grafo.

A familia TB(xz,r,g) é formada por grafos G cujas tnicas arestas sdo r arestas de retorno para
cada folha de um subconjunto grande das folhas Lg. O conjunto Lg podera ser denotado por L,
quando for claro a qual T'B(x,r,g) ele se refere. As arestas de retorno de G ligam as folhas de L¢
a ancestrais que estejam a pelo menos uma distancia ' > z delas. Tudo isso, sem formar circuitos
de comprimento menor que ou igual a g.

Note que, diferentemente do que ocorre em um (2,7, g)-grafo, as arestas da arvore nao estao in-
cluidas e néo é necessario que todas as folhas tenham r arestas de retorno. Desse modo, se g > = + 1,
um (2,7, g)-grafo contém um T B(z,r,g — 1)-grafo, basta remover as arestas da arvore. Assim, a
altura minima da arvore de um T'B(z,r,g — 1)-grafo é menor que ou igual a altura minima da
arvore de um (2, r, g)-grafo, com g > x + 1.

Para determinar a altura minima da arvore de um T'B(z,r, g)-grafo, seré utilizado o seguinte

parametro.

Definigao 6.3.3. Sejam x > 100, r > 2 e g > 4 inteiros. O parametro ¢(x,r, g) esta associado a
familia T B(x,r, g). Considere o conjunto L(z, 7, g) de todos os inteiros ¢ que satisfazem a seguinte

propriedade. Dado G € T'B(z,r, g) com arvore Tg, existem ¢' > { e Agy C F(Tg) tais que
L |[Age| = 27 #|F(Te)),
2. se v € Ag, entdo existe u € V(G) tal que vu € E(G) e n(u) > .

A Figura 6.11 representa essas propriedades. Define-se ¢(x,r, g) como o méaximo de L(x,r, g).

Dado G € TB(z,r,g), um valor ¢ para o qual pode ser encontrado um Ag ¢ C F(Tg) satisfa-
zendo as propriedades 1 e 2 da Definigdo 6.3.3 sera dito wvdlido para GG. Um valor £ que seja menor
que ou igual a pelo menos um valor valido para cada grafo de TB(x,r, g) pertence a L(x,r,g).

As propriedades impostas sobre Ag ¢ significam que, garantindo que pelo menos uma aresta
de retorno de cada folha de Ag s atinja um nivel alto, a fragao das folhas que devem pertencer

a Ag ¢ nao precisa ser tao grande. Isso porque, garantindo que a arvore possui niveis altos, também
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G

U

</\ :

|Ag,e| > 271 /8|F(Tg)|

Figura 6.11: Tome { € L(z,r,g). Para cada G € TB(x,r,g), existem ¢' > { e um conjunto Ag» C F(Tg)

vale que ela tem muitas folhas. Desse modo, uma fracdo menor das folhas ainda sera um conjunto
grande.

Assim, dado G € TB(x,r, g), para existir ¢ valido, um conjunto grande das folhas deve enviar
pelo menos uma aresta para algum nivel alto. Nao é claro sempre havera um ¢ véalido. Mas sera
provado no Lema 6.3.7 que, para certos valores de z, e g, todo grafo de TB(z,, g) terd um valor
valido, de modo que o conjunto L(x,r, g) nao sera vazio. Antes, discute-se em quais casos nao se
tem um valor vélido para todo grafo de T'B(z,r,g).

Para a familia T'B(x,r, g), um valor £ € L(x,r, g) e o termo x satisfazem condigoes semelhantes.
Dado G € TB(x,r,g), existem 2’ > z e ¢/ > £ ¢ subconjuntos das folhas L e Ag ¢ tais que, em L,
cada folha envia r arestas de retorno para niveis acima de 2’ e, em Ag ¢, cada folha envia pelo
menos uma aresta de retorno para um nivel acima de ¢'. Além disso, os tamanhos de L e Ag ¢ séo
pelo menos uma fracio 27%/4 ¢ 27¢/8 das folhas, respectivamente. Assim, é natural perguntar-se
como x e l(x,r, g) se relacionam.

Uma observagao é a seguinte. Seja G € TB(x,r,g) e suponha que existe ¢ valido para G.
Como apenas as folhas em L enviam arestas de retorno, tem-se Ag » C L. Além disso, o tamanho
de Ag ¢ ¢ pelo menos uma fragao 2-V'/8 das folhas, enquanto o de L, uma fragao 27 /4 < 2-%/4,
Dessa forma, é preciso que 2z < ¢/, para todo G € TB(x,r,g). Assim, 2x € L(z,r, g). Isso significa
que 2z < l(x,r,g) e que todo grafo em T'B(z,7,g) tem alguma folha que envia uma aresta de
retorno para um nivel maior que 2z.

Feita essa observagao, afirma-se que nao pode haver valor ¢’ valido para todo grafo de TB(z, 1, g),
com x > 1e g > 1. Basta encontrar um grafo H € TB(x,1,g) com arvore Ty tal que nenhuma
de suas folhas envia uma aresta de retorno para um nivel acima de 2z. Construa H a partir dos
vértices de uma arvore binaria completa Tp. Para cada folha v € F(Ty), o grafo H tera uma
aresta de retorno vu, com n(u) = x + 1 (Figura 6.12). Tem-se que H é uma unido disjunta de
estrelas; as folhas sdo os vértices de grau 1 e os ancestrais dessas folhas no nivel x + 1 sao os vértices
centrais. Dessa forma, a cintura de H é infinita. Conclui-se que H € TB(x,1,g), com 2’ = z
e L = F(Ty). Como = + 1 < 2z, nenhuma folha de H envia aresta para um nivel acima de 2z.
Assim, o conjunto L(z,1, g) é vazio e nao se define ¢(x,1, g).

Quando r = 1, um grafo G € TB(x,1,g) é sempre uma uniao disjunta de estrelas, portanto
tem cintura infinita. Dessa forma, a restrigao cin(G) > g é sempre satisfeita automaticamente, sem

forgar que as arestas de retorno atinjam niveis altos. O mesmo ocorre para quaisquer r > lex > 1,
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r+1

L =F(Ty)

Figura 6.12: Para este TB(z,1,g)-grafo H nao hd como tomar ¢ vdlido.

quando 1 < g < 3, pois todo T B(x,r, g)-grafo é bipartido e, portanto, tem cintura pelo menos 4.
Assim, quando 1 < g < 3, as arestas de retorno também nao sdo forgadas a atingir niveis altos.
Afirma-se que, para 1 < g < 3, se r nao for grande o bastante, existird um grafo em T'B(x,r,g)
para o qual nao se tem um valor ¢ valido. Construa um grafo H a partir dos vértices de uma
arvore binéria completa Tg. Para todo v € F(Tx), adicione r arestas de retorno que ligam v a
seus ancestrais nos niveis z + 1 a = +r (Figura 6.13). O menor circuito de H tem comprimento 4,
portanto H € TB(x,r,g). O nivel mais alto atingido por uma aresta de retorno de H é x + r. Pelo
que foi observado anteriormente, um valor ¢ valido para H satisfaz que 2z < ¢’ < x +r — 1. Dessa
forma, quando 1 < g < 3 e r < z+ 1, ndo existe ¢’ valido para H; tem-se que L(x,r, g) é vazio e

nao se define ¢(x,r, g).

H
- r+r

/T\ T\ z+1

Ly = F(Ty)

Figura 6.13: Quando 3> g>1er <z + 1, nao se define £(z,r,g).

Sera visto que, tomando r > 2, g > 4 e x > 100, todo grafo G € T B(z,r,g) tera um valor ¢
valido. Assim, o conjunto L(x,r, g) ndo sera vazio. O valor méaximo #(z,r, g) estard bem definido,
pois todo valor em L(x,r,g) é menor que a altura minima da arvore de um grafo em TB(x,r,g).
De fato, por defini¢ao, dado qualquer ¢ € L(x,r,g) e G € TB(x,r,g), a arvore Tz deve ter um
subconjunto nao vazio de folhas que enviam arestas para niveis acima de ¢/ > ¢, de modo que a
altura de G é maior que /.

Primeiro, tem-se a seguinte proposicao.

Proposicao 6.3.6. Sejam x,r, g inteiros positivos. Vale que L(x,r, g) estd contido em L(x+1,7,g),
em L(z,7+1,9) e em L(x,r,g+1). Assim, o pardmetro {(z,r,g) € crescente em qualquer uma das

trés varidveis.

Demonstragao. Primeiro prova-se que L(x,r,g) C L(z,r+1, g). Afirma-se que, dado G € T B(z,r+
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1, g) com arvore T, existe G’ € T B(x,r, g) cuja arvore também é Ti; e G C G. Para ver isso, tome G
e remova uma aresta de retorno de cada folha em Lg; o grafo resultante ¢ G'. De fato, cin(G’) >
cin(G) > g e os mesmos 2’ e Lg = L/ garantem que G’ € TB(x,r,g).

Seja £ € L(z,7,9) e G € TB(z,r + 1,g). Se for encontrado ¢ > ¢ que seja valido para G,
tem-se que ¢ € L(z,r 4+ 1,¢). Tome G’ C G como foi descrito. Como G’ € TB(z,r,g) e Ter = T,
existe £/ > (e Agrgn C F(Tg) com |Agr | > 27%/8|F(Tg)|, em que cada folha envia pelo
menos uma aresta para um nivel acima de ¢”/. O valor ¢/ = {" > (¢ & valido para G, pois pode-se
tomar Ag ¢ = Agr e

Em seguida, prova-se que L(z,7,g) C L(z,7,g + 1). Seja £ € L(z,r,g9) e G € TB(x,r,g + 1).
Mais uma vez, quer-se £ > ¢ que seja valido para G. Basta notar que todo T'B(z,r, g + 1)-grafo é
também um T B(z,r, g)-grafo. De fato, se um grafo é tal que todo circuito tem comprimento maior
que g + 1, entdo sua cintura é também maior que g. Assim, G € TB(z,r,g + 1) C TB(z,1,9).
Como ¢ € L(z,r,g), existe £/ > ¢ valido para G.

Para ver que L(z,r,g) C L(z + 1,r,g), note que TB(x + 1,7,9) C TB(x,r, g)-grafo. De fato,
vale que #’ > x + 1 > z e, portanto, para dado G € TB(x + 1,7, g), os mesmos =’ e Lg garantem
que G € TB(z,r,g). O

Para provar que L(z,, g) ndo ¢é vazio para x > 100, r > 2 e g > 4, pela Proposi¢ao 6.3.6, basta

provar que IL(100,2,4) nao é vazio. Sera utilizada a seguinte defini¢ao.

Definigao 6.3.4. Dada uma fungao f(z), defina

fi(x) = f(fi—1(x)), parai > 1.

Encontrar ¢ € L(z,r, g) mostra que o conjunto ndo é vazio e também fornece uma cota inferior

para {(x,r,g). Assim, tem-se o seguinte lema.

Lema 6.3.7. Para x > 100 e r > 2, tem-se
f($,7‘, 4) > frfl(l'), onde f(y) =y+ L2y/4j_

Demonstragao. Para x > 100 e r > 2, procura-se um valor ¢ € L(z,74). Isto é, dado G €
TB(x,r,4) com arvore T, ¢ preciso existir ¢ > e Agp € F(Tg) com |Age| > 2*5//8\F(Tg)| e
tal que cada folha em Ag ¢ envie pelo menos uma aresta de retorno para algum nivel maior que ¢'.

Como G € TB(x,r,4), tem-se 2’ > x e Lg conforme a defini¢ao de T'B(x,r,4). Sera encontrado
um /' valido para GG. Acompanhe a ideia que se segue com a Figura 6.14. A ideia é dividir os niveis
acima de x’ em intervalos e provar que um nimero grande de folhas envia no maximo uma aresta de
retorno para niveis dentro de um mesmo intervalo; essas folhas serao Ag . Como as folhas em Lg
enviam pelo menos r arestas de retorno, entao r intervalos distintos serao atingidos por boa parte
das folhas. Enumerando os intervalos a partir daquele que contém os niveis mais baixos, o extremo
inferior do r-ésimo intervalo sera ¢ + 1.

Assim, particione os niveis acima de 2’ em conjuntos I; (i > 0), onde

L={neN:nel[fi(z))+1, fis1(2")]}.
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I + A 41
' \

IO{ P/ \1 \\ x4+ 1

L

[Ag,er| > 273 |F(Tg)|

Figura 6.14: Para encontrar ¢’ vdlido, particione os niveis e mostre que um conjunto grande das folhas ndo
repete intervalo.

O primeiro intervalo Iy compreende os niveis em [z’ +1, 2’ + | 2%'/4]] e assim por diante. A notacio I;
também sera utilizada para se referir aos vértices da arvore em questao que tenham niveis em I;.
Como dito, o interesse estd nas folhas que enviam no maximo uma aresta de retorno para
cada intervalo, pois sao elas serao Ag . O tamanho desse conjunto de interesse serd analisado
considerando-se seu complemento. Assim, para cada ¢ > 0, tome o conjunto das folhas que enviam

mais de uma aresta para I,
A ={ve F(Tg): 3 vur # vus € E(G) com n(ui),n(u) € I;}.

O que se quer mostrar é que | Uizo A;| ndo pode ser uma fra¢do muito grande de L. Dessa forma,
sobram muitos vértices em L tais que quaisquer duas de suas r arestas de retorno sempre atinjam
intervalos distintos.

Para limitar | UiZO A;l|, prova-se para cada A;, que
|14, < 27F:@02 1 P(Tg)). (6.5)

Suponha por contradi¢io que existe ig > 0 tal que |4;,| > 2770 @)/2|FP(Tg)|. A Figura 6.15
ilustra o argumento que segue. Considere as subarvores com raizes no nivel f; (z') + 1, que é o
nivel mais baixo em I;,. Toda folha de T(; € folha de alguma dessas subarvores. Dessa forma, existe
alguma subérvore T}, tal que |F(T%)NA;y| > 27 f0(@)/2| F(TY,)|; uma fragdo grande das folhas de T,
envia pelo menos duas arestas de retorno para I, .

Seja xg a raiz de T(,. Tem-se que os caminhos completos em T até cada uma das folha em F/(T7;)
sao coincidentes desde a raiz de Ty até pelo menos xg; chame esse caminho entre a raiz e xgp
de P. Assim, todas as folhas em F(7T(,) compartilham dos mesmos ancestrais nos niveis a partir
de fi,(2") + 1, que sdo os vértices de P. Em particular, para os niveis em I;,, os ancestrais de
qualquer folha em F(T}) sdo os |I;,| = [2f0(#)/4] vértices do segmento de P contido em ;.

Considere uma folha v € F(T/;) N A;,. Tem-se que v envia pelo menos duas arestas de retorno

para o segmento de P em [;,. Conta-se o niimero de pares de vértices distintos nesse segmento;

o (x) /4
<L2fo( ) J) < eVt
2

tem-se

Cada v € F(T[,) N A, sera adjacente a pelo menos um desses pares. Mas o nimero de folhas
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em F(Té) N Aio é
|F(T5) N Ag| > 2~ Jio@)/2| p(TL)| = 270 (#)/201i0 (#)+1 — 9fig (')/241

Tem-se mais folhas em F(T(,) N A;, do que pares de vértices contidos no segmento de P em Ij,.
Assim, pelo menos duas folhas em F(T,) N A;, enviam arestas de retorno para um mesmo par de

ancestrais em [;,. Isso é uma contradicao, pois se forma um Cj.

G

in(w'>
4

7 { /r\ fior1(2') = fio(2') + | ]
10
Kg? fala') +1
F(T5) N
Figura 6.15: Hd mais folhas em F(T(;) N A;, do que pares de ancestrais a serem atingidos em I;,.

Agora se quer limitar ||J,~, A;| para provar que |(();¢ 4i) N Lg|, o nimero de vértices em L
que envia no maximo uma a;esta de retorno em cada i?ltervalo, é grande. Mais especificamente,
que [(M;so As) N Lg| > 2710081 F(Tg)|.

Provado isso, como cada vértice em (1,5 A;) N Lg envia r arestas de retorno para niveis acima
de 7’ e nao pode enviar duas num mesmo intervalo, tem-se que pelo menos um nivel em I,_; ou
acima deve ser atingido. Em outras palavras, toda folha em (();5q4i) N L envia pelo menos uma
aresta para um nivel acima de f,_;(2’). Tomando ¢ = f,_;(2'), o conjunto Ag ¢ = (V>0 4i) N La
garante que ¢’ ¢é valido para G. -

Como fr_1(y) é crescente, vale que ¢ > f,_1(z). Assim, todo G € TB(z,r, g) possui um valor ¢’
valido que é maior que ou igual a f,_i(x) e, portanto, f,._1(x) € L(x,r, g). Como #(x,7,4) é o
méaximo de L(z,r, g), conclui-se que ¢(x,7,4) > fr—1(x).

Falta mostrar que |([;59 4)NLg| > 9~ fr=1(/8| F(Tg)|. Para isso, basta que (Ei>0 ]AZ|) J|F(Ta)| <
g—a'/4-1 pois

(NA)nLg ~|F(To)

v
o

>0
> 1-’Ui20Ai) |F(T)| + 27 /4| F(Tg)| — | F(T,
> F o) G [F(Te)| — |[F(Tg)|

>\F(TG)I > 9 A (T

<2x//4 B >izo |Ail
|F(Tc)|
2

> o () gy s 9k BT,

onde a pentltima desigualdade vale, pois 2 > 100 e a ultima, pois f,_1(z') > f(2') para todo r > 2.
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Falta apenas verificar que (Zizo |Al]> J|F(Tg)| < 27%/41. A partir de (6.5), tem-se

2 iz |4l (&
v < 2_f1(5’3 )/2
Il < 2

= 272N g (hle=a)/2 o ga! /2N gk/2

i>0 k>0
— 2—$//2(2+\/§) < 2—3}’/4—1’

onde a pentltima desigualdade vale, pois f;(z') > 2’ para i > 0 e entdo — (f;(a’) — ') percorre
alguns inteiros negativos, enquanto —k com k > 0 percorre todos. E a tltima desigualdade vale,
pois ' > 100. O

Entao ¢(x,r, g) existe para x > 100, r > 2 e g > 4. Quando g = 4, a iteragao de f resulta
numa funcdo Torre, £(z,r,4) > fr_1(z) > 2 12 r; ha mais detalhes disso no Teorema 6.3.10. Mas,
para conseguir que ¢(z,7,g) ¢ muito grande, é necessario analisar o comportamento de ¢(z, 7, g)
de forma mais especifica, para outros valores de g. Assim, é buscada uma cota inferior maior para
cada l(x,r,2°%), com s > 2.

Serao feitas duas inducoes, uma indugéo em r no passo da inducao em s. O caso base da induc¢ao
em s, quando g = 22, r > 2 e x > 100, é dado pelo Lema 6.3.7. Para o caso base da inducdo em r,

quando g = 2571 r =2 e z > 100, usa-se o Lema 6.3.8.

Lema 6.3.8. Sejam s > 2 e x > 100 inteiros. Para todo G € TB(x,2,2°%), existem 2" > z
e 0! > 0(2%"/1* 27" 12 95) tal que ¢! € vdlido para G. Logo, 0(x,2,25T1) > ¢(25/4 2%/2 95).

Para o passo da indugdo em s e base da indugao em r, precisa-se comparar £(z, 2, 2°*1) com £(xq, 79, 2°).
Como £ é crescente, tem-se facilmente que #(z,2,25%1) > ¢(z,2,2°%). Mas o Lema 6.3.8 consegue
que £(z,2,25F1) > ¢(2%/4 2%/2 2%) garantindo uma cota inferior maior.

O passo da inducao em r usa o Lema 6.3.9.
Lema 6.3.9. Sejam s > 2, r > 3, x > 100. Entdo £(z,r,25T1) > 0(£(2%/4,2%/2,2%), r — 1,251,

Para o passo da inducio em r, dentro da indugdo em s, precisa-se comparar £(x,r,2°*!) com
algum £(zg,r—1,25%1). O Lema 6.3.9 consegue diminuir r e iterar £ no parametro xo. Essa iteracio
de £ e o fato do Lema 6.3.8 garantir uma boa base de indugao, em que rg é uma fun¢ao de x, resultaréa
no comportamento Ackermanniano. Antes de se fazer as indugdes, seguem as demonstragoes desses

lemas.

Demonstragio do Lema 6.3.8. Dado G € TB(x,2,2°"!) com arvore Tg, quer-se encontrar um ¢
valido para G. Para isso, ¢ necessario que exista um subconjunto Ag ¢ das folhas que seja sufici-
entemente grande e em que cada folha envie pelo menos uma aresta para um nivel acima de ¢'.
Para fazer a indugao em s, quer-se tomar ¢ > £(x, 1o, 2%), para certos valores xg e ro. O que sera
feito é encontrar em G um grafo auxiliar F' que seja um T'B(zg, ro, 2%)-grafo. O grafo F estara
relacionado com G de forma que um valor £ > {(xq, ro, 2°) valido para F determinara um valor ¢
valido para G.

Primeiro, s@o descritos os passos da demonstracao sem atribuir valores a xg e ro9. Acompanhe a

construgao de F' com a Figura 6.16. O grafo auxiliar F' serd construido sobre os vértices de Tz cujos
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"+ To

L:(:”

Figura 6.16: O grafo auxiliar F' estard contido em G.

niveis sejam pelo menos um certo valor . A arvore de F sera denotada Tr. Tem-se que np(v) =
ng(v) —2”.

As arestas do grafo auxiliar F' vao cada uma corresponder a um caminho de comprimento 2
em G, de forma a garantir que nao existira circuito de comprimento menor que ou igual a 2° em F'.
Toda folha de L atinge exatamente dois ancestrais. A ideia é que as arestas de F' liguem esses dois
ancestrais para certas folhas de L. As folhas de F' sdao os vértices no nivel " de T e as arestas
de F devem ter um dos extremos numa folha de Tr. Assim, consideram-se as folhas de Lg cujo
nivel mais baixo atingido por suas arestas de retorno seja z”’; esse conjunto sera L.

As arestas de F' ligarao os dois vizinhos de certas folhas em L,». Para F ser um T B(z, ro, 2%)-
grafo, nao serao incluidas em F' arestas entre os vizinhos de folhas em L.~ cujo nivel mais alto
atingido por suas arestas de retorno seja menor que ou igual a x”/ + 9. Também nao serao incluidas
arestas para algumas outras folhas de L., a fim de garantir que o grau de cada folha de TF que
envia aresta de retorno seja exatamente rg. Por fim, serd preciso provar que o conjunto das folhas
de TF que enviam arestas, L, é grande o suficiente. O tamanho de L depende do tamanho de L,
e dos valores de zg e g escolhidos.

Tendo definido F, descreve-se como encontrar ¢’ valido para GG. Uma primeira tentativa ¢ a
seguinte; acompanhe com a Figura 6.17. Como F € T'B(xg, ro,2°), tem-se £y > {(xq, 10, 2%) valido
para F. Assim, encontra-se um conjunto Apy, C F(Tr) com |Apg| > 27%/8|F(TF)| em que
cada folha envia pelo menos uma aresta de retorno para um nivel maior que £y3. Cada uma dessas
aresta altas, que atingem um nivel maior que £y, corresponde a uma folha distinta em T¢, que
tem uma aresta de retorno que atinge um nivel maior que z” + ¢y em G. Assim, encontra-se
em F(Tg) um subconjunto Ag de tamanho |Ag| > 27%/3|F(Tr)| em que cada folha envia pelo
menos uma aresta para um nivel maior que z” + fy. As folhas de F sao os vértices de T no
nivel | portanto |F(Tx)| = 272" |F(Tg)| e |Ag| > 2~ +82")/8| F(Tg)|. Como z” + £y < 8z + Lo,
o conjunto Ag nao é grande o suficiente para garantir que x” + £ seja valido para G.

Isso serd remediado, subtraindo-se as 3 arestas de retorno mais altas de cada folha de Lp;
obtendo-se outro grafo auxiliar F” € TB(xg,r9 — 3,2°%!). Acompanhe com a Figura 6.18. Toma-
se 0" > U(xg,ro — 3,25T1) e o conjunto Aprpn C F(Tp) em que cada folha atinge um nivel acima
de ¢” em Tp. Devolvendo as 3 arestas de retorno mais altas para as folhas em Ap» g, prova-se

que uma grande parte delas terd uma aresta de retorno que atinge um nivel ¢/ > ¢”; chame esse
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F
ﬂ 2" + £

| [Ars,

G

|Ac| = |AF,

Figura 6.17: Tomando £y > {(xo,70,2°%), 0 tamanho de Ag ndo € grande o suficiente.

subconjunto de A%y . Como ' & grande, valera que |AfLy 4| > 2~¢'/16| F(Tr)|. Em particular,
como A/FN,e" C Apn g, € necessario que ¢ > 2¢”. O argumento para se encontrar ¢ ¢ semelhante
ao do Lema 6.3.7, em que se divide os niveis em intervalos e utiliza-se que nao pode haver Cjy.
Para cada uma dessas arestas que atingem niveis acima de ¢, obtenha o conjunto de folhas de Ty

correspondente; chame de A{, C F(T¢). Assim, o tamanho de A7, sera
[AG| = | Al gr| 2 270/ P(T)| = 27811 p(T)|.
Se ¢’ for suficientemente grande, no caso ¢’ > 16x’, tem-se que
A > 2 SN0 p(Tg)| > 2708 P(Tg)).

Assim, o conjunto Af, garantira que ¢’ é valido para G.

T

G \\\( F//,e//

Figura 6.18: Reservam-se 3 arestas para garantir que niveis mais altos sejam atingidos e, assim, obter
que A7 € grande suficiente.

Sabendo os passos da demonstracao em termos gerais, no que se segue, ela serd apresentada
precisamente. Para obter F' C G, define-se z”’. Para G, tome 2’ > x e Lg dados pela definicao
de TB(z,2,2°%1). Assim, toda folha em Lg C F(Tg) envia duas arestas de retorno para niveis

acima de 2’ e
|Lg| > 27/ F(Tg). (6.6)

Considere, para cada i > 2/, o subconjunto L; C F(L¢) das folhas cujo nivel mais baixo, dentre os
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atingidos por suas arestas de retorno, é exatamente 1,
L;={v € Lg: vu,vw € E(G) com n(u) = i,n(w) > i}.

O nivel 2” é escolhido de modo que

1 "
[Lar| > 7527/ F(T5)|. (6.7)
Suponha que nenhum valor i > a’ satisfaga (6.7). Como toda folha em Lg envia duas arestas
de retorno para niveis acima de 2/, tem-se
Lol = X Il < 1P (e) 3 2 = L pere ot < el
¢ AT R 107 VN Zom1/a = qp(1 — 2174y T ITED

i>x! i>ax!

onde a peniltima desigualdade vale por (6.6) e a ultima, pois 1—271/4 > 10~!. Ha uma contradicfo,
o que significa que existe 2"/ > 2’ que satisfaz (6.7).

Os vértices de F' sao todos os vértices de Tz com nivel pelo menos z”. Para tomar as arestas
de F, defina zg = 2"/% e ry = 2%"/2 + 3. As folhas em L, que definirdo arestas em F precisam que
suas arestas de retorno mais altas atinjam um nivel acima de 2 + 2%"/4; chame esse subconjunto
de L'. Tem-se

L' ={v € Ly vu,vw € E(G) com n(u) = 2", n(w) > 2" + 2% /*}.

Ligando os vizinhos de qualquer folha em L’ tem-se uma aresta de retorno em F que atinge
um nivel acima de 2%"/4 em F. Mas nem toda folha de L’ ir4 determinar uma aresta de F', pois
deseja-se que o grau de cada folha do conjunto L, das folhas que enviam arestas de retorno em F,
seja precisamente 2¢"/2 4 3. Assim, tome o seguinte grafo F’ que ira conter F' (Figura 6.19). Defina

que

V(F'Y={veV(G):n(v) >12"} e

E(F') = {{u,w} € (V(QF/)) : Jv € L' com vu,vw € E(G)}.

F/
A 7\ k .1;/'4—2%
L\_\\ )
( CNVY
G | |/ “/ |
Y
L/ Lw// LG

Figura 6.19: Primeiro, define-se o grafo auziliar F'.

Para provar que existe F' € TB(2"”‘"/4,29””/2 + 3,2%) tal que F' C F’, é preciso encontrar um
conjunto Lr C F(Tr) tal que |Lp| > 23 /4)/4|F(TF)\ em que cada folha tenha grau pelo me-

" . . . L.
nos 2%"/2 4 3. Isso sera feito observando-se o ntimero de arestas em E(F’) e o grau méaximo que



78 AS ARVORES AUMENTADAS 6.3

uma folha em F(TF) pode ter.

Note que |E(F')] = |L'|. De fato, cada aresta de E(F’) se associa a uma folha em L' por
defini¢ao. Por um lado, duas arestas distintas de E(F”) ndo podem estar associadas a um mesmo
vértice de L', pois cada folha em L’ tem apenas dois vizinhos, de modo que |E(F")| < |L’|. Por outro
lado, dois vértices distintos de L' nao podem definir uma mesma aresta, senao haveria Cy C G, de
modo que |E(F")| > |L’|. Dessa forma, analisa-se o tamanho de L’.

Considere L' = Ly» \ I, o conjunto das folhas de T cuja aresta de retorno mais baixa atinge
o nivel 2 e a mais alta, um nivel em [z + 1, 2" 4+ [2%"/4]]. Tome v € L/ e sejam vu e vw as arestas
de retorno de v. Sem perda de generalidade, u é tal que ng(u) = z”. Quanto a w, ele é ancestral
de v e tem nivel em [z +1,2” + |27"/*]], portanto esta no caminho que comeca no pai de u e sobe
mais [2%"/4] — 1 arestas em direciio & raiz; sdo |27 /4| possibilidades para w. Se N(z”) é o niimero
de vértices no nivel z”, tem-se que existem no méaximo N (z”)|2%"/4] pares de vizinhos possiveis
para cada folha em L. Como cin(G) > 2° e s > 2, duas folhas ndo podem compartilhar um mesmo

par de vizinhos. Assim,

L " N " 2:13”/4
T < N(")|27"/1] < (&)

n| = . —.r"/? "
— 9-z"/4.10-1. Qx”N(x//) |[Lyr| =102 | L],

onde a segunda desigualdade vale por (6.7).

Dessa forma, vale que

1 1 1
| >(1=10-27%"/%)|Ly| > -
212 (0= 1022 ) L) 2§yt ~ g ) IFTG)
7$"/4 1 1 1 71///4

onde a ultima desigualdade vale para x> 100.

Sabendo o namero de arestas |E(F")|, pode-se calcular o grau médio de uma folha de Tp, que é

g 2T 2

C|F(Tp)| = 11 |F(Tp)| 11 ° (6.9)

onde (6.8) foi usado na primeira desigualdade e, depois, que |F(Tg)| = 2% |F(T#)|.
Assim, tem-se
2317”/4
22

g > > 27"/ 43,

onde a tltima desigualdade vale, pois 7 > 100. Tome o conjunto das folhas com grau pelo me-
nos d/2,

de/Q = {U € F(TF): d(u) > }

|

Para que L>4/3 seja L, basta provar que ele tem tamanho |L> /9| > 2_(21///4)/4|F(TF)|.

Para contar quantas folhas de T precisam ter grau pelo menos d/2 de modo a garantir grau
médio d, é preciso observar o grau maximo que uma folha pode ter. Se uma aresta em E(F’) tem
extremo em u € F(TF), deve existir alguma folha de T com uma aresta de retorno que atinja u.

Arestas de retorno s6 podem atingir ancestrais, entao somente as folhas da subarvore de Tz com raiz
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em u poderiam determinar arestas em E(F’) com extremo em u. O ntimero de folhas na subarvore
com raiz u é 2°" | pois ng(u) = 2. Como cada aresta de E(F’) corresponde a uma folha diferente
de Tg, tem-se que o grau de u em F”’, denotado por dps(u), € no maximo 2"

Escreva o grau médio das folhas em fungao dos graus de cada folha. Seja L4/2 = F' (TF)\ L>ay2,

o conjunto das folhas com grau menor que d/2. Tem-se

Duera, (W) + Y er_, , dr(u) . 27" | Ls.g/0| + (d/2)|F(TF)]

4= F{Tr)] : F(Tr)]

Isolando a fracao buscada, tem-se

|L>ay2] S d S 2—2"/4 > 9= (2744
F(Tp) = 27+ = 22 = ’

onde a segunda desigualdade vale por (6.9) e a wltima, pois z”/4 é muito menor que (2%/4)/4
quando z” é grande. Dessa forma, encontra-se Ly = L>q4 /2. Pode-se definir as arestas de F'. Tem-se
que E(F) serdo apenas arestas de E(F’) que tenham um extremo em Lp. Além disso, para cada
folha em Lp, sio escolhidas exatamente 2" /2 4 3 arestas de retorno.

Uma tltima observacao para garantir que F € TB(2“’C”/4,2$"/2 + 3,2%) é que cin(F) > 2°.
Seja uw € E(F) uma aresta de um circuito em F com comprimento k. Encontre v € L' que
corresponda a uw, isto é, tal que existem vu, vw € E(G). Substitua a aresta uw por (u,v,w). Como
dito, cada aresta de F(F) se associa a um vértice distinto de L', pois cada folha de L’ envia apenas
duas arestas de retorno. Desta forma, tem-se um circuito em G cujo comprimento é 2k. Pela cintura
de G, vale que 2k > 2511 entdo k > 2°.

O dltimo passo da demonstragao é remover as 3 arestas de retorno mais altas de cada folha
em Lp e encontrar ¢’ valido para GG. Assim, remova essas 3 arestas e chame o grafo obtido de F”.
O mesmo Lp = Lyp» garante que F” é um TB(2%"/%,27"/2 2%). Tome ¢" > £(2*"/4,2%"/2 2% valido
para F”. Tsto ¢, existe Apw g C F(Tr) com |Apn | > 2Y/8|F(TF)| e cujas folhas enviam pelo
menos uma aresta de retorno cada para um nivel maior que £”.

Devolvendo as 3 arestas mais altas para cada vértice de Apn g, serd encontrado um valor ¢ que
sera valido para G. Cada folha em Ap» gv tem alguma aresta de retorno em E(F") que atinge um
nivel maior que £”. Assim, devolvendo as 3 arestas mais altas, elas também atingirao niveis acima
de £, Ser4 feito o mesmo que na demonstracao do Lema 6.3.7. Particione os niveis acima de £ em

intervalos

I = [fi(0") + 1, fira (€")],

para i > 0, onde f(y) = y + [2%/%]. Defina
B; C F(Tr) = {v € Aprgr: Jouy # vug € E(F) \ E(F") com np(u1),np(uz) € I},

o conjunto das folhas em Apr g tais que pelo menos duas das suas 3 arestas mais altas atingem
niveis dentro de um mesmo intervalo I;. Pelo mesmo argumento da demonstragao do Lema 6.3.7,
que conta o namero de pares de ancestrais possiveis dentro de um mesmo nivel e usa que nao pode

haver Cy, tem-se
|By| < 2702 F(TR)).
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Ainda seguindo a demonstragao do Lema 6.3.7, para mostrar que uma fracao grande das folhas

em Apr gr envia cada uma das 3 arestas extras para niveis em intervalos diferentes, calcula-se que

> izo | Bil

== < 2*5///2 2+ \@ < 278”/871’
F )] 2+v2)

onde a tltima desigualdade vale, pois ¢ > 2*"/4 > z > 100.

Seja B; = F(TF) — B;. Tem-se que ﬂi>0§i contém as folhas em Apr g cujas 3 arestas extras
atingem niveis em trés intervalos distintos: mas ele também contém as folhas fora de Ap» g, que
nao receberam as 3 arestas de volta. Assim, para saber a fragdo de F(TF) cujas arestas extras nao

repetem intervalos, calcula-se

() nare

+ | Apr | = [F(TF)]

> |NE
>0

>0
0 B; »
> (1- 2220 ety 2 oy - ()
> (2”’/8 - %F%OTLT) |F(Tp)| > 27571 P(Tp)|

_ (¢ o /a 2
> o7 (N pop | > gm0 By
Além disso, se as 3 arestas extras das folhas em ([0, Bi) N A ¢ atingem cada uma um nivel
em um intervalo distinto, a mais alta delas atinge um nivel maior que ¢ = fo(¢") (Figura 6.20).
O conjunto A%, ;. definido no inicio da demonstragao, das folhas em Apr v tais que uma das 3

arestas extras atinge um nivel acima de ¢ & ((;5q Bi) N Apw .

/ 2+ fo(0") = 2" + £/
/ /'. o + f1(¢")
/ IL Pod .I‘”+fo(£”) =g 4
| 1 z"
a (NV52) N Ao
A

Figura 6.20: Devolvendo as arestas extras a Apr g, encontra-se que boa parte de F(Tr) envia arestas
acima de um nivel mais alto ¢ > ¢".

Para provar que ¢’ & valido para G ¢ preciso encontrar um Ag . Defina o conjunto A7, C F(T¢)
da seguinte forma. Para cada u € (ﬂi>0 E) NApn g, escolha uma aresta uw € E(F) com np(w) >
¢ = fo(0"). Pela forma que as arestas de E(F) sao definidas, existe v € L' C F(Tg) tal que vu
e vw sao arestas de E(G). Coloque v em AZ.

Note que cada folha em A, envia pelo menos uma aresta para um nivel maior que z” + ¢ > ('
Além disso, tem-se uma folha distinta em Af, para cada vértice de (nizo E) N Apn gn, pois ja foi

notado que arestas diferentes de E(F') sempre estao associadas a folhas diferentes de F'(T). Dessa
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forma,

1481 = 1((VBi) 0 Apr ] > 272N P(Tp)| > 2701992 |P(T) | > 2709 F(Te),
>0

a ultima desigualdade vale pois ¢/ > ¢ > 2%"/4 ¢ 2/ > z > 100.

Desta forma, encontra-se ¢/ > (" > 5(22’///4,2‘””/2,23) valido para G. Pela Proposicao 6.3.6,
tem-se que £(2%"/4,25"/2 25) > ¢(2%/% 2%/2 2%). Assim, £(2°/4,2%/2,2%) € L(z,2,2°"!) e conclui-se
que £(z,2,25F1) > 0(27/4,2%/2 29, O

Para a indugao em r, tem-se o Lema 6.3.9.

Demonstracao do Lema 6.3.9. A afirmacao que se quer provar é que, para s > 2, r > 3 e x > 100,

vale que
Oz, r, 2571 > 0(0(2°/4, 272 2%) v — 1,2571).

Segundo o Lema 6.3.8, £(x,2,2571) > £(22/4,2%/2 2%). Assim, como { é crescente, basta provar que
K(l‘a r, 25+1) Z 6(£(w7 2’ 28+1), r— 1’ 28—‘,—1).

Para cada G € TB(z,r,2°"!) com arvore T, encontra-se um subgrafo F' € TB({(z,2,25"1),r —
1,25%1) com arvore T = Tg. Por um argumento como o da demonstraciao da Propriedade 6.3.6,
obtém-se que £(z,r,2571) > £(¢(x,2,25FY), r — 1,25H1).

Assim, procura-se F' C GG. O grafo F' deve ter um subconjunto das folhas Lg, em que cada folha
envie pelo menos r — 1 arestas de retorno para niveis acima de certo =" > ¢(z,2, 25+1) e que seja
grande, |Ly| > 27%"/4F(Tg)|. O que sera feito é encontrar um subconjunto das folhas em F(T¢)
que tenha certas propriedades que garantirao que ele serd um tal Ly em F. Para isso, utiliza-se
um F' € TB(x,2,2°%!) contido em G.

Como G € TB(xz,r,2°T!), pode-se tomar 2’ > z e Lg como na defini¢do de T'B(z, r,2°11). Para
definir o subgrafo F”, basta escolher duas arestas de retorno para cada folha de L¢; serao escolhidas
as duas arestas mais baixas. Os mesmos ' ¢ Ly = Lg garantem que F' € TB(z,2,25t1). Assim,
o subgrafo F’ tem os mesmos vértices que G e suas arestas sao apenas as duas mais baixas de cada
folha em L (Figura 6.21).

o

A 0> 0(z,2,251)
( \\ o
AF/,E’

Figura 6.21: Deize apenas as duas arestas mais baizas de cada folha para definir F' C G.

Como £(z,2,2°%1) € L(z,2,2°), existem ¢/ > {(z,2,2°%1) e App C F(Tg) tais que toda

folha em Agv ¢ envia pelo menos uma aresta para um nivel acima de £ e |Ap | > 27C/8|F(Tg)| >
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2_41/4‘F(Tg)|. Isso significa que, em F’, pelo menos a aresta mais alta de cada folha em Aps p
atinge um nivel acima de ¢'. Como as arestas de F’ sao as duas mais baixas de cada folha em L,
tem-se que, em G, para cada folha em Aps ¢, as arestas que incidem nela, excluindo-se a mais baixa,
atingem niveis acima de £'.

Tome Ly = Aps ¢ e construa o subgrafo I a partir de G' removendo as arestas que nao incidem
em Lp e a aresta mais baixa para cada folha em Lp (Figura 6.22). Assim, em F, cada folha
em Ly envia r — 1 arestas para niveis acima de ¢ > £(z,2,25%1) e |Lp| > 27¢/4 F(TF)|. Tem-
se F € TB({(z,2,2°%1),r — 1,25%1) contido em G e com Tr = Tg.

F

0 > 0(0(x, 2,254 1), — 1,2571)

0> 0(z,2,25%1)

La Lr Ap

Figura 6.22: Encontra-se ' € TB({(x,2,2°T1),r — 1,2°%1) em G.

Assim, para qualquer G € TB(x,r,2°!), encontra-se F € TB({(z,2,25T1),r —1,25%1). Dessa
forma, tem-se £” > £(£(x,2,25T),7—1,25"1) e Ag g = Ap e C F(Tg), com |Ag | > 271" /8|F(Tg)],
cujas folhas que enviam pelo menos uma aresta para um nivel acima de £”. O valor ¢” & valido para G
e 0(0(x,2,25Y), r — 1,2571) € L(x,7,2°TY). Logo, £(x,r,25T1) > £(¢(x,2,25F), r — 1,25F1), O

Com os lemas 6.3.7, 6.3.8 € 6.3.9, uma cota inferior Ackermanniana pode ser obtida para £(z,r, g).
Teorema 6.3.10. Para valores x > 100, r > 2 e s > 2, tem-se {(x,r,2%) > 215 r.

Demonstracao. A prova é feita por indugdo. Primeiro, calcule o caso s = 2. Sejam x > 100 e r > 2,
quer-se mostrar que £(z,r,4) > 212 r.

Segundo o Lema 6.3.7,
O(x,r,4) > f,_1(x), onde f(y) =y + [29/].
Veja alguns casos em que r é pequeno,
0z,2,4) > fi(z) >z — 1424 >29/4 > 22— 9429
Agora, para r = 3, tem-se
0(z,3,4) > foz) > 2/@/ > 927472 5 922 _ 9423

Foi visto que fao(z) > 22°*"% Prova-se por indugao que, para todo ¢ > 2, tem-se

oz /4—2
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Seja i > 2 e suponha por hipotese de indugao que a cota é valida para f;(z) (z > 100). Agora,

of (2)/4-2
fir1(z) = fi(f(2)) = 2~ -
it1
No expoente, tem-se
_ x/4 x/4
@_2_37 1+2 _22£_2+2 > 9u/4-2
4 4 4 4 4
Portanto,
221/472
fir1(z) > 2° ,
i+2
0 que completa a inducao em <.
Dessa forma, para r > 3, pode-se calcular
oz /4—2 52
O, 4) > frq(z) > 2 > =212y
(‘T’Ta )_fr l(l‘)_af—/_\,-/ T?"
r T

Tem-se a base para a inducao em s.
Seja s > 2 e suponha que para z > 100 e r > 2, vale que {(z,r,2%) > 2 1° r. Agora, pelo

Lema 6.3.8 e pela hipétese, tem-se
0(xz,2,25TY) > 0(2%/4,27/2 2%) > 24° 27/2,

Essa é a base para mais uma indugao, agora em r.
Seja r > 2 e suponha que para x > 100, vale que £(z,r,2571) > 245245 .. 1521 (2/2).
#2=r

Para o passo da indugao, use o Lema 6.3.9
O, +1,25T1) > 0(0(27/4, 272, 2°) 25T,
Pela hipotese da indugao em s, tem-se
Oz, + 1,251 > 0245 2%/2 5 25+,

Finalmente, pela hipotese da indugao em 7, vale que

2 82x/2
Oz, +1,25Th) ZQTSQTS...T32TTT.

T

Como 2¥/2 >y (desde que y > 4), entdo tomando y = 2 1% 27/2,

far+ 1,27 221721 1" (21721 3),
r+1

terminando a indugao em 7.
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O passo da indugao em s pode ser completado. Seja x > 100 e r > 2,

Z(x7r725+1) 22/[\5.”/]\52/]\2 Z2T5+1 r.
—_— 2

r

O

Ja foi observado que a altura minima da arvore de um T'B(z, r, g)-grafo é pelo menos ¢(z, 7, g).
Também foi dito que os T'B(z,r, g)-grafos seriam utilizados para se obter uma cota inferior para
a altura minima m(2,7’,¢’) da arvore de um (2,7, ¢’)-grafo. Para isso, falta apenas verificar

como m(2,7’,¢'), se relaciona com £(x,r, g). Sera provada a seguinte relagao.
Teorema 6.3.11. Sejam g > 102 par e r > 1 inteiro, vale que m(2,r,g) > 1+ £(100,2r,g/2 — 1).

Demonstrag¢ao. Sejam g > 102 par, r > 1 inteiro e G um (2,7, g)-grafo cuja arvore T tem al-
tura m(2,r,g). A partir de G, construa F' € TB(100,2r,¢g/2 — 1) (Figura 6.23). A arvore de F
sera Tr = T \ F(Tg), a arvore de G subtraida das folhas. Tem-se que T é binaria completa e tem
altura m(2,r,¢g) — 1.

Para cada folha v € F(TF), sejam u e w seus dois filhos em Tz. Como G é um (2, 7, g)-grafo, toda
folha de Tz tem r arestas de retorno, sejam wuq, ..., uu, € wwi,...,ww, as arestas de retorno com
extremos em u e w. As arestas de F' serdo vuy, ..., vu,, vwi, ... vw, para cada folha v € F(TF); as
arestas da arvore nao estao contidas em F'. Tem-se que u e w tém os mesmos ancestrais em G, que sao
os vértices do caminho minimo em T entre a raiz e v. Se u e w atingissem um mesmo ancestral y,
tem-se que (u, v, w,y) seria um C4 em G. Dessa forma, todas arestas vus, ..., vu,, vwy, ... VW, SA0

distintas e toda folha em F(TF) envia 2r arestas de retorno em F.

F

100

G

LS
L]

.
U w

Figura 6.23: Obtenha F € TB(100,2r,9/2 — 1) a partir de um (2,1, g)-grafo G.

Tendo definido F', afirma-se que ele ndo possui circuito de comprimento menor que g/2 (Figura
6.24). Tome um circuito C' = (x1, v1, %2, ..., Tk, vg) em F de comprimento 2k, onde v; (i € [k]) sdo
folhas de T, ja que toda aresta de F' tem alguma folha como um de seus extremos. Para cada v;, tem-
se, em F(Tg), os vértices u' e w'® que sdo os dois filhos de v; em Tg. Pela forma que foram definidas
as arestas de F, tem-se, em G e sem perda de generalidade, que x; e x;,1 sdo ambos atingidos por u?,
ou que x; é atingido por u’, enquanto z;,1 ¢ atingido por w’. Assim, o segmento (x;, v;, z;11) pode
ser substituido por (x;, u’, x;11) ou (z;, u’, v;, W', x;11), que sdo caminhos em G. Como duas folhas v;
e v; em C sdo sempre distintas, tem-se u’ # w® # v’ # w’. Fazendo a substituicio para cada folha
de C, tem-se um circuito ¢/ em G de comprimento no maximo |C’| < 4k. Como cin(G) > g,
tem-se 4k > |C’| > g, portanto 2k > ¢g/2 e cin(F) > g/2 — 1.

Para se ter F' € TB(100,2r,9/2 — 1), é preciso encontrar ' > 100 e Lp como na defini¢ao

de TB(z,r,g). Como g > 102, as arestas de retorno de G' devem atingir niveis acima de 101 na
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arvore Tg;. Como Tr = T \ F(1¢), entdo as arestas de F' atingem niveis acima de 100. Como toda
folha em F(TF) envia 2r arestas para niveis acima de 100, entao o conjunto Lg é o conjunto F(TF),
que tem tamanho |Lx| > 271004 F(Tx)| e pode-se tomar =’ = 100.

F

G

o ‘e 'y ‘®
ul w 1 w2 U2

Figura 6.24: Um circuito de tamanho 2k em F induz um circuito de tamanho no mdzximo 4k em G.

Como F € TB(100,2r,g9/2 — 1), existem ¢' > £(100,2r,g/2 — 1) e um conjunto Apy € F(TF)
nao vazio, tal que toda folha em Ap, envia pelo menos uma aresta para um nivel acima de ¢'.
Dessa forma, a altura de T é maior que ou igual a ¢(100,2r,g/2 — 1). Como T tem um nivel a
mais que Tr, tem-se que m(2,r,g) > 1+ £(100,2r,g/2 — 1). O

Afirma-se que m(d,r,g) > m(2,r,g). De fato, a partir de G, um (d,r, g)-grafo (d > 2, r > 1,
g > 4) com arvore T, pode-se obter G', um (2, r, g)-grafo com arvore T¢, que esteja contido em G
e tal que a altura de T seja igual & de Tiz. Primeiro, toma-se uma subérvore de T que seja binaria,
completa e que tenha a mesma altura; ela é T. Depois, toma-se as r aresta de retorno para cada
folha de T, Assim, todo valor que é altura de alguma arvore de um (d, r, g)-grafo é também altura
de alguma arvore de um (2,r, g)-grafo. Dessa forma, vale que a menor altura de uma arvore de
um (d,r,g)-grafo é maior que ou igual & menor altura de uma arvore de um (2,r, g)-grafo. Pelos

Teoremas 6.3.10 e 6.3.11, tem-se o seguinte resultado.
Corolario 6.3.12. Sejam d > 2, r > 1 e g > 102 inteiros, vale que m(d,r,g) > 2 tloga(9/2-1)] 9y

Lembre-se que Tp kg € Gp kg € obtido a partir de um (k—1, (p—1)(k — 1) + 1, 2g)-grafo. Assim,

tem-se o seguinte resultado.

Teorema 6.3.13. Sejam p > 2, k > 3 e g > 51 inteiros, vale que
[ Tokgl = 2 o220V 2(p — 1) (k — 1).

Demonstragio. Como observado em (6.1), o nimero de vértices em 7, 4 € 0 niimero de vértices
do (k—1,(p—1)(k—1)+ 1,2g)-grafo auxiliar menos o niamero de folhas. Pode-se tomar um grafo

auxiliar cuja arvore tenha altura minima h = m(k — 1, (p — 1)(k — 1) 4+ 1,2g). Assim,

h—1 . _1\h
Vgl 2 k-1 = ST = (6.10)
=m(k—1,(p—1)(k—1)+1,2g) > 2 tllee209=DI 2 — 1)(k — 1) (6.11)

Em (6.10), foi utilizado que 2% > ax (a > 2, z > 3), tomando a = he x = k — 1. Em (6.11), foi

utilizado o Corolario 6.3.12.
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O

Assim, para o caso particular em que se busca um grafo com cintura e nimero cromatico grandes,

tem-se uma cota inferior Ackemanniana dada pelo seguinte resultado.
Corolario 6.3.14. Sejam k > 3 e g > 51 inteiros, vale que |Tp 4| > 2 T108209-D] 2(k — 1).

Comparando-se os resultados dos Corolarios 6.3.5 e 6.3.14, tem-se, para k >3 e g > 51, que
2 pllog2(9=D) ok — 1) < |To ., < (B —1) 12971 (6% 4 1).

As cotas superior e inferior obtidas nao permitem localizar corretamente em qual nivel da hierarquia
de Ackermann esté o nimero de vértices |73 i 4| Elas também nao sao suficientes para se concluir que
a construcao de um grafo com cintura e niimero cromético grandes a partir de arvores aumentadas
garante mais ou menos vértices que as construgoes de Kiiz ou por amalgamacao.

Em [3], prova-se que o ntmero de flechas de Knuth da cota obtida para a altura minima de
um T'B(z,7,2%) (x > 100,7 > 1) grafo esta correto. Nao é claro se a cota inferior ou superior

estaria mais proxima do valor de |7, ¢|-



Capitulo 7
Consideracoes finais

Obter demonstragoes construtivas para a existéncia de grafos com certas propriedades é uma
questao natural e que fornece uma compreensao estrutural desses grafos. Em particular, a existéncia
de grafos com cintura e nimero croméatico grandes é um resultado importante em Combinatoria
e Teoria dos Grafos, que mostra que nem sempre restrigoes locais garantem certo comportamento
global. As construgbes apresentadas conseguem grafos com cintura e nimero cromaético grandes,
mas para isso, utilizam muitos vértices; é a forma que se tem de contornar a restricdo local de
cintura grande.

Seguem uma breve recapitulagao do que foi visto e alguns problemas relacionados. O Capitulo 2
tratou das provas probabilisticas da existéncia de grafos [12] e hipergrafos [13] com cintura e ntimero
cromatico grandes. A demonstragao probabilistica dada por Erdés foi marcante, pois além de utilizar
um método que estava surgindo, respondeu & questao nao obvia de que existem grafos esparsos com
nimero cromatico grande. Antes dessa demonstracao, o melhor que havia sido encontrado eram
grafos de cintura pelo menos 6 e ntimero cromatico alto, os grafos de Tutte.

No Capitulo 3, foram apresentadas as construgoes iniciais de grafos livres de tridngulos e com
namero cromético grande (Tutte [37], Zykov [39] e Mycielski [28]). Também foram descritas outras
construgoes mais recentes desses grafos, que surgiram em outros contextos (Kneser [19], grafos de
shift [15] e de planos projetivos [11]). As diferentes construgoes apresentadas fornecem grafos cuja
ordem do ntmero de vértices varia desde polinomial a fatorial (Teorema 3.7.1).

Nos capitulos seguintes, foram apresentadas construgoes para o caso geral da cintura. O Ca-
pitulo 4 tratou da construgao de Kiiz [23| para grafos com cintura e nimero cromético grandes,
sem envolver hipergrafos. O Capitulo 5 tratou da constru¢ao de Nesetfil e Rodl [33], cuja ideia é
combinar grafos a hipergrafos através da amalgamacao para conseguir cintura e niimero cromatico
grandes. Ela também pode ser utilizada para se obter hipergrafos com cintura e nimero cromético
grandes. No Capitulo 6, apresentou-se uma construgao mais recente, de Alon, Kostochka, Reiniger,
West e Zhu [4]. Ela obtém hipergrafos com cintura e namero cromatico grandes a partir de arvores
aumentadas e nao envolve outros hipergrafos. Todas essas construgoes possuem muitos mais vértices

que o garantido pela demonstragao probabilistica. Os resultados obtidos foram os seguintes.

Teorema 1.0.1. Sejam k > 4 e g > 51 inteiros. Chame respectivamente de Kzy 4, de Az 4 €
de Ta kg 05 grafos obtidos pelas construgoes de KviZ, por amalgamagdao e por drvores aumentadas

com cintura maior que g e numero cromdtico pelo menos k. Vale que

87
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2 plos2 91 (k4 8) | Kz | 2 llogz g1 (k — 1),
Bk —1)19 (4k+2) > |ongl > (551) 19 (k- 1),

v
v

V

(k=1 1297165 +1) > |Tapg > 21Hosle-DIok—1).

A procura de novas construgoes, possivelmente com nimero de vértices menor, persiste. Sabe-se
da construgao para grafos de Ramanujan [26], que também obtém grafos com cintura e nimero
croméatico grandes e com ntmeros de vértices como os das demonstragoes probabilisticas. Porém
ainda seria interessante encontrar uma construgao cuja descrigao fosse em termos estruturais. Para
hipergrafos, existe uma constru¢do com menos vértices que as apresentadas, mas ainda muitos
vértices [22]. Essa construgdo ndo é totalmente deterministica. Ainda é um problema em aberto
encontrar uma construgao para hipergrafos com cintura e nimero cromético grandes com nimero
de vértices como o da demonstracao probabilistica.

Os grafos com cintura e ntmero cromético grandes também inspiram outras investigagoes. Essa
pergunta pode ser feita para outras variantes do nimero cromético e cintura. Uma variacao do
nimero cromético é o numero aciclico cromdtico direcionado. Em um digrafo, esse namero é igual
ao minimo de cores para se colorir os vértices sem que haja um circuito direcionado monocromatico.
Assim, cada classe de cor nao pode induzir nenhum circuito direcionado. A existéncia de digrafos
sem circuitos direcionados pequenos com nimero aciclico croméatico grande ja foi provada [7]. Tem-
se ainda a seguinte Conjectura 1 de Victor Neumann-Lara que relaciona o niimero cromatico com
o numero aciclico cromatico. A questao é se um nimero cromético grande garante uma orientagao

com nimero aciclico cromatico direcionado grande.

Conjectura 1. Existe g: N — N tal que todo grafo G com x(G) > ¢g(k) admite uma orientacao de

suas arestas 8 com ndimero aciclico cromatico direcionado maior que k.

Outra nogao que pode ser interpretada como um tipo de coloracao é a de homomorfismo. Num
homomorfismo G — H, cada vértice de G é mapeado num vértice de H e dois vértices adjacentes
em G nao podem ser levados num mesmo vértice, mas devem ser levados em vértices adjacentes
de H. Um homomorfismo é como colorir um grafo segundo outro grafo. Um grafo com ntimero

cromatico no maximo k é homeomorfo a Kj, e vice-versa. Uma conjectura relacionada é a seguinte.

Conjectura 2. Existe um inteiro g tal que se G é um grafo com grau maximo A < 3 e cin(G) > g,

entao existe homomorfismo G — Cs.

O que se sabe é que ela nao é valida para C1; [21], Cy [38] e C7 [17].
Finalmente, apresenta-se uma tltima conjectura, de Erdés e Hajnal [14]. A existéncia de grafos
com cintura e nimero cromatico grandes pode ser vista como um caso particular valido da seguinte

conjectura.

Conjectura 3. Para todo k e g, existe f(k,g) tal que todo grafo G com x(G) > f(k,g) contém
um subgrafo G’ com cin(G’) > g e x(G') > k.

Se G fosse necessariamente um clique, a existéncia de um grafo em Gy, , com n vértices significaria
que f(k,g) = n seria valido. O tnico caso conhecido ¢ que f(k,4) existe [36].

Possivelmente, esbarrar com grafos e hipergrafos com cintura e niimero cromético grandes é algo
inevitavel ao longo do estudo de Combinatoria. Deseja-se que este trabalho torne esses encontros

mais especiais.
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