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Abstrakt

Tato bakalarska prace pojednava o matematickych modelech linedrnich mechanickych os-
cilatorii, které predstavuji jednu ze zakladnich aplikaci obycejnych diferencidlnich rovnic.
Jsou zde vysvétleny harmonické oscilatory, tlumené oscilatory a buzené oscilatory. Dale
se prace zabyva skladanim a sprazenim oscilatori, véetné jejich synchronizace.

Summary

This bachelor thesis deals with mathematical models of linear mechanical oscillators,
which represent one of basic applications of ordinary differential equations. There are
explained harmonic oscillators, damped oscillators and driven oscillators. The thesis dis-
cusses also superposition of oscillators and coupling of oscillators, including their synchro-
nization.
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1 Uvod

Tato bakalarska prace se zabyva problematikou sestaveni pohybovych rovnic linearnich
mechanickych oscilatori a jejich analyzou. Pii ni se zamérime predevsim na skladani
a sprazeni oscilatorti a s tim souvisejici otazku synchronizace pohybu oscilatorii.

Pojmem oscilator obecné rozumime systém schopny konat kmit. Jako kmit uvazujeme
pohyb, pti kterém téleso nebo hmotny bod opakované po dosazeni svého rovnovazného
stavu tento stav opousti. Behem kmitu se periodicky méni hodnoty nékterych parametri
systému. Mezi tyto parametry patii poloha, rychlost a zrychleni pro oscilatory typu kyva-
dlo ¢i zatizenou pruzinu (pak mluvime o mechanickém oscilatoru), nebo elektrické napéti
a proud pro elektricky obvod, do kterého jsou zarazeny kondenzator, civka a rezistor (zde
mluvime o elektrickém oscilatoru).

Matematické modelovani jiz zminénych nebo podobnych fyzikalnich tloh je jedno
z mnoha vyuziti obycejnych diferencialnich rovnic (ODR). Matematicky model sesta-
vime pouzitim prislusnych fyzikalnich zakont a zavislych veli¢in, které prepiseme jako
derivace jiné velic¢iny podle nezavisle proménné. ODR obsahuji neznamou funkci nezavislé
proménné a jeji derivace.

Bakalarska prace bude vénovana linearnim mechanickym oscilatoriim a jejich mate-
matické analyze. Na zacatku se budeme vénovat netlumenému harmonickému kmitani,
které je povazovano za zakladni pohyb oscilatorti. Dale uvedeme typy tlumenych oscila-
torl, které se budou lisit velikosti tlumici sily. Nasledné zavedeme pojem buzeny oscilator
a uvedeme matematicky pohled na takzvanou rezonanci, ke které muze dojit ve specidl-
nim pripadu buzeni harmonického oscilatoru. Na zavér této kapitoly ukazeme stavy, které
mohou nastat, pokud bude linedrni oscildtor souc¢asné tlumeny i buzeny.

V dalsich kapitolach se budeme zabyvat nékterymi operacemi s oscilatory. Pri skla-
dani kmitt uvedeme, jak se bude feseni ménit v zavislosti na porovnani ithlovych frekvenci
jednotlivych oscila¢nich pohybti. Uvedeme, za jakych podminek bude vysledny kmit har-
monicky nebo periodicky. Reseni bude zaviset i na sméru jednotlivych slozenych kmitt,
uvedeme priklady a postupy skladani rovnobéznych a kolmych kmitt.

Jako dalsi operaci s oscildtory uvedeme jejich sprazeni neboli svazani, tedy pripad,
kdy pohyb jedné soustavy zavisi na pohybu ostatnich. Rozebereme tii druhy sprazeni
a odvodime rovnice thlovych frekvenci pro obecné tvary i specialni pripady. Déale uvedeme
odvozeni a znazornéni prvniho a druhého zakladniho kmitu. Bude zminéna i synchronizace
pohybu oscilatori, které docilime vhodnym zavedenim sptrazeni do systému oscilatort.
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2 TYPY LINEARNICH OSCILATORU

2 Typy linearnich oscilatoru

Linearni oscilator, nékdy taky nazyvany harmonicky oscilator, je jeden ze zakladnich
matematickych modelt propojujici matematické a fyzikalni discipliny. V této kapitole
se budeme zabyvat systémy s jednim stupném volnosti.

Pri vytvareni matematického modelu vyuzijeme druhy Newtontuv zakon: Jestlize na té-
leso pusobi sila, pak se téleso pohybuje se zrychlenim, které je primo imérné ptisobici sile
a neprimo imérné hmotnosti télesa. Tedy

Zﬁ:mﬁ.

Déale vyuzijeme vyjadieni rychlosti ¢ a zrychleni @ jako derivaci polohového vektoru
podle casu t. Konkrétné

dy —_ d%

a T @

a derivace budeme znacit zapisem pouzivanym ve fyzikalnich prikladech, tedy

U=

=y, a=y.

<y

Protoze vSechny druhy rovnic fesime v jedné dimenzi, mizeme vektory nahradit ska-
lary. Ve vsech typech budeme uvazovat hmotny bod o hmotnosti m, na ktery pti pohybu
pusobi sily zavislé na poloze hmotného bodu y.

U periodickych kmitii miizeme urcit i periodu 7'. Ta znazornuje nejkratsi casovy tusek,
béhem kterého se hmotny bod dostane zpatky do polohy, ve které perioda pohybu zacala.
Plati tedy

y(t) =yt +T).

Déle muzeme urcit frekvenci pohybu f, ktera vyjadiuje pocet kmitt za jednotku casu.
Frekvence kmitu je urcena jako prevracend hodnota periody kmitu, tedy

Obrazek 2.1: Schéma mechanického oscilatoru

2.1 Netlumené kmitani

V tomto modelu ptisobi na hmotny bod jen sila F}, ktera je primo timérna vychylce hmot-
ného bodu y z rovnovazné polohy y = 0. Vzorec pro sestaveni sily F} je dan zobecnénou

formou Hookova zékona [1]
F1 = —k’y

13



2.1 NETLUMENE KMITANI

Znmaménko sily znaci pusobenti sily F; proti sméru vychylky. Zanedbavame veskeré tlumeni
zpusobené trenim. Pouzitim druhého Newtonova zakona sestavime rovnici:

Fcelk:Fl

my = —ky. (2.1)

Upravou a preznacenim dostaneme homogenni LODR2
. 2 ok
J+uwyy=0, wy=—>0. (2.2)
m

Konstanty k£ > 0 nazyvame tuhost pruziny a wg thlova frekvence. Pro vyreSeni rovnice
(2.2) vytvorime charakteristickou rovnici

)\Q—I—wg:O.

Dostavame dva komplexné sdruzené kofeny \; 5 = +iw, a podle [3] i obecné Teseni rovnice
(2.2) ve tvaru

y = Cy cos(wpt) + Cy sin(wpt),
kde konstanty C', Cy € R by byly urcéeny pocatecnimi podminkami. Dostali jsme tak rov-

nici v kvadraturnim tvaru. Pokud chceme harmonicky pohyb znazornit pomoci amplitudy
A a fazového posunu ¢, zvolime konstanty ve tvaru

Cy = Asin(p), Cy= Acos(p),

a pouzitim souctového vzorce pro goniometrické funkce dostaneme feSeni rovnice (2.2)
ve tvaru
y = Asin(wot + ¢), (2.3)
kde A > 0,—7 < ¢ < m. Nyni konstanty A, jsou dany pocateénimi podminkami.
Perioda kmitu mé hodnotu
27
T=—.
wWo
Takto vyjadieny pohyb nazyvame vlastni netlumené kmitani a soustavu konajici tento
pohyb nazveme jako netlumeny harmonicky oscilator.

VANANNNN
VYV VYV VY

Obrazek 2.2: Obecné znazornéni harmonického netlumeného oscilatoru

14



2 TYPY LINEARNICH OSCILATORU
2.2 Tlumené kmitani

Pri vytvareni matematického modelu zaradime kromé vyse zminéné sily F i silu Fy, ktera
je primo timérna rychlosti hmotného bodu a ptisobi proti sméru vychylky, tedy

F2 - —ly

Tato sila brzdi pohyb hmotného bodu a znazornuje tfeni. Konstantu [ > 0 nazyvame
soucinitel utlumu a zavisi na vlastnostech prostfedi a hmotného bodu nebo na druhu
vazby (viz obrazek 2.3). Z rovnice (2.1) zafazenim sily Fy dostavame

my = —ky — ly. (2.4)

Upravou a preznadenim opét dostaneme homogenni LODR2

k l
i+ 2by + wiy = 0, wgz% b= 5 (2.5)
Yy

m

Obrazek 2.3: Schéma tlumeného mechanického oscilatoru

Tim jsme dostali diferencialni rovnici vlastniho tlumeného kmitani. Pro vyfeseni rov-
nice sestavime charakteristickou rovnici

A%+ 2bX\ + wj = 0.

Z této rovnice dostaneme dva kofeny Ao = —b £ 1/b? — w3. Podle hodnot koeficientu
b,w? mizeme dostat tii riizné typy rovnic:

1. b> Wy
7 charakteristické rovnice dostaneme dva razné zaporné koreny A;, Ay. Dostaneme
tak obecné Teseni rovnice (2.5) ve tvaru

y = CreM' + Cre, (2.6)

kde C1,C5 € R. Tento druh pohybu nazyvame nadkritické tlumeni. Z davodu vel-
kého tlumeni (tfeni) nenastane periodicky pohyb. Vychylka se blizi k nulové hodnoté
asymptoticky, oscilator se tedy dostane do rovnovazné polohy teoreticky v neko-

necnu.

2. b= Wo
Jelikoz pri feseni charakteristické rovnice dostaneme diskriminant D = 0, ziskdme
tak jeden dvojnasobny zaporny kofen A\ o = —b. MiZeme tedy sestavit obecné Teseni

rovnice (2.5)
y=e"(Cit + Cy), (2.7)

15



2.2 TLUMENE KMITANI

by

t

Obréazek 2.4: Obecné znazornéni harmonického oscilatoru s nadkritickym tlumenim

kde C4,Cy € R. Tento stav nazyvame kritické tlumeni. Podobné jako v pripadé
b > wy nenastane periodicky pohyb, tlumeni je prilis velké. Vychylka se i v tomto
pripadé blizi k nule asymptoticky a nuly tedy dosahne v nekone¢nu. Pokud bychom
porovnali rovnice (2.6) a (2.7) se stejnymi poc¢atecnimu podminkami, zjistili bychom,
ze v pripadé b = wy se vychylka blizi nule rychleji.

Y

t

Obrézek 2.5: Obecné znazornéni harmonického oscilatoru s kritickym tlumenim

3.b< wo
Z charakteristické rovnice ziskdme dva imagindrn{ kofeny ;o = —b &+ iy/wg — b2
Po preznacen{ w; = y/wi — b? dostavame koteny \; o = —b+iwy, ze kterych mizeme
zkonstruovat obecné feseni rovnice (2.5) ve tvaru

Y= e_bt(Cl coswit + Cysinwit)
Vhodnou volbou konstant C7, Cy € R miizeme tuto rovnici prepsat do tvaru

y = Ce " sin(wit + @), (2.8)

16



2 TYPY LINEARNICH OSCILATORU

kde C' > 0,—7 < ¢ < . Ziskali jsme tak rovnici harmonického pohybu. Tento
model nazyvame podkritické tlumeni nebo oscilatorické tlumeni. Amplituda Ce =%
je funkci ¢asu a s rostoucim casem se blizi k nule. Perioda 7" = i—? je oproti periodé
netlumeného harmonického pohybu vétsi. Kiivka pohybu je seviena mezi exponen-
cidlnimi funkcemi

Velikost tlumeni neni dostatecné velkd, takze na rozdil od predeslych typu dojde
ke kmitani, v pribéhu pohybu vychylka periodicky prochazi nulovou hodnotou. Po-
dobné jako u predeslych typu ale dojde k ustalenému stavu teoreticky v nekonec¢nu.

Obrézek 2.6: Obecné znazornéni harmonického oscilatoru s podkritickym tlumenim

2.3 Vynucené kmitani

Hmotny bod konajici kmitavy pohyb nemusi byt jen brzdén tlumici silou, ale mize byt
i zesilovan. K tomuto pripadu musime zavést novou silu F3, kterou nazveme budici sila.
Jeji vyjadreni bude ve tvaru

F5 = Psin(wt),

kde P je amplituda budici sily a w jeji ihlova frekvence. Tato sila je periodicka a ptsobi
ve sméru vychylky y. Zavisi na nezavislé proménné t, ale na rozdil od sil F}, F5 nezavisi
na stavu hmotného bodu.

2.3.1 Netlumené vynucené kmitani

Na hmotny bod bude piisobit sila F} od pruziny vychylené z rovnovazné polohy a budici
sila F3. Podle druhého Newtonova zakona tedy

Foep = Fy + F3

my = —ky + Psin(wt).

17



2.3 VYNUCENE KMITANI

Obrazek 2.7: Schéma buzeného mechanického oscilatoru [7]

Upravou a preznacenim dostaneme
P k
j+ wiy = —sin(wt), wi=— >0, 2.9
) oY m (wi) 0= (2.9)

coz je nehomogenni LODR2.

Pro vyreseni této rovnice budeme nejdiiv uvazovat jen homogenni c¢ast. Ta je stejna,
jako byla v Sekci 2.1, kde je znazornén i postup reseni. Mizeme tedy napsat, ze homogenni
feSeni ma tvar

yp = C'sin(wot + ),

kde konstanty C| ¢ jsou dany pocatecnimi podminkami.
Nyni musime uvazovat dvé moznosti postupu podle velikosti tthlovych frekvenci:

1. w# wo
Partikularni reseni budeme hledat metodou neurcitych koeficient podle [2] ve tvaru

yp = Acos(wt) + Bsin(wt).

Pro ziskani konstant A, B musime y, zderivovat:

yp = —Awsin(wt) + Bw cos(wt)
4, = —Aw? cos(wt) — Bw? sin(wt).

Toto vyjadreni dosadime do rovnice (2.9) a ziskdme tim rovnici

P
A(—w? + wp) cos(wt) + B(—w? + wg) sin(wt) = — sin(wt).

Konstanty ziskdme porovnanim koeficienti u cos(wt), sin(wt) této rovnice:

cos(wt):  A(—w?+wi) =0

sin(wt) : B(—w?® + w})

18



2 TYPY LINEARNICH OSCILATORU

Z téchto dvou rovnic vyjadiime konstanty A, B ve tvaru

A=0
P
B=——F—>,
m(wg — w?)
a partikularni feseni dostaneme jako
= sin(wt).
= e

Obecné Teseni pro tuto variantu je tedy

Yy =yn+ Yy, = Csin(wet + ¢) + sin(wt). (2.10)

m(wd — w?)

Jednd se o slozeni kmiti rtiznych thlovych frekvenci, které bude rozebrano v dalsi
kapitole.

. W =Wy

Pro tento piipad nemiZeme pouzit stejny obecny tvar partikuldrniho feseni y,
pri metodé neurcitych koeficientt jako v predeslé moznosti, protoze by doslo ke shodé
¢lent v homogennim a nehomogennim feseni. Je tedy nutné obecny tvar partikulér-
niho feSeni vynasobit podle [2] proménnou ¢. Tim uz ke shodé ¢lent v homogennim
a nehomogennim reseni nedojde a muzeme tedy postupovat podobné, jako v prede-
slém typu.

Partikularni reseni ma nyni tvar
yp = At cos(wt) + Btsin(wt).
Vyjadiime derivace partikularniho reseni

Yp = (A+ Bwt) cos(wt) + (—Awt + B) sin(wt)
Jp = (—Aw’t 4+ 2Bw) cos(wt) + (—2Aw — Bw’t) sin(wt),

které dosadime do rovnice (2.9) a ziskdme rovnici
P
[(—Aw®t + 2Bw) + Aw?t] cos(wt) + [(—24w — Bw?t) + Bw?t]sin(wt) = — sin(wt).
m

Nyni porovname koeficienty u cos(wt), sin(wt)

cos(wt) :  —Aw’t + 2Bw + Aw’*t = 0
P

sin(wt) :  —2Aw — Bw’t + Bw’t = —
m

a vyTreSenim této soustavy rovnic ziskdme konstanty A, B o hodnotéach

a-
2mw

B =0.

19



2.3 VYNUCENE KMITANI

Dosazenim vypocitanych konstant do predpisu partikularniho feseni v této sekci
dostaneme

=P cos(wt)
yp— Qmw COS(.U,

a obecné TeSeni ma tentokrat tvar

y=yn+y,=Csin(wt +¢) — P t cos(wt). (2.11)
2mw

Tento pripad popisujeme fyzikélné jako rezonanci. Jde o shodu frekvence vlastnich
kmiti a budicich kmiti. Amplituda nucenych kmiti pii rezonanci rychle vzrusta
a mala budici sila dokaze vyvolat velké zmény oproti varianté, kde w # wq. Z fyzi-
kalniho pohledu lze rezonanci vyuzit napriklad k zesileni akustickych signdli. Rezo-
nance je taky uzitecna u mechanickych kyvadlovych a setrva¢nikovych hodin nebo
u vibratori pro betonovani. Taktéz je uzitecna u elektromagnetickych oscilatori
u ladictho obvodu rozhlasovych a televiznich prijimact nebo pri funkei elektromag-
netickych hodinek. Mtze vsak byt i nezadouci. Zde je jeji vliv ¢asto rozebiran ve sta-
vebnictvi, kde v momenté, kdy nastane rezonancni frekvence, mtze z diivodu velkych
amplitud kmitt dojit k poskozeni materialu. Vlastni frekvence muze taktéz poskodit
rotory turbin nebo kridla letadel.

\/\/\/\A/\/\/\/\ t
vvvvvv

Obrazek 2.8: Obecné znazornéni rezonance buzeného oscilatoru

Y

2.3.2 Tlumené vynucené kmitani

Pro tlumené vynucené kmitani zaradime do zakladniho modelu ze Sekce 2.3.1 tlumici silu
F; danou vzorcem
F2 = _ly>

a vzorec pro celkovou silu ziskame aplikaci druhého Newtonova zakona:
Fear = F1 + Fy + I3

my = —ky — ly + P sin(wt).

Upravou a preznacenim dostaneme
. . 2 P . 2
§+2by + wyy = —sin(wt), wj=—, b=—, (2.12)
m
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2 TYPY LINEARNICH OSCILATORU

coz je nehomogenni LODR2. Vysledna rovnice kmitavého pohybu bude dana sectenim
homogenniho a partikularniho feseni.

Vypocet vSsech moznosti homogenni ¢asti rovnice byl rozebran v Sekci 2.2. Partikularni
feseni bude stejné pro vSechny moznosti poméru konstant wy a b az na jednu vyjimku,
ktera bude uvedena na konci tohoto odstavce. Partikularni reseni budeme hledat ve tvaru

yp, = Acos(wt) + B sin(wt),
ve kterém jsou pro nas neznamé konstanty A, B. Provedeme potiebné derivace:

Y, = —Awsin(wt) + Bw cos(wt)
4, = —Aw® cos(wt) + Bw®sin(wt),

a vyse zminéné rovnice dosadime do rovnice (2.12)

(—Aw?® 4 2Bbw + Aw]) cos(wt) + (—Bw? — 2Abw + Bw]) sin(wt) = g sin(wt).
Porovnanim konstant u cos(wt), sin(wt) ziskdme soustavu dvou linedrnich rovnic
cos(wt) :  —Aw?® + 2Bbw + Awj = 0
sin(wt) :  —Bw? — 2Abw + Bw} = g,

ze které dostaneme konstanty A, B ve tvaru

y 2Pbw
 omf(wi — w?)? + 4bw?]
R

m[(wg — w?)? + 4bw?]
Miuizeme tedy napsat vyjadreni partikularniho feseni jako

2Pbw cos(wt) + P(w? — w?)
m[(wg — w?)? + 4bw?] m[(wg — w?)? + 4bw?]

sin(wt).

Yp = —

Obecné Teseni dané tvarem

Y=yn+ Yp
bude zalezet na konstantach b, wy. Podle téchto konstant jsme uz v predeslé sekci dostali
tIi rizna homogenni feseni rovnice (2.12):

1. Buzeny oscilator s nadkritickym tlumenim: b > wy

2Pbw P(w? — w?)

= CreMt 4 et — t in(wt
Y e e m[(wg — w?)? + 4bw?] cos(w) + m[(wg — w?)? + 4bw?] sin(wt),
kde )\172 =—-b+ \/b2 —(.U(Q] a 01,02 € R.
2. Buzeny oscilator s kritickym tlumenim: b = wy
2P P(w? — w?
y=e (Ot + Cy) — ~ cos(wt) + (wo — o) sin(wt),

m[(wg — w?)? + 4bw?] m[(wg — w?)? + 4bw?]

kde 01,02 € R.
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2.3 VYNUCENE KMITANI

Y

t

N4 N

Obréazek 2.9: Obecné znazornéni buzeného oscilatoru s nadkritickym tlumenim

2

SN N t

Obrézek 2.10: Obecné znazornéni buzeného oscilatoru s kritickym tlumenim

3. Buzeny oscilator s podkritickym tlumenim: b < wy
Zde by vsak mohlo dojit ke shodé homogenniho a partikuldrniho feseni. Pro ptripad
w1 # w ma partikularni feseni stejny tvar, jako pro nadkritické a kritické tlumeni.
Rovnice pohybu mé tedy tvar

2Pbw cos(wi) + P(w? — w?)
m[(wg — w?)? + 4bw?] m[(wg — w?)? + 4bw?]

y = Ce " sin(wit+p)— sin(wt),

kde C > 0,—7m <p<maw = /wi— b
Pro pripad w; = w musime problém fesit s partikularnim fesenim vynasobenym
nezavisle proménnou t a dostat tak upravené partikularni reseni ve tvaru

y, = At cos(wt) + Bt sin(wt).

Tim tedy jiz nedojde ke shodé homogenni a partikularni ¢asti. Derivace partikular-
niho feseni nyni maji tvar

yp = (A + Bwt) cos(wt) + (—Awt + B) sin(wt)
v, = (—Aw?t + 2Bw) cos(wt) + (—2Aw — Bw?t) sin(wt).
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2 TYPY LINEARNICH OSCILATORU

AMAMA%AMAAAAAAﬁ
vVVV\]\/\/ VV VV VV VYV

Obrazek 2.11: Obecné znazornéni buzeného oscilatoru s podkritickym tlumenim za pred-
pokladu wy # w

Dosazenim od rovnice (2.12) ziskdme
[A(=w?t 4+ 2b + wiit) + 2Bw(1 + bt)] cos(wt )+
+[=24w(1 + bt) + B(—w?t + 2b + wit)] sin(wt) = g sin(wt).
Porovnanim koeficientt cos(wt), sin(wt) obdrzime soustavu dvou linearnich rovnic
cos(wt) :  A(—w?t + 2b+ wit) + 2Bw(1 + bt) =0
sin(wt) : —2Aw(1 +bt) + B(—w’t 4+ 2b + wjt) = g,

ze které vypocitame konstanty A, B:

A 2Pw(1 + bt)
 om(—w?t + 20+ wit)? + 4w?(1 + bt)?
B P(—w?t + 2b+ wit)

m[(—w?t + 2b + wit)? + 4w2(1 + bt)?]

/\v/\V{\U/\V/\V/\VAVAVAV/\VAVAVAVAVAVA t

I

Obrazek 2.12: Obecné znazornéni buzeného oscilatoru s podkritickym tlumenim za pred-
pokladu wy = w
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24

Tim tedy ziskdme obecné feseni rovnice (2.12) ve tvaru

2Pw(1 + bt)
m[(—w?t + 2b + wit)? + dw?(1 + bt)?]
N P(—w?t + 2b + wit)
m[(—w?t + 2b + wit)? + 4w?(1 + bt)?]

kde C > 0,—7m<p<maw= /wi— b

Vychylka se blizi k ustdlenému stavu. Tedy pfi stavu w = w; nedojde k resonanci
jako v pripadu ze sekce s buzenym kmitanim bez tlumeni. Naopak je potlaceno
buzeni, které zapricini jen zpomaleni konvergence. Systém popsany rovnici (2.13)
se tedy blizi ustalenému stavu pomaleji, nez systém popsany rovnici (2.8).

y =Ce " sin(wt 4 ¢) —

cos(wt)+

sin(wt), (2.13)



3 SKLADANI KMITU
3 Skladani kmitu

V této kapitole budeme uvazovat systémy s vice stupni volnosti. Ty dostaneme vhod-
nym spojenim n oscilatori o obecné rtuznych amplitudach A;, uhlovych frekvenci w; a po-
catecnich vychylkach ¢;, i = 1,2, ..., n. Pro slouceni téchto aspektt do jedné rovnice vyu-
Zijeme princip superpozice, ktery rika, ze vyslednou rovnici okamzité vychylky lze pocitat
jako soucet rovnic jednotlivych podsystémii. Matematicky jej mtzeme zapsat ve tvaru

it = 3 6.

Tohoto vztahu jsme vyuzili jiz v Sekci 2.3, kde se vysledna rovnice okamzité vychylky
pocitala jako soucet homogenniho a partikularniho reseni.

Pro dobré znazornéni a zjednoduseni feseni budeme v této kapitole uvazovat, ze jed-
notlivé kmity soustavy jsou netlumené. Tim miiZzeme rovnici okamzité vychylky s pouzitim
superpozice psat jako

y(t) = ZAZ' sin(wit + i), w; =4/ —.

i=1 m
Soustavu je mozné si predstavit jako hmotny bod o hmotnosti m pripojeny na n pru-
zin s tuhosti k;, které obecné kmitaji s jinou amplitudou, thlovou frekvenci a pocatecni
vychylkou. Vysledny pohyb vSak nemusi byt harmonicky, ani periodicky.

Na uvod poznamenejme, ze specifické feseni maji soustavy, kde jsou pruziny razeny
paralelné nebo sériové a hmotny bod je zatizen pocatecni silou F', ktera na pruziny piisobi
v ose. Zde staci nahradit pruziny v systému jednou pruzinou.

Pro paralelni fazeni pruzin se n pruzin s tuhosti k; protdhne o stejnou délku, musi
tedy na kazdou puisobit obecné jina sila F; a plati

F:iﬂ
i=1

Tuhost systému ziskame z rovnice

n

_ ik ,
k——j— ;m

Vysledna tuhost soustavy je tedy soucet tuhosti jednotlivych pruzin.
Pri sériovém razenim piisobi na kazdou pruzinu stejna sila F', ale kazda pruzina se pro-
tahne o obecné jinou délku y;. Pro celkovou vychylku soustavy plati

?/:Z;?/i: ._1E:E’

z ¢ehoz nam po vykraceni vysel vzorec pro celkovou tuhost systému:
1 &1
Pl

Prevracena hodnota vysledné tuhosti je rovna souctu prevracenych hodnot tuhosti jed-
notlivych pruzin.
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3.1 ROVNOBEZNE KMITY

Obrézek 3.1: Schéma paralelniho a sériového zatazeni pruzin
3.1 Rovnobézné kmity

Uvazujme, 7Ze na hmotny bod ptsobi vSechny vnéjsi sily v jedné ose. Tim muzeme celé
feseni problému uvazovat jen v jedné dimenzi. Pro nédzornost budeme uvazovat jen dva
kmitavé pohyby s pohybovymi rovnicemi

y1(t) = Ay sin(wit + ¢1)

y2(t) = Ay sin(wat + o). (3.1)

Vysledné kmitani soustavy bude mit po pouziti principu superpozice pohybovou rovnici
ve tvaru
y(t) = y1(t) + ya2(t) = Arsin(wit + 1) + Ag sin(wat + ¢2). (3.2)

Reseni a i nasledné grafické znazornéni se bude vyznamné liSit podle porovnani jejich
uhlovych frekvenci.

3.1.1 Izochronni kmity

Predpokladejme nyni, Ze oba kmity maji stejné uhlové frekvence, tedy w; = wy = w.
Rovnice pro samostatné kmitavé pohyby maji tvar

y1(t) = Ay sin(wt + ¢1)

y2(t) = Agsin(wt + o). (3.3)

Pro pocetni vyreseni pohybové rovnice miizeme vyuzit analytické reseni nebo komplexni
reprezentaci.
Analytické reseni

Pro analytické Teseni si rovnice jednotlivych kmitt upravime do tvaru s kvadraturnimi
amplitudami:

y1 = B cos(wt) + C sin(wt)
Y2 = Bs cos(wt) + Cy sin(wt).
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3 SKLADANI KMITU

Spravnost prepisu a ekvivalentnost s rovnici (3.3) je mozné si ovérit v Sekci 2.1. Pouzitim
superpozice a vytknutim dostavame rovnici

y = (B + Bsy) cos(wt) 4+ (C7 + Cy) sin(wt),
kde By, By, C1,C5 € R. Volbou konstant ve tvaru
By 4+ By = Asinp, 7+ Cy; = Acosy
a pouzitim souctového vzorce pro goniometrické funkce lze rovnici prepsat do tvaru
y = Asin(wt + ¢), (3.4)

kde amplituda kmitani je dana vztahem

A= \/A% +2A1 Ay cos(pa — 1) + A3. (3.5)
Pro fazi slozeného kmitu plati
Aj cos 1 + Ascos g . Ay sin g + Ay sin g
cosp = T , sinp = T )

Komplexni reprezentace

Netlumeny kmitavy pohyb lze vyjadrit jako rovnomérny pohyb po kruznici v komplexni
Gaussove roviné [1]. Komplexni ¢islo

z=x+1iy
zobrazuje polohu bodu o soutadnicich [z,y] v komplexni roviné. Cislo z zaroven mtizeme
psat i jako
z = r(cos ¢ +isin ¢).

Z tohoto tvaru jej pomoci Eulerovy formule [2] pfepiSeme na
z=re?.

Kmitavy pohyb je pak primét pohybu po kruznici do jedné z os. Pro nas pripad bude
dilezity priumét do osy y, tedy

y = Imz = rsin¢.

Pri feseni komplexni reprezentaci prevedeme tedy soustavu (3.1) na pohyby po kruznici
v Gaussové rovineé:

21 = Aqfcos(wt + 1) +isin(wt + ¢1)]
29 = Ag[cos(wt + pq) + isin(wt + ¢q)].

Tento tvar prepiseme pomoci Eulerovy formule na

Z1 = A161(Wt+g01)

Z9 = AQGI(WH—Q”) .
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3.1 ROVNOBEZNE KMITY
Vysledné kmity dostaneme pouzitim superpozice jako
2= 2 + 29 = (A1 + Aye?)et,
Nyni zavedeme odznaceni A a nazveme jej jako komplexni amplitudu. Pro ni plati
A = Aje'¥t + Agel¥2.
Rovnici vyslednych kmitt tedy mtizeme prepsat do tvaru
z = Ae“t,
Bez Gjmy na obecnosti ale muzeme A prepsat jako
A= Ae¥
a tim ziskat rovnici vyslednych kmit ve tvaru
z = AWt
Tento vyraz pomoci Eulerovy formule prepiseme na
z = Alcos(wt + ¢) +isin(wt + ¢)].
Jedna se opét o pohyb po kruznici v Gaussové roviné. Kmitavy pohyb systému (3.1) je
znazornén jako prameét pohybu po kruznici do osy ¥, tedy imaginarni slozka vyrazu. Tim

dostavame
y = Asin(wt + ¢). (3.6)

Amplituda vyslednych kmiti A je rovna velikosti komplexni amplitudy 4. Plati tedy

A=Al = \/A% +2A1 Ay cos(pa — 1) + Al

Pro vyslednou fazi plati

ReA  Ajcosp; + Az cospr “in o — ImA  Ajsing; + Agsin gy
A A BV A |

cos p =

Vyjadreni jednotlivych konstant je stejné jako v analytickém feseni, rovnice (3.4) a (3.6)
jsou tedy ekvivalentni.

Odvozené Teseni dvou slozenych kmiti o stejné frekvenci se bude lisit podle rozdilu
jednotlivych fazi. PopiSme nyni dva vyznamné rozdily fazi:

1. Kmity ve fazi
Pro tento ptipad plati o — ¢y = 2k7, kde k € Z. Pak cos(ps — 1) = 1. Vztah pro
vyslednou amplitudu (3.5) se tedy zjednodusi na vzorec

A=A+ As.

Vyslednou fazi systému mtizeme zapsat jako ¢ = @1 i ¢ = 5. V tomto pripadu jsou
obé vyjadreni v konecném vzorci ekvivalentni.
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3 SKLADANI KMITU

\\ //\\ ‘//\\ / '\\\ / / \ ) a\ ’ /\\\ ’/\\ //\\ e

Obrazek 3.2: Sklddani dvou izochronnich kmita ve fazi

2. Kmity v protifazi
Zde plati rovnost o — @1 = (2k + 1)7, kde k € Z, tedy cos(ps — ¢1) = —1. Pro

vyslednou amplitudu vychylky plati
A - |A1 — A2|

Velikost faze systému bude zalezet na velikostech amplitud A;, Ay. Pro A; > A, plati
¢ = ¢1. Naopak pro A; < A, plati ¢ = ¢s5. Pokud budou obé amplitudy shodné,
dostaneme A = 0, tedy celkovy pohyb bude nulovy v kazdém case t. Na velikosti
faze systému ¢ nebude zélezet.

/\ /\ /\ /\ /\ //\

\ \
\/\\ /\\ /\\ /\\ /\\ /\\(\/\A/\\A/\{t
VVVVVTYY

Obrézek 3.3: Skladani dvou izochronnich kmitt v protifazi

A

3.1.2 Anizochronni kmity

Do této sekce patti vSsechny pripady skladani rovnobéznych kmitt, které nenalezi Sekci
3.1.1, thlové frekvence jednotlivych kmiti jsou ruzné. Plati tedy w; # wy. Anizochronni
kmity nejsou obecné harmonické ani periodické. Tato situace nastane, pokud neexistuje
zadny spole¢ny nasobek period.

Zde nastavaji rizné situace podle vzajemného vztahu wy a ws.
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3.1 ROVNOBEZNE KMITY

Rizné soudélné frekvence

Pro soudélné frekvence plati, ze thlové frekvence a periody oscilatori nejsou stejné,

ale plati
w1 . TQ . n1

w2 T ny’
kde ny,ne € N. Vysledné kmitani nebude harmonické, ale bude stéle periodické. Periodu
vyslednych kmit vypocitame podle vzorce

T = anl = ’I’LQTQ.

Plati, Ze perioda vyslednych kmit se rovnd nejmensimu spoleé¢nému nésobku period
Ty, Ts.
Vyslednou thlovou frekvenci ziskame podle vzorce
! w2

1y To ‘
Zde plati, ze vysledna thlova frekvence w je rovna nejvétsimu spole¢nému déliteli jednot-
livych thlovych frekvenci wy, ws.
Ay

Fa FA FA ! A FAY TAY / [N "\-
\ .' \ 1 { Al \ 1 \ A f

rI||'\'[| I'| N‘\‘ il T'”' ‘l“"‘ f" MH' ',III )\I' 'FI 5” \” Il ':‘w"ﬂ H I' ‘1 n"l h” '|'|\ W| '\.‘ |\| |I‘ ' I'I' ')I ‘H

| (L \l I I
I H || I‘I ||‘ || |I ]hl)'l"l'

M Il "}' Ll "';‘ I )Jf "-"f'w"fl.n'ul J'.‘

Obrézek 3.4: Skladani dvou kmitt se soudélnymi frekvencemi

| W
\ \ \ / \ \
v '\.-"l W W \

Blizké frekvence

Pro zjednoduseni nyni predpokladejme, ze amplitudy castecnych kmit jsou stejné, tedy
plati A1 = Ay = A. V rovnici (3.2) tedy muzeme amplitudy vytknout a pouzit goni-
ometricky vzorec pro soucet dvou funkeci sinus. Po téchto tpravach dostaneme rovnici

ve tvaru
y = 2A cos (wl ;th—{— 2l ; SDQ) sin (wl ;—MZt + 2 ; @2) . (3.7)

Uhlové frekvence jednotlivych kmitd vyjadifme jako jako

wp =w+

3.8
wy =w — §, (3:8)
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kde w > Q jsou vhodné konstanty. Pro wq,ws plati, Ze jsou si blizké, tedy w; &~ w,. Po
vyjadreni konstant w, {2 z rovnic (3.8) pfrepiSeme rovnici (3.7) do tvaru

y = 2Acos (Qt + %) sin (wt + ¥> )

Oznac¢me pomalu se ménici amplitudu jako
A(t) = 2A cos (Qt + W) .

Vyslednou rovnici pro skladani kmita blizkych frekvenci tak ziskame ve tvaru
. +
y = A(t) sin (wt + %) :
Tento vyraz znazornuje harmonické kmiténi s casové proménnou amplitudou A(t). Vy-
sledna krivka kmitani je uzaviena v obalu, ktery je tvoren z kiivek

y = A(t)
y=—A(t).

Casovy interval mezi sousednimi maximy kmitani je zavisly jen na funkei A(¢). Maximum

nastava v casovém okamziku

Qt—l— 2 v = km,

kde k € Z. Periodu uréime jako rozdil dvou sousednich okamzikt, kde kmity nabyly

maxima, tedy
~ T

T'=1p41 —th =

2

Ay
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Obrézek 3.5: Skladani dvou kmitt blizké frekvence pro pripad A; =

Tento druh kmitani se nazyva zaznéje nebo razy [9]. Jde tedy o vysledny harmonick}'f
kmit s ¢asové proménnou amplitudou. Perioda T se nazyvd perioda zdznéjt. Zaznéje
se casto vyskytuji v akustice, nejvice k nim dochéazi pri ladéni hudebnich nastroju, kdyz
kvili ladéni dojde k priblizeni frekvenci dvou zvuki. Velké vyuziti maji zdznéje v méteni
blizkych frekvenci v momenté, kdy jednu z frekvenci znadme. Jsou téz pri¢inou uniku
informaci pri prijmu kratkovinych vysilaci.

Pokud si nejsou rovny amplitudy jednotlivych kmitu (A; # As), bude pohyb podobny
jako ve varianté vyse, jen velikost casové proménné amplitudy bude nélezet intervalu
(|A1 — As|; A1 + As), tedy nikdy nedosahne nuly.
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by

Obrazek 3.6: Skladani dvou kmitu blizké frekvence pro pripad A; # A,

3.1.3 Harmonicka analyza

Zakladem této sekce bude skutecnost, ze podle [2] kazdy periodicky pohyb s periodou
kmitu T a thlovou frekvenci w lze rozlozit na nekoneéné mnoho harmonickych kmit,
které maji periody o hodnotach

T1:T,T2: ng >--->Tk:

PIRIRER

T T T
2’ 3 k

a uhlové frekvence ve tvaru
W) = w,ws = 2w, w3 = 3w, ...w, = kw, ...
To dokazal kolem roku 1822 francouzsky matematik a fyzik Jean Baptiste Joseph Fourier
= Méjme tedy (obecné slozitou) periodickou funkci y = f(¢) s periodou T a frekvenci
w. S pouzitim vyse zminéného tvrzeni a principu superpozice mizeme nasi funkci prepsat
do tvaru
y = Co + Cysin(wt + ¢1) + Cosin(2wt + @2) + -+ - + Chsin(kwt + @) + . ..
Podle odvozeni v Sekci 2.1 muzeme jednotlivé cleny prepsat do tvaru
Crsin(kwt + i) = Ag cos(kwt) + By sin(kwt), k=1,2,3,...
Nyni polozme Cy = Ap a nasi funkci mizeme vyjadrit jako

y = Ao+A; cos(wt)+- - -+ Ay cos(kwt)+- - -+ By sin(wt)+ By sin(2wt)+- - -+ By sin(kwt)+. . .

tedy v sumacnim zapisu jako

Yy = Z Ay, cos(kwt) + Z By, sin(kwt).

k=0 k=1
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Tuto fadu nazyvame jako Fourierova fada. Harmonickd analyza spociva v nalezeni kon-
stant Ay, By, respektive Cy, pr. Konstanty Ay, By vypocitame pomoci vztaht z [1]

T

=1 / F(t)dt
OT

A = %/f(t) cos(kwt)dt
OT

By = %/f(t) sin(kwt)dt.
0

Obrazek 3.7: Harmonickd analyza funkce f(t) =t na intervalu (—m; )

Vypocet muze podle [10] usnadnit skutecnost, ze pokud je funkce f(t) na intervalu
(—%; %> lichd, jsou konstanty Ay pro k = 0,1,2,... rovny nule. Pokud je funkce f(t)

na intervalu (—%; %> suda, jsou nulové konstanty By pro k= 1,2,3,...

3.2 Kolmé kmity

Budeme predpokladat kmity ve dvou dimenzich. Kmit z(¢) bude probihat v ose z, kmit
y(t) v ose y. Zavedeme vektor vychylky r jako

Velikost vychylky je dana Pythagorovou vétou, tedy
r=|r| =+/x2+ y%
Opét budeme predpokladat jen netlumené kmity s vyjadienim

x = Asin(wit + 1) (3.9)
y = Bsin(wat + 2). '

Reseni bude stejné jako v Sekci 3.1 zéviset na poméru thlovych frekvenci jednotlivych
kmit.
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3.2 KOLME KMITY

3.2.1 Kolmé izochronni kmity

Predpoklddejme rovnost obou thlovych frekvenci (w; = wy = w). Oznacme nyni p(t) = wt+ @,
a Ap = @3 — 1. Tim dostaneme rovnice (3.9) ve tvaru

x = Asingp (3.10)
y = Bsin(p + Ap) = Bsinycos Ap + B cos psin Agp. (3.11)
Tim jsme eliminovali z rovnic ¢as t. Rovnici (3.11) upravime do tvaru
Bcospsin Ap =y — Bsin pcos Ap (3.12)
a umocnime ji. Z rovnice (3.10) vyjadiime
x
singp = —
A (3.13)
2 . xXr
cos"p=1-—5.
Kdyz rovnice (3.13) dosadime do umocnéné (3.12), dostaneme rovnici
2 2 2
% — % cos Ay + % = sin® Ay, (3.14)

coz je rovnice elipsy se stfedem v pocatku soustavy souradnic. Tato rovnice vyjadiuje
krivku, kterou bude soustava opisovat pri stejné tthlové frekvenci obou kmitii.
Pokud rovnici (3.14) pfepiSseme do polarnich souradnic z = r cosf,y = rsin 6, ziskdme
rovnici 2y o 0 in g 20 N
cos9 _2cosfsind Ag+ sin”¢ _ sin” Agp. (3.15)
A2 AB B? r2
Odtud lze dostat vyjadieni pro r(6), kterd mé stejné extrémy jako funkce -5(6) [1]. Tyto
extrémy zjistime derivovanim levé strany rovnice (3.15), kterou nasledné polozime rovnou

nule. Po upravach ziskdame rovnici

—2AB(cos® § — sin?0) cos Ap + 2(A% — B?)cosfsinf = 0.

Pouzitim prislusnych goniometrickych vzorcii tuto rovnici prepiseme do tvaru
—2AB cos 20 cos Ap + (A% — B*)sin 26 = 0,

ze které dostaneme
2AB

A2 — B2
Tento vzorec vyjadruje thel natoceni hlavni osy a resp. b od osy z resp. y souradného
systému.

Tvar a natoceni kiivky pohybu vyjadiené rovnici (3.14) bude ovlivnén Agp, tedy roz-
dilem pocatecnich fazi ¢y, ps. Pri volbé libovolného rozdilu pocéatecénich fazi kmit vsak
krivka vysledného kmitu neopusti obdélnik o rozmérech 24 x 2B5.

Pro Ap = (kzl)”, kde k € Z dostavame z rovnice (3.16), ze natoceni os elipsy a, b
oproti osam x,y bude nulové. V obrazku 3.8 je tento pripad znazornén jako krivka c.
Pokud se amplitudy obou slozenych kmitti rovnaji, tedy A = B, dostaneme rovnici kruhu.

Pro Ay = 2km, k € Z se z rovnice (3.14) stane rovnice primky spojujici body [—A, B]
a [A,—B] (v obrazku 3.8 kfivka a). Podobné pro Ay = (2k + 1)7 dostaneme rovnici
primky spojujici body [—A, —B] a [A, B].

V obrazku 3.8 je znazornén i pripad elipsy s natoc¢enymi hlavnimu osami, konkrétné
pro pifpad Ay = 7 (kfivka b).

tg20 = cos Ag. (3.16)
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3 SKLADANI KMITU

c ~
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o

Obrézek 3.8: Ktivky kolmych izochronnich kmitt

3.2.2 Kolmé anizochronni kmity

Zde budeme predpokladat, ze wy # we, mame tedy kmity riznych frekvenci. Trajektorie
vyslednych kmitii bude velice slozita, obecné oteviena kiivka. Eliminace casu t z rov-
a pocatecnich fazich jednotlivych kmitu.

Pokud je vysledna trajektorie oteviend krivka, tedy okamzita vychylka se nedostane
do pocatecni vychylky a pohyb se nebude periodicky opakovat, vyplni postupné cela
obdélnik 2A x 2B. Tento déj nastane vzdy pro dva kmity o nesoudélnych frekvencich.

Soudélné frekvence

Podobné jako v pripadu skladani rovnobéznych kmiti i zde budeme mluvit o soudélnych

frekvencich, pokud bude platit
w1 T n

Wa - Tl - 712’
kde nq,n9 € N jsou nesoudélna cela cisla. Pro vyslednou periodu plati
T = anl = nng.

Ta se tedy rovna nejmensimu spolecnému nasobku. Pro vyslednou tihlovou frekvenci plati

w1 wWo
w=— = )
n1 o
je tedy rovna nejvétsimu spolecnému déliteli.

Jedna se o jediny typ anizochronnich kmitt, ktery je periodicky a tvori uzavienou
kivku. Vzniklé trajektorie nazyvame jako Lissajousovy kiivky (obrazek 3.9). Jules-Anto-
ine Lissajous (1858) zaznamenal kmity na zakladé malého kyvu Blackburnova kyvadla, coz
je jisty druh slozeného kyvadla, které se priblizuje matematickému kyvadlu. Toto kyvadlo
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3.2 KOLME KMITY

zanechava stopy sypanim pisku ze svého zavazi [1][9]. Lissajousovy kiivky se znézornuji
jako schémata zobrazujici trajektorie dvou urcitych kmita vy, ys s riznymi poméry jed-
notlivych frekvenci. Tvar kiivky také ovlivni fazovy posun jednotlivich kmita. Cim jsou
¢isla nq,no mensi, tim je tvar vysledné trajektorie jednodussi. Kiivka neopusti obdélnik
2A x 2B.

Z tvaru Lissajousovy krivky lze urcit pomeér obou frekvenci. Ktivkou vedeme primku p
kolmou na osu z a pfimku ¢ kolmou na osu y. Pomér poctu prisecikt primky p s kiivkou
kmitu (oznac¢me n,) a poc¢tu pruseciku piimky ¢ s kfivkou kmitu (oznacme ng) je stejny
jako pomér thlovych frekvenci wq,ws, tedy plati

w1 Ny
we Ny
0° 457 90” 135" 180"
Wl W
‘;f
rd
", i /
; e
J. - l .-’/'
'\.. .-/
£
1:2
. =
1:3 |
., . .'\I " o~ BN
g 8 / \_
2:3 - | ' '
" P “‘\_\ __..r;___ l'-\__ i o r
=, Py y § .H‘\\ ol / s g
304 vy i
1 1 K, N | (. 1 1 u
v P % P -, e e E)\ - s s
, .-"'.- , - . P Fa i #
i d | | 3
31:0 !
[ | | |
P 4
. - e

Obrézek 3.9: Lissajousovy krivky
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4 SPRAZENE OSCILATORY

h 4 A4 V4 ° I d
4 Sprazené oscilatory
V této sekci budeme vychézet z rovnice tlumeného kmitu jednoho oscilatoru tvaru
my +ly+ ky =0,

kde plati m > 0,k > 0.

Predpokladejme nyni soustavu n oscilatorii obecné s rtznymi koeficienty a jinymi
okamzitymi vychylkami i jeji prvni a druhou derivaci. Dostavame pak rovnici pro jeden
samostatny oscilator pred sprazenim ve tvaru

mjyj + lj?jj + kjyj = 0, 1 Sj S n.

Pojmem sprazeni rozumime svazani urc¢itym zpusobem nékolika oscilatorti. Tyto sys-
témy se svymi kmity vzajemné ovliviuji. Pfedpokladejme nyni spojeni oscilatort ¢ a r.
Je ztejmé, ze oscilator ¢ bude ovlivnén oscilatorem r a zaroven bude oscilator i ovliviio-
vat oscilator r. Diferencialni rovnici pohybu i-tého oscilatoru tedy dostaneme podle [4]
ve tvaru

mYi + Ly + kiyi + ainYr + birYr + ciryr + ir¥i + Biri + Yiryi = 0,

kde koeficienty a;,, b, ¢; znaci, jak je oscilator ¢ ovlivnén oscilatorem r, a koeficienty
Qir, Bir, Vir znézornuji, jak oscilator ¢ ovliviiuje oscilator r. Pri sprazeni n soustav budou
pohyb oscilatoru ¢ ovliviiovat oscilatory 1,2,...,(i — 1), (i + 1),...,n a naopak. Diferen-
cialni rovnici pohybu i-tého oscilatoru dostaneme ve tvaru

miy; + Ly + kiyi + Z(air?fr + birYr + CirYr) + Z(air?ji + Biryii + Yiryi) = 0. (4.1)
= i
Nyni oznac¢ime . . .
Z Qi = Qg Z Bir = bis, Z%’r = Cij-
r=1 r=1 r=1

r#i r#i r#i
Rovnici (4.1) tak mizeme prepsat jako

mgYi + Ly + Ry + Z(air?fr + by + Ciryr) = 0.

r=1

Konstanty v této rovnice nejsou na sobé nezavislé. Pii odvozeni z kinetické energie,
potencialni energie a dissipacni funkce podle [4] dostaneme, ze plati

Qir = Qri;,  Cip = Cpj. (4.2a)
Clen b;, podle odvozeni z kinetické energie a dissipa¢ni funkce budeme psét ve tvaru
bir = dip — €4r (4.2b)
a o konstantach d;,, e;» bude platit
dip = dpiy  €ir = —€p4. (4.2¢)
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4.1 SPRAZENI VYCHYLKOU

Stav s témito predpoklady nazveme jako obecné sprazeni.

Nyni ukazeme modely pro zakladni typy sprazeni. Svazani provedeme postupné pro
vychylku a déle pro prvni a druhou derivaci vychylky. Pro dobrou nazornost provedeme
spojeni dvou oscilatori, rozsiteni na n > 2 oscilatorii by probihalo analogicky. Dale bu-
deme brat oscilatory bez tlumeni. V rovnicich tedy bude platit

V jednotlivych typech sprazeni budeme uvazovat ti pripady. Nejdriv uvedeme pripad
obecného sprazeni definovaného podle (4.2). Déle pro symetrické sprazeni bude kromeé

(4.2) platit i
a11 = a2, C11 = C2, €12 =eg1 = 0.

Pro treti pripad, antisymetrické sprazeni, bude kromé (4.2) platit i

d12 = d21 = 0.

Obrazek 4.1: Schéma sprazeni dvou oscilatort

4.1 Sprazeni vychylkou
Pro sprazeni vychylkou obecné plati

a, =0, 1<4,r<n
bi =0, 1<i,r<n

a alespon pro nékteré i, r plati ¢;,. # 0.
Pri sprazeni dvou systémii tedy dostavame soustavu dvou diferencialnich rovnic:

miy1 + (k1 + c11)yn + croya = 0 (4.3)
mala + (ko + c22)ya + 121 = 0. (4.4)

Nyni provedeme eliminaci ¢asové proménné y,. Rovnici (4.3) vynasobime (ko + c22) a rov-
nici (4.4) vynasobime —cj3. Se¢tenim vynasobenych rovnic vylou¢ime ¢len y, a dostaneme
rovnici

my (kg + ca2)91 + [(k1 + c11) (k2 + c22) — clolyr — maciag = 0. (4.5)

Déle rovnici (4.3) dvakrat zderivujeme, vyjadiime z ni ¢len 15, ktery dosadime do rov-
nice (4.5). Tim ziskdme

mlmngQ + [mg(lﬁ + C11) + ml(k'g + 622)]?].1 + [(lﬁ + C11)(k'2 + 622) — c?z]yl =0.
7 této rovnice vytvorime charakteristickou rovnici:
mlmg)\4 + [mg(lﬁ + C11) + ml(k'g + 622)])\2 + [(lﬁ + Cn)(k'g + 622) — 632] =0.
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4 SPRAZENE OSCILATORY

Jak jiz vime ze Sekce 2, pti ptipadu A € R nenastane kmitavy pohyb. Zamérme se tedy
nyni na pripad A € C. Reseni charakteristické rovnice dostaneme ve tvaru

—ma (k1 + c11) + ma(ka + c22)
lemg

+ \/[mg(/ﬁ + 611) + ml(k'g + ng)]2 — 4m1m2[(k1 + 611)(k'2 + 622) — 6%2] (4 6)
2m1m2 ’ ’

2 _
)\1,2 -

Vyraz pod odmocninou lze upravit do tvaru
[mg(k'l + 611) - ml(k'g + 622)]2 + 4m1mgc§2, (47)

ktery je vzdy kladny. Abychom dostali imaginarni charakteristické koreny, musi byt cely
vyraz (4.6) zaporny. Jmenovatel zlomki je vzdy kladny. Pro zépornost Citatele musi platit

ma (k1 + c11) + ma(ke + co2) > \/[mQ(kl + c11) — ma (ko + )] + dmymaci,.

Za této podminky mé charakteristicka rovnice ¢tyti kofeny ryze imaginarni po dvou kom-
plexné sdruzené. Ziskdme tedy dva harmonické kmity o thlovych frekvencich

Wiy = \/mQ(kl +c11) + ma (ke + co2) £ \/[mQ(kl + c11) — ma(ka + c22)]? + 4m1m26%2.
’ lemg
(4.8)

Aby nastala jednovlnnost, tedy aby obé frekvence byly stejné, musel by byt vyraz (4.7)
roven nule. Tento vyraz je vSak vzdy kladny, jednovinnost tedy v tomto piipadé nikdy
nenastane.

U sprazenych oscilatorii zavedeme opét thlovou frekvenci, budeme ale predpokladat,
ze je pro obé soustavy stejna. Hodnotu wy tedy zavedeme vztahem
kR (4.9)

W .
ma mo

Pokud tuto rovnost a oznaceni zaneseme do rovnice (4.8), dostaneme rovnici thlovych
frekvenci ve tvaru

2
5, Cn c2 v/ (macts — micaz)? + dmimacl,
wip = |/ wE + o+ et
1,2 Wy .
2my  2mgy 2mims

Pokud bychom k tihlové frekvenci wy predpokladali rovnost hmotnosti hmotnych bodi
a déle i rovnost tuhosti pruzin, dostaneme zjednoduseni ve tvaru

k
mip = ms =M, k’l = k’g = k’, cug = E (410)

Rovnice pro thlové frekvence sprazeni pak bude tvaru

— 21 42
Wi = \/wg+ 6112—;622 I \/(611 QC:;) + 612.
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4.1 SPRAZENI VYCHYLKOU

Pro symetrické sprazeni (¢ = ¢91) dostaneme az na mensi upravy v indexech stejnou
rovnici jako v obecném piipadé. Pokud opét zavedeme tihlovou frekvenci wy jako v (4.9),
pak se rovnice pro tthlové frekvence zméni na

Y

D) D)

c11(my + ma) ct1(ma —mq)? + dmymaci,

)

w12 =14{/wy+ +
2mqms 2myms

a za predpokladu (4.10) dostaneme toto vyjadreni ve tvaru

+

Jelikoz v rovnicich nevystupuje ¢len by, piipad antisymetrického sprazeni bude shodny
s obecnym pripadem.

Uvazujme nyni specialni pfipad, kdy ¢;; = c¢12. Rovnice (4.11) se nam zjednodusi
na tvar

c
Wy = wg+2£, Wy = Wp.
m
Clen ¢1; miZzeme bréat jako tuhost pruziny, ktera spojuje oba systémy. MiZzeme definovat
i thlovou frekvenci této pruziny, ktera bude mit tvar

2 Cn

9
S oom

a uhlové frekvence kmit nyni dostaneme ve tvaru

w) = /W +2w? Wy = wy.

S témito predpoklady muzeme rovnice (4.3), (4.4) prepsat do tvaru

i+ (wg + W)y +wiys =0 (4.12)
go + (wo + wy)ye +wiyr = 0. (4.13)
Kdyz tyto dvé rovnice secteme a odec¢teme od sebe, dostaneme soustavu ve tvaru
(412) + (413) : G+ +wi(yr +y2) =0 (4.14)
(4.12) — (4.13) :  h — 92 +wi(y1 — y2) = 0. (4.15)
Zavedeme substituci
QG =Y1+ Y2, G2=Yy1— Yo, (4.16)
¢imz muzeme prepsat rovnice (4.14), (4.15) jako
Gi +wig =0
G2 +wiga = 0.

Vytesenim kazdé diferencidlni rovnice zvlast ziskdme rovnice ve tvaru
q1 = Aq cos(wit) + By sin(wit) (4.17)
g2 = Ay cos(wyt) + By sin(wst), '

kde konstanty A;, As, By, B, € R budou dany pocatecnimi podminkami oscilatorii v sys-
tému. Rovnice pro kmity y;, yo ziskdme zpétnou substituci z (4.16), tedy

1 1
Y1 = é(fh + @), Y= §(Q1 — @a). (4.18)

Ukazme si nyni tfi vyznamné kmity dvou soustav sprazenych vychylkou.
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4.1.1 Vychyleni jednoho hmotného bodu

V ¢ase t = 0 hmotny bod 1 vychylime o 2Y; a hmotny bod 2 nechdme na misté. Oba osci-
latory nasledné uvolnime s nulovou pocatecni rychlosti. Poc¢atecni podminky pro soustavu
dvou oscilatort budou tedy

|
y =2y =20 ¥ =10

Obrézek 4.2: Schéma sprazeni s vychylenim jednoho oscilatoru na pocatku
Tyto podminky prepiSseme pouzitim substituce (4.16) jako

q1(0) = 2Yy,  q1(0)
72(0) = 2Yp,  ¢2(0)

0,
0.

Dosazenim téchto podminek do rovnic (4.17) ziskame

¢ = 2Y; cos(wst)
g2 = 2Yp cos(wat),

a tedy i rovnice kmiti za pouziti (4.18) ve tvaru

y1 = Yg cos(wit) + Yo cos(wat)
Yo = Yy cos(wit) — Y cos(wat).

Dojde tedy ke slozeni dvou kmitii o rtiznych frekvencich.

Skladani bude probihat tak, jak bylo rozebrano v sekci o skladani kmitani. Pokud
nebude dochazet k treni, bude mit soustava konstantni celkovou energii, kterd se bude
prelévat z kmitli jedné soustavy na druhou. Nejlépe je tento fakt vidét, pokud budeme
predpokladat, ze tuhost pruziny, ktera spojuje hmotné body, bude velmi mala. Potom
si budou thlové frekvence wy,ws blizké a kmity obou oscilatortt budou probihat tak,
jak je znazornéno na obrazku 4.3, tedy v case, kdy kmity jednoho hmotného bodu budou
maximalni, kmity druhého budou minimalni a naopak. Toto prelévani energie se bude
periodicky opakovat.

4.1.2 Symetrické kmity

Nyni v ¢ase t = 0 oba hmotné body vychylime ve stejném sméru vzhledem k souradné
soustave celého systému o Yy a uvolnime je s nulovou pocatecéni rychlosti. Souradné sys-
témy jednotlivych kmitt orientujeme tak, aby kladny smér osy y miril od hmotného bodu
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Obrazek 4.3: Kmity sprazenych soustav pri vychyleni jednoho oscilatoru na pocatku

smérem k pevné podpore, ke které je upevnén pred svazanim. Osy y kazdého kmitu zv1ast
jsou tedy opacné orientované. Tim ziskdme pocdtecni podminky ve tvaru

11(0) =Yy, 41(0) =0,
y2(0) = =Yy,  2(0) = 0.

=Yy =0 Yo — —Yp1ue =0

Obrézek 4.4: Schéma pocatecni stavu sprazenych oscilatori pri symetrickych kmitech

Za pouziti substituce (4.16) dostaneme pocateéni podminky ve tvaru

¢1(0) =0, ¢ (0) =0,
q2(0) = 2Y5,  ¢2(0) =0,

a tedy rovnici (4.17) ve tvaru

Q=20
g2 = 2Y; cos(wat).

Zpétnou substituci (4.18) ziskdme rovnice kmiti jako

y1 = Yo cos(wat)
Y2 = —Yp cos(wat).

Obé soustavy kmitaji se stejnou fazi i velikosti amplitudy, kterd je dana pocatecnim
vychylenim. I kdyz maji rovnice kmitt opacné znaménko, je tfeba si uvédomit, ze souradné
systémy jednotlivych oscilatori jsou opacné orientované. Z celkového hlediska kompletni
soustavy jsou vSak kmity orientovany stejné. Miuzeme tedy Tici, Ze oba kmity budou ve fazi.
Jelikoz thlova frekvence wo v sobé jakkoli nezahrnuje tuhost pruziny, ktera spojuje hmotné
body, jsou oba kmity na této pruziné nezavislé. Béhem pohybu nedojde ke stlaceni nebo
natazeni pruziny a obé soustavy se chovaji, jakoby pruzina do systému zarazena nebyla.
Tento pohyb nazyvame jako prvni zakladni kmit [9)].
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Obrazek 4.5: Symetrické kmity sprazenych oscilator

A

4.1.3 Antisymetrické kmity

V case t = 0 tentokrat vychylime oba hmotné body v opa¢ném sméru vzhledem k souradné
soustave celého systému o Y a opét je uvolnime s nulovou pocatecni rychlosti. Dostaneme
tedy pocatecni podminky s prihlédnutim na opacnou orientaci os y ve tvaru

| |
=Y =0 r=0 =Y

Obrézek 4.6: Schéma pocatecniho stavu sprazenych oscildtort pri antisymetrickych kmi-
tech

Pocatecni podminky muzeme pfevést substituci (4.16) na

71(0)

= 2YE]> Q2(0) =0,
Q2(0) = 07

42(0) = 0.

Pouzitim téchto rovnic ziskdme konstanty z rovnic (4.17), které tedy muzeme prepsat
do tvaru

q1 = 2Y; cos(wst)
g2 = 0.

Tim méame i urCeny rovnice kmitt yi, yo, které dostavame podle (4.18) ve tvaru

y1 = Yo cos(wqt)
Y2 = Yo cos(wit).
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Obrazek 4.7: Antisymetrické kmity sprazenych oscilatoru

Obé soustavy kmitaji se stejnou fazi i amplitudou. Amplituda je diana pocatecnim
vychylenim. Jelikoz vSsak bereme jako souradny systém obou soustav v opacném sméru
(jako kladny smér kmitu povazujeme pohyb hmotného bodu k pevné podpote, na které
je uchycen), budou kmity po celou dobu svého kmitu v protifazi, tedy oba hmotné body
vzdy mifi opaénym smérem vzhledem k souradné soustavé celého systému. Obé soustavy
vsak budou kmitat rychleji nez pii symetrickém kmitani, jelikoz plati wy; > ws. Tento
pohyb nazyvame jako druhy zakladni kmit [9)].

4.2 Sprazeni prvni derivaci vychylky
Pro sprazeni prvni derivaci plati
a, =0, 1<i,r<n
cr =0, 1<, r<n
a alespon pro nékteré i, r plati b;. # 0. Tuto konstantu budeme psat ve tvaru b;, = d;,.+e€;,..

Pro sprazeni dvou oscilatorii prvni derivaci vychylky dostaneme diferencialni rovnice
jednotlivych oscilatorti ve tvaru

miy1 + kg1 + (diz + €12)y2 = 0 (4.19)

maya + kaya + (di2 — €12)y1 = 0. (4.20)
Stejné jako v predchozim pripadu provedeme eliminaci ¢lenu ys. Rovnici (4.20) zderivu-
jeme:

mays” + kagia + (drz — ex2)gr = 0. (4.21)
Nyni rovnici (4.19) vyndsobime —ks a rovnici (4.21) vynasobime (d12+e12). Obé upravené
rovnice se¢teme a tim dostaneme

(d —maky)y1 — kikayr + ma(diz + 612)99 = 0. (4.22)

Déle rovnici (4.19) dvakrat zderivujeme, vyjadiime z ni ¢len yg?’) a toto vyjadieni dosadime
do (4.22). Tim je eliminace dokoncena. Ziskali jsme rovnici

m1m2y§4) + (mlk'g + mgk'l — d?g + 6?2)?/1 + k’ﬂfgyl =0.
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4 SPRAZENE OSCILATORY

Pro vyteseni této rovnice vytvorime jeji charakteristickou rovnici
mlmg)\4 + (mlk'g + mgk'l — d?Q + 6%2))\2 + k’lk'g = 0, (423)

ze které dostaneme koreny ve tvaru

—(mlk'g + mgk'l — d%z + 6%2) + \/(mlk'g + mgk'l — d%z + 6%2)2 — 4m1m2k1k2

2 __
)\1,2 =
2mime

(4.24)
Opét budeme chtit, aby doslo ke kmitim. Budeme tedy hledat charakteristické koteny
v oboru komplexnich ¢isel. Jmenovatel bude vzdy kladny. Clen pod odmocninou musi byt
nezaporny. Musi tedy platit

(mlk'g + mgk'l - d%g + 6?2)2 2 4m1m2k1k2.

P1i splnéni této podminky a vztahu

(mlk'g + mgk'l — d?z + 6?2) > \/(mlk'g + mgk'l — d%z + 6%2)2 — 4m1m2k1k2

dostaneme ¢tyti komplexni charakteristické koreny po dvou komplexné sdruzené. Presnéji
vyjadreno, vsechny kofeny bikvadratické rovnice (4.23) budou za uvedenych podminek
ryze imaginarni. Uhlové frekvence budou mit tvar

Wyg = \/frnlk.2 + mzk'l — d%Q + 6%2 + \/(mle + ka'l - d%g + 6%2)2 - 4m1m2k1k2 .
7 2m1m2
(4.25)
V pripadé sprazeni prvni derivaci vychylky muze dojit k jednovlnnosti. Ta nastane,
pokud
(mlk'g + mgkl - d?z + 6?2)2 = 4m1m2k1k2.

Uhlové frekvence pak maji tvar

2m1m2 miqme

\/mlk'g + mgk'l — d%z + 6%2 4 k’lk'g
W12 = =

P1i zavedeni (4.9) se vzorec pro ihlové frekvence zjednodusi na tvar

Wi = /w2 + 1y — diy + V(miks +maki — iy + €f,)? — dmimakiky
7 ° 2myma 2mims '

Jednovlnnost nastane za stejnych podminek jako v obecném pripadé, a bude platit

W12 = VWo.

Za predpokladi (4.10) dostaneme thlové frekvence ve tvaru

2 \/wg i 6%2 - d%z + \/(6%2 - d%z)(‘lmk + 6%2 - d%z)

Wi =
’ 2m?2 2m?2
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4.2 SPRAZENI PRVNI DERIVACI VYCHYLKY

Zde jednovlnnost nastane v pripadé

nebo

Pro symetrické sprazeni prvni derivaci (plati e; = e9; = 0) bude (predevsim pro
prehlednost) vyhodnéjsi si ¢len pod odmocninou ve vzorci (4.24) upravit do tvaru

(mikg — m2k1)2 — 2(mako + m2k1)(d?2 - 6?2) + (diz - 6?2)2-

Toto vyjadieni bude nasledné lepsi i pro antisymetricky priklad.
Vzorec pro thlové frekvence v obecném tvaru (4.25) se zjednodusi na tvar

w . mlk'g + mgkl — d%Q + \/(mlkg — m2k1)2 — 2(m1]€2 + mgkl)d%Q + dzllz
12— 2m1m2 .

Pro jednovlinnost musi platit
(mlk'g — m2k1)2 — dzllz = 2(m1]€2 + mgkl)diz.
Pak

W12 =

)

mermwm—ﬁg

lemg
Po zavedeni (4.9) dostaneme tihlové frekvence vzorcem

d? dyor/d?5 — 4myk
(.ULQ:\/(.U(%— 12 + 12 12 m 2.

2m1m2 2m1m2

Pfi jednovinnosti (charakterizované podminkou d3, = 4m1k,) plati

12 /
( y172 WE — W —( 10,

Jelikoz pozadujeme w; 2 € R, jednovlnnost nenastane. Pro (4.10) se vzorec zméni na

W12 = Wy — +

2m? 2m? ’
a jednovlnnost nenastane ze stejného diivodu jako v predchozim pripadu.
Pro antisymetrické sprazeni (dij2 = d2; = 0) se vzorec (4.25) zméni na

w . mlk'g + mgkl + 6%2 + \/(mlkg — m2k1)2 + 2(m1]€2 + mgkl)G%z —+ 61112
12— 2m1m2 .

Po zavedeni (4.9) ziskdme thlové frekvence jako

6%2 + €124/ 4m1k2 + 6%2 .

W12 = cug +
lemg lemg

Nakonec pii splnéni (4.10) dostaneme vzorec thlovych frekvenci ve tvaru

e? e1a\/dmk + €2
(.ULQ = \/(,Ug + 122 :l: 12 12.

2m 2m?2

Ani v jednom z pripadi antisymetrického sprazeni nemtze dojit k jednnovInosti.
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4 SPRAZENE OSCILATORY

4.2.1 Synchronizace

Sprazeni prvni derivaci se vyuziva pri synchronizaci kmiti. Do diferencialni rovnice kaz-
dého synchronizovaného kmitu je nutné zavést kontrolni vstup w;, ktery v systému n
oscilatoru byva zaveden podle [5] jako

U = — Z bir (Vi — Yk),
1

kde ¢len b;; charakterizuje miru vzajemného ovlivnéni systému ¢ a k. Synchronizované
¢leny tedy budou popsany diferencialni rovnici ve tvaru

m;y; + kiy; —u; =0, j=1,2,... n.
Cilem synchronizace, jak je uvedeno v [8], bude dosdhnout platnosti

tlirgo lyi(t) — y;(¢)| =0 4.26
Jim gj;(t) — 45 ()] = 0 "

pro kazdé ¢, =1,2,...,n.

Nyni budeme uvazovat dva oscilatory se stejnou hmotnosti hmotného bodu m a tu-
hosti pruziny k. K jejich synchronizaci zavedeme do diferencialni rovnice obou oscilatort
kontrolni vstup u; ve tvaru

Uy = —b(?jl - ?jz)
respektive
uy = —b(Ya — 1)
Rovnice oscilatori, které budeme chtit synchronizovat, predepiseme v diferencialnim
tvaru podle [6] jako

m?h + k’y1 + b(y1 — yg) =0
mys + kys + b(12 — 31) = 0,

které upravime do tvaru

1 + Wy + K(th —42) =0 (4.27)
o + w?ys — K (31 — 4j2) = 0, 4.28)
kde " ;
w=—, K=-—.
m m
Odectenim a sec¢tenim téchto rovnic ziskdme
(4.27) — (4.28) Gy — 4o + 2K (41 — vj2) + w (g1 — y2) = 0 (4.29)
(4.27) + (4.28) : 1 + %2 + W (y1 + 42) = 0. (4.30)
Nyni zavedeme substituci
Y1—Y2=4q1, Y1tYy2=q. (4.31)



4.2 SPRAZENI PRVNI DERIVACI VYCHYLKY
Pro derivace zfejmé plati

Y1—=Y2=G¢, Y1—Y=4q, Y1+y=7qg.
Rovnice (4.29), (4.30) tedy muzeme prepsat do tvaru

§ +2Kq, +w?q =0 (4.32)
G2+ wqa = 0, (4.33)

¢imz jsme ziskali dvé na sobé nezavislé rovnice. Vyresenim (4.33) ziskdme
q2 = Aj cos(wt) + Agsin(wt),

kde realna konstanta A; bude dana vektorovym souctem pocatecnich vychylek jednotli-
vych oscilatorti a konstanta Ay bude zaviset na vektorovém souctu pocatecnich rychlosti
jednotlivych oscilatorti. Jedna se o rovnici harmonického kmitu.

Pro vyfeSeni rovnice (4.32) sestavime charakteristickou rovnici ve tvaru

N4+ 2K )\ +w? =0,
ze které ziskdme kofeny A o ve tvaru

Ao = —K £ VEK? — 2.

Tvar vysledné rovnice se bude vyrazné ménit podle porovnani hodnot koeficienti K, w.
Vypocet bude probihat analogicky se Sekci 2.2 pojednéavajici o tlumenych oscilatorech.
Ziskdme tedy t¥i mozné vyjadreni feseni:

@ = [Cl cos(Vw? — K?t) + Cysin(Vw? — Kzt)} pro w > |K],
q = e KOt + Cy) pro w=|K],
@ = CreM" 4 Cye! pro w < |K],

kde realné konstanty C;,Cy budou dany poc¢atecnimi podminkami soustavy. Aby byl spl-
nén ucel synchronizace podle prvni rovnice podminky (4.26), pozadujeme aby prot — oo
platilo y1 —y2 — 0, tj. g1 — 0. To nastane pravé tehdy, kdyz bude pro konstantu K platit
K > 0. Jelikoz K je dano vztahem K = % a plati m > 0, musi pro splnéni synchronizace
platit i b > 0.

Déle pro splnéni druhé rovnice z podminky synchronizace (4.26) zderivujeme rovnice
pro qi. Prot — oo bude platit ¢; — 0, a tedy i 41 — 1o — 0 taktéz za podminky K > 0
a tedy b > 0.

Zpétnou substituci z (4.31) ziskdme pohybové rovnice jednotlivych kmiti ve tvaru

1 1
Y1 = §(Q1 +q2), Y= §(Q2 - q)
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4 SPRAZENE OSCILATORY
Yy = ; [Al cos(wt) + Agsin(wt) + e KO} cos(vVw? — K2t) + Oy sin(v/w? K%)}
1
= [Al cos(wt) + Agsin(wt) — e *(C} cos(vVw? — K2t) + Cy sin(vVw? — K%)}

Y2 =

2
pro w > |K]|,
Yy = % [Ai cos(wt) + Az sin(wt) + e ¥ (Cit + Cs)]
% [Al cos(wt) + Ay sin(wt) — Clt + Oy } pro w = |K]|,
% [Al cos(wt) + Ay sin(wt) + CreMt + C e’\Qt}
% [Ai cos(wt) + Assin(wt) — Cre™’ + Coe™']  pro w < |K].

Jelikoz vsak rovnice pro ¢ predstavuji pohyb tlumenych kmiti, ktery se asymptoticky
blizi nulové vychylce, pro t — oo budou mit kmity v, y2 pohybové rovnice

1

=g [A; cos(wt) + Asg sin(wt)]
1

v g [A; cos(wt) + Ag sin(wt)] .

Protoze jsou rovnice stejné, dosahli jsme tedy absolutni synchronizace obou kmitt.

X Avﬂvﬂv/\v/\/\/\

Obrézek 4.8: Kmity dvou synchronizovanych oscilatort

Pozndmka. V soustavé n oscilatortt miize byt zaveden i predpoklad, ze se prvky ovliviuji,
jen pokud jsou navzdjem ,dostatecné blizko”. Ke spravné definici vstupniho c¢lenu wu;,
konkrétné clenu b;,, byva vyuzivana i teorie grafii. Po synchronizaci takovym zptisobem
bude pro t — oo podle [8] platit

y; — y(0) cos(wt) + @ sin(wt)

v, — —wy(0) sin(wt) + §(0) cos(wt)

proj=1,2,...,n, kde
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4.3 SPRAZENI DRUHOU DERIVACI VYCHYLKY

Mozna je i synchronizace k tzv. vedoucimu ¢lenu [6], ktery ma diferencialni rovnici tvaru
. 2 —0
Yo +wyo = 0.

U tohoto druhu synchronizace se budou vsechny ¢éleny soustavy synchronizovat podle
pohybu vedouciho ¢lenu. Tedy pro t — oo bude platit

y;(t) = yo(0) cos(wt) + @ sin(wt)

1j; (t) = —wyo(0) sin(wt) + 4o (0) cos(wt).

Poznamka. V praxi ¢astéji vyuzivany zpusob je synchronizace s ¢asovym zpozdénim. Pro
tento zpusob by dva oscilatory mély diferencidlni rovnice tvaru

() + wiy(t) + K(ya(t — ) — 3ja(t — 7))
Yo (t) + wya(t) + K (4ot — 7) — 4t — 7))
kde 7 > 0 znazornuje casové zpozdéni odezvy. Kmity obou soustav se tedy méni v re-

akci na stavy obou soustav v dobé, ktera predchazela (o hodnotu 7) danému ¢asovému
okamziku ¢.

0
0,

4.3 Sprazeni druhou derivaci vychylky

Podobné jako v predeslych dvou sekcich musi u sprazeni druhou derivaci platit

bi =0, 1<i,r<n
cr =0, 1<4,r<n

a alespon pro nékteré i, r plati a;. # 0.
Soustavu diferencialnich rovnic pro dva cCleny tentokrat dostaneme ve tvaru

(m1 + an)th + k1yr + a2 =0 (4.34)
(ma + agn)ys + kays + a12yh = 0. (4.35)

Pfi eliminaci proménné y, budeme postupovat tak, Ze rovnici (4.34) vynasobime (my—+ass)
a rovnici (4.35) vynasobime —aj,. Sectenim takto upravenych rovnic dostaneme

(M1 + a11)(ma + a2) — ajs)ti + ki(ma + a)y — ainksys = 0.
Tuto rovnici dvakrat zderivujeme a dostaneme tak
[(ma + a11)(ma + as) — aZlyt? + ki (ma + ase)ii — arokagia = 0. (4.36)

Z rovnice (4.34) si nasledné vyjadiime 75 a toto vyjadieni dosadime do rovnice (4.36).
Tim je eliminace dokoncena a ziskali jsme vyslednou diferencialni rovnici ve tvaru

(1 + @11) (ma + azs) — aZlys? + [k (ma + ase) + ka(ma + an)]gi + kikayr = 0.
Charakteristickou rovnici dostaneme jako

[(m1 + au)(mg + agg) — a?Q]XL + [k’l (mg + agg) + k’g(m1 + an)])\2 + kiko =0
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4 SPRAZENE OSCILATORY
a pro jeji koreny plati
—[k1(ma + azs) + ka(my + an))
2[(m1 + a11)(ma + ag) — ai,]

\/[k'l(mQ + ag2) + ka(my + a11)]? — 4k1ka[(m1 + a11)(ma + age) — ad,]
2[(m1 + a11)(ma + az) — af,]

2 _
)‘1,2 =

+

Vyraz pod odmocninou muzeme upravit na
[k1(ma 4 age) — ka(my + a11)]2 + 4k koal,.

Tento vyraz je vzdy kladny. Abychom dostali komplexni charakteristické koreny, musime
urc¢it, kdy bude prislusny zlomek zaporny. To nastane za podminek

ki(ma + ags) + ka(my + a1) > \/[lﬁ (mag + ag) — ka(my + a11)]? + 4k1koa?,,

(m1 + ai1)(me + age) > a?g-

P1i splnéni téchto podminek ma rovnice ¢tyfi ryze imaginarni kofeny (po dvou komplexné
sdruzené). Rovnice tihlovych frekvenci pro obecny pripad ma tedy tvar

- ki(mg + ag) + ka(my + a11) + \/[lﬁ(mz + ag) — ka(my + an))? + 4kikea?y
e 2[(k1 + an)(ma + az) — af,] '
(4.37)
Jednovlnnost by nastala v pripadé

[k1(ma + aga) — ka(my + a11)]2 = —4k1k2a§2.

JelikoZ je celd levd strana vZdy nezdporna a zaroven plati ki, k2, a?, > 0, rovnost nenastane
a jednovlnnost pri sprazeni druhou derivaci vychylky nikdy nevznikne.

Pro thlovou frekvenci danou vztahem (4.9) ma rovnice pro thlové frekvence sprazené
soustavy tvar

o k1(2mo + ag2) + keair + \/(k1a22 — koay1)? + 4k koa?,
12 2[(m1 + an)(mg + agg) — G%Q] '

P1i zavedeni (4.10) dostaneme thlové frekvence jako

W12 =

)

k(Zm + a1 + agg) + \/(&22 — a11)2 + 4&%2
2[m2 + m(an + agg) + a11a90 — a%z] ’

Pro symetrické sprazeni tentokrat plati a;; = age. Rovnice obecné thlové frekvence
bude, az na preindexovani podle zavedeni symetrického sprazeni, stejnd jako rovnice
(4.37).

Pro (4.9) dostavame rovnici

Y

w . 2k’1m2 + (k’l + kg)au + \/&%1(]411 + k2)2 + 4]’11'1]{'2&%2
1.2 2[(m1 + an)(mg + au) — afg]
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a pro (4.10) m4 rovnice tvar

k
=/ 4.38
w12 \/m + a1 £ ap ( )

Jelikoz se v rovnici (4.37) nevyskytuje ¢len b;,. a tedy ani e;,., zavedeni antisymetrického
sprazeni by nevyvolalo zadné zmény oproti obecnému reseni.
Uvazujme nyni specialni ptipad, kdy a1; = aq2. Z rovnice (4.38) dostaneme dvé tthlové

frekvence o hodnotach
/ k
W) =4/ —————, Wy = wp.
1 m T 2an 2 0

Nésledné zanesme veskeré nase zjednoduseni do rovnic (4.34), (4.35). Ziskdme tak sou-
stavu diferencidlnich rovnic ve tvaru

(m+a11)y1 + kyr + anga =0 (4.39)
(m + a11)y2 + ky2 + a11yy = 0. (4.40)

Sectenim respektive odectenim téchto rovnic ziskame

(4.39) + (4.40) : 1+ Yo+ wi(ys +y2) =0
(4.39) — (4.40) : 41 — g+ wi(y1 — y2) = 0.

Tato soustava rovnice je stejnd jako rovnice (4.14), (4.15), postup feSeni by tedy byl
totozny.

Na rozdil od vyjadreni v sekci se sprazeni vychylkou zde vsak plati, Zze w; < wo. PTi an-
tisymetrickych kmitech bude tentokrat rychlost mensi, nez pti kmitech symetrickych.
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I v
5 Zaver

Cilem préace byla analyza pohybu linedrnich mechanickych oscilatori z matematického
pohledu. Jak vychézi z druhého Newtonova zakona, vysledna sila (a tedy i pohyb osci-
latoru) zavisi na jednotlivych silach, které na néj pusobi. Jako nejjednodussi model byl
uveden netlumeny harmonicky oscilator, kde jedind sila ptisobici na hmotny bod je tvo-
fena pruzinou, na které je hmotny bod pripevnén. Pti tlumenych kmitech jsme do systému
zatadili navic i tlumici silu. Ta byla zavisla na rychlosti hmotného bodu a znazornovala
tfeni hmotného bodu a okoli. Tlumeni muze nastat téz zarazenim specialni vazby, takto
byva i znazornovana schématicky. Pohyb zavisel na velikosti tlumici sily. Dostali jsme nad-
kritické, kritické a podkritické tlumeni. Ptilis velké tlumeni vSak zpiisobilo, Ze ke kmitani
doslo jen pri podkritickém tlumeni, kde bylo tlumeni dostatecné slabé. Oproti harmo-
nickému pohybu vsak kiivka podkritického pohybu méla casové proménnou amplitudu,
kterd se asymptoticky blizila nule.

Pii zaclenéni budici sily jsme dostali nehomogenni ODR. ReSeni se vsak znacné li-
silo pri porovnani thlové frekvence vlastniho kmitu a thlové frekvence budici sily. Pokud
ke shodé nedoslo, vysledny kmit byl pouhym souc¢tem homogenni ¢asti, ktera byla uve-
dena v predeslé ¢asti prace, a nehomogenni ¢asti. Pokud ke shodé doslo v systému bez
tlumeni, nastala rezonance, tedy amplituda kmiti se pomérné rychle zvétsovala. Pti shodé
thlovych frekvenci v pripadu podkriticky tlumeného kmitu, doslo naopak k itlumu kmitu,
ke kterému vsak doslo pomaleji, nez pii podkriticky tlumenych kmitech bez buzeni.

Pri skladani kmit jsme jako hlavni aparat uplatnovali princip superpozice. Pro pripad
rovnobéznych izochronnich kmitt jsme rovnici vysledného kmitu odvodili analyticky i ptes
komplexni reprezentaci a uvedli jsme priklady pro kmity ve fazi a v protifazi. Dale jsme pti
anizochronnich rovnobéznych kmitech uvedli, Ze vysledny kmit bude periodicky pouze pro
soudélné thlové frekvence a rozebrali jsme ptipad blizkych frekvenci a tim i pri¢inu vzniku
zaznéju. Jako pouziti skladani rovnobéznych kmitii jsme uvedli harmonickou analyzu, kde
byl ukazan jeji princip a postup reseni.

Pro kolmé izochronni kmity byla odvozena krivka pohybu vyloucenim casu i ¢asove
proménnych veli¢in. Na obrazku byly ilustrovany nékteré ptipady, které se lisily rozdilem
pocatecnich fazi jednotlivych kmit. Pro anizochronni kmity jsme rozebrali ptipad sou-
délnych thlovych frekvenci, coz je jediny pripad, kde je kfivka pohybu uzaviena. Tyto
trajektorie nazyvame jako Lissajousovy krivky. V ostatnich pripadech kolmé anizochronni
kmity nekonaji periodicky pohyb.

V kapitole o sprazenych oscilatorech jsme na zacatku uvedli obecnou rovnici systému
n oscilatort. Déle byly odvozeny rovnice pro tthlové frekvence pri riiznych typech sprazeni
v obecnych pripadech, nebo i v prikladech specifictéjsich jako symetrické ¢i antisymetrické
sprazeni. Pti sprazeni vychylkou jsme dale rozebrali ptipad, kdy byl na pocatku vychylen
jen jeden hmotny bod, prvni zdkladni kmit a druhy zakladni kmit. PTi sprazeni prvni
derivaci vychylky jsme uvedli, kdy mtze nastat jednovinost kmitti. Dale byl uveden pripad
synchronizace oscilatort, které lze docilit diky sprazeni prvni derivaci vychylky. Podrobné
byl rozebran jeden pripad synchronizace dvou c¢lenti. Byly ale i uvedeny dalsi zptisoby,
jako synchronizace se zpozdénim nebo pripad synchronizace n oscilatort, kde pii navrhu
vstupniho ¢lenu vyznamnou roli nesla teorie grafii. Pti sprazeni druhou derivaci vychylky
bylo odvozovani ukonceno ve fazi, kdy jsme ziskali rovnice ve stejném tvaru, jako pri
sprazeni vychylkou. Nasledné ipravy by tedy byly analogické jako pti sprazeni vychylkou.
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Na tuto bakaldfskou praci by bylo mozné navazat analyzou matematicky kompliko-
vandjsich systému, napiiklad nelinedrnich oscilatoru (mezi nejznaméjsi modely patii Du-
fiingtiv nebo Van der Poluv oscilator). Do zkoumaného systému lze zahrnout i casové
zpozdéni. S tim souvisejici dal$i moznost rozsifeni tématu predstavuje hlubsi analyza
synchronizace systému linedrnich i nelinearnich oscilatori.
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6 Seznam pouzitych zkratek a
symbolu

N mnozina prirozenych ¢isel

Z mnozina celych ¢isel

R mnozina realnych cisel

C mnozina komplexnich ¢isel

a zrychleni

F sila

f frekvence, kmitocet

k tuhost pruziny

l soucinitel treni

m hmotnost

v rychlost

T perioda

t cas

T casové zpozdéni

% fazovy posun

w thlova frekvence

ODRn obycejna diferencidlni rovnice n-tého radu
LODRn linearni obycejna diferencialni rovnice n-tého radu
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