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Anotace

T. V. Hromadka II a jeho spolupracovnici od poloviny 80-tych let vyvijeji novou metodu umoznugict
priblizné resit nékteré rovinné okrajové idlohy — KOMPLEXNI METODU HRANICNICH PRVKU, zkrd-
cené KMHP, viz [29, 31, 58] a dalsi. PredloZend disertacni prdce predstavuje piispévek ke KMHP.
Je zamérena na rovinné Jordanovy oblasti magjici po édstech requldrni hranice bez ostni.

V prezentovaném vyjvoji KMHP se vyznamné uplatniuji vijsledky z teorie INTEGRALU CAU-
CHYHO TYPU, zkrdcené ICT, viz [15, 43, 46| a dalsi. Nékteré z téchto vysledki jsou puvodni
a predstavuji témata autorovych publikaci. Vztahuji se k hrani¢nimu chovdni ICT za specifickijch
predpokladi o jeho hustoté. V pripadé lipschitzovské hustoty je odvozen vycislitelny odhad pro mo-
dul spogitosti hranic¢nich hodnot ICT, vietné jeho algoritmické realizace demonstrované na uloze
pro jednotkovou kruznici. Podobny vysledek vztazZeny mna redlnou cdst ICT je odvozen v pripadeé
hustoty spojité v Diniho smyslu. Ddle je uvaZovdna hustota spojitd v Diniho smyslu, jejiz modul
spojitosti w(-) spliuje podminku

limsupw(s)Inl =0.
s]0
Takovou hustotou je napriklad kazdd funkce splnujici na hranici Holderou podminku s exponentem
a, kde 0 < a < 1. ICT o takové hustoté lze stejnomérne aprorimovat prostrednictvim ICT, jehoZ
hustota je po cdstech linedrnim interpolantem pivodni hustoty, za predpokladu, Ze sit interpolac-
nich uzld je dostatecné jemnd a stejnomérnd.

Systematicky je studovdan ICT o po cdstech linedrni hustoté. Jeho vlastnosti, zejména moz-
nosti spojitého a holomorfniho rozsiteni, ddvaji podnét k volbé vhodnych tzv. ,bdzovych funkci®,
které generuji prostor aproximaci ve smyslu KMHP. Jako aplikace je predstaven movy algorit-
micky pristup k hleddni priblizného reseni Dirichletovy ulohy pro vSechny oblasti s vyse popsanymi
vlastnostmi. Zminéné vysledky z teorie ICT maji hlavni podil na prednostech tohoto pFistupu ve
srovndni s doposud publikovanymi algoritmy KMHP. Jde predevsim o teoretickou moznost stejno-
merné aproxrimovat presné resent, diskuzi Tesitelnosti nezbytné soustavy linedrnich algebraickyjch
rovnic, snadné odvozeni matice soustavy a dostupnost jejich prvki, korektnost pouZiti pro sloZitéjsi
nekonverni oblasti a s tim souvisejici radové vétst presnost pro tyto oblasti, dostupnost aposterior-
nich odhadi chyby priblizného Teseni. Nové navrZeny pristup je opatren testovdnim presnosti pro
néktere ulohy se zndmym presnym Tesenim a priklady pro vycisleni odvozenych odhadi.



Annotation

From the middle of the 1980s, T. V. Hromadka II and his cooperators develope a mew method
allowing to approximately solve some planar boundary value problems — the COMPLEX VARIABLE
BOUNDARY ELEMENT METHOD, shortly CVBEM, see for [29, 31, 58] etc. The introduced dis-
sertation presents a contribution to the CVBEM. It is focused on planar Jordan regions having
piecewise reqular boundaries without cusps.

Results from the theory of the CAUCHY-TYPE INTEGRAL, shortly CTI, see for [15, 43, 46] etc.,
are significantly promoted in the presented developement of the CVBEM. Some of these results are
original and represent the topics of author’s publications. They are related to the boundary behavi-
our of the CTI under specific assumptions about its density. In the case of the Lipschitz-continuous
density there is derived a quantifiable estimate for the modulus of continuity of boundary values of
the CTI, including its algorithmic realization demonstrated on a problem for the unit circle. A si-
milar result related to the real part of the CTI is derived in the case of the Dini-continuous density.
Further, the Dini-continuous densitiy whose modulus of continuity w(-) satisfies the condition

limsupw(s)In< =0
s|0
is considered. For instance, every function satisfying the Hélder condition with exponent o, where
0 < a <1, on the boundary is such a density. Any CTI with such a density can be uniformly
approximated through a CTI whose density is a piecewise linear interpolant of the original one
under the assumption that the mesh of the interpolation nodes is sufficiently fine and uniform.

The Cauchy-type integral having a piecewise linear density is systematically researched. Its
properties, especially opportunities of continuous and holomorphic extension, suggest the choice
of suitable so called “basis” functions that generate the approzimation space in the sense of the
CVBEM. As an application it is presented a mew algorithmic approach for searching of an ap-
proximate solution of Dirichlet problem. This approach is applicable for all regions having above
described properties. The above mentioned results from the theory of the CTI have the major share
of advantages of this approach in comparision with till now published algorithms of the CVBEM.
In particular, a theoretical possibility to uniformly approximate the exact solution, a disscussion of
the solvability of an essential system of linear algebraic equations, an easy derivation of the system
matriz and the availability of its elements, the correctness of use for more complicated non-convex
regions and the related higher-order accuracy for these regions, the availability of aposteriori esti-
mates of the approximate solution error. The newly proposed approach is equiped with testing of
the precision for some problems with a known exact solution and with examples for the quantifying
of the derived estimates.
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Uvod

Matematické modelovani hraje v dnesni dobé klicovou roli ve vyzkumu napftic¢ spektrem vsech
prirodnich véd. Mnoho pfirodnich jevi a procest lze popsat prostfednictvim parcialnich diferen-
cidlnich rovnic. Reseni okrajovych tiloh pro takové rovnice ma proto v matematickém modelovani
zasadni vyznam. Numerické metody umoznuji ptiblizné fesit i takové okrajové tlohy, jejichz pfesné
FeSeni nelze urcit analyticky. Nastup vypocetni techniky ve druhé poloviné 20. stoleti oteviel roz-
sahlé moznosti realizace numerickych metod a motivoval tak jejich prudky rozvoj.

Vedle METODY KONECNYCH DIFERENCI a populdrni METODY KONECNYCH PRVKU, které jsou
zalozené na diskretizaci oblasti okrajové tlohy, se tak rychle zacala rozvijet dalsi skupina metod —
tzv. hraniéni metody (viz [6]), které zahrnuji pouze diskretizaci hranice uvazované oblasti. K nej-
vyznamnéj$im prednostem hrani¢nich metod patii pravé zmenSeni dimenze diskretizace o jednu,
coz vede k vyraznému zmenseni poctu linearnich algebraickych rovnic v soustavé, kterou je po-
tfeba vyfesit. Prislusnd matice soustavy vSak zpravidla neni fidka, jak je to obvyklé u prvnich
dvou jmenovanych metod. Pres tento nedostatek je pocitacova realizace hrani¢nich metod casto
efektivnéjsi ([5, 42, 47]).

Pfedmétem vyzkumu, o némz pojednavé predlozend disertacni préce, je KOMPLEXNI METODA
HRANICNICH PRVKU, zkracené KMHP (v origindle COMPLEX VARIABLE BOUNDARY ELEMENT ME-
THOD, zkracené CVBEM), viz [29]. V rdmci této hraniéni metody hraje kli¢ovou roli integralni
reprezenace holomorfni funkce komplexni proménné. Je tedy prirozené, ze byla ptivodné navrzena
pro pfiblizné feseni dvojrozmérnych okrajovych tloh. Ve srovnéani se zndméjsi ptibuznou METODOU
HRANICNICH PRVKU (viz napf. [8]), kterd je formulovand prostfednictvim redlnych proménnych, se
aproximac¢ni techniky KMHP vztahuji vyhradné k hranici a veskeré integrovani probiha analyticky.

Za ucelem objasnéni principu KMHP je vhodné uvazovat dvojrozmérnou okrajovou tlohu pro
Laplaceovu rovnici. Pfesné feSeni je v takovém pripadé funkce harmonickd v uvazované oblasti
a spojita az do hranice této oblasti. Jde tedy o redlnou ¢ast né&jaké funkce, kterd je holomorfni
(neboli jednozna¢na analytickd) v uvazované oblasti a kterou lze za této situace vyjadrit ve tvaru
integralu Cauchyho typu, zkracené ICT, podél prislusné hranice. Podstatou KMHP je nalezeni
aproximantu ve tvaru podobného ICT, jehoz hustota je obvykle po ¢astech linearni interpolant
hustoty ptvodni, a zpfistupnéni jeho hodnot. Takovy aproximant lze vyjadfit ve tvaru linearni
kombinace

m—1
lif5,
j=0
funkci fo,..., fm—1, které jsou holomorfni v uvazované oblasti a spojité az do hranice této ob-
lasti. Jsou-li hodnoty téchto funkci dostupné, vypocitaji se koeficienty Ilgy,...,l,n—1 2z vhodné

soustavy linedrnich algebraickych rovnic. Za pfiznivych okolnosti predstavuje redlnéd ¢ast aproxi-
mantu pfiblizné feSeni okrajové tlohy ve smyslu KMHP. Pfesnost pfipadného pfiblizného feseni
je zasadnim zpusobem ovlivnéna tim, jak prislusnd soustava zohlednuje pozadavek, aby spojité
rozsifeni aproximantu co nejpfesnéji spliiovalo hrani¢ni podminky uvazované okrajové tlohy.
Zadani disertacni prace bylo motivovano nedostatky publikace [29], kterd obsahuje prvni uce-
lenou matematickou formulaci KMHP. Autor zadani — doc. RNDr. Ludék Jokl, CSc. — vychézel
z opodstatnéné hypotézy, ze doposud publikované vysledky o vlastnostech této metody lze vy-
razné vylepSit v oblasti existence, presnosti, odhadu chyby a konvergence pribliznych feSeni, a to
zejména korektnim vyuzitim stézejnich nastroji komplexni analyzy. Tato prace ma prirozené am-
bice dokézat, ze vychozi hypotéza je pravdivym vyrokem. Jeji autor pod vedenim doc. Jokla
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obh4jil v roce 2001 diplomovou praci [11], ktera obsahuje prvni vysledky spole¢ného dlouholetého
vyzkumu vénovaného KMHP. Predkladané disertacni prace dokumentuje vysledky za dalsi obdobi
spoluprace. Jsou rozdéleny do téchto kapitol:

I. P¥iprava. Jde o souhrn specifickych pomocnych tvrzeni, kterd jsme v odborné literatute

nezaznamenali, a proto jsou uvedena i s pivodnimi vesmés netrivialnimi dikazy.

I1. Cesty. Zde se vénujeme zejména vlastnostem a charakteristikdm parametrizace po ¢astech

III.

reguldrnich bezostnych hranic rovinnych Jordanovyjch oblasti, véetné odvozeni dilezitych
odhadi.

Integral Cauchyho typu. Do této kapitoly jsou zafazeny vysledky vztahujici se k cho-
vani ICT na hranici. Dale jsou zde podrobné zkoumany vlastnosti ICT o po ¢astech lineadrni
hustoté, zejména moznosti jeho spojitého a holomorfniho rozsifeni a jeho schopnost stejno-
mérné aproximovat jiny ICT. Z téchto vlastnosti vychazime pii navrhu funkci fy, ..., fm—1
a pri odvozovani jejich vlastnosti.

IV. Vyvoj komplexni metody hraniénich prvkua. Zde jsou navrzeny dva nové postupy pii-

blizného feseni rovinné Dirichletovy tlohy vyuzivajici redlné ¢asti go, ..., gmn_1 navrzenych
funkci fo,..., fm—1. Tyto postupy jsou algoritmicky i softwarové zpracovany a jsou tes-
tovany na piesnost. Je zkouména feSitelnost nezbytné soustavy linedrnich algebraickych
rovnic a jsou odvozeny aposteriorni odhady chyby pfiblizného feseni se specidlnimi nume-
rickymi vysledky pro jednotkovou kruznici.

Soucasti disertacéni prace je elektronickd dokumentace; u vazané verze je k dispozici na kompaktnim
disku v kapse zadni desky.



Piehled o vyvoji a soucasném stavu problematiky, literatura

Se zakladnim principem hrani¢nich metod se setkdvame jiz v publikacich o singularnich inte-
gralnich rovnicich z poloviny 20. stoleti — v [39, §29] je naptiklad FeSena Dirichletova tloha pro
Laplaceovu rovnici zptisobem, ktery koresponduje s METODOU HRANICNICH PRVKU. K nejvyznam-
néjsim monografiim o singuldrnich integralnich rovnicich pat¥{ bezesporu [43], kterd spolu s [15]
poskytuje také kvalitni prehled o moznostech vyuziti ICT. Autofi téchto monografii vyjadrili pre-
svédceni o velkém potencidlu dalsiho vyzkumu pfibliznych metod feSeni singularnich integralnich
rovnic vzhledem k jejich vazbé na okrajové tlohy parcidlnich diferencialnich rovnic. Z mnozstvi
praci reagujicich na tuto vyzvu pfipomenime alespoil monografii [20, 21, 22] znamenajici zaroven
vyznamny posun smérem k pocitacové realizaci ptibliznych metod vychézejicich z komplexni ana-
lyzy. Pfiblizné FeSeni singularni integralni rovnice je podstatné zavislé na zpusobu aproximace ICT
obsazeného v jeji formulaci. Ziejmé nejaktualnéjsi prehled aproximacnich technik véetné nékterych
numerickych aspektt pfindsi [9]. Najdeme zde mimo jiné aproximant ve tvaru ICT o po ¢éstech
linearni hustoté, ktery se pouziva v ramci KMHP.

Za autora puvodni formulace KMHP je vseobecné povazovan T. V. Hromadka II, hydrolog
specializujici se predev§im na problematiku vodnich zdrojt, podzemnich vod a regulace vodnich
toki s déle nez tficetiletou inZenyrskou praxi a rozsdhlou publika¢ni ¢innosti (vice na strankach
http://wuw.hromadka.net).

Vibec prvni pouziti KMHP vsak lze zfejmé vysledovat pii feSeni tlohy z problematiky pod-
zemnich vod v ¢lanku [36] z roku 1981. Vzapéti se tato metoda zacala pravidelné vyskytovat
v pracich Hromadky a jeho spolupracovniki; v [28] je pouzita k modelovani hranice zamrzani
v pudé, v [23] je pfedstavena jako zobecnéni METODY ANALYTICKYCH FUNKCI ([52]). Kniha [29]
z roku 1987 obsahuje vedle cennych informaci z oblasti matematického modelovani a pocitacové re-
alizace také prvni snahu o vybudovani matematického aparatu KMHP. Mnohé dalsi vysledky spolu
s obsahem pfedchozi knihy jsou zafazeny do publikace [31] z roku 1998. Teoreticky vyvoj za dalsi
obdobi shrnuje piispévek [58] z roku 2006. Z publikaci T. V. Hromadky II a jeho spolupracovnikt
vychazime pfi mapovani vyvoje a soucasného stavu KMHP v nésledujicich oddilech.

KMHP byla ptavodné spjata vyhradné s okrajovymi tlohami teorie potencidlu pro Laplaceovu
rovnici na dvojrozmérnych omezenych jednoduse souvislych oblastech. Pozdéji se zacala uplat-
fovat také v pripadé dalsich eliptickych parcidlnich diferencialnich rovnic ([3, 44]) na oblastech
vicendsobné souvislych ([24, 33]), neomezenych ([18, 41]), trojrozmérnych ([26]). Pivodni for-
mulace KMHP se neobejde bez polygonalni aproximace hranice. V [4, 32] bylo experimentovano
s aproximaci hranice pomoci kvadratickych a kubickjch prvkia. Modelovani priblizné hranice se
brzy stalo nastrojem pro redukci chyby aproximace ([59]). Za poslednich t¥icet let byla tato me-
toda Gspésné aplikovana na mnoho problému z teorie potencidlu jako je obtékani ([18, 50]), tok
podzemnich vod ([48]), hydrodynamika ([45]), vedeni tepla ([14, 37]), difuze ([27]), ¢ krouceni
([12]) a na dalsi problémy z teorie pruznosti ([2, 34, 35, 40]).

O praktickych vyhodach a nevyhodach KMHP si lze vytvofit predstavu na zakladé srovnani
S METODOU KONECNYCH PRVKU v [31] a s dal§imi hrani¢nimi metodami — METODOU KOMPLEX-
NiCH POLYNOMU a METODOU HRANICNICH PRVKU — v [1]. Autofi téchto praci diskutuji pfednosti
jednotlivych metod pro vybrané tlohy z oblasti vedeni tepla, filtrace a krouceni. Hrani¢ni metody
zde vykazuji srovnatelnou presnost jako METODA KONECNYCH PRVKU pii podstatné mensim po-
¢tu elementarnich vypocetnich operaci. Uceleny aktudlni prehled literatury a vyvoje hrani¢nich
metod véetné KMHP nabizi [60].

Odkazy na dalsi odbornou literaturu uvadime nize v souvislosti s tématy, ktera jsou predmétem
naseho vyzkumu.
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1. Zakladni pojmy
Vzhledem k nepfesnostem zaznamenanym v [29] budeme pfi interpretaci zdkladnich pojmu
vychézet z pozdéjsi prace [54] obsahujici jiz korigované informace.
V Gaussové roviné C je uvazovana jednoduse souvisla oblast €2, jejiz hranici tvori Jordanova
kfivka bez ostnti parametrizovana prostiednictvim spojitého a po ¢astech regularniho zobrazeni
I':(0,1) — C (viz definici 1, str. 35). Pro hranici uvazované oblasti je vhodné zavést oznaceni [I'],

v 0] = {T(#): 0 <t <1}.
Dale je uvazovan rozklad hranice [T'] na tseky
L) ={0(t):t; <t<tj1}, j5=0,...,m—1,
kde
O=to<ti < - <tpy=1,
T

i = F|<tj¢j+1>’
(viz definici 14, str. 55). Tyto tseky jsou oddéleny uzly rozkladu
Zj:F(tj), ij,,m

j=0,...,m—1

Pfirozené plati 2, = z9. K rozkladu hranice [I'] a ke komplexnim koeficienttm lo, . .., [, je vzta-
Zena po ¢astech linedrni funkce I : [I'] — C (viz definici 15, str. 56), kterou lze vyjadfit pFedpisem

Zit1 — % zZ— 2 .

1 I(z) = 251 + —ljy1,  z€[L], j=0,...,m-1
(1) (2) Zit1 — 25 J Zi1 — 2 j+1 L, J

Pokud

kde f je néjaka funkce definovand na hranici [T'], potom [ je po &dstech linedrni interpolant funkce f
vzhledem k uvazovanému rozkladu.
Nyni lze prostfednictvim ICT o hustoté [ definovat funkci

E)(z) = %/ Cl(—oz d¢, z € C\[I'].
r

Déle se pracuje se spojitym rozsifenim funkce € () definovanym na mnoziné Q U [T'], tj. s funkci
¢~ (1) : QU [I'] — C definovanou ptedpisem

€~ ()(2) :=F()(2), z €9,

¢ (1)(2) = lim ¢(1)(w), z €[l
weN
Funkce ¢~ (1) je holomorfni v 2 a spojita na QU [I']. Funkce Re ¢~ (1) je harmonickd v Q a spojita
na QU [T].
Hlavnim cilem KMHP je zpiistupnit hodnoty takové funkce Re €~ (1), ktera popisuje pfiblizné
feSeni okrajové tilohy pro Laplaceovu rovnici v . Uvazujme spojitou funkci & : [I'] — R. V teorii
KMHP jsou prednostné feSeny problémy souvisejici s Dirichletovou tlohou

(D) Au=0 vQ, u=~h mnall].
2. Princip a algoritmicka realizace komplexni metody hrani¢nich prvkua

Uvazujme néjakou okrajovou tlohu pro Laplaceovu rovnici v €2 a ozna¢me symbolem u pfesné
feSeni této okrajové tlohy. Potom u je funkce harmonickd v €, spojitd na Q U [['], a tedy u je
redlnou ¢asti néjaké funkce f, kterd je holomorfni v Q a spojitd na Q U [I'].

Nyni je vyuZita skutecnost, ze funkei f lze reprezentovat prostfednictvim ICT podél [I'] (napt.
na zékladé Cauchyho integralniho vzorce, viz nize), a misto hustoty tohoto ICT je uvazovan jeji
po ¢&astech linedrni interpolant [. Potom %~ (I) je aproximantem funkce f, tj.

(3) ¢ ()~ f naQUIL]
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a Re @ (1) aproximuje funkci u. Je-li tedy veli¢ina

) max [u(z) = Re ™ ()(2)
mald, popisuje funkce Re ¥~ (1) pfiblizné FeSeni uvazované okrajové tlohy.

Za Ucelem urceni a zptistupnéni vhodné funkce Re ¢ (l) je potfeba nejdiive stanovit uzly
20, - -y Zm—1 vhodného rozkladu. To probiha vpodstaté intuitivné. Osvédcuje se jejich rovnomérné
rozloZeni, které se doporucuje zahustit v téch castech hranice, které obsahuji ostré hroty, nebo
tam, kde dochazi k prudkym zménam hodnot funkce zadané hrani¢ni podminkou. V ramci re-
dukce chyby aproximace jsou v [29, oddil 6.5] vylozeny nékteré interaktivni strategie pro vkladani
dodateénych uzlt rozkladu. Nasledné lze z odborné literatury vysledovat dva postupy, z kterych
vychazi algoritmicka realizace KMHP:

Postup podle [29]

Tento postup spocivéa ve stanoveni zbyvajicich konstant v (1) popisujicich hustotu I, tj. komplex-
nich koeficientt ly, . . ., L, —1 (zfejmé I, = lp). P¥i vyéisleni hodnot funkce Re €~ (1) se pak vychazi
z vyrazu odvozeného na zakladé (1) — pro z € C\ [I'] plati

1m1 1= zZ—= 2z, d¢
R M e U bl E e e R

L LG
Na zékladé (3) se uvazuje soustava rovnic
¢~ () (=) = f(2k), k=0,...,m—1,

a dale se uvazuji redlna ¢isla ay, ;, by ;, kde k, j € {0,...,m — 1}, takova, ze

im W=z, dC + W—=2Zz,4 / dC
mivwa \ zj =z, ) C—w o ozj—z, (—w
I G

Potom kazdou rovnici uvazované soustavy lze s ohledem na (5) vyjadfit postupné ve tvarech

m—1
li(ak,; +ibe;) = f(2k),
7=0
m—1 m—1
(ak‘,j Relj — bk,j Imlj) +1 (bkﬂ‘ Relj + ak,; Imlj) = f(Zk)
j=0 Jj=0

a samotnou soustavu lze zapsat v maticovém tvaru

[A —B][Rely,...,Rel,_1,Iml,...,Iml,,_1]7+
+i[B  A][Relg,...,Rely_1,Imlg, ..., Imly, 1] = [f(20)s- -+, f(Zm-1)]",

kde [A —B] resp. [B A] jsou blokové matice sestavené z matic

A= {ak,j}k 0,...,m—1, B= {bk,J}k 0,...,m—1-
07 ,m—l 7=0,....m—1
V zavislosti na volbé integralni reprezentace funkce f se jesté upravi vektor na pravé strané.
V pracich T. V. Hromadky a jeho spolupracovnikt se za tcelem integralni reprezentace vyuziva
znamy Cauchyho integralni vzorec, podle néhoz plati

=— e .
2mi ) (—=z ?
r
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V souladu s vyse uvedenym predstavuje nyni [ po ¢astech linedrni interpolant funkce f vzhledem
k uvazovanému rozkladu hranice [I']. Na zékladé& (2) lze potom soustavu vyjad¥it ve tvaru

(6) [A —B][Rely,...,Rely_1,Imlg, ..., Imi, 1]+

+i[B  A][Rely,...,Rel,_1,Imly,...,Iml,, 1]* = [Relo,...,Rely,_1]" +i[lmlo,...,Iml,, 1]".

Za predpokladu dostupnosti prvka matic A, B figuruje v této soustavé pravé 2m neznamych
Rely,...,Rel,,_1,Imly, ..., Iml,,_1,

o jejichz stanoveni ndm jde. V zavislosti na uvazované okrajové tloze je polovina téchto nezndmych
predepsana hrani¢nimi podminkami a druhéd polovina téchto neznamych je nasledné dopocitana
jako FeSeni soustavy linedrnich algebraickych rovnic sestavené na zdkladé (6).

Demonstrujme tento postup na Dirichletové tloze (D), kdy jsou dostupné hodnoty

Re f(z;) = h(z;), j=0,...,m—1
Potom na zékladé (2) plati
Rel; = h(z;), j=0,...,m—1,
nacez lze sestavit soustavu m rovnic o m neznamych Imly,..., Iml,,_1
I. porovnanim redlnych ¢asti levé a pravé strany v (6):
[A —B][h(20), ..., h(zm_1),Imlo, ..., Iml,_1]" = [h(20), ..., M(zm-1]"

neboli
B[Imly,...,Iml, 1]" = (A=T) [h(20),- -, h(zm_1]7,

kde I je jednotkova matice typu m x m.
II. porovninim imaginarnich ¢4sti levé a pravé strany v (6):

B A][h(20),...,h(2m_1),Imlg,...,Iml,_1]" = [Imly,...,Iml,_1]"
neboli
(I-A)[Imly,...,Iml, 1]" = B[h(20),. .-, h(zm-1)]"
Poznamenejme, Ze v [29] se pouziva téchto oznadeni:
Cr¢ = A, Cry = —B, Cr¢ =B, Cryp =A.

Na této ukézce je ndzorné vidét problém, ktery je tfeba Tesit i v pripadé dalsich okrajovych
uloh — vyé¢isleni hrani¢nich hodnot integrélii v (5). Na ném je totiz zdvisla jak dostupnost hra-
ni¢nich hodnot funkce ¢~ (1), tak dostupnost prvké matic A, B, a potazmo prvki matic vyse
uvedenych soustav. Hromadka a jeho spolupracovnici fesi tento problém pouzitim jednoznacénych
vétvi logaritmu. To vyzaduje ke kazdému uzlu rozkladu

e stanovit vyfez — kifivku bez samoprusecika spojujici uzel rozkladu s komplexnim neko-
ne¢nem oo a s vyjimkou tohoto uzlu lezici v mnoziné C\ (2 U [I']),

e vybrat vhodnou jednoznacnou vétev logaritmu definovanou na mnoziné, kterd vznikne
z C odstranénim uvaZovaného vyiezu,

e spravné vycislit hodnoty uvazované jednoznacné vétve.

Pivodni publikace [29] spolu s [54] slouzi v tomto ohledu jako néhled do problematiky a ukizka
strategie, jak postupovat v piipadé, Ze [I'] je hranice konvexni oblasti nebo oblasti hvézdicovitého
typu (v oblasti Q existuje bod, ktery lze s libovolnym jingm bodem této oblasti spojit tseckou
lezici v Q). V takovém priipadé se vytezy voli jako vhodné polopiimky za¢inajici v uzlech rozkladu.
Problémy vsak mohou nastat u slozitéjsich hranic, kdy nelze vystacit s vyfezy ve tvaru polopiimky
nebo kdy neni trividlni uréit vhodnou jednoznaénou vétev logaritmu. Algoritmy pouZivané Hro-
madkou a jeho spolupracovniky nejsou pro tuto situaci oSetfeny, a tedy nemusi poskytovat korektni
vystupy. Pro mnohé oblasti vSak tato metoda vykazuje relativné vysokou piesnost, coz bylo de-
monstrovano jiz v ptavodni publikaci [29] na testovacich tlohdch se zndmym FeSenim, pii¢emz
zajimavych vysledkti bylo dosazeno pro relativné maly pocet uzlii rozkladu (m je mezi 20 a 40),
a tedy pro neprilis rozmérné matice soustavy.
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Kromé nékolika dilé¢ich informaci v [29] nebyla doposud v literatufe zaznamendna seriézni
studie Tesitelnosti pfislusné soustavy rovnic (napft. nékteré ze soustav ve vyse uvedenych pfipadech
I a IT pro Dirichletovu tilohu). Potencial zménit tento nelichotivy atribut KMHP méla nasledujici
informace obsazend v [45]: autor zde zavadi funkce typu

1 (22%. d¢ AT / d¢ )
AN . - =0,...,m—1
f](z) 27Ti<zjzf—1/<Z+ijj+l C*Z’ ] ) ,m 5
; r :

L

(srovnej s (5)), coZ znamena, Ze

ay,j +ibg; = Jim f;(w),

weN

a tedy prvky matice soustavy lze vyjadrit prostfednictvim limitnich hodnot funkei f;. V odborné
literatufe nezaznamenala tato informace vyraznéjsi ohlas. Pfesto vzbudila nasi pozornost, protoze
nezavisle na ni s uvedenymi funkcemi f; jiz delsi dobu pracujeme, a predesildme, ze disledné
studium vlastnosti téchto funkci v této disertacni praci vedlo k zajimavym vysledkdm.
Postup podle [25]

Tento postup je spjat s vyuzitim metody nejmensich ¢tverci. Funkce €(I) je upravena do tvaru

m—1

(7) ap+ a1z + Z cj(z — 2z;)log, (= — zj),
§=0

kde ag,a1,co...,cm_1 jsou komplexni koeficienty a funkce

z > log, (2 —2)

pfedstavuje jistou jednoznacnou vétev logaritmu vyrazu z — z; definovanou na mnoziné C zbavené
vySe popsaného vyfezu (detaily odvozeni viz [25, appendix A]). Zavedou-li se redlné konstanty

Yo = Imay, v1 = Reayg, Y2 = Reay, v3 =Imay,
Yoj+a = Recj, 7245 = Imcy, 7=0,....m—1,
a funkce
fo(z) =1, fi(z) =1, fa(z) = 2, fa(z) =iz,
fojra(2) = (= zj)log, (2 — 2;),  foj4s(2) =i(z — zj)log, (2 — 2;),  j=0,....,m—1,
potom pro z € () plati

2m+3
(8) (=)= Y il
§=0
Zavedou se hrani¢ni body (o,...,(u—1 € [T'], obvykle rovnomérné rozlozené. Na zdklads (3) se

uvazuje soustava rovnic
%7(l)(Ck):f(Ck)a k=0,...,n—1,
kterou lze s ohledem na (8) a s vyuzitim oznaceni f; (Cx) = wliénék fj(w) vyjadiit ve tvaru
weN
2m—+3
9) > ufi(G)=f(G),  k=0,....n-1
§=0

Za predpokladu dostupnosti pouzitych limitnich hodnot funkei fo, . . ., fom+3 figuruje v soustavé (9)

pravé 2m+4 neznamych 7o, . . ., Yam+3. V zavislosti na hraniéni podmince se na zakladé (9) sestavi

soustava n linedrnich algebraickych rovnic o 2m + 3 neznamych, ktera se néasledné fesi metodou

nejmensich ¢tvercli. Vypoétené nezndmé umozni vyéisleni hodnot funkce Re %(1) na zakladé (8).
V piipadé Dirichletovy tlohy (D) lze ocekévat dostupnost hodnot

Ref(gk):h(Ck)a :ZC:O,...,TL*I,
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nacez se porovnanim redlnych ¢asti levé a pravé strany v (9) sestavi soustava n rovnic o 2m + 3
nezndmych v, ..., Y2m+3:

2m—+3

> wRefi () =h(G), k=0,...,n—1,

j=1

Dostupnost prvki matice této soustavy stejné jako dostupnost hrani¢nich hodnot funkce €~ (1)
je z&visla na vydisleni hrani¢nich hodnot vyrazii (z — 2;)log, (2 — z;), které se opét neobejde bez
pouziti jednoznacnych vétvi logaritmu. Vznikaji tedy stejné problémy jako u pfedchoziho postupu.

Jediny zaznamenany vysledek, ktery se vztahuje k fesitelnosti prislusné soustavy rovnic v tomto
pfipadé, je linedrni nezavislost funkei fo, ..., fomss (viz [25, Véta 7.3.11]).

3. Odhady

Uvazujme opét situaci popsanou v tvodu piedchoziho oddilu. Vzhledem k (3) je jisté diilezitym
ukazatelem praktického vyuziti KMHP hodnota veli¢iny

max |£(z) = €~ (0)()].

zeQU[I)

popfipadé hodnota jejiho odhadu. Za zesileného a obecné nepfijatelného predpokladu, ze funkce f
je holomorfni v néjaké oteviené mnoziné obsahujici QU[T'], jsou v [56] a [30] odvozeny odhady této
veli¢iny, které Hromadka a jeho spolupracovnici pouzivaji v diikazech vét o konvergenci a v experi-
mentech intuitivniho charakteru. Jedna se vsak o kvalitativni vysledky, které neposkytuji moznost
vy¢isleni. Totéz plati pro odhady uvedené v [9].

U okrajovych tloh pro Laplaceovu rovnici je podstatna veli¢ina (4). Na zdkladé principu
maxima modulu pro harmonické funkce vSak vyraz |u(z) — Re €~ (1)(z)| nabyvd maxima na hra-
nici [[']. V pfipadé Dirichletovy tlohy (D) nés tedy zajima veli¢ina

(10) eréz[ilgc] |h(z) —Re € (I)(2)

)

kterou lze aposteriori odhadnout na zakladé nasledujici strategie. Pro kazdé z € [T'] lze psét
|h(z) —Re €~ (1)(2)| < |h(2) — h(z)| + |h(z;) —Re €~ (1)(2;)| + |Re € (I)(2;) —ReC~ (1)(2)] ,

kde z; je uzel rozkladu nejblizsi bodu z (tj. z € [I}] nebo z € [[},,]). Odhad vyrazu |h(z) — h(z;)|
je zcela zavisly na vlastnostech funkce h dané hraniéni podminkou. Patfi-li A napiiklad do tfidy
holderovskych funkei, sta¢i znat prislusné holderovské konstanty. Vyraz |h(z;) — Re €™ (1)(z;)]| lze
odhadnout prostiednictvim veli¢iny

o ax ’h(zk) —Re€ ())(z1)],

kterou lze vyd¢islit aposteriori. Koneéné |[Re ¢~ (1)(z;) — Re ¢~ (I)(z)| lze odhadnout na zakladé
skutecnosti, ze [ je lipschitzovska funkce (viz definici 10, str. 48), podle nasledujiciho tvrzeni, které
je specialnim pfipadem znamé Privalovovy véty:

Tvrzeni 1. [46, str .199, 4.5]
Necht g : [T'] — C je lipschitzovskd funkce. Necht § € (0,1). Potom existuji redlnd ¢isla ¢1(9), ca
takovd, Ze pro libovolnd z,w € [I'] splriiujici 0 < |z —w| < plati

€7 (9)(2) = ¢ (9)(w)] < e1(8) [z — w[In

1
—— F |z —wl.
|z —wl
Tvrzeni 1 popisuje odhad modulu spojitosti funkce ¢~ (g)|ir}, ktery je rovnéz pfedmétem zajmu
fady dalsich klasickych monografii ([15, 43]), novéjsich knih ([16, 22, 38, 51]) a ¢lankd ([7, 13,
17, 19, 49]). V téchto pracich stejné jako v tvrzeni 1 nalezneme kvalitativni odhady odvozené
prevazné za obecnéjsich pfedpokladii o hranici [I'] a hustoté g ovSem bez moZnosti vycisleni.
Vzhledem k nas$im pomérné specifickym predpokladim vznika otadzka, zda nelze odvodit také
néjaky vycislitelny odhad.
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4. Véty o konvergenci

Videéli jsme, ze funkce Re %@~ (I) mohou popisovat pfiblizné feseni tlohy (D). Vznikd tedy
pfirozend otézka, zda lze funkcemi Re ¢~ () s libovolnou pfesnosti aproximovat pfesné feseni u
této tlohy. Idedlni by bylo, kdybychom k libovolnému ¢ > 0 dokdzali zkonstruovat funkeci €~ (1),
pro kterou by veli¢ina (10) byla mensi nez e.

V puvodni publikaci [29] nalezneme

Tvrzeni 2. [29, str. 121, Véta 6]

Necht [T'] je po édstech lomend édra a f je funkce holomorfni v néjaké oteviené mnoZiné obsa-
hugict mnohothelnik QU [T']. Pro kazdy rozklad hranice [I'] necht | predstavuje po édstech linedrn{
interpolant funkce f vzhledem k tomuto rozkladu a necht

d =max{|zj41 — 2| : 0 <j <m—1}

Potom pro kazdé z € Q) plati
Im &~ ())(2) = f(2).

510

Je-li tedy presné feSeni u tlohy (D) redlnou ¢asti néjaké funkce holomorfni v oteviené mnoziné
obsahujici mnohothelnik Q U [I'], potom lze zkonstruovat funkce €~ (1), jejichz redlné ¢asti v
bodové konverguji k u. O feSeni u vSak obecné vime jen to, Ze je, coby funkce harmonicka v €2,
redlnou ¢asti néjaké funkce, kterd je holomorfni pouze v €. Dalsi nevyhodou tvrzeni 2 je, Ze se
z néj nic nedozvime o situaci na hranici [[']. Relativni pokrok pfedstavuje nésledujici

Tvrzeni 3. [55, Véta 1]
Pro kazdé e > 0 existuje funkce g ve tvaru (7) s vlastnosti
max |h(z) — Reg(z)| < e.
z€[l']
Z dtikazu tohoto tvrzeni v8ak neni zfejmé, zda uvazovana funkce g je aproximaci ve tvaru ¢ (1)
a jak by pripadné méla byt zkonstruovana. Tento nedostatek nenajdeme u

Tvrzeni 4. [56, Véta 1]

Necht f je funkce holomorfni v néjaké oteviené mnoziné obsahujici mnoZinu QU [I']. Potom pro
kazdé e > 0 existuje rozklad hranice [T'] takovy, Ze pro po édstech linedrni interpolant I funkce f
vzhledem k tomuto rozkladu plati

max [7(2) =%~ (O()] <=

Stejné jako tvrzeni 2 je také tvrzeni 4 odvozeno za silného predpokladu o holomorfnosti funkce f.
UvaZuje se v ném ale obecna oblast 2 tak, jak zde byla popséna, a stejnomérnd konvergence.
Z tvrzeni 4 plyne, ze 1ze zkonstruovat funkce €~ (I) tak, aby funkce Re ¥~ (!) na mnoziné QU [I']
stejnomérné aproximovaly pfesné feseni u tlohy (D). OvSem opét za neptirozeného piedpokladu,
Ze u je redlnou ¢asti néjaké funkce holomorfni v oteviené mnoZiné obsahujici mnozinu Q U [T'].

Tvrzeni 4 vymezuje funkce, které lze na mnoziné Q U [T'] stejnomérné aproximovat prostied-
nictvim ICT o po &astech linearni hustoté. Jde o funkce holomorfni v néjaké oteviené mnoziné
obsahujici mnozinu Q U [[']. Z [38, str. 450-452] plyne, Ze timto zptsobem lze aproximovat libo-
volny ICT, jehoz hustota spliiuje Holderovu podminku s exponentem «, kde 0 < a < 1.

Na zakladé tvrzeni 4 je v [56] pfedstaven alternativni ditkaz k tvrzeni 3 (ovSem za zesileného
predpokladu: I' je dvakrat spojité diferencovatelné zobrazeni), ktery opét neni zcela konstruktivni.
Totéz plati pro diikaz nasledujiciho tvrzeni, v némz v roli g figuruje jisté zobecnéni vyrazu (7):

Tvrzeni 5. [57, Véta 2]
Necht zg € C, p > 0 a funkce F je holomorfni v mnoziné {z € C : |z — z0| < p}, kterd neni
polynomem. Potom pro kaZdé € > 0 existuje funkce

m—1
9(2) = > ¢jF (a2 + 20),
=0

holomorfni v Q, spojita na QU [I'] s vlastnosti

max |h(z) — Reg(2)| < e.
z€[l']



Pouzité prostredky

Nasleduje prehled motivii spjatych predevsim s analjzou v komplexnim oboru. Symbolem C
zde oznacujeme Gaussovu rovinu, tj. mnozinu vSech komplexnich ¢isel, a symbolem oo oznacujeme
komplexni nekonecno.

5. Mnoziny a funkce

Je-li M C C, potom mnozina D C M je komponenta mnoZiny M, jestlize je souvisla a plati
(D cD'cM A Dije souvislé) — D'=D.

Tvrzeni 6. [53, str. 731, Véta II1,4,1; str. 734, Dusledek véty I11,4,6]
Komponenty neprdzdné mnoziny jsou neprdzdné. Jsou-li D, D’ dvé komponenty oteviené mnoziny
M C C, potom plati
D=D nebo DnD =0.
KazZdd oteviend mnozina je sjednocenim svych komponent, pricemsz tyto komponenty jsou oblasti.

Je-li K C C kompaktni mnozina, fekneme, ze body z a w jsou K -ekvivalentni, jestlize existuje
oblast D C C s vlastnosti

{z,w} c DCC\K.

K-ekvivalence je relace ekvivalence na mnoziné C\ K.

Janiszewského véta. [10, str. 251]
Necht A, B C C jsou kompaktni mnoZiny. Potom body z a w jsou A U B-ekvivalentni, jestlize
mnozina AN B je souvisld a body z a w jsou soucasné A-ekvivalentni a B-ekvivalentni.

Argument nenulového komplexniho ¢isla z je mnozina
argz = {t € R:z = |z]e"}.
Spojitd vétev argumentu v oblasti D C C\ {0} je spojitd funkce A : D — R s vlastnosti
A(z) € arg z, z€eD.
Oblast D C CU {oo} je jednoduse souvisld, jestlize jeji hranice D je souvisld mnozina.

Tvrzeni 7. [53, str. 356, Véta 12,3 4|
Je-li D C C\{0} neprdzdnd jednoduse souvisld oblast, potom ezistuje spojitd vétev argumentu v D.

Necht M C CU {00} je oteviend mnozina. Potom funkce f : M — C U {oo} je holomorfni
v M, jestlize pro kazdé z € M existuje derivace zobrazeni f v bodé z, tj. limita

f2) = f(w
£(2) = tim £ =)
w—2z Z— W
Hovorti-li se o funkci holomorfni na néjaké uzaviené mnoziné, vyjadiuje se tim skutecnost, ze tato

funkce je holomorfni v néjakém otevieném okoli uvazované uzaviené mnoziny.

Véta o jednoznacénosti. [53, str. 291, Véta 10,2,2]
Necht M je podmmnozina oblasti D C C. Necht aspori jeden hromadny bod mnoZiny M leZi v D.
Necht | a g jsou funkce holomorfni v D. Je-li f rovna g v M, potom f je rovna g také v D.

16
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Véta o otevienosti holomorfniho zobrazeni. [53, str. 308, Véta 10,4,4]
Funkce f, kterd je holomorfni v oteviené mnoziné M C C a kterd nent konstantni v Zddné kom-
ponenté mnoziny M, zobrazuje oteviené podmnoZiny mnoziny M na oteviené mnoziny.

Princip maxima modulu pro holomorfni funkce. [53, str. 309, Véta 10,4,6]
Necht funkce f je holomorfni v neprdzdné oblasti D C C a spojitd na mnoZiné D U OD. Potom

max{|f(z)|: z € DUOD} = max{|f(z)| : z € OD}.

Uvazujme otevienou mnozinu M C C a ztotoznéme komplexni ¢islo z = x + iy € C s dvojici
[z,y] € R x R. Funkce u : M — R je harmonickd v M, jestlize v .M méa spojité druhé derivace
a spliuje Laplaceovu rovnici Au =0, kde
Pu  9%u
922 + o
Je dobfe znamo, ze redlna cast funkce holomorfni v M je harmonickd v M. Stejné tak je znadmo
nasledujici tvrzeni:

Au =

Princip maxima modulu pro harmonické funkce. [53, str. 223, (11)]
Necht funkce u je harmonickd v neprdzdné oblasti D C C a spojitd na mnoziné D U dD. Potom

max{|u(z)|: z € DUJID} = max{|u(z)| : z € 9D}

Uvazujme neprazdnou oblast D C C a spojitou funkci h : D — R. Dirichletova uloha pro
Laplaceovu rovnici je tloha najit funkci u, kterd je harmonickd v D, spojitd na D U dD a splyvé
s funkci A na dD. Symbolicky budeme tuto tlohu vyjadfovat obvyklym zépisem

Au=0 v D, u=~h mnadD,

Zobrazeni f : M — C U {oo} je konformni, jestlize je holomorfni a prosté. Zobrazeni f
je homeomorfni, jestlize je vzajemné jednoznacné, spojité a také k nému inverzni zobrazeni je
Spojité.

Riemannova véta. [53, str. 361, Véta 12,4,1]

Necht kazdd z neprazdngch oblasti D, D' C CU{oo} md tu vlastnost, Ze jeji doplnék je kompaktni
souvisld mnozina obsahujici alespori dva body. Potom pro libovolné dva body z € D, z' € D’
existuje konformni zobrazeni f, které zobrazuje oblast D na oblast D' a pro které plati f(z) = 2'.

Carathéodoryho véta. [53, str. 413, Véta 13,5,5]

Necht kazdd z neprdazdngch oblasti D, D' C C U {oo} md tu vlastnost, Ze jeji hranice je obrazem
néjaké Jordanovy cesty (viz str. 18). Necht f je konformni zobrazeni, které zobrazuje oblast D
na oblast D'. Potom existuje rozsireni zobrazeni f zobrazujici homeomorfné uzdvér oblasti D na
uzdvér oblasti D’.

6. Cesty

Termin cesta v této praci oznacuje libovolné zobrazeni kompaktniho nedegenerovaného inter-
valu do C, které je spojité a po ¢astech regularni (|20, str. 166]). Uvazujme cestu

7: (e, B) = C,

tzn. —0o < a < B < +00, 7 je spojité zobrazeni a existuje n € N a posloupnost {d;}}_, tak, ze

a=dy<---<d,=0
aze pro kazdé j € {0,...,n—1} je derivace 7' zobrazeni v spojita a nenulova na intervalu (d;, d;;1).
Rekneme, Ze cesta v zacind v bodé v(a) a konéi v bodé v(3); bod () resp. v(3) budeme nazjvat
pocdtecnt resp. koncovy bod cesty . Kfivku

M={t):a<t<p}
budeme nazyvat obrazem cesty 7. Rekneme, 7e cesta v leZi v mnozingé M C C, jestlize [y] C M.
Rekneme, %e mnozina M C C je parametrizovdna prostfednictvim cesty -, jestlize [y] = M.
Rekneme, Ze 7 je cesta s délkovym parametrem, jestlize |7/(t)| = 1 na kazdém intervalu (d;, d;11);
v takovém pfipadé vyjadiuje éislo 8 — « délku kiivky [v].
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Opacénd cesta k cesté 7 je cesta *v : (o, ) — C definovand pfedpisem

(=N(E) =7 +a—1), tela,f).
Spojent cest v : {ag, Bo) — C, 1 : {1, B1) — C spliiujicich

Y0(Bo) = 71(c1)
je cesta vo V 1 : {ag, Bo + f1 — a1) — C definovand predpisem

(Y0 V1) (t) == 70(1), t € (o, Po) ,
(Yo V1) (t) =71t = Bo + ), t € (Bo, B0+ 1L —a1).

Prirozenym zobecnénim definice spojeni dvou cest obdrzime definici spojeni cest vy, ..., V,, kde

n € N, které oznac¢ime symbolem ,\70%% Cesta «y je konstantni, jestlize plati
j=

V() =7(e),  te(a,b).

Cesta v je jednoduchy oblouk od ~v(a) do v(3), jestlize zobrazeni ~y je prosté. Je-li f: (a,5) — R
spojita a po Castech regularni funkce majici kladnou derivaci v kazdém intervalu, v némz je tato
derivace spojitd, a jsou-li a,b dvé rtiznd komplexni ¢isla, potom cesta o : (@, ) — C definovana
predpisem
I (O (DM (OES10)
fB) = fla) f(B) = f(a)
realizuje jednoduchy oblouk od a do b a jejim obrazem je tGsecka s koncovymi body a, b. Tuto cestu
budeme nazyvat orientovanou useckou od a do b a v nékterych pripadech budeme uvazovat tento
jeji tvar:

b7 t6<a7/8>7

cr(t)aJrf()(ba), te{a,pf).

Jestlize plati
Y(e) =~(8),

potom cesta vy je uzavrend; v takovém piipadé€ existuje podle tvrzeni 16 periodické rozsifeni zob-
razeni v, které budeme oznacovat stejnym symbolem, tj. v. Je-li v uzaviena cesta, potom index
bodu z € C\ [v] vzhledem k cesté «y je &islo

1
I(z,7) = 5 Ay arg(C - 2),
kde A, arg(¢ — z) je pfirtistek argumentu vjrazu ¢ — z za predpokladu, Zze ¢ probihd cestu 7.

Tvrzeni 8. [53, str. 89, (2); str. 92, Véta 3,3,5]
Je-li v uzavrend cesta, potom funkce

C\Nhl3z — I(z,7)
nabyvd celociselnych hodnot a je konstantni na kaZdé komponenté mnoziny C \ [v].
Cesta v je Jordanova, jestlize je uzaviend a pro libovolné ¢,t’ € R plati

0<ft-t|<f-a = () #().

Jordanova véta. [53, str. 138, Véta 5,4,1]
Je-li v Jordanova cesta, potom oteviend mnoZina C\ [y] md prdvé dvé komponenty se spolecnou
hranict [vy].

Zapisem Int~y resp. Exty budeme oznacovat omezenou resp. neomezenou komponentu mnoziny
C\ [v], tj. vnitiek resp. vnéjsek Jordanovy cesty ~.
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Tvrzeni 9. [53, str. 141, Véta 5,5,2]
Je-li v Jordanova cesta, potom Inty a Ext~y jsou disjunktni neprazdné oblasti spliujict

C\ [v] = Int v U Ext .

Pritom plati

Exty={z€C\[: I(z.7) = 0}
a ddle bud

(1) Ity ={zeC\[: I(z7) = 1}
nebo

(12) Ity ={z€C\[): I(z,7) = ~1}.

Plati-li (11), fikdme, Ze 7 je kladné orientovand, plati-li (12), fikdme, Ze v je zdporné orientovand.
Pii pribéhu podél kladné orientované Jordanovy cesty zlstava jeji vnitfek po levé strané, zatimco
pfi pribéhu podél zaporné orientované Jordanovy cesty zlstava po pravé strané.

Oznac¢me «/, (t) resp. ¥ (t) derivaci zprava resp. zleva zobrazeni v v bodé ¢. Potom 7 je cesta
bez bodi tvratu, jestlize

)
€ C\ (—00,0)
7L (t)
plati pro kazdé t € («,3) a v pfipadé, Ze v je uzaviend cesta, pro kazdé ¢ € R. Uvedeny vztah
zajistuje, ze vektory v/ (t), 7/ (t) nemaji opacny smér. Tim je vylouceno, aby bod ~(t) byl ostnem
na obrazu cesty 7; muze vsak byt hrotem.

7. Analytické pokracovani podél cesty

Uvazujme funkci f holomorfni v oblasti D C C. Potom dVOche (f, D) je holomorfni element.
Je-1i oblast D obsazena v jiné oblasti Dc C, potom funkce f D —Cj Je spojitym resp. holomorf-
nim rozsirenim holomorfniho elementu (f, D), jestliZe je spojita resp. holomorfni v Da plati

f(z) = f(2), z€D.
Rekneme, ze holomorfni element (f, D) lze analyticky pokracovat podél cesty ~y zacinajici v nékte-
rém bodé oblasti D, jestlize existuje posloupnost {’TJ _o S vlastnosti

a=Tp < - <Tp =0

a posloupnost holomorfnich elementt {(f;, D;)}7_, takova, ze (fo, Do) = (f,D) a Ze pro kazdé
je{l,...,n} plati

Y(Tj-1,75)) C Dj
fi-1(z) = fi(2),  z€DjanDj

Holomorfni element (f,, D,) je potom vysledek analytického pokracovani holomorfniho elementu
(f, D) podél cesty ~. Ditkaz nasledujiciho tvrzeni je trividlni.

Tvrzeni 10. Ezistuje-li holomorfni rozsiteni holomorfniho elementu (f, D) definované v oblasti
D D D, potom (f,D) lze analyticky pokracovat podél libovolné cesty zacinagict v nékterém bodé

oblasti D a leZici v oblasti D. Je-li tato cesta uzaviend a je-li (fn, Dy) vysledek prislusného ana-
lytického pokracovdni, potom plati

fu(2) = f(2), z€D,ND.
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8. Integral podél cesty

Je-li v: (a, B) — C cesta a f : [y] — C spojité funkce, potom integrdl z funkce f podél cesty v
je cislo

[ e = /B FO(s))(5)d.

Timto zptsobem lze podél cesty v integrovat kromé spojité funkce také libovolnou funkci f pro
kterou je zobrazeni f o~ spojité a omezené skoro vSude na intervalu («, 8). P¥fi integrovani podél
cesty budeme vyuzivat zejména vlastnosti vyjadrené nasledujicimi vztahy:

/ﬂﬂOMJﬂOM+JﬂOM, ;/ﬂOM;;{ﬂOM

YoV1
Vv
i=0

[rac=- [ 1o

B
[ @) < [1r6e)]- e ds

Je-li v uzaviena, potom pro libovolné ¢ € R plati
t+8—a

[roa= [ r6enr s

Uvazujme oblast D C C. Potom cesty 7o : {ag, Bo) — D, 71 : (a1, 81) — D, které
(i) maji spoleény pocétecéni bod a spoleény koncovy bod
nebo
(ii) jsou obé uzaviené,
jsou homotopické vzhledem k oblasti D, jestlize existuje spojité zobrazeni
S {a, B) x (0,1) — D
s témito vlastnostmi:
(a) plati
HA(t,0) =(), te(ap)
A1) =n(t), tela,f),
(b;) jestlize plati (i), potom zobrazeni
0,1y 35 — H(w,s), 0,1y 35 — (0,3)

jsou konstantni,
(b;;) jestlize plati (ii), potom

H(a, 8) = H(B,s), s€{0,1).

Uzaviena cesta o je homotopickd s nulou vzhledem k oblasti D C C, jestlize existuje konstantni
cesta y; takové, zZe cesty g, 71 jsou homotopické vzhledem k D.

Tvrzeni 11. [53, str. 356, Véta 12,3,4]
Neprdzdnd oblast D C C je jednoduse souvisld prdvé tehdy, kdyZ kazZdd uzavrend cesta leZici v D
je homotopickd s nulou vzhledem k D.
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Vyslovme nyni klicové tvrzeni analyzy v komplexnim oboru:

Cauchyho véta. [53, str. 205, Véta 7,5,4]
Necht D C C je oblast, f : D — C je holomorfni funkce a vy je uzaviend cesta homotopickd s nulou

vzhledem k D. Potom
[crac=o
3

Cauchyho vétu budeme pouzivat také v tomto tvaru (viz [53, str. 206, Véta 7,5,6]):
Necht D C C je oblast, f : D — C je holomorfni funkce a 9,71 jsou cesty homotopické vzhledem

k D. Potom
/ £(0)d¢ = / f(0)d
Yo Y1

9. Integral Cauchyho typu

Je-li 7y cesta, g : [y] — C spojita funkce a z € C\ [y], potom integrdl Cauchyho typu o hustoté g
podél cesty -y je Cislo

2m C—z

7Z véty o derivovani k¥ivkového integralu podle komplexniho parametru (viz [53, str. 157, Véta 6,2,7])
plyne, Ze funkce

1 9(¢)
(13) (C\[’y]92|—>%/

(—z

d¢

je holomorfni a plati

;z/g dg/ pde zeC\Dhl

V literatufe se terminem ,integral Cauchyho typu“ resp. ,hrani¢éni hodnoty integralu Cauchyho
typu“ oznacuje také funkce (13) resp. jeji limitni hodnoty na mnozinég [v].

Tvrzeni 12. [39, str. 136]
Necht ~y je kladné orientovand Jordanova cesta bez bodi dvratu a h : [y] — R je spojitd funkce.
Potom teseni Dirichletovy ulohy

Au=0 v Inty, u="h naly
lze v Int v vyjddrit jako redlnou cast integralu Cauchyho typu o redlné hustoté podél cesty .
O hrani¢nich hodnotéch integralu Cauchyho typu pojednéava nasledujici
Tvrzeni 13. [46, str. 191]

Necht ~ je kladné orientovand Jordanova cesta bez bodi tdvratu. Necht g : [y] — C je takovd

spojita funkce, Ze integrdl
JECEER

(—=z
b
konverguje absolutné pro kazdé z € [y]. Potom plat{
9(¢) —g(z
Jim 2m/<— a =)+ 5 [ L9 ae cepl
weElnt ~

Y
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Pro cestu v : (o, f) — C budeme uvazovat funkci

=[5 zec\bl

¢

7 vyse uvedeného je ziejmé, Ze jde o funkci holomorfni a Ze plati
d 1 1
2] = _

Dale
=In Lﬁ) —Z 1A ar —z z
(15) = [ 2 E i - ), se D]

Je-li tedy v uzavfend, potom
~z] = 2mi I(z,7), z€C\ [v].
Tvrzeni 14. [53, str. 87, Véta 3,2,2]

Jestlize pro nékteré z € C\ [v] a pro néjakou oblast D splriugict podminku [y] C D C C\ {z}
ezistuje spojitd funkce A : D — R s vlastnosti

A(w) € arg(w — 2), w € D,
potom

Im~y[z] = A(v(8)) — A(v(a)).

Piedpoklddejme nyni, 7e v : {(a, ) — C je Jordanova cesta nebo jednoduchy oblouk, a uva-
7ujme bod ¢ € [7]. V pfipadé jednoduchého oblouku navic predpoklddejme, Ze

v(a) # ¢ #v(B).

Podle [20, Lemma 4.6.i, str. 238] kazdy dostate¢né maly otevieny kruh D opsany kolem bodu ¢
mé tu vlastnost, 7e oteviena mnozina D \ [y] ma pravé dvé komponenty. Symbolem DY oznac¢ime
tu komponentu, ktera je vlevo od cesty . Nyni definujeme

A[¢] 1= tim A[2].
z—C
zeD*
Je-li v kladné orientovana Jordanova cesta, plati D¢ C Int~y a
¢l = lim 7y[z] = 2mi.
zélntcfy
Je-li v zaporné orientovana Jordanova cesta, plati D C Exty a
Vil = lm ol =0,
zeExt vy
10. Dalsi motivy
Uvazujme neprazdnou mnozinu M C C. Modul spojitosti funkce f: M — C je funkce
wp(8) = sup{[f(2) = f(w)] 1 |2 —w| <& zwe M}, 6 € {0,+00).

Funkce f: M — C je spojita v Diniho smyslu, existuje-li ¢islo 6 > 0 takové, ze

5
/wf(s) ds < +oc.
0

S

Budeme pouzivat trivialni

Tvrzeni 15. Modul spojitosti je neklesajict funkce. Funkce f je stejnomérné spojita na M prdvé
tehdy, kdyz

%lr{)lwf(d) =0.
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Uvazujme o, § € R, a < .

Lagrangeova véta (o pFirustku funkce nebo o stfedni hodnoté).
Necht f : {a,8) — R je spojitd funkce magici derivaci f' v intervalu (o, 3). Potom existuje

c € (o, ) tak, ze
f(B) = fl@) = f'(c)(B - a).

Periodické rozsireni zobrazeni f : (a, 3) — C je (8—a)-periodické zobrazeni f: R — C s vlastnosti

f&)=f@), tela,p).
Tvrzeni 16. Pro zobrazeni f : («, ) — C jsou ndsledujici podminky ekvivalentni:
(i) plati f(o) = f(B),
(i) existuje periodické rozsiveni zobrazent f.
Je-li nékterd z téchto podminek splnéena, je periodické rozsireni uréeno jednoznacne.
Tvrzeni 17. Necht A je redlnd matice typu n X m, kde n > m, a necht b je redlny n-rozmérnjy
vektor. Potom nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

(i) z Tddkd matice A lze sestavit reqularni ctvercovou matici,

(ii) matice A ma nulovy defekt,
(11i) dloha Tesit soustavu Ax =b metodou nejmensich étverci md prdvé jedno Tesent.
x je resent soustavy Ax = b metodou nejmensich ctvercu pravé tehdy, kdyzZ je resenim soustavy
normdlnich rovnic ATAx = ATb.

Lebesqueovo lemma. [10, str. 58]
Necht (X,d) je kompaktni metricky prostor a 4 je jeho oteviené pokryti. Potom ezistuje € > 0
takove, Ze kazdd mnozina M C X splriugjici

sup{d(z,y) :z,y e M} <¢
je podmnoZinou néjaké mnoziny G € 4. Cislo ¢ je tzv. Lebesqueovo ¢&islo pokryti 4.

Funkce fq,..., fm—1, kde m € N, uvazované na mnoziné M C C, jsou linedrné nezavislé nad
télesem R (nad télesem C), jestlize pro libovolnd Ag, ..., Apm—1 € R (€ C) z identity

m—1
Zx\jfj(z):o, 2:6]\47
§=0

plyne, ze \g = -+ = A1 = 0.



Vysledky disertaéni prace s uvedenim novych poznatku

I. Priprava

11. Jedna uloha

Uvazujme ¢isla a,b € C a oznadme § feSeni tlohy

(U) [(1 —s)a+ sb] — min, s€(0,1).
Funkce
(16) R>s +— |(1—s)a+ sb|

je spojité, a tedy uloha (U) je feSitelna. V zavislosti na a, b vyjadiime feSeni § a hodnotu

é=|(1—8)a+ 8b|.

I. Necht a = b. Potom funkce (16) je konstantni, feSenim tlohy (U) je kazdé ¢islo z intervalu
(0,1) a pro kazdé FeSeni § plati
¢ = la| = [o].

II. Necht a # b. Potom funkce (16) klesa v intervalu (—oo, sg) a roste v intervalu (sg, +00), kde

_ Re (a(a—b)) |a— b)* + Re (b(a—b)) .

ja—bf* ja—bf*

50

Za stavajiciho predpokladu a # b uvazujme tfi komplementarni situace:
II,. Necht

Re (@(a — b)) < 0.
Potom sy < 0, a tedy funkce (16) roste v intervalu (0, 1), odkud plyne, ze § = 0 je
jedinym FfesSenim ulohy (U) a plati
¢=|al.
II,. Necht
Re (@(a—b)) >0 A Re(bla—1b)) >0.
Potom sp > 1, a tedy funkce (16) klesd v intervalu (0, 1), odkud plyne, ze § = 1 je
jedinym Fesenim tlohy (U) a plati
¢=1bl.
1I5. Necht
Re(a(a—b)) >0 A Re(b(a—10)) <O0.
Potom 0 < sg < 1, a tedy § = s je jedinym FeSenim ulohy (U) a plati
Im(ab)
a—>b |

24
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Lemma 1. Necht pro é¢isla a,be C\ {0} plati &€ C\ (—00,0). Potom ¢é> 0.

Dukaz: Nastane-li nékterd z vyse popsanych situaci I, Iy, Ilo, je dikaz trividlni. Uvédomme si
nyni, %e predpoklad g € C\ (—00,0) je ekvivalentni s podminkou @b € C\ (—o0,0), a tedy na
zékladé trivialni ekvivalence

z€C\ (—0,0) <= Rez>—|z|
plati
(17) Re(ab) > —|ab] = —|a| - |b|.
Uvazujme situaci II3. Potom

(Re(@b) — |al*) (|b]* — Re(@b)) = Re (@(a — b)) Re (b(a — b)) < 0.
Déle nutné Re(ab) < |al - [b|. V opa¢ném ptipadé totiz Re(ab) = |a| - |b|, coz méa za nasledek spor:
(Re(ab) — laf” ) (Ibf? = Re(@b)) = (lal - 6l [af” ) (15> = [al - [o1) = lal - 18 (16l  lal)* > 0.

Spolu s nerovnosti (17) tedy dostavame |Re(@b)| < |a| - |b], nadez

(Im(ab))” = |al® |b]* — (Re(ab))” > 0,
odkud ¢ > 0.

12. Omezenost spojité vétve argumentu

Uvazujme spojité zobrazeni p : (0,4+00) — C s vlastnostmi
(i) p(0)=0,

(i) 0<t<t <4o0 = p(t)#p(t),

(i) lim p(t) = oo
a mnoziny

[Pl ={p(t): 0<t <400},  R=C\[p].
Mnozina R je oblast, a to jednodusSe souvisla, nebot jeji hranici je souvisld mnozina [p]. Jelikoz
0 # R cC\{o},

podle tvrzeni 7 existuje spojitad vétev argumentu v R.

Piiklad 1. Je-li
p(0) =0

p(t) = texp (;) , t € (0,400),

potom kazdé spojitd vétev argumentu v R je neomezend na kazdé mnoziné tvaru N N R, kde NV
je okoli bodu 0 € C.

Véta 1. Necht w € C\ {0} a necht
{tw:0<t<1} CR.

Potom existuje okoli N bodu 0 € C takové, Ze kazdd spojita vétev argumentu v R je omezend na
mnoziné N N R.

Dukaz: V dikazu opakované vyuzijeme tvrzeni 6. Bez ijmy na obecnosti budeme piedpokladat,
ze

(0,1) C R.
Mnozina

K ={t€(0,+00) : |p(t)] =1}
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je neprazdnd a kompaktni, a tedy existuji ¢isla
tmin = min K, tmax = max K, r = min{|[p(t)| : tmin <t < tmax}-
Ziejmé
0<r<l1.

Definujeme okoli

N:={zeC:|z|<r}
bodu 0 € C a zavedeme kompaktni mnoziny

U={zeC:|z|=1},

A={pt):0<t<tmm}, B=UU{P®): tmin <t < trmax}-

Protoze interval (0, 1) je souvisld podmnozina oteviené mnoziny C\ (AU B), existuje pravé jedna
komponenta G mnoziny C\ (AU B) takovi, zZe

(18) (0,1) cGcCcC\(AUB).

Spojité zobrazeni z — |z| zobrazuje oblast G na néjaky interval I. Na zakladé (18) plati (0,1) C I.
Protoze 0 € A, na zdkladé (18) plati 0 ¢ G, a tedy 0 & I. ProtoZe U C B, na zékladé (18) plati
UNG=10,atedy 1 ¢ G, odkud 1 ¢ I. Potom musi byt I = (0,1). To znamena, Ze

GC{zeC:|z <1},
coz spolu s (18) dava
(19) GN(0,4+00) =(0,1).
Dale plati
GN{p(t) : 0 <t <tmax} C (C\(AUB))N(AUB) =0,
GN{p(t) it >tmax} C{z€C:|2z|<1}Nn{z€C:z] >1} =0.
Potom G N [p] = 0, a tedy

G c C\ [p] = R.
Necht nyni a : R — R je n&jaka spojita vétev argumentu v R. Definujme funkci
a(z)
b(z) := —= R.
(z)=5-  z¢€

Potom {b(z) : z € (0,1)} je neprazdna souvisla podmnozina R obsahujici pouze celé €isla, a tedy
existuje k € Z takové, ze
(20) b(z) =k, z €(0,1).
Spojité funkce b : R — R zobrazuje oblast G na néjaky interval J, ktery na zdkladé (18) a (20)
obsahuje ¢islo k. Je-li b(z) € JNZ pro néjaké z € G, potom z je kladné, protoze b(z) € Z, a tedy
na zékladé (19) plati z € (0,1), odkud na zdkladé (20) plyne, zZe b(z) = k. Plati tedy
JNZ={k}.
Odtud plyne, ze
JC(k-1,k+1),
a tedy funkce a je omezend na G. Zbyva ovérit inkluzi
(21) NNRCG.
Necht z € N N R. Definujme
d:=|z|.
Protoze
{#,d} C N CC\ B,
jsou z a d B-ekvivalentni. Protoze
{z,d} CC\ A

a C\ A je oblast, jsou z a d A-ekvivalentni. Protoze
AN B = {p(tmin)},
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je mnozina A N B souvisla. Potom z Janiszewského véty plyne, Ze z a d jsou A U B-ekvivalentni,
a tedy existuje oblast D C C takovi, zZe

{#,d} c D CC\ (AUB,).
Existuje pravé jedna komponenta G’ mnoziny C \ (A U B) takova, ze D C G’. S pouzitim (18)
dostavame
de DN (0,1) c G'NG,
a tedy G, G’ jsou dvé komponenty mnoziny C\ (AU B) s neprazdnym prinikem, coz znamena, ze
G' = G, nadez
zeDCG =G.

Tim je ovéfeni inkluze (21) zakonceno.

13. Charakterizace linearné nezavislych funkci

Nasledujici lemma 2 je intuitivné jasné. Neni nam vSak znamo, ze by v literatufe byla dokazana
jeho netrivialni ¢ast, proto ji pro tplnost dokdzeme na tomto misté. V dukazu budeme v jistém
okamziku uvazovat situaci, kdy pocet linearné nezavislych funkci je 1. V takové situaci je mozno
linearni nezévislost jediné funkce, feknéme gy : M — R, charakterizovat prostfednictvim podminky
»J0 je nenulova“. Je-li totiz g¢ linedrné nezavisla a predpokladame-li soucasné, zZe je nulova, potom
pro libovolné A\g # 0 plati

Aogo(2) =0, z €M,
nacez z linedrni nezavislosti plyne, ze A\g = 0, coz je spor, a tedy go je nenulova. Naopak, je-li
go nenulovd, tj. existuje-li zg € M takové, ze go(z0) # 0, potom z identity

)\090(2) =0, z €M,
musi plynout A\g = 0, nebot v opa¢ném ptipadé by platilo A\ggo(2z0) # 0, coz by byl spor. To ovsem
znamena, ze go je linearné nezavisla.
Lemma 2. Necht m € N a go, ..., gm_1 jsou redlné funkce uvaZované na mnoziné M C C. Potom
ndsledujict podminky jsou ekvivalentni:
(i) funkce go,...,gm—1 jsou linedrné nezdvislé nad télesem R,
(i1) existuji body wo, ..., wm_1 € M takové, Ze matice
go(UJ()) e g'm—l(wO)
A, = je regquldrni.
go(Wm—1) - Gm-1(Wm—1)
Dukaz: Implikace (ii)=(i) je trividlni. Implikaci (i)=-(ii) dokdZeme indukci podle m € N.
Necht m = 1 a funkce gy je linearné nezavisld nad R. Podle vySe uvedeného existuje bod

wo € M takovy, ze go(wo) # 0, naceZ matice A; je regularni.
Piedpoklddejme, ze implikace (i)=-(ii) plati pro né&jaké m > 1 a dokazme jeji platnost pro

m + 1 sporem. Necht go, ..., gm jsou linedrné nezévislé nad R a matice A,,1+1 je singuldrni pro
libovolnou volbu bodu wy, . .., w,, € M. Zfejmé gq, . . ., gm—1 jsou linedrné nezavislé nad R a podle
predpokladu existuji body wy,...,w,_1 € M takové, ze matice A,, je regularni. Potom existuje
jediny vektor A = [Ao, ..., Am_1]T € R™ splitujici
(22) A= [gm(wo), cee 7gm(wm71)]T'
Uvazujme libovolny bod w € M. Zifejmé matice
go(wo) T gm—1(wo) gm (wo)
B= : : : je singularni.
gO(wnL—l) e gm—l(wm—l) gm(wm—l)

go(w) - gm-1(w) gm(w)
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Symbolem a; ozna¢me j-ty sloupec matice A,, a symbolem b; ozna¢me j-ty sloupec matice B.

Potom existuje vektor X = [X),..., X, _;]T € R™ takovy, 7e

=

m—

b, = Y \bj,

Jj=

odkud

m—1
AmA, = Z )\;‘aj = [gm(w0)7 s 7gm(wm—1)]T
j=0

Potom na zékladé (22) plati A = X. Polozime-li A, := —1, plati

S5 (0) = —gm(w) + 3 A5 (1) = g (w) + 3 Nigj () = 0.
7=0 7=0 =0

Z posledni rovnosti platné pro libovolny bod w € M plyne, ze A\g = --- = A\, = 0, coz je spor.
Tim je dikaz indukci zakoncen.
O
Na zékladé lemmatu 2 lze dokazat dtlezité
Lemma 3. Necht m € N a gy, ..., gm_1 jsou spojité rediné funkce uvazované na mnoZiné M C C.
Potom ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:
(i) funkce go, ..., gm—1 jsou linedrné nezdvislé nad télesem R,
(i3)  existuji body wo, . .., wm_1 € M a ¢islon > 0 takové, Ze pro viechny vektory [wg, . .., w},_4]T
kde
(23) wp €M N |wy —wg| <7, k=0,....,m—1,
je matice
go(wg) - gm-1(wg)
A = reguldrni.
go(wp—1) o Gm-1(wy,_q)
Dukaz: Necht plati (i). Na zédkladé lemmatu 2 existuji wo, ..., w,—1 € M takova, Ze matice A,,

je regularni, a tedy det A,, # 0. Spojitost funkci g; implikuje spojitost zobrazeni

[wg, ..., wi_4]T +—  detAr.
Potom existuje n > 0 takové, Ze pro viechny vektory [wg, ..., w?,_;]7 spliujici (23) plati
det A% 0,

tj. matice A%, je reguldrni. Tim je dokdzana implikace (i)=-(ii).
Plati-li (ii), potom specidlné matice A,, je reguldrni, a tedy na zdkladé lemma 2 plati (i).
O

7 lemmatu 2 rovnéz okamzité plyne

Lemma 4. Necht m € N a a < (3. Spojité redlné funkce y,..., om_1 uvaZované na polo-
otevreném intervalu (o, 3) jsou linedrné nezdvislé nad télesem R pravé tehdy, kdyz existuji dvé
posloupnosti {aT}T:_Ol a {ﬂr};”:_ol takové, Ze plati

(i) a<ay<fo<ar <P < <am-1<PBn1<p,

(i) pro vSechna [to, ... ,tm—1] € (o, Bo) X -+ X (Qn—1, Bm—1) je Ctvercovd matice

wo(to) .. @m—1(to)

reguldrni.

QOO(tm—l) e Qﬁm—l(tm—l)
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14. Dalsi pomocna tvrzeni

Pro potieby néasledujicich t¥i lemmat uvazujme ¢isla o, € R takovd, ze a < [, funkci
f:{a, B) — R, trojici [t/,¢,t"] € R x R x R spliiujici podminku

at <t<t'<pB A O0<t' -t

a oznacme

f@") = f(t)

A(t) = f(tl) + o (t - t/)'
Lemma 5. Plati L L
[ wr(t” =1
R e R
Duikaz: Nejdiive odvodime vychozi nerovnost:
=t t=t
(24) 5O =Dl = [F(0) — s f() — s £(")
t" —t t—t
= |0 = 1)+ =50 - £
vt t—t
< () = @)+ (0 1))
t” _ t _ t/
gﬁi?w@fw+ﬁi?wwh¢)
Je-lit —t/ <t —t, plati
t—t t—t t—t 1

-t —tht—t 20t —t) 2
odkud

t// _ t t _ t/ t// o t/ w t// _ t/
—wp(t =)+ ——wp (" — 1) Swy T i ).
P —t 2
Je-llit —t' >t —t, plati
t// _ t B tl/ _ t t” _ t B

1
= < = —
t—t T —t+t—t 2 —t) 2

odkud

¢ , t— ¢ B wf(t” 715/) o
7t”—t/wf(t7t)+7t//—t/wf(t 7t)§ 72 +Wf 5 .

O

Lemma 6. Necht w* : (0,400) — R je funkce neklesajici a konkdvni na intervalu (0, +00) a necht
plati
wr(s) <w*(s), s €(0,400).
Potom
£ =A@ <@ (555).
Dtikaz: Vyuzijeme této trivialni vlastnosti kvadratické funkce:
(t— )" —t) < L2

Stejné jako v ditkaze lemmatu 5 vychdzime z nerovnosti (24):

" — ’ —t' " "~ * / t—t * (41
O = MO S pwplt =)+ ey (" =) < s (t =) + " (¢ — 1)
(U —t t—t (20" =)t —t) (=t
s w (t//_t/(t_tl)—i_t//_t/(t”_t)>:w (t”—t/ <w T .

O
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Lemma 7. Necht funkce f md spojitou derivaci ' na intervalu (t',t") a nechl existuje M > 0
takové, Ze
If"(s)] < M, s € (t',t").
Potom
[F(8) = A@)| < — (" = #')*.
Dukaz: Je-li t = t' nebo t = t”, je dikaz trivialni. Necht ' < t < t”. Bez Gjmy na obecnosti
predpokléddejme, Ze t neni ve vétsi vzdalenosti od ¢’ nez od t”, neboli t — ¢’ < (¢ —t')/2. Podle
Lagrangeovy véty existuji ¢isla ¢; € (¥/,t), ca € (¥/,t") takova, ze
f(t) = f(¥) f@) = f(¥)
ﬁ = f/(cl)v W = f/(CQ).

M
2

Potom

)70 = (H9= - LN (- ) = (1) - ) e~ 1),

t _ t/ t// _ t/
Je-li ¢; = ¢y, je zbytek dikazu trividlni. Necht ¢; # co. Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme,
7e ¢1 < co. Podle Lagrangeovy véty existuje ¢islo ¢z € (¢1, ¢2) takové, Ze
! !
)= ried _ g
Potom
F@E) = At) = f(es)(er — e2)(t = 1),
odkud

1) = A < M(es —ex)(t — 1) < T~ 1)
Lemma 8. Necht a,3 € R, a < 3. Necht
z:{a,f) =R, y:{ap)—R

jsou spojité funkce a necht x roste v intervalu («, 8). Potom zobrazeni

H(t,u) = x(t) +i(y(t) + u), [t,u] € (o, 3) X R,
je homeomorfismus pdsu

P={(a,p) xR
na pds
Q={¢+in: () <& < 2(B),n €R}.

Dukaz: Podle véty o inverzni funkci existuje rostouci spojité funkce
w7 (w(e), 2(8)) — ()

takova, Ze pro vSechny dvojice

plati

Zavedme zobrazeni
G(+in) =[O -y ©)],  ¢+meQ
Potom G je spojité a zobrazuje pas @ do pasu P. Pro [t,u] € P plati
G(H(t,u)) = [27 (2(6), y(t) +u — y(a ™ (2(8)] = [t ul,
a tedy G o H je identické zobrazeni v P. Pro £ + in € @ plati
H(G(E +m) = a(2™1(€) +i(y(a 7€) + 1 -y (©)) = €+,

a tedy H o G je identické zobrazeni v (). Potom G je inverzni k H, a tedy H je homeomorfismus
pasu P na péas Q.
O



II. Cesty

15. Vlastnosti cest
Priklad 2. Nechf a,b € C, a # b a o je orientovand tsecka od a do b. Nechf nejdiive

z € C\ [o].
Urceme ¢ € R podminkami
b—z —
Im >0 = ¢e(0,m)Narg ,
a— a—z
b—=z
Im =0 = =0,
a—z
b— b—
Im o0 = p € (—m0)Narg c,
a—z a—z
Potom na zékladé (15) plati
olz] =1n Z‘+igp.
a—z

Nyni predpokladejme, ze

Celo] A a#(#b
Potom % <0a
b—-¢
(—a
Priklad 3. Necht a,b € C, a # b a v je jednoduchy oblouk od a do b. Necht

Cel] A a#(#b.

‘(] =1In +im.

Jestlize plati
[yl N o] = {a,b},
kde o je orientovana tisecka od a do b, potom
n=7V(*0)

je Jordanova cesta. Protoze ¢ € C\ [o] a protoze funkce o[-] je holomorfni a tedy spojitd v C\ [o],
plati

lim o[z] = 0[]

z2—(
Potom
Y[¢) = hg} v[2] = 1131{ (of2] +nl2]) = ol¢] +n°[¢],
2eD* 2eD*
odkud

o[¢] + 2mi, je-li n kladné orientovani,
7[¢) =

ol¢], je-li n zaporné orientovana.

31
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Priklad 4. Necht a,b € C, a # b. Necht

h—
(25) aECED A e €C\(0,400),
Y = 0a¢ V O¢hs
kde o4¢ je orientovana tsecka od a do ¢ a o¢p je orientovana usecka od ¢ do b. Ziejmé ¢ € [v].
Jestlize % < 0, potom -y je orientovana usecka od a do b a na zakladé prikladu 2 plati
b— h—
7¢] =1n p—e + iy, kde 50:7T€(0,27r)ﬂarga_§.

Predpokladejme nyni, ze Im ZﬁC # 0. Potom ~ je jednoduchy oblouk od a do b a plati

—<
70 [o] = {a,b},
kde o je orientovand tsecka od a do b. Ziejmé ¢ € C\ [o]. Je-li Im% < 0, je cesta vy V (*0)
kladné orientovand a na zakladé prikladd 3 a 2 dostavame

7[¢] = o1¢] + 2mi = In

¢ ‘ + i, kde ¢ € (m,27)Narg

_ a—(
Je-li Im Z;fé > 0, je cesta vy V (*0) zdporné orientované a na zakladé piikladi 3 a 2 dostdvame
b— b—
Y [¢l=0ol¢] =In a_g +ip,  kde @E(OJ)ﬂarga_E-
Tim je dokdzano, Ze pro libovolné ¢ € C spliujici (25) plati
b— b—
(0ac Voep)'[¢] =In a—g + i, kde ¢ € (0,27r)ﬂarga_§.

Véta 2. Necht c € C, |c|] =1. Necht v : {a,3) — C je cesta a necht funkce
z(t) =Re(ey(t)),  t€(p),

kde ¢ je ¢islo komplexné sdruZené k cislu c, roste v intervalu {a, B). Potom plati
(i) ~ je jednoduchy oblouk a zobrazeni
H(t,u) = y(t) + iuc, [t,u] € (o, B) X R,
je orientaci zachovdvajici homeomorfismus pasu
P={ap)xR
na pds
Q={c(f+in) :z(a) < < 2(B),n € R}
Zegmeéna oblast
{H(t,u) :a <t < f,u>0}
je vlevo a oblast
{H(t,u) :a <t < f,u<0}
je vpravo od cesty 7.
(i) PoloZime-li
a = vy(a), b:=~(0),
potom pro kazdy bod ( = (1), kde a < T < 3, plati g € C\(0,+) a
b—¢
a—¢

kde ¢islo ¢ je jednoznacné urceno podminkou

(26) 7l =

’-i—iap,

a—C

(27) v € (0,27) Narg
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(iti) Zavedeme-li funkci
y(t) =Im(@(t),  te(ap),
potom ke kaZdému A > 0 existuje d > 0 takové, Ze pro kaZdou trojici [t',t,t"] e Rx R x R
splriugici podminku
a<t <t<t"<B A O0<t'—t<d
plati

‘yu) gy - WO =) gy x(t’))‘ <A

Dukaz: Pro ¢ € (a, 3) plati

V() = lely(t) = cen(t) = c(z(t) +iy(t)).
Pro t,t' € {«, 8) takovd, ze t # t', plati x(¢ ) x(t"), odkud

At = 2(t') = e((a(t) = 2(t) +ily() — y(t)) #0.
a tedy v je jednoduchy oblouk. Pro [t,u] € P plati

H(t,u) = c(z(t) +i(y(t) +u)),
coz na zakladé lemmatu 8 znamené, ze H je homeomorfismus pasu P na pas Q). Uvazujme libovolny
Ctverec

<t0 —e&, 1o —|—€> X <UQ — &, U +€> Cc P.
Oznac¢me ¢ kladné orientovanou Jordanovu cestu, jejiz obraz je hranici tohoto ¢tverce a polozme
zZ0 = H(to,Uo).
Je pouze véci rutiny ukazat, ze
Apgoqarg(( — zp) = 27,

Tedy homeomorfismus H zachovava orientaci. Tim je vlastnost (i) dokézana.
Necht
¢ =~(r), kde a<71<pg.

Protoze « je jednoduchy oblouk od a do b, plati

a#(C#b.
Ziejmé Z;j: = (. Predpokladejme na okamzik, ze % > 0. Potom
2(8) — ¢(r) _ Re(@1(8) — Re(@(r)) _ Re(@b—¢)) _b—¢ Re(@a—)) _b—¢
#(a) —x(7) ~ Re(@y(a)) —Re(@y(r)) ~ Re(@a—())  a—( Re(@a—() a—(
coz je spor. Musi tedy byt

0>

b—¢
a —

C€(C\<0 , +00) .

Necht dale
u >0, M={C+ivc:u<v<+o0}.
Ziejmé
v(r)=¢eC\ M.
Uvazujme t € (a, §) spliinjici ¢ # 7. Pfedpoklddejme na okamzik, ze v(t) € M. Potom existuje
vg > u takové, ze
Y(t) = ¢ +ivoe,
odkud
z(t) = Re(¢(¢ + ivoe)) = (1) + Re(i vocc) = z(7),

coZ je spor, protoze x je rostouci, a tedy prosta v {«, 8). Musi tedy byt

~v(t) € C\ M.
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Tim je dokdzéno, Ze cesta v lezi v C\ M. Uvazujme orientované usecky

oac(t) = (1 —t)a + ¢, te 0,1y,

oep(t) = (1 —t)¢ + tb, t€0,1).
Potom pro 0 <t < ' <1 plati

Re(Couc(t') — Re(coac(t)) = Re(Coac(t’ —1))
= (' —t)Re(z(C —a)) = (' — t)(a(r) — x(a)) > O,

Re(Cocp(t' — 1))
= (' = t)Re(c (b — () = (t' — t)(x(B) — (1)) >0,

Re(E UCb(t/)) — RG(E O’(b(t))

a tedy funkce

(0,1) >t +— Re(Coac(t)),

(0,1) 3t —— Re(coep(t))
jsou rostouci. Potom zajisté také funkce

2" (t) = Re(c(oac Vou)(t),  t€(0,2),

roste v intervalu (0, 2). Zfejmé

(UaC \ O’Cb)(l) =(CeC \ M.
Uvazujme t € (0,2) spliujici ¢ # 1. Pfedpokladejme na okamzik, ze (o4¢ V o¢p)(t) € M. Potom
existuje vg > u takové, ze

(0ac V oep)(t) = ¢ + ivgc,
odkud
z*(t) = Re(e(¢ + ivpc)) = z*(1) + Re(ivocc) = z*(1),
coZ je spor, protoze x* je rostouci, a tedy prosta v (0,2). Musi tedy byt
(UaC V UCb)(t) eC \ M.

Tim je dokazano, ze cesta oq¢ V o¢p lezi v C\ M. Cesta oq¢ V o¢p V (%) je uzaviena, lezi v ne-
prazdné jednoduse souvislé oblasti C\ M, a tedy v dusledku Cauchyho véty plati

(0ac V 060)[C + iuc] = A[C + iuc] = (da V oy V (+9) )¢ + uc] = 0,
odkud
V¢ = E%V[C +icu] = Lifg(aac Vo) + iuc] = (0ac V ocs) [C]-

Potom na zakladé pifkladu 4 plati (26), kde ¢ je jednozna¢né uréeno podminkou (27). Tim je
vlastnost (ii) dokdzana.
Podle véty o inverzni funkci existuje rostouci spojita funkce

b (z(a),2(8)) — (o, B)

takova, ze pro vSechny dvojice

plati

Zavedme funkci
f©) =y (),  £e(z(a),z(8).

Potom [ je stejnomérné spojitd. Necht A > 0. Na zdkladé tvrzeni 15 existuje § > 0 takové, Ze

wf<%)+wa(s)§A, s€(0,0).

ProtozZe funkce z je stejnomérné spojita na intervalu (v, 3), existuje d > 0 takové, zZe plati implikace

(agTST’Sﬂ, T/—T§d> = z(r) —x(r) <4
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Necht trojice [t/,¢,t"”] € R x R x R spliiuje podminku

a<t <t<t'<pB A 0<t' -t <d.

Polozme
g=at), ¢=20t), ¢=a)
Potom
zla) < <e<e"<z(B) A 0<¢& —¢ <6
Protoze

y(t) — y(t') — KEITUE () — 2()| = |ylaH(€)) — yla I (€) - MDD ¢ )

’f(é) — 1(¢) - W(s —¢)

)

na zakladé lemmatu 5 plati

0) - olt) - BB wl0) — 20| < oy (555) + 27D <

Tim je vlastnost (iii) dok4zana.

16. Cesta I
Definice 1. Bud I" kladné& orientovand Jordanova cesta bez bodi Gvratu, ktera je definovana na
kompaktnim intervalu délky T > 0. Bud Q resp. Q vnitiek resp. vnéjsek cesty I'.
Z definice plyne, Ze existuje n € N a posloupnost {d;}_ tak, Ze
do<--<dp=do+T

aze pro kazdé j € {0,...,n—1} je derivace I zobrazeni I' spojitd a nenulova na intervalu (d;, d;j41).
Poznamka 1. Posloupnost {dj};-’:_ol rozsifime do souboru {dj : k € Z} tak, Ze pro kazdé k € Z
polozime dj, := d; + pT', kdykoli j € {0,...,n —1} ap € Z spliiuje pn = k — j. Potom pro
kazdé k € Z je derivace I zobrazeni I' spojitd a nenulovd na intervalu (dy, dr+1) a plati

(28) dggyn = di +T.

7 definice dale plyne, Ze pro kazdé ¢t € R plati

& e

€ C\ (—00,0).

Lemma 9. Pro kaZdé 7 € R existuje ctvefice [, (r,A,c] € R xR xR x C  splriujici tyto
podminky:

(i) ar <7 <P, A>0, l[=1,
(i1) funkce x(t) = Re(e¢'(t)) roste v intervalu (o, B;),
(#1i) pro kaZdou dvojici [t,u] € (ar, Br) x (0, A) plati

T'(t) 4 tuc € Q, L (t) —iuc € Qoo,
() pro funkci y(t) = Im(eI'(t)) a pro kaZdou trojici [t',t,t"] € R x R x R s vlastnostmi
a <t <t<t"<pB, o<ttt

plati
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Dukaz: Necht 7 € R. V souladu s (29) existuji ¢isla ¢ € argI/(7) a ¢~ € argI”(7) splijici
|<,0Jr —p | <.

Nyni polozime

c:=e¢ g

Existuji ¢isla o*, 8* € R takovi, ze o < 7 < 3* a Ze funkce z(t) = Re(¢I'(¢)) mé spojitou derivaci
v intervalu (o*,7) a také v intervalu (7, 3*). Oznac¢me 2’ (7) a 2’ (7) derivaci funkce x zprava
a zleva v bodé 7. Potom plati

ot — o~
2

- _ ot

2 (r) = Re(eT"(r)) = [T’ (7)] cos % >0,

2!, (1) = Re(eL! (7)) = |L/(7)| cos >0,

a tedy existuji ¢isla ag, Gy € R takova, ze
a* <ag <7< fo < B

a ze funkce x mé kladnou derivaci v intervalu {(«g,7) a také v intervalu (7, 5p). To znamend, ze
funkce x roste v intervalu («ayg, Oo). Protoze funkce x je spojitd a T-periodicka, musi byt

Bo—ag <T.

Potom C\ {T'(¢) : Bo <t < ag + T} je oteviend mnozina obsahujici bod I'(7). Podle tvrzeni (i)
z véty 2 tvorl mnoziny

{T(t) +iuc: o/ <t < |ul <A}, kde ap <o <7< <pBy, A'>0,

fundamentalni systém okoli bodu I'(7). Odtud plyne, Ze existuji «, 5 a A s vlastnostmi

a0§a<7—</8§/607 A>07
(30) {T(#t) +iuc:a<t<pBu <A}y CC\{T({W): fo<t<ap+T}.
Nyni dokazeme, ze plati
(31) (ozgtgﬁ A Jul<A A r(t)+iuce[r]) — u=o.

Necht tedy a <t < 3, |u| < A, aT'(t) + iuc € [I']. Existuje s € (ag, a9 + T takové, ze
(32) I'(t) + iuc =T'(s).

Protoze v disledku (30) je vyloudena situace By < s < ap + T, musi byt ag < s < By. Potom pro
zobrazeni

H' W) =T{) +iue, [t u'] € (oo, Bo) X R,
na zékladé (32) plati
H(t,u) = H(s,0).

Navic zobrazeni H je na zdkladé tvrzeni (i) z véty 2 injektivni, a tedy [t,u] = [s, 0], odkud u = 0.
Tim je dokdzana implikace (31), z niZ plyne, ze

QT :={T{#t)+iuc:a<t<pB, 0<u<A}cCC\[],

Q  ={T{#)—iuc:a<t<p, 0<u<A}CC\[].
Protoze mnoziny Q* a Q~ jsou souvislé, na zakladé tvrzeni 6 existuje pravé jedna komponenta
oteviené mnoziny C \ [['] obsahujici mnoZinu Q* a existuje pravé jedna komponenta mnoZiny
C\ [I'] obsahujici mnozinu Q. Potom podle tvrzeni 8 je funkce z — I(z,T') konstantni na kazdé
z téchto dvou mnozin. Nyni polozime

a=T(r)+iAce Q" b=T(r) —iAce Q™
a dokazeme, ze

(33) I(a,T) = I(b,T) = 1.
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Za tim Ucelem zavedme cesty

V() :=T(@), telapf),
I'*(t) :=T(¢), te (B,a+T).
Vidime, ze
yvI*=T
Déle zavedme cesty
T (t) :=T(t) +iAc, t € (a,p),
v~ (t) :=T(¢t) — iAc, te(o,f),
v (u) = T(a) + iuc, u e (0,A),
v, (u) :=T(a) — iuc, u € (0,A),
V5 (u) =T (B) + iuc, ue (0,A),
Vg (u) == T(B) — iuc, u € (0,A).

Uzitim vlastnosti homeomorfismu H lze ukazat, ze
% =7 VYTV (1) Vg v (=) Vv (*a)
je kladné orientovana Jordanova cesta a ze
Intyo = {T'(t) + tuc: a <t < f,|ul < A}
Protoze I'(7) € Int~p, plati ~o[I'(7)] = 27i, a tedy
(34) 1 [LM]+17 ()] =75 L]+ 75 L (1)] =y F[0(1)] =72 [T ()] = 70[L ()] = 2mi.
Podobné
M=% V7V (*15) Vv (*)
je kladné orientovand Jordanova cesta, a € Ext~y;, podle tvrzeni 9 plati ~i[a] =0, a tedy
vla] =4 [al + 77 [a] —v5[al —mlal = 74 [a] + 77 [a] — ;5 [al-
Cesta
Y2 =" VYV (*15) vVI”

je uzaviend a plati

2mi1(a,I') = I'[a] = y[a] + T"[a] = 5 [a] + 77 [a] = vg[a] + T*[a] = y2[a] = 2mi I(a,72).
Souvisla mnozina C' = {I'(7) + iuc : 0 < u < A} spliiuje podminku

{a,I(r)} € C CC\ [l

Na zékladé tvrzeni 6 a 8 opét existuje jedind komponenta oteviené mnoziny C \ [v2] obsahujici
mnozinu C' a funkce z — I(z,72) je konstantni na C. Potom

2mil(a,72) = 2mi I(I'(7),72) = 22[l'(7)] = 74 [T(7)] + 77 [0 (7)] = 75 [0 (7)] + T*[I'(7)].
Prévé jsme dokazali
2mil(a,I') = 75 [T(7)] + 77 [(7)] =75 [D(7)] + T*[L(7)].
Stejnym zpusobem lze dokazat
2mi I(b,T) = 73 [T (7)) + 7 [T (7)] = 74 [L(7)] + T*[T(7)].
Potom na zékladé (34) plati
2mi (I(a,T) = I(b,T)) = 75 [[(7)] + 7 [[(7)] = 75 [L(7)] + 95 L (7)] = 7T [0 (7)] = 73 [T (7)]

= 2mi.

Tim je dokdzana rovnost (33), z niz plyne, ze a € Q, b € Q, nebot T' je kladné orientovana
Jordanova cesta. Potom

QtcQ, Q™ C Q.
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Podle tvrzeni (iii) z véty 2 existuje d > 0 takové, Ze pro kazdou trojici [t/,¢,¢"] € R x R x R
splnujici podminku

a<t <t<t"<B AN O0<t' -t <d
plati

Jestlize nyni polozime
o ::max{a,T—g}, G- ::min{ﬁ,T—i—g},

splituje ¢tverice [ar, Br, A, ¢] podminky (i)—(iv) dokazovaného lemmatu.

Véta 3. Existuje € € (0, %> s nasledujict vlastnosti. Pro kaZdou dvojici [, 8] € R x R, kde
0<pB—-—a<e,
existuje dvojice [A,c] € R x C, kde A > 0, |c| =1, takovd, Ze

(35) I'(t) +iuc € Q, I'(t) —iuc € Qoo
plati pro kaZdou dvojici [t,u] € («, 8) x (0,A) a Ze funkce

(36) z(t) =Re(@l'(t)), te(a,f),
(37) y(t) =Im(cl(t)),  te(ap),

magi tyto vliastnosti:

(i) funkce x roste v intervalu («, B),
(ii) pro kazdé t € («, ) plati

Dukaz: Uvazujme funkci
227t

e(t)=¢€"T, teR,
a pro kazdou dvojici [a, §] € R x R spliiujici a < 8 oznacme
e((o, B)) ={e(t) :a <t < g}, e({o, B)) =A{e(t) :a <t < G}
Pro libovolné 7 € R budeme uvazovat ¢tvefici [ar, -, A,¢] € RxRXxRx C zlemmatu 9. Potom
mnoziny
e((ar, Br)), kde 7 €eR,

tvori oteviené pokryti jednotkové kruznice. Na zdkladé Lebesqueova lemmatu potom existuje
€€ (0, %> takové, Ze kazdd mnoZina

e({a,B)), kde 0<pB-a<e,
je obsazena asponl v jednom €lenu tohoto pokryti. Necht dvojice o, ] € R x R spliiuje podminku
0<pB—-—a<e.

Potom existuje 7 € R takové, ze

e((a, B)) C e((ar, Br))-

Nasledné existuje k € Z takové, ze
(o + kT, B+ kT) C (ar, Br)-
Na zékladé lemmatu 9 pro kazdou dvojici [¢,u] € {(«, 8) x (0, A) plati
L(t+kT) + iuc € Q, L(t+ kT) — iuc € Qoo
funkce x roste v intervalu (« + kT, 5 + kT') a pro kazdé t € («, 8) plati

y(B + kT) — y(a + kT)
(B +kT) —x(a+ kT)
Na zékladé T-periodicity zobrazeni I' a funkci x,y dostavame dokazované tvrzeni.

y(t +kT) —y(a+ kT) —

(z(t + kT) — x(a + kT))| < A.
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Véta 4. Necht ¢ € (O, %> md stejng vyznam jako ve vété 8 a nechl [, 3] € R x R je dvojice
splriugict

0<pB—-—a<e.
Necht o je orientovand tusecka od T'(a) do T'(3). Potom kaZdd z cest

7:F|<o¢,ﬁ>’ 77:]-‘

(B,a+T)
je jednoduchy oblouk a plati
() ld=old.  zel\h,
(it) Aparg(¢—z)=2m—¢p,  z€[l]\[n],
kde cislo ¢ je jednoznacné uréeno podminkou
r(g) -
2 —_ .
(38) ¢ € (0,27) Narg (o) =2

Dukaz: Protoze 8 — a < T, je kazda z cest +,n jednoduchy oblouk. Uvazujme dvojici [A, ] €
R x C, kterd v této situaci existuje podle véty 3. Uvazujme dale funkce x,y definované pred-
pisy (36), (37), orientovanou tisecku

C@P) =T(a)),  telapb),

od I'(a) do T'(B) a zobrazeni

= i8¢ a) — y(6) ~y(a) z(t) — z(«a S «
0.5 = @) +ise (sa) =0 + LO=ID 00— a(@))) . sl € o) 0.1
Ziejmé A je spojité. Pro t € {«, () plati

H(t,0) = (1),
a protoze
['(t) = [e|T'(t) = cel(t) = c(x(t) +iy(t)),
plati jeste

T(0) — ofalt) + in(t) + cla(a) + iy(e) + A= AHI LD (3) — o(a)
—T(a) + m(x(t) —2(a)) = o*(b).

Déle pro kazdé s € (0,1) dostavame
H(a,s) =v(a),  H(B,5) =~(0),
a tedy zobrazeni
0,1y 35 — H(w,s), 0,1y 35 — (0, s)
jsou konstantni. Na zdkladé vlastnosti (ii) z véty 3 plati
{H(t,s) : [t,s] € {a, B) x (0,1)} C {T'(t) + iuc: [t,u] € (o, B) x (=A,A)}.
Necht nyni z € [I'] \ [7]. Z (35) plyne, Ze
{T'(t) +iuc: [t,u] € (o, B) x (A, A)} C C\ {z}.

Potom 47 zobrazuje mnozinu {«, 3) x (0,1) do oblasti C\ {z}, a tedy cesty v a ¢* jsou homotopické
vzhledem k C\ {z}. V dusledku Cauchyho véty plati

vz = o7z
V piikladé 2 je vidét, ze hodnota o[z] je invariantni vzhledem k volbé orientované usecky o od
I'(«) do I'(B), odkud ihned dostavame

2] = al2].
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Tim je vlastnost (i) dokdzana. Necht z € [T'] \ [n]. Potom
z=~(1), kde a<7<p.
Protoze funkce 7[-] je holomorfni, a tedy spojitd v C\ [n], plati
n[z] = lim 7[¢] = lim n[C].
¢—z ¢—z
z€Q
Ziejmé
YV +nll =@ vl =1¢,  ¢€C\[]
Protoze I' je kladn€é orientovanad Jordanova cesta, na zakladé tvrzeni 9 plati
I¢] =2 I(¢, 1) = 2mi, ¢ e

Protoze na zékladé vlastnosti (i) z véty 3 funkce x roste v intervalu (o, ), na zakladé vlastnosti (ii)
z véty 2 plati

V(B) — =
(@) ==z

kde éislo ¢ je jednoznaéné uréeno podminkou (38). Na zékladé vyse uvedenych tvrzeni dostavdme

72l =In +ip,

wa) =2 g
7(6)Z’+(2 #)

) = limn 5[] = limn (1) = 7(¢]) = 2i —7/[e] = In

odkud na zakladé (15) plyne, Ze
Ay arg(( —z) = Imnz] = 27 — ¢.

Tim je vlastnost (ii) dokézana.

17. Charakteristiky cesty T’

Definice 2. Bud  V =sup{[I(¢)|: t € R\ {dy : k € Z}}.
Je-li T' cesta s délkovym parametrem, plati V' =1 a ¢islo T vyjadiuje délku kiivky [I']. Déle

W
(39) ID(#) - T(t)] = /F’(s) ds| <VIt—t|, ¢ cR

t
Definice 3. Bud r funkce definované predpisem

r(s) =min{|T'(t) —T(t+s): 0 <t <T}, s€(0,2).
Protoze pro libovolné pevné s € R je funkce
t — |T(@) =T+ 9)]
T-periodické, plati
{IT®#)—T@t+9):0<t<T} = {|IT(¢)—T(t+s) :teR}
= L) —T#)]: [t =t = s;t,t' € R},

odkud plyne, ze
(40) r(s) =min{|T'(t) —T'(¢')|: |t — t'| = s;t,t € R}, s € (0,

NS

).
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Lemma 10. Funkce r je stejnomérné spojitd na <O, % a kladnd v (O, %>
Dtikaz: Uvazujme mnozinu
M={2€C:0<Rez<T, Oglngg}
a funkci
f(z) =|T'(Rez) —T'(Rez +1Imz), z € M.
Funkce f je spojitd na kompaktni mnoziné M, a tedy stejnomérné spojita na M. Ziejmé
r(s) = min{f(t+4s): 0 <t < T}, s€(0,2).

Necht s, s’ € <0, %> Potom pro ¢ € (0,7 plati

r(s) = ft+is) < f(t+is) = f(t +is") <wy(ls = 5)),

r(s') = f(t +is) < f(t+is') = f(t +is) <wp(]s = &),
odkud

r(s) —r(s') = max{r(s) — f(t+1is') : 0 <t <T} <wy(|s—5']),
r(s') —r(s) =max{r(s') — f(t+is) : 0 <t <T} <wy(|s—s']).
Tim je dokazano, ze
[r(s) —r(s")| <wg(|s — ), s,s' €0, ).
7 této nerovnosti a z tvrzeni 15 plyne, ze funkce r je stejnomérné spojita na <07 %> Protoze I je
Jordanova cesta, pro libovolna ¢,t’ € R plati
(41) O<|t—t|<T = T@)#T({).
Funkce r je nezéporné. Je-li r(s) = 0, potom na zdkladé (40) existuji ¢isla ¢,¢' € R takova, ze
Iri)y=T@) N [t—"t|=s,

odkud na zakladé (41) dostavéme, Ze s = 0. Tedy funkce r je kladnd v (0, 2).

Definice 4. Nechf ¢ € R a necht s; je libovolné feSeni tlohy
|(1 = $)I'(t) + sI/ ()] — min, s€(0,1).
Bud
Io(t) = (1 — sy (t) + s I (¢).

Cislo |T°(¢)| vyjadfuje vzdalenost tisecky o koncovych bodech I (t), I () od pocatku. Protoze (29)
zajistuje, Ze tato tseCka neprochdzi poc¢atkem, je |I'°(¢)| kladné (vice v pfiloze 11). Navic plati

(42) L) < [(1 =T () + L), s€(0,1),
odkud specialné dostavame

(43) P°(t)] < min{|T’(t)|, [T (1)[}-

Ziejmé

(44) T = |’ ()| = [T/ (t)], teR\{dp:keZ}

Lemma 11. Existuje kladné ¢islo
v =min{|T°(t)] : t € R}.
Diikaz: Uvazujme k € Z a t € (dy,dg41). Protoze I'(t) =TIV (t) =T"(t), plati |I°(t)| = |T"(t)|.
Navic na zékladé (43) plati
P°(de)| < |T(di)|,  IT°(disa)] < [T (dpsn)] -
Vidime, ze existuje ¢islo
v = min{|T°(t)| : dp <t < dgs1},
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a je zfejmé, Ze toto &islo je kladné. Na zakladé (28) a T-periodicity zobrazeni
Rot +— T°(®)
plati vgy, = vi. Potom
{v;:0<j<n—1}={v: keZ},
a tedy existuje
v* = min{vy : k € Z}.
Ziejmé v* > 0 a existuji ¢isla k € Z, 7 € (di, dr+1) takova, ze
v* = = |I°(1)].
Navic pro libovolné ¢ € R existuje jediné k € Z takové, ze t € (dy,dk+1), a tedy
|T° ()| > v > v™.

To znamend, ze v* = min{|T'°(¢)| : t € R}.

O
Definice 5. Bud () mnozina vSech kladnych éisel ¢, pro ktera existuje 6 € (0, %> takové, ze plati
(45) 0<s<d = r(s)>gs,
tj-

Q={¢>0:36€(0,%) splitujici (45)}.
Lemma 12. Plati (0,v*) C Q C (0,v%).
Dukaz: Uvazujme k € Z. Funkce
L' =Ty disr)
je stejnomérné spojitd na (dy, di4 1) - Na zdkladé (28) a T-periodicity zobrazeni I' plati w_, =w
odkud pro kazdé § € (0, +0c0) plyne, Ze
{erf( ):0<j<n—1} ={w, (9): k€ Z}.
Lze tedy definovat funkci
w(d) = max{wrk, () 1 k ez}, 0 € (0,+00).
Na zakladé tvrzeni 15 je funkce w neklesajici a plati

(46) léiﬁ)lw(é) =0.

Jako prvni dokdzeme inkluzi (0,v*) C @. Necht ¢ € (0,v*). Na zakladé (46) existuje

dg € (07 %> takové, ze

w(dp) <v* —q.
Polozme

0 := min {50,min{dj+1 —d;j:0<j<n-— 1}}

a uvazujme t,t’ € R spliiujic

0<t —t<é.
Existuje jediné k € Z takové, ze

t e (d/€7 dk+1> .
Je-li t > dy, potom di, <t <t <dgy1 a plati

(47) D) -T0) = [T ds =L@ -0+ [ - L) ds
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odkud na zakladé (43) plyne, Ze
t/
D) —T#) = T @ (' —t) —wt' - t)/ ds > (v —w(d))(t' —t) = q(t' —1).
t
Je-li t < dg, potom di_1 <t <dp <t <dps1 a plati

dy t
(48) T(t)—T(t) = / I'(s) ds + / I(s) ds
t dg

Il
/_/H
7 N

—

|

sy
IS
e
~_
e
—
S
B
+
B
43
QU
B
S—
—
—~

S

I

~

N—

-~
U
e

odkud na zdkladé (42) plyne, ze

dy. t’
IT(t) =Tt > [T°(di)| (' —t) —w(dr —t) | ds —w(t’ —dy) [ ds
[omrn]
> (v —w()){t —t) > q(t’ —1t).

Stejny vysledek lze analogicky odvodit pro ¢, € R spliiujici
0<t—t'<é¢
a plati trividlné v piipadé, Ze t = t’. Dohromady potom plati
t—t|<d — [DO-T@)|=qlt—t],

coz je na zékladé (40) ekvivalentni s (45), a tedy ¢ € Q.
Za ucelem diikazu inkluze @ C (0, v*) dokdZzeme ekvivalentni tvrzeni ve tvaru implikace

a¢(0,0") = q&Q.
Je-li ¢ <0, je ¢ € Q splnéno trividlné. Necht

*

q>v.

Dokéazeme, Ze plati
(49) @5e(&§>)(3mﬂek): t—t|<d A |T(@t)-T@) <qlt—1|,
coz je na zékladé (40) podminka ekvivalentni s podminkou ¢ ¢ Q. Existuje € > 0 takové, ze

v +e<q,
a na zdkladé (46) existuje d; > 0 takové, Ze

w(d1) <e.
Déle existuje t* € R takové, ze

T ()] = v,

a existuje jediné k € Z takové, ze
t* e <dk,dk+1) .

43
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Necht nyni ¢ € ((), %> Je-li t* > dj, polozime
¢ :=min{d, 61, dr1 — t*}, t=t*, =t +c.
Potom dj, < t <t < dj1, nadez z (47) a (44) plyne, ze

¢/

IT°(8)] (¢ — 1) + w(t! — t)/ ds

IN

(1) =T

IN

W +w(@@)) —t) < (v +e)(t' —t) < q(t' —t).
Je-li t* = dj,, polozime
C = min{é, (51, dk+1 — dk,dk — dk_l}, t:= dk — C(l — Sdk), tl = dk + CSd,, -

Potom dy,_1 <t < dp <t' <dpi1 ataké

t'—d t—d
(1 T tk> I (di) + 2= tk IV (dy) = (1 = sa,)I"(dx) + sa, I} (dr) = °(dk).

Z této identity a z (48) plyne, ze
t/

dj
|F°(dk)|(t’—t)+w(dk—t)/ ds—i—w(t’—dk)/ds

< (W4 w())(t —t) < (W +e)(t' —t) < qt' —1).

T@) —T(t)]

IN

Tim je dokdzéna platnost (49), a tedy dtikaz je zavrsen.
O

Véta 5. Ewistuji ¢isla ¢ >0, A € (0, L) takovd, Ze pro kazdé A € (0, 3> a pro viechna t,t’' € R
plati

(50) t-t|<A = It -TF)>qlt-1],
(51) A<Lt—t|<T = [Tt -T()]=>qA.

Duikaz: Na zdkladé lemmat 11 a 12 je mnozina Q) neprazdnd a jeji libovolny prvek je kladné ¢islo.
Uvazujme tedy libovolné ¢ € ). Potom existuje § € (0, %> spliiujici (45) a na zdkladé lemmatu 10
existuje kladné cislo

c=min{r(s): 6 <s< 1}

PoloZme

-~

A= min{é,g}.
Nechf nyni A € (0,A) a t,# € R. Potom z (45) a (40) plyne (50) a také
A<li—t]<5 = L) -TE)]>qlt—¢] > g,
S<lt—t|<y = [N -T()|>c> A=A

Posledni dvé implikace davaji (51).

Definice 6. Bud % = {[A,q] € (0, L) x (0, +00) : A, ¢ splituji (50), (51)}.
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Na zakladé véty 5 je mnozina .# neprazdna.

Lemma 13. Necht A € (0, %) Potom ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:
(i) [A, r(4) ] e,
(i) "2 =max{q € (0,+00):[A,q] € .4}.

Dukaz: Necht plati (i). Potom

(0,400) : [A,q] € A}
Uvazujeme-li navic ¢ € (0, +00) takové, ze [A, q] € A, a vezmeme-li v tvahu (40) a (51), obdrzime
r(A) =min{|T'(t) = T(#")|: |t —t'| = A;t,t’ € R} > ¢A,

COZ znamena, ze T(AA) > q, a tedy plati (ii). Dtikaz implikace (ii)=-(i) je trivilni.
O
Definice 7. Budte
_ t+1
)| —t) I
/ =) g / DI g 1 a]eRx (0,D),
. rwpF - J I -T@P
T RN
t— t+
( (s
B(t,A) / _ ML / | ds, (t,Al e Rx (0,T).
U (s) IC(s

Lemma 14. Nechtt € R.
(i) Je-li A€ (0,%), potom

s
V/r2 . ds
A
(1) Je-li [A,q] € 4, potom

2
%(t,A)quVAQ<Z—A2>, B(t,A) < 2V (T—A>.

Diikaz: Necht A € (0, 1). Ztejmé

t—A t+3 Z
t—s s—1t S
A) < _ _ =2
A, A<V /r2(t—s)ds+/r2(s—t)ds V/rz(s)ds7
\l:_g t+A A
t—A t+7%
ds ds
B(t,\) < _ _
A=V /r2(t—s)+/r2(s—t)
\(,g t+A

a tedy plati (i). Nechf [A,q] € .#. Na zakladé (i) a (51) dostdvame

T

2V i 1% T2
A) < —— = — 7—A2
o (t, )_q2A2/sds q2A2(4 ),
A

T

2V ] oV (T
< — -
,@(t,A)_qu2/ds q2A2<2 A>,
A

a tedy plati (ii).
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Definice 8. Bud

/(t,s): C—d]_g(t) s [t,S]ERX(O,%),

t,s

kde I}, = F‘<t+s,t—s+T)'
Lemma 15. Nechi e € (0, %> md stejny vyznam jako ve vété 3. Necht

A q] € A, teR, 0<s§min{A,%}.

F(ts) < 1/1n2K—|—47r2‘
q

Duikaz: Z pribéhu funkce z +— In?z plyne, Ze pro libovolné ¢ > 1 plati

Potom

1
(52) S<r<e = nfz<h’ec
c

Na zékladé (50) a (39) plati

g _ a5 _ L(t)—T(t—s) <E_Z
V Vs |[T{t)-T({t+s)|~ ¢ ¢’
coz mimo jiné znamena, ze { < %, odkud % > 1. Potom podle (52) plati
e [FO-T=9)| _ v
T'(t)—T(t+s) q

Na zdkladé vlastnosti (ii) z véty 4 plati
Ay, arg(¢ —T'(t)) < 2.
Vyuzijeme-li nyni (15) a T-periodicitu zobrazeni I", dostdvame

2| EO) =Tt =)
R O

odkud plyne dokazované nerovnost.

+ A% arg(¢ —I'(t)) < In? v + 472,
t,s q

d

Lemmata 14 a 15 ndm ukazuji, jak lze obecné postupovat pfi odhadovani funkci &/, %, 7,
zname-li nékteré dalsi charakteristiky cesty I'. V budoucim prikladé 5 ukdzeme mimo jiné pfimo
explicitni tvar funkci o/, Z v piipadé jednotkové kruznice.

Definice 9. Je-li [t,t'] € R x R takova dvojice, ze I'(t) # I'(t') a Ze existuje I'(¢), bud

I"(?)
Ot t)=Im ——>——.
(L0 =M 5~ 1)
Bud
¢r =max {1 — & :+T¢(s,t) ds:teR}.

Poznamka 2. Existuje-li spojitd prvni derivace I'V zobrazeni I', potom pro libovolné ¢ € R plati
t+T
J; T ®(s,t)ds =7, odkud

t
1
$r = 5

Existuje-li spojitd druhé derivace I'”” zobrazeni I', 1ze funkci ® spojité dodefinovat v libovolném

bodé [t',t'] € R x R prostfednictvim limity

F//(tl)
. n o
Jim, @(t,#) = Im o (1)’
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coz na zakladé T-periodicity funkce ® v obou proménnych znamena, ze existuje spojité rozsireni
této funkce definované v R x R, které budeme oznacovat stejnym symbolem, tj. ®. Podstatné je,
Ze v této situaci podle tvrzeni 11 automaticky plati

%i?g wg () =0,

kde

we(0) = sup{|®(t,t') — (7, 7")| : [t +it' — (7 +i7")| < 6; [t.¢],[r, 7] e Rx R}, &€ (0,+00).

V nasledujicim pfikladé ukazeme nékteré charakteristiky zavedené v tomto oddile, které se
vztahuji k cesté
(KR) L(t)=¢€",  te(0,2n),
jejimz obrazem je jednotkova kruznice a vnitikem je otevieny jednotkovy kruh.
Piiklad 5. Uvazujme cestu (KR). Zfejmé T = 27. ProtoZe pro libovolné ¢ € R plati
IT'(t)] = |ie™| =1,

jde o cestu s délkovym parametrem, a tedy V = 1. Pro kazdou dvojici [t, s] € R x (—m, 7) plati

IT(t) =T (t + s)| = | —

= |2sin (%)! = 2sin|‘2ﬂ.

Potom )
7’(3)=2sin§, se€(0,m).
Pro kazdé A € (0, 7) plati
0<s<A = r(o)=(2smg)s (Femd)s=

A r(A
A<s<m = 7r(s)>2sing = (A)A,

a tedy [A, %} € A, vezmeme-li v Gvahu (40). Pro kazdou dvojici [t, A] € R x (0, ) plati

— t+m 5
—1
/ d8+/ i / dS:ACOt%—Qh’I(SiH%),
2 sin 152 (2 sin 55+ sin® s
. 3
t—A d t+m d 5 d
%’(t,A):/ i 2—1—/ i 22/.5 :cot%.
(2smt23) (2 sin %t) sin” s
tom t+A a
Na zékladé (15) pro kazdou dvojici [t,s] € R x (0, 5) plati
/ts-!lnl—i—zAnsarg(C ING {—7r—3<7r
Protoze I (t) = ie' pro libovolné ¢t € R, na zdkladé poznadmky 2 plati
1
r=75-
Je-li t/ <t <t 4+ 2w, plati
T (t) et ie't
') —T() eft —eit’ ikt (eit;“ _ efit;‘/)
el T isinﬁ—kcos% 1 - tt—t’
= - = =—|i+co ,
2sin % 2sin ¢ 2t 2 2
odkud —_ )
Im 7( ) =

L(t)—T) 2
Na zakladé T-periodicity zobrazeni I' potom dostavame

(L, t") = t' e R xR.

= t
I



ITI. Integral Cauchyho typu

18. Vybér funkci definovanych na [I']

Obecné budeme na mnoziné [I'] uvazovat funkce spojité v Diniho smyslu. Zvlastni roli budou
ovsem hrat funkce lipschitzovské, které zavedeme prostiednictvim charakterizace z lemmatu 16.

Lemma 16. Pro funkci g : [I'] — C jsou tyto podminky ekvivalentni:
(53) (3 K>o) (v t,t’eR): 9(T(1) — T ()| < K [t — ],
(54) (36>0,K*>0) (vZ,we[r]); r—w| <8 = |g(z) - g(w)| < K* |z —wl|.

Dukaz: Necht plati (53). Uvazujme libovolnou dvojici [A,q] € #, zvolme libovolné § < gA

a polozme K* := %. Necht nyni z,w € [I'] jsou €isla spliiujici |z — w| < 4. Potom existuji ¢,#’ € R
takova, ze

! / T

z=T(t), w=T(t), |t—t|§§.

Protoze [I'(t) — I'(¢')| < ¢A, z (51) plyne, zZe |t — t'| < A. Potom na zdkladé (50) dostédvame
l9(2) = g(w)| < K|t = '] < K™ [z — w].

Necht plati (54). Polozme K := K*V. Necht nynit,t € R. Je-li [t — ¢'| < {7, potom na zdkladé (39)
plati

D) -TE) <V[t—t|<4,
a tedy
l9(T(#) —gT(t)| < K*|T(t) —T(¢)| < K[t —¢|.
Je-li |t —¢t'| > % (bez ijmy na obecnosti pfedpokladejme, ze t < t’), potom existuje pfirozené
éislo p a posloupnost {7'7} o takova, ze
t=mo<m <--<Tp="t,
1

Tj+1—Tj§V, 7=0,...,p—1,
nacez
p—1 _
lg(T(®) — g (E) <D 19T (7)) — 9(T(m341))| < K Z Tit1 — 1) = K|t —t].
=0 7=0

O

Definice 10. Funkce g : [I'] — C je lipschitzovskd, jestlize je splnéna néktera z podminek (53), (54).

Poznamka 3. Casto budeme vyuzivat skute¢nost, ze lipschitzovska funkce g : [['] — C je spojita
v Diniho smyslu. Skutecéné,

5
/wgs(s) dsS/K*ds:K*6<+oo.
0
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19. Hraniéni hodnoty integralu Cauchyho typu
Definice 11. Je-li g : [I'] — C spojita funkce, bud

¢ (9)(z) = ;m/gg(_c)zdg, zeC\ [

Existuje-li navic pro kazdé z € [I'] limita lim ¢(g)(w), bud
weS

¢(9)(z), z€,
¢ (9)(2) = lim €(g)(w),  z €I,
weS

Poznamka 4. Funkce (g) : C\ [I'] — C je holomorfni (viz str. 21) a funkce €~ (g) : QU['] — C
je spojitym rozsifenim holomorfniho elementu (€ (g),2). Je-li funkee g spojitd v Diniho smyslu,

potom integral
z

T

konverguje absolutné pro kazdé z € [I'], a tedy na zdkladé tvrzeni 13 plati

(55) @D =g+ [T g e
r

Nasledujici véta je stejné jako tvrzeni 1 prispévkem k Privalovové vété. Narozdil od tvrzeni 1
v8ak poskytuje vy¢islitelny odhad modulu spojitosti funkce €~ (g) oI pro lipschitzovskou funkci g.

Véta 6. Necht g, \, 3, A jsou cisla spliugict

~ Vv
2q
(57) 0<A<A.
Necht A(A), B(A), J(A) jsou éisla splivugict
(59) S(,A) S AD),  1eR,
(59) B(1,A) < BA), teR,
(60) F(t,s) < J(A), t,s] € R x (0,5).
Necht g : [I'] — C je funkce, pro kterou plati (53). Oznacéme
V2K
C1 = o
Tq

K 2 A
Co = — 27T+£ 2)\+Kln— +VAA)+J(A) ],
27 q q A

_ VK 2)A(A) +AB(A) A
@O =G A 00Ty
Potom pro libovolnd t,t' € R a § > 0 takovd, Ze
c2 A A~
— < 1 (Cl 1) - — —
(61) 0<|t t_5<m1n{e ,/\+1,2/\,A Ag

plati

6 (@)(T (1) ~ € (0)T ()] < i (gor(®) < 18T 5 + 26+ e5(6) 6%
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Dukaz: UvaZzujme takova t,t’ € R, Ze plati (61). Ozna¢me

Y1 = Dl je—tr], e M-t/ » Yo = Llqnje—t),e-Ae—e'j+1) (= Losjeeer))-
Potom
9(0) —g@®) .. [9(Q—-9gTF)) .. _
(62) F/CF(t)dC F/ (oI () d¢ =1 + I> + I3,
kde
B 9(¢) —g(C®) g(¢) — g )
h /< (T )
B oy 9(¢) — g(T ("))
I = (0() r(t)){ SIS TR
Is = (9(0(®) = g(T(¥))) 7 (t.Alt— V).

Ziejmé [A,q] € . Z (50) a (53) plyne

tHA|t—t|
v l9(T(s)) =g@T@)] , [9(T'(s)) = g(C )| AVEA /
'Ilﬁqt_klt/_t, (R e B k-
. 9T () ~ (T ()
= g3 "(s)].
PO = e e )
Potom
t— t=At—t t+A t+3
|| <VIt—1| 5+ L(s)ds + L(s)ds + L(s)ds | .
</§ t/A t+>\|t/—t/| t+/A )
Nejdfive s pomoci (50) a (53) dostavéame
t—)\/t—t’| 7A
L(s)ds + L(s)ds
t=A N~

IN

t=A|t—t'| t+A
K2 ( / l9@(s)) —g@TEN] 4oy / l9(T'(s)) — g(T'("))] ds)

q s =t |s — ¢ s —t|]s — ¢
t—A tHA|t—t|
t—A|t—t| N
<VK / ds n / ds 2VK | A 41 1
— =——|In—+In .
- ¢ t—s s—t q? A [t —¢|
t—A t+A|t—t|

Nésledné za piedpokladu A < [s —t| < L z (39), (51) a (61) plyne
F(t)—F(t’)) ( V|t—t’|)
Ps—Ft’zrs—Ft<1—| >|D(s)—T@)](1- >0,
() = L)) = [0(e) - T (1= Eo=F ) 2 0 - ol (1-
coz spolu s (53) umoziiuje ué¢init nasledujici odhad
T T
Lo s —KEoOGl____ AK st
D(s) =T@)" (1=K |t —¢) —2A[t =] |T(s) (1)

AK |s —t[|T"(s)] T N Ol
ANt 1] <|I‘(s)—F(t)|2 =t IT(s) —F(t)l2> '
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Na zékladé tohoto odhadu, (58) a (59) obdrzime

t-A t+%
AK(A(A) + |t — '] B(A))
<
L(s)ds + / L(s)ds < Ao =7
f_% t+A

Potom

| 12| <V|t_t|<2‘q/K (1 §+ln| ! )+AK<A(A)+tt/B(A))>

t—¢| A—2\[t—t|
2K 1
L S
q? [t —#|
2V A , VE(2MA(A)+ABA)) 0
+VK< T +AB ))|t—t|+ e

Z (53) a (60) plyne
T3] < KJ(A) [t —t].
Na zékladé (55), (62) a (53) plati

€ (9)(T (1) = € ()T ()]

< Lo (®) ~ o]+ 5 | [ HOEE D ac - [HOZaEED o
r

r

IN

Kt —t'|4+ — (|11| + || + [I3]) .
2T

Aplikujeme-li nyni odhady odvozené pro |I1], |2, |I3], dostavame

1€ ()T (1) — € ()T ()| S erlt —t'|In—— + ea|t — /| + st —t']) |t — '

1
|t — '] ’
a protoze funkce
c 1
(0 e<“§ 1>) Sx — cixln— + cox,
x

(O7 %) Sz — cz(2)r?
jsou rostouci, pro § splitujici (61) plati

1
W (g)or (0) < c10n 5 + ¢80 + c3(6) 62

Poznamka 5. Hodnoty ¢z, ¢3(d), a potazmo hodnoty celého odhadu
1
(63) c101n 5 + ¢o6 + c3(6) 62,

z vty 6, se snizuji, jestlize se snizuji hodnoty A(A), B(A), J(A). Mtze v8ak nastat situace, kdy
volba nizkych hodnot A(A), J(A) vyznamné omezi moznosti pfi volbé § splitujiciho (61).

Poznamka 6. Hodnota vyrazu 2\ + % In %, obsazeného v pfedpisu pro konstantu co, je mi-
nimalni pro

v

= %
Odhady vyrazi |I1] a |Iz] v dtikazu véty 6 jsou mimo jiné zaloZeny na implikaci (50), kterd pro
pevné A € (0, Z) poskytuje tim presnéjsi odhady hodnot |['(s) —L'(¢)[, |T'(s) — T'(#')], ¢im vetsi
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je ¢islo g spliujici [A, q) € A . Je-li [3, %} € M , 1ze na zékladé lemmatu 13 dosdhnout nejlepsich
odhadi volbou

r(
A
Jedna z cest, pro kterou lze takto docilit nejlepsich odhadt, je cesta (KR), jak je vidét z piikladu 5.

).

q:

Poznamka 7. Cisla g, \, 3, A lze povazovat za parametry ve vyrazu (63) (viz strukturu ¢, ca,
c3(9)). Spliwji-li tyto parametry podminky (56)-(61), potom vyraz (63) podle véty 6 pfedstavuje
odhad pro wg-(g)or(d). Pozndmka 6 nam dava navod, jak lze za jistych okolnosti na zdkladé
teoretickych poznatk stanovit parametry g, A\. Nasledujici procedura realizuje vhodnou volbu
zbyvajicich parametrt 3, A na zakladé experimentu.

V piiloze A je umistén vipis souboru oml.m zajistujiciho realizaci nasledujici procedury v pro-
stfedi MATLAB.

Procedura OML

Uéelem této procedury je pro zvolené § € (0, %) vyc¢islit co nejpiesnéjsi odhad modulu spojitosti
W~ (g)or (8) podle véty 6. Na zdkladé poznamky 6 se uvazuje vychozi situace popsand vztahy

(64) =BV _ VA
A 2 2r(A)

a korektnost procedury je podminéna splnénim nésledujicich pozadavk:

I. pro uvazovanou cestu I' jsou zndma ¢isla T, V' a explicitni predpis
I, funkce r, pro kterou musi platit [A, 7'(AA) | € .4, kdykoliv A € (0
I4 takové funkce A — A(A), pro kterou plati (58), kdykoliv A € (
Ip takové funkce A — B(A), pro kterou plati (59), kdykoliv A € (
I; takové funkce A — J(A) pro kterou plati (60), kdykoliv A € (0,

ool 01

0,%),
0, ),

MH

II. pro uvazovanou funkci g : [I'] — C je znamo &islo K z (53).

V procedufe resp. v jejim vykladu pouzijeme tato znaceni:

~ V2KA?
Cl(A) = =,
mr2(A)
(A A) = K VA (Ve VA, 24r(4) +VAA) +J(A) |,
2 r(A) \r(A)  r(A) VA
(B A6 = VK VAAQL) +r(A)AAB(A)7
27 r(A)A — VA

n oB,4) A A) o~
SAAS) = <mindelhm ) 288 ArA) 3 AL
VA+2r(A) VA

o(A,A,8) = c;(A)dIn % + (A, A)S + c3(A, A, 6)82,
M(8) = {[&,A] €(0,2)x (0,2): SA,A,0) holds},

kKT mT

JeliA e ( L), potom na zakladé (64) a I, plati (56). Je-li A € (0, L), potom na zékladé 1, I,
I, plati (58), (59), (60). Navic z (64) jesté plyne

aA)=c1, @A A) =c, (A A, 6) = c3(d),
S(A,A, ) < (61).
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To znamend, Ze (61), stejné jako (57), plati, kdykoliv [E,A] € M(6). Potom na zdkladé véty 6
dostavame
we— (gror () < o(A,A0),  [A,A] € M(9),

a vidime, ze kazdy prvek mnoziny
(65) {o(& A6): A A e M(a)}
piedstavuje odhad pro we - (g)or (6) podle véty 6.

Krok 1: vstup 6, K,
Krok 2: poloz p:= 500, O := 1000,
Krok 3: pro k:=2,...,p proved
. > A .— kT
3.1: poloz A := Ty
3.2: prom:=1,...,k—1 proved

. > . mT
3.2.1: poloz A := Tg—p,

3.2.2: plati-li S(ﬁ, A,0), poloz O :=min {O,o(ﬁ, A, 6)},
Krok 4: vystup O.
Je-li mnozina M (§)NG(p) nepréazdné, potom vystupni idaj O predstavuje minimalni prvek kone¢né
podmnoziny
(66) {o(& A,6): [A,A] € M(5)N G(p)}
mnoziny (65). Je-li mnozina M (§) N G(p) prazdné, potom hodnota vystupniho tudaje O je 1000,

pricemz tato hodnota nema z hlediska zamysleného Gcelu procedury zadny vyznam. Tim je vlastné
dokéazana nasledujici véta, kterou je tfeba chapat jako prakticky disledek véty 6.

Véta 7. Necht g : [I'] — C je funkce, pro kterou plati (53). Necht § € (0,%) a OML(S, K) je
vystupni udaj korektné pouzité procedury OML. Je-li OML(4, K) < 1000, potom pro libovolnd
t,t' € R takovd, Ze
0<|t—1t]<5é,
plati
|€7 (9)(T(t)) — € (9)(T ()] < weg-(g)or (6) < OML(J, K).

Priklad 6. Pro vybrana § € (0, 2) vyéislime OML(6, K) v piipadé cesty (KR) a libovolné funkce
g : [I'l = C, pro kterou plati (53) s K = 1 (pozadavek II). Na zakladé piikladu 5 znadme T, V,
vime, Ze je splnén pozadavek I, a polozime

0,m)2A +— A(A):= Acot% - 21nsin%,

(0,m) > A +—— B(A) ::cot%7
0,m)5A +— J(A):=m.

Potom jsou splnény také pozadavky 14, Ip, I; a mizeme pfistoupit k aplikaci procedury OML :

§ | OML(s,1)
£ 1 0.88414176
T

L 1 0.45235452

L 1 0.30824116
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Véta 8. Necht g : [I'] — R je funkce spojitd v Diniho smyslu. Potom pro libovolnd t,t' € R plati

t+T
Re® (9)(T(1) ~ R (g)(T()) = (9(T(1)) ~ o(T(¥))) (1—; / @(s,wds)

™

|Re @ (9)(T(t)) —Re @ (g)(T(t)] < ¢rlg(T(t)) —g(T(t))]
t'+T

TN / 19(T(s)) — g(T(¥))] ds.

Dukaz: Nechf ¢,t € R. ProtoZe

4(0) — 9(T (1) 9(0) — 9(T(t"))
/ 0 dc‘/ rey ©
N

_ (9 —g(@ (t)) 9(Q) +9(T'()) N / P 1
- / 0 d“r/(g(o ) (=1~ =)
, v IV(s)ds
= ) -9 0) [ 5oV
t'+T
+ / (Q(F(S)) _Q(F(t/))) (F(sl;isi—\(t) - I( )F(I)w(t/)) ds
dostavame
Im/ dC—Im/
t+T t'+T
= (9(C(¥)) —9(T'(1))) / D(s,t)ds + / (9(T(s)) — g(T(¢)))(D(s,1) — B(s,1))d

Potom na zakladé (55) plati
Re@™ (9)(T'(t)) — Re ™ (9)(T'(¥'))
_ g0 — g(T(#) + ilm/g(C) —9(T'(¥) - ilm/g(C) —g9(T'(¥)) dc

27 (—=z 27 (—=z
r r

t+T
(9(T(t)) — g(T (1)) (1 - % / B(s,t) ds)

+ 5 / (9(T()) — g (")) (2(s,t) — (s, ")) ds.

Nasledny odhad je trividlnim diisledkem této rovnosti.
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Dusledek 1. UvaZujme cestu (KR). Necht g : [I'] — R je funkce spojitd v Diniho smyslu. Potom
pro libovolnd t,t' € R plati

Rﬁf—@ﬂfﬁh-—Re%‘@XF@U)=%(mf@»-—mFUUD~

Dukaz: Staci si uvédomit, Ze
t+T
1
(s, t)ds =, o(t,t') = 3
t

pro libovolna ¢, ¢ € R (viz piiklad 5), a uplatnit tyto identity v rovnosti z véty 8. O
20. Po castech linearni funkce
Definice 12. Funkce L : C — C je linedrnt, jestlize existuje konstanta c € C takova, ze plati
L(w) — L(2) = c(w — 2), z,w € C.

Je-li funkce L : C — C linearni, potom pro cestu v zacinajici v bodé a € C a koncici v bodé
b € C plati

(67) /éfldg:/”mg_L@ﬂm+Lgx/

%Z:um—u@+L@ﬂ4 z€C\hl,

(-2 ¢

a je-li a # b, potom

b—z z—a
= L

b—a (a)+b—a

Definice 13. Necht v je cesta. Funkce I : [y] — C je linedrni na [7], jestlize existuje linedrni
funkce L : C — C takova, Ze

(68) L(2)

L(b), z e C.

b=Llpy

Definice 14. Necht m € N, m > 2. Posloupnost P = {T; ;”;01 je rozklad cesty I, jestlize existuje
posloupnost {t;}7", takovd, ze

to<- - <tm=to+T
a 7e pro kazdé j € {0,...,m — 1} plati

Body

jsou wuzly rozkladu P a ¢islo
v(P) =max{tjy1 —t;: 0<j<m—1}
je norma rozkladu P.

Poznamka 8. Posloupnost {t; };”:_01 rozsifime do souboru {t : k € Z} tak, ze pro kazdé k € Z
polozime tj :=t; + pT, kdykoli j € {0,...,m —1} ap € Z spliuje pm =k — j. Potom plati
tk+m:tk+T, kEZ
Kazdou posloupnost {Oj};.’;j)l jinych objektt (zejména pak posloupnosti {I}};”:f)l a {z; ;":701)
rozsifime do souboru {Oy : k € Z} tak, Ze pro kazdé k € Z polozime Oy := O;, kdykoli

j€{0,...,m—1} ak —j je délitelné m. Potom plati
Ok+m = Ok7 keZ.

Z definice rozkladu vyplyva, ze I je jednoduchy oblouk od z; do z;11 a Ze plati

m—1
(69) V I =T.
Jj=0
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Definice 15. Necht P = {1“]};”:_01 je rozklad cesty I'. Funkce [ : [I'] — C je po édstech linedrni
na [['] vzhledem k rozkladu P, jestlize pro kazdé j € {0,...,m — 1} je funkce I|[p linearni na [[}].
Bud .%,,(P) mnozina v8ech funkci [ : [I'] — C, které jsou po ¢astech linedrni na [I'] vzhledem
k rozkladu P. Pro funkci g : [['] — C bud gp takova funkce z mnoziny .%,,(P), pro kterou plati

gp(z) =9(%),  j=0,....m—1.

V nésledujicim textu budeme uvazovat libovolny rozklad P = {T; ?@:701 cesty I'.
Je-lil € Z,,(P), existuje pro kazdé j € {0,...,m — 1} linearni funkce L; : C — C s vlastnosti

(70) Ljlg) = U
a na zakladé (68) plati
(71) Li(z)= 2210y + 275 (z41), zeC.

G+ =2 Z = %
Definice 16. Necht | € %,,(P). Posloupnost {Lj};."gol je generujici posloupnost pro funkci I,
jestlize pro kazdé j € {0,...,m — 1} je L; : C — C linearni funkce s vlastnosti (70).
Poznamka 9. Necht k € Z. Na zakladé poznadmky 8 lze rozklad P = {E};":_Ol vyjadrit ve
tvaru {T} }fi}f_f nebo {T; }fi}:”*l atd. Podobné lze vyjadrit generujici posloupnost {L; };'1;01 pro
funkci l € Z,,(P) ve tvaru {L; f:;”:lz nebo {L; ?:,2”71 atd. Bude-li potfeba, budeme tyto tvary

v nasledujicim textu pouzivat zcela automaticky.

Lemma 17. Funkce l € £, (P) je spojitd v Diniho smyslu a pro

KoV max |Gt = Uz) (: V mas | LGr+1) = 1) )
0<j<m—1 Zi+1 — Zj kEZ Zk4+1 — Rk
plati
[L(T(t) —UTE)| < K|t —t], t,t' €R.

Dukaz: Nechf ¢,t € R. Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze ¢ < t'. Potom
t e (t,tj+1), t' e (ty, trg1)
pro néjaka j, k € Z, kde j < k. Je-li 7 =k, potom
te <t <t <tpgy
a na zdkladé (70) a (71) plati

(D) - IT() = Lu(T(0) - LT = L) =12
odkud za pomoci (39) dostavame
U(T(@) —UTE) < K —1).
Je-li j < k, potom
tp <t <tj1 <t <t' <tpp
a na zékladé predchoziho piipadu (j = k) dostavame
LT (8) = LT EN] < [UIT() = LT (E+)| + [UT(Ej2) = LT (Ej42))] + -+
o U (te-1)) — UT ()] A+ 1T (t) — LT ()]
< K ([t = tjal + 141 — tie + -+ [teor — el + [t — ) = K(¢' — 1),

Spojitost funkce ! v Diniho smyslu nyni plyne z poznamky 3.
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21. Integral Cauchyho typu o po ¢astech linearni hustoté

Definice 17. Funkci €(1), kde | € %£,,(P), nazveme integral Cauchyho typu o po ddstech linedrni
hustote.

Lemma 18. Nechtl € Z,,(P) a necht {L; };ﬁ:ol je generujici posloupnost pro funkci l. Potom

(=) = 5= ) L)L, z2eC\[T.

_ ! 06w .1 L;i(¢)
C0E = g 2 /C—zd<_2m' 2 /gj_de
J_OE J_OE
m—1
=0
1 ’rJn—l 1 m—1 1 m—1

= 5= (l(z]+1) —l(Zj)> +to . Li(z)T[z] = 5 Z L;(2)L 2]

j=0 j=0 =0

Informace z lemmatu 18 bude pouzita mimo jiné k dikazu budoucich dulezitych vét 12 a 14-17.
Lze ji ovSem vyuzit také k diikazu nésledujicitho lemmatu.

Lemma 19. Je-lil € %, (P), plati

1 1(¢) —I(=
(55) E(D)(2) =1(z) + Py / (CC)—Z() d¢, z € [I].
r
Poznamka 10. Podle lemmatu 17 je funkce [ € %, (P) spojitd v Diniho smyslu, a tedy (55)
okamzité plyne z poznamky 4. Lemma 18 nam vSak umoznuje provést ditkkaz nezavisle na obecném
tvrzeni 13, na kterém je poznamka 4 postavena. Dtkaz, ktery nyni ukdzeme, lze tedy pojmout
jako cviceni.

Dukaz: V tpravach pouzijeme (67), (68), (69) a také tvrzeni 9, na zakladé kterého I'lw] = 27
pro w € Q. Necht {L; ;-”:_01 je generujici posloupnost pro funkei ! € %, (P) a necht k € Z. Je-li
z € [L]\ {#k, 2k+1}, potom

/Z(C)fl(z) a“ - /Lk«)ka(z) d<+’“+z”“1/Lj<<>Lk<z> ac

r (= B B j=kH+1 1, ¢—*
k+m—1
= Li(ae) = Lu(a) + Y (Ls(i41) = Lilz) + L)L 2] — Lu(2)E[2))
j=k+1
k4+m—1 k4+m—1
= Y (Lilz) — L) + Y (Li(2) — Li(2))T 2]
i=k j=k+1
k+m—1 k+m—1
= Y () =)+ > (Li(2) = Li(2)G 2]
Jj=k j=k+1
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nacez na zakladé lemmatu 18 dostavame

(=) =

k+m—1 1 ) ktm—1
ilg]% 2 Z Lj(w)Lw] = %HI}LHZ Li,(w)L, [w] + 5 Z L;(2)T[2]
v i=k weQ i
1 k+m—1 1 k+m—1
TmLk(Z)J)IHSZ (F[w] — Z E[w]) + 5 Z i(2)L[2]
j=k+1 —k+1
1 k+m—1 k4+m—1
Lz =g 2 DL+ 57 3 Lyl
j=k+1 j=k+1
1 k+m—1 1 ; L
j=k+1

Je-li z = 2, potom

/Z(O_l(zk)d B / Li—1(¢) — Li—1(2x) /Lk(O_Lk(Zk)
26 7 ¢ = dc+ [ &L= SRk g

¢ — 2

r

C— 2z C— 2k
PR k
e L;j(¢) — Li(2x)
+ d¢
= Lg-1(2k) = Lr—1(2k-1) + Lr(2k41) — Li(21)
k4+m—2
+ Z (Lj(2j+1) — Lj(zj) + Lj (=)L 2x]) — Lk(zk)E‘[zk])
j=k+1
k+m—1 k+m—2
= Y (Lilzi41) — L) + Y (Li(z) — Li(2x))T 2]
=k j=k+1
k+m—1 k+m—2
= > ) =)+ Y (Ly(2k) — Li(zr))T 2]
g=k j=k+1
k+m—2
= Y (L(ar) = Li(z))E ),
j=k+1

naceZ na zakladé lemmatu 18 dostavame

T () (zk) =

k+m—2

1
Jim o S L)l
weN j=k—1
1 1 k+m—2
57 i, (Lie—1 (W)L [w] + L (w)Lw]) + 5— > L)L [z4]
m we ¥ g j=k+1
k+m—2 1 k+m—2
g el Jim (Tl = 30 Bful) + 55 3 LDl
j=k+1 =
1 k+m—2 1 k+m—2
Li(z) = 5— > Li(z1)L (o] + 5 — > Li(z)h 2]
j=k+1 Jj=k+1
1R L[~ Uz)
o)+ 5 D0 (Lslen) = LDl = o) + 5 [ S ac.
j=k+1 7 k

Tim je dikaz zakoncen.

58
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22. Konvergence

V tomto oddile stanovime mnozinu funkei g : [I'] — C takovych, Ze funkci ¥~ (g) lze na
mnoziné U [T'] stejnomérné aproximovat funkcemi ¢~ (1), kde I € %, (P),
Budeme uvazovat libovolné p € (0,1).

Definice 18. Bud & mnozina vSech rozkladt P cesty I' spliiujicich podminku
tj+1_thMV(P)a jZO,,m—].

Je-li g : [I'] — C funkce spojitd v Diniho smyslu a je-li [A,¢q] € .#, potom budte A, B funkce

definované pro 7 € (0, +00) piedpisy

v
AlT) = wgor (5) + 5 Zwger (7),
B(T):E /wgoF(S) ds+vwgop(r)+2A(T)<lnA+T—1)
q s qu T

Lemma 20. Necht g : [I'] — C je funkce spojitd v Diniho smyslu. Necht
[A,q) € A, Pe2, v(P) < A.
Potom pro kazdé z € [T'] plati

(72) (g = 9p)(2)] < A(v(P)),
(73) / (g - gP)(Cz‘ : ig - 973)(2) dC < B(I/(P))
r

Dukaz: Na zdkladé (50) pro kazdé j € {0,...,m — 1} plati

gr(zi+1) = gr(z) | _ IQ(F(%‘H)) - g(r(tj))‘ < Woor(tj+1 —1j) _ weor (V(P))

Zj41 — %) L (tj+1) —T(t)) a(tjr1—t;) — qw(P) ’
odkud
V. omax |9PGi+1) — 9p(2) < YWgor (V(P))’
0<j<m—1 Zjt1 — % quv(P)
a tedy na zakladé lemmatu 17 plati
Vwgor (V(P)) / ’
74 gp(T @) —gp(T ()| < —L—L2 |t —t'], t,t' € R.
(74) lgp(L'(1)) T@))l 2 (P) It — ']
Necht nyni z € [I']. Existuje jediné t € (to, t,,) takové, ze z = I'(t) a existuje jediné
j€{0,...,m — 1} takové, ze t € (t;,t;4+1). Bez Gjmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze t neni ve
vétsi vzdéalenosti od t; nez od ¢;41, neboli
tig1—t
t—t; <2
7= 2
Potom na zékladé (74) plati
(g =9r)(2)| = lg(T () = g(T'(t;)) + gp(L(t;)) — gr(L'(?))]
< [g(T'(1)) — 9T ;) + lgp(L(¢5)) — gp(L(2))]
Vwgor (v(P)) v(P)y . Vwgor (V(P))
< woor(t — 1) + —L 22 (t — t;) < Wyor 4+ ————= = A(v(P)).
por(t = 1y) + =2 (1) < e (M) + L ((P))

Tim je dokdzéna nerovnost (72). Oznac¢me

Loy - Ko=) = G )OO oy
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Potom plati

t+Z
(9—97r)() — (9 —9r)(2)
(75) acl < [ L(s)ds.
[P
Déle na zdkladé (50) a (74) plati
t+v(P) t+v(P)
Moo < ¥ [ BT s ) Zor T,
q s—t
v t+v(P) ( ) v v(P) t4+v(P)
wgor (s — wgor (V
] / st BT TP / as
v [ v
= 0/ Tds—l— @wgop(u(P)) )
na zékladé (50) a (72) plati
7A Leas <V 7A (6= gn) (T + llg = 92 )CED] 2V 4o A
T q s—1 T q V(P)
H(P) HH(P)
a na zdkladé (51) a (72) plati
e v oV T
+/A L(s)ds < "AH/A (Itg = 9m) T (] + ltg = 9)CO) ) ds < 2L AwP) (5 - A).

Tim je dokézano, ze
t+%
/ L(s)ds < LB((P)).
t

Analogicky 1ze dokazat, Ze fft_l L(s)ds < $B(v(P)), a tedy na zékladé (75) plati (73).
’ 2

Lemma 21. Necht funkce g je spojitd v Dintho smyslu. Potom plati

(i) liml%)nfwg(s) Inl=o,
(ii) li{%f%(s)ds=0.
7109

Dukaz: Je-li liminfowy(s) ln% > 0, potom pro vSechna dostatecné maléd kladna cisla s, e plati

wy(s) €
s Z slné

a nasledné z divergence integralu f(;s .7 ds pro libovolné § > 0 plyne divergence
integralu f06 ngLs) ds, coz je spor se spojitosti funkce g v Diniho smyslu. Tim je dokdzéana vlast-
nost (i). Diikaz vlastnosti (ii) je trividlni.

O
Véta 9. Necht g : [I'] — C je funkce spojitd v Diniho smyslu a spliiugici
(76) limsupwg(s)Int =0.

s|0

Potom lim € (gp)(z) =€ (9)(z) stejnomérné vzhledem k z € QU T].

v(P)10
rez
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Dukaz: Pro libovolny rozklad P cesty I' na zdkladé (55) plati

‘57(9)(2)—‘@“(973)(2):(g_gp)(z)_k%m_/(9—979)(()—(9—979)(2)

(—=z
r
Je-li tedy [A,q] € #, P e P av(P) <A, potom na zdkladé lemmatu 20 dostdvame

6 (0)(2) € (9p)(2)] < AW(P)) + 5-

pro z € [I'] a na zakladé principu maxima pro holomorfni funkce plati totéz dokonce pro z € QU[I'].
Nyni staci dokazat, ze

¢, z € [T].

B(v(P))

lriﬁ)l (A(T) + 5=B(1)) = 0.

Protoze funkce g o I' je stejnomérné spojitd, na zakladé tvrzeni 15 plati lim, | owgor (7) = 0.
Potom také

171%1 A(T) =0.
Protoze
wgor (T) < wg(VT), 7 €(0,400),

na zakladé lemmatu 21 dostavame

lj?gwgor(T) Ini< lTi?gwg(VT) Ini= E%wQ(VT) (InV+Ins) = E%WQ(VT) In ¢ =0,

T o T V T
lim/ mdsglim/ Mds:lim/ ©al8) 45—,
710 Jo S 710 Jo S 710 Jo S

7 ptredchozich limitnich vztaht plyne, ze také

hm L B 7)=20
710 2m ( ) ’
éimi je dﬁkaz zavrsen.

O

Véta 9 iiké, Ze prostiednictvim funkci €~ (1), kde | € £, (P), lze na mnoziné Q U [I'] stej-
nomérné aproximovat libovolnou funkeci, kterou lze vyjadiit ve tvaru € (g), kde g : '] — C
je funkce spojitd v Diniho smyslu a spliiujici (76). Poznamenejme, Ze mnoZina vSech takovych
funkei g obsahuje funkce splitujici Holderovu podminku s exponentem «, kde 0 < o < 1, a tedy
véta 9 predstavuje zobecnéni vysledku z [38, str. 450-452].

23. Holomorfni rozsifeni

Jestlize funkce | € %, (P) je linedrni na [I'], potom existuje linedrni funkce L : C — C
s vlastnosti | = L|r}, na zdkladé (67) a tvrzeni 9 plati

(77) wm=%/

L) 1

d = —_— F = L 5 E Q,

A= L@ = 2,

a tedy holomorfni element (%¢(1),2) ma holomorfni rozsifeni L definované v C. V budoucim lem-
matu 25 doplnime tuto informaci o opa¢nou implikaci — existuje-li holomorfni rozsifeni holo-
morfniho elementu (¢(1),2) definované v C, potom [ je linedrni na [I']. K jejimu dikazu vedou
nasledujici pomocna lemmata.

Lemma 22. Necht w € C\ Q, a € Q a pro kaZdé z € Q je vy, cesta zacinajici v bodé a, koncici
v bodé z a lezici v Q. Potom funkce

N3z — 7w

je holomorfni a plati

(78) —.[w] = , z € Q.

dz z—w
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Poznamka 11. Za piedpokladl z lemmatu 22 existuje ke kazdému z € Q) jediné komplexni ¢islo
v.|w] nezdvislé na vybéru cesty v, s popsanymi vlastnostmi. Je-li totiz v jind cesta zalinajici
v bodé a, koncici v bodé& z a lezici v Q, potom ~, V (=) je uzaviend cesta lezici v neprazdné
jednoduse souvislé oblasti §2, a tedy v dusledku tvrzeni 11 a Cauchyho véty plati

Yalo] = lw] = (7. v (+9) ) [u] = 0.
Dukaz: Necht z € Q. Existuje r > 0 tak, ze
K:={(eC:|¢(—z<r}cC.

Pro libovolné ¢ € C spliujici
0<|e| <r
uvazujme cestu
o(t) ==z +tc, te(0,1).
Potom 7, V o V (*7,4.) je uzaviend cesta lezici v neprazdné jednoduse souvislé oblasti 2, a tedy

el + ofw] = varelw] = (72 VoV (70 ] = 0

v dtsledku tvrzeni 11 a Cauchyho véty. Dale

1
1 1 ds
2 (vl =aful) = Zotol = [ P
0
Protoze funkce ¢ — (_ﬁ je stejnomérné spojita v K, plati
1 1
im =
c—0z+ sc—w Z—w
stejnomérné vzhledem k s € (0, 1), odkud
1 1
. ds / ds 1
lim = = ,
c—0 ) z+sc—w Z—w Z—w
0 0
COZ znamena, ze
d ] 1
—.|w
dz s z—w

O

Lemma 23. Necht a € Q2 a necht pro kaZdé z € Q je vy, cesta zacinajici v bodé a, koncici v bodé z
a leZici v Q). Necht j € Z. Potom

Glzl = Gla] +7:z[zj41] = :lz), ze
Dikaz: Na zakladé lemmatu 22 je funkce
f(z) =Lzl = Lla] — v2lzj41] + 722, z €,
holomorfni a na zdkladé (14) a (78) plati

d
£@) = (Bl - wlznl +w:l2]) =0, zeq.
Funkce f je tedy konstantni, coz znamena, ze

f(z) = f(a), z € .
Protoze v, je uzaviena cesta lezici v neprazdné jednoduse souvislé oblasti 2, v dtsledku tvrzeni 11
a Cauchyho véty dostavame
Yalzj+1] = 0 = 7a[2],
odkud f(a) = 0. Potom f je nulové funkce, coZ mé za nasledek dokazovanou identitu.
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Uvazujme nyni pevné zvoleny bod a € €, libovolné j € Z a cestu v, zacinajici v bodé a,
konéici v bodé z a lezici v C\ {zj,2j4+1}. Ozna¢me (F, D) holomorfni element, ktery je vysled-
kem analytického pokracovani holomorfniho elementu (T}[-],2) podél cesty 7.. Potom na zakladé
lemmatu 23 plati

F(2) =T[a] + 'VZ[Zijl} - PYZ[ZJ']'

Priklad 7. Nechf j € Z. Protoze z; € 02, mizeme zvolit bod a € § tak blizko bodu z;, aby
body zj_1 a zj41,...,2j+m—2 lezely ve vnéjsku kladné orientované kruznice v, o stfedu z;, ktera
zacind a konci v bodé a. Potom

Yalzj-1] =0, 7alz;] = 2mi,
Yalzk] = 0, k=j+1,...,5+m—2.
Nasledujici schéma popisuje nékteré vysledky analytického pokracovani podél cesty v,:
(L[l —— (L[] +27i,9),
[1,9) —*— (G[] - 2m,Q),
@[, Q) —— G[,Q), k=j+1,...,j+m—2.

Lemma 24. Necht j € Z, a € Q a vy, je kladné orientovand kruznice o stfedu z;, kterd zacind
a konéi v bodé a a jejiz vnéjsek obsahuje body zj_1 a zji1,...,2j+m—2. Necht l € £, (P) a necht
{Li}7! je generujici posloupnost pro funkcil. Potom holomorfni element (¢'(1) + L;_1 — L;, )
je vysledek analytického pokracovdni holomorfniho elementu (€ (1),QY) podél cesty va, t.

(€(1),Q) —=— (G(1)+ Lj—1 — L;, Q).

Dukaz: Na zdkladé lemmatu 18 pro kazdé z € C\ [I'] plati

j+m—2
F)(E) = 5o (L (T + L) + 5 > Le2)RIEL
k=j+1

nacez staci aplikovat vysledky z prikladu 7.

Lemma 25. Nechtl € £, (P). Potom ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:

(i) existuje holomorfni rozsiteni holomorfniho elementu (¢(1),Q) definované v C,
(i1) funkcel je linedrni na [T].

Dukaz: Necht plati (i) a necht {Lj};.":j)l je generujici posloupnost pro funkei [. Potom vysledek
analytického pokracovani holomorfniho elementu (¢'(1), Q) podél cesty ~, popsané v lemmatu 24
splyva s (€'(1),2), a tedy na zdkladé lemmatu 24 pro kazdé j € Z plati

L;_1(2) = Lj(2), z €,
odkud na zdkladé véty o jednoznacnosti dostdvdme L;_; = L;. Zfejmé tedy
Lo=Li=-=1Ly 1.
Potom pro kazdé j € {0,...,m — 1} plati
iy = Lilgy = Lol
odkud na zdkladé (69) plyne, ze [ = L0|m
(i)=(ii). Na zacatku tohoto oddilu jsme ukazali, Ze plati také opa¢nd implikace.

, a tedy [ je linedrni na [I']. Tim je dokézana implikace

O

Nyni zkonstruujeme maximélni oblast S C C takovou, Ze pro libovolnou funkci I € %4, (P)
existuje holomorfni rozsifeni holomorfniho elementu (€ (1), ) definované v S. Podle Riemannovy
véty existuje konformni zobrazeni s, které zobrazuje oblast Q. U {o0} na oblast

{weC:|w|>1}U {0}
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a pro které plati »(co) = co. Podle Carathéodoryho véty existuje rozsifeni ¢ zobrazeni s, které
zobrazuje homeomorfné mnozinu [I'| U Q4 U {00} na mnozinu

{weC:|w| > 1} U{oo}.

Ozna¢me %~ inverzni homeomorfismus k homeomorfismu .2 a pro kazdé j € {0,...,m — 1}
polozme

w; = JH(2;),
p;(t) == (tw,), te(1,+00),
Potom |w;| =1 a p; je spojité zobrazeni s vlastnostmi
i) pi(1) =z,

() 1<t <t’<too = p(t) £ps(t"),

(i) lim p;(t) = oo,

(iv) t>1 = p;t) € Qe.
Definice 19. Pro kazdé j € {0,...,m — 1} budte

[pj] ={pj(t) : 1<t <+oc},  R; =C\[p].
Mnoziny [pol, ..., [Pm—1] jsou disjunktni a predstavuji vyfezy z Gaussovy roviny. Pfitom vyfez [p;]
spojuje uzel z; s komplexnim nekone¢nem oo a s vyjimkou uzlu z; lezi v mnoziné C\ (Q U [T']).
Mnozina R; je oblast, a to jednoduse souvisld, nebot jeji hranici je souvisld mnozina [p;]. S po-
moci (i) a (iv) dostavame, Ze
QCR; CC\{z}.
Potom podle tvrzeni 7 existuje spojita funkce A; : R; — R s vlastnosti
Aj(w) € arg(w — zj), w € R;.
Véta 10. Necht j € Z. Ezistuje okoli N; bodu z; takové, Ze funkce A; je omezend na mnoziné
N; N R,.
Dukaz: Podle véty 3 existuji ¢isla A € R a ¢ € C takova, ze
A >0, le] =1, {zj +iuc: 0 <u <A} C
Potom pro w = z; + iAc dostavame
{I-t)zj+tw:0<t <1} ={z; +iuc: 0 <u <A} CR;,

nacez staci aplikovat vétu 1.

Dusledek 2. Necht j € Z. Potom
lim (z — z;)A;(z) = 0.

Z—)Zj

zER;

Pozdéji uvidime, ze dtsledek 2 je zakladnim pilifem korektniho odvozeni vyéislitelnych vyrazt pro
hraniéni hodnoty €~ (1)(z;), jejichz dostupnost je nezbytna pro algoritmickou realizaci komplexni
metody hraniénich prvki.

m—1
Definice 20. Bud S = () R;.
j=0
Mnozina S je oblast, a to jednoduse souvisld, nebot jeji hranici v C U {oo} je souvisld mnozina
-1
{o0} U ("_bo [pj]). Dale plati
j=
QCS,

m—1

QU[F] C ﬁ (RJU[FDZ ﬂ (R]‘U{Zj}):SU{ZQ,...,Zm_l}.
=0 =0
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Uvazujme pevné zvoleny bod a € Q a pro kazdé j € {0,...,m — 1} zavedme funkci
$;(z) =In % +i(A;(2) — Aj(a)),  z€R;.
g

Funkce ®; je holomorfni v oblasti R;, protoZe pro kazdou cestu <y, zacinajici v bodé a, koncici
v bodé z a lezici v R; na zékladé (15) a tvrzeni 14 plati

(79) ®;(2) = =z
Véta 11. Necht a € Q, j € Z. Potom funkce

Ll =Lla] + @541(2) = ®;(2), 2 € RyN Ry,
predstavuje holomorfni rozsitent holomorfniho elementu (L[], ).

Dukaz: Funkce IN‘?[] je zfejmé holomorfni v R; N R;41 a na zakladé (79) a lemmatu 23 plati

L[zl = Gla] +7z[zj41] = :lz] =Llz],  zeq
O
Poznamka 12. 7 definice oblasti S plyne, Ze pro kazdé j € Z jsou nésledujici operatory identické:
lim, lim lim .
Z2—2] 2=z 2=z
ZERjﬂRj+1 ZeRj z€S
Lemma 26. Necht j € Z. Potom
dim (2 =2l =0, lim (2 —zj41)L[2] = 0.
zeS zeS

Dikaz: ProtozZe funkce ®,,1 je holomorfni a tedy spojitd v oblasti S obsahujici bod z;, plati

Jim (2 = 2)G[e] = lim (2 = 2) (G o] + @541(2) = B5(2)) = — lim (2 — 2;)®;(=)
z€S z€S z€S
a posledni limita je rovna nule, coz plyne okamzité z dusledku 2 a z toho faktu, Ze

lim (z — z;)In|z — z;| = 0.

Druhé rovnost se dokaze analogicky.

Lemma 27. Necht j € Z. Potom

lim (€, [2] + T[2) = (5o, V) [z,

zZ—Zzj

z€S
Dukaz: Funkce
F(z) =Lla] + Gla] + ®541(2) = ®5-1(2), 2z € Rj_1 N R,
je ziejmé holomorfni a pro kazdé z € R;_1 N R; N R;11 plati
F(=) =T la] + @;() = ®;-1(2) + Tla] + ©,51(2) — @, (2) = I _, 2] + L [4].
F je tedy holomorfnim rozsitenim holomorfniho elementu
(T_u[]+ T Ryt N Ry N Ryya).
Protoze z; € R;j_1 N Rj41, existuje limita lim F(z), a protoze S C Rj_1 N R; N R;11, plati

lim F(z) = lim F(z) = lim (T, ,[2] + L[2]) = lim (T, ,[2] + T[2)).
A ZESJ zES] zEQJ

Na zakladé véty 11 dostavame

Jim (B[] + Tle)) = Jimm (Tu[e] + Tle) = Jimm (5, V) [e] = (G VE)'[ey)

z€Q Z€EQ z€Q
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Lemma 28. Necht j € Z, ¢ € [T']\ [I]. Potom

Duikaz: Protoze na zékladé véty 11 je funkce I[-] holomorfni a tedy spojité v oblasti RiNRjt1
obsahujici bod (, plati

£ic) = lim 5[
Dale s pomoci véty 11 dostavame
lim I}[z] = lim T [z] = lim L
tim (2] = lim 5[] = lim T2).
z€Q z€Q

Protoze funkce I}[-] je holomorfni a tedy spojitd v oblasti C \ [[}] obsahujici bod ¢, plati déle
lim T[2] = lim T [2] = G ¢].

1Y)

O

Lemma 29. Necht j € Z, ¢ € [[[]\ {2, 2j+1}. Potom

Ll¢) = L'[¢)-
Dukaz: Stejné jako v dikazu lemmatu 28 plati
L[¢] = lim T[] = lim T[2] = lim T} [2],
e o) o)

kde posledni limita pfedstavuje vyraz I;E [€].

O

Definice 21. Necht | € .Z,,,(P) a nechf {L; }3.":_01 je generujici posloupnost pro funkci I. Bud

(50) ) = o= 3 LR, zes.

J=0

2mi
Poznamka 13. Formule (80) soucasné definuje operator
€ Ln(P) — H(S),
kde H(S) je komplexni vektorovy prostor vSech funkci holomorfnich v S.
Véta 12. Funkce ‘g(l), kdel € £,,(P), je holomorfnim rozsitenim holomorfniho elementu (€ (1), ).

Dukaz: Na zakladé véty 11 je funkce ‘g(l) holomorfni v S a na zaklad€ stejné véty a lemmatu 18
pro libovolné z € Q plati

m—1

D=5 S LETE =%0)().

j=0

24. Spojité rozsifeni
Budeme pouzivat standardni komplexni vektorovy prostor C'™ a jeho standardni bazi
ej =100y 0m14", F=0,...,m—1.
Uvazujme Iy € £ (P), lo € £, (P) a A € C. Potom funkce I3 + 1z : [['] - Ca M : '] = C
definované podminkami
(lh + 12)(2) = l1(2) + 12(2), z € [T,

(81) (A1)(z) = Au(z),  zeT),
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patii do %, (P), a tedy %, (P) je komplexni vektorovy prostor vzhledem k operacim vyjadfenym
v (81). Zobrazeni I : £,,(P) — C™ definované predpisem

I(1) == [I(20), ..., Uzm-1)]%, 1€ Zn(P),

je izomorfismus vektorového prostoru %, (P) na vektorovy prostor C™. Ozna¢me J pfislusny
inverzni izomorfismus a definujme

bjI:J(Ej), j:O,...,m—l.
Prvek b; je charakterizovin podminkou
b; e ZLn(P) A (bJ(Zk): ik k':(),...,m*].).

Prvky by, ..., bm—1 tvoil bazi prostoru %, (P) a pro kazdé | € %, (P) plati

(82) G(l) = ) Uz)E(by)-

j+m—2

Uvazujme j € Z. Generujici posloupnost pro prvek b; mize byt vyjadiena ve tvaru {Lj}; " i1

(viz poznamku 9), kde

L 1(z) = bi(zj—1) + =2 b,(z) = — z €C,
’ zi—z,_, zi—2,_, 7 zi— %,
- z—z Z— Zjt1
Li() = 22 =2 () 4 bile) = —— 2L ec,
’ Gz Gy Zj ~ Zjt1
Li(z) =0, 2€C, k=j+1,...,5+m—2,
nacez na zakladé (80) plati
> 1 Z2—2._, ~ Z2—Z.., ~
83 € (b; = ———T, —2 T S.
(53) ) = g (F=2E B+ 22200 ) s

Definice 22. Pro j € {0,...,m — 1} bud
D]' = Rj_l N R]' N Rj-‘rl
a f;j:DjU{zj_1, 2,241} — C spojitym rozsifenim holomorfniho elementu

1 =2 Z—Z. . o~
1 F J+1 ]_'\ D .
(2772' (zj -z, -1l2] zj — 2, J[Z]) ’ ]>

1 41
Pro ! € £, (P) bud

m—1

(84) EW(2)= > Uz)fi(z),  z2€8U{z0,..,2m1},

7=0
Poznamka 14. Definice je korektni, nebot funkce

1 —Z .~ — 2.~
Dij>z +— (zzjll". 2] + ZZJ“F[z])

; P— J— Pg—
2mi \zj — 2,_, 2j — 2,



25. VLASTNOSTI FUNKCI fo, ..., Fm—1 68

je na zakladé véty 11 holomorfni a na zakladé lemmat 26 — 28 plati

1 zZ—z Z2— 2., ~ 1 z._,—=z2
(2 )= 1 i 7ﬂlr —Z_4Hr — MF
fi(zj-1) Zz_i%l;l 271 <z -2, s Zj— %4 JM) 2mi oz — 7, 21,
1 Z2—Z. , ~ Z2—Z.,., ~ 1
(2:)= lim — [ 2—%—p Bl 2 of =~ (C_.vIL)z.
e = Jim, o (F=2b bl 22220 = v )
zeD;
. 1 22 220 1 =2 z;_
) =t o (S22 F”) ami 5 s, Bl
z€D; 7 J

Poznamka 15. Formule (84) soucasné definuje linedrni operator
E: Ln(P) — C(SU{z0,---,2m-1}),
kde C(SU{zo, ..., 2zm—1}) je komplexni vektorovy prostor vSech funkei spojitych v SU{zo, ..., 2m—1}.

Véta 13. Pro kazdé j € {0,...,m—1} je funkce f; spojitym rozsitenim holomorfniho elementu
(¢(b)),S). Funkce &(1), kde l € Z,,(P), je spojitym rozsifenim holomorfniho elementu (¢(1),S).

Dukaz: Prvni ¢ast tvrzeni plyne okamzité z (83). Funkce &(1) je spojité, nebot
m—1
SU {Z()7 [N ,mel} = jQO (D] @] {ijl,Zj, Zj+1}).

Navic na zékladé prvni ¢asti tvrzeni a (82) pro kazdé z € S plati

zyzjﬁ 2) =2 ()(2).
7=0

Poznamka 16. Z vét 12, 13 a z poznamky 4 je ziejmé, Ze pro | € £, (P) plati
EN)(z) =F~()(2), z€QUIT).

25. Vlastnosti funkcei fo,..., fin_1
m—1
Véta 14. > filx) =1, ze€ SU{z0,.--,2m-1}-
j=0

Duikaz: Polozme [ := Y 7" ;. Potom | € %, (P) a
l(zj))=1, j=0,...,m—1,

odkud na zdkladé (70) a (71) dostavdme, ze I(¢) = 1 pro vSechna ¢ € [['], a tedy na zdkladé
tvrzeni 9 plati

1
E()(z) = ﬂr [2] = I(2,T) =1, z €
T
Na zakladé véty 12 a véty o jednoznacnosti plati
C()(z)=1, =z€S8,

a na zakladé véty 13 je
E)(z) =1, z€ SU{z0,--y2m—1]-

Ale
E()(z) = 4 U(z)fi(2) = Z fi(2), z€SU{z0y-+)2m-1]-

Definice 23. Bud 7r: .Z,,(P) — C([I']) operator definovany predpisem

Tr(l) = é”(l)|m, l € % (P).
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Lemma 30. Nechtl € £, (P) je linedrni na [I']. Potom Tr(l) = .

Diikaz: Podle (77) funkce (1) splyva na Q s linedrni funkci L : C — C, pro kterou plati [ = L|r}.
Potom pro z € [I'] na zakladé vét 13 a 12 plati

Tr(1)(2) = lim Cg(l)(w) = lim Z()(w) = lim L(w) = L(z) = I(2).
weS weN weS

Lemma 31. Necht oblast S obsahuje aspor jeden hromadny bod mnoZiny

M cC SU{zp,.. s 2m-1}
Nechtl € £,,(P) a necht

E)(z) =0, z e M.
Potom

I(z) =0, z e [I].

Dukaz: Polozme Mg := M N S. Potom Mg C S, oblast S obsahuje aspon jeden hromadny bod
mnoziny Mg a na zdkladé véty 13 plati

C()(z)=0, z€ Mg.
Potom podle véty o jednoznacnosti plati
(85) €()(z)=0, z€S&,
odkud opét na zakladé véty 13 dostavame

E)(z) =0, z2€SU{20,...,2m-1}-

Nasledné
(86) Tr()(z) = 0, z €[l
Na zékladé véty 12 a identity (85) plati

¢()(=z) =0, z €,

coz znamend, ze nulové funkce pfedstavuje holomorfni rozsifeni holomorfniho elementu (%(1), )
definované v C. Podle lemmatu 25 je funkce ! linedrni na [I']. Potom na zadkladé lemmatu 30
a identity (86) pro z € [I'] plati

l(z) =7r(I)(2) = 0.

d
Véta 15. Necht oblast S obsahuje aspori jeden hromadny bod mnoZiny
M C SU{z,...;2Zm-1}
Potom funkce fy, ..., fm—1 wvaZovan€ pouze na mnoziné M jsou linedrné nezdvislé nad telesem C.

Dikaz: Uvazujme Ag,...,A\n—1 € C a pfedpokladejme, ze
m—1
Z)\jfj(z):O, z€ M.
§=0

Potom pro prvek | = Z;-’Zol A;b; plati

Z lemmatu 31 plyne
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a tedy na zakladé linearni nezavislosti prvku bg, ..., b, _1 dostavame
A="=XAp-1=0
O
Definice 24. Bud
gj:Refj, j=0,...,m—1.
m—1
Véta 16. > ogi(z) =1, z€ SU{z0,-y2m-1}-
j=0
Dukaz: Tvrzeni plyne okamzité z véty 14.
O

Lemma 32. Nechtl € .%,(P),
Re(7r(1)(2)) =0, z € [I],
a necht existuje z' € [I'] s vlastnosti Im(l(z")) = 0. Potom
I(z) =0, z e[l

Dukaz: Funkce Re & (1) je harmonickd v €, spojitd na QU[I'] a nulové na [I']. Na zékladé principu
maxima modulu pro harmonické funkce je tedy nulova také v 2. Potom na zakladé vét 12 a 13
plati

Re(%(1)(z)) =Re(Z(1)(2)) = Re(&(1)(2)) = 0, z €.
Vidime, Ze holomorfni funkce €(I) zobrazuje oblast {2 do mnoziny
{w e C:Rew = 0}.
Potom na zakladé véty o otevienosti holomorfniho zobrazeni existuje A € R takové, ze
(87) E()(z) =i, z €8,

coz znamend, ze konstantni funkce z — i predstavuje holomorfni rozsiteni holomorfniho elementu
(¢(1),Q) definované v C. Na zakladé lemmatu 25 je funkce [ linedrni na [I'], odkud na zdkladé
lemmatu 30 plyne, ze 7r(l) = I. Potom pro z € [I'] na zdkladé vét 13, 12 a identity (87) dostavdme

7r(1)(2) = lim € (1)(w) = lim €(I)(w) = i),

weS wes
odkud
0 =1Im(l(z")) = Im(7r(1)(2)) = A,
a tedy
I(z) =7())(2) =iN =0, z € [I'].
O

Véta 17. Funkce go, ..., Ggm—1 uwvazované pouze na mnoziné [I'] jsou linedrné nezdvislé nad téle-
sem R.
Dukaz: Uvazujme Ag,..., A\;n—1 € R a predpokladejme, ze

m—1

Zx\jgj(z)zo, z € [I'].

j=0

Potom pro prvek | = 2?201 A;b; plati

Re(77(1)(=)) = Re(£(1)()) = Re | 3" A80:)() | = 3 Mas(2) =0, =€ [T,
7=0 7=0
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Jsou tedy splnény predpoklady lemmatu 32, z néhoz plyne

S A =1:)=0, el

a tedy na zakladé linearni nezévislosti prvkiu bg, ..., b,,—1 dostavame
Ao =+=An_1=0.
O
Definice funkei fo,..., firn_1 T€SP. go,...,9m—1 je zaloZena na znalosti uzld zg,...,2Zm_1,
které 1ze jednoduse stanovit napfiklad tak, ze zvolime libovolné a € R a polozime
(88) zj =T (a+ Lj), j=0,...,m—1.

Pro budouci potieby zafadme na toto misto definici rozkladu P cesty I' odpovidajiciho uzltm (88).
Definice 25. Rozklad P = {T; ;":_01 cesty I' je rovnomérny, jestlize existuje a € R takové, Ze pro
kazdé j € {0,...,m — 1} plati

L= F|(a+%j,a+%(j+1))’



IV. Vyvoj komplexni metody hrani¢nich prvkua

Na&s prispévek k vyvoji komplexni metody hrani¢nich prvka spociva v navrhu a diskuzi dvou
novych postupil pro priblizné feseni Dirichletovy tlohy

(D) Au=0 v, u=~h mnall],
kde h : [I'] — R je spojitd funkce. V ndvrhu obou postupt se k sestrojeni pfiblizného FeSeni
pouzivaji funkce go,...,gm—1, jejichz vlastnosti spolu se vSemi doposud odvozenymi vysledky

zhodnocuji tyto postupy v diskuzi aspektt dilezitych z pohledu numerickych metod. Prestoze se
zabyvame vyhradné tlohou (D), domnivime se, Ze obdobného zhodnoceni lze dosdhnout pouzitim
funkci go,...,gm—1 také v jinych okrajovych tulohach, jejichz pfibliznym feSenim se komplexni
metoda hranic¢nich prvka zabyva.

26. Priblizné FeSeni Dirichletovy tlohy
Prvni postup

Uvazujme n > m, posloupnost
(89) {Ck Z;éu kde <07 v C’nfl € [F]7

a k této posloupnosti uvazujme matici

90(Co) - gm-1(Co)
(90) 19 (Ce) fr=0....n-1 = : :
e gO(Cnfl) gmfl(gnfl)

a soustavu

m—1
(91) legj(gk) :h(Ck)v k:Oa"'anfla

j=0
n linearnich algebraickych rovnic o m neznamgych ly, ..., [l,,_1. Na zékladé tvrzeni 17 plati

Lemma 33. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

(i) existuje posloupnost {&,} ;" vybrand z posloupnosti (89) tak, Ze ctvercovd matice

{9i(&) }r=0....m—1 je reguldrni,
Jj=0, 1

M=
(ii) dloha Tesit soustavu (91) metodou nejmensich ctvercid md prdvé jedno fesend.

Definice 26. Rekneme, Ze posloupnost (89) je vztaznd, je-li splnéna néktera z podminek (i), (ii)
vyjadienych v lemmatu 33.

Analyze vztaznych posloupnosti se hloubéji vénujeme v nasledujicim oddile.

Definice 27. Necht posloupnost (89) je vztazna a [io, cee lAm,l]T je FeSeni soustavy (91) metodou
nejmensich étverci. Budte
m—1 [ . [
- L:bs K=V Zgtl T
; 37 ogg'ng%%{fl Zj+1 — Zj ’

m—1

a(z) = Z[jgj(z), z€ QU
7=0

72
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Funkee [ patii do mnoziny %, (P). Protoze
i(z))=1€eR,  j=0,...,m—1,
na zakladé lemmatu 17 plati

(92)

I(T(t) — Z(F(t’))‘ <Klt—t|, ttecR.

Na zakladé lemmatu 16 je funkce ] spojitd v Diniho smyslu a na zékladé poznamky 16 dostavame

m—1

(93) = Z_j I(z;)Re f; = Re ( 3 Z(zj)fj) = Re&(l) = Re (i)

3=0 j=0
Funkce @ je harmonicka v €2, spojitd na Q U [T'], a spliiuje podminky

ﬁ(gk):h(Ck)v k:0,...,n—1,
ve smyslu nejmensich ¢tverct. Je-li veli¢ina
(94) max |h(z) — a(2)]
z€[l']
mald, potom na zdkladé principu maxima modulu pro harmonické funkce je mozné funkci % po-
vazovat za piiblizné feseni tlohy (D). Vezmeme-li v Gvahu tvrzeni 12, (93) a vétu 9, vidime, ze za
piiznivych okolnosti 1ze funkcemi @ na mnoziné QU [I'] stejnomérné aproximovat feseni tlohy (D).

Poznamka 17. Vsimnéme si, ze soustava (91), jejiz FeSeni je nezbytné pro préci s funkei 4, ma
m neznamych. V oddile 2 jsme vidéli, ze ptivodni postup vyuzivajici metodu nejmensich ¢tverct
vede pii stejnych uzlech rozkladu zg, ..., z,_1 na feseni soustavy o 2m + 3 neznamych. V nasem
pripadeé se tedy jedna o Gsporu vice nez poloviny neznamych.

Druhy postup — specialni pripad
Poznamka 18. Je-li n = m, potom posloupnost (89) je vztaznd pravé tehdy, kdyZ je splnéna
nékterd z ekvivalentnich podminek

(i) matice (90) je regularni,

(ii") soustava (91) ma pravé jedno FeSeni.

Definice 28. Necht posloupnost {z; };7201 je vztazma a [lo,...,lm_1]7 je FeSeni soustavy
m—1
(95) Z 1;gi(zk) = h(zk), k=0,...,m—1.
§=0
Budte
o .
- 1:b. Kp=V L+l T
P ]20 T P OSIjnSa:l{—l Zj41 — Zj ’

m—1
up(z) = Zijgj(z), z€eQUIT.
§=0

Stejné jako v obecném pripadé patif funkce lp do mnoziny %, (P), plati
(96) p(CW) ~ ()| < Kplt—t],  tteR,
funkce [ je spojita v Diniho smyslu a

(97) ip =Re? (Ip).

Funkce @p je harmonickd v , spojitd na Q U [I'] a splituje podminky
(98) Up(zj) = h(z;), j=0,....m—1.
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Je-li veli¢ina

(99) max |h(z) — @p(2)]

z€[l']
mald, potom na zdkladé principu maxima modulu pro harmonické funkce je mozné funkci up
povazovat za priblizné feseni tlohy (D). Vezmeme-li v Gvahu tvrzeni 12, (97) a vétu 9, vidime,
e za piiznivych okolnosti lze funkcemi 4p na mnoziné Q U [I'] stejnomérné aproximovat FeSeni

tlohy (D).

27. Resitelnost soustavy

7 definic 27 a 28 je zfejmé, Ze funkce @ a up lze uvazovat jen za predpokladu FeSitelnosti
prislusné soustavy linearnich algebraickych rovnic. Vysledky, které se vztahuji k fesitelnosti téchto
soustav, muzeme na zakladé definice 26 popripadé poznamky 18 formulovat prostfednictvim vztaz-
nych posloupnosti:

Véta 18. Ezistuji body wy, ..., wm-1 € [I'] a &islo n > 0 takové, Ze kaZdd posloupnost {Ck}z;é,

z niZ lze vybrat posloupnost {( Y ,b s vlastnosti

(100) Cell] N I —w| <m, r=0,...,m—1,

je vztaznd.

Dukaz: Na zdkladé véty 17 a lemmatu 3 existuji body wy, ..., w,—1 € [['] a ¢&slo n > 0 takové,

e matice {g;((})}r=0....m—1 je regulérni pro kazdou posloupnost {¢} mb s vlastnosti (100),
7=0,...,m—1

coz podle poznamky 18 znamend, ze takova posloupnost je vztazna. Jisté je potom vztazna také
kazd4 posloupnost {(x}7—,, z ni% lze vybrat posloupnost {¢}75' s vlastnosti (100)
O

Nasledujici véta popisuje automaticky zpusob produkce vztaznych posloupnosti.

Véta 19. Necht o € R. Potom ezistuje ng € N takové, Ze pro kazdé n € N, kde n > ng, je

{r(a+5) 1,

vztaznd posloupnost.
Dukaz: PoloZme 8 := a + T a na polootevieném intervalu (¢, §) uvazujme funkce

%o zgoor, ces 5 Pm—1 = gm—1 ol
Tyto funkce jsou spojité a na zakladé véty 17 také linedrné nezavislé nad télesem R. Potom na
zékladé lemmatu 4 existuji dvé posloupnosti {a, 2@:—01 a {0, i”:_ol takové, ze plati
(l) a<lo<fy<ar <P < <ama1 < Pmo1 < B,
(ii) pro v8echna [tg,...,tm—1] € (@0, B0) X -+ X (Qm—1,0m—1) je étvercovad matice

{90]‘ (tr)}

0,...,m—1 regularni.
0, 1

cym—

r=
j:
Nyni definujeme
g:=min{f —a, : 0<r<m-—1}
a zavedeme mnozinu
— : T

M:={neN:n> 2}
M je neprazdna podmnozina mnoziny vSech pfirozenych Cisel, a proto existuje nejmensi prvek ng
mnoziny M. Dale je ziejmé, ze

M ={neN:n>ng}.
Uvazujme libovolné n € M. Nasim bezprostiednim cilem je vybrat posloupnost {kzr}fzol z celoci-
selné posloupnosti {k}Z;& takovym zpisobem, aby

k. T
a+ - € (o, Br) r=0,...,m—1.
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Za timto U¢elem zavedme zobrazeni f : (o, ) — R pFedpisem

(x —a)n

f(x):T, z € (o, ).
Necht nyni r € {0,...,m — 1}. Potom zobrazeni f zobrazi interval (., 3,) na interval

<(ar —n (B — Oc)n> 7

T ’ T
ktery ma délku
€

3

(Br —a)n  (ap —a)n _ (Br — ar)n S
T T T -
Protoze kazdy kompaktni interval, jehoz délka je aspon 1, obsahuje
ke zvolenému indexu r priradit celé ¢islo k&, tak, aby platilo
(ar — ) (Br —a)n

n
<k, < r 7
T -~ T

> 1.

= |

spon jedno celé ¢islo, mizeme

Odtud ovSem plyne

k, T
0<k.<n-1, a+ € (ar, Br) -
n

O posloupnosti {T'(a+ %)}::01 muZeme Fici, Ze je vybrané z posloupnosti {I'(a+ %)}Z;S, ato

takovym zptisobem, Ze ¢tvercova matice

{gj (T (o + ]CTTT)) }r:O,...,m—1 = {‘PJ’(a + k;zT)} m—1

r=0,
7=0,....m—1 7=0,....m—1

je v disledku podminky (ii) reguldrni. To podle lemmatu 33 znamend, Ze posloupnost

{D(a+ 50y

je vztazna.

Jednotkova kruznice

Specialni vysledek odvodime pro cestu

(KR) L(t)=e"  te(0,27).

Uvazujme m > 4 a rovnomérny rozklad P = {T; };”:_01. Bez tjmy na obecnosti predpoklddejme, Ze

20 = Zm = 1.
Potom
zj:ei%rj, j=0,...,m—1.
Symbolem Z budeme oznacovat ¢islo komplexné sdruzené k ¢islu z € C. Pro vSechna p, ¢ € Z plati

— e _ 1
(101) #pta = e F-p = %p = -

Identické zobrazeni mnoziny C na sebe ma vlastnosti homeomorfismu % zavedeného na strané 64,
coZ nas opraviuje uvazovat

R; =C\ {tz; : 1 <t < 4o0}.
Na zakladé véty 11 plati
1 — 2z, — 2z,
(102) e = om (22220 222000), seo,

2mi 7 T it
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Lemma 34.  fo(2) = fo(%), z€SU{z0,. .y 2Zm-1}-
Dukaz: Necht 2 € (—1,1). V nésledujicich tpravach se uplatni (101):

20 — 20— T 20— 21—
Rel ,[z] = In |2 =In |2 =In|2 = —In|2 = —ReL}[z].
Z_1—T Z1 — X Z1 — X 20 — T
Protoze
20— 1 1 21—
ar = arg = arg = arg(z; — x) = arg ,
Z_1—X Z_1—X Z1 — X zZ0 — X

plati ImT',[z] =ImIy[z], atedy I',[z] = —Ii[z]. Nésledné na zakladé (102) je
1 T —z_ T —Z
@) = o (E2500 e+ 22 )

2w Z0 — Z2—-1 Z0 — 21

1 r—2 Tr— 2z 1 _
L L L] | = —(c—
27 ( (zo - z1> olel + 20 — 21 0m> 27i (c—2),
kde ¢ = Z—LI[z]. Dokdzali jsme tedy, ze

Im fo(z) =0, z e (—-1,1).

8

Potom pro funkci

F(z) = fo(2) — fo(2),

ktera je holomorfni v oblasti S a spojitd na mnoziné S U {zo, ..., zm—1}, plati
F(z) =0, x € (—1,1).
Na zakladé véty o jednoznacnosti a ze spojitosti funkce F' dostavame identitu
F(z)=0, z2€SU{20,- 3 2m-1}

ktera je ekvivalentni s dokazovanym tvrzenim.

Lemma 35. f](2k> = fo(zk,j), J,keZ.
Dukaz: Necht p,q € Z. Pro z € Q plati

e [ [ e e
¢ — zp2 ZpW — ZpZ w—z
Lhtq I

q q

odkud na zdkladé (102) plyne, Ze

2pZ — ZpZg—1

o) = 5

ZnZ — Rpk,
Dognlipd] # 22 )

2mi \ 2p2q — ZpRq—1 ZpZq — ZpZq+1
1 Z— Zg—1 Z = Zg+1
22'("21M+QIWJ=AM.
™ Zq T Zg—1 Zq T Zq+1

Na zékladé véty o jednoznacnosti a ze spojitosti funkei fy, fp+q plati

fa(2) = fpiq(2p2), z€SU{z0,...,2m-1},

odkud jesté s pomoci (101) pro libovolnd j, k € Z dostavame

fi(zr) = f-jri(z—jzk) = fo(zkz—j) = folzk—j).
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Lemma 36. Matice
(103) {9 (zk) }r=0,...m—1
7=0,....m—1

m

p—0; kde p je cela cast cisla 3

je symetrickd a jeji pruky jsou generovdny posloupnosti {go(zp)} s

podle pravidla

|kl_.7‘7 ]e'h |k—]|§/.l,,
9i(2) = g0(2),  kde p= , o ,
m—Ilk—jl,  jeli |k—j|>p
Dukaz: Necht j,k € Z. V nésledujicich tpravach se uplatni (101). Na zékladé lemmat 35 a 34
plati

fr(z) = fo(zi—k) = fo(Ze=5) = fo(zk—j) = fi(zk),
odkud plyne symetrie matice (103). Na zdkladé lemmatu 34 plati

90(Z) = go(2), z€SU{z0y-+y2m-1]-
Potom s pomoci lemmatu 35 dostédvame
9 (zr) = g0(zr—3) = 90(2jk—j1) = 9o(Zm—jk—j|)»
coz znamena, ze predstavené pravidlo je korektni. Protoze plati
k—jl>p = m—|k—jl<up,

je libovolny index p uvazovany v tomto pravidle obsaZen v mnoziné {0,..., u}.

2

Zavedeme veli¢inu ¢ = <%, Potom 0 < ¢ < 7.

Lemma 37. Pro vSechna t € (0,7 — @) plati

(104) go(e¥T) > 0.

Dukaz: Uvazujme t € (0,7 — ¢) a oznacme z = (¥, Potom

z—zy et _emiv pilett) 1 eilets) sin (p + §) i et ( t)
= ¥ + 3 )

= : — : = - S = _——sin
20 — 71 1—e—i¢ el —1 ei% sin £ in £ 2
. . . ¢ . Lot
z—z  ellett) _eiv e t3) sin L et
= - = — - - = —— Sin
z0 — 21 1 —elv et%  sin z sin £ 2’
, ] .
20 — 2 |e’(‘P+t) — 1| sin L;‘
21 —z|  eilett) —e—ie|  sin(p+ L)’
2] — 2 |6i(“’+t) — ei‘P’ sin £
20— 2 |€i("°+t) - 1| sin %H.
Zrejmé
e+t
20— 2 . sin
[,z =1 +i¥ - - 2 iz
A T TR D
Je-li t #£ 0, potom
21— 2 © sin £ %)
Lzl =1 tig=In—25 +i-
20 — % 2 sin (pT 2
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a z € Dy, nacez na zakladé (102) dostavame

Z—Z_1 z— z1

274 = ——TI I;
mifo() = Z—L )+ S
et T : +t in t
e t sin £~ %) t sin £ ©
105 = = sin (@4 - ) |In——2—< +i5 | —sin; [In—25 +i-
(105) sin £ I (80 2> ( sin (cp—ﬁ—%) 2) 2 ( sin%"t 2
jett [ . t
e | p (. t .t . t s1n(<p—|— 5) ot
= @ z2<sm(gp—|—2>—sm2>—sm<g0+2>lnM—s1n21n -
jett T . t ot
e' 2 . p+t . e . t sm(gp+§) .t sin 5
= @ ipcos — st—sm(cp—&—Q)lnSmW—stInSm@;t
Je-lit =0, je z = 27 a plati
. . qe > zZ—Z_
27i fo(z) = 2mi lim €(bo)(w) = —I',[7]
w—z 20 — Z-1

wes

et t sin £+t %)
= — sin + - In—2 ;%

sin £ (('0 2) sin(p+1%) 2

¢ [ o AN t), sin(e+5)
= % lzz sin <<p+ 2) — sin <<p+ 2) In sin%“t

jott i L
¢ t t sin (¢ + 5
- ligpcos(p; sinwsin<tp+2)ln.(<p2)

in £
sin 5 2

78

kde posledni vyraz (v némz ¢t = 0) lze ztotoZnit s vyrazem (105), nebot zde a v nasledujicim textu
uvazujeme spojité rozsifeni funkce x — xInz na interval (0, +00). V tomto smyslu budeme dale

uvazovat ptripady ¢t # 0 a t = 0 spole¢né. VyuZijeme také toho, ze
(106) zlnz < z(x—1), x> 0.
Nyni zavedeme funkce

2P+ T

b

A(T) = @sin % cos

2
_ T sin(e+%) . 7. sinZ | p+7
B(7) = [sm ((p + 5) In 7sin“’7+7 + sin 3 In sin“’TJrT s ——,
u(1) = 4sin hd cos? L—’_T,
2 2
7
v(T) = sin (f —|—T> —sin (% +T> +2sin%,
kde 7 € (0,7 — ¢). Potom
1
(107) 2m go(2) = = (A(t) — B(1)).
Sln§
Protoze
<psinf = 2(psin£cos£ = 8£sin£cosf > SSinfsinfcosf = 4sin£sin£
2 4 4 4 4 4 4 4 4 4 2’
mame

A(t) > sin% u(t).
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Na zékladé (106) plati

sin (gp—l—é) (sin (gp—l—;) —sin<p2 t) +sin% (sin; —singO2 t)
. t 3p ¢t %) Lt p t\ . o

— 9 z nt _92sin— R r
sm<<p—|—2>cos(4 +2> 1 s1n2cos<4—|—2 sin -

t 4 t
= [281n((p+ 2) (3f+2)28in2cos (§+2)] sin%

(T PP B
= [sm(4 +t>+sm4 s1n<4+t>+s1n4 sm4fsm4v(t).

B(t)

IN

Tim je dokazano, ze

(108) A(t) - B(t) > sin% (u(t) — v(t)).
Dale plati
u(0) = 4sin g cos? = SD
LT 3@7.<ps0390
v(0) = sin 1 + sin 1= 2sin ¢ cos 1= 4 sin 5 COS 5 COS -,
a tedy
PP @ 3¢
1 —v(0) = 4sin £ cos £ (cos £ — cos 22 .
(109) u(0) — v(0) sin 5 cos o <cos 5 08 ) >0
Uvazujme nyni libovolné 7 € (0,7 — ¢). Protoze
u(r) = 4sin £ cos? w—;T = 2sin§(1 +cos(p + 7)),
plati
u' (1) = —2sin = sm(gp +7),
3
v'(T) = cos <f+7 —cos ) = —2sinfsin(<p+r),
a tedy

u/('r) — 1/(7) =2 (sin ?%'0 — sin g) sin(p +7) > 0.

Odtud a na zakladé (109) dostavame
u(r) —o(r) >0, Te€{0,m— ).
Nésledné z (107) a (108) plyne (104).
0

Véta 20. Necht’ m>4aP = {E};n:_ol je rovnomérny rozklad cesty (KR). Potom posloup-
nost {z;}* ot je vztaind.
Duikaz: Bez Gjmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze
20 = 2Zm = 1.
Protoze

_ o
21— _ € 1 — el — Lilmte)
- - )

Zz_1—2z9 e -1

_Z1—Z20

=2, a tedy na zdkladé tvrzeni (ii) z véty 2 (staci vzit ¢ = 1) plati

plati 7w+ ¢ € arg

(L VL) 2] = (7 + ).
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Potom N
folzo) = Jim @(bo)(2) = 25 (T V) lag] = phii(r 4 0) = 3 + .
z€eS
nacez

_ 1,1
gO<ZO) =5+

Odtud a z lemmatu 37 plyne, Ze matice (103) mé kladné prvky. Uvazujme nyni k& € {0,...,m—1}.
Potom na zakladé lemmatu 36 plati

gr(2) = g0(20) = 5 + =.
Na zakladé véty 16 plati Z;n:_ol g;j(z) = 1. Oznalme sj soucet vSech nediagonalnich prvka
matice (103), které jsou obsazeny v jejim k-ém Fadku. Potom

sk=1—gr(z) =1-(3+5) =35 m <3+ m =gk

Vidime, Ze matice (103) je diagonélné dominantni, a tedy regularni, coz podle poznédmky 18

znamena, ze posloupnost {z;}"" i 0 je vztazna.
O

28. Algoritmicka realizace

Chceme-li vy¢islit hodnoty funkci @ resp. @ip, je tfeba nejdiive vyFesit soustavu (91) resp. (95),
k ¢emuZ je zapotiebi umét vycislit hodnoty funkci gg, ..., gm_1. Za tim Gcéelem nize predstavime
proceduru MATICE.

Poznamka 19. Pro korektnost nasledujicich procedur je potieba, aby rozklad P cesty I' mél tyto
vlastnosti:

P; pro kazdé j € {0,...,m — 1} existuje ¢ € C, || = 1, takové, Ze funkce x(t) = Re(¢I'(t))
roste v intervalu (¢;_1,%j4+1),
P;; pro kazdé j € {0,...,m — 1} plati
Llz] =ojlz],  z€[]\[L],
kde o; je orientovand tsecka od z; do z;11.
Poznamenejme, Ze existuje € > 0 takové, Ze pro libovolny rozklad P cesty I' spliiujici 2v(P) < e
plati Py (viz vétu 3) a Py (viz vlastnost (i) z véty 4).
Definice 29. Pro libovolné w € [I'] bud ¢(w) takové éislo z mnoziny {0,...,m — 1}, Ze
w = F(t)a te <tL(w)7tL(w)+1) )
a d(w) bud éislo definované predpisem

1, je-li w=T"(t,(w)),

5(w) = (w)
0, jinak.

Pro libovolné w € Q bud ¢(w) =-2 a §(w) =0

Pro libovolnd éisla j € {0,...,m —1}, we C\ [o;], ¢ € R bud

Spl(j’w) arg(zj 1 ww) n (_71.771-)
w2 (j, w) jediny prvek mnoziny arg(zj;;%quw) N(—m,m)
©3(J, w) arg(Z5=0) N (=, 7)

a dale

1 w—=z Zj—Ww
ar(j,w, ) = 5 zﬁz’J . (ln| i H—up)
az(j, w, ) = ZM;‘;fZi: (1n|ZJ+1 ) "‘“P)

as(iw.¢) = g (In| 24225 +ig)
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Procedura MATICE

Uéelem této procedury je pro zvoleny rozklad P a body wy, . .., w,—1 € QU[T], kde p € N, vy¢islit
prvky matice

(110) {g;(wr)} E=0,..p—L
Vstupnimi udaji jsou uzly rozkladu P a trojice [wp,t(wy),d(wy)] pro kazdé k € {0,...,p —1}.

Krok 1: vstup {zj}gg,l, {[wg, v(wy,), 6 (w) 11025,

Krok 2: prok=0,...,p— 1 proved
pro j=0,...,m — 1 proved

2.1: plati-i 6(wg) =0, proved
2.1.1: poloz ¢ :=p1(j,wk), n:=p2(j, W),
2.1.2: plati-i w(wg)e{j—1,j—14+m} A ¢ <0, poloz ¢:=¢p+ 2,
2.1.3: plati-li «(wg) =4 A n<0, poloz n:=n+2m,
2.1.4: poloz G(k,j) := Re (a1(j, wx, ) + a2(j, wx,n)),
2.2: plati-i §(wg) =1, proved
2.2.1: plati-li (wg) € {j+1,7+1—m}, poloz
(J,wr),  G(k,j) :==Re a1(j,wr, ),
2.2.2: plati-li (wg) € {j — 1,7 —1+m}, poloz
¢ = a(j,wr), G(k,j) :=Re az(j, w, ),
2.2.3: plati-li (wg) =74, proved
2.2.3.1: poloz ¢ = ¢3(j,wg),
2.2.3.2: plati-li ¢ <0, poloz ¢:= ¢+ 2m,
2.2.3.3: poloz G(k,j) := Re a3(j, wk, ¥),
2.2.4: plati-li o(wg) €{j+1,j+1—-m,5—1,j—14+m,j}, poloz
¢ = p1(j,we), 0= @2(j,wr),
G(k,j) == Re (a1(j, wk, ) + a2(j, wi,n)),
Krok 3: vystup G.

Uvazujme libovolnou trojici [wg, t(wg), d(wy)] vstupujici do procedury MATICE, libovolné
j€40,...,m—1} a diskutujme slozky G(k,j) vystupniho tdaje v jednotlivych situacich, které
mohou nastat:
(a) Uvazujme nejdiive, ze wy, € [T'].
(ap) Necht §(wy) = 0.
o Jestlize t(wy) € {j — 1,57 — 1 +m}, potom
we €L\ (x5} wee T\,
na zakladé lemmatu 29, P; a véty 2 plati

T [wy] =T [wy] = In | 22

Zj—1— Wk

+ i,

Sol(j7 ’lUk), je_li 801(j7wk3) > 01
kde ¢ =

Qol(jv wk) + 27T, je_li Qol(ja wk) < 07
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a na zakladé lemmatu 28, P;; a ptikladu 2 plati

Llwk] =L [wi] = 0 [wy] = In [ 222205

Zj— Wk

+ ip2(J; wk)-
Nasledné
G(ka.]) =Re (al(.j7 Wk, 90) =+ a2(j7 Wi, ()02(.]'7 wk))) =

1w —z,_, ~ 1 wp—2,,, ~
=Re| ——— 77T Jwp] 4+ —— TPy — 0 (w).

<27TZ Z_] _Zj71 _7—1[ k] 27ri Zj _Zj+1 _7[ k] gj( k)
o Jestlize ((wy) = j, potom

wg € [T\ [ L], wg € [\ {25, 2541}

na zékladé lemmatu 28, P;; a prikladu 2 plati

L, fwe] =Ly [wi] = 0j_1[wy] = In | 22—

Zj—1—Wk

+ Z(,Dl(j7 ’U}k),

a na zékladé lemmatu 29, P a véty 2 plati

Zj+1 =Wk
Zj—wg

T [wy] =T [wy] = In + i,

@2(]" wk)? je_h @2(.ja 'UJk) > 07
kde n=

Lp2(.7.7 ’LUk) + 27T7 je_h ©2 (]7 ’LUk) <0.
Nasledné

G(k, j) = Re (a1(j, wk, 1 (j, wr)) + a2 (j, wr, n)) =
1 wp—2, , ~ 1w —2z,,,
~ e (G IRl 5 S ] ) = gy )

Z;_,

o Jestlize t(wy) € {j — 1, — 1+ m,j}, potom
wi € FI\[G.],  we € [P\ [I],
na zakladé lemmatu 28, P;; a pirikladu 2 plati

L fwe] =L fwi] = o1 [wi] = In | 2=k 4 (5, we),
T [wg] =T [wi] = oj[wg] = In 2T o (5, wi)

a nasledné
G(khj) = Re (al(j7 wk,@l(j7 wk)) + G/Q(ja wlﬁSDZ(jawk?))) =

1 wg —2,_, 1 wp—2,,, ~
—Re (A Lo Snge ) g ).
¢ <2m' 2 —2;_, ja[we] + 2mi 2z — 2, wi] g (wr)

(a1) Necht §(wy) =1
o Jestlize t(wy) € {j + 1,5 +1 —m}, potom
wy = zj1+1 € [P\ 4],

na zakladé Py a prikladu 2 plati

Loi[we] = oj1[we] = In | 2520+ in (4, wie)
a nasledné z poznamky 14 plyne
1 W — 2,

G(k.j) = Re a1(j, we. o1 wn)) = Re (

2mi zj — 2z,

= E_l[wk]> = g;(wy).

82
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o Jestlize t(wy) € {j — 1,7 — 1 +m}, potom
wy, = zj—1 € [[]\ [G],

na zakladé Py a prikladu 2 plati

D] = oryfun] = In |22 | i, )
a nasledné z poznamky 14 plyne
1 W — 2,
G(k,j) =R j j =Re | ——2T =g, .
(5.3) = Re (el n)) = Re (5220 ] ) = gy )

o Jestlize t(wy) = j, potom
wy = zj € G2 VI {zj-1, 241},
na zakladé P; a véty 2 plati

Zj+1— Wk
Zj—1— Wk

(G- V) [wi] =In

+ iy,

¢3(j7wk)? je_h 4103(.7.7 ’l,l)k) > Oa
kde ¢ =

©3(J, wi) + 2m, je-li - ps(d,wi) <0.
Nasledné z poznamky 14 plyne
1

G(k,j) = Re as(j, wr,¢) = Re (2m

(G-, v D)l ) = g5,
o Jestlize t(wg) € {j+1,7+1—m,5—1,57—1+m,j}, potom
wr € LI\ [G], we € [T\ [T],
na zékladé lemmatu 28, Py a prikladu 2 plati

L fwe] =L fwi] = oj-1wi] = In | =520 4 i (5, we),
L [wi] =T [wy] = oj[wy] = In Z;ﬁ% + ip2(J, w)

a nasledné

G(k,j) = Re (a1(j, wi, o1 (j, wi)) + az(j, wi, p2(j, wr))) =
~ e (g R+ g B R ) ) g, )
(b) UvaZzujme nyni, ze wg € Q, coz podle definice 29 znamend, ze t(wy) = —2 a §(wy) = 0.
Predpokladejme navic, ze plati
Goilwi] = ojafwe],  Glwk] = oj[wr].
Potom na zadkladé véty 11 a prikladu 2 plati

L [we] =L 1 [we] = oj1[we] = 1n % +ip1(J, w),
L wx] =T [we] = o[wy] = In | 222208 40 (5, wy,)

a nasledné

G(k7j) = Re (al(jv UU@,QOl(j, wk)) + a/2(j7 wk7()02(jawk))) =
1wy — 2, ~ 1 wp—2,,, ~
—Re (5 PR + g B ) = gy

2mi zj — z

Pravé provedend diskuze ukazuje, ze vystupni idaj G procedury MATICE pfedstavuje matici (110).
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Poznamka 20. Zde je korektni poznamenat, Ze v disledku dodate¢ného predpokladu uc¢inéného
v rdmci bodu (b) diskuze je pouziti procedury MATICE pro vypocet hodnot funkci go, ..., gm-1
v bodech oblasti 2 omezeno na takové body wj € €, které splnuji

I—J\'[wk}zaj[ka .7:07am71

Totéz plati pro vSechny nasledujici procedury, které jsou na proceduru MATICE vazany.

Nyni, kdyz uz umime algoritmicky popsat vycisleni hodnot funkei go,...,gm-1, je algorit-
mus vy¢isleni hodnot funkci @ resp. tp snadny, jak ukazuji nize popsané procedury DIRICHLET
a DIRICHLETSPEC.

V piiloze A je umistén vypis souborit matice.m, dirichlet.m a dirichletspec.m zajis-
tujicich realizaci uvedenych procedur v prostiedi MATLAB.

Procedura DIRICHLET

Uéelem této procedury je pro zvoleny rozklad P, vztaznou posloupnost {Ck}z;é, funkci h a body
Wo, ..., Wp—1 € QU T, kde p € N, vycislit vyraz % a slozky vektoru

(111) [a(wo), - - . @(wp—1)]"
Vstupnimi ddaji jsou v8echny vstupni udaje procedury MATICE a navic trojice [(g,t(Ck),d(Cx)]
a hodnoty h(¢;) pro kazdé k € {0,...,n — 1}.

Krok 1: vstup {z;}750",  {[Grrt(Ck): 6(C0)HZg  {M(Gk)Yiezss  {lwns (wr), 6 (we)] g,
Krok 2: poloz G :=MATICE({z;}72", {[¢k» t(Ck), 0(Ck)]}rzg)

Krok 3: poloz |:=(G"-G)"'GT[h(o),. .., h(¢a1)]T,

Krok 4: poloz H ::MATICE({zj};”_Bl, [wg, ¢(wy,), 8(wi) ] Y2Z8),

Krok 5: poloz u:=HI, K:=max{|(lj+1 —1;)/(zj+1 —2;)]:0<j<m—1}

Krok 6: vystup u, K.

Proménnd G pfedstavuje matici (90), proménné | predstavuje feseni soustavy normalnich rovnic

m—1 n-—1

Z(ngCrgaCr)l —ngé} ) k=0,...,m—1,

a na zékladé tvrzeni 17 také feSeni [ly,...,ln_1]7 soustavy (91) ve smyslu metody nejmensich

¢tverci. Proménnd H predstavuje matici (110). Hlavnim vystupnim tdajem je vektor u, jehoz
slozky splnuji

m—1

up = legj(wk):a(wk), k=0,....,p—1,

§=0
a tedy predstavuji slozky vektoru (111). Vedlejsim vystupnim tdajem je proménné K, pro kterou
plati
K

v

L1 — 1 _

K= max

0<j<m—1

RjH+1 T A

Procedura DIRICHLETSPEC

Uéelem této procedury je pro zvoleny rozklad P, pro ktery {z; };" 01 je vztazna posloupnost,

funkci h a body wo, ..., wp—1 € QU [['], kde p € N, vy¢islit vyraz % a slozky vektoru
(112) [ap(wo), ... @p(wp-1)]"

Vstupnimi tdaji jsou trojice [z;,¢(z;),d(2;)] a hodnoty h(z;) pro kazdé j € {0,...,m — 1}
a trojice [wg,t(wg),d(wg)] pro kazdé k € {0,...,p—1}.
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Krok 1: vstup {[z,1(2),0(z)1}5", {h(z)}15et {lwe, elwe), 6(we)} g,
Krok 2: poloz G ::MATICE({zj}T;Ol, (25, L(25),0(25)] ;-”:BI),

Krok 3: poloz |:= G h(z),...,h(zm_1)]7,

Krok 4: poloz H ::MATICE({zj}T:BI, [wg, ¢(wy,), §(wi) ] Yo8),

Krok 5: poloz u:=HI, K:=max{|(lj41 —1;)/(zj4+1—2;)]:0<j<m—1}
Krok 6: vystup u, K.

Proménné G pfedstavuje matici

(103) {9;(zk) }e=0,....m—1,
§=0,..ym—1
proménné | predstavuje feseni [lo,...,lm_1]7 soustavy rovnic (95) a proménnd H predstavuje
matici (110). Hlavnim vystupnim ddajem je vektor u, jehoZ slozky spliiuji
m—1
up = Y lig;(we) = dip (wy), k=0,....p—1,
§=0

a tedy predstavuji slozky vektoru (112). Vedlej$im vystupnim tdajem je proménnd K, pro kterou
plati

Kp

7.

L1 = _

K= max
0<j<m—1

Zj+1 T
29. Testovani presnosti

Vhodnost pouziti funkce @ jako pfiblizného feSeni Dirichletovy tlohy (D) je mozno posoudit
na zakladé veli¢iny
(94) max |h(z) — 4(2)].

z€[l']
Je-li dostate¢né mald, vypovida o pfesnosti pfiblizného feSeni. Veli¢inu (94) obecné stanovit ne-
umime, av8ak s pouzitim procedury DIRICHLET mtizeme vyd¢islit hodnoty vyrazu h(z) — 4(z)
v testovacich bodech rozmisténych na hranici [I']. To je také zékladem experimentu, ktery v tomto
oddile predstavime a ktery ndm umozni udélat si pfibliznou pfedstavu o veli¢ing (94).

NiZze uvedend procedura TEST produkuje kromé hodnot vyrazu h(z) — i(z) jesté dvé dalsi
veli¢iny majici souhrnny charakter. Nasledujici procedura TESTSPEC je analogii procedury TEST
s tim rozdilem, Ze misto funkce @ se uvazuje funkce 4p, tj. misto velic¢iny (94) je pfedmétem zajmu
veli¢ina (99) a misto procedury DIRICHLET se pouzivd procedura DIRICHLETSPEC.

V pfiloze A je umistén vypis souborti test.m a testspec.m zajistujicich realizaci uvedenych
procedur v prostiedi MATLAB.

Procedura TEST

Ucelem této procedury je pro zvoleny rozklad P, vztaznou posloupnost {Ck}z;37 funkci h a body

Wo, . .., Wp—1 € [I'], kde p € N, vy¢islit vyraz %, slozky vektoru
[h(wo) - ﬁ(wo)’ EERE) h(wpfl) - ﬁ(wpfl)]T’
pfedstavujici odchylky funkce @ od pfesného Feeni tlohy (D) v testovacich bodech wy, ..., wp,_1,
a veli¢iny
151
E;m(wk) — a(wg)|, Osglgg_lm(wk) — a(wg)|-

predstavujici primérnou a maximalni absolutni odchylku funkce @ od pfesného feSeni tlohy (D)
v testovacich bodech wy,...,wp—1. Vstupnimi tdaji jsou vSechny vstupni tdaje procedury
DIRICHLET a navic hodnoty h(wy) pro kazdé k € {0,...,p— 1}.
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Krok 1: vstup
{Zj ;n:_(]17 {[CIWL(Ck) (Ck)] k= 03 { (Ck) k= 07 {[wkvL(wk)75(wk)]}Z;(1]v {h(wk) Z;(l)v
Krok 2: poloz
[u,K] = DIRICHLET({z;}75", {[G,¢(¢r), 6(G)Y R0 £0(G)}igs {[ws e(wr), 6(wi)]}p=g),
Krok 3: poloz
£ = [h(IUQ) —Upg,..., h(wp_1) — Up_1]T,
Eavr = 1/1)22;(1) |h(wk) - uk)l 5

Emax = max{|h(wg) —ug|:0 <k <p-—1},

Krok 4: vystup &, €avr, Emax, K.
Proménnd u predstavuje vektor (111), odkud plyne, Ze
€ = [h(wo) — @(wo), ..., h(wp—1) = d(wp—1)],

ewe = = [h(wn) — (i)l e = | max [h(wy) — afw)].

P ;. . Y . , K
Posledni vystupni adaj K piedstavuje hodnotu vyrazu 1.

Procedura TESTSPEC

Ucelem této procedury je pro zvoleny rozklad P, pro ktery {zj m_l je vztazna posloupnost,

funkci h a body wo, ..., wp—1 € [['], kde p € N, vycislit vyraz =7 Kp slozky vektoru

[h(wo) - iL'p(U}Q), LR h(wp—l) - ﬂp(wp—l)]Ta
pfedstavujici odchylky funkce @p od presného feSeni Glohy (D) v testovacich bodech wy, . .., wp—_1,
a veli¢iny
1 N N
EZ\h(wk)—UP(wk)l, o pax. | [(wi) = ap (wg)]

predstavujici primérnou a maximalni absolutni odchylku funkce @ip od pfesného feSeni tlohy (D)
v testovacich bodech wy,...,wp—1. Vstupnimi udaji jsou vSechny vstupni tdaje procedury
DIRICHLETSPEC a navic hodnoty h(wy) pro kazdé k € {0,...,p —1}.

Krok 1: vstup {[zj,(z;),d(2;)] ;7;)1, {h(zj)}j o A, e(wr), S(we) Mg, {h(wi) s,
Krok 2: poloz
[u,K] := DIRICHLETSPEC({[2}, (), 8(z))]} 70", {h(z)} 70"y {lwe, e(wr), 5(wi)]}0 o),
Krok 3: poloz
E = [h,(’u}o) —Uupg,..., h(wp_l) — Up_l]T,
Eavr = 1/1’22;(1) |h(w7€) - uk| )
fmax = max{|h(wy) —ug|: 0 <k <p—1},
Krok 4: vystup &, €avr, €max, K.

Proménnd u pfedstavuje vektor (112), odkud plyne, Ze

€ = [h(wo) — ap(wo), - .., h(wy—1) — ip(wp—1)]",
Eave = = O |h(wp) —dp(we)l,  Emax = o e |h(wy) — tp(wg)] .

Posledni vystupni tdaj K predstavuje hodnotu vyrazu 5F.
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V nasledujicich piikladech 8-10 pouzijeme procedury TEST a TESTSPEC k testovani pies-
nosti nové navrzenych metod na tulohach se zndmym presnym feSenim. Vystupni udaje &, €ayr,
€max vyprodukujeme pro srovnani také na zdkladé algoritmu ptvodni metody ([29, str. 185,
PROGRAM 2]). Pouzijeme k tomu stejné vstupni udaje jako u procedury TESTSPEC.

Kromé cesty (KR) uvazujme jesté dalsi cesty I' s délkovym parametrem predstavujici parame-
trizace kladné orientovanych hranic mnohothelniki, podle nichz volime pro tyto cesty nasledujici
oznadeni:

. rovnostranny trojthelnik o vrcholech 0, 1, % + @i,

)
(CT) ... ¢tverec o vrcholech 0,1,1 4+ 4,4,
(OB) ... obdélnik o vrcholech 0,5,5 + i, 7,
(KA) ... mnohotihelnik tvaru pismene ,K* o vrcholech
0,5,5 — 7+ 3i,5+ 64, 6i,
(CE) ... mnohothelnik tvaru pismene ,,C* o vrcholech
0,3,34+24,24+2i,2+4,1+4,1+4¢,2+ 44,2+ 34,3 + 3¢, 3 + 5i, bi.

Pro tcely zamysleného testovani neni zapotiebi uvadét jejich explicitni predpisy. Pro kazdou z uve-
denych cest budeme uvazovat m € {24, 48,72} a rovnomérny rozklad P = {E}T;{)l takovy, ze
1 ro cestu (KR),
w=T@)=q ) POCSmER,
0 pro ostatni uvazované cesty I'.

Tim je automaticky zajisténo, Ze tento rozklad ma vlastnosti uvedené v poznamce 19. Obrazy
pouzitych cest spolu s uzly rozkladu P pro m = 24 vidime na obrazku 1. Dale budeme uvazovat
rovnomeérné rozmisténé hraniéni testovaci body

wp =T (5;(2k + 1)) , k=0,...,95.
V proceduie TEST budeme jesté uvazovat n = 3m a rovnomeérné rozmisténé hraniéni body
=T (%), k=0,...,n—1.

Budeme volit funkci u tak, aby vzdy byla harmonickd v Q a spojitd na Q U [I'] pro jakoukoliv
z uvazovanych cest I'; a tedy aby ji bylo moZno povaZovat za pfesné feSeni piislusné ulohy (D).
Grafy zvolenych funkci v a jejich hodnoty v testovacich bodech wy, ..., wgs jsou znazornény na
obrazcich 2—4.

Kazdy vystupni tidaj € je znadzornén grafem, v némz jsou na vodorovnou osu nanaseny indexy
testovacich uzld wy, ..., wys a na svislou osu slozky vektoru €. Pfitom ptvod znazornénych dat
odpovida této legendé:

—Ml- ... procedura TEST
—A— ... procedura TESTSPEC
—@— ... puvodni PROGRAM 2

V kazdém piikladé je pro ilustraci zaclenén graf odpovidajici cesté (KR) a m = 24. Kompletni
sada grafi ke kazdému prikladu je umisténa v pfiloze B. Soucasti kazdého prikladu jsou tabulky
s kompletni sadou vystupnich adaju €,y & Emax-
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1 1
05 0.8
0.6
0¢
0.4
-0.5 02
_1 s
-1 0
(KR)
1 . ®
0.5
® .
0 0.5 1 1.5

OBRAZEK 1. Obrazy pouZitych cest a uzly rozkladu P pro m = 24.

2

0.5
(TR)

2.5
(0B)

19—o—o—0 9004
0.89
®
0.6
)
0.4
()
0.2¢
—e—o—eo
0 0.5
(CT)
35 4 4.5 5
4.5
44
35
3¢ ]
2.5
24 ]
1.5
16
0.5
0 ® ®
0 1 2
(CE)

88
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2

0
real(z)

.., Wo5.

OBRAZEK 2. Graf funkce u(z) = Re(2?) a jeji hodnoty v testovacich bodech wy, .
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10

2
0

-2 real(z)

0 (OB)

100

OBRAZEK 3. Graf funkce u(z) = Re(e?) a jeji hodnoty v testovacich bodech wy, .. ., wgs.
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;é_‘ 10

S 5

T 0

N

< -5

+

N

® -10

(¥

= 105 y 1.5
_ ~ 0 0 0.5
imag(z) real(z)

(TR)

0 (CB)
(€T

OBRAZEK 4. Graf funkce u(z) = Re(z + m) a jeji hodnoty v testovacich bodech wy, .. ., wgs.
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Priklad 8. Uvazujeme funkci u(z) = Re(z?).

cesta (KR), m=24

92

Eavi | M (KR) (TR) (CT) (OB) (KA) (CE)

. 24 || 0.00804192 | 0.00236952 | 0.00735564 | 0.05098315 | 0.21722634 | 0.16805276

E 48 || 0.00150302 | 0.00083291 | 0.00243332 | 0.01673201 | 0.07607476 | 0.05754766
72 || 0.00079710 | 0.00054847 | 0.00160158 | 0.01117909 | 0.04989301 | 0.03801648

% 24 || 0.01685205 | 0.00349243 | 0.01104194 | 0.07594566 | 0.32187943 | 0.23636765

é 48 || 0.00442250 | 0.00128732 | 0.00390314 | 0.02714722 | 0.12003505 | 0.08485662

)

& 72 || 0.00179570 | 0.00064897 | 0.00191334 | 0.01335986 | 0.06023201 | 0.04276423

‘; 24 || 0.01361718 | 0.00215469 | 0.00597280 | 0.05468634 | 1.13217713 | 3.01774928

=

§ 48 || 0.00319090 | 0.00049151 | 0.00142894 | 0.01272541 | 0.50546527 | 0.91305904

=

P~ 72 || 0.00130924 | 0.00019914 | 0.00058933 | 0.00525109 | 0.31342494 | 0.61215576

€max | M (KR) (TR) (CT) (OB) (KA) (CE)

- 24 || 0.01439411 | 0.02091782 | 0.05519535 | 0.44012422 | 1.82564197 | 1.24576887

é 48 || 0.00236168 | 0.01245668 | 0.03359797 | 0.25392961 | 1.11709784 | 0.71141789
72 || 0.00142839 | 0.00996993 | 0.02547778 | 0.19195373 | 0.92295826 | 0.53754160

% 24 || 0.03449393 | 0.02579487 | 0.06194230 | 0.59330884 | 1.97279119 | 1.45916498

g 48 || 0.00691287 | 0.01457136 | 0.03562873 | 0.29588478 | 1.16552197 | 0.78122459

&)

& 72 || 0.00364539 | 0.01169094 | 0.02844519 | 0.22768083 | 0.99497334 | 0.61393223

;’ 24 || 0.05210416 | 0.00833595 | 0.01714658 | 0.19368250 | 8.57614245 | 21.87277615

=

§ 48 || 0.01285094 | 0.00218076 | 0.00422438 | 0.03992597 | 7.81319729 | 12.07294156

=

P~ 72 || 0.00576073 | 0.00108629 | 0.00175065 | 0.01636755 | 6.21390205 | 8.56791132




Priklad 9. Uvazujeme funkci
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u(z) = Re(e?).

cesta (KR), m=24
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0.06
0.05
0.04
0.03
0.024

-0.01
-0.02

0.01f |

T T

Cavi | T (KR) (TR) (CT) (OB) (KA) (CE)

- 24 || 0.00425580 | 0.00334510 | 0.00706716 | 0.73928774 | 0.53335770 | 0.28309226

Cé 48 || 0.00079017 | 0.00119940 | 0.00234128 | 0.23037551 | 0.13996850 | 0.07752214
72 || 0.00041802 | 0.00078609 | 0.00153829 | 0.15352756 | 0.09136643 | 0.05261398

% 24 || 0.00881048 | 0.00471958 | 0.01015121 | 1.04625266 | 0.99837326 | 0.36514130

é 48 || 0.00231807 | 0.00177633 | 0.00361622 | 0.37330967 | 0.34014206 | 0.12703771

3 72 || 0.00093556 | 0.00090543 | 0.00178987 | 0.18336866 | 0.15964941 | 0.06196964

g 24 || 0.00958216 | 0.00169352 | 0.00417699 | 0.76696765 | 2.37140711 | 2.67459324

=

§ 48 || 0.00220187 | 0.00039465 | 0.00100781 | 0.19321343 | 0.67379963 | 0.65898910

=

A 72 || 0.00088639 | 0.00015883 | 0.00041277 | 0.08126549 | 0.31244607 | 0.35298575

Emax | M (KR) (TR) (CT) (OB) (KA) (CE)

. 24 || 0.01963373 | 0.02391015 | 0.05489852 | 7.28984192 | 3.80168097 | 2.01394115

(é 48 || 0.00284060 | 0.01477044 | 0.03291633 | 4.19011530 | 2.41630824 | 0.78257656
72 || 0.00180723 | 0.01188829 | 0.02498782 | 3.16002545 | 1.91428226 | 0.60760537

E 24 || 0.04485416 | 0.03011322 | 0.06405095 | 8.91282469 | 5.06952879 | 2.89681319

a 48 || 0.00927854 | 0.01647279 | 0.03630679 | 4.68061441 | 3.09646884 | 1.04955139

3 72 || 0.00493598 | 0.01347538 | 0.02863869 | 3.67465462 | 2.50952553 | 0.79969511

; 24 || 0.05659806 | 0.00521283 | 0.00987403 | 4.65239554 | 11.07770033 | 15.71484096

=

§ 48 || 0.01676240 | 0.00158152 | 0.00234571 | 1.13326366 | 3.27548601 | 5.17982482

=

A~ 72 || 0.00778481 | 0.00093299 | 0.00099883 | 0.465679667 | 1.31792103 | 3.24167014
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Piiklad 10. Uvazujeme funkci u(z) = Re(z + M)

cesta (KR), m=24
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0 10 20 30 40 . 50 60 70 80 90

Cavr | M (KR) (TR) (CT) (OB) (KA) (CE)
- 24 || 0.18640296 | 0.02955906 | 0.04037114 | 0.19670851 | 0.16761664 | 0.17240388
(é 48 || 0.04630941 | 0.00995840 | 0.01258603 | 0.05307522 | 0.08659955 | 0.08674431

72 || 0.00807524 | 0.00631715 | 0.00771612 | 0.02740462 | 0.05782858 | 0.05766705

8 24 || 0.17774907 | 0.03500394 | 0.04694543 | 0.17865865 | 0.24252780 | 0.28285928
g 48 || 0.05956187 | 0.01352471 | 0.01713986 | 0.04963174 | 0.10962113 | 0.11625942
E 72 || 0.02050324 | 0.00691797 | 0.00852425 | 0.03187856 | 0.05503321 | 0.05624944
; 24 || 0.18051200 | 0.03815611 | 0.05217207 | 0.19360600 | 0.42984532 | 1.04988367
=
§ 48 || 0.12842095 | 0.01379583 | 0.01732547 | 0.08000057 | 0.21916854 | 0.40304029
& 72 || 0.07628923 | 0.00716075 | 0.00872382 | 0.04806269 | 0.13657963 | 0.27882883

fwwx | m | (KR) (TR) (1) (0B) (KA) (CE)
. 24 || 4.00151171 | 0.44173154 | 0.64180568 | 4.79127399 | 3.92304517 | 3.93193933
cé 48 1.30467709 | 0.26734071 | 0.34575668 | 1.95799065 | 2.96834936 | 2.96959201

72 || 0.23180442 | 0.21165174 | 0.25693701 | 1.42744766 | 2.62762888 | 2.62770501

8 24 || 5.26331736 | 0.49674731 | 0.80158079 | 7.19235832 | 6.59074801 | 6.56127732
g 48 || 1.89002603 | 0.28910684 | 0.37822804 | 2.74400607 | 5.51570086 | 5.51028339
=
= 72 || 0.46463413 | 0.23959472 | 0.30680767 | 1.89342624 | 4.12095294 | 4.11941344
; 24 || 5.20488303 | 0.43025857 | 0.79108343 | 6.84377678 | 5.65161273 | 6.14565790
%
g;g 48 || 5.00424762 | 0.15764166 | 0.30900019 | 3.53721585 | 4.81812674 | 4.83066866
& 72 || 3.61741324 | 0.08440212 | 0.12250873 | 2.27882396 | 3.73004713 | 3.73795121
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V predchozich ptikladech nebyly uvedeny hodnoty vystupniho udaje K, které nehraji roli pfi
posuzovani pfesnosti jednotlivych metod, avSak nékteré z nich budeme potiebovat v oddile 30,
a proto je uvadime v tabulce 1. Je pfitom vhodné si uvédomit, ze jsme v téchto ptrikladech pouzivali
vyhradné cesty s délkovym parametrem, pro které plati V' = 1, a tedy pro vystupni udaj K
procedury TEST resp. TESTSPEC plati

K=K resp. K=Kp.

’ m ‘ IA(p
24 | 3.78044687

48 | 3.94504575
72 | 3.97564303

TABULKA 1. Hodnoty K = Kp pro cestu (KR) a funkci u(z) = Re(z2).

Na zakladé testovani z ptikladi 8-10 1ze usoudit, Ze ve srovnani s pfibliznym Fesenim tlohy (D)
podle ptivodni metody vykazuji nové navrzené funkce 4 a Gp srovnatelnou presnost pro cesty (KR),
(OB), mensi presnost pro cesty (TR), (CT) a presvéd¢ivé vétsi presnost pro cesty (KA), (CE).
Lze rovnéz usoudit, ze 4 je presnéjsi nez up.

Vysledky testovani tedy hovoii ve prospéch hypotézy, ze pouziti ptivodni verze KMHP pro
priblizné feseni Dirichletovy tlohy je vhodnéjsi v pfipadé konvexnich oblasti a pouziti alternativ
navrzenych v oddile 26 je vhodnéjsi v pfipadé nekonvexnich oblasti.

30. Odhady

Procedury TEST resp. TESTSPEC nam umoznily udélat si pfibliznou predstavu o veli¢iné
(94) max |h(z) — a(z2)|
z€[l']

resp. (99) na zékladé experimentu. Nyni se budeme zabyvat hornim odhadem téchto veli¢in.
Vsechny odhady, které odvodime, maji aposteriorni charakter, nebof v nich figuruje konstanta
K resp. Kp, kterou lze vyéislit az po vyFedeni soustavy (91) resp. (95).
V prikladech tohoto oddilu se budeme zabyvat vyc¢islenim odvozenych odhadd pro cestu

(KR) I'(t) = e, t €(0,27),
a funkci

h(z) = Re(2?).
V souladu s ptiklady 8-10 budeme uvaZovat m € {24,48, 72} a rovnomérny rozklad P = {1’_}};"’:_01
takovy, ze

20 =T(0)=1.
Potom

Ve zbytku tohoto oddilu budeme uvazovat z € [I'], t € R takové, ze z =T'(t) a k € {0,...,m—1},
takové ze ty, <t < try1. Bez Gjmy na obecnosti budeme predpokladat, ze ¢ neni ve vétsi vzdalenosti

od tj nez od tg41, neboli
M fk+12— tx (< V(P)> .

2
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Spole¢né odhady pro veli¢iny (94) a (99)

Dva odhady, které nyni ukdZzeme pro veli¢inu (94), lze zajistit naprosto stejné také pro veli¢inu (99).
Vyjdeme z nerovnosti

(113) h(2) —@(2)] < [h(z) = h(zk)| + [P(zk) — @(z)] + @(zk) — Q(2)],
Pro prvni séitanec na pravé strané (113) na zdkladé tvrzeni 15 plati
(114) |h(2) = h(zk)| < whor (|t — tk]) < whor (@)

a vidime, ze pokracovani v tomto odhadu je zcela zavislé na vlastnostech funkce h. Pro druhy
sCitanec jisté plati

(115) [h(zk) — @zi)| < max [h(z;) —a(z)]|

0<j<m—1

a nabizi se vycisleni vyrazu na pravé strané naptiklad pomoci procedury TEST. Pro tfeti s¢itanec
na zakladé (93) plati

|i(zk) — @(2)| = |[Re €™ (I)(T(tx)) — Re &~ ()(T'(1))|,

a pfi jeho odhadovani vyuzijeme teoretické poznatky odvozené pro integraly Cauchyho typu v od-
dile 19. Odhad odvodime ve dvou situacich:

I. Obecny pfipad

Pouzijeme-li korektné proceduru OML pro vstupni tdaje ”(273 ) , K a plati-li pro vystupni adaj této

procedury OML(% 27)) , K) < 1000, potom podle véty 7 plati

(116) [a(21) = (=) < |6~ () (t) — € ()T ()] < OML (4P, &) .
Pokra¢ujeme-li v (113) podle (114), (115) a (116), 1ze veli¢inu (94) odhadnout vyrazem
wnor (UF2) +  max|h(z)) = a(z)| + OML (42, K ).

0<j<m—

Pokud pouzijeme stejny postup pii odhadovéni veli¢iny (99), dospéjeme k vyrazu
(117) WhoTl (@) + OML (@,Kp) ,

protoze z (98) plyne, ze

s [h(z,) = ip ()| = 0.

Piiklad 11. Vydéislime odhad (117) veli¢iny (99) pro cestu (KR)
a funkci h(z) = Re(z?). Plati

(hoT)(t) = cos(2t), teR,

v () <20 ) ]
Jde tedy o vyéisleni vyrazu 24 | 1.97115461

48 | 1.05911775
72 | 0.72758825

~ v(P)

(117') 2 cos - +OML (“P2, Kp).

K aplikaci procedury OML pfistoupime podobné jako v prikladé 6
s jedinym rozdilem, a to Ze pro funkci fp bereme hodnoty Kp z ta-
bulky 1. V priloze A je umistén vypis souboru odhadl.m zajistujiciho
vydéisleni (117') v prostfedi MATLAB.
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II. Dostateéné jemny rozklad P

Piedpokladejme, Ze rozklad P je tak jemny, ze pro kazdé j € {0,...,m — 1} 1ze [I;] povazovat za
asecku, tj.

=5 e, ceml
Zi+1 T A
Na zékladé (70) a (71) pro kazdé j € {0,...,m — 1} plati
~ ~ C— 2 ~ ~
Q) =1+ —=—"—(lj+1—1;), ¢€[L],
2+l T Z

a tedy funkci [ 1ze povazovat za realnou. Potom z véty 8 a z (92) prakticky plyne, ze

. . - KT? QDFK KT? v(P)
— < — — < _ =7,
(118) |G(z) — @(2)| < orK |ty —t| + p we [ty — t]) < 5 v(P) + g wq>< 5 )

Pokracujeme-li v (113) podle (114), (115) a (118), 1ze veli¢inu (94) odhadnout vyrazem

K KT? /,
wr a@( (27>)>.

wnor (M2) + max_ |h(z;) - a(z)| + E5=v(P) + =

0<j<m—1 2

Pokud pouzijeme stejny postup pii odhadovani velic¢iny (99), dospé&jeme k vyrazu
y K KpT? /,
(119) whor( (QP)) + WTPV(P) + %WQ(@)

Piiklad 12. Vy¢islime odhad (119) veli¢iny (99) pro cestu (KR)

a funkci h(z) = Re(z?). Pro whop(@) pouzijeme vyraz z pii-

kladu 11. Podle pfikladu 5 je or = % a funkce wg je nulova. Jde ’ m ‘ (119") ‘
tedy o vy¢isleni vyrazu

o & 24 | 0.50848205
(119) 2005 VP L KPpy 48 | 0.25990758

2 4
Hodnoty konstanty Kp bereme z tabulky 1. V piiloze A je umis- 72 | 0.17397385

tén vypis souboru odhad2.m zajistujiciho vyéisleni (119’) v prostredi
MATLAB.

Odhady pro veli¢inu (99) s dostateéné jemnym rozkladem P

Odvodime takové odhady pro veli¢inu (99), které jsou podminény platnosti (98), a tedy je nelze

pouzit v piipadé veli¢iny (94). Pfedpokladejme, Ze rozklad P je dostate¢nd jemny (abychom funkei

mohli opét povazovat za redlnou). Vyjdeme z nerovnosti

(120) h(2) = p(2)] < [MT (1)) = MO+ [A(E) — an (T ()],

kde

h(T (tr41)) — (I (tk))
lot1 — Uk

At) = h(DT(tg)) + (t —tx),

a tedy na zakladé (98) také

ap(T (tps1)) — dp (L (tr))

A(t) = ap (T () + thr1 — b

(t — th).

Pro prvni séitanec na pravé strané (120) na zikladé lemmatu 5 plati

whor (¥(P))
—

_ or (tri1 —t ,
M)~ A@)] < wner () 4 DB 0] (a2
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Nez pristoupime k odhadovani druhého sc¢itance, uvedeme dva k tomu potfebné vztahy. Predné
na zékladé (97), véty 8 a (96) pro kazdé ¢’ € R prakticky plati

(121) lap (T (') — ip(T(1)| = |ReG ™ (Ip)(T(¥)) —ReC™ (Iip)(T (1))
. KpT?
< orKp|t —t|+ Z wa (|t — ).
T
Dale pouzijeme elementarni nerovnost
tir1 — tr)?
(tk+1 _ t)(t _ tk) § %
Nyni pro druhy séitanec na pravé strané (120) dostavame
" tpy1 —t /. . =1 . .
A(t) — ap (L ()] = %(UP(F(%)) —ip(D(t))) + ——— (ap (T (trr1)) — UP(F(t)))‘
tpr1 — tk the1 — g
A t -1 t—1
< ¢rKp <k+1(t —t) + ————(tg1 — t))
tho1 — tk tht+1 — tk
KPTQ thy1 — ¢ t— g
t—1 D t -1
4m (thrl - tkw@( 0+ tht1 — tku@( 1 1)
o (thyr — )t —t KpT?
< 2<ppr( k1~ 1) ) + 27 wa (tp+1 — ti)
thy1 — tk 47
SDFKP AP 2
< 5 (tgt1 — tr) + e wa (try1 — tr)
K KpT?
< FPUP) + = —we (v(P)).
Veli¢inu (99) 1ze tedy odhadnout vyrazem
v\ , whor((P)) | ¢rKp KpT?
wnor (UF2) + SRR 1 ER 0 (P) + = —wo(1(P)).

V jistych situacich miZzeme séitance na pravé strané (120) odhadnout pomoci lemmat 6-7.
Predpokladejme naptiklad, Ze na intervalech (¢;,¢;41) existuje spojita derivace (hoI')’ funkce hoT
a ze existuje M > 0 s vlastnosti

(122) |(hoT)"(t)] < M, te(tj,tjt1), 7=0,...,m—1

Potom pro prvni s¢itanec na pravé strané (120) na zakladé lemmatu 7 plati

) - 20| < X - 102 < Lo2p)

Pokud budeme predpokladat, ze funkce we je konkavni, potom funkce

KpT?

w*(s) = or Kps + wa (), s €(0,400),
je neklesajici, konkdvni a na zakladé (121) splituje
Wapor (8) < w*(s), 5€ (0, +00).

Vidime, Ze pro druhy séitanec na pravé strané (120) podle lemmatu 6 plati

_ K KpT?
A — ap(D ()] < w (2gte) < FER0(P) + =T —wg (47).
7

Plati-li oba pravé zminéné pfedpoklady soucasné, lze veli¢inu (99) odhadnout vyrazem

M, orKp KpT? v (P)
21/(7’)—!— 5 v(P) + y w@(2>.

(123)
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Piiklad 13. Vy¢islime odhad (123) veli¢iny (99) pro cestu (KR)
a funkci h(z) = Re(z?). Pro libovolné ¢ € R plati

(hoT)"(t) = —4cos(2t)

odkud
[(hoT)"(t)] < 4,
a tedy volime M = 4. Podle prikladu 5 je pr = % a funkce wg je
nulova. Jde tedy o vydisleni vyrazu
K
(123') 202(P) + TPI/('P).

Hodnoty konstanty Kp bereme z tabulky 1. V pfiloze A je umis-
tén vypis souboru odhad3.m zajistujiciho vyéisleni (123’) v prosttedi
MATLAB.

99

m | (23) |
24 | 0.38450751
48 | 0.16337078
72 | 0.10196595

Vzhledem k tomu, Ze okrajova tloha z prikladd 11-13 byla rovnéz pfedmétem testovani presnosti
v ptikladé 8 a ze v souladu s timto pfikladem jsou uvazovana stejnd m a stejné rovnomérné rozklady
P = {L };’L:Bl, nabizi se srovnani hodnot odhadi s pfislusnymi (8edé podbarvenymi) hodnotami

veli¢iny €. 2 tabulky na strané 92.



Shrnuti a zavéry pro dalsi rozvoj problematiky

Tato prace je zamérena na doplnéni soucasnych poznatki o komplexni metodé hrani¢nich
prvki, zkracené KMHP, s dirazem na efektivni konstrukci, konvergenci, existenci, algoritmickou
realizaci a odhady chyby pfiblizného feSeni Dirichletovy tlohy pro rovinné Jordanovy oblasti majici
po ¢astech regularni hranice bez ostnii. Tézisté jeji vysledkové ¢asti spociva zejména v dokumentaci
vyzkumu cest realizujicich parametrizaci hranic vySe uvedenych oblasti a integraltt Cauchyho typu

podél téchto cest.

Do prvni skupiny dosazenych vysledkt jsou zarazena specifickd pomocné tvrzeni, jejichz du-
kazy jsme v odborné literature nezaznamenali. Zejména jsme presvédcéeni o puvodnosti vysledku
formulovaného ve vété 1 a vyuzitého pozdéji k dikazu dilezité véty 10. Spociva v popisu jedné
specidlni situace, v niz lze spojitou vétev argumentu povazovat za omezenou.

V nasledujici ¢asti se vénujeme vlastnostem a charakteristikdm pouzivanych hranic. Jejich
korektni odvozeni neni hlavnim cilem monografii o zkoumané problematice ([15]), pfipadné jde
jen o intuitivni vyklad ([43]). Symbol I" zavedeny v definici 1 na strané 35 oznacuje kladné ori-
entovanou Jordanovu cestu bez bodid tvratu, kterad je definovana na kompaktnim intervalu délky
T > 0, a rovnéz jeji T-periodické rozsifeni definované na celé redlné ose. Symbolem 2 je oznacen
vnitfek cesty I', ktery je zminénou rovinnou Jordanovou oblasti a jehoz hranici je mnozina

[]=4T(®):0<t<T}.
K hlavnim vysledkiim druhé ¢asti patii véty 2-5.

s vz

Do treti ¢asti jsou zatrazeny vysledky vztahujici se k hraniénimu chovani ICT za specifickych
predpokladt o jeho hustoté. Nékteré z téchto vysledki predstavuji témata autorovych publikaci
(Ip2],[p3]). Vseobecné je znamo, Ze pro funkci g : [I'] — C spojitou v Diniho smyslu je ICT

“06) = [ Lac ey
r

holomorfni v £, existuje jeho spojité rozsifeni €~ (g) definované na mnoziné Q U [I'] a plati

(55) W =9+ o [ =9 g e,

2i (—=z

kde integral na pravé strané konverguje absolutné. Véta 6 predstavuje teoreticky prispévek ke
zndmé Privalovové vété o hrani¢nich hodnotach ICT. Poskytuje vy¢islitelny odhad pro rozdil
hraniénich hodnot funkce ¥~ (g) o I' v pfipadé lipschitzovské hustoty g. Vy¢isleni odhadu, ktery
ma Ctyfi parametry, je algoritmicky zpracovano v procedufe OML, pfi¢emz vystupni udaj této
procedury je pouzit ve formulaci véty 7, kterd je praktickym dusledkem véty 6. Véta 8 potom
prindsi neméné dilezity odhad pro rozdil hrani¢nich hodnot funkce Re (€ (g) oT') v pfipadé
hustoty g spojité v Diniho smyslu.

V této ¢asti se téz podrobné vénujeme vlastnostem ICT o po ¢astech linedrni hustoté. V defi-
nicich 14-16 na stranach 55-56 je postupné zaveden rozklad

P ={L}5
cesty I', kde I pfedstavuje pfislusnou restrikci zobrazeni I', uzly

20y+-92m—1 € [F]
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tohoto rozkladu, funkce ! : [['] — C po édstech linedrni na [I'] vzhledem k rozkladu P — mnozina
v8ech takovych funkci je oznacena £, (P) — a generujici posloupnost {L; };”:_01 pro funkci I, kde
L; : C — C je linearni funkce s vlastnosti

Liligy =gy
Opakované se vyuziva skutecnosti, ze posloupnost {O; };-’L:Bl libovolnych objekti lze periodicky
rozsitit do souboru {Oy : k € Z} (viz poznamku 8, str. 55).

Na zakladé specidlnich vlastnosti funkce [ € %, (P), kterd je mimochodem lipschitzovsks, je
odvozena cela Fada vlastnosti funkce €(I) resp. ¢~ (I). Mimo jiné je snadno odvozen vztah (55)
pro g = (lemma 19), a to nezdvisle na vSeobecné znamych tvrzenich.

Ve vété 9 ukazujeme, Ze funkce €~ (1) mohou na mnoziné Q U [I'] stejnomérné aproximovat
libovolnou funkci, kterou lze vyjadrit ve tvaru ICT o Diniho spojité hustoté g s vlastnosti
(76) limsupwg(s)Inl =0,

sl0
kde wy je modul spojitosti funkce g. K popsanym hustotam patii napiiklad vSechny funkce spliujici
na [I'] Holderovu podminku s exponentem «, kde 0 < a < 1, pro které bylo tvrzeni analogické
vété 9 dokdzéno v [38, str. 450-452]. Z praci T. V. Hromadky a jeho spolupracovnikd (viz oddil 4)
bylo doposud znamo, ze takto lze aproximovat pouze funkci, ktera je holomorfni v néjaké oteviené
mnoziné obsahujici mnozinu QU [I'].

Ukazuje se, ze kromé spojitého rozsifeni ¢~ (I) holomorfniho elementu (% (1),) (tj. holo-
morfni funkce €'(1) uvazované v oblasti Q), lze uvazovat spojité a holomorfni rozsiteni, kterd jsou
definovand na mnohem rozsahlejsich mnozinach nez je Q U [I']. Holomorfni element (I}[-], ), kde

d
Bl = [ 22, zeC\EL
L
mé podle véty 11 holomorfni rozsifeni T[] definované v oblasti R; N R,,1, kde R; je jednoduse
souvisla oblast, kterd vznikne z Gaussovy roviny C odstranénim vy¥ezu [p;], tj. kiivky bez samo-
prisecikt spojujici uzel z; s komplexnim nekoneénem oo a s vyjimkou tohoto uzlu lezici v mnoziné
C\ (QUII')). Pfitom na zakladé Riemannovy a Carathéodoryho véty lze pfedpokladat, ze vyfezy

[pol,- -, [Pm—1] jsou disjunktni, a tedy Ze mnozina
m—1

S= )R
j=0

je jednoduse souvisla oblast. Véta 12 popisuje holomorfni rozsifeni %N(l) holomorfniho elementu
(€(1), Q) definované v S a véta 13 popisuje spojité rozsiteni & (1) holomorfniho elementu (¢(1), S)
definované v .S U {zp, ..., 2m—1}. VyFezy [pol, ..., [Pm—1], jimiZ jsou uréeny oblasti Ry,..., Rm_1,
nejsou v této praci pouzity za zadnym dalsim Gcéelem, narozdil od praci T. V. Hromadky a jeho
spolupracovniki, kde je jejich pouziti spjato s algoritmickou realizaci metody a jejich problematické
stanoveni komplikuje pouziti KMHP zejména v pripadé hranic komplikovanéjsich nekonvexnich
oblasti.

Mnozina %, (P) je komplexni vektorovy prostor a zobrazeni
Ln(P)31 +—  [l(z20),-- - 1(zm_1)]T €C™
je izomorfismus vektorového prostoru %, (P) na standardni komplexni vektorovy prostor C™.
Uvazujeme bézi {bg,...,bn_1} prostoru %, (P) odpovidajici standardni bazi prostoru C™ pf¥i

tomto izomorfismu. Potom holomorfni element (%'(b;), S) 1ze holomorfné rozsifit prostiednictvim
holomorfniho elementu

1 -2, “Ein g
(3 (C=2B 1+ 2222 80) D)) e Dy = RO BN Ry,

2mi \zj — 2,4 Zj T R

jehoz spojitym rozsifenim definujeme funkci
fi: DjU{zj-1, 25, 2411 = C.
Vlastnosti funkci fy, ..., fm—1 odvozené v oddile 25 maji zasadni vyznam pro vyvoj KMHP. Podle

véty 15 jsou restrikce téchto funkci na hranici [I'] funkcemi linedrné nezavislymi. Stejny vysledek
plati podle véty 17 také pro restrikce jejich redlnych ¢asti go, ..., gm—1-
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V zavérecné C¢asti zaméfené na samotny vyvoj KMHP se integruji vSechny predchozi vysledky.
V oddile 2 byly interpretovany ptivodni postupy T. V. Hromadky a jeho spolupracovnikii, jejichz
cilem bylo zpfFistupnit hodnoty takové funkce Re €'~ (1), ktera pro danou spojitou funkei h : [I'] —
R popisuje priblizné feseni Dirichletovy ulohy
(D) Au=0 v, u=h mnall].

Praktickym cilem disertace bylo vyuzit vlastnosti zde zavedenych funkci go,...,gm—1 k navrhu
alternativnich postupi. V nésledujicim odstavci se jeden z nich pokusime vylozit analogicky jako
byly vylozeny ptuvodni postupy v oddile 2.

Symbolem u ozna¢ime piesné feSeni tlohy (D). Potom u je funkce harmonické v €2, spojitd na
QUIT, a tedy u je redlnou ¢asti néjaké funkce f, ktera je holomorfni v 2 a spojitd na QU [I']. Za
téchto okolnosti lze funkci f reprezentovat ve tvaru ICT o redlné hustoté, feknéme g : [I'] — R,
podél cesty T, tj.

_ 1[99
f(w)—%/c_iwdﬁ w €,
P

(viz [43, str. 255] nebo piimo [39, str. 136]). Poznamenejme, Ze pouziti této integralni reprezentace
je zésadni odlisnosti od ptivodnich postupi. Umoziiuje ndm uvazovat realnou hustotu g, zatimco
ptivodni postupy pouzivaji integralni reprezentaci s komplexni hustotou (napi. Cauchyho integralni
vzorec — srovnej s oddilem 2). Nahradime-li hustotu g jejim po ¢astech linedrnim interpolan-
tem [ € %,,(P) vzhledem k uzltim 2y, ..., z,_1, potom

L :=1U%) =g(zj) €R, j=0,....m—1,
%~ (1) je aproximantem funkce f, tj.
(3) ¢ ()~ f naQull|,
a Re % (1) aproximuje funkci u. Je-li tedy veli¢ina

max_|u(z) — Re € (I)(z)|

z€QUI[I]

mala, popisuje funkce Re 4~ (I) pfiblizné feseni tlohy (D). P#i vydisleni hodnot vhodné funkce
Re @~ (1) vyuzivame toho, ze

Re%f(l)(z):Rez_:ljfj(z)z z_:ljgj(z), z€ QU
=0 =0

Definice funkci g, - . ., gm—1 je zaloZena na znalosti uzli zg, . . ., z;,—1, které lze jednoduse stanovit
napiiklad tak, ze zvolime libovolné o € R a polozime

(88) zj=T(a+Lj), j=0,....m-1

Koeficienty lg, . .., l,,_1 jsou stanoveny jako slozky FeSeni soustavy linearnich algebraickych rovnic,

ktera se odvodi néasledovné. Pro libovolnou posloupnost {Ck}z;é, kde n > m a (p,...(n—1 € [['],
sestavime na zakladé (3) soustavu rovnic

%7(1)(Ck):f(Ck), ]{3:0,...,7171,

neboli )
SOLFG) =F(G),  k=0,...,n—1
=0

Potom porovnanim realnych ¢asti levych a pravych stran téchto rovnic a aplikaci okrajové pod-

minky u = h na [I'] obdrzime soustavu n rovnic o m nezndmgych ly, ..., ln_1:
m—1

(91) legj(Ck):h(Ck)a k:(),...,’flfl.
§=0

Tuto soustavu fesime metodou nejmensich ¢tverca. Proces sestaveni prislusné matice soustavy
{Qj(Ck)}k:O,...,n—l-
7=0,....m—1

je v nasem pripadé, narozdil od Hromadkova pfistupu, zcela trivialni — prvky této matice jsou

piimo hodnoty funkci go, ..., gm—1 v bodech zvolené posloupnosti {(x}}=;. Viimnéme si také, ze
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soustava (91) ma m nezndmych ve srovnani s 2m + 3 nezndmymi u soustavy, na kterou nara-
zime v pracich Hromadky a jeho spolupracovnikii, a to pfi stejnych uzlech rozkladu zg, ..., 2m_1-
V naSem ptipadé se tedy jedna o tsporu vice nez poloviny neznamych.

Pokud neni nasim cilem sledovat analogii s puvodnimi postupy, vystacime si se stru¢néjsim
popisem: Posloupnost {{x}7—3 oznacujeme jako vztaznou, ma-li tloha fesit soustavu (91) metodou

nejmensich ¢tvercti pravé jedno feseni [lo,...,ln_1]7. V takovém piipadé zavadime funkci
m—1
i(z) = Y ligi(z), zeQu[T.
j=0

Funkce @ je harmonicka v €2, spojitd na Q U [T'] a spliiuje podminky
’ll((k) Zh(Ck), k=0,...n—1,
ve smyslu nejmensich ¢tverct. Je-li veli¢ina
(94) max |h(z) — 4(2)|
z€[l']

mald, potom na zakladé principu maxima modulu pro harmonické funkce je mozné funkci @ pova-
Zovat za piiblizné FeSeni tlohy (D). Na zékladé véty 9 lze za pFiznivych okolnosti funkcemi 4 na
mnoziné Q U [I'] stejnomérné aproximovat Feseni tlohy (D).

Dalsi nova alternativa se vztahuje ke specidlni situaci pravé popsaného postupu, kdy m = n.
V této situaci je vztaznost posloupnosti {Ck}zgé ekvivalentni s feSitelnosti soustavy (91) v obvyk-

lém smyslu. Je-li vztazna pfimo posloupnost {z; };7201 uzlt zvoleného rozkladu a je-li [io, A fm,l]T
TeSeni soustavy
m—1
Ligi(z) = h(zk), k=0,...m—1,
=0

potom zavadime funkci
m—1

Up(z) = Zijgj(z), z€e QU
=0

Funkce 4p je harmonickd v €, spojitd na QU [I'] a splituje podminky

Up(zj) = h(z;), j=0,....m—1
Je-li veli¢ina
(99) max h(z) - @p(2)|

z€[l]

mala, potom na zakladé principu maxima modulu pro harmonické funkce je mozné funkci up
povaZovat za pfiblizné FeSeni tlohy (D). Na zékladé véty 9 lze za pFiznivych okolnosti funkcemi
@p na mnozing QU [I'] stejnomérné aproximovat feSeni ulohy (D).

Funkce @ a up lze uvazovat jen za predpokladu fesitelnosti prislusné soustavy linearnich
algebraickych rovnic nebo, coz je totéz, za predpokladu vztaznosti pfislusné posloupnosti. Véta 18
zajistuje existenci vztaznych posloupnosti a véta 19 popisuje automaticky zpiisob jejich produkce
— staci pro dostatecné velké n € N zvolit libovolné o € R a polozit

Ck:F(a—F’%), k=0,...,n—1.
Specialni vysledek pro cestu
(KR) L(t)=e",  te(0,2m),
jejimz obrazem je jednotkova kruznice, pfinasi véta 20, podle které ma rovnomérnost rozkladu za
nasledek vztaznost posloupnosti jeho uzlt. Pfi numerickych experimentech v oddile 29 jsme tuto
vlastnost zaznamenali také u dalsich cest I' s délkovym parametrem.

Véty 2, 10, 11 a priklad 2 jsou zakladnimi piliti korektniho odvozeni vy¢islitelnych vyrazi, které
popisuji hrani¢ni hodnoty funkci fo,..., fin—1 a z nichz vychazi algoritmicka realizace novych
postupu v procedurdach DIRICHLET a DIRICHLETSPEC. Tyto procedury produkujici hodnoty
funkei @ a 4p funguji korektné pro kazdy rozklad P s vlastnostmi P; a P;; (viz pozndmku 19).
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Zajisténi takového rozkladu nepredstavuje vétsinou v praktickych tlohach problém. Navic z vét 3
a 4 o zobrazeni I' plyne, Ze uvedené vlastnosti ma libovolny dostateéné jemny rozklad P.

Veli¢inu (94), podle které je mozno posoudit vhodnost pouziti funkce @ jako p¥iblizného FeSeni
Dirichletovy tlohy (D), obecné stanovit neumime. Mtzeme si vSak o ni udélat pfibliznou pfedstavu
na zékladé experimentu, ktery spoc¢iva ve vyéisleni hodnot vyrazu h(z)—a(z) v testovacich bodech
rozmisténych na hranici [I']. Za tim Gcelem je navrzena procedura TEST, kterd vyuziva proceduru
DIRICHLET a produkuje navic veli¢iny

15 ) .
Savr = kz:o Ih(we) = @wi)l, Emax = | max  [A(wg) — d(wy)]

predstavujici primérnou a maximalni absolutni odchylku funkce @ od presného feSeni tilohy (D)
v testovacich bodech wy,...,wp—1, kde p € N. Analogicky je navrzena procedura TESTSPEC,
kterd se vztahuje k veli¢ing (99) a funkci 4p, p¥iGemz vyuzivd proceduru DIRICHLETSPEC.
Procedury TEST a TESTSPEC jsou pouzity k testovani pfesnosti nové navrzenych postupd na
tlohéch se zndmym presnym FeSenim (piiklady 8-10). Pro srovnéni je stejnym testtim podroben
také ptivodni postup (podle p¥ipadu II na strané 12, viz [29, str. 185, PROGRAM 2]). Vysledky testo-
vani hovori ve prospéch hypotézy, ze pouziti ptivodniho postupu je vhodnéjsi v piipadé konvexnich
oblasti, zatimco pouziti nové navrzenych alternativ je vhodnéjsi v pfipadé nekonvexnich oblasti.
Lze rovnéz usoudit, zZe 4 je presnéjsi nez up. Vysledky testovani vyvolavaji podezieni, ze algoritmy
puvodniho postupu, zavislé na volbé vyrezu a vhodné jednoznacéné vétve logaritmu, u kompliko-
vangjsich hranic selhavaji. Pokud tomu tak skutecné je, lze si to vysvétlit tim, Ze tyto algoritmy
nejsou schopny korektné stanovit vyfez a jednozanc¢nou vétev logaritmu v netrividlnich situacich,
které u komplikovanéjsich hranic mohou nastat. Naproti tomu nase postupy nejsou algoritmicky
zéavislé na volbé vytezu ¢i jednoznacéné vétve logaritmu a korektnost algoritmické realizace je teo-
reticky podlozena i v pfipadé€ dosti komplikovanych hranic. To stavi aparat referované disertacni
prace do pozice nastroje, ktery umoznuje korektni aplikaci KMHP pro sirsi skalu rovinnych oblasti
nez tomu bylo doposud.

Vedle vyse popsaného experimentu vznikd pfirozend otazka, zda nelze veli¢inu (94) popii-
padé (99) odhadnout zhora. Hleddni odpovédi na tuto otdzku bylo v rdmci plnéni diserta¢niho
tkolu vénovano znacné tusili. Jeho vysledky nalezneme v oddile 30. Na zakladé vyse komentovanych
vét 19 a 20 jsou odvozeny dva odhady pouzitelné pro obé uvedené veli¢iny a jedna specialni strate-
gie pro odhadovani veli¢iny (99). VSechny odhady maji aposteriorni charakter. V ptikladech 11-13
bylo provedeno vy¢isleni vSech odhadt dostupnych pro veli¢inu (99) v pfipadé jednotkové kruznice
a hrani¢ni funkce

h= u‘m, kde wu(z) = Re(2?).
Podle ocekavani bylo pozorovano, ze kvalita odhadu roste s objemem predpokladd nutnych k jeho
odvozeni. Vzhledem k tomu, ze stejna okrajova tloha byla pfedmétem vyse zminéného testovani
presnosti, nabizi se srovnani odhadt s experimentem, které ndm nepripadé ptilis lichotivé a s po-
ukazem na Gsili vynalozené pii odvozovani odhadt v nas vyvolava rozpaky.

Tato disertacni prace nabizi novy pristup ke KMHP vyvinuty na zakladé propracovaného teore-
tického aparatu s oporou ve stézejnich nastrojich komplexni analyzy. Jeho vyhody byly pfedvedeny
na pfiblizném feseni rovinné Dirichletovy tlohy. Jde pfedevsim o teoretickou moznost stejnomérné
aproximovat presné feseni, diskuzi feSitelnosti nezbytné soustavy linedrnich algebraickych rovnic,
snadné odvozeni matice soustavy a dostupnost jejich prvki, korektnost pouziti pro slozitéjsi nekon-
vexni oblasti a s tim souvisejici fadové vétsi presnost pro tyto oblasti, ¢i dostupnost aposteriornich
odhadt chyby pfiblizného feseni. Tyto vysledky vSak jisté skryvaji potencial k vylepseni.

Prostor, ktery je v disertacni praci vyhrazen praktickému uplatnéni nového pristupu, je po-
tfeba chéapat jako motivaci k jeho rozsifovani. Jiz samotna restrikce na rovinnou Dirichletovu tilohu
ukazuje na rozpracovanost problematiky a vyzyva k vyzkumu dalsich moznosti nového pristupu.
Sméry, kterymi by se rozsifovani mohlo ubirat, jsou pomérné pfirozené — dalsi okrajové tlohy,
neomezené, vicenasobné souvislé a prostorové oblasti.
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Soubor matice.m

function G = matice(z,W)
[m,p,z,w,iota,delta] = priprava(z,W);

phi1l
phi2
phi3
al =

Q

Lk

a2 =

Q

X

a3 =

@

-/
for k = 0:p-1,
for j = 0:m-1,
if delta(k) ==

e(j,w) angle((z(j)-w)./(z(j-1)-w));

Q(j,w) angle((z(j+1)-w)./(z(j)-w));

Q@(j,w) angle((z(j+1)-w)./(z(j-1)-w));

(j,w,phi) (w-z(j-1))./(z(j)-z(j-1))...
(log(abs((z(j)-w)./(z(j-1)-w)))+i.*phi) ./ (2.*%pi.*i);
(j,w,phi) (w-z(3+1))./(z(§)-z(G+1))...
(log(abs((z(j+1)-w) ./ (z(j)-w)))+i.*phi)./(2.*%pi.*i);
(j,w,phi) (log(abs((z(j+1)-w)./(z(j-1)-w)))+i.*phi)...
(2.%pi.*1i);

phi = phil(j,w(k));

eta = phi2(j,w(k));
if ismember (iota(k),[j-1,j-1+m]) && phi < O phi = phi+2.*pi; end;
if iota(k) == j && eta < 0 eta = eta+2.*pi; end;

G(k+1,j+1) = real(al(j,w(k),phi)+a2(j,w(k),eta));

end
if delta(k) ==

if ismember (iota(k),[j+1,j+1-m])
phi = phil(j,w(k));
G(k+1,j+1) = real(al(j,w(k),phi));
end
if ismember(iota(k),[j-1,j-1+m])
phi = phi2(j,w(k));
G(k+1,j+1) = real(a2(j,w(k),phi));
end
if iota(k) == j
phi = phi3(j,w(k));
if phi < O phi = phi+2.*pi; end;
G(k+1,j+1) = real(a3(j,w(k),phi));
end
if “ismember(iota(k), [j+1,j+1-m,j-1,j-1+m,j])
phi = phil(j,w(k));
eta = phi2(j,w(k));
G(k+1,j+1) = real(al(j,w(k),phi)+a2(j,w(k),eta));
end

end

end
end
end

function [m,p,z,w,iota,delta] = priprava(z,W);
m = size(z,2);

P

size(W,2);

z(2:m+1) = z;

z(1)

z(m+2)

Z

w
iota
delta

end

z(m+1) ;
= z(2);

e(j) z(j+2);
Q(k) W(1,k+1);

Q(k) W(2,k+1);

= 0(k) W(3,k+1);
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Soubor dirichlet.m

function [u,K] = dirichlet(z,ZETA,hzeta,W)
G = matice(z,ZETA);

1 = inv(transpose(G)*G)*transpose(G)*hzeta;

H = matice(z,W);

u = Hx1;

m = size(z,2); z(m+1) = z(1); 1(m+1) = 1(1); val = 1:m; subs = val’;

K = max(accumarray(subs, val,[],@(j) abs((1(j)-1(j+1))/(z(§)-z(j+1)))));
end

Soubor dirichletspec.m

function [u,K] = dirichletspec(Z,hz,W)
z =Z(1,:);
= matice(z,Z);
= inv(G) *hz;
matice(z,W);
= Hx1;
= size(z,2); z(m+l) = z(1); 1(m+1l) = 1(1); val = 1:m; subs = val’;
= max(accumarray(subs, val,[],0(j) abs((1(j)-1(j+1))/(z(j)-2z(j+1)))));

B Ff IDH®
]

end

Soubor test.m

function test(vstup)
clc
format long
vstupni = [vstup ’.dat’];
vystupni = [vstup ’.ans’];
a = fopen(vstupni,’r’);
b = fopen(vystupni,’wt’);
m = fscanf(a,’%d%’);
KRZ = fscanf(a, *%f %f ’, [2 m]);
n = fscanf(a,’%d%’);
KRZETA = fscanf(a, ’%f %f %4 %d %f °>, [5 nl);
p = fscanf(a,’%d%’);
KRW = fscanf(a, *%f %f %d %d %f >, [5 pl);
z = complex(KRZ(1,:),KRZ(2,:));
ZETA(1,:) = complex(KRZETA(1,:),KRZETA(2,:));
ZETA(2:3,:) = KRZETA(3:4,:);
hzeta = KRZETA(5,:)’;
W(1l,:) = complex(KRW(1,:),KRW(2,:));
W(2:3,:) = KRW(3:4,:);
hw = KRW(5,:)’;
[u,K] = dirichlet(z,ZETA,hzeta,W);
Eps = (hw-u)’;
eps_avr = norm(hw-u,1)./p;
eps_max = max(abs(hw - u));
fprintf (b, ’%15.8f\n’ ,Eps);
fprintf (b, ’\n%15.8f %15.8f\n’, [eps_avr eps_max]’);
fprintf (b, ’\n%15.8f\n’,K);
fclose(a);
fclose(b);
end
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Soubor testspec.m

function testspec(vstup)
clc
format long
vstupni = [vstup ’.dat’];
vystupni = [vstup ’.ans’];
a = fopen(vstupni,’r’);
b = fopen(vystupni,’wt’);
m = fscanf(a,’%d%’);
fscanf(a, *%f %f >, [2 m]);
KRZ = fscanf(a, *%f %f %d %d %f °, [56 ml);
p = fscanf(a,’%d%’);
KRW = fscanf(a, *%f %f %d %d %f >, [5 pl);
Z(1,:) = complex(KRZ(1,:),KRZ(2,:));
Z(2:3,:) = KRZ(3:4,:);
hz = KRZ(5,:);
W(1,:) = complex(KRW(1,:),KRW(2,:));
W(2:3,:) = KRW(3:4,:);
hw = KRW(5,:)7;
[u,K] = dirichletspec(Z,hz,W);
Eps = (hw-u)’;
eps_avr = norm(hw-u,1)./p;
eps_max = max(abs(hw - u));
fprintf (b,’%15.8f\n’, (hw-u)’);
fprintf (b, ’\n%15.8f %15.8f\n’, [eps_avr eps_max]’);
fprintf (b, ’\n%15.8f\n’,K);
fclose(a);
fclose(b);

end

Soubor oml.m

function 0 = oml(delta,K,cesta);
clc
format long
if nargin == 2 cesta = ’KR’; end;
[T,V,r,A,B,J] = nacteni(cesta);
[S,0] = stanoveni(V,r,A,B,J,K);

p = 500;
0 = 1000;
for k = 2:p

hDelta = kxT/(2+*p);
for m = 1:(k-1)
Delta = m*T/(2%p);
if S(hDelta,Delta,delta)
0 = min(0,o(hDelta,Delta,delta));
end
end
end
disp([’OML(’ num2str(delta,’%5.4f’) ’,’ num2str(X,’%5.4f’) ’)...
= num2str(0,’%11.8£f°)])
end
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function [T,V,r,A,B,J] = nacteni(cesta);
switch cesta
case KR’ %jednotkova kruznice

T = 2xpi;
V=1;
r = @(s)2*sin(s/2);
A = @(D)D*cot(D/2)-2*1log(sin(D/2));
B = @(D)cot(D/2);
J = e(D)pi;
otherwise
disp(’je treba doplnit data pro zvolenou cestu’);
end
end

function [S,o0] = stanoveni(V,r,A,B,J,K);
cl = @(hD)V~2%K*hD"2/ (pi*r (hD) ~2);

c2 = @(hD,D)K/ (2*pi)* (2xpi+2*V*hD/r (D) * (V¥hD/r (hD) ..

+VxhD/r (hD) *1og (2*D*r (hD) / (V¥hD)) ) +V*A(D)+J (D)) ;

c3 = @(hD,D,d) V*K/ (2*pi)* (V¥hD*A (D) +r (hD) *D*B (D) ) / (xr (hD) *D-VxhD*d) ;

S = @(uD,D,d)d<min([exp(c2(hD,D)/c1(hD)-1),...
2*D*r (hD) / (V¥hD+2*r (hD) ) ,D*r (hD) / (V¥hD) ,hD-D]) ;

o = @(hD,D,d)c1(hD)*d*log(1/d)+c2(hD,D)*d+c3(hD,D,d)*d"2;

end

Soubor odhadil.m

function o = odhadl(m,hK);
clc
format long
nu = 2.*pi./m;
o = 2.*cos((pi-nu)./2)+oml(nu./2,hK);
disp([’odhadl = ’ num2str(o,’%11.8£°)]1);
end

Soubor odhad2.m

function o = odhad2(m,hK);
clc
format long
nu = 2.*pi./m;
o = 2.*cos((pi-nu)./2)+hK./4.*nu;
disp([’odhad2 = ’ num2str(o,’%11.8£°)]1);
end

Soubor odhad3.m

function o = odhad3(m,hK);

clc

format long

nu = 2.*pi./m;

o = 2.*xnu. 2+hK./4.*nu;

disp([’odhad3 = ’ num2str(o,’%11.8£’)]1);
end
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Soucasti disertacni prace je elektronickd dokumentace (u vizané verze je k dispozici na kom-
paktnim disku v kapse zadni desky) obsahujici soubory

disertace.pdf a autoreferat.pdf,

které predstavuji elektronickou predlohu vytisténé verze disertacni prace a jejiho autoreferatu,

a dale adresar

/programy/.

V tomto adresafi jsou umistény zdrojové soubory k pouzitym proceduram, vstupni soubory a vy-
stupni soubory, které slouzi jako podklady k prezentovanym numerickym a grafickym vysledktim.
Vsechny soubory jsou vytvoreny resp. vyprodukovany v prostfedi MATLAB, version 7.1.0.246 (R14).
V jejich popisu, ktery nasleduje, pouzivame tuto legendu:

parametr vyznam ‘ nabyvané hodnoty ‘
T specifikuje cestu I' KR,TR,CT,0B,KA,CE.
m udéava pocet uzlu rozkladu P 24,48, 72.
a (pro u(z) = Re(z?))
Y oznacuje pfesné feseni tlohy (D) | b (pro u(z) = Re(e?))
c (pro u(z) = Re(z + m))
TABULKA 1
Soubor Popis
matice.m Zdrojovy soubor k proceduie MATICE.

dirichlet.m

Zdrojovy soubor k procedute DIRICHLET. Pouziva soubor matice.m.

dirichletspec.m

Zdrojovy soubor k procedufe DIRICHLETSPEC. Pouzivd soubor
matice.m.

test.m

Zdrojovy soubor k procedufe TEST. Pouziva soubor dirichlet.m.
V piikazovém okné se spousti davkou test(’data’). Zpracovava speci-
ficky formatovany soubor data.dat se vstupnimi tdaji procedury TEST
a produkuje soubor data.ans s vystupnimi udaji £, €avr, Emax; K této
procedury.

testspec.m

Zdrojovy soubor k procedute TESTSPEC. Pouzivd soubor
dirichletspec.m. V prikazovém okné se spousti davkou
testspec(’ data’). Zpracovava specificky formatovany soubor data.dat
se vstupnimi daji procedury TESTSPEC a produkuje soubor data.ans
s vystupnimi udaji £, €ayr, Emax, Kp této procedury.

puvodni.m

Preklad zdrojového souboru PROGRAM 2 (viz [29, str. 185]) z FORTRANU
do MATLABu. V pfikazovém okné se spousti davkou puvodni(’data’).
Zpracovava stejné formatovany soubor data.dat jako testspec.m a pro-
dukuje soubor data_puv.ans s vystupnimi tdaji &, €avr, Emax-

z_m_y.dat

Vstupni soubory pro zdrojovy soubor test.m pouzité v ptikladech 8-10.

r_m_y_spec.dat

Vstupni soubory pro zdrojové soubory testspec.m a puvodni.m pouzité
v pfikladech 8-10.

(pokracovdni na dalsi strdnce)
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(pokracovdni)

T_m_y.ans

Vystupni soubory vyprodukované zdrojovym souborem test.m na za-
kladé prislusnych vstupnich soubort z_m _y.dat . Obsahuji vysledky pre-
zentované v ptikladech 8-10.

T_m_y_spec.ans

Vystupni soubory vyprodukované zdrojovym souborem testspec.m na
zékladé prislusnych vstupnich soubort z_m _y _spec.dat . Obsahuji vy-
sledky prezentované v prikladech 8-10.

T_m_y_spec_puv.ans

Vystupni soubory vyprodukované zdrojovym souborem puvodni.m na
zékladé piislusnych vstupnich soubort x_m _y_spec.dat. Obsahuji vy-
sledky prezentované v prikladech 8-10.

presna.m

Pomocny zdrojovy soubor pro volbu parametru y podle seznamu do-
stupnych funkénich predpisi.

zapis_z.m

Zdrojovy soubor pro vytvoreni vstupnich soubort z_m _y.dat . Pouziva
soubor presna.m. V piikazovém okné se spousti davkou zapis_z.

zapisspec_z.m

Zdrojovy soubor pro vytvofeni vstupnich soubord z_m_y_spec.dat.
Pouziva soubor presna.m. V piikazovém okné se spousti davkou
zapisspec_x.

obr_y.m

Zdrojové soubory produkujici grafické znazornéni cest, jejich rozkladi
a presnych FeSeni ulohy (D) pouzitych v piikladech 8-10. Kazdy z nich
Ize v prikazovém okné spusit davkou obr_y(m), jsou-li pro zvolené hod-
noty parametri y,m k dispozici soubory z_m _y_spec.dat pro vSechny
hodnoty parametru z z tabulky 1.

rozklady_m.pdf

Vystupni soubory vyprodukované zdrojovymi soubory obr_y.m. Soubor
rozklady_24.pdf je pouZit pro vytvofeni obrazku 1.

grafy_y.pdf

Vystupni soubory vyprodukované zdrojovymi soubory obr_y.m. Jsou
pouzity pro vytvoreni obrazkd 2-4.

odchylky.m

Zdrojovy soubor produkujici grafické srovnani vysledk@ obsazenych
v souborech z_m_y.ans, z_m_y_spec.ans, Z_m_y_sSpec_puv.ans.
Predmétem srovnani je vystupni udaj £. V prikazovém okné lze spusit
davkou odchylky(’z’,’y’), jsou-li pro zvolené hodnoty parametri z,y
k dispozici soubory z_m_y.ans, z_m_y_spec.ans a T_m_y_puv.ans
pro vSechny hodnoty parametru m z tabulky 1.

r_y.pdf

Vystupni soubory vyprodukované zdrojovym souborem odchylky.m.
Césteéné jsou vyuzity za ilustraénim tcelem v piikladech 8-10.

oml.m

Zdrojovy soubor k procedure OML. V piikazovém okné se spousti davkou
oml (6, K) .

odhadl.m

Zdrojovy soubor zajistujici vyéisleni odhadu (117’). Pouzivd soubor
oml.m. V pfikazovém okné se spousti ddvkou odhadl (m, Kp) .

odhad2.m

Zdrojovy soubor zajistujici vycisleni odhadu (119'). V piikazovém okné
se spousti davkou odhad2(m, Kp) .

odhad3.m

Zdrojovy soubor zajistujici vy¢isleni odhadu (123’). V piikazovém okné
se spousti davkou odhad3(m, Kp) .
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