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Úvod 
I n t e g r a c e funkcí j edné či více p roměnných j s o u j e d n y z e základních disciplín 
z o b l a s t i ma temat i cké analýzy, které j s o u b e z e s p o r u důležité n e j e n p r o s a 
m o t n ý svět m a t e m a t i k y , a l e t aké v os ta tn ích př í rodních vědách. P ř i řešení 
problémů s e l z e obrá t i t n a široké s p e k t r u m tvrzení , k teré n á m m o h o u při 
výpočtech různými způsoby p o m o c i a výrazně n á m t a k práci v některých 
př ípadech usnadní . V t é to práci b u d o u právě něk te rá taková základní tvrzení 
předs tavena . 

Cílem t é to práce j e n e j e n ukáza t řešení konkrétních vybraných př ík ladů z a 
použi t í základních nás t ro jů z t e o r i e míry a L e b e s g u e o v a integrálu, a l e také 
pomocí takových př ík ladů ukázat , j aká tvrzení n a o p a k neplat í , r e s p e k t i v e p o 
ukázat n a t o , j a k důležité j e věnovat speciální p o z o r n o s t všem p ředpok ladům 
v ma temat i ckých tvrzeních. N a t o s e zaměř íme f o r m o u prot ipř ík ladů, k d e s e 
vždy pod íváme n a nějakou konkré tn í s i t u a c i , k d y daný předpoklad evidentně 
splněn n e b u d e , a ukážeme s i , že v takových situacích a p a r á t n e l z e použí t a 
že můžeme dos távat výsledky, které n e j s o u pravdivé. P ř ík lady j s o u vybírány 
buď j a k o neřešené z l i t e r a t u r y uvedené n a k o n c i práce a n e b o j s o u cíleně 
s e s t r o j e n y a d o u p r a v e n y t a k , a b y odpovídaj íc ím způsobem v y s t i h o v a l y daný 
problém c o nejlépe. 

T a t o práce j e rozdělena d o d v o u k a p i t o l . P r v n í k a p i t o l a s t ručně představuje 
k o n c e p t měření a míry, d r u h á k a p i t o l a s e p a k věnuje Lebesgueově integrálu, 
k terý j e n a t e o r i i míry založen. 

Věřím, že t a t o práce b u d e už i tečným př ínosem zejména p r o t y č tenáře , kteř í 
s e rádi m a t e m a t i k o u baví a rád i n a d ní přemýšlí , a že č tenáře p ř ípadně m o 
t i v u j e k dalším ú v a h á m v podobných směrech. 
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1 P r o s t o r y s mírou 
T e o r i e míry s e zabývá zobecněním p o j m u délky i n t e r v a l u , plošného o b s a h u 
v rovině či o b j e m u množiny v p r o s t o r u . V t é to k a p i t o l e s i j i p ředs tav íme, 
u v e d e m e po t ř ebné d e f i n i c e a poukážeme n a základní v l a s t n o s t i míry. Přede
vším s e podíváme n a různé př íklady z t é to p r o b l e m a t i k y včetně L e b e s g u e o v y 
míry, k te rá p r o nás b u d e v e l m i důleži tým pros t ředkem k sestrojení L e b e s g u -
e o v a integrálu. 

1 . 1 S i g m a - a l g e b r a 
Míru n e l z e d e f i n o v a t n a jakémkoli sys tému podmnož in množiny X. L i b o 
volný sys tém b y n á m a n i nezaručoval, že n a něm d e f i n i c e míry b u d e mít 
s m y s l . P o k u d navíc začneme n a v l a s t n o s t i míry klást různé p r o nás důležité 
požadavky, u k a z u j e s e , že n e každé podmnož ině W1 b u d e m e m o c i t a k o v o u 
míru př i řadi t . B u d e m e s e t e d y m u s e t o m e z i t n a nějaký sys tém podmnož in 
uzavřený n a konkré tn í množinové o p e r a c e . Takový sys tém podmnož in , k terý 
j e zák ladem p r o d e f i n i c i míry, j e t z v . a - a l g e b r a . 

Definice 1. [ 1 , s t r . 1 5 ] Necht X je neprázdná množina. Systém podmnožin 
A množiny X se nazývá a-algebra na X, jestliže je splněno 

• XeA, 

• A e A ^ A c e A , 
o o 

• { A , - } J G N c A = > • U Aj e A. 
3=1 

L z e s n a d n o ukázat , že 

• a - a l g e b r a j e sys tém podmnož in obsahující p rázdnou množinu, dále j e 
uzavřený také n a běžné o p e r a c e s množ inami j a k o konečná sjednocení, 
konečné průniky, spoče tné p růn iky n e b o množinové rozdíly. [ 1 , s t r . 1 5 ] 

• P růn ik libovolného množs tv í a - a l g e b e r j e opět a - a l g e b r a n a dané m n o 
žině X. P r o každý množinový sys tém Q C V(X) e x i s t u j e nejmenší 
c r - a l g e b r a , jež t e n t o sys tém o b s a h u j e . Říkáme jí a - o b a l a značíme c(Q). 
[ 1 , s t r . 1 6 ] 

P ř í k l a d 1 . Uvažujme množinu X = [ 0 , 1 ] C M. Na jděme nejmenší a - a l g e b r u 
n a X , k te rá o b s a h u j e i n t e r v a l y [ 0 , | ) , ( § , l ] . 

• V a-algebře musí být p o d l e její d e f i n i c e obsažena celá množina X. 
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Dále po t řebu jeme z a j i s t i t uzavřenost n a sjednocení ( z d e p o u z e k o 
nečná) p ř idán ím množiny [ 0 , | ) U ( | , l ] . 

Nyní už stačí nalézt všechny množinové doplňky. J e d n á s e o p rázdnou 
množinu (doplněk X ) a i n t e r v a l y [ | , l ] , [ 0 , | ] , [ | , | ] . 

Výs ledná a - a l g e b r a m á p o d o b u 

A [ 0 , 1 ] 
1 

" • 4 ř 1 

1 3 
- , 1 o , -

5 4 ' ' 4 5 
1 3 
4 ' 4 

P ř í k l a d 2. [ 1 , s t r . 2 0 ] Mějme X — \ J Aj, k d e Aj j s o u p o d v o u d is junktní 

podmnož iny X. Určeme, k o l i k množin s e nachází v a({Ai, A2,..., An}). 

• Z n ob jek tů l z e v y b r a t k ob jek tů ( ^ ) způsoby, p o k u d j e k < n. 

• V y b e r e m e - l i t a k t o l ibovolných k množin z {All A2,..., An}, k d e k < n, 
p a k j e j i c h doplňky, sjednocení a doplněk t o h o t o sjednocení musí náležet 
d o a - a l g e b r y . 

• Doplněk libovolného sjednocení vybraných množin v z n i k n e s j e d n o c e 
n ím zbývajících množin, k teré j s m e n e v y b r a l i . Celá množ ina X v z n i k n e 
s jednocením všech n množin a p r á z d n á množina v z n i k n e , p o k u d n e v y 
b e r e m e žádnou z množin. 

• Počet množin v celém a - o b a l u v z n i k n e součtem všech kombinací , t e d y 

\*{{A1,A2,...,An})\ = £(fy=r. 

U v e d l i j s m e s i , že průnik c r  a l g e b e r j e opět a  a l g e b r a . Podívejme s e , j a k j e t o 
s e sjednocením. 

P ř í k l a d 3. Ukažme, že p o k u d A, B j s o u dvě a - a l g e b r y n a X, j e j i c h sjednocení 
A U B ješ tě nemusí být a - a l g e b r a n a X . 

• Uvažujme dvě a - a l g e b r y A, B n a {a,b,c, d} v e t v a r u 

A = {0 , { a } , {b, c , d}, { a , b, c , d}}, 

B = {0, {b}, { a , c , d}, { a , b, c , d}}. 

• L z e s n a d n o ověřit, že p la t í 

A U B = {0 , { a } , {b}, {b, c , d}, {a, c , d}, {a, b, c , d}}. 
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• Pro tože a l e {a} G AUB a zároveň {b} G AUB, mělo b y t ak též p l a t i t , že 
{ a , b} = {a} U {b} G .4.UÍ3, což není p r a v d a . *4.U£> t e d y není a  a l g e b r a . 

Množinový systém, který j e a  a l g e b r a , může o b s a h o v a t různé sys témy p o d 

množin množiny X. 

• V I ™ nás b u d e při zkoumání měr za j ímat zejména j e d n a z e s t a n d a r d 
ních c r - a l g e b e r , k te rá j e a - o b a l e m sys tému otevřených množin Č?(M n). 
Říkáme j í borelovská a - a l g e b r a . Její množiny n a z v e m e borelovské n e b o 
b o r e l o v s k y měři te lné . Značíme j i B(M.n) n e b o zkráceně Bn. 
[ 1 , s t r . 1 7 ] 

• D v o j i c e (X,A), k d e A j e a - a l g e b r a n a množině X, s e nazývá měř i te lný 
p r o s t o r . T e n p r o nás b u d e klíčovým p r o d e f i n i c i míry. [ 1 , s t r . 2 2 ] 

1 .2 Míra 
Nyní již víme, c o j e a - a l g e b r a . Množiny t o h o t o sys tému b u d e m e nazývat 
měři te lné, b u d e m e j i m chtí t př i řadi t míru . V z n i k n o u t a k p r o s t o r y s mírou. 

Definice 2. [ 1 , s t r . 2 2 ] Nechť X je množina a A je a-algebra na X. Pak 
zobrazení fj, : A —> [ 0 , o o ] nazveme mírou, pokud platí 

• zobrazení je a-aditivní, tedy pro libovolnou posloupnost po dvou dis
junktních množin { A , } , , e N C A platí 

T r o j i c e (X,A,fj) s e nazývá p r o s t o r s mírou. [ 1 , s t r . 2 2 ] 

• Ačkoli s e dále b u d e m e b a v i t o měr ách, k teré n e m o h o u být p r o j e j i c h 
důležité v l a s t n o s t i definovány n a celé po tenčn í množině, n a libovolné 
a-algebře A lze d e f i n o v a t vždy alespoň j e d n u míru . [ 1 , s t r . 2 6 ] 

• Důleži tý p r o nás b u d e zejména p r o s t o r s L e b e s g u e o v o u mírou, k t e rá j e 
definovaná n a borelovské a-algebře. 

• a*(0) = 0 
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P ř í k l a d 4 . [ 1 , s t r . 2 6 ] E x i s t u j e míra , k t e r o u l z e d e f i n o v a t n a z c e l a libovolné 
a-algebře A, t e d y i n a po tenčn í množině V(M.n). P ř ík ladem takové míry j e 
D i r a c o v a mí ra Sx p r o pevně zvolený b o d x G W1 a A G A, definovaná před
p i s e m 

[ 0 , x£A, 

Ukažme, že t a k t o definované zobrazení j e míra . 

• P r o l i b o v o l n o u množinu A G A p lat í 

5X{A) > 0 , 

5 , ( 0 ) = 0 . 

• J e - l i { A , } j e N l ibovolná p o s l o u p n o s t p o d v o u d is junktních množin, p a k 
OO / OO \ OO 

i = l H = l ' i = l 
OO / OO \ OO 

i = l H = l ' i = l 

o o 

.ľ 

O O 

x G 

P ř í k l a d 5 . [ 1 , s t r . 2 8 ] Nechť { a n } n £ N j e p o s l o u p n o s t nezáporných čísel, 
OO 

{ / ^ n j n e N j e p o s l o u p n o s t měr n a a-algebře A. Ukažme, že \i = ai^i J e 

i = l 
míra n a . 4 . 

• Stačí ověřit, že uvedené zobrazení splňuje všechny vlas tnos t í míry. P la t í 
tot iž , že 

V A G A : / x ( A ) = ^ a i ^ ( i 4 ) > 0 , 
i=l 

OO OO 

/ x ( 0 ) = J ] a ^ ( 0 ) = J ] 0 = 0 . 
i = l i = l 

Dále p r o l i b o v o l n o u p o s l o u p n o s t { A , } , , e N p o d v o u dis junktních množin, 
Aj G A, p lat í , že 

( OO \ OO / OO \ OO / OO \ 

UAi)=J2aMUAi)=J2aÁJ2^(Ain= 
j=l ' i=l \ j = l ' i=l \j=l ' 
OO OO OO OO OO 

1=1 j=l j=l 1 = 1 j=l 

1 0 



k d e j s m e využili z n a l o s t i z t e o r i e číselných řad o zachování součtu při 
přerovnání řad s nezápornými členy. 

• P o z n a m e n e j m e ješ tě , že důkaz b y s e p r o v e d l analogickým způsobem, 
p o k u d b y měr b y l o konečně m n o h o a {an} b y b y l a odpovídaj ící konečná 
p o s l o u p n o s t nezáporných čísel. 

Definice 3. [ 1 , s t r . 2 7 ] Nechť (M n ,£> n ) je měřitelný prostor s borelovskou 
a-algebrou. Potom míra A™ : Bn —> [ 0 , o o ] ; které každému zleva polouzavře-
nému intervalu [ a i , 6 i ) x ••• x [an,bn) přiřadí hodnotu 

n 

A n ( [ a i , 6 i ) x • • • x [an, bn)) = Y[{h - en), 
i=l 

se nazývá n-rozměrná Lebesgueova míra. 

Uvedená d e f i n i c e říká, j a k spočí ta t L e b e s g u e o v u míru p o u z e p r o n- rozměrné 
i n t e r v a l y . 

• L z e však ukázat , že t a k t o definovaná mí ra n a borelovské a-algebře e x i s 
t u j e a j e j ednoznačná . [ 1 , s t r . 2 8 ] 

• L e b e s g u e o v a mí ra j e rovněž invar iantní n a t r a n s l a c e či r o t a c e , přičemž 
existují neměři te lné množiny. [ 1 , s t r . 2 8 ] 

• Můžeme s n a d n o nah lédnou t , že L e b e s g u e o v a mí ra skutečně zobecňuje 
p o j e m délky, plošného o b s a h u či o b j e m u . 

Mějme (M n ,£> n , A n ) p r o s t o r s L e b e s g u e o v o u mírou. Nulovými množinami r o 

zumíme takové množiny, jejichž míra j e nulová. 

• D e f i n u j e m e  l i (£>")* j a k o 

(Bn)* = {BU N,B G Bn,N podmnož ina nulové množiny z Bn}, 

p o t o m (£>")* j e a  a l g e b r a . 

• Dále \ n : (Bn)* >• [ 0 , o o ] definované j a k o 

Xn(B*) = \n(B UN) = \n{B)yB* e (BnY 

j e úp lná L e b e s g u e o v a míra. P r o úplnou míru t e d y plat í , že všechny 
podmnož iny množin s n u l o v o u mírou j s o u a u t o m a t i c k y měři te lné, t e d y 
maj í také n u l o v o u míru . V rámci d o h o d y b u d e m e i zúplněnou míru 
značit b e z p r u h u , t e d y p o u z e A™. [ 1 , s t r . 2 9 ] 

1 1 



B u d e m e říkat, že daný výrok pla t í s k o r o všude n a množině E, p o k u d 
p la t í n a E \ N, k d e A™(TV) = 0 . 

Podívejme s e nyní n a př íklady týkající s e míry. 

P ř í k l a d 6. [ 2 , s t r . 9 9 ] J e d á n a p o s l o u p n o s t {an} nezáporných reálných čísel s 
oo 

v las tnos t í an = a. P r o p o s l o u p n o s t množin { A „ } , k d e / / ( A J = an, n G N , 
n = l 

j eš tě nemusí p l a t i t , že 

n = l 

Uvažujme p o s l o u p n o s t množin {An}, k d e An = ( — ^ , ^ ) , V n G N . D e 
finujme p o s l o u p n o s t {an}, k d e a„ = X1(An) = - + 1 , 1 _ 2 

n n n' 

• P la t í , že číselná ř a d a členů an m á nekonečný součet , protože 

o o o o 2 
E a„ = - = o o . 
n = l n = l 

• Podíváme-l i s e však n a sjednocení množin A n , s n a d n o zjistíme, že 

A 1 ( 0 ^ ) = A 1 ( ( - 1 , 1 ) ) = 2 . 

P o z n a t k y o zachovávání a - a d i t i v i t y p o u z e v př ípadě p o d v o u dis junktních 
množin, které l z e p o z o r o v a t v př íkladu, s h r n u j e následující věta . 

V ě t a 1. [ 1 , s t r . 2 3 ] Necht (X,A,fj) je prostor s mírou. Pro libovolnou po
sloupnost { A „ } n e N C A a množiny A, B E A platí 

( OO \ oo 

\jAnJ<^2fji(Anj. 
n=l ' n=l 

Ad B =>- fi(A) < fj,(B). 

Pro A, B E A disjunktní platí 

fi(AUB) = fx(A)+fx(B). 
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V ě t a 2. [ 1 , s t r . 2 4 ] (Spojitost míry vzhledem k inkluzi nahoru) Nechť {Aj}je^ 
je posloupnost množin, pro něž platí Aj C Aj+í,Vj G N . Potom platí 

V ě t a 3 . [ 1 , s t r . 2 4 ] (Spojitost míry vzhledem k inkluzi dolů) Nechť {Aj}j^ je 
posloupnost množin, pro něž platí Aj+i C Aj,V j G N . Ľa /e nechť \i{A\) < o o . 
Potom platí 

P o z a s t a v m e s e n a d důleži tost í konečnosti míry množiny A-y. B e z ní uvedená 
věta obecně neplat í , což ukážeme v následujícím př íkladu. 

P ř í k l a d 7. Uvažujme Aj = ( j , o o ) C M , k d e j G N . Spočí te jme L e b e s g u e o v u 
míru průn iku těchto množin. 

• P l a t í A 1 ( A , - ) = o o p r o libovolné j G N . 

• Z a a b s e n c e výše uvedeného p ředpok ladu b y m u s e l o p l a t i t , že 

neboť průnik uvažovaných množin j e prázdný. T o j e z c e l a j is tě s p o r a 
důleži tost p ředpok ladu předchozí věty s e n á m t e d y p o t v r z u j e . 

Využijme věty o s p o j i t o s t i míry k dalš ím úvahám. 

P ř í k l a d 8 . [ 1 , s t r . 2 9 ] Uvažujme ( M , B(R), A 1 ) p r o s t o r s mírou. Spočí tejme 
L e b e s g u e o v u míru jednoprvkové množiny { a } , k d e a G M . 

• R o z m y s l e m e s i , že plat í 

• L e b e s g u e o v a mí ra každé množiny, z nichž poč í t áme průnik , j e konečná 
a množiny j s o u v požadovaném v z t a h u i n k l u z e . Můžeme t e d y p o d l e 
předchozí věty psá t , že 

•3=1 7 
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Uvědomíme-l i s i , že každou spoče tnou množinu v R l z e z a p s a t j a k o spočetné 
sjednocení jednoprvkových množin, d o s t a n e m e t a t o pozorování: 

• Každou spoče tnou množinu l z e L e b e s g u e o v o u mírou měři t . 

• Navíc m á každá taková množina n u l o v o u míru . 

• A n a l o g i c k y b y c h o m t o t o tvrzení m o h l i z o b e c n i t i d o Rn. 

Uvažujme (Rn,Bn,Xn) p r o s t o r s L e b e s g u e o v o u mírou. 

• P o t o m každá omezená měř i te lná množina v Rn m á konečnou L e b e s g u e -
o v u míru ( j e podmnož inou i n t e r v a l u s konečnou L e b e s g u e o v o u mírou) . 
Tvrzení p l y n e z m o n o t o n i e míry (Věta 1 ) . 

• Neplat í , že každá neomezená měř i te lná množina m á nekonečnou L e b e -
s g u e o v u míru . 

P ř í k l a d 9. [ 2 , s t r . 9 8 ] Uvažujme množinu A = {{x,y) G R2 : y = 0 , x G R}. 

• U v e d e n o u množinu l z e z a p s a t j a k o spoče tné d is junktní sjednocení 
A = J Aj, k d e 

j e z 

Aj = {(x,y)eR2:y = 0,xe\j,j + l)}, 

a A j = P| Ajk, k d e 
fceN 

Ajk = {(x,y) ER2:ye ( - ~ \ x e + 

• P o d l e d e f i n i c e L e b e s g u e o v y míry pla t í \2(Ajk) = | . P o s l o u p n o s t m n o 
žin {Ajk}k^n splňuje požadavky věty o s p o j i t o s t i míry v z h l e d e m k i n -
k l u z i dolů a p la t í 

X2(Aj) = l i m \2{Ajk) = l i m \ = 0 , V j G Z . 
k—¥oo k—¥oo K 

• Z e a - a d i t i v i t y míry p o t o m p l y n e , že také A 2 ( A ) = 0 , t e d y množina A 
m á konečnou L e b e s g u e o v u míru , i když j e neomezená. 

V minulém př ík ladu j s m e s i ukázali n e o m e z e n o u množinu s konečnou mí
r o u , k t e rá však b y l a nulová. Po jďme s e podívat , j a k t o b u d e u neprázdných 
otevřených množin, k d e mí ra nulová být nemůže. 
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Uvažujme (Rn,Bn,\n) p r o s t o r s L e b e s g u e o v o u mírou. 

• P o t o m každá nep rázdná o tevřená množ ina v MP m á k l a d n o u L e b e s g u -
e o v u míru ( e x i s t u j e okolí b o d u , k teré j e podmnož inou t é to množiny, d o 
t o h o t o okolí l z e v e p s a t i n t e r v a l s k l a d n o u L e b e s g u e o v o u mírou) . Tvrzení 
p l y n e z m o n o t o n i e míry (Věta 1 ) . 

• Nepla t í však, že každá nep rázdná o tevřená množ ina s konečnou ( n e n u 
l o v o u ) L e b e s g u e o v o u mírou j e omezená. 

o o 

P ř í k l a d 10. [ 2 , s t r . 9 8 ] Mějme množinu A = [j Aj, k d e Aj = (2j - i , 2j + jj). 

• Množina A v z n i k l a j a k o sjednocení o tevřených intervalů, s a m a j e t e d y 
také o tevřená . Dále A není omezená. 

• P o s l o u p n o s t množin { A , } , , e N j e p o s l o u p n o s t p o d v o u dis junktních m n o 
žin, neboť v ý p o č t e m s n a d n o ověříme, že 

V j G N : 2(j - 1 ) + - L < 2j - 1 

• P o d l e c r - a d i t i v i t y p la t í 

o o o o „ 0 0 1 

j=l j=l j=l 

t e d y t a t o o tevřená množ ina s konečnou mírou j e neomezená. 

• P o z n a m e n e j m e ješ tě p r o zaj ímavost , že a p l i k a c e p r a v i d l a o a -adi t iv i tě j e 
v s o u l a d u s větou o s p o j i t o s t i míry v z h l e d e m k i n k l u z i n a h o r u , neboť j e 

n n + 1 

U Aj C (J Aj. Aplikací uvažované věty n a n o v o u p o s l o u p n o s t {£>„}, 
n 

k d e Bn — (J Aj b y c h o m d o s t a l i n a p r o s t o stejný závěr. Stačí s i j e n 
o o n 

uvědomit , že aj = ^ m S aj a využí t v l a s t n o s t konečné a d i t i v i t y 
3=1 _ n^ooj=1 

míry, k t e rá p l y n e induk t ivně z posledního tvrzení Věty 1 . 
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2 Lebesgueův integrál 
V minulé k a p i t o l e j s m e s e věnovali zák ladům t e o r i e míry a d e f i n o v a l i j s m e 
s i L e b e s g u e o v u míru, k t e rá n á m umožňuje množ inám z borelovské, p ř ípadně 
zúplněné borelovské (lebesgueovské) a - a l g e b r y přiřazovat j e j i c h „velikost". 
T u h l e myšlenku nyní využijeme při práci s měř i te lnými f u n k c e m i a následné 
k o n s t r u k c i L e b e s g u e o v a integrálu měři te lné f u n k c e . Zaměř íme s e n a př íklady 
poukazující n a j e h o zaj ímavé v l a s t n o s t i a prot ipř íklady, k teré b u d o u p o u k a 
z o v a t n a důleži tost uvedených předpokladů . 

2 . 1 K o n s t r u k c e L e b e s g u e o v a integrálu 
Lebesgueův integrál d e f i n u j e m e pos tupně v několika krocích, n e j p r v e p r o j e d 
noduché měři te lné f u n k c e . T y t o f u n k c e po t é v dalš ím k r o k u využijeme k d e 
finici in tegrálu p r o obecné měři te lné f u n k c e , k d y b u d e m e plošný o b s a h či 
o b j e m p o d g r a f e m f u n k c e pos tupně z e z d o l a vyplňovat právě j ednoduchými 
f u n k c e m i . T a t o d e f i n i c e odpovídá in tu i t ivnímu poje t í i n t e r p r e t a c e integrálu. 

Definice 1. [ 1 , s t r . 5 7 ] Nechť (W1, A) je měřitelný prostor. Potom zobrazení 
f : Rn —> R nazveme měřitelné, pokud 

V a e l : f-\(a,oo)) e A. 

Definice 2. [ 1 , s t r . 6 8 ] (Lebesgueův integrál jednoduchých funkcí) 
Charakteristická funkce X A měřitelné množiny A je definovaná předpisem 

XA{X) = 

Lebesgueův integrál této funkce přes lebesgueovsky měřitelnou množinu 
E budeme definovat jako 

í XA(x) dx = \n(AnE). 
JE 

Pro jednoduchou funkci, vyjádřenou pomocí lineární kombinace charak-
k 

teristických funkcí, ve tvaru f = ^ a j A ^ , kde Ai jsou lebesgueovsky 
i=l 

měřitelné a O j > 0 , V z G { 1 , . . . , k} je 

k 

/ f(x)dx = J2ai\n(AinE). 
JE I = 1 
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Definice 3. [1, s t r . 6 9 ] (Lebesgueův integrál měřitelných funkcí) 

• Pro nezápornou měřitelnou funkci f a lebesgueovsky měřitelnou mno
žinu E definujeme 

/ f(x) dx = s u p < / s(x) dx, s < f,s je jednoduchá funkce 
JE [JE 

• Pro obecnou měřitelnou funkci f a lebesgueovsky měřitelnou množinu 
E definujeme 

/ f{x) dx = I f+{x)dx— I f~{x)dx. 
o E JE JE 

kde f+(x) = m a x { / ( x ) , 0 } a f~(x) = m a x { — f ( x ) , 0 } . 

• Pokud JE f+(x) dx a JE f~ (x) dx jsou nekonečné, řekneme, že Lebes
gueův integrál funkce f neexistuje. 

P o z n a m e n e j m e , že v d e f i n i c i měři te lnost množin Ai zajišťuje měři te lnost u v e 
dené j ednoduché f u n k c e . Společně s měř i te lnos t ! množiny E j e garantováno, 
že součty měr v j e h o d e f i n i c i b u d o u mí t s m y s l . 
P o d l e uvedené d e f i n i c e b y c h o m však v p r a x i j e n těžko počí tal i . Uveďme s i 
p r o t o následující větu, k t e rá n á m dává d o s o u v i s l o s t i v z t a h N e w t o n o v a i n t e 
grálu k Lebesgueově integrálu. 

V ě t a 1. [ 3 , s t r . 8 2 ] (O vztahu Newtonova a Lebesgueova integrálu) Nechť 
platí, že 

• f e C{a,b), kde (a,b) C R, 

• / G C*(a, b), tj. existuje Lebesgueův integrál f přes (a, b). 

Označíme-li F jako primitivní funkci k f na ( a , b), potom je 

(L) í f (x) dx — (N) í f(x)dx = F(b-) - F(a+). 
J(a,b) Ja 

2 . 2 K o n v e r g e n c e a limitní věty 
Měřitelnost f u n k c e m i m o j iné zaručuje, že l imitní f u n k c e libovolné p o s l o u p 
n o s t i takových funkcí b u d e t a k y měř i te lná . Uveďme s i nyní dvě základní 
věty, k teré b u d o u právě s t a k o v o u konvergencí s o u v i s e t , a které n á m usnadn í 
mnohé výpočty. 
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V ě t a 2. [ 3 , s t r . 7 1 ] (Leviho o monotónní konvergenci) Nechť {fn}nen je 
posloupnost měřitelných funkcí, pro které platí, že 

• jsou nezáporné, 

• fn+i > fn skoro všude na E, V n G N . 

Pokud pro skoro všechna x G E označíme 

l i m fn(x) = f(x), 

potom je 

l i m / fn(x)dx — / f(x) dx. 
N^°°JE JE 

Nabízí s e otázka, z d a j e o p r a v d u n u t n ý předpoklad o nezápornos t i funkcí. 
Podívejme s e p r o t o n a následující př íklad. 

P ř í k l a d 1 . J e d á n a p o s l o u p n o s t { / n } n e N , k d e fn j s o u f u n k c e vyjádřené v e 
t v a r u fn{x) = —. Ověřme možnost záměny l i m i t y a L e b e s g e u o v a integrálu 
n a ( - 1 , 0 ) . 

• Triviálně l z e ověřit, že 

V n G N , V x G ( - 1 , 0 ) : fn+1(x) = \ > — = fn{x). 
(n + l)x nx 

• Dále plat í , že 

V x G ( - 1 , 0 ) : f(x) = l i m Ux) = l i m — = 0 . 
n—^oo n — > o o fix 

• Spočí te jme nyní Lebesgueův integrál členů p o s l o u p n o s t i a následně j e 
j i c h l i m i t u . P l a t í 

l i m / fn(x)dx— l i m — l n | x | l i m — o o = — o o . 
' ( - i , o ) 

Nyní však počí te jme integrál l imitní f u n k c e / . Dos táváme 

/ f(x)dx = Odx = 0 

a vidíme, že t a t o čísla j s o u různá . 
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[ 3 , s t r . 7 9 ] P ředpok lad nezápornos t i l z e n a h r a d i t p ředpokladem, že 

— o o < / fn(x) dx < o o , V n G N , n e b o / fi(x) dx > — o o . 

T e n t o p ředpoklad v uvedeném pro t ipř ík ladu splněn n e b y l . 

L e v i h o vě tu l z e však použí t k řešení př ík ladů o k o n v e r g e n c i integrálů n e j e n 
v R , k teré b y c h o m j i n a k j e n těžko vyřešili. 

P ř í k l a d 2. Spočí te jme l i m fE 1+^yz)n dxdydz, k d e E = [ 0 , l ] 3 . 

• P r o (x, y,z) £ E plat í , že 

(xyz)n+1 < (xyz)n, a t e d y  • . 1 . + 1 > 1 

1 + ~ 1 + {xyz)n' 

{ / n } n £ N , k d e fn(x,y,z) = 1 + { l y z ) n j s o u nezáporné f u n k c e . 

Bodová l i m i t a p o s l o u p n o s t i {/„} j e s k o r o všude n a E r o v n a 1 , protože 

l i m / = 1 , (x, y, z) G E \ { ( 1 , 1 , 1 ) } , 

1 1 
l i m i ~ T 7 w = ô ' ( x ' ^ z ) e U 1 ' X ' 

n ^ o o i + [xyz)n 2 

Celkově t e d y m á m e 

l i m / t — d x dy dz = [ l i m — d x dy dz 
N ^ ° ° JE 1 + \xyz)n

 J E 1 1 - * 0 0
 1 + \xyz)n 

f ldxdydz = \3{E) = 1, 
JE 

k d e j s m e využili t o h o , že předefinování f u n k c e n a množině nulové míry 
n e m á n a h o d n o t u integrálu v l i v . Integrál f u n k c e přes množinu E, k te rá 
j e s k o r o všude n a E r o v n a 1 , j e stejný, j a k o integrál f u n k c e , k te rá j e 
všude n a E r o v n a 1 . 
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V ě t a 3. [ 3 , s t r . 8 0 ] (Lebesgueova o majorizované konvergenci) Nechť { / n } n e N 

je posloupnost měřitelných funkcí, pro které platí, že 

• skoro všude na E existuje l i m fn, 

• existuje g G C1 {E) (tj. g má přes E konečný Lebesgueův integrál) ta
ková, že |/n| < g, V n G N . 

Pokud pro skoro všechna x E E označíme 

l i m fn(x) = f(x), 
n—¥oo 

potom je 

l i m / fn(x) dx = 
N^°°JE JE 

f (x) dx. 

P ř í k l a d 3. [ 2 , s t r . 7 1 ] Spočí te jme l i m f , n u fn(x) dx p ř ímo i s využ i t ím věty 

o majorizované k o n v e r g e n c i p r o 

n. 

x eR\ 

x G O . 

V o l m e n G N . P o t o m Newtonův integrál f u n k c e 1 + " ^ 2 spoč teme j a k o 

dť 7 7 . 7 ' 

1 + ( n a ; ) 2 
dx 

( n i ) 2 = í 1 f 2n2x 
2 n 2 x d x = d í ~~ 2n~ J 1 + ( n x ) 2 

dx 
2nJ 1 + t 

2n 
l n l l + íl 

2n 
l n ( l + (nx)2) . 

Lebesgueův integrál f u n k c e / „ spoč í táme p o d l e věty o v z t a h u k N e w 
tonově integrálu. B u d e nás za j ímat p o u z e h o d n o t a f u n k c e / „ n a i \ Q , 
protože A X ( Q ) = 0 a h o d n o t y f u n k c e / „ n a t é t o množině t e d y n i j a k h o d 
n o t u integrálu neovlivní. P roveďme t e d y spoj i té předefinování funkcí 
/ „ ( i ) = r r g y ä , x G R, n G N . M á m e t e d y 

fn{x)dx 
( 0 , 1 ) 

77 .7 ' 
d x = - ! - I n ( 1 + ( n x ) 2 ) 1 = ^ l n ( 1 + n 2 ) 

( o , i ) 1 + {nx)2 2n v y o 2 n v y 

S n a d n o po té již ověříme, že 

l i m / fn(x)dx— l i m — l n ( l + n 2 ) = 0 . 
n^foo J ^ 1 n n — > - o o 2 n 
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Z k u s m e s e nyní podíva t n a d ruhý p ř í s tup a o m e z i t všechny f u n k c e j e 
d i n o u i n t e g r o v a t e l n o u m a j o r a n t o u . P r o zvolené pevné n G N j e fn(x) = 
í+lnx)2

 n a h i t e r v a l u [ 0 , 1 ] spoj i tá f u n k c e , a j e tudíž omezená. P o z n a m e 
n e j m e opět , že uvažujeme t y t o f u n k c e v předefinovaném t v a r u o p r o t i 
původn ímu zadání , k d y víme, že t e n t o p o s t u p n e b u d e mí t n a výsle
d e k žádný v l i v . Spočí te jme j e j i c h d e r i v a c e a na jděme s tac ionární b o d y 
funkcí / „ . Řešme následující r o v n i c i . 

fi i \ n ~ n 3 x 2

 n í 1 1 
L [ X ) = ( 1 + ( n x ) 2 ) 2 = l ~ ň ' ň 

P la t í , že /„(O) = 0 , / n ( l ) = j ^ < § , / „ ( £ ) = ^ , V n e N . K a ž d á f u n k c e 
/ „ j e t e d y nezáporná a s h o r a omezená kons tan tn í funkcí | , přičemž 
| e ^ ( ( 0 , 1 ) ) . 

Spočí te jme f(x) = l i m / „ ( x ) = l i m T T C T = l i m - r ^ — : = 0 , x > 0 . 

P o d l e věty o majorizované k o n v e r g e n c i j e 

l i m / — — dx = 0 dx = 0 . 
7 ( 0 , 1 ) 1 + (NX> J ( 0 , 1 ) 

což j e výsledek shodný s předchozím r o z b o r e m pomocí p ř ímého výpo
čtu. 

Skutečně, nálezná m a j o r a n t a o m e z u j e f u n k c e z původního zadání s k o r o 
všude a j e j i c h bodová l i m i t a j e s k o r o všude n a ( 0 , 1 ) nulová. P o k u d 
b y c h o m spoji té předefinování funkcí n a nulové množině Q v y n e c h a l i , 
výrazně b y s e n á m z k o m p l i k o v a l a práce, neboť b y c h o m n e m o h l i využít 
d e r i v a c e k hledání ex t rémů. 

P ředpok lad o konečnosti integrálu m a j o r a n t y z věty o majorizované k o n v e r 
g e n c i j e důležitý a n e l z e h o v y n e c h a t , což u k a z u j e následující př íklad. 

P ř í k l a d 4 . Uvažujme p o s l o u p n o s t funkcí { /„} , k d e fn(x) = § - ^ . Vyšetřeme 
k o n v e r g e n c i p o s l o u p n o s t i integrálů funkcí přes i n t e r v a l ( 0 , 1 ) . 

• Spočí te jme napřed b o d o v o u l i m i t u / funkcí fn 

g — n x 

f(x) = l i m fn(x) = l i m = 0,x > 0 . 
n—¥oo n—¥oo X 

Limitní f u n k c e j e všude n a ( 0 , 1 ) nulová, a t e d y p la t í f,Q ^ f(x) dx = 0 . 
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• Z v o l m e nyní pevné n G N a z k o u m e j m e f,Q ^ dx. P ro tože j e 

limě"™* = 1 . 

p r o libovolné e > 0 e x i s t u j e 0 < ô < 1 t a k , že Vx G ( 0 , ô) : e _ m : > 1 — e. 
V o l b o u např . e = | získáme o d h a d 

/" g - n z /" g - n r r ľ ^ 

/ dx > dx > — dx = o o , 
7 ( 0 , 1 ) ^ i ( 0 , < 5 ) # i ( 0 , < 5 ) 2 x 

což naznačuje , že l i m i t a p o s l o u p n o s t i integrálů těch to funkcí nemůže 
být r o v n a 0 . 

• T o , že j s o u integrály nekonečné, t aké znamená , že integrované f u n k c e 
n e l z e s h o r a o m e z i t m a j o r a n t o u s konečným integrálem. 

P o k u d však f u n k c e b u d o u mí t konečný integrál , a n i t o neznamená , že b u d o u 
p ředpoklady splněny, což ukážeme v následujícím příkladě. 

P ř í k l a d 5 . Ukažme, že n e e x i s t u j e konečně integrovatelná f u n k c e g, k te rá 
s te jnoměrně o m e z u j e s k o r o všude n a WL p o s l o u p n o s t funkcí {fn}, k d e t y t o 
f u n k c e j s o u dány předpisem 

/ „ ( * ) = e " ( * - " ) 2 . 

• Opě t j ednoduše ověříme, že 

f(x) = l i m fn(x) = l i m e-(x-n)2 = 0 , x e i . 

P ro tože pla t í fRe x 2 dx = y/Ťr, l z e s n a d n o subs t i tuc í ověřit, počí táme-l i 
t e n t o integrály j a k o N e w t o n o v y , že 

g - ( z - « ) 2
 d x 

x — n = t 
dx = dt 

e " ' 2 d í = y/ň. 

P o k u d b y e x i s t o v a l a in tegrovatelná m a j o r a n t a g, k te rá o m e z u j e všechny 
f u n k c e n a M , m u s e l o b y p o d l e věty o majorizované k o n v e r g e n c i p l a t i t 

0 = í l i m e - ( x - n ) 2 dx = l i m í e - ( x - n ) 2 dx = l i m yfií = 
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• L z e nah lédnout , že g r a f y funkcí / „ j s o u pos tupně posouvané o n j e d 
n o t e k d o p r a v a . Není možné, a b y e x i s t o v a l a konečně integrovatelná n e 
záporná f u n k c e g, k te rá b y t y t o f u n k c e s h o r a s te jnoměrně o m e z o v a l a 
s k o r o všude n a M , t o b y b y l o v r o z p o r u s větou o majorizované k o n 
v e r g e n c i . Průsečík grafů funkcí / „ a fn+i j e vždy v bodě x = n + \, 
což l z e s n a d n o spoč í ta t vyřešením jednoduché l ineární r o v n i c e při p o 
rovnání předpisů těchto funkcí a p la t í fn(n + \) — fn+i(n + \) — e * . 
M a j o r a n t a b y t e d y m u s e l a být větší než t a t o kons tan tn í f u n k c e , k te rá 
m á samozřejmě přes M nekonečný integrál . 

A b y c h o m a l e d e m o n s t r o v a l i sílu věty o majorizované k o n v e r g e n c i , po jďme s e 
podíva t n a příklad, k d e b y b y l o v e l m i obt ížné, až nemožné u p l a t n i t p o s t u p s 
p ř í m ý m výpoč tem. 

P ř í k l a d 6. Spočí te jme l i m f , n i . " 2 ^ m 2 f d x , k d e a , b > 0 j s o u libovolné 
p a r a m e t r y . 

• P r o x G ( 0 , 1 ) , V r a G N pla t í následující o d h a d y : 

ra2asin2a; n2a n2a a < — < 
x+ n2b cos2 x x+ n2b cos2 x n2b cos2 x bcos2x 

T y t o o d h a d y n á m daj í i n t e g r o v a t e l n o u m a j o r a n t u g(x) = bc^s2x, neboť 

a a 
— dx — - t a n x 

( 0 o cosz x b 
1 a , t a n 1 < o o . 
o o 

M á m e t e d y 

n—¥oo 

n2asm2x , ľ n2a s i n 2 x 
l i m / — dx = l i m — dx 

' ( o , i ) x + n o c o s x J(o,i) n ^ ° ° x + n b c o s ^ 
a . 2 a t a n x d x = - ( t a n x — x) —— ( t a n 1 — 1 ) . 

( o , i ) » 6 b 

i a 
o b 

P ř í k l a d 7. S e s t r o j m e p o s l o u p n o s t j ednoduchých funkcí, k t e rá bodově k o n 
v e r g u j e k l imitní f u n k c i f(x) = x2. Využijme t u t o p o s l o u p n o s t k výpoč tu 
L e b e s g u e o v a integrálu t é to f u n k c e přes i n t e r v a l [ 0 , 1 ] . 

• D e f i n u j m e 

fn = ^f{xi)X(Xi,Xi+l], k d e 

2 3 

n—l 
% 

Xí . 
ra 

i = 0 



V o l m e x G [ 0 , 1 ] . P o t o m pla t í 

\fn{x)-f{x)\ < | / B ( l ) - / ( l ) | , V n e N , 

k d y t a t o n e r o v n o s t p l y n e z t o h o , že d e r i v a c e / j e k ladná a rostoucí 
n a celém i n t e r v a l u [ 0 , 1 ] . P la t í to t iž , že h o d n o t a f u n k c e fn(x) j e vždy 
r o v n a hodno tě f u n k c e f (x) v levém dělícím b o d u i n t e r v a l u ( X J , xi+í\, 
n a k te rém s e z r o v n a p o h y b u j e m e . N e r o v n o s t j e důsledkem L a g r a n g e o v y 
věty o s t řední hodno tě . Zvolíme-li x v posledním z intervalů, n e r o v n o s t 
p la t í t a k y , neboť f u n k c e / j e rostoucí. 

L imi tn ím přechodem p r o x G [ 0 , 1 ] obdrž íme 

l i m | / „ ( a O - / ( a ; ) | < l i m | / B ( 1 ) - / ( 1 ) | 
n—¥oo n—¥oo 

t e d y ekvivalentně l i m fn(x) = f(x). 

Spočí te jme nyní integrály 
'i i + 1 

l i m 
n—>oo 

n 
n-

n—l 

fn(X)dx = j 2 ^ 1 

i = o n 

1 fc(Jfe + l ) ( 2 J f e + l 

n n 

n—l i2 1 

n" 6 

i=0 

2 n 3 — 3 n 2 + n 

n2 n 

1 n—l 

n 3 ^ 
i=0 

k=n—l 6 n 3 

P o d l e věty o majorizované k o n v e r g e n c i (Věta 3 ) , k d e integrovatelná 
m a j o r a n t a b y m o h l a být např ík lad g(x) = 1 j e 

x2 dx = l i m 
( o , i ) 

2 n 3 - 3 n 2 + n _ 1 
6 n 3 3 

P o z n a m e n e j m e , že p o k u d b y c h o m t e n t o integrál spočí tal i j a k o N e w t o 
nův ( t e d y pomocí pr imi t ivní f u n k c e ) , d o s t a n e m e stejný výsledek, což j e 
v s o u l a d u s větou o v z t a h u L e b e s g u e o v a a N e w t o n o v u integrálu. P la t í 
tot iž 

x2 dx = — 
1 
3 ' 
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2 . 3 I n t e g r a c e funkčních řad 
U v e d e m e s i pá r zaj ímavých a důležitých důsledků vět uvedených v předchozí 
části . T y t o důsledky p l y n o u z a p l i k a c e těchto konvergenčních vět n a částečné 
součty uvažovaných řad. 

V ě t a 4. Nechť { / n } n e N j e posloupnost měřitelných nezáporných funkcí skoro 
všude na E. Potom platí 

o o „ „ o o 

n=l -*E -*E n=l 

T a t o vě ta j e j e d n o d u c h ý m důsledkem L e v i h o věty a l z e j i použí t při výpoč tu 
integrálů, k teré b y j a k o N e w t o n o v y integrály v e d l y n a výpočet neelementár-
ních pr imit ivních funkcí. 

P ř í k l a d 8 . [ 2 , s t r . 9 2 ] Spoč těme J,Q ^ LN(1~XP) dx, k d e p > 0 j e p a r a m e t r . 

• Integrací řad l z e o d v o d i t důležité v z t a h y . Uvažujme t G ( 0 , 1 ) , p a k plat í 
1 o o 

— = V f . 
1 - t ^ 

n = 0 

• V o l m e nyní libovolné x G ( 0 , 1 ) , obdrž íme 

- l n ( l - x ) = / dt = J2tndt = y2 r d t 

J(o,x) 1 - t J{0,x) n = 0 n = 0 J(0,x) 

= Y — = Y ^ n + 1 ^ n ' 
n=0 n=l 

k d e z áměna sumačního a in tegračního p r o c e s u j e obhá jena Větou 4 . 

Pro tože x G ( 0 , 1 ) , p a k xp G ( 0 , 1 ) , a následně 

l n ( l - xp) _ 1 ^ xpn _ ^ x ^ ' 1 

TI ' •< x x í—' n í—' n 
n=l n=l 

Nyní můžeme spočí ta t 

l n ( l - x p ) ľ ^ x p n ~ \ ^ f xpn~x 

dx = — dx = — / dx 

^2 7 T " 

pn2 p ^ n2 6p' 
n=l n=l 

0 0 2 
k d e j s m e využili známou i d e n t i t u ^ = \ -

n=l H 

2 5 



Uveďme s i ješ tě prot ipř ík lad k důležitost i nezápornos t i funkcí / „ . 

P ř í k l a d 9. Vyšetřeme možnost záměny s u m a c e a i n t e g r a c e mocninné řady 

2 n\ P ^ e s i n t e r v a l ( 0 , o o ) . 
n = 0 

(-xy_ 

Pla t í známý v z o r e c 

e - x = y , V x e M . 

Mělo b y p l a t i t následující 

OO , x 

-X) 
nl 

n=0 

' X ' - l ) n X n /" í - l ) n X r 

1 = / e - d * = / V ^ V - d o ; = y / ^ - d x 
i ( o , o o ) A o , o o ) ^ n\ ^ J (o,oo) n\ 

x r - i 

n = 0 ^ / ( 0 , o o ) 

Protože j e LQoo,xnáx = o o , V n G N , poslední uvedený součet n e m á 
s m y s l . P ředpok lad nezápornos t i j e p r o lichá n porušen. 

P ředpok lad nezápornos t i může být poněkud omezující. Uveďme ješ tě větu 
p r o i n t e g r a c i řad, k te rá j e důs ledkem věty o majorizované k o n v e r g e n c i . 

V ě t a 5. [ 3 , s t r . 8 0 ] Nechť { / n } n e N je posloupnost měřitelných funkcí a exis
tuje posloupnost měřitelných funckí {gn}nm takových, že 

• \fn\ < gn,Vn e N, 

o o 
• fn konverguje skoro všude na E, 

n=l 

o o 
• 2 dx má konečný součet. 

n=l 

Potom platí 

o o „ „ o o 

^2 / fn(x)dx= / ^2fn(x)dx. 
n=l ^ E ^ E n=l 
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P ř í k l a d 10. [ 2 , s t r . 9 6 ] Spočí tejme pomocí výše uvedené věty J j 0 ^ l n \ dx. 

o o 

• Víme, že p r o č e ( 0 , 1 ) j e y z j = X ] * n > a t e d y 
n = 0 

/* ^ _J_ \ ľ °° 
/ l n — d x = — / ( 1 + x ) l n x V J i " d x 

y ( o , i ) 1 - z z y ( o , i ) n = 0 

„ o o 

= - / ^ ( x n + x n + 1 ) l n x d x . 
7 ( 0 , 1 ) „ _ n ' ( O ' 1 ) n = 0 

O d h a d n ě m e p o s l o u p n o s t funkcí / „ j a k o 

x n + ^ n + 1 ) l n x | < _(xn + ^ n + 1 ) ^ ^ = 

přičemž j e p r o použi t í věty nu tné , a b y 

5 / - ( x n + x n + 1 ) l n x d x = V 7 - ^ + 7 7 7 5 < o o , 

k d e j s m e p r o výpočet integrálů použili m e t o d u p e r - p a r t e s a spočí tal i j e 
j a k o N e w t o n o v y . J e tot iž 

xn l n xdx 
( o , i ) 

x" 

n+ 1 

d x 

x n + 1 l n x x' 

X n+1 

o 7 ( 0 , 1 ) n + 1 
i 

d x 

n + 1 n + 1 ' ( o , i ) n + 1 

P o d l e Vě ty 5 j e 

ľ 1 ~\~ X 1 ľ <^<~> 

/ l n — d x = — / y ^ ( 1 + x ) x " l n x d x 
7 ( o , i ) 1 - x x J m n = Q 

OO - OO / 1 1 \ 

= - s i r + ^ + i ) i ^ d ^ - s ( - ( ^ - ^ w ) 
E 
n = 0 

1 1 

+ n + 1 ) 2 ( n + 2 ) 2 / 6 6 

n = 0 

7 T 2 7 T 2 

+ ^ r - l 
7T - 1 . 

2 . 4 Absolutní k o n v e r g e n c e integrálu 
Nyní poukážeme n a důleži tost e x i s t e n c e L e b e s g u e o v a integrálu v e větě o j e h o 
v z t a h u k Newtonově integrálu. Newtonův integrál j e tot iž n a rozdíl o d L e b e 
s g u e o v a neabso lu tně konvergentní . 
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P ř í k l a d 11 . [ 1 , s t r . 1 3 1 ] Ukažme, že J , Q s E&Ú. d x n e e x i s t u j e v e s m y s l u 
d e f i n i c e L e b e s g u e o v a integrálu. 

• Podívejme s e napřed , j a k t o v y p a d á s k l a d n o u část í integrované f u n k c e . 
In tegrovaná f u n k c e nabývá nezáporných h o d n o t n a | J A^, k d e Ak = 

fceN 
[2kir, (2k + l ) 7 r ] , a přičemž pla t í následující o d h a d y . 

s i n ( x ) f s in íx + 2kn) f s i n ( x ) , 
dx — ; dx — ;— dx 

k X y ( 0 i 7 r ) X + 2 /C7T y ( 0 i 7 r ) X + 2 /C7T 

. s i n ( x ) 1 f 2 
> I —— d x = —— —— / s i n x d x 

, ( 0 i ) r ) 7T + 2fc7r ' ( 2 f c + 1 ) T T y ( 0 j 7 r )

 v / ' ( 2 / c + l ) 7 r ' 

• O d t u d p l y n e n e r o v n o s t 

ľ / s i n ( x ) \ + , 2 ^ 1 
/ — — d x > - > = o o . 

• Integrací přes i n t e r v a l y z e sjednocení [j [(2k + l)ir, (2k + 2)TT], k d e j e 
fceN 

zkoumaná f u n k c e nekladná , a a n a l o g i c k o u úvahou b y c h o m ukázali , že 

J ( o , o o ) V x ) -wf^2k + 2 

z čehož můžeme učinit závěr, že zkoumaný integrál n e e x i s t u j e v e s m y s l u 
d e f i n i c e L e b e s g u e o v a integrálu. 

Nyní s e podívejme n a stejný problém z h l e d i s k a N e w t o n o v a integrálu. 

P ř í k l a d 12. [ 1 , s t r . 1 3 1 ] Ukažme, že U m d x e x i s t u j e a j e r o v n a 

číslu f . 

Uvážíme-li, že 

e-*v dy = --e~yx 

( 0 , o o ) x 

l z e integrál z e zadání p řepsa t j a k o 

OO 

= - , X > 0 , 
y=0 X 

I siní x ) / / 
l i m / d x = l i m / s i n ( x ) / e~xy dy dx 

ť ^ ° ° . / ( 0 , ť ) X t^0OJ(p,t) 7 ( 0 , 0 0 ) 

= l i m / / e~xy s i n ( x ) dydx. 
ť^°° J(0,t) J(0,oo) '(0,ť) J(0,oo) 
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Užit ím F u b i n i h o věty (Věta 7 ) dále d o s t a n e m e , že 

l i m / / e x y s i n ( x ) dy dx = l i m / / e x y s i n ( x ) dx dy 
J(0,t) i ( 0 , o o ) ť ^ ° ° J(O.oo) J(Q.t) ( 0 , o o ) J(0,t) 

Předpok lad o použi t í F u b i n i h o věty j e splněn, neboť dvourozměrný i n 
tegrál z absolu tn í h o d n o t y integrované f u n k c e j e p r o pevné t G ( 0 , 0 0 ) 
konečný, protože integrovaná f u n k c e j e n a zadaném i n t e r v a l u vždy o m e 
zená, t e d y 

e x y \ s i n ( x ) | dydx 
(0,ť)x(0,oo) 

e x y \ s i n ( x ) | dydx 

s i n ( x ) 
(0,ť) ^ ( 0 , o o ) 

dx < 0 0 . 
(0,ť) X 

Nyní po t řebu jeme spoč í ta t vn i t řn í integrál , z d e využijeme m e t o d u p e r -
p a r t e s a spoč teme j e j j a k o Newtonův 

e~xy (y s i n ( x ) + c o s ( a ; ) ) 
e x y s i n ( a ; ) dx 

'(0,ť) 

e~ty(ysm(t) + c o s ( r ) ) 
y2 + i x=0 

+ 
e ty(ysm(t) + c o s ( r ) ) 

y1 + 1 | / 2 + l y1 + 1 

Celý problém s e n á m nyní r e d u k u j e n a hledání 

ľ 1 -e-ty{ysm{t) + c o s ( t ) ) 

' ( 0 , 0 0 ) 
l i m 

t—¥00 y2 + i 
dy. 

V o l m e t e d y l i b o v o l n o u H e i n e h o p o s l o u p n o s t { t n } n £ N s požadovanou 
vlas tnost í l i m tn = 0 0 . B e z újmy n a o b e c n o s t i l z e p ředpok láda t , že 

n—¥00 

tn > 1 , V n G N . Prob lém s e n á m r e d u k u j e n a s i t u a c i , k d y b u d e m e chtít 
použí t větu o majorizované k o n v e r g e n c i k hledání 

ľ l - e - * " g ( y s i n ( ŕ n ) + cos ( ŕ n ) ) 

' ( 0 , 0 0 ) y2 + 1 

l i m 
n—>oo 

dy. 

Vyřešme nyní omezení t a k t o vzniklé p o s l o u p n o s t i integrovaných funkcí 
m a j o r a n t o u 

e tny(ysm(tn) + cos(í„)) 

y2 + i 
< 

y2 + i + 
e tny(ysm(tn) + cos(í„)) 

y2 + i 

< 
y2 + i + 

e~v(y+l) 

y2 + i 

e~y(y+l) + 1 

y2 + i 
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Ověřme ješ tě konečnou i n t e g r o v a t e l n o s t m a j o r a n t y 

( 0 , 0 0 ) 

e~y(y+ 1 ) + 1 
l / 2 + l 

d y e-y(y + l) , 1 , 

( 0 , 0 0 ) I / 2 + 1 I / 2 + 1 

< / e - " ( y + l ) + ^ — d j / 
y r o , o o ) r + 1 ' ( 0 , 0 0 ) 

-e~y(y + 1 ) — e _ ? / + a r c t a n ( y ) 
7 T 

+ 2 < 0 0 . 

Můžeme t e d y konečně n a p s a t , že 

1 - e - ^ y s i n ^ ) + cos(í„)) 
l i m 

n—¥00 ( 0 , o o ) y2 + i 
1  e tny(ysm(tn) + cos(í„)) 

l i m ; d y 
( 0 , 0 0 ) ž/2 + l 

a r c t a n ( y ) 
y = 0 

7 T 

2 " 

d y 

( 0 , 0 0 ) y 2 + l 
d y 

• Závěrem t e d y dostáváme, že 

ľ siní x ) 7T 
l i m / dx = —. 

ť ^ ° ° 7 ( 0 , * ) ^ 2 

což j e přesně výsledek, k terý obdrž íme, spočí táme-l i uvedený integrál 
j a k o Newtonův. Př i i n t e g r a c i přes libovolný i n t e r v a l ( O , č ) ,0 < t < o c 
existují o b a intergrály Newtonův i Lebesgueův a rovnají s e . P ř i i n t e 
g r a c i přes ( O , 0 0 ) již Lebesgueův integrál n e e x i s t u j e , což j s m e ukázali 
dříve, za t ímco Newtonův integrál dává výsledek | . P ředpok lad o e x i s 
t e n c i L e b e s g u e o v a integrálu v e větě o j e h o v z t a h u k N e w t o n o v u i n t e 
grálu j e t e d y nesmírně důležitý. 

2 . 5 Integrály s p a r a m e t r e m 
V t é to s e k c i s e b u d e m e zabývat integrály, které b u d o u funkčně záviset n a 
p a r a m e t r u a ukážeme s i , j aké m á m e při práci s n i m i možnost i , zejména p r o 
nás b u d e p r a k t i c k y důležité p o d l e p a r a m e t r u d e r i v o v a t , což n á m čas to v e l i c e 
u snadn í p o s t u p výpoč tu . 
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V ě t a 6. [ 3 , s t r . 8 5 ] (O derivaci integrálu podle parametru) Mějme A C M 
otevřený interval. Nechť platí, že 

• /(•, a) : E —> R je měřitelná funkce, V a G A, 

• pro skoro všechna x E E a všechna a E A existuje vlastní derivace 
d_ 

da • 
9:f(x,a), 

• existuje g E C1 (E) taková, že \ J^f(x,a)\ < g(x) pro skoro všechna 
x E E a všechna a E A, 

• existuje a0 E A takové, že fE f(x,a0)dx < o o . 

Potom je 

/ f(x, a) dx < o o , V a G A, 
JE 

a navíc 

±J f(x,a)dx = JJLf(x,a)dx. 

Poměrně j e d n o d u c h o u aplikací t é to věty můžeme např ík lad získat explicitní 
vyjádření p r o d e r i v a c i funkcí l ibovolného řádu . 

P ř í k l a d 13. [ 3 , s t r . 8 9 ] Uvažujme g a m a f u n k c i , což j e f u n k c e mající předpis 

r ( p ) = I x"-^-* dx, p>0. 
J(0,OD) 

Ukažme, že všechny d e r i v a c e j s o u spoji té p r o p > 0 a že p r o k E N p lat í 
p ( f c ) ( p ) = J" xp~1e~x l n f c ( x ) d x p r o p > 0 . 

• Nechť p E (a,b), k d e 0 < a < b < oo j s o u libovolné avšak pevně 
zvolené h o d n o t y . Ukážeme-li , že r ( f c ) j e spoj i tá n a l ibovolném takovém 
i n t e r v a l u , p a k j e r ( f c ) spoj i tá n a ( 0 , o o ) . P r o k — 0 m á m e i s p o j i t o s t T. 

• P r o p E (a, b) ukažme, že j e spoj i tá v bodě p. V o l m e l i b o v o l n o u 
H e i n e h o p o s l o u p n o s t {pn}nm C ( o , b) s v las tnos t í l i m pn = p. 

• P ředpok láde jme nyní, že známe integrální předpis d e r i v a c e všech ř ádů 
k. Stačí p r o s p o j i t o s t ukázat , že p r o k E { 0 , 1 , 2 , . . . } p la t í 

l i m r ( f c ) ( p „ ) = l i m / xPn 1e x\nk(x)dx 
r w o o n ^ ° ° J ( 0 , o o ) 

ľ l i m xPn-ie-x l n f c ( x ) dx= í xp-le~x lnk(x) dx = T^(p). 
J(O.oo) n^°° J(O.oo) 
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k d e po t řebu jeme obháj i t záměnu l i m i t y a integrálu v d ruhé r o v n o s t i , 
neboť t ře t í r o v n o s t p l y n e z e s p o j i t o s t i i n t e g r a n d u xp~1e~x \nk(x) j akožto 
f u n k c e p roměnné p při pevně zvoleném x G ( 0 , o o ) . 

P o k u d x G ( 0 , 1 ) , n a j d e m e omezení i n t e g r o v a t e l n o u m a j o r a n t o u násle
dujícím způsobem 

| x P » - i e - * l n f e ( x ) | < x « - i e - 1 i n f c ( x ) | ) 

přičemž 

ha.(x) = t 
x = é 

- dx = dt 
X 

= í e t ( ° - 1 > | í | f c d í = I e - t ( a - 1 ) t k dt < o o . 
«/(-oo,0) J(0,oo) 

P o k u d x G ( l , o o ) , d o s t a n e m e s n a d n o 

přičemž 

í a*+k-1e-x dx < o o . 
i ( l , o o ) 

Závěrem dos táváme, že p r o libovolné k G N U { 0 } j s o u splněny před
p o k l a d y věty o majorizované k o n v e r g e n c i , k te rá o b h a j u j e záměnu l i 
mi tn ího a in tegračního p r o c e s u v t ř e t ím b o d u p o s t u p u . j s o u t e d y 
spoj i té f u n k c e , včetně samotné f u n k c e T. 

Protože j s m e b ě h e m p o s t u p u m a j o r i z o v a l i n - t o u d e r i v a c i i n t e g r a n d u 
p o d l e p a r a m e t r u p G ( a , b), t e d y výraz 

p o d l e věty o d e r i v a c i integrálu závislého n a p a r a m e t r u plat í , že 

T{k)(p) = í xp-1e-xlnk(x)dx., 
J(0,OD) 

a t o p r o libovolné p G ( a , 6 ) , k d e a , b b y l y v o l e n y libovolně n a začá tku 
úlohy, t e d y opět p r o p G ( 0 , o o ) . 
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• Splnění p ředpok ladu věty o d e r i v a c i integrálu p o d l e p a r a m e t r u , k terý 
požaduje konečnost integrálu aspoň v j e d n o m p ř ípus tném bodě , z d e 
p l y n e opět z omezení konečně i n t e g r o v a t e l n o u m a j o r a n t o u , p r o 
k G N U { 0 } . 

Uveďme s i prot ipř ík lad k t o m u , proč j e s a m o t n á e x i s t e n c e a 0

 s v las tnost í 
JE f(x, a0) dx < o o důleži tá . 

P ř í k l a d 14. Spočí te jme J j 0 ^ ^ d x , k d e a > 0 j e h o d n o t a p a r a m e t r u . 

• S n a d n o s i můžeme spočí ta t , že 

d eax xeax

 a x 

da x x 

• Volíme-li a £ ( 0 , a ) , 0 < a < o o , p o t o m 

eax < e a z , V a e ( 0 , a ) , 

a samozřejmě 

e a - 1 
eax dx = < o o . 

( 0 , 1 ) " 

Mělo b y t e d y p l a t i t , že 

d f e ° x j f 9 e ° x j f «XJ E ° - 1 

— / — dx = dx — e d x 
d a J ( o , i ) x ' y ( o , i ) <9a x ' 7 ( 0 i l ) ' a 

Integrací o b o u s t r a n p o d l e a d o s t a n e m e , že 

eax ľ ea — 1 
— dx = d a + C. 

( o , i ) x J a 

k d e C j e v h o d n á k o n s t a n t a . Dos táváme t e d y nějakou f o r m u funkční 
závislosti našeho integrálu n a p roměnné a. 

Nicméně samotné C s e n á m spoč í ta t už nepodař í . Naše integrály j s o u 
tot iž v e skutečnost i nekonečné, protože 

f eax / " l 
/ — dx > — dx = \n(x) 

7 ( 0 , 1 ) X y ( 0 1 ) X 

1 

= o o , V a 6 ( 0 , o o ) . 
o 
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Dále j s m e m o h l i vidět , že s p o j i t o s t i n t e g r a n d u s e díky H e i n e h o větě přenáší 
n a s p o j i t o s t integrálu, j akož to f u n k c e p a r a m e t r u . Může s e však s tá t , že i když 
i n t e g r a n d spoj i tá f u n k c e n e b u d e , přes to výsledný integrál s p a r a m e t r e m b u d e 
spoj i tá f u n k c e , což ukážeme v následujícím příkladu. 

P ř í k l a d 15. [ 2 , s t r . 1 6 2 ] Mějme M = {{x,y) e R2 : 0 < x < 1 , 0 < y < 1 } . 
D e f i n u j m e f u n k c i 

f (x,y) 
\, y e Q n ( 0 , 1 ) , x e ( 0 , 1 ) , 

x, y e (R \ Q ) n ( 0 , 1 ) , x e ( 0 , 1 ) . 

Zřejmě / není spoj i tá v p roměnné y ( p o k u d x ^ \, což j e p o u z e jed iný 
b o d ) . 

P l a t í však, že 

F(y) í f(x,y)dx = f l-dx= ] - , p r o y e Q n ( 0 , 1 ) , 
J(0,1) J(0,1) 1 1 

F(y)= í f(x,y)dx = í x dx = \ , p r o y e (R \ Q ) H ( 0 , 1 ) . 
J (0,1) J(0,1) 1 ' ( 0 , 1 ) ^ ( 0 , 1 ) 

• C e l k e m t e d y m á m e , že 

F(y) = ^y e (0,1). 

a t e d y F j e spoj i tá n a ( 0 , 1 ) . 

P ř í k l a d 16. Na jděme rekuren tn í funkční v z t a h p r o výpočet f,Q s ^ 2 ^ 2 ) » dx, 
k d e t > 0 j e p a r a m e t r , n e N . 

• P r o n = 1 dos táváme 

1 1 1 ľ 1 1 1 ,Xs 
dx = — ——: d x = —t a r c t a n —, , ( 0 i O o ) * 2 + í 2 í V M ( f ) 2 + l t 2 

Uvažujme nyní 

0 0 

Fn(t) = / — — r r — dx. 
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P o t o m j e 

ľ 2tn 

neboť p r o pevné n G N j e 

d 1 2tn 
dt (x2 + t2)n (x2 + t2)n+l 

a zvolíme-li 0 < a < í < 6 < o o , p r o libovolné vyhovující h o d n o t y a,b, 
d o s t a n e m e omezení 

2tn 
(x2 + t2y+l 

P o d s t a t n é j e , že 

2tn 2bn 
< (x2 + í 2 ) " + ! - (x2 + a2)^1 

2bn 
dx < o o . 

( 0 , 0 0 ) yx2 + a 2 ) ^ ~~ 

neboť v bodě x = O s e nenachází vert ikální a s y m p t o t a díky t o m u , že 
a > O a p r o x —> o o d o s t a n e m e k o n v e r g e n c i např ík lad s rovnáním s 
integrálem f u n k c e \ , k t e rá m á konečný integrál přes (k, o o ) , k > 0 . 

Dále z takového srovnání víme, že např . p r o t — 1 j e J | 0 s ^ 2 ^ ^ < 0 0 . 

P o d l e věty o d e r i v a c i integrálu p o d l e p a r a m e t r u dos táváme, že p r o l i 
bovolné n e N a O < a < í < 6 < o o ( t e d y t > 0 ) p la t í 

přičemž víme, že F1(t) — ^. 

Dostáváme t e d y např ík lad 

— < W 
F 3 ( í ) = — = 

w 4 * 16 í 5 
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2 . 6 Vícerozměrné integrály 
V t é to s e k c i s e pod íváme n a základní , a l e v e l m i důležité a prakt ické nás t ro je , 
j a k p ř i s tupova t k výpoč tu integrálů funkcí přes mnohorozměrné množiny. 
Důleži tými př í s tupy p r o nás b u d e výpočet mnohorozměrného integrálu p o 
mocí s e k v e n c e j ednorozměrných integrálů, a l e také t r a n s f o r m a c e množiny, 
přes k t e r o u i n t e g r u j e m e n a množinu j i n o u , což může v p r a x i vést n a snazší 
výpočet . 

V ě t a 7. [ 3 , s t r . 9 1 ] (Fubiniho) Nechť E C R n + m je měřitelná množina a 
f G C* (E), tj. existuje Lebesgueův integrál f přes E. Pak jsou měřitelné řezy 

• Ex = {y G M.m : (x, y) G E} pro skoro všechna x G W"1, 

• ^ = { 1 ^ 1 ™ : (x, y) G E} pro skoro všechna y G M m 

a platí, že 

f(x,y)dxdy = / I / f(x,y)dy) dx = i f(x,y)dx\ dy. 
JRN \JEX J JRM \JEy J 

Pojďme s e nejdříve přesvědčit , že j e skutečně důležitý p ředpoklad e x i s t e n c e 
integrálu f u n k c e / přes množinu E. Uvažujme následující př íklad. 

P ř í k l a d 17. Z k o u m e j m e fE s i n ( x ) s i n ( y ) dx dy, k d e E = ( — 7 r , 7 r ) x M . 

• Spočí te jme n e j p r v e 

s i n ( x ) s i n ( y ) dxdy = / — s i n ( y ) c o s ( x ) 
( - 7 T , 7 r ) JR 

Ody = 0. 

Obrát íme- l i po řad í i n t e g r a c e , obdrž íme nyní 

/ / s i n ( x ) s i n ( y ) dy dx — / — s i n ( x ) c o s ( y ) 
J(-TT,W) JR J(-n,n) 

dy 

dx. • 

y=-oo 

avšak l i m c o s ( y ) a rovněž l i m c o s ( y ) neexistují . Uvedený výpočet 
y—^oo y—^—oo 

nedává s m y s l a fE s i n ( x ) s i n ( y ) d x dy n e e x i s t u j e . 

P o k u d v e F u b i n i h o větě n e b u d e m e vnější integrály poč í t a t přes M.n a M.m, 
a l e p o u z e přes množiny, k d e j s o u řezy neprázdné ( j i n d e b u d e integrál stejně 
nulový), j e nu tné p ř ida t p ředpoklad o měři te lnost i těchto množin. 
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P ř í k l a d 18. Z první k a p i t o l y víme, že e x i s t u j e l e b e s g u e o v s k y neměř i te lná 
množina . Označme j i M. 

• D e f i n u j m e s i E = M x { 1 } . P ro tože víme, že E C M. x { 1 } , přičemž 
A 2 ( M x { 1 } ) = 0 , z úplnost i L e b e s g u e o v y míry víme, že t a k y \2(E) = 0 . 

• Uvažujme n a E l i b o v o l n o u měř i te lnou f u n k c i / . P o t o m plat í , že 

í f{z)dz = 0, 
JE 

integrál t e d y e x i s t u j e a j e konečný. 

• Z k u s m e s e n a t e n t o p roblém nyní podíva t z h l e d i s k a F u b i n i h o věty, 
k te rá využívá p r o j e k c e množin. Mělo b y p l a t i t , že 

/ f(z)dz= / / f(x,y)dydx = / Odx. 
JE J M J{I} J M 

protože f{1}f(x,y) dy = 0 . 

• A l e z d e f i n i c e L e b e s g u e o v a integrálu b y a l e m u s e l o p l a t i t 

/ 0 d x = 0 - A 1 ( M ) , 
J M 

k d y j s m e a l e n a začá tku předpokládal i , že M j e neměř i te lná . Uvedený 
výraz X1(M) t e d y nemá vůbec žádný s m y s l . 

Po jďme s e podíva t n a příklad, k d y n á m F u b i n i h o vě ta b u d e při výpoč tu 
v e l m i už i tečným nás t ro jem a ukažme s i , že někdy může být z prakt ického 
h l e d i s k a klíčové i po řad í provedení dílčích integrací . 

P ř í k l a d 19. [ 2 , s t r . 1 4 6 ] Spočí te jme fE xe~x2y dx dy, p o k u d E = ( 0 , o o ) x 
( a , b), k d e a , b > 0 j s o u libovolné p a r a m e t r y . 

• Uvedená f u n k c e n a E nemění znaménko. V takovém př ípadě d l e d e f i 
n i c e L e b e s g u e o v a integrálu nemůže n a s t a t p roblém s nekonečnost í j a k 
k ladné, t a k záporné část i . Integrál f u n k c e t e d y e x i s t u j e . 

• P o d l e F u b i n i h o věty j e j můžeme poč í ta t j a k o 

xe x v dx dy 

1 

(a,b) ty 

xe x y dx dy 
(a,b) J(0,oo) 

i 
e 

( o , 6 ) 2v 
•x-y dy 

x=0 

- ( l n ( 6 ) - l n ( a ) ) 
y=a 

2 a 
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Pojďme s e podíva t n a d r u h o u možnost p o s t u p u . 

2„ , / / xe x y dy dx = / x e x y dy dx 
( 0 , o o ) J(a,b) 

( 0 , o o ) 2 : 2 

dx = d x . 
y = a 7 ( 0 , o o ) x 

Vidíme, že t e n t o integrál b y c h o m p ř í m ý m p o s t u p e m j e n těžko spočítal i . 
Uži t ím F u b i n i h o věty j s m e však zadaný integrál spočí tal i dříve a navíc 
j s m e nepř ímo o d v o d i l i v z t a h v e t v a r u 

e~ax2 - e~bx2 , 1 , b , , 
d x = - l n - , k d e a , o > 0 . 

( 0 , 0 0 ) x 2 a 

Další zaj ímavou aplikací j e výpočet míry dané množiny. Můžeme s i s n a d n o 
r o z m y s l e t , že p r o výpoče t L e b e s g u e o v y míry n-rozměrné množiny E p lat í 
Xn(E) — JE 1 d x . Uveďme s i příklad. 

P ř í k l a d 20. [ 2 , s t r . 1 4 1 ] Spočí te jme L e b e s g u e o v u míru množiny M C M3, 
k d e M = {(x, y, z) e M 3 : x e (Q, a), y G ( 0 , 6 ) , z e ( 0 , + | j ) } , k d e p a r a m e 
t r y a,b,p,q > 0 j s o u libovolně volitelné. 

• Z d e f i n i c e L e b e s g u e o v a integrálu víme, že 

A 3 ( M ) = / ldxdydz. 
J M 

• Rozepišme nyní t e n t o integrál p o m o c i F u b i n i h o věty j a k o 

ldxdydz=l / n 1 d z d x d? / 
M 

( 0 , 6 ) 7 ( 0 , a ) ^ ( 0 , f | + f | ) 

T e n t o integrál nyní spoč í t áme j a k o i terovaný a obdrž íme míru množiny 
M j a k o 

A 3 ( M ) = í í í ldzdxdy= [ [ — + — dxdy 
J(0,b) J(0,a) 7 ( o , g + * | ) 7 ( 0 , 6 ) 7 ( 0 , 0 ) 2 P 2 9 

a 3 ^ c w / 2 ^ a 3 6 ^ a o 3 ab fa2 ^ b2 

(o,b) 6 p 2 g 6 p 6 g 6 \ p g 

V některých př ípadech p r o nás může být složitá i n t e g r a c e díky t o m u , j a k 
j e z a d a n á množina , přes k t e r o u i n t e g r u j e m e . Po jďme s e podíva t n a nás t ro j , 
k te rý n á m v takovém př ípadě může p o m o c i . 

( 0 , a ) x ( 0 , 6 ) 7 ( 0 , ^ + ^ ) 

ldz d x dy. 
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V ě t a 8. [ 3 , s t r . 1 0 1 ] (O substituci) Nechť G C W1 je otevřená množina a pro 
zobrazení (p : Rn —> Rn platí, že 

• (p je prosté zobrazení na množině G. 

Potom pro libovolnou měřitelnou funkci f : Rn —> K . definovanou na <p(G) 
platí 

má-li aspoň jeden z integrálů smysl. 

P ř ip omeňme , že d e t J<p(x) j e d e t e r m i n a n t t z v . J a c o b i h o m a t i c e (p v bodě x, 
což j e m a t i c e parciálních derivací vektorové f u n k c e (p po s tupně p o d l e všech 
p roměnných . Zaměřme s e nyní n a t o , proč j e důležité, a b y zobrazení <p b y l o 
prosté . 

P ř í k l a d 2 1 . Spočí te jme Lebesgueův integrál f u n k c e f(x,y) = xy přes m n o 
žinu E = {(x,y) e M2 : x2 + y2 < r 2 } , k d e r > 0 j e p a r a m e t r . 

• D e f i n u j m e dvě zobrazení (fi,(f2 následujícím způsobem 

• G e o m e t r i c k y l z e o b r a z < / ? i ( ( 0 , r ) x ( 0 , 2TT)) s tejně j a k o ^ ( ( O , r ) x ( 0 , 3%)) 
i n t e r p r e t o v a t j a k o k r u h o poloměru r . P l a t í však, že (pi j e n a svém 
definičním o b o r u pros té zobrazení , za t ímco <^ 2 n i k o l i . 

• V o b o u př ípadech j e d e t J V l ( p , ip) = d e t J<p2(p,ip) = p. 

• V p rvn ím př ípadě , k d y p ředpoklady Věty 8 plat í , d o s t a n e m e 

• <p e C1 (G) 

<Pi(p,ý) = ( p c o s ( ^ ) , p s i n ( ^ ) ) , k d e p e ( O , r ) , < 0 e ( 0 , 2 T T ) , 
5 

<P2(fi,ý) = ( p c o s ( V 0 , p s i n ( V 0 ) , k d e p e ( O , r ) , < 0 e ( 0 , -n). 

( 0 , r ) 
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V d r u h é m př ípadě , k d y <^ 2 pros té není, však m á m e 

/ xydxdy= / pcos(ip)psm(ip)pdpdip 
JE J(0.r)x(0ln) 

dp 

E J ( 0 , r ) x ( 0 , § 7 r ) 

3 s i n ( 2 ^ ) , . , f 3 - c o s ( 2 ^ ) 
p 3 v y d ^ d p = / p 3  

( 0 , r ) ^ ( 0 , § 7 r ) Z J(0,r) 4 

p3 p3 ľ p3 r 4 

0 = 0 

i + T dp = I V d p s -
( 0 , r ) 4 4 J ( 0 , r ) A 8 

Vidíme, že v e d v o u př ípadech dos táváme d v a různé výsledky. Správně j e 
však j e n p rvní výsledek a fE xy dx dy = 0 . V d r u h é m př ípadě j s m e díky 
t o m u , že subs t i tučn í zobrazení n e b y l o prosté , i n t e g r o v a l i přes urč i tou 
část množiny E dvakrá t , a p r o t o j s m e n e d o s t a l i správný výsledek. 

Vě ta o s u b s t i t u c i m á své užit í zejména t e h d y , c h c e m e - l i poč í t a t integrály přes 
množiny, k teré n e l z e z a p s a t j a k o kartézský součin intervalů a p o u z e použi t í 
F u b i n i h o věty b y v e d l o n a neúměrně náročný výpočet . 

P ř í k l a d 22. [ 2 , s t r . 1 4 2 ] Určeme L e b e s g u e o v u míru množiny A, k t e rá j e 
ohraničená p l o c h o u s rovnicí c(x2 + y2) = o?(c — z) a r o v i n o u z = 0 p r o 
a, c > 0 libovolné. 

• G e o m e t r i c k y j e uvedený ú tva r kužel s v r c h o l e m p r o z = c. D e f i n u j m e 
p r o t o zobrazení ip j akož to j e d n o z e s t anda rdn ích zobrazení p r o s u b s t i 
t u c i 

<p(ft,il>,z) = ( p c o s ( V 0 , p s i n ( V > ) , 2 ) , 

s definičním o b o r e m G c ť , p o p s a n ý m n e r o v n o s t m i 

0 < p < 
a2(c — z) 

c 
0 < i) < 2 T T , 

0 < z < c. 

• P o z n a m e n e j m e , že nezáleží n a t o m , z d a uvedené n e r o v n o s t i b u d e m e 
uvažovat v os t rém či neos t rém t v a r u , neboť uvedené množiny b y s e lišily 
p o u z e o množinu nulové míry, k t e rá b y n a h o d n o t u integrálu neměla 
v l i v . 

• L z e spočí ta t , že opět p la t í d e t J ^ ( p , ip, z) = p. 
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Dále plat í , že <p(G) — A, (p j e pros té zobrazení. 

Můžeme t e d y psá t , že 

\3(A)= ldxdydz = / / / pdpdipdz, 
J A J(0,c) J(0,2TT) J(0,t) 

k d e t = ^ ' ^ p 1 -

Konečně obdrž íme 

pdpdip dz — 
( 0 , c ) J ( 0 , 2 T I - ) J ( 0 , t ) J ( 0 , c ) J ( 0 , 2 T I - ) 

P_ 
2 

( 0 , c ) • / ( 0 , 2 T I - ) 

a 2 ( c - z ) , , , a 2 „ 
2 c 2 c 

dt/> d z 

c — z) dz 
( 0 , c ) 

7 r a z 7 r a 2 c 2 7 r a 2 c 

z = 0 c 2 

P r o L e b e s g u e o v u míru množiny A t e d y p la t í 

A 3 (A) 
wfrc 
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Závěr 
Cílem mojí práce b y l o p ředs tav i t s t ručně t e o r i i míry a L e b e s g u e o v a integrálu 
a vyřeši t při t o m př íklady a prot ipř íklady, které i l u s t r o v a l y t o , že v m a t e m a 
t ických tvrzeních j s o u j e j i c h p ředpoklady nepos t rada te lné a n e l z e j e v žádném 
př ípadě z a n e d b a t . 

P o v e d l o s e m i s h r n o u t základní teoretické p o z n a t k y a z k o n s t r u o v a t výst ižné 
pro t ipř ík lady k p ředs tavenému ma tema t i ckému a p a r á t u . P ř ík lady s e m i p o 
daři lo úspěšně vyřešit i s p o d r o b n ý m komentá řem. 
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