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Uvod

Jako téma své bakalaiské prace jsem si vybral fetézové zlomky. Zaujalo mé to, ze existuje
mnoho jejich aplikaci (zejména v oblasti teorie ¢isel). V literatufe lze nalézt dalsi souvis-
losti, naptiklad s teorii uzll, algebrou obort integrity, teorii ortogonalnich polynomi, atd. V
bakalarském studijnim programu neni toto téma zafazeno.

Cilem prace je vystavéni teorie k né€kterym aplikacim fetézovych zlomkiu. Zakladni vlast-
nosti fetézovych zlomkt jsou uvededny v oddilech 1, 2. Priklady jsou voleny tak, aby byly
jednoduché a ilustrativni. Dal$im cilem prace je uvedeni nékterych aplikaci — feSeni kongruen-
¢nich rovnic (oddil 3), feseni diofantickych rovnic (oddil 4), raciondlni aproximace (oddil 5),
feseni Pellovych rovnic (oddil 6). Pfitom se snazim vystavét teorii tak, aby ke véem tvrzenim
byly pfipojeny dukazy. Na konci oddili uvadim jednoduSe formulované piiklady, jez maji
demonstrovat pouziti vybudované teorie.

V oddilu ‘Vysvétlivky’ na strané 30 je uveden matematicky formalizmus, jenz se bézné
nepouziva a ktery neni definovan pfimo v textu. Prosim ctendre, aby se s mim sezndmil
pred tim, nez zacne ¢ist hlavni text. Tento formalizmus povazuji za vyhodny z divodu vétsi
struc¢nosti nebo lepsitho dorozuméni. V rdmci prace jsem zavedl téz vlastni znaceni, abych
lépe odlisil vniméni fetézového zlomku jako symbolu a jako ¢isla. Myslim si, Ze takto dosdhnu
vétsi srozumitelnosti pro ¢tenafe, ktefi se s problematikou Fetézovych zlomk jesté nesetkali.

V oddilu ‘Reference’ na strané 31 jsou uvedeny pouzité zdroje. V oddilech 1, 2 jsem

Cerpal zejména z [1], [2], v oddilu 3 vénovaném Feseni kongruenénich rovnic z [1], v oddilu 4 o
diofantickych rovnicich z [1], [3], v oddilu 5 o aproximacich z [2], [1] a v oddilu 6 o Pellovych
rovnicich z [2], [3], [1]. V samotném textu na reference neodkazuji — k tvrzenim jsou pfipojeny
dikazy.

Véty, lemmata a dusledky jsou ¢islovany spoleéné, rovnéz i drobnéjsi tvrzeni (pozorovani a
poznamky) jsou ¢islovana spoleéné. Samostatné ¢isluji definice, algoritmy, umluvy a ptiklady.

Jazyk volim jednoduchy, jazykova forma definic a tvrzeni se ¢asto opakuje, coz povazuji
za dobré, nebof ¢tenafi tak umoZnim soustiedit se spiSe na vyznam textu, nez na riznorodost
formy.



1 Konecné retézové zlomky

(Z,+,-,0,-,1) je eukleidovsky obor integrity, s eukleidovskou funkci (normou) v, ‘k ~ |k|’,
tj. absolutni hodnotou. Je tedy i oborem integrity hlavnich ideélt, ptficemz kazdy jeho vlastni
idedl lze psat jako nZ = {nk; k € Z}, kde n € N, n > 1. Kongruenci na Z indukovanou idedlem
nZ = {nk; k € Z} budeme znaéit symbolem =,,. T¥idu kongruence =, danou reprezentantem
a € Z budeme znacit [a]=, nebo a (bude-li zfejmé o kterou kongruenci se jednd).
Vlastnost
V(a,beZ,b+0)3q,re€Z: a=bq+r, (1)

kde (r =0V |r| < |b]), umoziiuje definovat celo¢iselné déleni. Cislo 7 s touto vlastnosti nazveme
eukletdovskym zbytkem pti déleni a ¢islem b.

Nabizi se otazka, jak je to s jednoznacnosti eukleidovskych zbytkd. Mohou nastat prave dveé
situace:

1. b| a. Pak ¢isla g,r z (1) jsou dana jednozna¢né ve tvaru a = b- (a/b) + 0. Pak zfejmé
NSD(a,b) = b= NSD(b,0) = NSD(b, ).

2. b+ a. Pak ¢isla ¢,r z (1) nejsou ddna jednozna¢né a zbytky r jsou uréeny t¥idou [a]=p =
{a +bk; k € Z} a pozadavkem [r| < |b|. ProtoZe je (nejvétsi) spoleény nasobek z,b pro
x € [a]=, vlastnosti celé tiidy [a]-,, plati pro eukleidovské zbytky NSD(r,b) = NSD(a, b).

M¢éjme a,b € Z, b +#+ 0. Necht b + a. Hleddme eukleidovsky zbytek r pfi déleni b. Je
prvkem tfidy [a]s, = {a + bk; k € Z}, pfic¢emz |r| < |b]. Protoze @ ¢ vi[als, ¢ N (r # 0) je
podmnozinou dobfe uspofddané mnoziny, ma minimum. To je mensi nez |b|. Prvek, v némz se
toto minimum nabyvé, ozna¢me r = a + bk. Je-li r > 0, pak r’ = r —|b| < 0 a jeho norma spliiuje
[7'| = |r = |b]| = |b] = r < |b], je proto rovnéz eukleidovsky zbytek. Analogicky, kdyby r < 0, pak
r" =1b|+r >0 je rovnéz eukleidovsky zbytek.

Vime, ze existuji aspon dva. Kdyby existovaly tfi, pak je mizeme sefadit, nejmensi oznacit
0, nejvétsi . a musi byt r1 —rg > 2|b|, tedy |b| < 2|b| < |r1 — 70| < ||r1]| = |rol| < |r1], coZ je spor.

Definice 1. a,beZ, b> 0.

Dolni celou casti ¢isla § € Q nazveme ¢islo g z rovnosti a = bg +r, kde 7 > 0 je eukleidovskym
zbytkem pii déleni a ¢islem b. Znacime |a/b].

Horni celou ¢dsti ¢isla § € Q nazveme ¢islo g z rovnosti a = bg + 1, kde r < 0 je eukleidovskym
zbytkem pii déleni a ¢islem b. Znacéime [a/b].

Jiz vime, Ze pro danou dvojici celych ¢isel a,b, b + 0 existuje pravé jeden nezaporny euk-
leidovsky zbytek. Ukazme, Ze definice je korektni, tedy nezavisi na reprezentaci racionalniho
¢isla.

Lemma 1. Dolni, resp. horni celd cdst cisla § je nejvétsi, resp. nejmensi celé cislo mensi
nebo rovno, resp. vétsi nebo rovno 7. Neboli

la/b| = max{k €Z; k <a/b}, (2)
analogicky pro horni celou c¢dst.

Diikaz. Diky archimedovskosti QQ ¢islo vpravo existuje. Oznac¢me jej m. Je mb<a ar =a-mb
je minimalni z t¥idy [a]-,, jeZ jsou nezaporné, nebot jinak by existovalo m' > m takové, ze
0<r" =a-m'b, tedy m’ < a/b, coz by byl spor. Analogicky pro horni celou ¢4st. O



Definice 2. a,beZ, b+ 0.
Oznacme {7} := 7 — | %] € Q a nazvéme zlomkovou cdsti ¢isla .

Diky ptredchozi definici je pro a,beZ, b>0

a |a a
2|2 et 3
b [bJ+{b} ’ ®)
PEE
b - q7 b - b 9y
kde ¢, 7 spliiuji (1) a r > 0 je eukleidovsky zbytek (pfi déleni a ¢islem b).

Napisme nyni tvrzeni s Eukleidovym algoritmem.

Véta 2 (Eukleiduv algoritmus).
Pokud a,beZ, b+0, pak IneN, Aq1,...,qn,71,...,n_1 takove, Ze

Ti-1 =7TiGi+1 + 731, ©=0,...,n=2, (4a)
T"n-2 = Tn-14qn , (4b)

kde |ri| <|ri-1] proi=1,...,n=1 a rn—1 = NSD(a,b), pFiéemz jsme polozili r_y := a,r¢ = b.
Specialné pro b > 0 lze vzdy volit r; > 0 pro ¢ = 0,...,n — 1. To ndm ovSem umoznuje

algoritmus prepsat nasledujicim zptsobem.

Algoritmus 1. Necht a,beZ, b> 0.

a aJ+r1 +1
b__b b—CI1 b
r1
b_ bJ 7“2_ +1
L " Q@+ 5

Tn L r?’l
Zpétnym dosazovanim obdrzime
a 1 1 1
ZzQ1+Z=Q1+ 7 - Tt 1 )
1 qo + T q2 +
T2
+
BT 1
+
1
gn-1+ —
dn
kde posledni zptisob zapisu graficky zjednodusime na (g1, ...,qn)-

Z algoritmu je patrné, 7e q; € Z proiemn, q¢; >0 proie{2,...,n}. Pokud n > 1, pak ¢, > 1.



Definice 3. Necht neN, ¢;eZ proien, ¢; >0 proie{2,...,n}.
Zapis
1

c1 +
Cc2 +

c3 + .
+
1
Cp—1+ —
mn
nazyvame konecnym jednoduchym tetézovym zlomkem (déle jen Fetézovym zlomkem), zkra-
cené pisme (cy,...,c,). Cislo ¢; nazveme i-tym clenem fetézového zlomku (c1,...,c,), index
n nazveme jeho délkou.

Volbu zkraceni znaceni z definice vyse mlizeme povazovat za injekci mnoziny vsech feté-
zovych zlomkt do mnoziny vSech konec¢nych celociselnych posloupnosti, ¢imz jsme v podstaté
fekli, ze dva Fetézové zlomky povazujeme za sobé rovné, pravé kdyz se rovnaji prislusné
posloupnosti jejich ¢lent. MnoZinu vSech fetézovych zlomka budeme znadit %, jeji prvky
budeme znacit malymi pismeny fecké abecedy.

Méame-li v € %, mUZeme provést tzv. vycCisleni, tedy prifadit fetézovému zlomku d¢islo
tak, ze jiz nepovazujeme 7 jen jako schéma, nybrz jako slozeny zlomek. Po provedeni vSech
raciondlnich tkont zfejmé dostaneme (jednoznaé¢né) racionélni ¢islo.

Umluva 1. Zobrazeni .% — Q popsané v odstavci vyse ozna¢me ‘| .

Definice 4. Zobrazeni |: % — Q z tumluvy 1 nazveme vycislenim.
Necht = € Q, v € .%#. Rekneme, Ze 7 je rozvojem x, pravé kdyz |y = .

Vime, jiz diky algoritmu 1, Ze zobrazeni | je surjektivni. Je i injektivni?
Lemma 3. KaZdé€ raciondlni ¢islo md prdvé dva rozvoje.

Dikaz. Pro kazdy (ci,...,cn) € F ziejmé plati

(6)

l(c1,..yen)=c1+

I(c2, .. yen)
Volme = =a/beQ, kde a,beZ, b>0. Necht (¢1,...,¢,) € F: [(c1,...cn) = .
1. Je-li n =1, pak [(¢1) = ¢1 = x € Z. Kazdy Fetézovy zlomek (¢, ), jenz je rozvojem x

musi mit ¢, = 1, aby [(c],cy) € Z. Pak je ale diky (6) ¢} = ¢; —1. Necht (¢f,...,c,) € Z,
kdem > 2. Pak [(c,...,c") = ¢/ +7t—m, kde [ (), ..., c") > 1, tedy [(c],...,ch) ¢ Z

’m l(cgv"'vc{r;z)’
a nerovna se .

2. Je-li naopak n > 1, rozliSme dvé moznosti:

(a) cn>1. Pak ¥ =c1 + m Je |(co,...,cn) > 1, nebof budto n =2 a ¢y > 1, nebo
opét vyuzijeme (6) a rozepiseme

1
l(cay...,en)=co+ ————,
( ") | (e3y.nyen)
—_—
>0



odkud ¢1 = [a/b] a [(c2,...,¢cn) = {$}7". Nyni je ale (c2,...,cn) délky n—1s
poslednim ¢lenem vétsim nez 1 a celou proceduru muiZzeme zopakovat, tedy dosta-
neme cp = [{%}_1J. Odtud je zifejmé, Ze se postupuje presné podle algoritmu 1 pro
nalezeni rozvoje ¢isla a/b. VSechny ¢éleny jsou dany jednozna¢né. Takovyto zlomek
tedy existuje pravé jeden.

(b) ¢, =1. Pak
T = l(cla‘ . .,Cn) = 1(61,... yCn-2,Cn-1 +Cn) y

odkud z predchoziho vime, Ze Cleny cq,...,c,_2 jsou uréeny jednoznacné. O

Jako dtisledek dostavame z dilkkazu, ze kazdé raciondlni ¢islo ma pravé jeden rozvoj liché,
resp. sudé délky.

K hledani rozvoje daného ¢isla je vyhodné sestavit si tabulku podle algoritmu 1, jak je
demonstrovano v piikladu.

Piiklad 1. Najdi vSechny rozvoje %. Totéz pro ¢islo 1.
Reseni: Sestavme tabulku podle algoritmu 1, kde polozime r_1 = a, rg = b.

Odtud, % =1(0,2,1,2,1,2). Z dikazu lemmatu 3 plyne, Ze existuje uz jen jeden dalsi rozvoj

DN W Ot
NN D

Tabulka 1: Rozvoj 11/30 do fetézového zlomku

11/30, totiz (0,2,1,2,1,1,1).
Pro ¢islo 1 dostavame rozvoje (1), (0,1).
Poznamka 1.
1. Je-llizeQ,z>1a~vy=(c,...,c,) rozvojem x, pak ¢ > 1.
1

2. Jsou-li z a (c1,...,cy) jako vysSe, pak [(0,¢1,...,¢p) =27

Kdybychom v definici fetézového zlomku pozadovali misto kladnych ¢lentt od druhého poci-
naje zaporné, dostali bychom takovy jednoduchy vztah pravé pro inverze zapornych cisel.

Dikaz.

1. Z predpokladu dostaneme algoritmem 1 rozvoj (dy, ..., d,, ), pficemz plati dy > 2vm > 2,
tedy téz prvni ¢len druhého rozvoje x je kladny.

2. Plyne z pfedchoziho a (6). O

K opacéné procedufe — nalezeni [(ci,...,c,) pro dany (c1,...,¢,) € F — a ke zkouméni
vlastnosti fetézovych zlomkt pomohou definice dalsich pojmii.



Definice 5. Necht n e N, v=(c1,...,¢,) € Z.
Pro i € n definujme i-ty parcidlni zlomek (fetézového zlomku (cq,...,¢,)) jako

’Yi:(cl,...,ci_l,ci)Eg. (7)

Definujme posloupnost citateli (P;)?, a posloupnost jmenovateli (Q;)7, zlomku v € F

P_1 =0 y PO =1 y (Sa)
P =a;P 1+ P o,
Q—l =1 ) QO =0 ) (8b)

Qi =0a;Qi1+Qi2.

Cislo P;, resp. QQ; nazveme ditatel, resp. jmenovatel i-tého parcidlniho zlomku Fetézového
zlomku . Zkracujme na i-ty ¢itatel/jmenovatel.

Protoze Qg = 0 je zfejmé, ze posloupnost jmenovatelt je kladna.
Véta 4. Necht v = (c1,...,¢cp) € F.

Vien:l%-:g, 9)

kde P;, resp. Q; je i-ty citatel, resp. jmenovatel .

Pred dikazem této véty zobecnime nékteré pojmy, abychom se vyhnuli problémim se
zapisem. Pripustime-li v fetézovém zlomku (c1,...,c,) €leny ¢; € R, ¢; € R* pro i > 1 (mluvme
o zobecnéném Tetézovém zlomku), pak jej lze rovnéz povazovat za zapis néjakého redlného ¢isla
x (analogie vyéisleni) — pisme x = [(¢1,...,¢,), ¢imZ jsme zavedli zobrazeni mnoziny vSech
zobecnénych Fetézovych zlomkl %, do R. Pak | je restrikci |. Pro zobecnéné fetézové zlomky
lze pfimocate pouzit definici parcidlnich zlomku a jejich ¢itatelti/jmenovateld. Vyse uvedena
véta plati i pro zobecnéné fetézové zlomky, coz dokizeme.

Dikaz véty 4. Dokazme indukei. Necht 3 = (by,...,b,) € Z,. Vychézi P = by, Q1 =1, odkud
% = by = | B1, tedy tvrzeni plati pro i = 1. Pfedpokladejme, Ze tvrzeni plati pro vSechny indexy
do k-tého véetné, kde k € N pevné. Mé&jme 8 = (by,...,b,) € %, z predpokladu véty takovy,
ze k +1 < n. Polozme ' = (b,...,bg-1, {(bk, brs1)) = (b, ..., by), tedy i =b; projek-1a

/7 _ 1
= bk + bres Pak

Vos - g~ Do BB P (b + 5 )Peci + Picz (b Py + Pis) + Pyt [bisn
k+l = = — = = =
' QL WO Qs (et )Qr1+ Qeo (kQut + Qiez) + Qi /bt
P+ Pro1/bp1 brer bpa P+ Py

CQr+ Qi1 /b1 ber1 be1Qr + Qror

tedy tvrzeni plati pro i =k + 1. O

Véta 5. Necht v = (c1,...,cp) € F.

1

Vie{2,...,n}: [yi— |y = (—1)iQ.Q._1 ’

kde Qj, j € n jsou jmenovatel€ .



Dikaz.

i — 1oy = PiQi-1 - PiaQi _
o QiQi1

Upravujme citatel:

PQi-1 — Pi1Q; = (¢; Py + Pi—Q)Qi—l - Pii1(ciQi +‘Qi72) = (-1)'(P1Qi—2 — P2Qi-1)
=...=(-1)"(PoQ-1 - P-1Qo) = (-1)",

odkud plyne dokazované. ]
Dausledek 6. Necht = (ci,...,¢n) € F., Py, resp. Q; je i-ty citatel, resp. jmenovatel ~y.
Vien: NSD(P;,Q;)=1. (11)

Dikaz. Pro i = 1 plati tvrzeni trividlné, nebot Q1 = 1. Je-li ¢ > 1, vynasobime rovnici (10)
¢islem Q;(Q;_1. Dostaneme

PiQi-1 - Pi1Q; = (-1)". (12)
Protoze Q;_1, P;_1 € Z, kazdy spoleény délitel &isel P;, Q; déli i (~1), coz je jednotka v oboru
integrity Z. O

Priklad 2. Spocti |y =](0,2,1,2,1,2).
Reseni: Sestrojme tabulku pomoci definice 5 a véty 4.

L i [-tfofr[2[3]4]5 [ 6 |
o | - [-Jol 21271 2
Plol1i]ol 113 ] 4 11
Q |1 ]ol1] 2 [ 38 ] 11 | 30
e [ - [ -Tol1/2]1/3]3/8]4/11 | 11/30

Tabulka 2: Vypocet [(0,2,1,2,1,2)

2 Nekonecné retézové zlomky

Rozsifime-li pfirozené definici dolni celé ¢asti na obor realnych ¢isel, budeme moci napsat
algoritmus podobny algoritmu 1 i pro iracionalni c¢isla.

Definice 6. Necht = € R.
Dolni celou ¢asti ¢isla x rozuméjme ¢islo

|z]:=max{keZ; k<z}. (13)

Plati zfejmé |z| < = pro kazdé = € R. Je-li navic z €e RN Q, pak 0 < z — |z] < 1, je
x-|z] e RN Q, a tedy jeho inverze (Q je téleso) je iraciondlni a vétsi nez jedna.



Algoritmus 2. Necht x €.

1
T= |:TJ +—, (14)
x1
1
@ = x| + , 1eN. (15)
T+l

i-ty krok algoritmu definuje iracionalni ¢islo x;.

Vsimnéme si, ze algoritmus 2 je formalné shodny s algoritmem 1. Pokud jej aplikujeme
na racionalni ¢islo, dostaneme po kone¢né mnoha krocich jeho fetézovy rozvoj a dalsi kroky
nemaji smysl. Aby byl korektni i v tomto pfipadé, museli bychom ptidat mezikrok s kontrolou
nenulovosti zbytkového ¢isla a pripadného ukonceni algoritmu. Z indukce je ale ziejmé, ze pro
x €1 jsou cisla z; iracionalni kladna ¢isla a algoritmus ma smysl v kazdém kroku.

Polozme nyni z¢ := = a ¢; = | ;-1 ]. Formalné mtZzeme psat

xozq1+i=q1+ 11 = Iq+ i , (16)

X1
g2+ — q2 +
X2

g3+ .

qn-1+

n + .

vyraz vpravo zapisujme jako (g1, g2, . .. ). Posledni rovnost je symbolicky ozna¢ena hvézdickou,
nebot predstavuje zatim jen to, ze mizeme zapis rozsifovat do nekoneéna.

Definice 7. Nechf ¢; € Z, pro i €N, ¢; >0 pro j > 1.

Vyraz (c1,c2,...) (rozepsan v (16) — jen zdména ‘g;’ za ‘c;’) nazveme nekonecnym jednodu-
chym tetézovym zlomkem (déle jen nekoneénym fetézovym zlomkem ¢i fetézovym zlomkem).
Rekneme, ze dva nekoneéné fetézové zlomky (di,ds,...), (e1,es,...) jsou si rovny, pravé
kdyz Vi e N: d; = e;. Retézovy zlomek (ci,ca,...) nazveme rozvojem cisla x € R, pravé kdyz
~v=(c1,¢2,...) =(q1,q2,--.), kde zlomek vpravo byl ziskdn pomoci algoritmu 2 aplikovaného
na z. Téz fikdme, zZe 7 je Fetézovy zlomek piislugny ¢islu z. Cisla x; z algoritmu 2 nazyvame
zbytkovyma cisly v-tého rddu cisla x.

Mnozinu viech nekoneénych Fetézovych zlomkii zapisujme jako .#. Protoze plati
VieNo: x={(q1,92,---,G,%) , (17)

kde (q1,92,---,¢, ;) € F,, muZzeme ke zkoumani vlastnosti nekoneénych fetézovych zlomku
pouzit nékteré partie teorie koneénych fetézovych zlomk, konkrétné vétu 4. Zobecnéni pojmu
‘-ty parcialni zlomek ~;’ zlomku v € .# pro i € N je pfimocaré, stejné jako definice posloupnosti
Citateli, resp. jmenovateld.

Véta 7. Necht x €1, v=(c1,co,...) € I

1. Podposloupnost (1y2i-1)53, je rostouct.

Lpro symbol ‘|’ viz text pred dikazem véty 4



2. Podposloupnost (1y2i)52, je klesagici.

3. VieN: [yg-1 < [y2-

4. Je-li navic v rozvojem x, pak

VieN lvi<wz , pokud je i liche, (18)
7 .
x<lvi Jinak.
Dikaz. Pro neN, n>2 plati
_ Cn
/7 _ 5 = _1 n 1 , 19

nebot

_ vs (D" (D" Qn—Qn2 D5
l/yn l’Yn—2 (:Flryn_l) B QnQn—l Qél—l@n—é - ( 16)2 Qn—QQn—lQn -

_ (_1\yn-16n-1 n-1+&n-2—n-2 _(_1)yn-1 Cn,
B ( 1) Qn—QQn—lQn ( 1) QnQn_Q '

Volme 7 € N. Pak

1. podle (19) je ly2i+1 — [y2i-1 = (_1)%% > 0, nebot jmenovatelé jsou kladni a c9;,1
také, protoze 2i +1 > 1.

2. podle (19) je [y2ir2 — §y2i = (—1)2”162‘3% >0, nebot c9;11 > 0, protoze 2i +2 > 1.

2i+2Q2;

3. diky vété 5, o = Iyai-1 = (-1)" o= > 0.

4. diky (17) je x = [(c1,¢2,...,¢i,@;). Oznacime-li 8 = (e1,co,...,¢,2;), a jeho Cita-

tele a jmenovatele parcidlnich zlomkt pro odliSnost ocarkujeme, je na jednu stranu
_1Y)i+l

1Biv1 = 1Bi = %, ale |8;41 = x, B; = ;. Odtud a diky kladnosti jmenovatelt dosta-
i+1°%q

neme dokazované. O

Vime tedy, ze plati nerovnosti

I <lys<<(z) <<y <ly. (20)

Obé posloupnosti jsou omezené a ryze monoténni, jsou tudiz konvergentni. Oznacme LI =
lim; o0 [y2i-1, LS = limye0 [y2i Je ziejmé LS < LS. Ukazme, Ze jsou si rovny.

|LS = L] < LS = byail + |y2i = dyai-a] + [byei-1 = L], (21)
kde krajni dva cleny konverguji k nule pro ¢ - oo a

1 * 1 1—>00

Q2iQ2i-1 : (20-2)2

Odhad z hvézdickou plyne z definice posloupnosti ;. Limita pravé strany (21) je nula, tudiz

|1y2i = byaic1| = (22)

Lo-1I5.



Dusledek 8. Necht ye 7, x €.
Posloupnost (|7v;) je konvergentni. Je-li v rozvojem x, pak |v; - x.

To nam dava moznost rozsifit obor zobrazeni | o mnoZinu ¢ pfifazenim |7y := lim;_ o |7;
(zna¢me rozsifeni zobrazeni stejné — v ptipadé potifeby obor napiSeme explicitné).

Véta 9. Restrikce | na & — 1 je bijekce.
Pred dikazem véty formulujme lemma.

Lemma 10. Necht = (c1,...) € 7.

VieN: [y=l(ct,..., ¢, 0(civ1,--.))

Diikaz. Oznacime-li 8 = (cis1,Civ2,...), pak Vj € N o |y = [(c1,..., ¢ ¢ty .05 Cing) =
I(e1,. .. 6, 1B5). Z véty o limité slozené funkce (nebo o aritmetice limit) uz plyne tvrzeni

(1< 18). O

Diikaz véty 9. Necht v € .#. Oznacme |y = x. Ukazme, Ze Vi € N: ¢; = ¢;, kde ¢; je i-ty ¢len
rozvoje x spocteny podle algoritmu 2.
Pro i = 1 je podle lemmatu 10 [y = [(c1, [(c2,...)), kde diky (20) je 1 < c2 < [(co,...),
tedy ¢1 = q1 a x1 = [(c2,...). Mizeme tedy totéz pouzit pro x;. Zbytek indukce je ziejmy.
Vime, ze algoritmus 2 je jednoznac¢ny a jeho aplikace na raciondlni c¢islo by vedla po
koneéné mnoha krocich k nedefinovanym operacim (déleni nulou). Restrikce [: .# — I tedy
existuje a je bijektivni. ]

S ohledem na dalsi aplikace uvedme lemma a poznamku.
Lemma 11. Necht v = (c1,c2,...) € I, x = ly.
V(ieN,i>2): [ly—af <|lyi-1 - 2] (23)

Dikaz. Volme i € N. Je (diky vété 9) [(c1,c2,...) = |(c1, ..., ¢i,x;), kde x; je i-té zbytkové ¢islo
x. Oznaéme f = (c1,...,¢;, ;) a parcialni Gitatele a jmenovatele tohoto zlomku oéarkujme.

!
w1 TP+ P

o Qi+ Qic1

Rovnost upravime:

odkud

o B —CQia (:r:— P¢—1) ‘
Qi Qix; Qi-1

Posloupnost Q; je neklesajici, rostouci (asponi druhym indexem pocinaje), tedy pro i > 1 je

|Qi-1/Qil <1 a %1 <1, tedy |lyi — x| <|lyi-1 — x|, pfi¢emz ostrou nerovnost jsme dokazali pro

1> 2. =

Pozndmka 2. Vétu 7 a lemma 11 1ze upravit k aplikaci na konecné fetézové zlomky.
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3 Reseni kongruenc¢nich rovnic prvniho stupné
Méjme kongruenéni rovnici prvniho stupné
ar =, b, (24)

kde a,b € Z, a #, 0. Je-li 2’ € Z FeSenim této rovnice, pak vSechny prvky t¥idy [2']=, jsou také
FeSenim. Existuje tedy vzajemné jednoznac¢né korespondence rovnice vyse s rovnici v Z,

az=b. (25)

Reseni existuje, pravé kdyz b | NSD(a,n), nebot spoleény délitel s modulem n je rovnéz
vlastnosti celé t¥idy (kazdého jejiho reprezentanta).

Necht jsou a,n nesoudélné. Pak je a invertibilni a lze jeho inverzi nésobit celou rovnici a
dostat tak feSeni, jez je tedy jediné. Je-li NSD(a,n) =d > 1 a d | b, pak bychom mohli celou
rovnici timto ¢islem délit:

(a/d)x =4 b/d (26)

a prevedli bychom ji na pfipad nesoudélného linedrniho koeficientu a modulu. Jediné feseni
v modulu n/d odpovida pravé d feSenim v modulu n.

Popiseme metodu hledani feSeni kongruenéni rovnice (24) pomoci Fetézovych zlomki.
Necht jiz jsou a,n nesoudélné. Existuje pravé jedno a’ € a: 0 < a’ < n. Bez jmy na obecnosti

at pravé a toto spliiuje. Rozvineme n/a v fetézovy zlomek (ci,..., ¢y ). Podle (12) plati
(_1)m = PQO—l - Pm—lQm ) (27&)
P, =n, Qm=a, (27b)

pricemz druhy radek plyne z nesoudélnosti a, n. Dosazenim ziskame
m —
(_1) =nQm-1— aPy-1=p —aPp1

a vynasobenim (~1)™b dostaneme a ((=1)" ! Py,_1b) =, b, tedy feSenim je (-1)m~1P,,_1b.

Zjevné lze dojit k cili i tak, Ze vybereme jiného reprezentanta a’ € @ nebo najdeme fetézovy
zlomek ¢isla a’ /n misto n/a’. Porovnejme ptivodné zvoleny postup s nékterymi ze zminovanych
moznosti.

Je-li a’ = a + kn pro jisté k € Z, pak % =k + =, prvni ¢len zlomku je k a pak pokracuje
algoritmus délenim n/a, coz byl vychozi bod ptivodniho postupu. Diky poznamce 1 lze ptipad
a/n, resp. n/a’ pro a’ >0 snadno pievést na jiz probrané. Otézkou zlistavd, zda lze porovnat
optimalnost feseni s volbou n/a’ pro a’ < 0. V praxi chceme obvykle pracovat s co nejmensimi
¢isly (v absolutni hodnoté¢), ¢emuz volba a —n muze vyhovovat.

Pozndmka 3. Pokud bychom volili @’ < 0, je nutné pfenasobit pravé strany v (27b) ¢islem

sign a.

Véta 12. Necht a,byneZ, n>1.
Jsou-li a,n nesoudélné, pak kongruencni rovnice (25) v Z, ma jediné tesent,

T =(-1)m"1(signa)Py-1b, (28)

kde Py,—1 je (m —1)-nd citatel fetézového zlomku (¢, ..., cm) — rozvoje nfa.
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4 Linearni diofantické rovnice o dvou neznamych

4.1 Prevedeni na kongruenc¢ni rovnici 1. stupné

Rovnici pro nezndmé x,y € Z

ax +by =c, (29)
kde a,b € Z, a,b + 0 nazveme linedrni diofantickou rovnici o dvou nezndmych. Bez jmy na
obecnosti necht je b > 0. Je-li (z/,y") FeSenim (29), pak ¢ — az’ = by, tedy b | ¢ — az’, neboli
azr’ = ¢, je tedy x’ feSenim kongruenéni rovnice

ax = c. (30)
Pokud naopak 2’ € Z fesi (30), plati b | c—az’, tedy 31y’ € Z: ¢—az’ = y'b, odkud

(a',y") = (2', (c - aa") [b) (31)
Fesi (29).

Korespondence feseni rovnic (29) a (30) je vzadjemné jednozna¢ni. ReSeni rovnice (30)
existuje, pravé kdyz d := NSD(a,b) | c. Pokud 1 < d, pak muzeme rovnici (30) délit d a
dostaneme

(a/d)x =p/q c/d, (32)
jez odpovida rovnici (29) vydélené d. Proto pfedpokladejme rovnou, ze d = 1. Pak feSeni v Z,,
existuje pravé jedno — vyjadfeno né&jakym reprezentantem jako [z']=,. Odtud (a diky (31))
lze feSeni (29) napsat jako {(z' + kb, Lﬁkb)); keZ}, kde C_a(gzurkb) = Cfgxl +ak =y —ak.

Pozndmka 4. Protoze b || —b, staci nahradit v (30) ‘=’ symbolem ‘=" a (31) je feSenim (29).

Formulujme pfedchozi poznatky do tvrzeni:
Véta 13. Méjme diofantickou rovnici (29), kde a,b jsou nesoudélnd.
1. Pokud z' 7esi rovnici (30)%, pak (2',y") z (31) 7es7 rovnici (29).

2. Pokud (x',y") resi rovnici (29), pak mnoZina viech veseni (29) je {(xk,yr); k€ Z}, kde

(o)) () &

4.2 Metoda vypoctu partikularniho reseni

~evs

tézového zlomku, ale nepredpokladé znalost kongruenci. Fundamentalni je opét vyuziti vlast-
nosti retézovych zlomku z disledku 6. Nékteré poznatky zde zopakujeme.

Pfedevsim lze snadno ukézat, ze pokud NSD(a,b) + ¢, pak feSeni (29) neexistuje. V
opa¢ném piipadé muzeme celou rovnici vydélit NSD(a,b). Dale bez jmy na obecnosti at

NSD(a,b) = 1.
Lemma 14. Mnozina vsech teseni diofantické rovnice
ax+by=0 (34)

je mnoZina {t(-b,a); t € Z}.

) (— )

2V ptipadé b < 0 nahradme ‘=,’ symbolem =)

12



v/
Dikaz. Je x = _?by. Tedy x € Z — ‘?by AP = | y. Odtud plyne dokazované. O

Definice 8. Homogenni rovnici diofantické rovnice (29) nazveme rovnici (34).
Partikuldrnim resenim diofantické rovnice nazveme jeji libovolné feseni.

Pro d, e € Z zavedme oznaceni <g ={t(d,e); te Z}.
. f d ” ..
Zapisem p +{ | rozuméjme mnozinu {(f,g9)+t(d,e); teZ}

Véta 15. Méjme diofantickou rovnici (29) a necht existuje jeji fesent.

MnoZzina vsech jejich tesent je
To -b
+ , 35
(yo) < a > ()

kde (xo,yo) je jejim partikuldrnim fesenim.
Dikaz. Je-li (x1,y1) FeSenim puvodni rovnice, pak (z1,y1)—(zo, yo) Tesi ptislusnou homogenni

rovnici — sta¢i odecist nasledujici rovnosti

ar1+byy =c,

axg+byp=c.

. . Ve _b
Protoze (z1,y1) = (zo,y0) + ((z1,y1) — (z0,0)), je diky lemmatu 14 (x1,y1) € (52) + ( a )
-b

Dokazme opac¢nou inkluzi. Volme (z9,yo) + t(-b,a) € (zo) + ( )
0

). Pak

a(xo —tb) + b(yop + ta) = axg + byo + (—tab + tadb) = ¢,
tedy (xo,y0) +t(=b,a) fesi pivodni rovnici. O

Zbyva zjistit, ve kterych pripadech feseni existuje, a nalézt zptisob, jak najit partikularni
feSeni.
Pozorovdni 5. Necht k € Z.
(z0,yo) Tesi diofantickou rovnici (29), pak k(zo,yo) Fesi diofantickou rovnici

ax +by=kc. (36)

Dikaz. a(kxo) +b(kyo) = k(axg + byo) = ke. O

At 7 =[(21,...,2). Pak % = %b(ab) a Citatelé, resp. jmenovatelé se navzajem rovnaji.
Dosazenim do (12) dostaneme

a (signab)Qn-1 —bP,—1 = (-1)", (37)

tedy ((signab)@y-1,—P,-1) Tesi rovnici
ax +by =(-1)". (38)

Diky pozorovani 5 je (-1)" ¢ ((signab)@n-1,—Py-1) FeSenim rovnice (29).
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Véta 16. Necht jsou a,b nesoudélnd.

Je-li afb=|(z1,...,2n) a Py_1, resp. Qn-1 je prislusny citatel, resp. jmenovatel, pak partiku-
larni TeSeni diofantické rovnice (29) je
(_l)n c (Slgn (ab) Qn—l) ] (39)
—In-1

4.3 Priklady
Piiklad 3. Vyfes diofantickou rovnici
17212 - 5279y = 2000 . (40)

Reseni: V souladu se znadenim v tvrzenich, polozme a = 1721, b = —5279, ¢ = 2000. Zjistime,
Ze a, b jsou prvocisla, tedy jsou nesoudélnéd. Rovnice mé feSeni.

1. Rovnici pfevedeme na kongruencni:

1721 =5979 2000 . (41)

Najdeme jeji FeSeni pomoci véty 12. Spoctéme rozvoj ¢isla 5279/1721 do fetézového
zlomku:

Lol 1 [ 2 [3]4]5]
ria || 5279 | 1721 ] 116 | 97 | 19
riy | 1721 | 116 | 97 [ 19| 2
% | 3 | 141 509

|

DN =[N O

Hledany rozvoj je (3,14,1,5,9,2). Potfebujeme spocitat Ps.

(i f-tjof1[2]3]4] 5 |
] - |-]3]14]1] 5] 9
P || 0 | 1[3]43]46 2732503
Qi1 ]0o[1]14]15] 89 | 816

Je Ps = 2503. T¥ida pifslugna (-1)° 2503 - 2000 fesi (41). Volme mensiho reprezentanta,
(~1)3 2503 - 2000 =579 ~5006 - 10% + 5276 - 103 =Z5079 273 - 10° — 40 - 5279 =5079 61840 — 11 -
5279 =579 3771. Polozme ' = 3771. Podle véty 13 je y' = £2L3T0-2000 = 1999 MnoZina
v8ech Feseni je {(xk,yx); k € Z}, kde

xR\ _ (3771 5279
(yk) ) (1229 thli7a1) (42)
2. Najdeme partikularni feSeni pomoci véty 16. V pfedchozim jsme spocitali, ze (=b)/a =
1(3,14,1,5,9,2). Je Ps = 2503, Qs = 816. Odtud, (~1)52000(816, -2503) je partikuldrnim

feSenim rovnice
(=b)x + ay = 2000,

tedy 2000 (-2503,-816) je partikuldrnim feSenim ptivodni rovnice.
Porovnejme, zda je to v souladu s predchozim vysledkem. Je 2000 (-2503,-816) -
(3771,1229) = -949(5279,1721), takze oba vysledky jsou v souladu.
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5 Aproximace

5.1 Teorie

V poznamce 2 jsme predeslali, ze Ize preformulovat vétu 7 a lemma 11 i pro racionalni ¢isla.
Protoze chceme tvrzeni formulovat jak pro raciondlni, tak pro iracionélni ¢isla, avsak v prvnim
pripadé je rozvoj do Fetézového zlomku konecny, plati pochopitelné prislusna tvrzeni pro ty
indexy, jez jsou mensi nebo rovny délce rozvoje. V platnosti ziistavaji body 1,2,3 véty 7, jak je
ziejmé z dukazi. Ve ¢tvrtém tvrzeni staéi misto ostré nerovnosti pro posledni parcialni zlomek
psat rovnost. Diikaz lemmatu 11 je nepouzitelny pro porovnéani poslednich dvou parciadlnich
zlomkt. Posledni parcidlni zlomek prislusi rozkladanému racionalnimu ¢islu a predposledni
jinému racionédlnimu ¢islu, takze tvrzeni pro tuto dvojici plati také.

Ukolem je nyni aproximovat co nejlépe zvolené ¢islo zlomkem v zékladnim tvaru tak, aby
zarovenl jeho jmenovatel byl co nejmensi.

Predstavu o aproximaci ¢isla pomoci jeho rozvoje dava nasledujici lemma:

Lemma 17. Necht z ¢ R.
Pokud x = |y, pak

1
r-tle—
Qil Qi1Q;

pricemz rovnost nastane, prave kdyz i + 1 je délka rozvoje .

o~ 2 (43)

Diikaz. Nerovnost ‘;1: - % < |dvis1 = bl plyne z Fetézce nerovnosti (20). Rovnost miize nastat

jen tehdy, pokud je jiz |y;+1 = .

Lvi x Vit
Pravou stranu upravime pomoci véty 5. ]

Vénujme se jesté dalsi ipravé nerovnosti (43). V ptipadé, kdy je nerovnost ostra, 1ze diky

monotonii posloupnosti jmenovateli psat: ‘93 - g

< é. Zbyva vysetfit pripad, kdy

1. i+ 1 je délka rozvoje z. Tehdy je @Q; < Q;+1, kde rovnost muze nastat jen pro ¢ = 1,
je-li navic ¢p = 1 (druhy ¢len 7). Pak z € Z a navic pii rozkladu nepostupujeme podle
algoritmu 1. V této sekci vyloucime tento pripad.

2. i je délka rozvoje — trivialné je |x - % =0< é
Lemma 18. Necht x € R.
Je-li © = |y, pak
P 1
r—-—|<—=. (44)
Qil Q7

Mame moznost zvolené ¢islo aproximovat zlomkem v zakladnim tvaru, s chybou mensi nez
je prevraceny kvadrat jmenovatele. Chceme nyni védét, jak dobre lze zlomkem aproximovat
dané cislo, pokud shora omezime jeho jmenovatele danym ¢islem.
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Véta 19 (Dirichlet). Necht z,7¢R, 7> 1.

a 1
x__

Ja,beZ,0<b< T, NSD(a,b) =1 : < —.
bl br

Diikaz. Chceme vyuzit postupu z pfedchoziho dikazu. Vidime z (43), Ze pokud bychom po-
lozili zrovna a/b = P;/Q; tak, ze
Qi <T7<Qis1, (45)

ostaneme pozadované. Pro iracionalni x j mozné vzdy, nebot posloupnost jmenovatelti
dostane ozadované. P acional e to é vzdy, nebot 1 t jmenovatel

je (aspon od druhého ¢lenu) rostouci a neni shora omezend (miuzeme piipustit i 7 < Q41).
Bud pro x € Q existuje ¢ vyhovujici (45), nebo ne — pak samotné z ma v zédkladnim tvaru
jmenovatele, jenz je mensi nebo roven 7. O

Vsimnéme si blize rychlosti divergence posloupnosti jmenovatel.

Lemma 20. Necht a€ % u. ¥, ieN.
QZ‘ZQ%.

Diikaz. Je Q2 > 1. Déle, pro n € N je Qoyn 2 Q2in-1 + Q21n-2 2 2Q245-2. Odtud Q242, 2
(242n)-2 (2+2n+1)-2

2"Qe 22" =2""> a Qayon+1 > 2"Q3 > 271 > 2 2
Jmenovatelé tedy rostou geometricky.

Definice 9. Necht « € Fu ¥, i €N, i>3.
Je-li a; i-ty ¢len Fetézového zlomku «, definujeme pro k € {0,1,...,a;} i-ty vsunuty parcidlni
zlomek (Fetézového zlomku «) jako P ;,/Q; i, kde
P@k = k.Pi_l + Pl'_g s (46&)
Qik =kQi-1+Qi-2 . (46b)

Dle definice je tedy P;0/Qi0 = Pi—2/Qi-2 & P; 4,/Qi 0, = P;/Q;. Spo¢téme, jaka je vzajemna
poloha vsunutych zlomkt. Pro k>0 je

(k+1)P1+Piy  kPii+Py _ Pii1Qi—2 - Pi2Qi-1 _ (47)
(k+1)Qis1+Qi2 kQis1+Qia [(k+1)Qi—1 + Qi—2][kQi—1 + Qi—2]
Vs (_1)i—1
[(k+1)Qi-1 + Qi—2][kQi-1 + Qi—a]
Je-li ¢ liché, resp. sudé, je tento rozdil kladny, resp. zaporny. Pro ndzornost piSme
lagi—1 = Poi-y _ —2l0 CARILIN 2rlasin Poivy = lagitt , (48a)
Q2i-1 Q2iv10  Q2i+1,1 Q2i1,a0i1 Q2i+1
Py Poig,. Poi 0., Py, Py
(LOQ%’ _ 27 42,09 < 2i,a2i-1 < 25,0 1472-2 _ la2i—27 (48b)

== < =
Q2 Q2iay;  Q2ia0; 4 Q20 (22

coz je v souladu s vétou 13. Takze -ty vsunuty parcialni zlomek lezi (je vsunuty) mezi i-tym
a (7 —2)-hym parcidlnim zlomkem.

Definice 10. Nechf a,b,c,d € Z, b,d > 0.

Zlomek ¢ nazveme mediantou zlomka ¢, 5.
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Lemma 21. Medianta dvou (rozdilngjch) zlomki lezi striktné mezi nimi.

Diikaz. Méjme a,b, c,d jako v definici 10. Necht ¢ < 5. Kdyby § < 75, pak ¢(b+d) < (a+c)d,

tedy be < ad, tedy 5 < ¢, coz je spor. Analogicky pro druhou nerovnost. O

P k11 P; i

Je tedy Dirnt mediantou Qir

Q - Zacneme- i od Pi_2/Q;-2 timto zpusobem tvorit

medianty, postupne se dostaneme az k P;/Q;. S vyuzitim véty 13 nadrtnéme schéma pro

vzajemné polohy jistych zvolenych zlomku: ve schématu nize jsou nacrtnuty (2i+1)-ni vsunuté

zlomky, tj. postupné zleva tvofime % medianty z [ag;-1 s opakované pouzitym [ag;.

lagioq lagiv o lag;

k 26 1 e 9241

Lemma 22. Necht a € # u.¥, ieN.
Pokud « € .Z nebo délka « je aspori i+2, pak medianta [o; a a1 leZi od | na stejné strané
jako lay.

Diikaz. Medianta [o; a [ je QHi:QZ a je tedy jiz (i+2)-hym vsunutym zlomkem. Specialné,
jedné-li se o rozvoj délky i + 2 a a;42 = 1, je tato medianta rovna |o. O

Umluva 2. Uvazujme nyni pod symbolem .# jen koneéné fetézové zlomky konéici ¢lenem
vétsim nez 1. Ostatni z avah vylucujeme.

Tedy rozvoje R\{1} do fetézovych zlomkt jsou v tomto smyslu jendoznacéné. Konecné fetézové
zlomky a jejich parcidlni zlomky mtzeme v tomto smyslu ztotoznit s ¢islem, jez reprezentuji.
Diky definici vsunutych zlomkt neptijdeme o predposledni parcialni zlomky fetézovych zlomkt
(délky aspon 4), jez jsme pravé vyloudili.

Jako dtisledek pfredchozich tivah dosdvame nasledujici vétu.

Véta 23. Pokud a€R, 1 €N, pak

1
a-o > ———. 49
| : Qi(Qis1 +Qs) (49)
Dikaz. Je-li délka rozvoje o pravée i+ 1, pak % je mediantou «; a «, tedy jeji vzdalenost

od « je mensi nez vzdalenost a; od «. Diky (47) mame (za ‘¢’ dosadme ‘i +2’, za ‘k’ dosadme
‘0’) dokazované.
Je-1i délka rozvoje vétsi nez i + 1, vime, Ze % je (i+2)-hym vsunutym zlomkem a Ze

od « lezi na stejné strané jako aji2, tedy i oy a zaroven je mezi nimi (schéma nize). Odtud

Pi+P Pi|un 1
Qin +Qi  Q; Qi(Qir1 + Qi)

| — | >

Q; o (e 788

Pii+P 40
Qiv1+Q;
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Definice 11. Necht a € R, a,beZ, b> 0.
Rekneme, 7e a/b je nejlepsim raciondinim pyiblizenim o, prévé kdyz obecné plati implikace

a__

!/
"Wez0<b <b L)
(a7 € b) < ’b, b

‘a— —‘ (50)

Priklad 4. Naptiklad 0/1, 1/3, 1/4 jsou vSechna nejlepsi pfiblizeni 1/4. Je 1/4 = (0,4) a
0/1, 1/4 jsou parcialni zlomky. Podle definice 9 neexistuji vsunuté zlomky. Kdybychom vsak
formélné pridali Py/Qo = 1/0 a povazovali 7 M za vsunuté zlomky (pfislusné indexu 2),

dostaneme vsunuté zlomky 1/0, (1+O)/(O+1) (1+0)/(0+2) (1+0)/(0+3), (1+0)/(0+4),

mezi nimiz je i 1/3.

Véta 24. Nechf v eR, (a,beZ, b>0, NSD(a,b) =1)°.
Je-li 7 nejlepsim priblizenim v, pak § je parcidalnim nebo vsunutym zlomkem vy (véetné druhgch
vsunutych zlomki).

Dikaz. Necht je a/b nejlepsim piiblizenim 7. Zna¢me ¢leny rozkladu + pismenem c. Pak
P La Py +
Q1 b @

Kdyby totiz § < Q , pak je 3 déle od x nez Q_ll (nebot 1 < 7), pfitom b > 1 = Q1. Podobné,

Cl1 = —Cl+1.

kdyby ¢ +1 = Péjl ¢ pak z definice ¢; jakozto dolnfho celého &isla @, lezi a/b od = déle nez
P1+1
Q1

Nastane-li nékde rovnost, jsme hotovi, nebot £ Q je parcidlnim zlomkem a £t = Litfo

Q1 ~ Q1+Qo
je vsunutym zlomkem (diky dohodé ve vété). Jsou-li obé nerovnosti ostré a sporem piedpo-

kladame, Ze a/b neni parcidlnim, ani vsunutym zlomkem, pak lezi a/b mezi jistymi dvéma po
sobé jdoucimi vsunutymi zlomky

kP + Py (k+1)P + Py

kQi+ Qi1 (F+1)Qi+ Qi1

kde (i=1 A1<k<ecr) Vv (i>1 A 0<k<c¢) (viz schéma nize).

Pak je
a kP4 Pia| |kP+ Py (k+ )P+ Py | (4n) 1
b kQi+ Q1| |kQi+Qim1  (k+1)Qs + Qi [(k+1)Qi + Qi-1][kQi + Qi-1]
Ale existuje n € N takové, ze
a kPi+P1]| n
b kQi+Qial b(kQi+ Qi)

Dosazenim do pfedchozi nerovnosti dostaneme

n 1
< )
b(kQi+ Qi)  [(k+1)Qi + Qi-1][kQ; + Qi-1]
odkud b > n[(k+1)Q; + Qi-1] > (k+1)Q; + Qi-1, pr1t0m ale vime, ze £LitPizL aproximuje «

in"'szl

1épe nez ¢ (viz (48a),(48b)). To je spor s tim, Ze je § nejlepsim pfiblizenim . O

3Ptfidano, aby nemohlo dojit k nedorozuméni.
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5.2 Nejlepsi priblizeni druhého druhu

Cilem této Casti je zejména véta 26. Pouzijeme ji k dikazu véty, kterou potfebujeme k aplikaci
teorie fetézovych zlomki na feseni Pellovych rovnic.

Definice 12. Necht a € R, a,beZ, b> 0.
Rekneme, ze 7 Jje nejlepsim (raciondlnim) pribliZenim o druhého druhu, pravé kdyz obecné
plati implikace
!/
(a',b’eZ,0<b'§b,%¢%):>‘ab'—a">|ab—a|. (51)
Nejlepsi racionalni pfiblizeni z definice 11 budeme téz oznacovat jako nejlepsi priblizeni
prontho druhu.
Pozndmka 6. Necht v € R.
Je-li § nejlepsim piiblizenim ~ druhého druhu, pak ¢ je nejleps$im pfiblizenim v prvniho
druhu. Obracena implikace obecné neplati.

Diikaz. Mé&me veR, a,beZ, b> 0.

Neni-li § nejlepsim piiblizenim + prvniho druhu, pak existuje a',b' e€Z,0<b <b takové,
ze |y —d'[t'| < |y — afb]. Protoze také 0 < b < b’, vyndsobenim obou nerovnosti dostaneme
|70 —a'| < |yb - al, tedy ¢ neni nejlepsim piiblizenim druhého druhu. Dokazali jsme obménu
implikace.

Hledejme nyni protipfiklad. Nejlepsi pfiblizeni 1/3 jsou 0/1, 1/2, 1/3. Ukazme, Ze 1/2 neni
nejlepsim pfiblizenim druhého druhu: |(1/3)-2-1|=1/3 £|(1/3)-1-0| = 1/3. Vezmeme-li si
jako protiptiklad 1/5, pak 0/1 a 1/3 jsou nejlepsi ptiblizeni 1/5, ale dokonce [(1/5)-3 - 1| =
2>(1/5)-1-0| = 1/5. O
Véta 25. Necht yeR, a,beZ, (b>0, NSD(a,b)=1).

Je-li ¢ nejlepsim priblizenim ~y druhého druhu, pak je parcidlnim zlomkem rozvoje 7.
Diikaz. Mé&jme « € R. At ¢ je nejlepsim pfiblizenim v druhého druhu. Pak jet
P1 a P2
= —<—-<—.
Qi b Q2
Kdyby neplatila nerovnost vlevo, nebyl by 7 nejlepsim piiblizenim prvniho druhu (viz dikaz
véty 23). Kdyby neplatila druhd nerovnost, je

< (52)

‘ _al la_P| 1
TR T @l T b
odkud vynasobenim b dostaneme
1 1
b-al>—=—.
b - al % o

Srovnejme toto s raciondlnim priblizenim danym % = 4. Podle algoritmu rozvoje x := v do

Fetézového zlomku je v-1-¢; = :1:_11’ kde x1 > c2 = Q2 (znaceni jako v algortimu 2). Odtud

1
|’y-1—Cl|S—.
&)

4Je-1i délka rozvoje jedna, nutné je a =y, b=1.
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To je spor s tim, Ze 3 je nejlepsim piibliZzenim druhého druhu.

Vime nyni, ze je splnéno (52). Kdyby 7 nebyl parcialnim zlomkem, pak musi lezet mezi
dvéma parcidlnimi zlomky stejné parity, nebo v piipadé kone¢ného rozvoje — délky n — mezi
n-tym a (n - 1)-nim.

V prvnim pripadé si ozna¢me Q = 5’111 zminéné parcialni zlomky. Plati
a Py 5 1
b Qi1l” bQi
[ < P P 1
b Qi Qi Qi1 QiQi
Odtud je
1 1

bQi1 - QiQi1

tedy b > @Q;. Srovnejme nyni piiblizeni dané ¢ s pfiblizenim danym

Qz'
’ a Pi+1 a 1
D uir e N ;
bl 1Qiv1 bl bQis1
tedy |vb - al > ﬁ Porovnénim s
b5l ae
_— S ,
Qil QiQin
takze |yQ; — P;| < . Dostali jsme spor s tim, Ze 7 je nejlepsim pfiblizenim druhého druhu.
V druhém pr1pade ¢ lezi mezi 5"_11 a g" =~. Pak
’ a P, a 1
T2 lA 72 )
bl 1Qn bl 0Qn
’ a Pn Pn—l 1
Y7 <|lA7 ~ = )
b Qn Qn—l QnQn—l

odkud b > Q,,—1. Protoze je nejlepsim pfiblizenim druhého druhu, je

‘—b a

n
’QnQn—l - Pn—l

Vynasobenim @), dostaneme
|Pob = aQn| < |PrQpn-1 = Poo1Qn| =1,
tedy v = 7, coz je spor. O
Poznamka 7. Je-li 27y € [1]=,, pak 1 neni nejlepsim pfiblizenim v druhého druhu.
Dikaz. v=k+1/2,kde k € Z, tedy 1 = k/1. Pak ale téz (k+1)/1 dava ‘stejné dobré’ pribliZeni:
[(k+1/2)-1-k|=1/2=|(k+1/2)-1-(k+1)|. O
Véta 26. Necht a € R, i€ N.

1
(i >1v (z =lAazag+ 5)) = «; je nejlepsi priblizeni o druhého druhu.
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Dikaz. Diky vété 25 sta¢i ukazat, ze pro ¢ € N existuje nejlepsi pfiblizeni druhého druhu v
mnozing {% xeZ,yeQ;} aje dano pravé zlomkem s jmenovatelem Q);.

)

Existence: Oznac¢me M, = {(z,y) € Z; y € Q;} a definujme zobrazeni
f’LMZ ﬁRaa («T,y) ind |a-y—x| .

Ziejmé Vy € Q; Imin(f;).(Z x {y}). ProtoZe je Q; kone¢nd, existuje m := min( f;).M;.
Oznaéme yo = min{y € Q;; Ix € Z: f;i(x,y) =m}.

Ukazme, ze existuje jediné z € Z : f;(x,yo) = m. Kdyby tomu tak nebylo, existuji zo # z,
takova, ze fi(zo,v0) = fi(x, yo) = m, tedy

!
x x
o] - ‘a 7|
Yo Yo
odkud
xo + T,
a=——.
2yo
Tedy « € Q. Dokazme, Ze zlomek vySe musi byt v zékladnim tvaru. Sporem, at 1 < d je

(@0*20)/2 16 Jakladni

nejvétsim spoleénym délitelem xg + x(), 2yo. Kdyby d = 2, pak o =
tvar a. Pak ale f;((zo +x()/2,y0) = 0 < m (nemohou existovat tii rizné vzory jednoho
prvku kooboru zobrazeni f;(—,y0)). To je spor s definici g, nebot se v ném ma nabyvat
minimum. At je nyni naopak d > 2. Pak f;((zo + x()/d,2yo/d) = 0, kde ale 2yo/d < yo,
coz je spor s tim, jak jsme yo definovali.

Necht je n délka rozvoje a. Pak o = g—n = IO;T% a Qn = anQn_1 + Qn_o, kde a, > 1

diky timluvé 2. Ptipad n =1 je triviélni:l ptfipad n = 2, as = 2 jsme v pfedpokladu véty
vyloud¢ili. Zbyva (a, > 2) nebo (a, =2 A n>2). Pak Q-1 < yp, tudiz

1 1
Qur~ Pl = = L <
| " " | Qn 2y

To je ale aspon stejné dobré priblizeni jako pro %, nebot

N | —

xo + T

2yo

Ty — To
2

1
o yo — 0| = “Yo — X0 2’5‘

Dostali jsme spor.

Rovnost ‘yy = Q;’: Diky vété 25 a z definice yo je nejlepsim piiblizenim « druhého radu o,
kde j <7 a @Q; = yo. Kdyby j <4, pak podle véty 23 je

1 1
2 )
Qin1+Q; Qi+Qi

dale (pokud by byla délka rozkladu i, nebylo by co fesit) diky lemmatu 17

la-Qj - Pyl >

la- Qi - Pyl <

1
Qz‘+1 ‘
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Protoze je vSak 2 = o; nejlepsim pribliZzenim druhého druhu, musi byt
Yo J

1 B 1
Qi+ Qi1 Qz‘+17

tedy Qi+1 < Qi + Qi—1, coz neni pravda.
Dokéazali jsme, ze i = j. O

Pripravme si nékolik tvrzeni, které pouzijeme v dalsim tématu.

Lemma 27. Necht a €R, i e N, i> 2.
Je-li a € mebo délka rozvoje o je asporn i, pak

1 1
‘Oz—CMZ‘| < TQ? \% \a—ai_lf < m .
Diikaz. Piipad o; = o je trividlni. Jinak kazdy z téchto dvou parcidlnich zlomkt lezi na jiné
strané od «, tedy
1 1 1

<502 "oz
QiQi—l QQZ' 2@1_1

’OA—OJZ“ + |a—ai_1| = |Ozi —ai_1| =

kde nerovnost je diisledkem aritmeticko-geometrické nerovnosti pro é + 1
1 -1

Véta 28. Necht a €R, a,beZ, b>0, NSD(a,b) = 1.

o — —

‘ a
b

<— =3J1eN: %:ai,

Drikaz. Pokud plati nerovnost z piedpokladu, pak ¢ je nejlepsim pfiblizenim druhého druhu.
Necht a’,b" € Z, b’ > 0. Je-li
1
b —d|<|a-b-a|<—,
2b
pak |a— (a'/b")| < 1/(2bV') a

a a

b v

a/

+|la-—

bl

1 1 b+b
<— 4+ = )
202 2bY 2By

<la-—
b

Na druhou stranu, kdyby a/b # a’/b’, pak

a a 1
—_— 2 —,
b b| by
dohromady tedy dostaneme
1 b+l
—_— < —_— R
b 202
tedy b<2b<b'. O
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5.3 Priklady

Priklad 5. Uzijte fetézovych zlomku k aproximaci ¢éisla z = 5279/1721 racionalnim ¢islem s
co nejmensim jmenovatelem tak, aby chyba byla mensi nez 1073,
Reseni: Vyuzijme lemmatu 18. V pitkladu 3 jsme spocitali rozvoj = do fetézového zlomku.

Hled4me i nejmensi takové, aby é < 155 To jisté splituje i = 4, nebot 1000 < 6000 < 80* <

892 = Q3. Odtud, P;/Q4 = 273/89 spliiuje zadani.
Kdybychom vyuzili lemmatu 17, zjistime, ze jiz Q3Q4 = 15-89 > 15-80 = 1200 > 1000, tedy

plati

2 4
2996
1721 15

Navic mtzeme zjistit diky vété 23 i dolni odhad chyby:

~6-107%.

‘5279_§ N 1 11
1721 1517 Q3(Q3+Q4) 15-104 1560

Protoze se jedna o lichy parcialni zlomek, musi byt mensi nez aproximované ¢islo. Diky vété 26
je to rovnéz nejlepsi raciondlni priblizeni, tj. kazdé racionélni cislo, které je jesté blize x, uz
ma nutné vétsiho jmenovatele.
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6 Pellova rovnice

6.1 Kvadratické iracionality

Definice 13. Necht a €.
Rekneme, 7e o = (a1,...) je periodicky fetézovy zlomek, pravé kdyz

(In,teN)(Vi>n): aj =a;,

E)iéeme = (a1, 5 An-1,0ny -, A (t-1))-
Rekneme, Ze je periodicky od ng-tého clenu, pravé kdyz je periodicky, a

no=min{n e N; (It e N) (Vi>ng): ajrt =a;}.
Rekneme, Ze o ma periodu to, pravé kdyz je periodicky a
to=min{t e N; (IneN) (Vi>n): ajr, =ai}.

Retézovy zlomek nazveme ryze periodicky, resp. smisens periodicky, pravé kdyz je periodicky
od prvniho ¢lenu, resp. od ng-tého ¢lenu, kde ng > 1.

Definice 14. Necht « € R.
Rekneme, Ze « je kvadratickd iracionalita, pravé kdyz o € I a existuje takova kvadraticka
rovnice s celociselnymi koeficienty, ze « je jejim kofenem.

Lemma 29. Necht « €.
a je kvadratickou iracionalitou, prave kdyz

kde b,c,d€Z, ¢>0 a \/c¢N.

Dikaz. ‘=’: plyne ze vzorce pro vypocet kofenu kvadratické rovnice.

‘«=": Staci upravit rovnici
- b+ e T — b-ve) 0. O
d d

b+y/c b—/c

Pozndmka 8. Kvadratické iracionality —/~ a —f= nazyvame navzdjem konjugované. Ka-
7zd4 kvadraticka iracionalita je kofenem jediné kvadratické rovnice s navzajem nesoudélnymi
celociselnymi koeficienty. Jeji konjugovana kvadratickd iracionalita fesi tutéz rovnici.

Uvidime, ze kvadratické iracionality a periodické fetézové zlomky spolu tizce souvisi.

Véta 30. Necht o € R.
a je kvadratickou iracionalitou <= « je periodicky.

Dikaz. ‘<’: Je-li a periodicky od n-tého ¢lenu s periodou ¢, pak « € I. Oznatme x = «, a
x; € I zbytkova ¢isla x (viz definice 7). Diky vété 9, lemmatu 10 je

Tn-1 = (anv s Ang (1) :Cnfl) )
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Oznadme Citatele, resp. jmenovatele z,_1 jako P/, resp. Q.. Je

’ /
Tn—-1 Pt71 + Pt72

Tn1Q +Qp

coz lze upravit na kvadratickou rovnici s celo¢iselnymi koeficienty”, tedy je x,,-1 kvadratickou
iracionalitou. Je ale téz

Tp-1=

Q= (alv R 7an—17$n—1) .
Oznacime-li Citatele a jmenovatele a necarkovaneé, je

xn—lpn—l + Pn—2
wn—lQn—l + Qn—Q

S vyuzitim lemmatu 29 na x,_; dostaneme, Ze « je kvadratickou iracionalitou.

‘=": Oznafme z = « a x; zbytkova ¢isla. Uvédomme si, ze pokud je Z = {z;; i € N}
kone¢nd, pak je fetézovy zlomek « periodicky. Algoritmus 2 totiz indukuje na Z transformaci
danou predpisem x; + x;+1. Cilem tedy bude ukéazat konec¢nost mnoziny vsech zbytkovych
Cisel.

Necht pro a plati

ac? +ba+c=0, (53)
kde a,b,ceZ,a+0. ProieN je a=(ay,...,a;x;), tedy
zi P+ Py

Qi Qi (54)
odkud dosazenim do (53) dostaneme, ze plati
A;iz? + Bz + C; = 0, kde (55a)
A;=aP? +bP,Q; + cQ; (55b)
B;i =2aP;P;i_1 + b(P;Qi-1 + Pi-1Q;) +2¢Q; Qi1 , (55¢)
Ci=aP?, +bP_1Qi_1 +cQ? | . (55d)

Vsimnéme si, ze diskriminant rovnice, jez spliiuje « (vztah (53)), je stejny jako diskriminant
rovnice, jez splituje x; (rovnost (55a)):

Bl2 - 414101 = (BZ2 - 4AZCZ)(P1Q1_1 - Pi—lQi)2 = b2 —4ac. (56)

Koeficienty A;, B;, C; jsou celoéiselné. Podafi-li se ndm ukazat, Ze mnozina {A;;i € N} je
omezend, pak je konefnd a téz {C;; i € N} je kone¢nd (A4; = Cj11), jakoz i {B;; i € N} (plati
(56)). Diky (55a) je kone¢na i mnozina vSech zbytkd, tedy « je periodicky.

Dokazme omezenost {A;;i € N}. Dle lemmatu 18 je

P;
Qi

e
Q;

‘a_

odkud |aQ; - P;| < 1/Q;, proto

O
352', (51 <1: Pi:OéQi-F—Z.
[0l 0

1

5V ptipadé, kdy je perioda t rovna jedné, vezmeme misto ni nap¥iklad ' = 2t.

25



Dosadme tento vysledek do (55b). Je

=0
5i \* 9 2 _ 2/ 2 07
A; :a(aQi+—) +b(aQi+—)Qi+ch = Q; (aa” +ba + ¢) + 2aad; + a—5 + bd;
Qi Qi Q5
tedy
|4;| < |2aal + |a] + D] . O
6.2 Pellova rovnice
Definice 15. Rovnici pro neznamé z,y € Z tvaru
? - Ny =1, (57)

kde N € N, VN ¢ N nazyvame Pellovou rovnici.
Reseni (1,0) nazveme trividlnim FeSenim. ReSeni (z9,yo) nazveme kladnym teSenim, pravé
kdyz xg,yo € N.

Pozndmka 9. Z¥ejmé (a',y") fesi (57), pravé kdyz (|2'], |y'|) Fesi (57). Jedina FeSeni s nulovou
druhou proménnou jsou trividlni feseni a (—1,0). MZeme se proto omezit na hledéni pravé
vsech kladnych feseni.

Vénujme se nyni vlastnostem oboru integrity Z[v/N] = {a+bV/N; a,beZ}, kde N je jako
v definici 15, tedy podle lemmatu 29 je /N kvadratické iracionalita. Zna¢me 67 a + bv/N
jako (a,b). Vime, ze mnozina vSech jednotek, tj. invertibilnich prvku (vzhledem k nasobeni)
tvori komutativni grupu — znaéme ji 7. Hledejme vSechny jednotky. Pro tento ucel zavedme
automorfismus ¢ oboru integrity Z[v/N] tak, ze

a+b/N 2 a-b0/N. (58)

Snadno se ukaze, ze zobrazeni

Vi ZVN] > Z, 25 wp(z) (59)
je homomorfismus (Z[V/N],-) - (Z,-). Odtud plyne nésledujici lemma.

Lemma 31. Necht N €N, /N ¢ N.
MnoZina vsech Teseni rovnice
22— Ny? = £1 (60)

je nosicem grupy jednotek oboru integrity Z[/ N ].

Dikaz. Je ¢(z,y) = 2* = Ny*. Je-li (2,y) € J, pak (z,y) | (1,0), tedy ¢(z,y) | 1(1,0).
Na druhou stranu, pokud ¢(z,y) | 1, pak [ (z,y)| = 1, tedy [(z,y)¢(z,y)| = (1,0), tedy
(z,y) | (1,0). O

Poznamka 10. Nasli jsme tak korespondenci (bijekci) vSech kladnych feSeni rovnice (57) a
jednotek (z,y) € J, jez spliiuji rovnici (60) s kladnou pravou stranou. Diky ni budeme mezi
obéma pojetimi volné prechazet.
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Lemma 32. Necht N €N, VN ¢ N.
Jsou-li (',y") a (Z,7) kladnd Teseni (57), pak (&,9) definované vztahem

&+ VN = (2’ +VNy') (& +VN) (61)
je kladnym resenim.

Diikaz. Ziejmé je &,y > 0. Protoze (2',y") a (&,7) odpovidaji jednotkdm oboru integrity
Z[V' N], jez zobrazi ¢ (viz (59)) na 1. Je rovnéz obraz sou¢inu roven jedné. O

Je-li (z,y) kladné Feseni (57), pak inverze jednotky (z,y) € J je (z,-y) = p(x,y). Je tedy
rad kazdého takového prvku nekonecny.

Dausledek 33. Existuje-li kladné teseni rovnice (57), pak jich existuje nekonecné mnoho.

Definice 16. Rekneme, Ze (z0,v0) je fundamentdlnim vesenim rovnice (57), pravé kdyz je
jejim kladnym FeSenim a z¢ = min{z € N; (x,y) kladné feseni (57)}.

Fundamentélni feseni zfejmé existuje vzdy, kdyz existuje néjaké kladné feseni. Podle de-
finice je minimalni v prvni sloZce, zfejmé je tedy miniméalni i v druhé slozce.

Véta 34. Existuje fundamentdlni veseni rovnice (57).

Diikaz. Stadi dokéazat, Ze existuje kladné feseni. Hledame z,y € N takové, ze 2 — Ny? = 1.
Pisme

x B 1
y? y?’
1
T UN=— -~ (62)

Protoze je prava strana posledni rovnosti kladna, je 5 >V N, tedy % +vVN >2VN > 2, coz
pouzijeme k tpravé (62) a dostaneme

0<£—VN

Diky vété 28 je f, pokud existuje, nutné parcidlnim zlomkem /N sudého fadu (viz (20)).

Necht je k € N sudé. Oznacme P;, Q; Citatele, resp. jmenovatele v/ N a §; jeho i-t& zbytkova
c¢isla. Je

0P + Pr._
VN = 96l * Py
0LQk + Qr-1

Upravujme tuto rovnost.
VN (84,Qp + Qk-1) = 03P + Py
VNQi-1 - Pi1 = 6:(Pe —VNQy,) .

Vynésobenim posledni rovnosti (P +v/NQj) dostaneme vpravo 0 (P2 — NQ3). Vlevo dosta-
neme

(VNQp-1 = Poo1)(Py + VNQy) = VN(PyQp-1 — Po-1Qr) + NQrQp-1 — PePi1
(-1

27



tedy dohromady
5k(PE = NQ}) =V N+ NQQp-1 — PPy - (64)

k-t parcialni zlomek /N tedy fesi (57), pravé kdyz
0k = VN + NQypQp-1 — PyPp_1 -
Oznacéme m = NQypQu_1 — Py Py_1. Ozna¢me dale /N = (Ny,...). Pak
Nyt = |0s] = |[VN|+m =Ny +m.

Pokracujeme v rozvoji:
5 1 1
k ]. = =
T VN+m-Ny VN-|VN|

To znamen4, ze N = (Ny,..., N, N1 +m, No, ..., Ny +m), tedy (rozvoj) /N je periodicky
od ¢lenu j <2 s periodou t, [t = k, kde [ € N. O

=01 .

Dtikaz véty 34 zistava nekompletni — poznamenejme, ze kazda kvadratickd iracionalita
tvaru VN, kde N € N je periodicka od druhého ¢lenu, pricemz oznac¢ime-li jeji periodu ¢, pak

(viz [3])

VN = (N1, Ny, ..., N;,2N,) .
Pokud bychom ukézali, Ze navic m = Ny, dikaz by byl dokoncen.

Dusledek 35. Necht N €N, /N ¢ N.
Pokud perioda /N je t, pak fundamentdlni veseni rovnice (57) je (Px,Qx), kde

- 2t , pokud je t lich€,
|t Jinak .

P;, resp. QQ; znaci citatele, resp. jmenovatele rozvoje v/ N.
Kazdé dalsi kladné feseni rovnice (57), (2',y"), spliuje

o'+ VNy' = (P, Qp)’
pro jist€ j € N.
Dikaz. Disledek dikazu véty 34. O

Vidime, ze véta 34 nezavisle potvrzuje nékteré ziskané vysledky. Vzhledem k netplnosti
dikazu je vSak ponechavam.
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6.3 Priklady
Priiklad 6. Najdéte fundamentalni feSeni rovnice

2 -29y% = 1. (65)

Reseni: 29 neni mocninou pfirozeného cisla. Rozvineme /29 podle algoritmu 2.

V29 =5+ (V29 -5),
\/E+5:2+\/@—3

4 4
4(\/E+3)_1+@—2
20 5
5(vV29+2) . /29-3
55 5
5(\/E+3):2+\/E—5
20 4

4(\/?%5):104%\/@—5),

odkud /29 = (5,2,1,1,2,10). Perioda fetézového zlomku je ¢t = 5, je tedy fundamentalnim
fesenim (dusledek 35) (Par, Qat) = (P10, Q10)-

[ ifl-tfofi]2[3[4[5[6 [ 7 [ 8 9 [10]
N, “[s[2 [t [1][2]10] 2 [ 1 [ 1] 2
P || 0 [1[5 [ 1116|2770 727 | 1524 | 2251 | 3775 | 9801
Q| 101|235 [13]135 283 | 418 | 701 | 1820

Fundamentalni feseni (9801, 1820) je zaroven nejmensim kladnym FeSenim rovnice (65).
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Vysvétlivky, pouzité znaceni

N={1,2,3,...} mnozina vSech prirozenych &isel
NO Nu {0}
n zna¢i mnozinu {1,2,...,n} v pfipadé, ze n € N.
AcB A je podmnozinou B, tj. a€ A = a € B.
Ostrou inkluzi zna¢im ‘A ¢ B’.
f: A->B zobrazeni/funkce s oborem A a kooborem B. Tedy
Vae A3be B: f(a) =b. Nékdy pisi misto ‘f(a)’ pouze ‘fa’.
I+ je-li f: A— B, pak f.: P(A) - P(B), M~ {fm; me M},
kde P(X) znaéi potenéni mnozinu mnoziny X
NSD nejvetsi spolecny délitel
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