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Abstrakt 
Bakalá řská práce se zabývá tokem newtonské kapaliny p ružnou trubicí . Rešeršní část 
práce obsahuje popis oblas t í výsky tu problematiky toku kapaliny p ružnou t rubicí . 
Následně jsou p robrány rovnice popisující p rouděn í kapaliny v deformovatelné tru
bici. N a to navazuje popis kons t i tu t ivních mater iá lových modelů . V prakt ické části 
práce je realizována j ednorozměrná FSI simulace toku kapaliny p ružnou trubicí . 

Klíčová slova 
FSI simulace, p r u ž n á trubice, j ednorozměrné proudění 

Abstract 
This bachelor's thesis focuses on the flow of newtonian l iquid through a flexible 
tube. The theoretical part consists of a review of various fields that flexible tube 
occurs in . In the next chapter were defined equations describing the flow of a l iquid 
through a deformable tube and lastly, constitutive material models were stated. In 
the practical part, a one-dimensional FSI simulation of the flow of a l iquid through 
a flexible tube was realized. 
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FSI V U T v Brně Tok newtonské kapaliny p ružnou t rubicí 

Úvod 
V t é t o práci bude p ř e d m ě t e m zájmu prouděn í newtonské kapaliny p ružnou t rubicí . To za
hrnuje studii vzájemné interakce proudící kapaliny a snadno deformovatelné s těny trubice, 
označováno zkratkou FSI (Fluid-structure interaction). Autor si vybral uvedené t é m a z 
důvodu zájmu o oblast p rouděn í kapalin. 

Problematika pružných trubic je hojně řešena v oblasti biomechaniky. Poměrně lehce 
deformovatelné cévy při p r ů t o k u krve mění svůj p r ů m ě r v závislosti na okolnostech, tato 
interakce mimo j iné způsobuje změny tlaku, rozrušuje p roudění a tvoří t lakové vlny šířící se 
cévním sys témem. Zároveň jsou schopny i zhroucení a t í m zabráněn í p r ů t o k u krve úplně. 
Všechny tyto fenomény ovliňují tok krve, k te rý je p o d s t a t n ý pro fungování lidského těla, a 
proto je p o t ř e b a rozumět chování tohoto systému. Tyto situace navíc komplikuje reologie 
krve, to ale nebude řešeno v t é t o práci . 

Další oblas t í výsky tu pružných trubic je p o t r u b í přenášející kapaliny na dlouhé i k rá tké 
vzdálenost i . U těchto sys témů pružnos t p o t r u b í způsobuje fenomény jako hydraul ický ráz 
a vibrace, k teré vytvářej í zátěž na danou soustavu, a proto je p o t ř e b a zohlednit tyto 
situace při konstrukci. 

Pro výše zmíněné účely je využívaná FSI simulace, k t e rá je schopna nasimulovat za
t ížení sys témů vznikajících při uvedených a dalších si tuacích. Takto získané informace se 
po té využijí ke konstruování , k p ředpovídán í nebezpečných si tuací , k analýze vznikaj ich 
problémů atd. 

Cílem t é t o práce je uvést oblasti využívání pružných trubic a hlavně p ředs tav i t te
oretické základy pro j ednorozměrnou FSI simulaci p ružné trubice, k t e rá bude následně 
realizována. 
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1 Pružné trubice 
P r u ž n o u t rubic í se myslí trubice, u k te ré se s těny deformují tlakem protékající kapaliny. 
Tato deformace zpě tně ovlivňuje parametry proudění kapaliny. Mez i t rubic í a kapalinou 
dochází k přenosu hybnosti a síly při nes tac ionárn ím proudění , k teré způsobují odchylky 
rychlosti a t laku v kapal ině a deformují trubici. [1] 

V t é to kapitole budou p rob rány oblasti výsky tu a využi t í p ružné trubice. 

1.1 Biomechanika 
Významnou oblas t í výsky tu pružných trubic je lidské tělo. Krev proudící v žílách a t epnách 
deformuje jejich s těny a t í m ovlivňuje parametry proudění . 

1.1.1 Deformovatelné cévy 

U tepen, k teré rozvádí krev od srdce, je vn i t řn í tlak větš inou p o d s t a t n ě větší než tlak 
ze vnějšku, t akže u nich obvykle nedochází k tak výraznému zmenšení p r ů m ě r u [2]. To 
znamená , že u nich se nemusíme obávat , že dojde ke zhroucení . 

Naopak žíly pracují s menš ím vn i t řn ím tlakem, takže se stává, že vnější tlak na žílu 
se velikostí blíží nebo přesahuje ten vni t řn í . To způsobuje zmenšení př íčného průřezu žíly 
v krajních př ípadech až k h o d n o t á m blížícím se nule, kdy dojde ke zhroucení žíly. Tento 
proces může nastat ve velkých žílách vracejících krev do srdce, nebo v žílách zvednuté 
horní končetiny. Zmenšením př íčného p růřezu dochází ke zmenšení p rů toku . [3] 

Tento proces je ukázán na experimentu nazvaném Ster l ingův rezistor (obr. 1.1). Elas
t ická trubice je u p e v n ě n a mezi dvě pevné trubice a je uzavřena v oblasti s nas tav i te lným 
tlakem pe. Tok Q tekutiny je tvořen rozdílem t l aků pu a pd- Pokud pu = pd, t rubic í ne-
pro téká kapalina a zvětšováním vnějšího t laku dochází k deformování elastické trubice 
z kruhového př íčného průřezu do eliptického. Po p ů v o d n í m zdeformování trubice značně 
reaguje i na malé zvětšení t laku pe a rychle se deformuje až do bodu, kdy se dotknou 
protější s těny trubice. Napřed v b o d ě a po t é podél přímky, jak je ukázáno na obr. 1.2. 
V tomto s tád iu už další deformace neprobíhá , protože zdeformovaný tvar trubice klade 
velký odpor vnějšímu t laku. Pokud t rubic í p ro t éká kapalina (tlak pu > pd), deformace se 
napřed začne u tváře t na konci elastické trubice z pohledu pohybu tekutiny, kde je vni t řn í 
tlak nejnižší. V tomto sys tému se objevili silné oscilace a tu rbu len tn í proudění . [2] 

Pe 

O b r á z e k 1.1: Ster l ingův rezistor [2]. 
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1.1.2 Šíření v l n 

Stahem srdečního svalu se pumpuje krev do aorty, t í m stoupne vn i t řn í tlak tepny, roz táhne 
se její s t ěna a vzroste i napě t í ve s těně. Po uvolnění srdečního svalu klesá vn i t řn í tlak tepny 
a roz tažená tepna se navrac í ke své původn í poloze. Mezi t ím setrvačnost kapaliny posune 
kapalinu dále, t í m způsobí pokles t laku v p ů v o d n í m mís tě tepny, k te rý způsobí , že s těna 
navracející se do původn í polohy se nezas taví v t é to poloze, ale více se s táhne . To způsobí 
oscilační pohyb. Ve stejnou dobu kapalina roztahuje další část tepny a proces se opakuje. 
Toto narušení se šíří podél cévního sys tému v p o d o b ě t lakové vlny. Tato vlna se ale nešíří 
jenom dopředu, část vlny se odráž í zpá tky v ohybech a větveních. Radiá ln í pohyb stěny 
doprovázející tlakovou vlnu způsobuje také pohyb s těny ve směru axiálním. Tento pohyb 
je ale tak zanedbate lný, že neovlivňuje šíření vlny. [4] 

O b r á z e k 1.2: Deformace trubice u Sterlingova resistoru (a je plocha př íčného průřezu) 

[2]-

1.2 Potrubí 
Pot rub í , přenášející nějaký druh kapaliny na dlouhé vzdálenost i jako např . vodovod nebo 
ropovod, není tolik náchylné na změny svého p r ů m ě r u od protékaj ící kapaliny jako je to 
u cév v lidském těle, ale to neznamená , že jsou tyto jevy zanedbate lné . 

V ý z n a m n ý m jevem, k te rý se vyskytuje při p rouděn í kapaliny elast ickým, ale i t u h ý m 
po t rub ím, je hydraul ický ráz. 

1.2.1 Hydraulický ráz 

Hydraul ický ráz vzniká při nes tac ionárn ím proudění st lači telné kapaliny p o t r u b í m , když 
dojde ke změně rychlosti p roudění např . zavřením ventilu. N a př ík ladu bude uvažováno 
velmi rychlé zavření ventilu v p ružném po t rub í , to z n a m e n á že rychlost kapaliny před 
ventilem bude t éměř okamži tě rovna nule. T í m t o se vn i t řn í energie kapaliny zvýší (nárůs t 
tlaku) oproti původn í velikosti o hodnotu Ap. To způsobí dvě věci; zvýší se vn i t řn í tlak 
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kapaliny, k t e rý způsobí radiá lní roztažení p o t r u b í a zároveň st lačení kapaliny. Zvýšení 
t laku kapaliny způsobí vznik t lakové vlny šířící se proti původn ímu směru toku rychlostí 
zvuku c: 

c = k-ct (1.1) 

Kde ct je teoret ická rychlost zvuku: 

;i.2) 

a k je konstanta vyjadřující p ružnos t p o t r u b í (pro t enkos tenné ocelové po t rub í ) : 

*= 1 

1 + K-d 
Es 

;i .3) 

Kde K je modul s t lači telnost i kapaliny, E je modul pružnos t i v tahu, d je vn i t řn í p růměr 
po t rub í a s je t loušťka s těny po t rub í . Tlaková vlna putuje dále, svým šířením stlačuje 
kapalinu a roztahuje p o t r u b í v místech, kde projde, dokud neurazí vzdálenost Lp (obr. 1.3) 
a nenaraz í na napojení p o t r u b í na nádrž s to ja té vody, kde je dán tlak kapaliny výškou 
vodního sloupce H. Odtud se t laková vlna odráž í nazpě t a míř í k ventilu, a zároveň voda 
začne proudit směrem do nádrže , protože v ní je menší vn i t řn í tlak o hodnotu Ap než v 
po t rub í . O d uzavřeného ventilu se t laková vlna opět odráží , ale t en tok rá t jako záporná 
vlna, k t e r á je menší o Ap oproti původn í hodno tě . Šíření záporné vlny doprovází podtlak, 
expanze kapaliny a smrš těn í po t rub í . Ve chvíli, kdy zápo rná vlna doputuje k nádrž i , je 
rychlost kapaliny všude nulová. V l n a se opět odráží , a pro tože je momen tá lně v nádrž i 
větší vn i t řn í tlak než v po t rub í , začne kapalina proudit směrem k ventilu. Takto by se děj 
opakoval do nekonečna, pokud by nebyly p ř í t omny hydraulické ztráty. [5] 

i i 

H H 3 

L p 

O b r á z e k 1.3: Př ík lad hydraul ického rázu. Upraveno dle [5]. 

Rozlišují se dva druhy vodního rázu; to tá ln í hydraul ický ráz, k te rý byl teď rozebrán 
na př íkladě, a částečný hydraul ický ráz. J a k ý z těch to dvou p ř ípadů se objeví záleží na 
rychlosti zavírání ventilu Ts a na době n á v r a t u odrážené t lakové vlny Tr (doba reflexe), 
kdy: 

2 • Ln 
Tr ;i-4) 
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Pokud v době n á v r a t u t lakové vlny k ventilu je ventil úplně uzavřen (Ts < Tr), tak 
dojde k to t á ln ímu rázu. Nárůs t t laku při t o t á ln ím hydraul ickém rázu je dán Zukovského 
vztahem: 

Ap = p • c • Av (1.5) 

Čás tečný ráz vznikne, pokud při n á v r a t u t lakové vlny k ventilu není ventil úplně dovřen 
(Tr > Tr) a po řád p ro téká urč i tý objem kapaliny. Popis p roudění při čás tečném hydrau
lickém rázu je dán diferenciálními rovnicemi hydraul ického rázu tzv. vlnovou rovnicí: 

d2vx 2d2vx 

Hydraul ický ráz je nebezpečný z více hledisek. N a m á h á p o t r u b í p ře t l akem i podtlakem, 
takže p o t r u b í musí být d imenzováno na oba jevy. P ře t l ak je nebezpečný kvůli možnému 
s t ruk tu rá ln ímu poškození po t rub í a hydraul ických součást í a s t rojů (ventilů, čerpadel, 
...). Dále může způsobovat vibrace a hluk, praskliny z únavy mate r i á lu a při porušení 
celistvosti p o t r u b í hrozí kontaminace životního pros t ředí při přepravě př í rodě nebezpeč
ného mater iá lu . Podtlak může způsobi t s t ruk tu rá ln í poškození v p o d o b ě zhroucení , dále 
poškození hydraul ických součást í a strojů, vibrace a hluk, praskliny z únavy mate r i á lu 
a kontaminaci přepravované p i tné vody z důvodu nasá t í nečistot z okolí do poškozeného 
po t rub í . [6] 

Př i t o t á ln ím rázu v p o t r u b í dochází k vý razným z m ě n á m tlaku, k te ré mohou způsobi t 
uvedené problémy, t akže je ideální se mu úplně vyvarovat např . p o m a l ý m zaví ráním ven
t i lu , nebo p ř idanými konstrukcemi do sys tému jako je větrník, přeliv, nebo vyrovnávací 
zařízení, k te ré způsobí pouze částečný ráz. 

1.3 Vibrace 
P o t r u b í přenášející kapaliny jsou běžně využívané v oblastech jako domovní instalace, 
ropný průmysl , výměníky tepla, j ade rné a tepelné e lek t rárny a další... P rouděn í bývá 
tu rbu len tn í a p o t r u b í větš inou dlouhé a pružné (vyrobeno z kovu nebo plastu), způsobující 
vibrace od p r ů t o k u kapaliny, k teré mohou dále rozrušovat p roudění a samotné po t rub í . 

Pi t tardem a dalšími byl na toto proveden experiment, kdy byly zkoumány vibrace 
tvořené t u r b u l e n t n í m prouděn ím. P ř i t u r b u l e n t n í m proudění pohybem kapaliny v mezní 
vrs tvě vznikají víry, k te ré odebíraj í energii z hlavního proudu a rozptylují j i do okolí. Tento 
proces se děje v úzkém pásu mezní vrstvy v blízkosti s těny po t rub í . Rozptylování energie 
způsobuje velké z t r á t y kinetické energie kapaliny. Přesouván ím kapaliny v p o d o b ě vírů 
dochází k p řeměně kinetické energie kapaliny na teplo a na potenciá lní energii v p o d o b ě 
t laku. Tyto změny t laku způsobují vznik vibrací daného po t rub í , k teré svým pohybem 
způsobuje další odchylky t laku v kapal ině . Tato vzá jemná interakce způsobuje takzvané 
p rouděn ím tvořené vibrace. 

V experimentu byl i použ i ty různé velikosti p rů toku , p o t r u b í různých p r ů m ě r ů a t ř i 
mater iá ly po t rub í ; nerezová ocel, hliník a P V C . Zjist i l i , že vibrace vzrůsta j í se zvětšující 
se hodnotou p rů toku , dále že vibrace se zvětšují se zmenšujícím se p r ů m ě r e m po t rub í 
a nakonec, že vibrace byly menší u p o t r u b í s větší hustotou. To znamená , že nejmenší 
vibrace se objevili u p o t r u b í z nerezové oceli, největší vibrace byly u p o t r u b í z P V C a 
vibrace hliníkového p o t r u b í byly velikostně mezi předchozími mater iá ly. 

13 
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P ř i malých prů toc ích jsou p rouděn ím tvořené vibrace t éměř zanedba te lné , ale se vzrůs
tající velikostí p r ů t o k u vibrace narůs ta j í skoro kvadraticky a stávají se tak jevem, k terý 
se nedá přehlížet . [7] 

X i e m a dalšími byl proveden experiment nazvaný nestálost zah radn í hadice. Zahradn í 
hadicí se myslí p r u ž n á trubice, u k teré pohyb při menš ím p r ů t o k u p ř ipomíná sinusoidu, 
jak lze pozorovat na obyčejné zah radn í hadici. Autoř i zkoumali vl iv napě t í kapaliny (fluid-
-tension), rychlost kapaliny a Reynoldsova čísla Re na vznik pohybů pružné trubice, 
k te rá je schopna vibrovat při p r ů t o k u kapaliny. Zjist i l i , že obecně je v l iv Reynoldsova 
čísla důležitější na změny odezvy trubice než zbylé dvě veličiny, zato rychlost kapaliny a 
napě t í kapaliny ovlivňují amplitudu vibrací. P ř i ma lém Re o hodno tě 740 je tok stabilní 
a symetr ický podle osy x. P ř i větš ím Re o h o d n o t ě 1330 už neexistuje symetrie toku a 
objevuje se dobře p romíchaný tok v kolmých plochách (z-x, z-y) na směr toku. N a obr. 1.4 
můžeme vidět , že při ma lém Re je pohyb trubice jen ve směru osy y, na rozdíl od směru 
osy x, kde je pohyb nulový. Naopak při větš ím Re je pohyb trubice ve směru osy x dokonce 
výrazně větší než ve směru osy y. Je zřejmé, že hodnota Reynoldsova čísla značně ovlivňuje 
změnu dynamické odezvy trubice na proudění , a to z pohybu v rovině do kombinovaného 
pohybu; v rovině a vně roviny. Oba p ř ípady jsou pozorovány v tomto experimentu, ale 
p řev ládá p ř ípad s větš ím Re, protože se v praxi vyskytuje častěji. [8] 

O b r á z e k 1.4: Výchylky trubice při Re = 740(e) a Re = 1330(f) [8]. 

1.3.1 Reynoldsovo číslo 

Reynoldsovo číslo Re je bezrozměrné číslo, k teré udává poměr mezi se t rvačnými silami a 
viskózními silami. Je definované jako: 

Kde vs je s t řední rychlost v profilu, / je charakter is t ický rozměr p rů točného profilu a v 
je k inemat ická viskozita. Reynoldsovo číslo ukazuje, jestli bude proudění l aminárn í nebo 
tu rbu len tn í . Jak už bylo zmíněno, p ř e d m ě t e m zájmu bude spíše t u rbu l en tn í proudění , 
k teré se vyskytuje častěji. P ř i velkém Re jsou setrvačné síly natolik větší než viskózni 
síly, že viskozita nedokáže zastavit n á h o d n é a p rudké fluktuace kapaliny, a to znamená , 
že p roudění je v tomto př ípadě tu rbu len tn í . Turbu len tn í p roudění se vyznačuje nepravi
de lným pohybem částic kapaliny a t í m je m a t e m a t i c k ý p ř í s tup velmi obtížný. Naopak u 
malého Re jsou viskózni síly dos ta tečné velké nato, aby potlačil i fluktuace kapaliny a t ím 
je p roudění uhlazené neboli laminární , k teré se vyznačuje vrstvami kapaliny tekoucí jedna 
po d ruhé bez vzá jemného míchání . 

Re 
V s • l 

V 
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Kri t ická hodnota Rek udává přechod mezi l aminá rn ím a t u r b u l e n t n í m prouděn ím. Pro 
trubici kruhového průřezu je Rek rovna 2320. Tato hodnota je ale spíše teoret ická, v praxi 
je kr i t ická hodnota ovlivňována drsnost í povrchu trubice, vibracemi trubice a fluktuacemi 
na př í toku. Takže z prakt ického hlediska se někdy uvádí pozměněné rozdělení; 

Re < 2300 laminárn í proudění 
2300 < Re < 4000 přechodné proudění 

Re > 4000 tu rbu len tn í proudění 

P řechodné proudění z n a m e n á nepravidelné s t ř ídání p roudění mezi l aminárn ím a turbu
lentním. Zároveň je ale možné udrže t laminárn í p roudění i při mnohem větš ím Re, a to 
pomocí h ladkého povrchu trubice, zab ráněn ím vibrací a zaj iš těním s tabi lního př í toku. [9] 

Jak můžeme vidět na obr. 1.4, v tomto p ř ípadě naopak nas tává přechod na tu rbu len tn í 
p roudění dříve než na kritické h o d n o t ě Reynoldsova čísla 2320. Vibrace trubice sníží tuto 
kritickou hodnotu a už při Re = 1330 lze vidět vyv inu té víry a míchání vrstev kapaliny. 
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2 Rovnice popisující proudění 
kapaliny v trubici 

Tato kapitola bude věnována zák ladn ím rovnicím popisujícím proudění kapaliny p ružnou 
t rubicí . Pomocí těchto rovnic se nás ledně provede FSI simulace. 

Složitost rovnic závisí na typu modelu. Modely existují jednorozměrný, dvourozměrný 
a t ř í rozměrný. Jednorozměrný soust ředěný model využívající e lektrohydraul ické analogie 
(v l i te ra tuře někdy označován jako 0-rozměrný) se charakterizuje t ím, že jsou základní ve
ličiny popisující p roudění kapaliny (tlak p, p rů tok Q, objem V) sous t ředěny do urč i tého 
mís ta , podobně jako elektrické součás tky v elektr ickém obvodu. Takže jako v hydrau
lickém sys tému tlak v trubici způsobuje tok kapaliny, proti k t e rému působí hydraulické 
ztráty, tak analogicky v elektr ickém obvodu napě t í způsobuje tok proudu proti úč inkům 
el. odporu. Základními veličinami tohoto modelu jsou hydraul ická kapacita C, indukčnost 
L a odpor R. Složitost modelu se po té odvíjí od p o č t u těch to veličin. Tyto veličiny jsou 
po t é uvažovány jako p r ů m ě r n é hodnoty v dané části sys tému. Z toho je rovnou jasné , že 
přesnost výsledků tohoto modelu nemůže být vysoká. N a druhou stranu pro tento model 
hraje jednoduchost výpoč tu . Základní podoba tohoto modelu je u k á z á n a na obr. 2.1. 

ľ, 
O— 

O b r á z e k 2 .1: R L C model. P ře ja to [10]. 

Využi t ím Kirchhoffových zákonů se sestaví rovnice pro velikosti p r ů t o k u a tlaku: 

Pí — Pii = R • Ql + L 
dQv 

dt 

Qc dt 

(2.1) 

(2.2) 

Veličiny L a, R jsou definovány obvyklými vztahy, pouze kapacita m á speciální definici 
obsahující korigovaný modul objemové st lači telnost i Kc: 

C 
V_ 

(2.3) 

Model bývá využíván pro modelování lidské oběhové soustavy, zejména dynamiky kardi
ovaskulárního systému, ke z m ě n á m t laku a p r ů t o k u v tomto sys tému. Dále může model 
posloužit k určení okrajových podmínek pro t ř í rozměrné modely. Elektrohydraul ické mo
dely pro oběhovou soustavu se vyskytuj í od základní j ednoduché R L C kombinace, k te rá 
popisuje cévní sys tém jako celek, až po rozsáhlé modely, kdy je p ř idáváním R L C p rvků 
zastoupena každá v ý z n a m n á céva lidského tě la zvlášť. Další využi t í modelu je k simu
laci srdce jako čerpadla , kdy jeden značně používaný model využívá proměnlivé elasticity 
srdečních komor. [11] 
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Více využívané jsou vícerozměrné rozložené modely uvažující změny základních veličin 
v jakémkoli mís tě systému, proto jsou řešeny sérií parciálních diferenciálních rovnic. To 
z n a m e n á větší přesnost výsledků, ale na úkor zvýšené obt ížnost i výpoč tu . Proto, i když je 
t ř í rozměrný model schopen komple tně nasimulovat p roudění v d a n é m systému, tak kvůli 
náročnos t i na výpoče tn í zařízení se tento model vždy nevypla t í . Takže když stačí zná t 
vývoj základních veličin podél proudnice, může přijít na ř a d u jednorozměrný model, k terý 
je na tohle uzpůsoben a zároveň není výpoče tně náročný. Proto bude věnována pozornost 
j ednorozměrnému modelu využívajícímu rozložený př í s tup . 

Jednorozměrný model se skládá z dvou rovnic pro tok kapaliny, a to z upravené Navier-
-Stokesovy rovnice a rovnice kontinuity. Nakonec je součást í modelu rovnice pro pohyb 
s těny trubice. Tyto rovnice budou dále rozebrány. 

2.1 Pohybová rovnice kapaliny 
P r v n í rovnice popisující tok kapaliny je j ednorozměrná pohybová rovnice vycházející z 
upravené Navier-Stokesovy rovnice. Navier-Stokesova rovnice vyjadřuje d ruhý Newtonův 
zákon pro tok nest lači te lné viskózni kapaliny ve tvaru: 

Kde oba členy na levé s t raně rovnice vyjadřují složky zrychlení od setrvačné síly, p rvní 
člen na pravé s t raně rovnice je zrychlení od vnějších sil , další člen vyjadřuje v l iv t lakových 
sil a poslední člen vyjadřuje t řecí síly při pohybu viskózni kapaliny. 

O b r á z e k 2.2: Schéma trubice j ednorozměrného modelu. Překres leno dle [12]. 

P ř i tvorbě j ednorozměrného modelu se využije následujících předpokladů: 

1. Osová souměrnost : veličiny jsou nezávislé na úhlové poloze, zároveň trubice m á v 
každé poloze kruhový průřez , t akže poloměr trubice R je závislý pouze na poloze x 

2. S těna trubice se pohybuje pouze v rad iá ln ím směru (podél osy y). 

3. Kons t an tn í tlak na celé ploše daného průřezu trubice, t akže závisí jenom na hodno-

4. P řevaha osového rychlosti: rychlosti kapaliny ve směrech kolmých na osu x jsou 
zanedbate lné , takže se uvažuje pouze rychlost vx. [12] 

——h vVv = a V » + z^A-y 
ot p 

(2.4) 

a čase t. 

t ách l a í . 
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Využi t ím těchto p ředpok ladů se předchozí rovnice změní pro po t ř eby jednorozměrného 
modelu na: 

dvx dvx ldp 
-^r + vx-^- = — T T + ISAVX (2.5) 
dt dx p dx 

Použ i t ím t é t o rovnice jako výchozí a derivováním s využ i t ím uvedených p ředpok ladů se 
přijde na j ednorozměrnou pohybovou rovnici kapaliny: 

dQ d (Q2\ Sdp (Q\ 

-m+ad-x{-š)=—pdx- + Kr{~š) ( 2 - 6 ) 

Kde a je Coriolisův koeficient: 

- = ^ (2.7, 

Tento koeficient upravuje p r ů m ě r n o u hodnotu p r ů t o k u tak, aby se více blížila reálné hod
notě , a t í m byly výsledky z j ednorozměrné pohybové rovnice přesnější. Koeficient závisí 
především na rychlos tním profilu toku £. Rychlostní profil se odvíjí od druhu proudění , 
pro parabol ický profil odpovídaj ící Poiseuilleho prouděn í v kruhovém p o t r u b í se rychlostní 
profil rovná = 2(1 — y2), kde y je vzdálenost od osy. V tomhle p ř ípadě vychází a = |. 
Pro plně rozvinuté t u rbu len tn í p rouděn í vychází a ~ 1, 02, k t e rý je velmi blízký hodno tě 
1 a proto se v př ípadech může zanedbat. P ř i p rouděn í krve v t epnách byla zjištěna hod
nota a ~ 1,1. Tento koeficient se za normáln ích okolností mění v závislosti na poloze a 
čase, ale v tomto modelu je uvažován jako konstanta, v důsledku uvedeného p ředpok ladu 
4. Veličina Kr v rovnici (2.6) označuje parametr vyjadřující t řen í kapaliny záležící na 
kinematické viskozite. Pro parabol ický profil vychází [12]: 

Kr = 8irv (2.8) 

Tvarů jednorozměrných pohybových rovnic je hodně , a proto bude uveden další tvar 
založený na p rů toku . Tento tvar opět vychází z Navier-Stokesovy rovnice a v y p a d á takto: 

8Q 2Qdr S ( dp fqQ\Q\\ 
dt r dt p V dx r2r 2S2 

Kde f g vyjadřuje koeficient t ření kapaliny o s těnu trubice. Tento koeficient může být 
např ík lad Darcyho koeficient t ření , k te rý lze urči t z Moodyho diagramu. [10] 

Jednorozměrnou pohybovou rovnici lze také vyjádři t na základě rychlosti a z ah rnu t ím 
členu obsahujícím parciá lní derivaci p růřezu vzniká tato rovnice pro p ružnou trubici: 

dv dv 1 / dp p dS\ 
dt V dx p \ dx S dx J ^ 

dv 1 / , dp p dS\ ,n _ 

Tvary pohybové rovnice jsou uvedeny dva, protože p rvn í z nich obsahuje konvekt ivní člen 
(člen s parciální derivací rychlosti podle polohy) a d ruhý ne. Součinitel b vyjadřuje třecí 
síly a je zvolen podle typu proudění . Pro tuto práci je zvolen pro tu rbu len tn í proudění : 
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2.2 Rovnice kontinuity 
Další rovnicí je rovnice kontinuity vyjadřující zákon zachování hmotnosti. Rovnice konti
nuity pro tuhou trubici v diferenciálním tvaru v y p a d á takto: 

d p 
+ pX7v = o (2.13) 

Pokud by se uvažovala nest lači te lná kapalina ( p = k o n s t a n t n í ) , rovnice se zredukuje na: 

X7v = 0 (2.14) 

Rovnice kontinuity pro p ružnou trubici a nest lači te lnou kapalinu se často v l i te ra tuře 
objevuje ve tvaru: 

f + f -
Kde S je plocha př íčného průřezu trubice a Q je p rů tok . V t é t o práci bude pracováno s 
rovnicí pro p ružnou trubici a s t lači telnou kapalinu. Odvození t é t o verze rovnice kontinuity 
je p o d r o b n ě popsáno ve [13], zde bude uvedeno jen zkráceně. 

n 

- \ \ \ \ X \ N \ \ \ \ \ \ \ 

n AV n AV 

v 

s, ' s 2 

dx 
n 

O b r á z e k 2.3: Schéma kontrolního objemu trubice. P značí plášť trubice, «Si a 5*2 jsou 
myšlené hranice, n je j ednotkový normálový vektor a AV je uvažovaný objem kapaliny. 
Překres leno dle [13]. 

dl AV(t) 

Jak bylo řečeno, rovnice vychází ze zákona zachování hmotnosti: 

pdV = 0 (2.16) 

Využi t ím věty o s t řední hodno tě integrálního p o č t u a Gauss -Os t rogradského věty vznikne: 

\p{a)\ AV + p{a) í vndS = 0 (2.17) 
Js(t) 

d_ 
dl 
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Dále využ i t ím znalostí : 

/ vnáS = Q2-Qi + í vndS (2.18 
Js(t) JP S(t) 

a 
AV(t) = S(x,t)dx (2.19) 

, lze rovnici (2.17) upravit na: 

dp(a) „ , . , ,dQ , , fpVndS . . 
J | i S ( ť ) + p ( a ) _ g + p ( o ) J p _ = 0 (2.20) 

Tato rovnice může sloužit jako finální tvar, ale z prakt ických důvodů ješ tě pomůže vyjádři t 
hustotu p pomocí t laku p: 

dŕ dŕ y 1 

Dosazením vzniká tvar rovnice kontinuity, k t e r á uvažuje st lači telnost kapaliny i deformaci 
t rubice 

P r v n í dva členy odpovídaj í běžně udávané rovnici (2.13), a navíc je t ře t í člen, k terý 
uvažuje pohyb pláš tě trubice. Pokud by plášť trubice byl absolu tně tuhý, to z n a m e n á že 
by se nemohl pohybovat (v — 0), celý člen by samozřejmě byl roven nule. V tomto př ípadě 
se musí tento člen urči t z analýzy deformace trubice. 

2.3 Pohybová rovnice trubice 
Opět je využi to odvození z [13] pro Hookovský mate r iá l t enkos tenného tělesa. Vychází se 
z rovnice rovnováhy s těny trubice, kdy na vn i t řn ím povrchu musí bý t splněny vazbové 
podmínky : 

T^ijirij = (Jijrrij (2.23) 

Ale protože ze vnějšku na trubici nepůsobí žádné síly, člen na levé s t r aně je roven nule a 
zůs tane pouze člen vyjadřující vn i t řn í síly od kapaliny. Dále využ i t ím znalosti o^rrij = prii 
a použ i t ím věty Gauss-Ost rogradského se přijde na rovnici: 

/ Y^ijVijdV = / pViíiidS (2.24) 
JvT J P 

Kde Ejj je tenzor napě t í a je tenzor rychlosti deformace. P ro tože se uvažuje zatížení 
trubice pouze tlakem, v tomto p ř ípadě je využ i ta s t řední hodnota t laku na plášt i trubice 
p, bude tenzor n a p ě t í úměrný t laku a tenzor rychlosti deformace úměrný derivaci t laku. 
T í m t o vyjde: 

-£ J SijwijdV = J vndS (2.25) 

Touto rovnicí se zjistil neznámý integrál v rovnici kontinuity (2.20). Ale pro lepší srozu

mitelnost lze integrál dále upravit. Kvůli zat ížení trubice pouze vn i t řn ím tlakem vzniká 
pouze jednoosá napjatost, takže: 

de 
EijVij = a— (2.26) 

20 



FSI V U T v Brně Tok newtonské kapaliny p ružnou t rubicí 

Ta se skládá z normálového n a p ě t í a a z časové derivace re la t ivního prodloužení e. To je 
dáno jako: 

0 / 

O b r á z e k 2.4: Schéma průřezu trubice. Překresleno dle [13]. 

Derivováním podle času vznikne: 

' (2.28) 

2 7r Rs dx, se dostane 

d£ 

Es dt 
Dosazením posledních rovnic do (2.25) a integrováním, kdy Vr 
tato upravená rovnice pro pohyb s těny trubice: 

D dp 
—— b — dx 
Es dt 

vndS (2.29) 

Ted už jen zbývá dosadit tuto rovnici do odvozené rovnice kontinuity (2.22) a použi t ím 
znalosti K = p(a) v2 a subs tanciá ln í derivace se při jde na: 

dQ S_dp Qdp 
dx K dt K dx 

O (2.30) 

Tato rovnice je finální rovnice kontinuity pro st lači telnou kapalinu i deformaci trubice 
jednoosou nap ja tos t í . V odvození se neuvažovaly setrvačné síly trubice, pro tože jsou za
nedba te lné oproti e las t ickým silám. 

Pro porovnán í je uveden ješ tě d ruhý p ř í s tup odvození rovnice kontinuity pro deformaci 
trubice, k te rý uvažuje pouze rychlost ve směru osy trubice. Vyjde se ze zákona zachování 
hmoty: 

d A M 

^ r = ° ^ ^ ^ <2-3 1> 
Kde AM je hmota uvažovaného kontrolního objemu AV. Po dalších úpravách vychází: 

1 dp dp 
K \~ďi+ Vďx 

l_aS ldQ 
+ Š~ďt+Š~ďx~ 

0 (2.32) 

Finá ln í forma rovnice kontinuity, kde je vyjádřena závislost po loměru trubice na vn i t řn ím 
tlaku: 

/ dn \ 

s 1 + l M . 
K ri dp 

\ dt I 
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Rozměr r\ je roven poloměru R v obr. 2.4. Z poslední rovnice se členy v závorce dají 
vytknout jako veličina vyjadřující korigovaný modul objemové st lači telnost i zahrnující 
s t lači telnost kapaliny a deformaci trubice Kc: 

\ 

dr\ \ 

K ri dp 
di I 

(2.34) 

Rovnici kontinuity lze opět mís to p r ů t o k u vyjádři t pomocí rychlosti: 

dp 
di 

dv 
dx 

v dp 
K dx 

K + r 

dri 
(2.35) 

dp 
ďf 

T í m t o byly p rob rány rovnice týkající se p roudění kapaliny zohledňující pohyb trubice. 
Pro vytvoření zák ladu pro j ednorozměrnou FSI simulaci zbývá předs tav i t kons t i tu t ivn í 
vztahy mater iá lových modelů trubice, ze jména hyperelast ických mater iá lů . 
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3 Materiálové charakteristiky 
trubice 

V t é t o kapitole budou p rob rány mater iá lové modely pro trubice dovolující značné defor
mace. Napřed bude ukázán pro srovnání l ineární Hookův zákon, na k te rý budou navazovat 
pro tuto práci stěžejní hyperelast ické mater iá lové modely, a to Mooney-Rivl inův model a 
Neo-Hookovský model. Hyperelast ické mate r iá ly se vyznačují t ím, že nedochází k disipaci 
energie při deformaci. Takže práce vynaložená na deformaci mate r i á lu se v tělese uchovává 
ve formě potenciá ln í energie elastické napjatosti. 

3.1 Hookův zákon 
Jak bylo řečeno, p rvo tně je p ředs taven Hookův zákon popisující l ineární napěťově-defor-
mačn í chování ma te r i á lu pro porovnán í s hyperelas t ickými mater iá ly. Je využi to odvození 
z [10]. 

Radiá ln í a t ečná p o m ě r n á deformace, k te ré jsou p o d s t a t n é pro vyjádření napě t í , jsou 
definovány jako: 

du u 
er = —)et = - (3.1) 

or r 
Deformace v axiá lním směru není p ředs tavena , protože je nulová. Rozšířená forma Hoo-
kova zákona pro radiá lní a tečné napě t í : 

ar = ( 1 - ^ _ 2 f i ) [(1 - H)er + Ket + ea)\ (3.2) 

at = ( 1 + / x ) ^ j _ 2 / x ) [(1 - H)* + Ker + e.)] (3.3) 

Kde \i vyjadřuje Poissonovo číslo. Posunu t í v axiá lním směru je t aké nulové, protože 
trubice je na obou koncích ve tknu tá , takže její délka je neměnná . Díky tomu je nulová 
i axiální deformace, ale axiální napě t í aa nulové není. Posunu t í v rad iá ln ím a axiálním 
směru jsou tedy dána : 

u i ( n ) = — [a ť(ri) - /z(ov(ri) + aa)\ (3.4) 

T 2 

w 2 ( r 2 ) = — [(7t{r2) - M o v ( r 2 ) + °a)] (3.5) 

ua{L) = ^[aa-fJj(at(r) + ar(r))] = 0 (3.6) 

Kde 7*1 je vn i t řn í poloměr trubice a r 2 je vnější poloměr. Dále se hodí vyjádři t změnu 
vn i t řn ího po loměru trubice v závislosti na vn i t řn ím t laku pi, k te rý je uvažován jako 
relat ivní tlak vůči atmosférickému tlaku: 
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Pro definici korigovaného modulu objemové st lači telnost i pro si lnostěnné těleso je uvažo
váno nulové axiální napě t í : 

K c = 1 1 2 K A + r t , ~ ( 3 , 8 ) 

E \r% — r\ 

Pro tože Hookův zákon není ideální kons t i tu t ivn í model pro p ružné trubice, př ichází na 
ř a d u vhodnější hyperelast ické mater iá lové modely. 

3.2 Neo-Hookovský materiál 
Neo-Hookovský mate r iá l spadá do kategorie hyperelast ických mater iá lů . Hyperelast ické 
mater iá ly se vyznačují t ím, že napěťově-deformační chování je popsáno funkcí potenciální 
energie elastické napjatosti, na rozdíl od l ineárních elastických mater iá lů , kde je popsáno 
konstantou. Hodí se pro popis mate r i á lů s velkými deformacemi. Hyperelast ické mater iá ly 
jsou např ík lad elastomery nebo lidská tkáň . Mater iá lový model byl p ředs taven Rivl inem 
v [14]. 

Pro popis mater iá lového modelu budou uvažovány vztahy pro si lnostěnné materiály. 
Pro nest lači te lnost ma te r i á lu je d á n a podmínka : 

A A A a = 1 (3.9) 

Kde A je p ro tažen í mate r iá lu , k te ré je ve vztahu s poměrnou deformací dáno: 

A = e + 1 (3.10) 

Dále je uvažována ve tknu t á trubice na obou koncích, t akže není možné axiální pro tažení 
na vn i t řn ím i vnějším poloměru: 

A a l = A a 2 = l (3.11) 

Dosazením předchozí rovnice do (3.9) vznikne závislost mezi rad iá ln ím a t ečným prota
žením: 

1 ro 
A zároveň se předpokládá , že axiální napě t í v polovině délky trubice je stejné na vn i t řn ím 
i vnějším poloměru: 

Cal = 0"a2 = 0"a (3.13) 

Stěžejní vztahy (3.14)(3.15) udávají interakci mezi radiá ln ími a axiálními napě t ími . V 
tomto př ípadě jsou rovnou rozepsány pro vnější a vn i t řn í poloměr trubice. C\2 je materi
álová konstanta, k t e rá se určuje experimenty. 

a r l - a a l = 2C12(\2

rl-\2

al) (3.14) 

(Tr2-cra2 = 2C12(\2

r2-\l2) (3.15) 

Další vztah udává závislost mezi radiá ln ími napě t ími : 

a r 2 - a r l = 2C12(\2

r2-\2

rl) (3.16) 
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Výpočet axiálního n a p ě t í na vn i t řn ím i vnějším povrchu trubice s t ím, že vnější tlak p2 

je roven nule, a proto v p ř ípadě vnějšího axiálního napě t í tento člen vypadne: 

<7al,2 = ~Pl,2 ~ 2 C 1 2 ( A r \ 2 - \ 2

a h 2 ) (3.17) 

Tečné napě t í se nás ledně vypočí tá : 

0ti,2 = a a l : 2 + 2C12(\2

tl2 - \2

al2) (3.18) 

Radiá ln í napě t í v těch to rovnicích jsou definována jako arí = — p i a ar2 = 0. T lak p1 je 
opět uvažován jako relat ivní . Využi t ím uvedených znalost í a vyjádřením pro tažení pomocí 
poloměrů trubice lze poslední vztah upravit pro lepší názornos t na: 

PI -_ľk_ľk (3.19) 
2C12 r2 <\ 

Pomocí podmínek nest lači telnost i ma te r i á lu a ve tknu t í trubice na obou koncích se získá 
vztah pro závislost mezi vnějším a vn i t řn ím po loměrem trubice: 

rl = rl + r 2

2 0 - r l 0 (3.20) 

Opě t je vhodné vyjádři t změnu vn i t řn ího po loměru trubice v závislosti na t laku p\\ 

dpi 

* 1 % ZTŠ- (3.2D dt . „ (r?n r. 10 _ _̂20 
4 r 4 
1 '2 

U korigovaného modulu objemové st lači telnost i pro si lnostěnný mate r iá l lze vidět , že 
vychází z (2.33),(2.34) a předchozí rovnice: 

Kc = ^ (3.22) 

2r\C- 12 ' 10 _ ' 20 
4 4 

T í m t o to byl p ředs taven díky své jednoduchosti mezi hyperelas t ickými mate r i á ly ob
líbený Neo-Hookovský mater iá lový model. Dále bude uveden původn í hyperelas t ický ma
teriál . 

3.3 Mooney-Rivlinův materiál 
Mooney-Rivl inův mater iá l , popsán v [15], je předchůdce Neo-Hookovského mater iá lu , 
proto je mu značně p o d o b n ý ve způsobu popisu, Neo-Hookovský model je v p o d s t a t ě 
z jednodušením tohoto modelu. Hodí se pro popis více nel ineárních mate r iá lů . P ř i odvozo
vání budou využi ty m n o h é stejné p ředpok lady jako u předchozího mater iá lového modelu. 
Opě t jsou v ý z n a m n é rovnice udávající interakci mezi radiá ln ími a axiálními napě t ími : 

arl - aal = 2 C 1 ( A r

2

1 - A 2 ) - 2 C 2 - (3.23) 
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OV2 - <?a2 = 2 C l (A^ 2 - A„) - 2 C 
A r 2 

1 
(3.24) 

Pomocí znalost í o rad iá ln ím n a p ě t í a rad iá ln ím a axiá ln ím pro tažení z předchozí kapitoly 
se rovnice uprav í na: 

-Pl = Val + 2 C i 
10 2 C 2 

10 

Další úpravou se vyjádří tlak pomocí po loměrů trubice: 

Pi = 2 C i 20 10 2 C 2 

20 10 

Vztahy pro tečné n a p ě t í jsou ve tvaru: 

crti a a i + 2 C i - 2 C 

0"ť2 = CTa2 + 2 C i 

10 

20 

r_1o_1 

2 x 

r 

- 1 - 2 C 2 

20 - 1 

Vyjádření závislosti změny vn i t řn ího po loměru trubice na re la t ivním t laku p\. 

~dt 

dpi  
dt 

4 r i C i 10 20 + c 2 

10 20 

Korigovaný modul objemové st lači telnost i pro si lnostěnný mater iá l : 

K . - K 

K 

2r\ C i 10 20 + c 2 

10 2 0 / J 

(3.25) 

(3.26) 

(3.27) 

(3.28) 

(3.29) 

(3.30) 

U všech t řech mater iá lových mode lů byly odvozeny důležité rovnice pro změnu vni t řn ího 
poloměru trubice a rovnice korigovaného modulu objemové st lači telnost i . Lze vidět , že 
rovnice (3.21) a (3.29) jsou si velmi podobné , protože jak bylo řečeno, Neo-Hookovský 
model je speciálním p ř í p a d e m Mooney-Rivlinova modelu. Rovnice se liší pouze j edn ím 
členem a mater iá lovými konstantami, př ičemž C12 = C i + C 2 . Stejně je to i u rovnic 
korigovaného modulu objemové st lači telnost i , protože ty vychází z rovnic změny vni t řn ího 
poloměru. 

Kapi to ly 2 a 3 vytvoři ly p o d s t a t n ý základ pro j ednorozměrnou FSI simulaci deformo-
vatelné trubice, k t e r á bude p ř e d m ě t e m zájmu v zbývající části práce. 
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4 Jednorozměrná FSI simulace 
FSI simulace je hojně použ ívaným nás t ro jem při řešení si tuací, k teré obsahují interakci 
toku tekutiny s pohybl ivým nebo elast ickým tělesem. Jak bylo předs taveno v kapitole 2, 
mohou být od jednorozměrných po t ř í rozměrné . V t é to kapitole bude realizována jedno
rozměrná FSI simulace toku kapaliny p ružnou t rubicí . Teoret ický základ pro nadcházející 
simulaci byl p r o b r á n v kapi to lách 2 a 3. Simulace se skládá z numerického řešení sou
stavy parciálních diferenciálních rovnic prvn ího řádu . K řešení rovnic je použi t výpoč tový 
software Maple, k t e rý je dobře uzpůsoben k numer ickému řešení soustav P D R . 

4.1 Zadání 
Hlavním prvkem simulace je trubice kruhového průřezu (obr. 4.1) o vn i t řn ím poloměru 
r w a t loušťkou s těny s. Materiálové konstanty jsou zvoleny pro silně elastický mater iá l . Je 
uvažováno, že trubice je zavěšena svisle, aby váha kapaliny neovlivňovala p růhyb trubice. 
Dále se uvažuje, že se trubice nemůže deformovat axiálně, t akže délka trubice je kons tan tn í 
hodnota L. Naopak radiá lně se deformuje bez omezení. P ř i výpoč tech jsou pro trubici uva
žovány pro porovnán í dva mater iá lové modely, a to Neo-Hookovský a Mooney-Rivl inův. 

L 

o 

P2 1 \ 1 
\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ 

O 

X 

On 

Q 

co 

. \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ 
g 

O b r á z e k 4 .1 : Schéma trubice pro simulaci. 

Kapal ina je uvažována jako newtonská a protože je st lači telnost kapaliny zanedba te lná 
oproti deformaci trubice, tak je hustota b r á n a za kons tan tn í hodnotu. Stlači telnost kapa
liny je ale zahrnuta v modulu objemové st lači telnost i K. Tok kapaliny je na vstupu do 
trubice popsán hodnotami vs tupn í rychlosti a na v ý s t u p u je popsán hodnotami výs tup
ního tlaku. Vs tupní rychlost a výs tupn í tlak jsou tedy využi ty jako okrajové podmínky, 
které slouží jako vs tupn í hodnoty pro simulaci. Ty to hodnoty jsou popsány pomocí časově 
závislých funkcí a byly součást í zadání bakalářské práce . Kons t an tn í hodnoty použ i té v 
simulaci jsou uvedeny v tabulce: 
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T a b u l k a 4 .1 : Kons t an tn í hodnoty simulace 
Hustota p = 998, 2 k g / m 3 

Délka trubice L = 0 , 7 m 

Vni t řn í p r ů m ě r r w = 6, 35 m m 

Stěna trubice s = 1, 6 m m 

Koeficient t řen í / , = 0,062 

Mater iá lové 

konstanty 

C 1 2 = 650 k P a 

C i = 600 k P a 

C2 = 5 0 k P a 

M o d u l objemové 
st lači te lnost i 

K — 2,1 • 1 0 9 P a 

4.2 Návrh řešení 
Jak bylo řečeno, simulace obsahuje řešení soustavy parciálních diferenciálních rovnic prv
ního řádu . Rovnice jsou t ř i a každá udává časovou závislost j edné p roměnné . Tyto pro
měnné jsou rychlost v, tlak p a vn i t řn í poloměr r\. Soustava rovnic se skládá z: 

1. Pohybové rovnice kapaliny (2.11), k t e rá udává změnu rychlosti v závislosti na čase. 

2. Rovnice kontinuity (2.35), k t e rá udává změnu t laku v závislosti na čase. 

3. Neo-Hookovské (3.21) nebo Mooney-Rivlinové (3.29) mater iá lové rovnice, k te rá 
udává změnu poloměru v závislosti na čase. 

P ř i definování pohybové rovnice (2.11) v softwaru Maple došlo k změně, pro tože člen 
obsahující parciá lní derivaci p růřezu je obt ížný urči t , takže byl vynechán. T í m vznikla 
pohybová rovnice pro tuhou trubici. 

Nezbytnou součást í k řešení diferenciálních rovnic jsou okrajové a počá tečn í podmínky. 
Okrajovou p o d m í n k u na vstupu (x = 0) udává rychlost kapaliny d á n a funkcí vvstUp (obr. 
4.2) : 

v(0,t) = vvstuP (4.1) 

Okrajová p o d m í n k a na výs tupu z trubice (x = Ľ) je definována funkcí t laku pvstuP (obr. 
4.3) s p ř i spěn ím od hydros ta t ického t laku a členu zahrnuj íc ím z t r á t y : 

p{L,t) =pvstup + pgL- ^ v2 =pVystup + pgL (4.2) 

Počá tečn í p o d m í n k y udávají hodnotu p roměnných při startu simulace (t — 0). Jsou tedy 
jedna pro každou p roměnnou: 

v(x, 0) = VyStup{t = 0) (4.3) 

p f x p f CC 
p(x,0) = pgx- ——vl +pvstup(t = 0) = pgx --^—v2 (4.4) 

4 r i 0 4 r i 0 

r i ( x , 0 ) = n 0 (4.5) 

Tlak je uvažován jako relat ivní vůči okolnímu atmosférickému tlaku. P rů řez trubice na 
p o č á t k u simulace je definovaný vztahem: 5o = 7ir2

0. Simulace je řešena v rozsahu x = 
(0, L ) a v čase t = (0, 3.5). 
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t [s] 

O b r á z e k 4.2: Graf rychlosti kapaliny na vstupu do trubice 

o - f ' 1 • 1 • r 

0 1 2 3 
t [s] 

I pvstup ~ p vy stup 

O b r á z e k 4 .3 : Graf t laku na vstupu a v ý s t u p u z trubice 

4.3 Výsledky 
V předchozí sekci bylo uvedeno zadán í a podklady pro zpracování FSI simulace. V té to 
sekci budou ukázány výsledky t é t o simulace. Všechny grafy ukazují hodnoty v polovině 
trubice, t akže v mís tě x = L/2. V grafech jsou ukázány stěžejní veličiny: p rů tok , vnější 
p růměr , t loušťka stěny, vn i t řn í tlak společně s rad iá ln ím n a p ě t í m a na závěr tečné a 
axiální napě t í . 
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Lze si vš imnout rozdílů mezi danými mater iá lovými modely, Neo-Hookovský model 
t éměř ve všech př ípadech vykazuje větší výchylky simulovaných veličin. Graf t laku (obr. 
4.7) je specifický, protože ukazuje dvě hodnoty. Kromě vn i t řn ího t laku p\ t aké radiální 
napě t í na vn i t řn ím povrchu trubice ar\. Toto napě t í m á stejnou velikost jako vni t řn í tlak, 
ale opačné znaménko, protože působí v opačném směru (viz obr. 4.1). <7r2 v grafu uká
zána není, pro tože její hodnota je stejně velká jako vnější tlak p 2 , opě t pouze s opačným 
znaménkem. Jak bylo ale řečeno, tlak je uvažován jako rela t ivní vůči okolnímu atmosfé
rickému tlaku, takže hodnota p2 je rovno nule. T í m je samozřejmě i hodnota <7r2 rovna 
nule. 

V grafu tečných napě t í (4.8) lze vidět zna te lný rozdíl mezi a n a <7ť2 s t ím, že aa do
sahuje větších výchylek. To je p r imárně dáno rozdíly v t ečném pro tažení A ť na vn i t řn ím 
a vnějším povrchu trubice. P ř i zvětšování po loměru trubice se zmenšuje t loušťka s těny 
s, a proto hodnota po loměru r 2 roste méně než r\. Tato interakce je d á n a podmínkou 
nest lači telnost i ma te r i á lu (3.9). V rovnicích (3.18), nebo (3.27, 3.28) lze vidět , že k rozdí
lům tečných n a p ě t í ješ tě přispívá rozdíl axiálních n a p ě t í na vn i t řn ím a vnějším poloměru 
trubice <7ai j2 (obr. 4.9). V ideálním př ípadě by měly být tyto hodnoty stejné, ale v simulaci 
rozdíly mezi n imi přes to vznikly. I tak jsou tyto rozdíly natolik malé , že se ve v ý p o č t u 
tečného napě t í t éměř neprojeví . 

QU) 

N H MŘI 

O b r á z e k 4.4: Graf p rů toku . 
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I • 1 1 1 1 r 

0 1 2 3 
t [ s ] 

~ = — TÍH M R | 

O b r á z e k 4.7: Graf t laku a záporné hodnoty radiá ln ího napě t í . 

t [ s ] 
Ct2 - TÍH ct2 - M R cti - K H cti - M R 

O b r á z e k 4.8: Graf tečného napě t í . 
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O b r á z e k 4.9: Graf axiálního napě t í . 

P ro tože simulace byla provedena s pohybovou rovnicí bez konvekt ivního členu (v^) 
(2.11), bude simulace provedena znovu t en tokrá t s pohybovou rovnicí tento člen obsahující 
(2.10) a výsledky budou porovnány, aby se zjistil vl iv konvekt ivního členu při simulování 
výsledných hodnot. 

N a obrázcích 4.10 - 4.12 jsou předs taveny výsledky. Jak lze vidět v grafu porovnání 
p rů toků , nebo spíš nelze vidět , hodnoty pro konvekt ivní model těsně koresponduj í s pů
vodn ím modelem simulace, a tak se jednot l ivé křivky překrývají . Rozdíl v maximáln í 
hodno tě p r ů t o k u mezi p ů v o d n í m modelem a modelem s konvekt ivním členem je pouze 
v ř á d u 1 0 _ 4 d m 3 / s , a to je opravdu zanedba te lná hodnota. V l i v konvekt ivního členu byl 
ověřen, protože v pružných t rubicích je rychlost zvuku kapaliny natolik malá , že by mohla 
být výrazně menší než je rychlost proudění , a t í m způsobi t znate lné rozdíly. Jak se ale 
ukázalo, rychlost p roudění je velmi malá , t akže vl iv konvekt ivního členu je zanedbate lný. 
Zbylé veličiny se změnily v p o d o b n é m stylu, t akže n e m á smysl je ani předs tavovat . Graf 
porovnání byl zvolen pouze pro prů tok , u veličin p r ů m ě r u a t loušťky s těny se hodnoty 
obou mode lů natolik shodují , že v grafech nelze vidět rozdíly, a proto jsou ukázány pouze 
pro konvekt ivní model. Z tohoto důvodu nejsou grafy napě t í ukázány vůbec , protože 
nepřináší nic p o d s t a t n é h o . 
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QU) 

K H MR + MR - konv. + K H - konv. 

O b r á z e k 4 .10: Graf p rů toku . Porovnán í modelu bez konvekt ivního členu s modelem 
zahrnuj ícím konvektivní člen. 

d2{t) 

i • 1 1 1 1 r 
0 1 2 3 

t [ s ] 
| MR - konv. K H - konv. | 

O b r á z e k 4 .11 : Graf vnějšího p růměru . Model zahrnující konvektivní člen. 
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s(t) 

0 1 2 3 

t [ s ] 
| K H - k on v. M R - konv. | 

O b r á z e k 4.12: Graf t loušťky stěny. Model zahrnující konvekt ivní člen. 

N a závěr budou pro ověření správnost i s rovnány výsledky Neo-Hookovského materi
álového modelu s t ř í rozměrnou (3D) FSI simulací Neo-Hookovského modelu provedenou 
pomocí programu A N S Y S . Hodnoty 3D simulace byly součást í zadán í práce a její po
stup je popsán v [10]. Porovnán í je p ředs taveno na obrázcích 4.13 - 4.15. Výsledky jsou 
ukázány pro prů tok , vnější p růměr trubice a t loušťku s těny trubice. Lze vidět , že 3D simu
lace u všech p roměnných dosahuje menších výchylek hodnot než j ednorozměrná simulace. 
Tyto rozdíly mohou být způsobeny ve tknu t ím trubice na koncích při 3D simulaci, t akže 
v místech ve tknu t í je trubice t u h á , a proto se v blízkém okolí konců chová jinak než při 
j ednorozměrné simulaci. T í m t o by měly být ovlivněny hodnoty v půlce trubice (hodnoty 
v grafech), o tázkou je ale jak výrazně . Zároveň je 3D simulace velmi složitý proces, k terý 
je schopen simulovat úlohy mnohem přesněji, a proto hlavně u hodnot p r ů t o k u lze vidět 
urč i tou neshodu. Ta bude způsobena hlavně j ednorozměrnou pohybovou rovnicí, k t e rá ob
sahuje z jednodušenou definici hydraul ických z t rá t . Dalš ím faktorem způsobujícím rozdíly 
může být popis okrajových podmínek . 

Z toho vyplývá, že urč i tá neshoda je očekávaná, a tak lze naopak tvrdit , že simulace 
spolu zejména v h o d n o t á c h p r ů m ě r u a t loušťky s těny trubice blízce korespondují . Takže 
j ednorozměrná FSI simulace splnila svůj účel jako méně výpočtově a t í m i časově ná ročná 
varianta přesnější t ř í rozměrné FSI simulace. 
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QU) 

TÍH TÍH - 3D. + TÍH - konv. 

O b r á z e k 4 .13: Graf p rů toku . Srovnání s 3D simulací. 

d2{t) 

0 Í 2 ~~3 
t [ s ] 

TÍH + TÍH - konv. TÍH - 3D. 

O b r á z e k 4.14: Graf vnějšího p růměru . Srovnání s 3D simulací. 
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s(t) 

t [ s ] 
K H + K H - kanv. K H - 3D. 

O b r á z e k 4 .15: Graf t loušťky stěny. Srovnání s 3 D simulací. 

3 7 



FSI V U T v Brně Tok newtonské kapaliny p ružnou t rubicí 

Závěr 
V t é t o práci byly p rvo tně předs taveny p ř ípady výsky tu proudění kapaliny p ružnou t rubicí . 
Významnou oblas t í v t é to kategorii je biomechanika, a to hlavně proudění krve v cévách. 
V biomechanice se ješ tě pružné trubice vyskytuj í v p o d o b ě dýchacích cest, ty ale nebyly 
v t é t o práci podrobněj i zkoumány. B y l předs taven proces deformování cév, k t e rý byl 
vysvět len na experimentu nazvaném Ster l ingův rezistor a dále byl p r o b r á n způsob, k t e rým 
se šíří t lakové vlny v cévách. 

N a to navazovala oblast problematiky proudění kapalin p r u ž n ý m p o t r u b í m , a to jak 
p o t r u b í m přenášející kapaliny na dlouhé vzdálenost i (např. ropovod), tak i p o t r u b í m men
ších rozměrů jako je t ř e b a domovní instalace. V těchto systémech je nebezpečným jevem 
hydraul ický ráz, k te rý zatěžuje p o t r u b í násobně více než samotné proudění dané kapaliny. 
Samotné proudění kapaliny p o t r u b í m ale způsobuje vibrace, k teré je t aké p o t ř e b a b rá t v 
potaz. 

V další kapitole byla zmíněna existence různých verzí FSI simulace, ze jména jedno
rozměrných a t ř í rozměrných modelů . Následně byly definovány stěžejní rovnice pro jed
norozměrný model FSI simulace, a to rovnice popisující p rouděn í kapaliny v trubici , v 
tomto př ípadě j ednorozměrná pohybová rovnice a rovnice kontinuity zohledňující defor
maci s těny trubice. 

N a to navazovalo předs tavení kons t i tu t ivních mater iá lových modelů . Pro srovnání byl 
ukázán l ineární Hookovský mater iá l , po t é byly předs taveny stěžejní hyperelast ické mate
riálové modely, a to Neo-Hookovský a Mooney-Rivl inům. Z těchto mater iá lových mode lů 
byla definována pohybová rovnice trubice, k t e rá je zbývající p o t ř e b n o u rovnicí pro reali
zování j ednorozměrné FSI simulace. Nakonec byly definovány vztahy pro napě t í ve s těně 
trubice. 

N a závěr práce byla real izována j ednorozměrná FSI simulace, k t e rá byla založena na 
numerickém řešení soustavy t ř í parciálních diferenciálních rovnic, k teré byly definované 
v předchozích částech t é t o práce . V ý s t u p e m simulace byly časové závislosti pro prů tok , 
p růměr trubice, t loušťku stěny, tlak a napě t í ve s těně trubice. Simulace byla provedena 
dvakrá t , poprvé s j ednorozměrnou pohybovou rovnicí zanedbávající konvekt ivní člen a 
po t é s pohybovou rovnicí tento člen zahrnující . V tomto př ípadě konvektivní člen nezpů
sobil t éměř žádný rozdíl ve výsledcích, pro tože rychlost kapaliny je velmi m a l á ve srovnání 
s rychlost í zvuku v trubici. Dále bylo zjištěno, že Neo-Hookovský mater iá lový model dosa
huje t éměř výh radně větších výchylek simulovaných hodnot než Mooney-Rivl inův model. 
Radiá ln í pohyb stěny trubice způsobuje fluktuace hodnot p rů toku , tyto hodnoty v polo
vině délky trubice dosahují větších maximáln ích a minimálních výchylek oproti h o d n o t á m 
na vstupu. 

Pos ledním úkolem bylo porovnat výsledky jednorozměrné simulace pro Neo-Hookovský 
mater iá lový model s t ř í rozměrnou FSI simulací. Zjistilo se, že i přes urč i tou neshodu, 
k te rá byla očekávaná, se j ednorozměrná simulace blíží hodnotami k 3D simulaci. Hlavně 
hodnoty p r ů m ě r u a t loušťky stěny trubice hezky koresponduj í s hodnotami 3D simulace. 

Navázán ím na tuto práci by mohlo být provedením vlas tn í t ř í rozměrné FSI simulace 
využ i t ím metody konečných objemů a metody konečných p rvků a nás ledným porovnán ím 
výsledků se simulací j ednorozměrného modelu. Další možnos t í by samozřejmě bylo prove
dení experimentu, se k t e r ý m by se porovnaly jednot l ivé typy FSI simulace a t í m by bylo 
možné zjistit jejich přesnost . 
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Seznam použitých zkratek a symbolů 
Symbol Význam Jednotka 
a Zrychlení [m/s 2] 
b Součinitel třecích sil [kg/m 2 s] 
c Rychlost zvuku [m/s] 
C Kapaci ta [F] 
Cij Materiálová konstanta -

Ct Teoret ická rychlost zvuku [m/s] 
d P r ů m ě r po t rub í [m] 
E Modul pružnos t i v tahu [Pa] 

U Koeficient t ření -

g Gravi tační zrychlení [m/s 2] 
H Výška vodního sloupce [m] 
k Konstanta pružnos t i po t rub í -
K Modul objemové st lači telnost i [Pa] 
Kc Korigovaný modul objemové st lači telnost i [Pa] 
Kr Parametr t řen í kapaliny [m 2/s] 
l Charakter i s t ický rozměr [m] 
L Indukčnost [H] 
Lp Délka po t rub í [m] 
m3 Vektor vnější no rmály k trubici -
n Jednotkový normálový vektor -

P Tlak [Pa] 
Q P r ů t o k [m3/s] 
r Poloměr [m] 
R Odpor [íl] 
Re Reynoldsovo číslo -
s Tloušťka s těny po t rub í [m] 
S Obsah [m2] 
t Čas [8] 
T 

r 
Doba n á v r a t u vlny [s] 

T Doba zavírání ventilu [8] 
V Rychlost [m/s] 
V Objem [m3] 

Tenzor rychlosti deformace -
WÍJ Pomocný tenzor -
x Poloha [m] 
a Coriolisův koeficient 
£ Rela t ivní prodloužení -
A Pro tažen í -
/ / Poissonovo číslo -
v Kinemat ická viskozita [m 2/s] 

P Hustota [kg/m 3] 
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Symbol Význam Jednotka 
a Napě t í [Pa] 

Tenzor napě t í -

e Rychlostní profil toku -
v Nabla 
p Plášť trubice 
FSI Fluid-structure interaction 
P D R Parciá lní diferenciální rovnice 
P V C Polyvinylchlorid 
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Příloha: Maple kód 

_> with{plots) : 

> pnula •= 998.2 : L •= 0.7 :fr •= 1.2875 : Qnula •= 0.00002475 : r lnula •= 

0.0159 

0.0127 

rlnula •= : g •= 9.81 : X •= 0.062 : Snula •= TÍ-rlnula-rlnula : Cmatl2 •-

0.65E6 : Cmatl •= 0.6E6 : Cmatl •= 0.05E6 : K •= 2.1E9 : S (x, t) •= n-rl{x, t) -rl(x, t) : 

pnula 
> b M •= 4. ; ; ; : ; : , ) • h v i x - i ) : 

> pv2 ••= 
102000.0-r t < 0.5 

151000 + 32913.5195•sin(/r-2-7t-ř +2.24) - 100000 t > 0.5 

104200.0-í ŕ < 0 . 5 

157100 +33500-sin( / r -2-7i-ř+ 2.24) - 100000 t > 0.5 

: pvl •= 

Qvstup '•= 

2 . 5 5 4 6 8 E - 0 5 - Í  
0.5 

t <0.5 

0.0000245 +0.00000275-|sin(7t-/r-ř + 3.55-0.1l) | ŕ > 0.5 

> Neo — Hookean. materiálové rovnice: 

> hil {x, t) •= 1 : Ári (x, t) •• ' 
M {x, t) 

aal{x,t) + 2 -Cmatl2- (Árl{x, t)2 — Xal{x,t)2) : 

Ári (x, t) —Áal(x,t) j: 

aal(x,t) +2 •Cmatl2-(Áíl{x,t)2 - Áal{x,t)2) : 

1 : Ár2(x, t) 1 

_> arl(x,t) 

_> Gal (x, t) 

_> atl(x,t) 

> Áa2(x, t) 

Áí2{x, t) 

_> Gr2{x,t) ' •= aa2(x, t) +2-Cmatl2-(Ár2(x,t)2 — Áa2{x,t)2) : 

=> aa2{x,t) •= 0 +2-Cmatl2-(Áa2{x,t)2 - Ár2{x,t)2) : 

_> ot2(x,t) •= aa2(x,t) +2-Cmatl2-(Át2{x,t)2 - Áa2(x,t)2) : 
"> ÁtHx, t) == : Át2(x, t) == : 

rlnula r2nula 
> Mooney — Rivlin. materiálové rovnice: 

> orl_MR{x,t) =oal_MR{x,t) + 2-Cmatl• {Ári(x, t)2 -Áal{x, t)2) -2-Cmat2-

1 

1 
k Ári {x, ty 

Áal (x, t) / 

> aal_MR(x,t) -=-p{x,t) + 2-Cmatl-

> atl_MR{x,t) •= aal_MR{x,t) + 2-Cmatl-

rlnula2 ^ 

rl(x, t)2 ) 

' rl{x,t)2  

K rlnula2 

2 \ 
2 • Cmat2 • 

- 1 -2-Cmat2-

rl(x, t) 

rlnula 

' rlnula2 _ A 

v rl(x, t)2 
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> ar2_MR(x, t) = oa2_MR{x, t) + 2-Cmatl-(Ár2(x, t)2 - Xa2(x, t)2) -2-Cmat2-

1 

1 
Ár2(x, ty 

Áa2(x,t) , 

> aa2_MR{x, t) •= 2-Cmatl-\ 1 
r2nula 

r2(x, t)x 

> at2_MR{x,t) •= aa2_MR{x,t) + 2-Cmatl-

2 \ 
2 • Cmat2 • 

,2 

r2(x, t)z 

r2nula 

r2{x, ty  

v r2nula2 

- 1 -2-Cmat2-
' r2nula _ N  

v r2(x, t)2 

> r2(x, t) •= |v rl{x, t) -rl(x, t) + {r2nula2 — rlnula2) 
> Neo — Hookean : 

> Ar_nh{x,t) '•= ^ 

> Kc_nh{x, t) •= 

4-rl(x, t) -Cmatl2-

1 

rlnula r2nula 2 \ ' 

rl(x,t)4 r2(x,t)4 

1 2 
H ——— -Ar_nh{x, t) K rl{x,t) 

> Mooney — Rivlin : 
> Ar_mr{x, t) '•= 

4-rl{x, t) • 

> Kc_mr(x, t) •= 

Cmatl • 
rlnula2 r2nula2 ^ 

rl{x, t)4 r2{x, t)4 ) 
+ Cmat2 • 

rlnula2 r2nula2 

1 
K rl{x,t) 

•Ar_mr(x, t) 

> IBC •= p{L, t) =pv2 + pnula-g-L, v(0, /) = ^VfUf ,p{x, 0) =pvl 

Qnula • Qnula 
2-Snula-Snula 

> Neo — Hookean.pdeys : 

> sys_prutokova_rovnice_NH •= 

Snula • 1.5 

+ pnula-g-x, v{x, 0) =0, rl{x, 0) =rlnula 

t = 0 

pnula-X-x 
2-r lnula 

dt 
(v(x, t 1 ( 9 • b(x, t)-v(x, t) + — (p(x, t). 

pnula \ v* 
3 y(x, t) 3 \ 9 + g, —(p(x,t))=-Kc_nh(x,t)-\ —(v(x,t))+^r^- — (p(x,t)) \,—(rl(x,t), 

dt v ox K ox J dt 
a 

=Ar_nh(x,t)- — {p{x,t) 

> prikazjsys_prutokova_rovnice_NH •— pdsolve^sys_prutokova_rovnice_NH, IBC, numeric, time 

1 1 
= t, range = 0 ..L, spacestep = , timestep 100 100 Y 

> Neo — Hookean. pde 's konvektivni: 
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_> Mooney — Rivlin. pde 's : 

> sys_prutokova_rovnice_MR •= 

9 

> sys_prutokova_rovnice_konv_NH • 

9 

_a_ 
dx 

dx 

ip(x,t), 
9 

9 

(v(x, t))=-^~ (v(x, t)) -v(x, t) - —l— 
o t d x pnula 

9 

b(x, t) 

•v(x, t) + — (p(x, t)) \ +g, — (p(x, t)) =-Kc_nh{x, t) • 
bt 

9 
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_> Mooney — Rivlin. pde's konvektivni: 
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_> příklad generování grafů : 

> grafQNH •= prikaz_sys_prutokova_rovniceJNH:-plot\v{x, t) -S(x, t) • 1000, x = —, t = 0 ..3.5, 

numpoints = 500, color = red, thickness = 3, title = Q{t), titlefont = [ " R O M A N " , 15], labels 

= ["t [s]", "Q [dmA3 s A - l ]"] , legend= ["NH"], labelfont= [ " R O M A N " , 15], labeldirections 

= ["horizontal", "vertical"] 
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