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Nazev

Teorie automatickéhorizeni v prikladech

Abstrakt

Laplaceova transformace je jednim ze zakladniclemattickych nastrdjteorie auto-
matickéhorizeni. Umo#uje transformaci funkci gasové oblasti do oblasti komplexniaD
sledkem je skutaost, Ze slozité matematické operace v okruhu etif@élnich rovnic, které
bychom museli vykonatipanalyze a syntéze systértizeni, mohou byt nahrazeny mnohem
jednodusSimi operacemi algebraickymi. Pojeti bakk&prace se zaffuje na zaklady teorie
automatickéhdizeni. Diraz je kladen na praktickaiast, bakalgska prace obsahuje mnozstvi
piikladi, které by ndly poslouzit k pochopeni slozité problematiky Lagg@avy transformace
stredoskolskym studetntn na Stedni pfimyslové Skole strojni a elektrotechnickéispev-
kova organizace Resslova 5, 400 01 Usti nad Lalesbpru 26-51-M/01 Elektrotechnika,
zantieni: Automatizace a gaacové aplikace v fedmétu Automatizace, ktery se viuje ve

tfetim actvrtém ra@niku.

Kli ¢ové slova:
Laplaceova transformace, diferencialni rovniggnpsova funkce,ipchodova charakteristi-

ka, identifikace



Tittle

Theory of control engineering in examples

Abstract

Laplace transform is one of the basic mathematazd$ of control engineering. Enables
transformation function from the time domain to tteemplex domain. Result of is that com-
plicated mathematical operations within of diffarahequations, which we had to use the
analysis and synthesis of control systems can jpleaed a much simpler algebraic operati-
ons. The concept of bachelor thesis is focusesi@masics of the theory control engineering.
Emphasis is placed on the practical part. Bachlesis contains numer of examples, which
should serve to understand complicated issue dfdpéace transform high school students at
the High technical school of Mechanical and EleealrEngineering, contributory organisati-
on, Resslova 5, 400 01 Usti nad Labem, in the #6l&1-M/01 Eletrical Engineering, specia-
lization: Automation and Computer Applications hetsubject Automation, which is taught

in the third and fourth year.

Key words:
Laplace transform, differential equations, tran$ferction, step function, identification
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Kapitola 1

Uvod

Laplaceova transformace je jednim ze zakladniclematickych nastrdjteorie automatickeé-
ho fizeni. Proto je nezbytné pochopit jeji zaklady kterych se da poz{ stawt slozigjsi
analyza a syntéza regutdch obvod. Fi feSeni linearnich diferencialnich rovnic a jejich
soustav s konstantnimi koeficientyibeme pouZzit integralni transformace, které nahrazuj
operace derivovani a integrovani nasobetiioiilenim a vlastnieSeni diferencialni rovnice
je prevedeno n@eSeni soustavy linearnich rovnic. Téma bakiié prace bylo @tive vybra-

no a konzultovano s Ing. Pavlem Votrubcem, ktenyéuye predmét Automatizace na Stdni
pramyslové Skole strojni a elektrotechnickéispivkova organizace Resslova 5, 400 01 Usti
nad Labem. Jednotliva témata na sebe navazuji pgdieovre vzdklavacich cili na uvedené
Skole.

Cilem bakal&ské prace je srozumitelnou formou seznamit studentatematickym na-
strojem profeSeni diferencialnich rovnic a jejim uzitim v te@utomatickéhdizeni. Baka-
larska prace je napsana a koncipovana tak, aby smahii studenti prezemi formy studia
pfipravovat na vyuku fednttu automatizace. Kazda kapitola obsahuje na svédtkaateo-
reticky rozbor probirané latky a nasléda doplréna o rekolik typowve reSenych fikladu.

Predkladana prace nema za cil opisovat definicikazy nebo vzorky, které jiz byly
nékolikrat publikovany a rozebrany do nejmenSich iflietas pislusnymi dikazy. Hlavnim
piinosem by rdla byt forma jakou jsou teoretické zfy vyswtleny na nejiiznorodjSich

piikladech. Z vlastnich zkuSenosti vim jaké & problémycini studenim teorie automa

tickéhotizeni. Je pdeba si ug¢domit, Ze studenti maji na pochopeni a osvojéisiysné lat-

-1 -



KAPITOLA 1. UVOD

ky teorie automatickéhsizeni bez fislusnych matematickych zakiadhruba ti mésice.
Nekteti studenti budou poté pokiavat ve studiu vibuzném oboru i na vysoké Skole, kde
na probrani latky je i&kolik semestralnich kufz Prace si klade za cil ukazat uziti zaklad
Lapaceovy transformace nélgadech a pomoci studeémh k zakladnimu pé&etnimu osvojeni
pii préci s Laplaceovou transformaci v teorii autdeaghihofizeni.

Bakal&skéa prace bude organizovana nasledovrkapitole 2 bude proveden popis La-
placeovy transformace, budou definovany hlawty iransformace a rozklad na parcialni
zlomky, které jsou pegba pro zptnou transformaci. Kapitola 3 obsahujéktady na pimou
a zptnou Laplaceovu transformaci @ildady na praktické vyuZiti Laplaceovy transformace
pii feSeni diferencialnich rovnic. V kapitole 4 jsou dery zakladntasové charakteristiky
v z teorie automatickéhtizeni a jsou zde probrany metody identifikadenpsové funkce
z prechodové charakteristiky, nappodle prof. Strejce. Kapitola 5 obsahuje teoketic a
praktickoucast z konstrukce frekvénich charakteristik v logaritmickych si@nicich. Ce-
lou préci ukoli zawr v kapitole 6.

Predkladana prace je pouze uzkym &gm na dané téma teorie automatickébkeni a

nepokryva celou latku vyiwvanou v uvedenént@dnetu.



Kapitola 2

Laplaceova tranformace

Laplaceova transformace v matematice dmjejednu ze zakladnich integrélnich trans-
formaci. Je jednim ze zakladnich matematickychrojshejen teorie automatickékaeni.
Transformaci odvodil jiz roku 1812 francouzsky nmaik Pierre Simon de Laplace (1749-
1827). Jiz dive 1737 vSak tuto transformaci pouzil LeonhardeEi reSeni jistych obyej-
nych diferencialnich rovnic. Pouziva ség§eni gkterych obyejnych diferencialnich rovnic,
zejménadch, jeZ se objevujiipanalyze chovani elektrickych obvigcharmonickych oscila-
tora a optickych z&zeni. V technice se s ni setkanfegpudiu vlastnosti systému spejjpra-
cujicich véase (v tomto smyslu je Laplaceova transformacesjSkam Z-transformace pro
diskrétni systémy). Vyhodné uZiti LT sfied v moznosti snadnéhdgvodu funkci Zasove
oblasti do oblasti komplexni.@Bledkem toho se pak slozité matematické operadeuho
diferencialnich rovnic, jenz bychom museli slézcitat pii analyze a syntéze systérfize-
ni, mohou nahradit mnohem jednoduSSimi algebraickyperacemi. Jinymi slovyeceno:
uzitetnost Laplaceovy transformace gp@ v tom, Ze fevadi funkce realné pramné na
funkce komplexni prognmné zmisobem, g némz se mnohé slozité vztahy meZivpdnimi
funkcemi radikald zjednodusSi. Je to matematicky aparat, ktery um@zpongrné snadno
fesit tlohy spojité linearni regulace. Vyznam pduziplaceovy transformace v teorii regula-
ce je v8ak hlubsi. S jeji pomocitiieme totiz velmi jednoduSe popsat linearni spogtgila-
ni systémy misto diferencialnich rovnic pouzijeme farenosové funkce. Dle obrazku (2.1)

pojem transformace funkce znamena, Zze kazde furhl(d:) Z jedné mnoziny prosmneé t

pritadime funkci F(s) z mnoziny funkci komplexni protnné s. U pojmu transformace

-3-



KAPITOLA 2. LAPLACEOVA TRANSFORMACE

piitadime tzv. originalu (zde funk&asut) urcitym piedpisem tzv. obraz (je funkci komplex-
ni proneénné s). Fi feSeni linearnich diferencialnich rovnic a jejiclustav s konstantnimi

koeficienty nizeme pouZzit integralni transformace, které nahramgrace derivovani a inte-
grovani nasobenini délenim a vlastnireSeni diferencialni rovnice jegvedeno naeSeni

soustavy linearnich rovnic.

2.1 Pierre Simon de Laplace

Pierre Simon de Laplace — (23ebna 1749 — 5.ibzna 1827) byl francouzsky matema-
tik, fyzik, astronom a politik,élen Francouzské akademieidy kralovské spolmosti
v Londyre a Komise pro miry a vahy. Za sebou zanechal montatré dilo jizZ svym rozsa-
hem. Zabyval se matematickou analyzou, teorii pfa@dobnosti, nebeskou mechanikou,
teorii potencialu, zaved| pojem Laplaceovy transface, uzil tzv. Laplade operator (v par-
cialni diferencialni rovnici pro potencial silovélpole). Je autorem teorie o vzniku slémie
soustavy z rotujici mlhoviny (Kantova-Laplaceovarte) a mnoha dalSich metod s mnoha

aplikacemi.

-
] Uloha v
obraze

Zpétna transformace

OBRAZEK 2.1:Schématické znazami LT

-4 -



KAPITOLA 2. LAPLACEOVA TRANSFORMACE

2.2 Matematicky zapis

Nech’ je funkce f (t) spojita (nebo alespao ¢astech spojitd) a definovana na interva-

lu <O,oo). Pak Laplaceova transformade{ f (t)} funkce f(t) je definovana integralnim

vztahem:
0 7%
kde funkce f(1): <O;°°) - R je pednt,
F(s); sOC je obraz.

kde s je komplexni nezavisla pramna. Je i&jmé, Ze vzah (2.1) se po integraci stava pouze

funkci s a dostanemeC{ i (t)} =F(s). Obraz funkcef (t) pii Laplaceo¢ transformaci je
funkce jedné komplexni pramné s, ¢asto ji znaéime F (s) Definicnim oborem je oblast
konvergence integralu. Funkde(t) nazyvame originalem fpdmétem) a funkciF (s) obra-
zem funkce f (t) Laplaceova transformace je integralni transfoemddera konverguje
jestlize existuje limita. frazeni f (t) - F(s) nazyvame imou Laplaceovou transformaci a
budeme ji zn&it F(s) :ﬁ{ f(t)} . Inverzni transformacF (s) - f(t) nazyvame zgnou

Laplaceovou transformaci a budeme ji azvat symbolemf (t) = El{ F (s)} :

s

Laplaceova transformace jéildad slozigjSiho zobrazeni, nezZ jsou funkce — obrazy a vzory
nejsoucisla, ale funkce. Takovymto zobrazenimti& operatory. Vzory v Laplaceévrans-
formaci zn&ime obvykle malym a jejich obrazyiplusnym velkym pismenem. Argument

Laplaceovy transformace budeme uzavirat do sloremgworek pipadré budeme pouzivat
specialni symbol ,odpovidaf (t) £ F(s). Vztah mezi pedmétem a obrazem budemekaly
strusngji zapisovat pomoci symbold: f (t) — F (s). Misto oznaeni funkci pouzivameip
mo jejich vyjadeni (funkni predpis), argumentipdn®tu zna&ime pismenem (a za defini-
ni obor pokladame intervéD,oo) ), argument obrazu budeme v této pracknasmenems.

Namisto operatoris se rekdy pouziva operatop . Pokud bychom se podivali na pouZitou

literaturu tak zjistime, Ze operatqr se pouziva &tsSinou vceské literatie [8], predevsim v
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matematice a teorii elektrickych obvodOperators se pouziva v teorfizeni a v matematice
[1, 2,7, 12].

Poznamka:

f (t) reprezentace funkcesasové oblasti (vzor,ipdmet)

F (s) reprezentace funkce v operatoroveé oblasti (obfapomplexni funkce komplex-
ni prongnné s
Pronenna s je sice komplexni, alefpvypoctu béZnych obra#t potitame podle stejnych pra-

videl jaka jsme pouzivalifpintegrovani a derivovani realnych funkci realméngnné. Ri

pocitani obrag mizeme pedpokladat, Zes je realna kladna proénna.

2.3 Vlastnosti Laplaceovy transformace

Existence- i v pripact, Ze funkcef (t) je na celém interval(lo,oo) spojité a definova-
n&, nemusi jeji obraz existovat. Jestlize totizmitdefinini integral konénou hodnotu, mu-
si f(t) sphovat kritérium konvergencdtim‘f (t)‘e‘St =0. Nagiklad funkce f (t)=€" tuto

podminku nespiluje, a proto jeji obraz neexistuje.

Oblast konvergence pro danou funkcif se mnozina hodnos, pro réz integral

v Laplaceo¥ transformaci konverguje, nazyva oblast konvergehee ukazat, Ze jestlize

integral konverguje prof vbod s,, pak konverguje vkazdem bouds, pro ktery
Re(s) > Re's). Oblast konvergence Laplaceovy transformace jg {e};JRe( > F} kde

R je dano chovanim funkcé(t) prot — .

Vztah k inverzni Laplace@vtransformaci- pro kazdou funkcif (t) takovou, 2e£{ f (t)}

existuje, plati:

f(t)=c*{c{f ()

Vztah k derivaci vyhodou pouZiti Laplaceovy transformace prdéit@mi diferenciélnich rov-

nic je jeji vztah k derivaci:

{100} =s2{ f(9) - 1(0,)~- s 2(0,)- "9 (0))
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Vzorec Ize odvodit pomoci integrace per partesati prav tehdy, kdyz jednotlivé de-
rivace existuji. Tento vztah umitidjie pimé z&lenéni patateinich podminek do vyptu re-
Seni diferenciélnich rovnice.

Obvykle @i fizeni proces se uvazuji Laplaceovy obrazy pro takové funkcendetine

na R, které jsou nulové na interva(u—oo,O). Nezavisla prornnat jako ¢as nabyva vzdy jen
kladnych hodnot. Jestlize je tedyjaka funkce f (t) definovana na celém intervabilR
(nap. funkce f (t)=€"), pak funkci f (t) kterou podrobujeme Laplacepiransformaci,

chapeme ve smyslii (t) = { f gt?orzr:)i 20 O.

Coz se da zapsat pomoci tzv. Heavisidovy funkcedn@ikovy skok) jako
e"H(t) = €'1( ). Obvykle se v3ak i v takovémtdipadt pouziva (nefesny) zapise™. Vy-
hodou je v skterych gipadech jednodusSi popis, takze budeme tefedppklad podle po-
treby také vyuZzivat. Jinymi slovytiheme napsat, Ze defénii integral Laplaceovy transfor-
mace ma integtai meze0 a o tj.

— defini¢ni obor funkce asové oblasti j€0;c)
- funkce f (t) je VZDY nasobena jednotkovym skokem

—at .
je tedy obrazem funkce (t)=e™ El(t)={eo :i(()) nikoliv vak

L

Nap. F(s)= o a

funkce f (t)=¢e™.

Pro dané funkcef (t) a g(t) a jejich fislusné Laplaceovy transformade(s) a

G(s) nasledujici tabulka shrnuje vlastnosti Laplacewwagsformace:

Pfima i zgtna Laplaceova transformace je transformace linearn
£{af (1) +bg(t} = ac{ f(9}+ c{ o 3}
c{aF(s)+bG(g)= «{ H §+ B ¢}, 3maq ;s

Véta o p@&éateeni hodnog

(2.2)

f(07)=limsF(s9 (2.3)

S—>
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Véta o konéné hodnaot

f («) =limsF(s) (2.4)

s-0
Konvoluce funkcif (t), g(t):

t

(f Dg)(t):(ng)(t)=J; f(t-u) o( U du=
c{fOg}=F(s) (9, kde A §=c{ ()} o p=c{ ¢}

O —y
=
Nei
<
T
=
o
[

(2.5)

TABULKA 2.1:Vlastnosti LT

Predmet Obraz Popis
f(t) F(s)
tf (t) -F'(s), s> 5 Derivace obrazu
t"f (t) (-)"F"(s), s>s n-ta derivace obrazu
) 4 deri brazu. jing
(0 1 (1) d"F(s) o> n av f:rl\{ac.:e obrazu, jiny
ds’ mozny zapis
=1 (t) IF (g)dg s> s Integral obrazu
f t) o integrani konstanta se &ir
E{T} - _J; F(s)ds z podminkylim F (s) =0
f(t)e* F(s-a), s>s+¢ Posunuti v obrazu
f(t-a) e*F(s) Posunuti v originale
1_¢(s .
f (at) ~F (—j s>as Zména neritka
a (a
£'(t) sF(9- f(07), (s> maq{ 0,5}) Obraz 1. derivace
f"(t) $F(9)- sf(0")- (07) Obraz 2. derivace
£ (t) $'F(9)- &* f(0)----- £"Y(0) Obraz n-té derivace
; Obraz integrélu
jf (u)du @ (s> max{ O’ST}) J
0
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t

[ f(u).9(t-u) du F(s).G(9 Obraz konvoluce

0

f(t).H(t-a) e=c{f(t+a)}, s> s Translacea= 0

f(t-a).H(t-a) e*F(y), s> s Translacea> 0
F (s)

s>0 Obraz periodické funkce

2.4 Vypocet obrazi z definiéniho integralu

Pokud bychom chiti spccitat jednotlivé obrazy elementarnich funkci dleimi€hi inte-
gralu narazime na vazny problém amaslozitych integrélu. Z tohotoigodu se pouZziva tzv.
Laplacdiv slovnik, ktery nAm @uje jednotlivé obrazy pro elementarni funkce v ioidde.

Pro ilustraci sloZitosti jsou niZze vy§teny obrazy pro nejpouzivgsi funkce v originale.

Piklad. Ukete Laplaceovy obrazy nasledujicich funkci pomedinitniho integralu:

1) f(t)=at, aOR

u=t u=1

) o0 —St

F(s)=[ f(t)e* dt=] ate" %t v=e* v=—eS =
0 0

ju.v dt= uv—'[ U. vdt (2.6)
[ g e oo

ol

e— st
S

F(S)=T f(t)e” dt=T ™. e dtzT Ciak dt_i[ I = 27

1
at+s st a

3) f(t)=sinat, f(t)=cosat, aOR

Dvojim pouzitim metody per partes dostaneme pem&sCIR rovnici pro primitiv-

ni funkci:
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F(s)=[ f(f) e dt=[sinte* de= [ e*sin tdt
0 0 0

{uzeSt U=-sé" [ = S& 'uz—zsﬂ
| (t) :Ie’“_sintdt‘ VvV =sint v=-cost :[—e’“_cost}—j ses .COStC{ V = cog v= sin | = (28)
Iu.th= uv—I u. vdt I ulv de qu. 'u vdt

=[—e’“.cost}—[sés‘.sint}—j d e .sintde- € cost ssift *s(I)t
Resenim této rovnice je:

| (t) =-e™(cost+s.sint) - < I( 1)
| (t)+s%1(t) =-e(cost+ s.sint)
_ —e(cost+ s.sint)

l (t) - Sz +1 +C

(2.9)

Pro p>0 je limita lim e (cost+ s.sint) =| 0.omezene

Pro p<0 limita tIim e (cost+ s.sint) neexistuje, protoze neexistuje limif@a>0 je limita

— +oo

lim e (cosrr+ ssinm) = lim (- 1".

n - +co n- +oo

Poté dostavame

. 1 ¢ e 1 1
E{S|nt}=sz+1[—e (cost+ssmt)}O :§+1[ G-(- )= 77 (2.10)

Stejnym zfisobem bychom spetli i Laplacdiv obraz funkcef (t) = cosat

Pro vypa@et Laplaceova obrazu zakladnich goniometrickyclkéiimiZzeme pouzit také Eule-

rovu formuli:

e =cosat+ j sinat= E{ éat} =£{ cosa} + [{ sirg}

(S+ ]a) _ S a (211)

1 (s+ ja) _ v
d+ & &+ 3 St 3

L{eia‘} = =

S— ja_(s— ja( s+ ja

-10 -
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Srovname realnou a imaginatdist a dostaneme:

£{ siraf =—2— | s> ( (2.12)

£{cosat} = i

s+a’

2.5 Slovnik Laplaceovy transformace

TABULKA 2.2:Slovnik LT

Predmét Obraz Piredmét | Obraz
w
3(t) 1 sinat pep s>0,wlR
1 S
1(t) g COSc m s>0,wdR
1 w
t @ sinhat | > @UR
2 S
t? z coshat | Z_ = wOR
|
e s?il nON & sTla alR
n-1
! 1 how e L aor
n-1 S s+a
1 2sw
2 s -
tzeat S_a)3 alR t coscdt m wlR
n!
tneat W alR, nON eatsina)t (S_ a)2 N w,alR
tn—l 1 S—a
e — a0R,n0ON | —>_%  walR
(n-1)! | (s-4a) e cosut | (s-a)*+ar
Pozn.:

Pomoci derivace obrazuiieme spéitat rekteré obrazy pro danégumety:

-11 -
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f (t) =tsinat
(9= £{ (1] :_(52 i,)wzj =_o.(s(2;jfa))2—)22sw: (Szzfzz)z (2.13)
f (t) =tcosat
F(9=c{ 10} =52 1((“2)2 e @214

2.6 Laplaceova transformace impulsu

Pti hledani obrazu funkcd (t) , kterd je definovana na omezeném intervalu neloidje
na rékolika vzorci na tiznych intervalech ze svého detiniho oboru pouzivameipvypoctu
piimo vzorec pro obraz a nebo pouzivame tvrzeni aznbposunuté funkce. Toto tvrzeni se
nazyva ¥ta o translaci. Symbolern (t) ozna&ime funkci jednotkovy skok, ktery je defino-
van redpisem

0, prot<
1, prot=0

H(t)=<

Na piikladech v dalSi kapitole si ukazeme v§pbobrazu funkci popsaného typdi-P

(2.15)

pomeaime, Ze staleiedpokladame, Ze uvaZzovaniegnety jsou definovany pouze pro neza-

pornou hodnotu argumentu.

2.7 Zpétna Laplaceova transformace

Transformace origindl obraz je pima transformace. Existuje sanem¢ k ni zgtna
transformace, tedy transformace obrazoriginal, ktera k obrazur (s) prifazuje ot origi-
nal f(t).

Inverzni Laplaceova transformace je dana vztahem:

f()=C{F() = [ F(9eas 2] Hyee 2.16)
277j He+ juiue)

kde c je libovolné realnéislo lezici v oblasti konvergence (pak celénka Re(s) =c,

pies niz se integruje, lezi v oblasti konvergencetal (2.16) znamena &glovani Kivko-

-12 -
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vého integralu po uzéené Kivce c, ktera v sob uzavira vSechny singularni body funkce
F (s) Toto vyislovani je mozné residuovowtou (nutna znalost komplexni analyzy), ale
vétSinou se nepouziva a v praxi se€tm@d transformace provadi pouzitim slovniku Laplageo
transformace.

Pti provaceni zpstné transformace (hledarfi(t) k danémuF (s)) se &zng vyskytuje
funkce F(s) jako zlomek — racionatnlomena funkce. Takovou funkci santepgrn¢ nena-

jdeme ve slovniku a proto ji musime rozlozit negowwparcialni zlomky a teprve pak k nim
najit ve slovniku original. Rozklad v parcialni mky lze provaét n¢kolika zpisoby, které
jsou dale dkladre rozebrany a na vzoroveéntikladu ukazany.

Obecny postup:

1. Vypocitat kareny jmenovatele (poély funkce).

2. Rozlozit jmenovatele na séin korenovychéinitela.

3. Rozlozit funkci na parcialni zlomky

4. POZOR - rozklad na parcialni zlomky figmdt n-nasobného Kenu obsahuje
pro tento nasobny ken n ¢lend, tj. parcialnich zlomk s kaenovym¢initelem ve
vSech mocninacl®+n.

5. Nalézt odezvy k jednotlivym zlonikn.

6. Aplikace Wty o linearit — celkova odezva je dana stem dikich odezev.
Predpokladame, zZe obrd—‘z(s) je ryze lomena racionalni funkce a hledarfedpet
f(t)=c{F(s)}-
Vypocet vzofi v LT a uziti tabulek popisujicich LT vSak vyZzadiigou paetni rutinu,
kterou je nutné si alespos jednoduchych fdpadech nac¥it, jak bude ukazano daletiPoz-
kladu na parcialni zlomky setbeme setkat s nasledujicimi typy jmenouvat&terym musi-

me piradit sprava Citatele pro rozklad. Jak je witdz nasledujiciho rozkladuileec nezalezi

na tvarwitatele pgivodniho slozeného zlomku.
2.7.1Rozklad na parcialni zlomky

Rozklad na parciélni zlomky se pouZziva také u irsteg racionallomené funkce. Ra-

cionalni lomena funkce ma tvay( s)z%, kde P(s) je polynom stupaim, Q(s) je poly-
Qs

nom stup® n. Je-li navicm< n fekneme, Ze racionalni lomena funkce je ryzi. Patyn@

-13 -
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jmenovateli rozloZzime v realném oboru. Kazdou mggiionalé lomenou funkci Ize rozlozit
na souet parcialnich zlomk pricemz kazdému realnémuilemu s= a s nasobnostk, pati

k parcialnich zlomi tvaru

A LA

s—a (S— a)k (217)

Dvojici komplexre sdruZzenych kieni s , = b+ ci s nasobnostli, pati | parcialnich zlomi

tvaru
M;s+ N, M;s+N
(32‘2b5+ 5+ ‘3)' ’(82—2b8+ g+ 6)‘ (2.18)
Jmenovatele se snazime rozlozit na faktory co cejé to mozné, nap
P(s)
(2.19)

m WY
(s-a)*(s-a)"...(s g)”“( S+a, 3,81) ( Sta,, Js,BM)
zde jiz nelze kvadratické faktory dale rozlozit limearni faktory (nemaji realné femy) a

vSechny faktory v rozkladu jsouizné. Cilem je rozlozit tento podil na get parcialnich

zlomka.

Funkci F (s) rozlozime na parcialni zlomky typu:

—_ Pn(s) - A B Cl CZ Dl D2 D3
F(s)= - B - =+ + + S+ + S+ S+
s(s=9(s (s F(( sA)+w) s sa sb(s-p) s (s (s (2.20)
+E1(s—/1)+ E '
(s=A)"+ 42
Parcialni zlomky podle n&stjSich jmenovatéi:
A _ nON; As+ B, Ast B As B As B

(s-4)

S+ (s +df (Sz+a)2)2; [(S_a)zqu (2.21)

V pripact parcialniho zlomku s kvadratickym polynomem ve noeateli (bez redlného ke
ne) upravime tento polynom dopiim nactverec a \itateli doplnime pipadnyclen o stej-

39{~9
s+ A _ 2 2
1

)= 21 Bs+ Q" 1V "
(S C) l:(s+28j +(c—4s’-ﬂ

Jak je vidt z predchoziho vztahu (2.22) ne vZzdy ndm bude rozklapaneidlni zlomky

nou konstantu:

(2.22)

¢init nejvétsi potiZze f zpétné LT. Ri rozkladu na parcialni zlomky iieme obdrZzet jmeno-
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vatele, ktery se neda dale rozlozit nacsowkorenovychcinitela z divodu, Ze kéenem je
komplexnicislo. V tomto pipad musime alespoveédét do jakého tvaru bychomdtn zliomek
upravit, tak aby ndmijpominal rgjaky vzor ze slovniku v n&asgjSich gipadech goniomet-
rické funkce nasobené exponencialou. Z tohdteodu si v dalSi kapitole uvedemekolik
vypocta téchto specifickych fikladu.

NejduleZitejSi véc pii zpétné transformaci je ta, Ze se musime podivat nagwegele a
pokusit se najit podobny vyraz ve slovniku. Pokakbvy vyraz ve slovniku nemame, pak
musime zé&it s algebraickymi Upravami. Pokud si upravime jowatele, zkontrolujeme
v jakém tvaru jecitatel a popipact ho také upravime, jestlize hledany vyraz neni pogo

Zadnému ve slovniku.
2.7.1.1Algoritmus pro rozklad na parcialni zlomky

Krok 1.

Pro kazdy faktor(s+ a)" pridejte do rozkladwn parcilnich zlomi

+ S§a+ (S_Aza)2 teet ( S_A‘a)n (2.23)

Pro kazdy faktov(s2 +as+ ,B)m pridejte do rozkladum parcialnich zlomi

Bs+G , BsG _  Bs+G,

s’ +a;stf (sz+crzs+,82)2 (§+ams+,8m)m

(2.24)

V predchazejicich odstavcich jsme konstantyiinaomoci indexi, ale dale budeme pratv

Si prehlednost znat konstanty po sabjdoucimi pismeny. VSimite si, Ze péet neznamych
pismen vzdy odpovid4 stupni jmenovatele. V&itarsi take, Zeitatel P(s) nema na tvar
parcialnich zlomk Zadny vliv.

Krok 2.

Urcete neznameé konstan#y, B, C,... objevujici se v parcialnich zlomcich pomoci znalgs

2.7.1.2Pfehled metod pro ziskani koeficient

K urceni neznamych konstant jelkolik metod, dale pokryjeme ty nejzitejSi.
VSechny zde pouzivané metody jsdevzaty z [4]. K jejich ilustraci vyptiu pouZijeme na-

sledujici genosovou funkci.

-15 -
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s+5
F(S):—SZ—ZS—3 (2.25)

Funkce je ryze lomen4, protoze stapmlynomu itateli je mensi neZ ve jmenovateli. Nej-
prve rozloZzime jmenovatel nailemovécinitele. Pouzijeme hil vzorec pro k#eny kvadratic-
ké rovnice, Hornerovo schéma nebo odhadisou

s?-2s-3=(s-3( s+ (2.26)
Kazdému keenovemwiniteli prislusi jeden parcialni zlomek. Dostavame tedy duaiglini

zlomky, obecy

S+5 _ A + B
(s-3)(s+) s-3 sr1

(2.27)

Ted nam zbyva Uit neznamé konstanty, B.

2.7.1.2.1 Nasobici metoda

Rovnici (2.27) danou hledanym rozkladem vynasobjmenovatelem zlomku, vykra-
time na pravé strancoz vzdycky jde) a pak roznasobime. Posledni jgadhromazdit stejné
mocniny na pravé strantakZze tam vznikne polynom s neznamymi koeficieynasobime
rovnici spolgnym jmenovatelen{s-3)(s+1).

s Alsm3)(st) | H(s3( 5]
s-3 s+1

s+5= A(st1)+ B s-3

s+5=( A+ B) st( A-3B.

(2.28)

Neznamé koeficienty v rozkladu vygithme metodou netitych koeficienfi. Tato me-
toda se opird o&u o rovnosti polynorin — dva polynomy jsou si rovny, rovnaji-li se jejich
koeficienty u stejnych mocnin. Dostavame tak soustavnic

A+B=1
A-3B=5.

Resenim této soustavy rovnic fe= 2,B = -1, takZe rozklad na parcialni zlomky ma pak tvar

(2.29)

s+5 _ 2 1
(s-3)(s+) s3 s1

(2.30)
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2.7.1.2.2 Dosazovaci metoda

Pro ugeni neznamych koeficieihtmiZzeme pouZzit krogh porovnavani koeficiefit u
jednotlivych mocnin i dosazovaci metodu, kterowlshzeme na nasledujici¢ddkach (této
metod se tak&ika metoda zakryvaci a jeji obnmu si ukazeme dale)

s+5= A(st)+ B s 3 (2.31)
rovnost plati pro kazdg, tedy i pro kéen s=-1, poté dostavame
-1+5=A(-1+)+B(- + 3

(2.32)
4=-4B= B=-1
pro druhy kden s=3 dostavame
3+5=A(3+1)+B( 3-
(3+9+B(3-3 (2.33)

8=4A= A=2
je videt, Ze jsme f pouZziti obou metod dosahli stejnych vyslédKkimto je rozklad hotov a
my mizeme pistoupit k zgtné Laplaceovy transformaci.
Tento trik je jedina opravdu spolehliva metoda. Yhahguje, dikyéemuz je velice d+
lezita. Nevyhodou je, Zeie byt velice zdlouhava a pracna préniwypaiet, protoze obec-

n¢ je patet neznamych a et rovnic, které obdrzime, rovny stupni jmenovatele

2.7.1.2.3 Zakryvaci metoda
Vyjdeme z fivodni rovnice:

s+5 _ A . B
(s-3)(s+]) s-3 31

(2.34)

Chceme-li znatA, zakryjeme na levé stramdpovidajici faktor(s—3) a do vzniklého vyra-
zu dosadimeislusny kden s=3. Dostaneme

s+5

AT s+

8
=—=2,
(2.35)

x=3

Podobi zakrytim (s+1) a dosazenins=-1 dostaneme

s+5 4
‘ =—=-1. (2.36)

“(s-3) (1IN -4

Dostavame tedy stejny rozklad jakie@tim a prakticky zdarma. Toto je nejlepSi metoda z

kavani neznamych koeficientzkuseny rozkladasi jen napiSe tu zakladni rovnici s obecnym
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rozkladem, pak si v ni prstem zakryva faktory anmy piSe vysledky. Zkuste si to sami na
nésledujicim gkladu:

28’ =55+ 5 _A- 2+ B- —1+ C- 1
(s+1)(s-9)(s-2) 1 s1 s2

(2.37)

Protoze toto bude evidertmaSe nejoblibefSi metoda, podivame se na ni blizeedpokla-

dejme, Ze mame podil polyndm%, a Ze(s— a)n je jeden z faktar q. Teorie nantika,
als

Ze pak mame nésledujici obecny rozklad

(. A, . A , A P9

a9 sa  (s-a (=3 d¥

Podil P/ Q tam reprezentuje soet ostatnich parcialnich zlokQ je vlast stejny poly-

(2.38)

nom jakoq ale bez faktorL(s— a)”. Ted’ tuto rovnost vynasobime timto faktorem a pak do

vysledné rovnice dosadime hodnatg a.

P8 p o aen A (s ds ar PS5
a(s (s-9 Au(s 9+ A

=A.0++A_ .0+ A+ z((a;.)o :

©
—
NEZ»

Qo
N
OB

(2.39)

—
wn
|
&
E]

s=a

p(
q(s)

(s-a)

Napravo jsme dostali neznamy koeficiefyt, ve jmenovateli nalevo viastrodebirame

NCB
I
>

s=a

(zakryvame) faktor(s— a)”, takze toto je vskutku princip zakryvaciho triktento posledni

fadek tedy vlasthdava obecny vztah pro tuto metodu.
Ted’ také vidime hlavni omezeni této metody. Prvni [gnmbnastane, kdyZ j@ vétsi

nez 1, protoZe pak nejsme schopni dostat dalSivadgjici konstanty. Nagklad k ziskani

A._, bychom ndli ve jmenovateli zakryt(s— a)”_l, ale pak by tam gad ve jmenovatelit®

stévalo(s— a) a tentokrat uz neni mozné dosaditza s. V téch gikladech vyse byly vzdy
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linearni faktory jen v prvni mocn#ncoz je pro zakryvaci trik ten nejlepsi mozitippd. Tel

e

se podivdme nano slozigjsiho.

Priklad: Uvazujte nasledujici rozklad.

2s°-1__28-1_A B, _C
ss-¢ 4(s1) s & sl

(2.40)

Vsimngte si, Zes” neni ireducibilni kvadraticky faktor, ale lineéagién (s—O) na mocninu

dva, takZe jsme s nim podle toho zachazeli (irddndipolynom je takovy polynom, ktery

nelze rozlozit na sain jednodusSich polynoim. Ted urtime konstanty, Zaeme tim nejjed-

nodussim zfisobem, tedy zakryvaci metodou. Zakrytilenu (s—l) na levé straha dosaze-

nim s=1 ziskameC =1. Zakrytim s* a dosazenins=0 dostanemeB =1. Nelze ale zakryt
jen jednos a dosadit nulu, neboli zakryvaci metoda selZzenstamty A. Obratime se tedy na
spolehlivou metodu nasobici, ale protoZze uz znamehddnoty, tak nebudeme mugesit
systémtt rovnic, ale bude st# pouze jedna. To nam podstatzjednodusi praci.
-1 A1, 1
$(s-]) s $§ sl
2’ -1= A9 s- ) +( )+ %O
252—1:(A+])§+(1— A) s1 (2.41)
= A+1=2= A=1
L2-1 1.1, 1
S(s-) s $§ s1

Podobr postupujeme vifipads, kdy jsou i kvadratické faktory. To je druhé omezeakry-

vaci metody, neda nam koeficienty odpovidajici katidkym faktofim. Davod je jednodu-
chy, neni reélny ken, ktery by Slo dosadit. Postup si ukazemeifldguk nize, nejprve si to

shrneme.

Algoritmus pro uéovani koeficieni parcialnich zlomi
Krok 1. pokud jsou tamdaké linearni faktory, pak pro kazdy fakt(xs— a)n najckte koefici-
ent odpovidajici parcialnimu zlomku s nejvysSi niegn pomoci zakryvaci metody:

a) zakryjte faktor(s—a)" ve jmenovateli dané funkce,

b) dosal'te s= a do vyrazu, ktery zbyl.

Pokud méa dana funkce pouze linearni faktory v machj jste hotovi.
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Krok 2. pokud jste dostaligaké koeficienty v Kroku 1, dodde je do obecného rozkladu,
ktery ukujete. Pak najite zbyvaijici koeficienty pomoci nasobici metody:
a) vynasobte obstrany rozkladu spateym jmenovatelem a zkite na pravé stran
b) piepiste vyraz napravo jako polynom,
¢) srovnanim koeficieritpolynonmi nalevo a napravo odie tolik rovnic, kolik zbyva
uréit proménnych,

d) vyiesSte tyto rovnice.

Nez ukdzeme dalSiilad, ukdZzeme dvypomocné metody. Neni nutné je znat (ten algoritmus
vySe obvykle funguje velice déd), ale gkteri lidé by mohli ocenit, Ze usnadiji ziskavani

rovnic @i nasobici metod

27.1.2.4 Dosazovaci metoda — roz&eni

Pri této metod vyjdeme z rovnice, kterou jsme dostali vynasoberdnkladu pi naso-

bici metod. V prikladé vySe to je rovnice (2.41) ozﬁmé([). Tato rovnice mé platit pro

vSechnas, tudiz i pro &jakou konkrétni hodnotu, kterou si vybereme. Pottadéto rovnosti
dosadime &aké konkrétnicislo za s, dostaneme rovnici s neznamymi koeficienty. Kolik
rovnic potebujeme, tolikrat dosadime zangjaké ¢islo. Komplikace mze vzniknout, pokud
by rekteré takto vzniklé rovnice nebyly nezavislé, alesé pozna v gbéhuteSeni a prostse
dosazenim jinéha piida dalSi rovnice.

Dosazenim kieni linearnich faktak je ekvivalentni zakryvaci metddPokud jsme ji
tedy jiz g'ed nasobici metodou pouzili, pak je pro dosazovestodu teba pouzit jiné hodno-

ty nez kdeny. Vrame se k poslednimurigladu. Kdyz dosadime do rovnice (2.4(]3) néco

jiného nez 0 a 1, naixlad s=-1, tak dostaneme rovnici pra.
28’ -1= A s-)+( s )+ 30 (2.42)
S=-1=1=2A-2+ 1= 2A= 2= A= (2.43)

2.7.1.25 Limitni metoda

Tato metoda zdné s fivodni rozkladovou rovnosti. Ta se sklada z racivicél lome-
nych funkci a my date vime, jak se tyto funkce chovaji v nekéme. V rovnici jsou vSechny
racionalni lomené funkce ryzi, takze jsou stuprtitatelich mensi nez ve jmenovateli a

v nekoneénu jdou podily k nule. Nicménjsou tam vzdy &které, u nichz je stupev citateli
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piesré o0 jedntku mensi nez ve jmenovateli. Pokud tu zakladni imwynasobime progn-
nou s a pak pejdeme do nekorea, utime snadno limitu vSech podlilTy, které maji piad
mensi stupe v ¢itateli, pijjdou k nule, ale ty, u kterych sedtestupré srovnaly, fjdou
k podilu koeficieni u nejvysSich mocnin. Zase se vratimeriklpdu vySe a vyzkouSime to,

nejprve vynasobime vSechiieny s a pak tos poSleme do nekotiea

2_
337228 1:3 A+_B+_Cj
s*(s-1) s § sl
28-s ., B Cs (2.44)
o ATt —
s*(s-1) s s1
2=A+C

Dostali jsme rovnici skoro zadarmo, zkuSé&agic to dokaze, aniz by si dokonce tu vynaso-
benou rovnost psal, présse podiva na tutpodni rozkladovou a rovnou pise rovniCasto

to uz stdi, i zde jsme jiz vSechny ostatni nezname zisledrwackou, takze rovnou dogée
tame i A a mame rozklad.

Jak uz jsme psali, tyto dypomocné metody neni opravdu nutné zn&ktéii studenti
nelibé nesou, kdyz seéei komplikuji a musi se vic rozhodovat, vyloggim vyhovuje ten
algoritmus vysSe, prostse nadi zakryvaci a nasobici metodu a zvladnou tim va&gchkdyz
treba oldas musi vice pitat.

Nicmére mnozi studenti, kié se citi v této oblasti jisti, s®sto neboji si rozhodovaci
postup zkomplikovat a oceni, kdyZz znaji i pardrikteré dokazi ¢kdy vyrazré zkrétit vy-
pocty. Pro r¢ jsme zde fedstavili ty d¢ pomocné metody, budeme je na vhodnych mistech
pouzivat jako alternativni postup. Tiiklokonce existuje mnohem vigkolik pokrccilejSich,

ale asi i méa praktickych metod si ukazeme dale.

UvaZujme nasledujici rozklad:
$-3¢-3s-10_ A B>-3 Cs D
(s-1f(s+4) s1 (s)F S+4

(2.45)

Jeden koeficient jsme dokazali najit zakryvaci metp zakryli jsme vlevds-1) a do zbyt-

ku dosadilis=1. Tim jsme ale skatili, je ¢as na nasobici metodu. Nejprve vynasobime spo-

leénym jmenovatelem a pokratime rovnici:

$-39-35-10= A s)( 5+ 4-¢ 5 4+( o | sY (2.46)
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Standardni postup jedevynasobit rovnici (2.46) ozianou h¥zdickou jmenovatelem, roz-
nasobit pravou stranujgpsat ji jako polynom, pak porovnatéobtrany a dostanemayii
rovnice, (i jejichZieSeni porize, Ze uz znam8:

$°-35-3s5-10=( A+  8+(- A2G B J S(4A €2DPH(-4A12 ) (247)

1 = A+C

-3 = -A-2C+D-3

-3 = 4A+C-2D (2.48)
~10 = -4A-12+D

= A=0,C=1,D=2
a tedy

$-3¢-35-10_ 0 _ 3 &2
(-0 (s+a) 1 (s S+4 &

Kde by se tady mohl projevit dosazovaci trik? Nami®znasobovani na pravé skge
moZné zait s rovnici (2.46) a dostat rovnice (tolik jich potebujeme) dosazeniri hodnot
za s (libovolné malych), pokud mozno malych.

$£-39-35-10= A s )( 8+ 4-F 3+ d+( Cs [ s)

$s=0=>-10=-4A- 12D

s=-1=-11=-10A- 15 £+ D

§=2=-20=8A- 24+ X+ D (2.50)
-10 = -4A-12+D

=|-11 = -10A-4L+4-1
=20 = 8A+ 2C+D- 24

Zda se, Ze bylo snag8i takto ziskatit rovnice, na druhou stranu tento postigsto dava
rovnice s velkymi koeficienty, coz neni taékpé, kdyZ dojde na jejicteseni.
DalSi pomocna metoda pouzivala limitu. Vynasobiddadni rovnost vyrazers a pak fpe-
jdeme do nekorima.
s$-38-3s5-10_ As_ Bs N Cst C
(s-1)°($+4) s-1 (s7° <$+4 (2.51)
1=A+0+C.

Je to jen jedna rovnice, ale skoro zadarmo. V&imsi, Ze je stejna, jako jsme dostali u naso-
bici metody B porovnani koeficierit u nejvyssi mocniny. Neni to nahoda, tak to vyjde
vzdycky.
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RozlozZte na parcialni zlomky:

S —st+4

> 2.52
S +2s+1 (2:52)

Funkce neni ryze lomena, protoze stupelynomu \citateli je stejny (nebo &si), nez ve

jmenovateli. Poélime polynomy \itateli a jmenovateli

(s?-s+4):($+2919)= 1+%;31
(s +25+1) (2.53)
-3s+3

Na parcialni zlomky budeme rozkladat pouze ryzeeloynzbytek. Jmenovatel rozloZzime na
kofenovécinitele a dostavame
-3s+3 _-3s+3_ A N B

sz+25+1_(s+1)2 s+l (S+1)2 (2.54)
Vynasobime rovnici spotaym jmenovatelem(s+1)2 .
-3s+3=Alstl)+ B= As( A
A(st]) (A B 255
-3=A,3=(-3+B)=B=6
3s+3_, 3. 6
(S+1)2 S+1 (S+1)2 (256)
RozloZte na parcialni zlomky:
S
(s—l)(s2 + 2) (2.57)

Funkce je ryze lomen4, protoZe stipolynomu Kitateli je mensi, nez ve jmenovateli. Jme-
novatel jiZ je rozlozen na kenovécinitele, protozes® +2 = 0 méa pouze komplexni keny.

S __A N Bs+ C
(s-1)(¢+2) s-1 $+2 (2.58)

Kazdému keenovemuwiiniteli piislusi jeden parcialni zlomek, nerozlozitelnémudcagickeé-

mu ¢initeli také. Vynasobime rovnici spdleym jmenovatelem.
s= A($+2)+( Bs §( s2) (2.59)
rovnost plati pro kazdg, tedy i pro kéen s=1

s=1:1= 3A= Azé (2.60)

dalsi kadeny nemame. Bildosadime jinéislo nebo porovname koeficienty.
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&:0= A+ B=14+ B> B=—= (2.61)
3 3

zbyva vyjadit C. ProtoZzeC se objevuje u prvni i nulté mocnirg;, miZzeme si mocninu vy-

brat. Vezmeme ndps.

s:1=-B+ C:1+ C= C:—2 (2.62)
3 3
parcialni rozklad pak je
S _ 1 + —-s+2
(s-)(s+2) 3(s-) F$+2 (2.63)

DalSi metody budeme ilustrovat na rozkladu

53—3§—35—1O: A+ B—>—3+ Cs [
(s—1)2(§+4) s-1 (s—l)2 g+4

(2.64)

Jednu konstantu jme jiZ dili zakryvaci metodou, protoZe ta je nejjednodwesdiema smysl
hledat k ni alternativu. Ostatni konstanty bychdamdards urcili nasobici metodou, coz je

piresré chvile, kdybychom oceniligiakou alternativu.
2.7.1.2.6 Linearni faktory |

Zacneme s problémem nalezed, obecr s hledanim konstant u linearnich faktor
které se objevuji ve vySSi mocairPrvni zajimava metoda je zaloZena na selskémmozu
Pomoci zakryvaci metody dime A, odpovidajici nejvySSi mocninistého linearniho fakto-
ru (s— a)”. Jakmile tento koeficient zndme, tak |zegunout cely parcialni zlomek nalevo a
spojit s @ivodnim podilem, & se A _, stava koeficientem s nejvySSim mocninou napravo a
muzeme k jeho nalezeni pouzit zakryvaci metodu (9mdevou stranou). Jakmile takini-
me, fesuneme zase tento zlomek doleva a pokeane timto zpsobem, dokud nedostaneme
vSechny koeficienty odpovidajici tomuto linearniaktoru. Pak se iesuneme k dalSimu
atd., takZe se takto nakonec daffiivSechny konstanty u parcialnich zloinkaloZzenych na
line&e. Jak to zabere u nasSehikfadu?

s3—352—33—1O: A N Cs D 3

(s-1)°(g+4) s-1 $+4 (s
s3—352—3s—10+ 3 _ A+ Cs L
(s-1)°(£+4) (s-9)° s-1 <+4

(2.65)
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$-3s+2 _ A,Cs D
(5—1)2(§+4) s-1 &+4
(S—l)(52+ s—2): A ,CstD
(s-1)*(¢+4) s-1 $+4
(32+s—2) __A ,CstD
(s-1)($+4) s-1 S+4

(2.66)

_ S+s-2 | _
(11111)(s* +4)

s=1
TakZe jsmeA nasli, ale uprava podilu nalevo dala asi vic préeecela nasobici meto-
da. Mohou ale bytifklady, kde toto porive.

2.7.1.2.7 Line&rni faktory I

Zde se pokusime zobecnit zakryvaci metodipdPeaime, Ze je zaloZzena na nasledu;ji-
cim postupu. Vezmeme rozklad, ktery se seastna ®jaky linearni faktor(s— a)", a

vynasobime jej timto faktorem.

(- A, ., A , A P9

A9 = e e a)n_l (=9 R n (2.67)
L R Tt (L.
q(s

Q(s)
Pak jsme dosadili za= a a dostaliA,. Da se tjak dostat iA_; ? Ano, mizeme derivovat
ob¢ strany této rovnosttimz A, zmizi a A_, tak bude jako konstanta, takze dosazeni uz to
udéla. Zase to pouzijeme na nasipad.

$-3¢-3ss10__ A, B  Cs D

(s-1)°(¢+4) s-1 (s1° <+4

s°-3¢-3s-10 » Cs D

(32 + 4) s’ +4

s +15€ - 4512 Cs D .( Cs D
(s +4) =A+2(s-1)—— 12 +(s-1) ( §+43

=A(s-1)-3+(s-1)

(2.68)

o1 2= arolad
5 4

=0.

Cs+ D)
s’+4

s=1
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Osobré bych radji volil nasobici metodu. Pokud derivujeme vicekidistaneme také dalSi
konstanty. To je zajimavé z teoretického hledighatoZze dostdvame obecny vzorec pro
vSechny konstanty u zloniks linearami. (PokrblejSi ¢ten&i mohou vidt zajimavou souvis-

lost s rezidui a obeérLaureatovym rozvojem komplexnich funkci.)
(1 d",  wp(s)
A _((n—k)! g {(S 3 {3

2.7.1.2.8 Kvadratické faktory |

(2.69)

s=a

Zde je mozné pouzit zajimavou verzi dosazovaciko.tKonstanty u linearnich faktir

(u nejvysSich mocnin) Ize ziskat dosazovaniifekolinear, u konstant z kvadratickych par-

cialnich zlomk nejvysSich mocnin zase zabere dosazeni komplexofeae.

U naSeho fikladu ma komplexni faktor ken s= 2i, jeho dosazenim dostaneme
$-39-35-10= A s )( &+ 4+ B 4+( Gs Y =) 2.70)
s=2i=> 2-14=(&-D)-( €+ D)i.

Porovnanim reélné a imaginarfasti ziskdme rovnic =8C-3D a 14=6C+ 4D, které

hraw vyreSime a dostanen@®=1 a D = 2.

V piipac, Ze by jeden kvadraticlkilen byl giitomen vicekrat, ziskAme zase pouze koeficien-

ty u nejvyssi mocniny.
2.7.1.2.9 Kvadratické faktory Il

Pokud vam nevadi komplexni vyfig, nabizi se jestjeden trik. Pokud povolime kom-
plexni kaeny, tak Ize kazdou ryzi racionalni funkci rozlaii parcialni zlomky zaloZzené na
linearnich¢lenech neboli nagth nejgijemrgjSich. Vzniknou pak i komplexni koeficienty.
V naSem pikladé dostaneme

$-3-3s-10_ A B C D
- = + =+ -+ _
(s-1) (§+4) s-1 (s1° s-2i st+2i

(2.71)

ted mizeme pouzit zakryvaci trik giplusnymi kdeny a dostanem®&, C a D u poslednich

dvou to bude
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c.$-39-3s1d _ 2141 1
(s-1)*(s+2i)|_, 16-12 2 2’
(2.72)
5.$-39-3s-1d _ 2+ 14i_ 1 1
(s-1)°(s-2) |_, 16+12 2 2

Posledni konstanté =0 ziskame naifiklad jednou z metod vySe, takze

1 1i 1+ 1i
S o4 4
$$-39-3s-10_ 3 ,2 2.2 2 (2.73)

(s—1)2(§+4)_ (-1 s-2i s+2i

ziskali jsme tak rozklad, jehoz dalSi vyhodou je,nema kvadratick&leny. Nevyhody jsou
dvé. Museli jsme provadt komplexni vypéty, coz mozna ¢kterym nebude az tak vaditéy
Sim problémem je, Ze vysledek integrace obsahujeplexni¢isla, jenze zadana funkce je
realna. Vysledek by tedy ¢hbyt rovnéz realny, takze se ziskany komplexni vysledekejest
musi upravovat do realného tvaru, coZz nemusi ldrigduché. Snad z tohdivbdu se tento

trik s komplexnim rozkladem nepouziva v realnémrobo
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Kapitola 3

Priklady na Laplaceovu transformaci

Na tomto mist bych rdd poznamenal, Zekteré zde pouzitériklady byly pevzaty ze
zdroji, které jsou uvedeny na konci této pracetsinou se jednalo o zahr&ni matematicky
zantiené weby nebo ti&é publikace. Ale byly vzdy publikovany jakoieéené bez uvedeni
vysledii, které bylo nutné vypitat a uvést postufeseni. Na filozeném CD naleznete scany

vypocétu jednotlivych piklada, které byly v ramci prace vymysleny a sfemy.

3.1 Priklady na piimou Laplaceovu transformaci

Priklady: Pomoci zakladnich vztalransformace a s vyuzitim uvedenych obragkterych
funkci ukete obrazF (s) k predmetu f (t).

Priklad ¢islo: | Zadani: e \;ySIEder 2 6
— 3t _ Y =—+ -
1 f(t)=4+2e™-3t%€ (s) S (S+3)2 (s+ 2)3

Reseni:
f(t)=4+2e™-3e?

F(s)=c{ f(0) =c{avate™ -3t e} =c{4+c 2’} +£{-3t '} = 3.1

=4c{d + 2rfte™) - xfve?) = 4+
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— Vysledek
Priklad ¢islo: | Zadani: 3
2 f(t)=2sin& - 3cos | F(s)= "> 4*1052‘ 798t 4C
s*+295 +100
Reseni:
f (t) =2sin& - 3cos®
F(s)=c{ f(t)} =c{2sin5t- 3cos g = 2{ sinb- B cogje=
(3.2)
_, 5 o5 _ 10 3 _10(s+4)-3[s+2§ _3¢+104- 755 4
L+5 F+22 Z+5 +2° (s°+25)(s+4) §+ 29%+ 100
£ Vysledek
Priklad islo: | Zadani: Y s
f(t)=3t—2sint =
5710 (9-523
Reseni:
f (t)=3t-2sint
F(s)=c{ (1)} = £{3t-2sin§ = {§ - 2{ sir} =
) (3.3)
gl , 1 _3 2 _3(3 +1)—2$2_ 2+ 3
£ T2+17 2 G+717 52(52+1) 4+ &
Priklad sislo: | Zadani: | Vys'ede‘; s 4
4 f(t)=t"-2+4e" +2cos2 | F(s)=——-——+—+
(t (5) s s st1 $+2°
Reseni:

f(t)=t*-2+4e" + 2cos2
F(s)=c{ f()} =c{-2+4e"+2cosq ={ ¢} - Zz{ i+ 4{ &}+ 2{ cosk (3.4)

:2—21.{-4 1 + 2 S :_2—_2-+-_4+—$
$ s st $+22 3§ s 81 =2
_— Vysledek
Priklad ¢islo: | Zadani: .
5 £ (1) = 46 + 26 + sin 2t _ 65’ +125" + 28s+ 34
(¥ F(s) s'+25+ £+8s12
Reseni:
f (t)=4€ +26> +sin2t
F(s)=c{ f()} =c{aé+26 +sin2} = «{ §+ z{ &} +£{ sindt
(3.5)
gl 1, 2 :4(s+3)(52+4)+2(s—:|)(§+ Z)+ {1s)s ;;:
s-1 s+3 ¢+2 (s—l)(s+3)(§+4)
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_ 6s’+125 + 28st+ 34
s'+28+ $+8s12

o Vysledek
Priklad &islo: | Zadani: 3 2 X 8
6 (3t+2)e‘2t+3cos$— 2sint | F(s) + + -
(s+2)* s+2 $+9 $+16

Resent:
f(t)=(3t+2)e™ +3cos3- 2sint= @™+ 8%+ 3cod3 2sirn4
F(s)=c{ (1)} =£{3te™ +2e” + 3cos 3 2sin4 =

=3c{te™} +2c{e?} +3c{ cosF - Z{ sin§ = (3.6)
1 1 S 4 3 2 3 8
=3 2 3 -2 = -
(s+2)2+ s+2 g+F & (5+2)2+ s 2 219 & 16

o Vysledek
Priklad ¢islo: | Zadani: 8s 4¢ - 36
7 f(t)=t(2sin2+ 4cosg | F( )‘(SZ+4)2+(52+9)2

Resent:
Tento fiklad mizemeresit dema zgisoby, ukaZzeme si zde jeden a u dalSitiklgdu si uka-
Zeme oba zZjsobyieSeni (v tomtoibpact pouzijeme sloz#Si zpisob).

f(t)=t(2sin2+ 4cos = ® sint2 t4 cos3

F(s)=c{ f(0)} =c{2tsin2+ 4 cos§ = 2{t sinf+ &t co§3=

!

_ 2 S __ (4 4 ) _
B (252+22+4sz+32j (52+4+ §+9j 3.7

:_0+4_25+—4(sz+9)+4s.25= &  43-36
(4 ($+9° (344" ($+9

- Vysledek
Priklad &islo: | Zadani: 3 .
3 3(t+4)cosz | 125+ 3’ + 48s- 12
s’ +85+16
Resent:
f(t):3(t+4) cos2= B cost 12co$2
(3.8)

F(s)=£{ f(t)} =c{3tcosa+ 12cos@= B{ 13 cog2 £ cdb
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( s j s _3($+4)+3s2s 125
=—| 3 + + —

T+ 22 g+2° (S2+4)2 $+4
O
2_
m{tcosax}:s—a)zz
B
2 , : | (3.9)
_39-12 13 _35-12+1($+ 4 128+ R+ 485 1
(52+4)2 s +4 (52+4)2 $+85+16
A Vysledek
Priklad ¢islo: | Zadani: .
9 3(t+4) cos2 1253::352+ 48s- 12
s'+85+16
Reseni:
f(t):(Stz+Z—1)e‘t+(t+J)sin2: Fe'+ 26'- €+ tsinH sin:
2! 1 1 2.2s 2
F(s)=£Ly f(t); =3 +2 - + + =
(s) = 1(0) (s+1)  (s+) (s+1) ($+22)° $+2° (3.10)
6 2 1 I 2
= 3T 2 + 7l 2
() (s+) () (g42) S+2
o Vysledek
Priklad ¢fslo: | Zadant: 2 , $-4 2
10 2te® +(t-2)cos2 (s+2) (s2+4)2 244
Redeni:
f(t)=2te® +(t-2)cos2= 26* + t cos® 2cost2
F(s)=c{ f(t)} =c{2te® + tcos2- 2cosp = 2{1e*} +£{t cosp- 4 co}
, (3.11)
_, 1 _[ s J_Z s _
(S+2)2 SZ+22 SZ+22
m}
2_
DC{tcosz}:S—wz2
(s +e)
3.12
2 $+4-s2s 2s _ 2 N §- 4 2s (312)

T(s+2)  (s+d)  SH4 (sv2) (d4d) S+
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Priklad islo: | Zadani: Vyszlef%k
11 f(t)=26"cosq | =
s°+8s+25
ReSeni:
f (t)=2e™ cos3
F(s) :£{ f(t)} :£{2e‘4t Cosa} = Z{ e cos:} = (3.13)
_,_(s+4) _ 2s+8 _ 2s+8 '
(s+4)2 +3 (st 4)2+ 9 s°+8s+25
Priklad cislo: | Zadani: Vysedek 20
12 e'(2cos3- 4sinh S -
S +2s+10 S+ 23 26
ReSeni:
f(t)=e"(2cos3- 4sinf= B' cost3 & sint5
F(s):ﬁ{ f(t)}:£{2e’t cos3— 4 sinE}: 2{ = cos}%— [4{ é sin}6=
2s+ 2 20 (3.14)

5 (s+1) 4 5 _ _ _
(s+1)°+3F (s+2°+5 (s+)°+9 (s )+ 25

_ 2s5+2 20

T F+25+10 S+ 23 26

Vysledek
25" +18s’+ 90 + 3163+ 36(

s +10s'+ 335+ 1768+ 180«

Priklad ¢islo: | Zadani:
13 f(t)=2te™ - € sin4t+ 2

Reseni:
f(t)=2te™ - €e*sin4t+ 2

F(s)=c{ f(0)} =c{2te™ - e* sinat+ 3 = 2{ t6*} -£{ & sindt+ z{}
_ A i 2 A2
(s+3)° (s+2)°+# s (s+3° (s23°+16 s

4

2_ X'+1&+ 9¢¢+ 316+ 360

= - +
S+6s+9 $+4s20 s

5+ 10%+ 33% 176°% 180s

Ani: Vysl k
Prklad &fslo: | £2dant: ys egi .
14 f(t)=3tsin4 +( 3e? ) > + S
s'+328+ 256 £+ 4s 4




KAPITOLA 3. RIKLADY NA LAPLACEOVU TRANSFORMACI

Reseni:
f(t)=atsina+(3e?)
F(s)=£{ f(t) :£{3tsin4t+(3e_2t)'}= Zf 35in4+5{( %7) }:
(3.16)
4 o -4.35 >
:_3 35 —| 3 2t :_3 =
(52+42j ' (s+2)° tm( ) (52+16)2+(5+2)2
_ 2sw
Litsinaty =——
{tsina] (sz+a)2)2
24s 3s 24s . 3s =40

) (32 +16)2 * (s+2)° TS +329+256 &+ dsr £

Zadani: Vysledek
Ptiklad ¢islo: . t & 1 6 s—-3
f(t)=e™(1-2sin3)+ cos 3 dt - +
15 (t)=e™(1-2sin3) { (s+3) $+6s+18 &- 68+ 18!
Reseni:

t t
f(t):e‘g‘(l—Zsinf:t)+J'e3t cos3dt= e¥ - F° sin:}.[ & cos8dt
0 0

F(s):ﬁ{ f(t)}:/;{e'a—ze'&sin?;&;[ é cosad}:ﬁ{ 'e’}— Z{ € sin?t+£{_ci; ) cos&%t: (3.18)

1 3 s-3 _ 1 6 s- 3

1
(s+3) 2(s+3)2+32+_sD(s—3)2+3?_(s+3) i+6918 65185

- Vysledek
Zadani: 2 3 . 8

Priklad ¢islo: . ,
16 f(t)=2-3e™+4re | - (s+2) (s-9

Reseni:
f(t)=2-3e® +4te

_ 1,1 20 2 3 8 (3.19)
F(S)‘ﬁ{f(t)}—zg PTILA Par

- Vysledek
Priklad &islo: | Zadani: 3
17 f (t)=2cos2+ 4cost 25 +125"+ 18st 4¢
s*+135+ 36
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Reseni:

f (t)=2cos2+ 4cost3

S 3 2s 12 _2s($+9)+10$+4
F(s)=c{ f(t) =2 4 = = =
(s)=£{ 1(1)} F+27 T F+3 2+4 €+9 (s°+4)(s+9) (3.20)
_ 25®+125° + 18s+ 48
s*+135+ 36
., Vysledek
Priklad ¢islo: | Zadani: L . 1; 6 4
18 f(t)=2t"-2sin3+ 46 | T~ 75 (s+2)
Redeni:
f(t)=2°-2sin3+ 4e>
F(s)zc{f(t)}:zﬂ—z 3 441 126 4 (3.21)

§ T2+3? (s+2)2_s“_ §+9+(s+2)2

L. Vysledek
Piiklad ¢islo: | Zadani: RN 8
19 f(t)=4e" -e* -2sin4t -——-
s+l s+2 $+16
ReSeni:
f (t)=4e" - €* - 2sin4t
1 1 4 4 1 8 (3.22)
F(s)=c{ f(t)} =4—-——-2 =— -
() { ()} s+1 s+2 S+ 4 1 2 &+1¢€
o Vysledek
Priklad &islo: | Zadani: 4s 2¢-18
20 f(t)=2t(sina+ cosB +
(t)=2( NEvare:
ReSeni:

f (t)=2t(sin2+ cos®

B _ 2s §-9 _  4s 2$-18 (3.23)
F =Ly f(t)y =2 2 =
(S) { ()} (SZ+22)2+ (52+32)2 (52+4)2+(§+ 9)2

- Vysledek
Priklad ¢islo: | Zadani: 12 10 4
21 f(t)=2e" (£ +5t-2) (s-2) (s-2) s-2
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Resdent:

f(t) =2¢* (£ +5t-2) = % + 106" - 4¢

3! 1 1 12 10 4 (3.24)
F(s)=Ly f(t);=2 +10 -4 = +
( ) { ( )} (5_2)4 (S_ 2)2 s-2 (S_ 2)4 ( < 2)2 s—2
Priklad &islo; | Zadani: 2 o Vyszleclek 4 s+1
— -2 _ 5 + -
22 f(t)—(t +4)e e' cost (s+2] s+2 (sti)+1
ReSeni:
f(t) :(t2+4)e‘2t —-e'cost= fe?+ 46* - @ cos
2! 1 s+1 (3.25)
F(s)=L1 f(t); = +4 -
() { ()} (S+2)3 S+2 (S+1)2+1
Priklad ¢islo: | Zadani: Vys'el‘éek
23 f(t)=3e"sinst | ———
s“+4s+29
ReSeni:
f (t) =3e™ sin&
_ _ 5 15 15 (3.26)
F(s)=c{ ()} =3 = =
(5) { ()} (s+2)2+52 (s+ 2)2+ 25 s*+4s+29
Priklad &islo: | Zadani: VYSIigek S+ 16
24 f (t)=2e®(2sin3+ 4cos® +
$+4s+13 S+4s 9
ReSeni:
f(t)=2¢*(2sin3+ 4cosP= &* sinB & cos2
3 s+ 2 12 8+ 16
F(s)=L] f(t); =4 + = + =
(s)=£{ 1 (1) (s+2)"+F (s+2°+2 (s+2°+9 (s 3°+ 4 (3.27)
_ 12 + 8+ 16
+4s+13 €+4s 9
Vysledek
Priklad &islo: | Zadani: 12(s- 2) (s+3°-4
25 f (t) =2te” sin&+te* cos2 P 2
[(5—2) +9} [(s+ 3 +4}
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Reseni:

f (t)=2te* sind+te® cos2

F(s)=£{ o0} :_2((5—2:)%%32} _((s+83-)|-23+ ZZJ )
0-((5‘2)2+§)-3(3“)_ (st ¥+ (s H = P
[(s-2) +9] [(s+37+4] (3.28)
232s-3) S+6s+9+4-(28+129 1§  12(s-2) , S+6s+5 _
[(s-2)+o] (s+97+4] (s 2+ [(s+3)+4]
12(s-2) N (s+3°-4
[(5—2)2+9T [(s+97+ 4}2

Pozn.:

Dosazeny vysledek siieme dovolit zobecnit a dostaneme nasledujadpmis:

o 20(s~ a)
Ly f(t)p =Lite” sinawtt = >
(o) { } [(s—a)%af}
2 (3.29)
c{ (1)} = £{te* coswt} = (s-9) _wz_z
[(s— a)’ +af
Priklad ¢islo: | Zadani: Vysledek
26 f(t)=2t'+&, t(0)=4| 2sF(s)-8
Redeni:
f(t)=2t'+3,t(0)=4
£{1 () =2(sF(9-4)= 25H §- 8 80
Priklad &islo: | Zadani: Vysledek
27 f(t)=t"-3'+4, t(Q=1t(Q= 2| F(s)(-3s+4)- s1
Reseni:
f(t)=t"-3t'+4, t(Q=1t'(Q= 2
) (3.31)
ﬁ{f()} F(9-s2-3( s p-d+ak b= £ N 354-
Priklad | 7agan;: Vysledek
c;lao. f(t)=t"+2"-'+2, t(0=-1t'( 9= 21'( P=- F(s)(§+2§—3s+2)— 3- 4
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Resgeni:
f(t)=t"+2t"-'+2, t(Q=-1t'( Q= 2t"( 9=~ 3
c{f(t)} =s’F(9+ $-23+ 2( &K b+ 32)—3( sf)s 3+ 2 F)s (3.32)

=F(s)($+28-3s2)+ §-4

” .. Zadani: Vysledek
Priklad ¢islo: t 3
20 | f(t)=20+3f(r)dr, t(0)=2 F(s)[25+gj—4
0
Reseni:
t
f(t)=2+3[ f(r)dr, t(0)=2
0 (3.33)
£ (1) =2(sF(9-2)+ 3L /(9= H $(29—3— 4
3.1.1Pfiklady na obraz impulsu
Zadan: ’
Priklad ¢islo: 3 0<t<1 Vysled(;k i
30 f(t)-<0 1<t F(s)=;(1—e )
Reseni:
3 0Os<ts<1
f(t) _<o 1<t (3.34)
Podle definice LT mizeme psat, ze
o0 1 3e_St 1 3
c{t(t) =F(s)=[ f(t) e di=[36" dt{— - } :—S(l— &) (3.35)
0 0

0
Pomoci ¥ty o translaci a znamych vzdreniZzeme tento obraz nalézt pomoci nasledujiciho

postupu. Plati, zef (t) =3[ H (t)-H (t-1)], pouzijeme-li vztah£{3} :l:’ a Wtu o translaci
f(t-a)H(t-a)2 e* F(§ mizeme si dovolit psat, ze
3

F(s)=c{ (1)} =£{3H(1)-3H(t- 1} :g—ze's =—S(1— e°) (3.36)
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Zadani: Vysledek
Pfl'klad éiSIO 2t O<t < 3 1 %—35 e—3S
1 f(t)= _ | F(s)=2| =5~ -
O S LR e
Reseni:
2t 0<t<3
f(t)= 37
(t) <O act (3.37)

Podle definice LT mizeme psat, Ze

° =€ v=-—

—St 3 st 5 st 3 ~ St 3 = St *Sts A S A S
:{_Zte } +J3-2e dt:[— 2te } +[_ 26 } :2{_ te* e} :2{_3é __2é+_0+_zll: (3.38)
s |, o s s |, $ | s 5], s s s
_ 1_%735_635
_2{? s §}

Pomoci ¥ty o translaci a znamych vzdrenizeme tento obraz nalézt pomoci nasledujiciho

© 3 u=2t u=2
c{t ()} =F(s)=] f() e dt=[2te" d{/ B ea] =

postupu. Plati, ze

f)=2[H()-H(t-3]=2H(1)- 2 (t- I+ IH(t- =

=2t (1)-2(t - 3H (1- 9 - e (t- 3 (239
odtud plyne, ze
2 2 5 6 5 1 &%
P = el 10 =g g e e :2{?}% - s} (3.40)

V dalSich dlohach budeme hledat obraz impulsu péoruéty o translaci. Emy vypaet
z definice vyuziva integtaich metod, pedevSim per partes, které nejsdadmetem procvi-

¢eni v této praci.

Zadani:
Vysledek
Priklad ¢islo: 0 Ost<1|VY ,
32 f (t) =({2e® 1<t<4 | F (S) - (e—s—s _ e—4s—12)
s+3
0 t>4
Reseni
0 O<t<1
f(t)=(2e® 1<t<4 (3.41)
0 t>4

Pomoci ¥ty o translaci a znamych vzdreniZzeme tento obraz nalézt pomoci nasledujiciho
postupu. Plati, Zze
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f(t)=2*[H(t-2)- H(t-4)]= 6% H(t-)- 267 ¥ H(+ §=

3.42
= 26%e X H(t-1)- 262 6179 H t 4 (342
odtud plyne, ze
— — oS 26_3 _ A4s 28_12 — 2 ~53_ /512
F(S)—,C{f(t)}—e STS e m—m(e e ) (343)
Zadani:
77 | Vysledek
Priklad &islo: sint OStSE 1 o,
= = — 2
33 f (t) 0 - |F (s) 52+1(1 se j
t>—
2
Reseni:
T
()= sint Ostsz »
A . (3.44)
t>—
2

Pomoci ¥ty o translaci a znamych vzdrenizeme tento obraz nalézt pomoci nasledujiciho

postupu. Plati, ze

10 :sint[H ()-H (t—gﬂ - (sint) H (1) - si{(t—gj+7—27}(t—7—9 (3.45)

odtud plyne, ze

F(s)=£{ F(t) =— _e S = 1 (1— sézsj (3.46)

t O<t<1l ¢
Vysledek
Priklad ¢islo: 1 1<t<?2 Y

—_ _1 =S <2S =3S
34 f(t)= 3t 2<t<3 F(s)—?(l—e —e2+e3)

0 t>3

Reseni:
t 0O<t<1
1 1<t<?2
f(t)= 3.47
( ) 3-t 2<t<3 ( )
0 t>3
Pomoci ¥ty o translaci a znamych vzdreniZzeme tento obraz nalézt pomoci nasledujiciho

postupu. Plati, Zze
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FO)=t[H()-HE-D]+AH(-Y-H (- +(3)[H(t- -H(t- 3]=

=tH()—[(t—1)+1]H( SYHH(-D-H (- 3 A (- 3 (e po[(e- P H(t- P
+[(t-3)+3]H (t-=tH(t)-(t-JH (t-=)-H (t-J+H(t- J-H(t- 3+ 8I(t- 2- B(t- B- (3.48)
“(t-2H(t-2)-2H (t-2+(t-JH(t- 3+ (- J=tH (1) ~(t- JH (- 1 (t-2)H(t-2)+
+H{t-3)H(t-3)

odtud plyne, Ze

F(s)=c{ (1)} = 2—%— 3 =i§(1— €°- e+ &%) (3.49)

3.2 Priklady na zpétnou Laplaceovu transformaci

Priklady: RozlozZte funkci na parcialni zlomky a pornaékladnich vztah transformace a

s vyuzitim uvedenych obrazgkterych funkci utete gredntt f (t) k obrazuF (s).

Priklad dslo: | 229aN" Vysledek

35 F(s)== f(t)=gsin3

Zadani: Vvsledek
Priklad &islo: ysiede

36 F(s)=

3 | f (t) ge_Stt

) .| 3 3 2 3., 2 3 _a.2 (3.51)
s iAo

Zadani: Vysledek

Priklad ¢islo:

37 F(s)=—=

_ 1.
ey f (t) =cos2+ sin2
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Reseni:
s+1
(3.52)
1 s 1 2 1. '
f(t)=CYF(s)}=L" i}:fl{ }+—[1{ }zcosz+—sm2
=c{FE) =02 o ole 3
Zadani: v
Priklad &islo: ! Vysledek
38 | F(s)=—> 3L | f(1)=8¢" -3¢
s —-8s+15
Reseni:
Priklad (dva tizné realné kieny)
5s-31
F(S)=————— 3.53
(5) s*-8s+15 (3.53)
Jmenovatel rozloZime na s kofenovycheiniteli:
D =b®* -4ac= 64— 4.15= ¢
_—b+J/D _8+2 /5 (3.54)
2.2 2a 2 \3
Rozklad penosové funkce na parcialni zlomky je:
F(s)= 5s-31 _  5s-31 _ A+ B 355
$-8s+15 (s-3(sH 3 sE (355)

tuto rovnici vynasobime jmenovatelefs-3)(s-5) a dostaneme:

5s-31= A(s- 5+ B s- 3 (3.56)
Do této rovnici postuphdosadime vSechny realnérkny jmenovatele a dostavame pro:
53-31=A(3-5+B( 3 3
-16=-2A= A=8

3.57
__ 55-31=A(5 5+B(5 3 (3:57)
-6=2B=B=-3
Rozklad funkceF (s) na parcialni zlomky méa pak tvar:
55-31 8 3
F()=o = - (3.58)
§-8s+15 s-3 s$5

Po zggtné transformaci dostavdme original ve tvaru (migewtu o linearit a konstanty vy-
tkneme ped zavorky).
1

f(t)=c*{F(s)} =8El{§}— 351{?15} =8¢" - 3¢ (3.59)
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Zadani: .
Priklad &islo: Vysledek
s°+3s-4 ot
39 F(s)=———— | f(t)=2+e" -2¢
(9=3722 ()

Reseni:
Priklad (ti razné reélné kieny)

2 —
F(s)— s"+3s-4

== 2 = 3.60
$-¢-2s (3.60)
vytkneme faktors a jmenovatel rozlozime na s korenovychéiniteli:
$-¢-2s &( §- 32)
D=b’-4ac=1-4(-2= ¢ (3.61)
_-b+/D _1%3 /2
2 2a 2 \-1
Rozklad penosoveé funkce na parcialni zlomky je:
F(S)=52+3s—4= $+3s 4 _A B C (3.62)
$-5-2s §s2)(s) s s2 =1 '
tuto rovnici vynasobime jmenovatelesfs-2)( s+1) a dostaneme:
$+3s-4= As2)( s+ Bt 8)+ Cs=s2 (3.63)

Do této rovnici postuphdosadime vSechny realnér&ny jmenovatele a dostavame pro:
s=0: -4=A-2).1=> A= 8
s=2: 4+6-4=B(2(3=>B=1 (3.64)
s=-1: 1-3-4=C(-)(-39=C=-=

Rozklad funkceF (s) na parcialni zlomky ma pak tvar:

s?+3s-4 €+3s 4 2 1 2
R (5)= - -

T $£-d-2s g 52)( &1)__; 52 1 (3.65)

Po z@tné transformaci dostdvame original ve tvaru (migewtu o linearit a konstanty vy-

tkneme ped zavorky).

f(t)=cF(s)} = 251{1} - 51{?12} - zcl{—l} = 2+e? - 26 (3.66)

S st1
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Zadani: ,
Priklad ¢islo: Vysledek
s*+5s-4 at
40 F(s)==——"_"| f(t)=t-1+2¢
(9= 1)

Redeni:
Priklad (jeden jednoduchy a jeden dvojnasobnigkd

s*+5s-4
(s) $-4¢ (3.67)
jmenovatel rozloZzime do tvaru:
-4 = £( s 4) (3.68)
Rozklad genosové funkce na parcialni zlomky je:
F(s):52+58_4: $+5s 4__A B C (3.60)
ss-48¢  <(s4 $§ s s4 '
tuto rovnici vynasobime jmenovatelesfi( s-4) a dostaneme:
S +5s-4= A s-4)+ B§ s 4+ C (3.70)

Do této rovnici postuphdosadime vSechny realnér&ny jmenovatele (zde mame pouze dva
razné, protoiteti ¢islo musime zvolit, naps=2) a dostavame pro:
s=0: —4=A-4)= A=1
s=4: 16+20- 4=C(1§=C= 2 (3.71)
$=2: 4+10-4=A-J+B.4-2+C.4- 2 B+ 8- B & B-

Rozklad funkceF (s) na parcialni zlomky ma pak tvar:

F( ):s2+55—4= §+5&4=_1__1+_2
s -4¢ $(s4 S s s4

Po zgtné transformaci dostavame original ve tvaru (umigewtu o linearit a konstanty vy-

(3.72)

tkneme ped zavorky).

O U R R e 373)
Zadani: ,
Priklad ¢islo: Vysledek
3s°-105 + 8s- 2 2.
41 F(s)= f(t)=2-td -2t + é
(5) s*-35+3- s (1)

Reseni:
Priklad (jeden jednoduchy a jeden trojnasobniekd
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F(S):353_1052+ 85_ 2
s'-38+35-s

jmenovatel rozloZzime na séin korenovychéinitelt, nejprve vytkneme faktos a poté pouzi-

(3.74)

jeme binomicky vzorec(a—b)g. Pokud bychom ve vyrazu ne¥ldvzorec museli bychom

pouzit Hornerovo schéma pro rozklad polynomu.

s*-38+3¢- & € &3 %+345]): (s—s])3

F(S):353_10§+83— 2_35-108+8 2 A B, C_ D (3.75)
$'-39+3s-s  g(s-1)° s ()" (s)° sl

.. , , . 3
tuto rovnici vynasobime Jmenovatelesslﬁ s—l) a dostaneme:

3°-10+8s- 2= A s '+ Bs Oss)+ DOs-s) (3.76)
Do této rovnici postuphdosadime vSechny realnér&ny jmenovatele (zde mame pouze dva
razné, proto musime dwisla zvolit, nap.s=2, s= 3) a dostavame pro:
—2=A-1’= A=2
3-10+ 8 2=B= B=-1
24-40+16- 2=A(Y+B .2C 2D .

s=2: —2=2-2+ X+ 2D (3.77)
-2=2C+2D
81-90+ 24- 2= A+ B+ €+ 1D
s=3: 13=16- 3+ &€+ 1D
0=6C+12D

Nyni musimeesit rovnici o dvou neznamych abychom dostali negnkoeficientyC, D:
-2=2C+2D/:2
0=6C+12D
-1=C+D (3.78)
0=6C+12D=C=-2D=-2
-1=-2D+D=D=1

Pouze pro ilustraci si ideme dovolit pouzit i jinou metodu ziskani neznadmkoeficienti u

rozkladu. Pokud roznasobime rovnici (3.76) a poémve koeficienty u jednotlivych mocnin,

dostaneme soustavu linearnich rovnigtydgech neznamych.
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3s’-105 + 8s- 2= A s—J)3+ Bs dss)+ [Qs—s}2
3°°-108+8s-2= A §-38+3s )+ Bs Cs @ Ds2 Bs D (379
3s’-105+8s-2= §( A D+ 4-3A 2D+ 3A B € B(- )
$: 3=A+D=D=3-A=1
s?: -10=-3A+C-2D=-10=-6+tC- 2= C=- .
s
0

8=3A+B-C+2D= 8=6+ B+ %+ 1> B=-1 (3.80)
S —-2=-A= A=2
Dospeli jsme ke stejnému zéxu a je na kazdém z Vas, ke které meétsel fiklonite.
Rozklad funkceF (s) na parcialni zlomky ma pak tvar:
_3°-10+8s-2_ 33- 108+ 8s 2 2 1 2 1
F(S)_ i_33+32— 5 3 T 3 st (3.812)
s—-35+3 S s(s—l) S (3—1) (s—]) sl

Po zgtné transformaci dostavame original ve tvaru (mige&tu o linearit¢ a konstanty vy-
tkneme ped zavorky).

f(t)=[1{F(s)}=2£'1{£}—El{ ! }—251{( 12}+El{ : }=2—t2e‘—zé+é (3.82)

(e =

. i Zadani: Vysledek
Priklad ¢islo:

42 ':(5)2582_—65+7 f(t)=2¢ +%{135ir{§t}— 3/3 coE@tJ]

-1

Reseni:
Priklad (jeden reéalny a dva komplexniikay)

2_
F(s):SS 6s+7

(3.83)
-1
jmenovatel rozloZzime na séin korenovych¢initeli, budeme muset pouzit Hornerovo sché-

ma. Celgiselnymi kdeny daného polynomu mohou byt pouzditelna ¢isla a, = -1 tedy

a, = 1. Postupujeme od mensi¢isel k &tSim.

s & s ¢
1 0 0 -1
117 1 1 O
11 2 3 320

(3.84)

Kotenem je tedyislo 1. Z tetihotadku rozkladu vyplyva, Zé&islo 1 je jednoduchym ke-

nem. Koeficienty veietimiadku nam pak davaji zbytek polynomu po vytknutidak S—1
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$-1=(s-1)($+ s+1) (3.85)
Polynom(s2 + s+1) obsahuje komplexni keny a nebudeme ho dale rozkladat.

D=b’-4ac=1-4=-3< 0

-1+i/3
_-bxJD _-1xJ3 _/ 2 (3.86)
2 2a 2 _1-i4/3
2

Rozklad na parcialni zlomky je

2 _ oo -
F(s)=5$ 6s-7_ 5¢-637 _ A Bs C

$-1 (s—l)(§+ s+1) B S—1+ S+ a1 (3.87)
tuto rovnici vynasobime jmenovatele(r!a—l)(s2 + st 1) a dostaneme
5 -6s+7= A $+ s 1)+( Bs § s) (3.88)

Do této rovnice postugndosadime vSechny realnér&ny jmenovatele (v tomtoipad ma-
me pouze jeden, proto musimedisla zvolit, nap. s=0, s= 2) a dostavame pro:

s=1: 5-6+7=A3+(B+C) .0= A= 2

s=0: 7= A+C(-)= C=-5

20-12+ 7=A( 4+ 2+ }+( B+C) . (3.89)
s=2: 15= 7A+ 2B+ C
15=14- B- 5= B= 3

Pouze pro ilustraci si deme dovolit pouzit i jinou metodu ziskani neznadmkoeficienti u
rozkladu. Pokud roznasobime rovnici (3.88) a poéove koeficienty u jednotlivych mocnin,
dostaneme soustavu linearnich rovnigtydgech neznamych.

5°-6s+7= AS+ A A Bs- Bs Gs ( 390

55 -6s+7=S( A B+ 6 A B I+ A J (3.90)
s: b5=A+B
s: -6=A-B+C (3.91)
s 7=A-C

MusimeieSit soustavu rovnic dgech neznamych. Pro vypet pouzijeme nap Cramerovo

pravidlo:
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5 1 0
-6 -1 1
A:detAl: 7 0 - _5+7-6_
detS 1 1 O I+ 1+ 1
1 -1 1
1 0 -
1 5 0
L 1o0yA > detB 1_76 1] 6+5-7+5
1 -1 1| B|=|-6 B= detSlzl 10 = 3 =3 (3.92)
1 0 -1){C 7
NI 1 -1 1
’ 1 0 -1
1 1 5
1 -1 -6
C=det(C1:1 o 7 =—7—6+5—7=_5
detS 1 1 O 3
1 -1 1
1 0 -1

Dospeli jsme ke stejnému zéxu a je na kazdém z Vas, ke které metsel fiklonite.

Rozklad funkceF (s) na parcialni zlomky ma pak tvar:

2 _ oo -
F(S):Ss 6s-7_ 5¢-637 _ 2 3% 5

$-1 (s—l)(52+ s+1) B S—1+ S+ sl (3.93)

Po zggtné transformaci dostavdme original ve tvaru (migewtu o linearit a konstanty vy-
tkneme ped zavorky).

f(t)=c{F(s) =2El{i1}—tl{ S } (3.94)

s— S+ s+l

Prvni vyraz najdeme ve slovniku LT, ale druhy vybamleme muset nejprve upravit. Jmeno-
vatel musime upravit ndverec a da@itatele potebujeme dostat linearni faktor ze jmenovate-
le.

3s-5 _  3s-5 _ 3(5%)_%_5 _ {S%j_izg _ :{SJréj 1723 -
)l G ) (D S

S T G R I

A T R T

(3.95)

-9
)
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et e )

& :
1 2 13
=2[1{—}—3151 +—=t 2 =
-1 2 ? 2 3.96
© (5+1) [fs] V3 (ﬁlf{fs] (3.96)
2 2 2 2
1
L J3 13 & (3 e? (V3 NE
=2¢ — 2 ~= —~ a2 g P P NO L Vo
2e —3e co{ > tJ+\/§ e sv{ > q 2e + \/5[13&!{ 2 tJ 3/_300E > t
. , Zadani: |
Priklad ¢islo: Vysledek
9s” — 95s+ 144 a
43 s) = f(t)=6+4e™ - &
( ) s’ -115 + 24s ( )

Reseni:
Priklad (& ruzné realné kieeny)

9s? — 95s+ 144
(s)=

S)= 3.97
s’ -115 + 24s (3:97)
vytkneme faktors a jmenovatel rozloZzime na s korenovychéinitela
$-118+ 24s= § §-11s 24
D =b*-4ac=121- 4.24& 2! (3.98)
_-b+/D _11+5 /8
2 2a 2 \3
Rozklad na parcialni zlomky je:
(s)= 05’ -95s+144_ O5- 9% 144 A B C 3.99
$$-11+24s §s8(s3 s s3 st (3.99)
tuto rovnici vynasobime jmenovatelesfs-8)( s-3) a dostaneme:
95’ -95s+ 144= A s- 3( s §+ Bf s 8+ s—s P (3.100)

Do této rovnici postuphdosadime vSechny realnér&ny jmenovatele a dostavame pro:
s=0: 144= A(24)= A= 6
s=3: 81- 285+ 144 A .6 B(- 1p+ C .8 B= (3.101)
s=8: 576- 760+ 144 A .6 B .6 C .85 C=-

Rozklad funkceF (s) na parcialni zlomky ma pak tvar:
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I:(8)2952—953+ 144_ - 0%+ 144 6 4 1 (3.102)
$$-11¥+24s ¢s9(s3 s s3 s¢

Vytkneme konstantyied zlomky abychom obdrzZeli z&kladni tvary kterédsimanajdeme ve

slovniku. U prvniho vyrazu ziskame konstantu a pletéexponencialy, kdea=3,a=8. Po

zpetné transformaci dostavame original ve tvaru (umigewtu o linearit a konstanty vy-

tkneme ped zavorky).

1 1 1
f(t)=,F(s :651{—}+451{—}—51{—}:6+ 4t - ¢t 3.103
(t)=£{F(s)} ; — -~ (3.103)
Zadani: Vysledek
Priklad &fslo: | 242™ y
4 2 3 L 2% 3
44 F(s)=—=- +— | f(t)=4e*-Z& +—=
()s+2 3s-5 § () © 3 24

Resent:

4 2 3
F(s)=—2 - > 3.104
() s+2 3s-5 8 ( )

jednotlivé zlomky musime upravit do tvaru, kteréemaeme ve slovniku.
41

1 21 1 21 3 4
F(s\=4 -= +—=4 - +— 3.105
3 3
L R e I il P R Pl A A L R
3
Zadani: Vysledek
Priklad &islo: y
45 F(s)= 4s-2 f(t)=4cos'fo—E sinb
s*+25 5
Reseni:
4s-2
F(S)=—— 3.107
(8)= 272 (3.107)

Ve jmenovateli jsou komplexni keny, podle jmenovatele je it Ze original bude goniome-

tricka funkce, zlomek roztime a upravime nasledujicimigmbem:

5
(gofs2_ 45 2 _, s 2c _, S 25 (3.108)
$?+25 &+5 &+5 g+5 ¢+ 5 +5 5 & %
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2 5 2
f(t)=CcNF 4,0t ey =4cosH-— sinb .
0= {FE)=ac S -2 2 2 8.109)
Ani: Vysledek
Priklad cislo: | 22930 y
5 3
46 F(s)= + f(t —sm\/?i—— sinh 4
(s) 42 +12 <-16 (t)= 43

Reseni:
5 3
F(s)= +
( ) 4°+12 $-16
Ve jmenovateli jsou komplexni keny, podle jmenovatele je \tl Ze original bude goniome-

(3.110)

tricka funkce, zlomky upravime nasledujicimigpbem a dostaneme:

V3 4
> + 3 1.5 3 —5 \/é +3 4 _ 5 J3 3 4
FO) =4+ 9-16 42+ % 2- 16 4, (@) 2 (4 4\/§§+(\/§)2 FEL (3.111)

f ('[) — E—l{ F (S)} — 4\5/5 5—1382 \/_3 }+23£l{82 _4 }: 4\7,35“1\/_3 —;Sinh‘ﬂ- (3112)

(] (o
Ani: Vysledek
Priklad gislo: | 22930 y
3s+4 4
47 F(s)= f(t =3COS\/—5—— sm/_ﬁ
(=5 | 1) *
Resent:
3s+4

F(s)= :

(s) s (3.113)

Ve jmenovateli jsou komplexni keny, podle jmenovatele je \itl Ze original bude goniome-

tricka funkce, zlomek roztime a upravime nasledujicimigobem:

F(S)=3S+4= 3s+ 4 _3 S 44 ﬁ _3 s +i J5 (3.114)
I e R e R

_ 1 —qp1 S +i 1 V5 =3co ——45i
f(t)=c{F(s)}=3cC {W} ﬁ[[g—(ﬁs)z}_g S5 NG n/ 6 (3.115)

Ne vzdy dostaneme mocningjakéhocisla jako v pedchazejicichijkladech.
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Ani: Vysledek
Priklad cislo: | 2298 Y
2_45 2 —3t .
48 F(s)=—2— | f(t)=—2¢e™*|7sinV 2~ 2/3cos/ 8
(s) P +65+12 (1) V3 [ ]
Reseni:
2—-4s
F(s)z=———— 3.116
() s +6s+12 ( )

Ve jmenovateli jsou komplexni keny, podle jmenovatele je it Ze original bude goniome-
tricka funkce nasobena exponencialou, zlomekdlima a upravime nasledujicimigobem,
jmenovatel upravime n#verec:

2-4s 2-4s _ 2-4s

(5)= S+65+12 $+6s 9- 9 12 (s+3)°+3 (3.117)
nyni potebujeme upravititatele abychom dostali tvas— g, tj. s+3.
(s)= 2-4s _2-4(s+3-3 _ 2= 4s+ 3+ 12 14 fst B
(s+3)°+3 (s+3°+3 (s+3°+3 (s 3°+3 (3.118)
Zlomek rozalime a upravime abychom dostakitateli w:
NE]
F(s)= 14—4(s+32: 14 ~ Z(s+3 _14 J3 4 (s+3 -
(s+3°+(V3) (s+9"+(V (s +(V3 (= 3+(V3 (s ¥+(V3 (3.119)

14 3 P )

\/_(s+3) (\/§) (s+ 3)2+(\/_3)2

YV e £ I i S VPt B Gl N G S 2 cos/ 3=
f(t)=C*{F(s)} @E{(Sﬂ)q(@)z} ar {(s+3)+(ﬁs)} 7 Ja- 4% cos/ 3= 2.120)

=%e‘3‘[7sin\/_3— z/'ecos/_e]
. Vysledek
Zadani:
Priklad &islo: | “0 o ;
4s5-3 J17 J17
49 F(s)=— > - J1 N/
(s) > —Go- 4 f(t)= {2 7005{ ]+ 3smE tﬂ
Reseni:
4s5-3
F(s)=——— 3.121
(s) 25’ — 6s— 4 ( )

Ve jmenovateli jsou komplexni keny, podle jmenovatele je \dtl Ze original bude goniome-
tricka funkce nasobena exponencialou, zlomekdldm@d a upravime nasledujicimigobem,

jmenovatel upravime n#verec.
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F(s)- 4s-3 _ 4s-3 4s- 3 _1 4s- 3 _1 43
25°-65-4 2(-35-2) (@ _36,9_.9 5 234 2 17 2( 3y _17
4 4 4 4 72 T4

(3.122)

nyni potebujeme upravititatele abychom dostali tvas— a, tj. S_E'

3.3 3 3
F(gol 453 B o G b A b 1 8123
2( 3)2 17 2[ 3]2 17 2( 3)2 17 2[ 32 1 '
s—_ | - = s——| -—— s—| -—— S| ——
2) 4 2) 4 2 4 4
Zlomek rozalime a upravime abychom dostakitateli w:

4(5—2]+3 _ (3—2) +§ g _

3J1_7J 3[JT7J 2[5 [Fﬂ]
((S 32] (2 (Sjll ° [S j ’ (3.124)
S— . 3 7

L) |
AT TS

F(s):%

) 1,8 7
AT

2 2

f(t)=c{F(s)}=2c"

—Zeg cos?{\/ﬁJ %eﬁ sin?EﬂzﬂJ—\/_?{ 2’_7c0{\/2_7t]+ BSiEhJE?tII

Zadani: Vysledek

45 ~13s- 47 e
50 F(s):m f(t)=3"+26% - &

Priklad ¢islo:

Reseni:
Priklad (& ruzné realné kieeny)
2 _12¢—
(5) = 45;1—3547 (3.126)
s’ —-13s-12
jmenovatel rozloZzime na s&éin kofrenovychginiteli, budeme muset pouzit Hornerovo sché-

ma. Cel@iselnymi kdeny daného polynomu mohou byt pouzditelna cisla a, = -1 tedy

a,=+1+2+ 3+ 4% 6 1. Postupujeme od mensicisel k &tSim.
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s & s S

1 0 -183 -12
111 1 -12 -24% (
-11 -1 -12 0

(3.127)

Jednonasobnym kenem je tedyislo -1. Koeficienty veietimtadku nam pak davaji zbytek

polynomu po vytknuti faktors+1:
$-13s-12=(s+ )( §- s 13 (3.128)
JeSt musime utit koreny polynomlés2 - s—12) , vypaiteme diskriminant a dime kaeny:

D =b’ -4ac=1+48= 49> (

_—b+JD _1+7 /4 (3.129)
7 22 2 \-3
Rozklad na parcialni zlomky je:
£ ( ):432—135—47: 4$-13- 47 _ 4%- 1% 47 A B C
$-135-12 (s+1)(3-517) (s+)(¢3(s) st s3 s. G130

tuto rovnici vynasobime jmenovatelefm+1)( s+ 3)( s- 4) a dostaneme:

45°-13s-47= st 3(s 4+ B s ) s 3+ Cs) +B (3.131)
Do této rovnici postupghdosadime vSechny realnérkny jmenovatele a dostavame pro:
s=-1: 4+13- 47= A(- 3(- 5= A= 3
s=-3: 36+39- 47=B(- (- J= B= . (3.132)
s=4: 64-52-4~C5HAC=-1
klidné si mizeme dovolit dosaditislo, které neni k@nem, tebacislo 1 (a dostaneme stejny
vysledek):
4-13-47=A( (- 3+B( 2(- 3+ C .24
-56=-12A- B+ €C=-36- 12 &= C=-

s=1: (3.133)

Pouze pro ilustraci si ikeme dovolit pouzit i jinou metodu ziskani neznamkoeficienti u
rozkladu. Pokud roznasobime rovnici (3.131) a poéme koeficienty u jednotlivych moc-

nin, dostaneme soustavu linearnich rovnétydech neznamych.

4s*—13s- 47= AS— As 12A Bs-3Bs4B €s 4 €s3 (

45°-13s- 47= ¢( A Br G+ b~ A3B 4P+(- 12 A 4B 3) (3.134)
§: 4= A+ B+ C
s -13=-A-3B+4C (3.135)

' —47=-12A- 4B+ C
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MusimeieSit soustavu rovnic gech neznamych. Pro vypet pouzijeme nap Cramerovo

pravidlo:
4 1 1
-13 -3 4
aodeth, |47 -4 §_-210_ ,
dets |1 1 1 =70
-1 -3 4
~12 -4 73
1 4
-1 -13
S 4 detB, |-12 -47 140
- - =| — = € 1— _ _ =_ =
1 -3 4| B 13 =TT —5=2 (3.136)
-12 -4 3)\c) |-47 I
1
i -12 -4
1 1 4
-1 -3 -1
codetC, |12 -4 -41_70
detS 1 1 -70
-1 -3
~12 -4
Zakryvaci metoda:
i 4s? —13s— 47 & 13 47 - 30
A= 1 = = =
_(S*)(s+1)(s+s)(s—4)Ll (3§ -1
I 4s? —13s- 47 36r 39 47 28
B= 3 =  =_"=2
_(s+ )(s+1)(s+3)(s—4)L (-7 14 (3.137)
B 2 _ _ —
c=| (s-2) 4s? —13s- 47 _ 64 52 47 - 35
I (s+1)(s+3)(s 4 |_, 5.7 35

Dospli jsme ke stejnému zéw a je na kazdém z Vas, ke které meéted giklonite. Roz-

klad funkceF (s) na parcialni zlomky ma pak tvar:

3 )_452—135—47_ 48-13s 47 M- 1% 47 _ 3

C $£-185-12  (s+1)(F-s512) (st)(s3(sd s 1 s3 =. (3138

Po z@tné transformaci dostavame original ve tvaru (migewtu o linearit a konstanty vy-

tkneme ped zavorky).
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f(t)={F(s) :3gl{i}+

1 _ 1 _ _
2 — -1 —=F '+ E¥-¢ A1
s+1 {s+3} {5—4} (3.139)

Zadani: .
Priklad ¢islo: Vysledek

-s*-8s+9 ot
= f(t)= -4
51 F(s) 1291356 (t)=3e cos/ 3

Resdent:

-5 -8s+9
F(s)=
() S+25+3st6

jmenovatel rozloZzime na séin korenovych¢initeli, budeme muset pouzit Hornerovo sché-

(3.140)

ma. Celg@iselnymi kdeny daného polynomu mohou byt pouzditelna ¢isla a, = -1 tedy

a, =+1,+ 2, 3+ €. Postupujeme od mensicisel k &tSim.

$ ¢ 3 )
1 2 3 6
111 3 6 12#¢C
(3.141)
-1 1 2 420
2|1 4 11 28 (
21 0 3 0

Jednonasobnym kenem je tedyislo -2. Koeficienty veretimfadku ndm pak davaji zbytek
polynomu po vytknuti faktors+2:

$+2¢ +3s+6=( s J( 8+ 3 (3.142)

Polynom(s2 +3) je v realném oboru ireducibilni (dale nerozlozitg|

F(s)= -s’-8s+9 _ -$-8s9 _ A, Bs (
$+25+3st6 (s+2)($+3) 2 §+3 (3.143)

tuto rovnici vynasobime jmenovatelefs+2) ( g+ 3) a dostaneme
-5 -8s+9= A $+3)+( Bs §( s 2 (3.144)

Do této rovnici postuphdosadime vSechny realnér&ny jmenovatele (dva keny si budeme
muset libovol® zvolit, nag. s=0, 2) a dostavame pro:
s=-2: —-4+16+ 9= A 7= A= 3
s=0: 9=3A+2C= C=0
~4-16+ 9= 7A+( B+C) ¢
-11=21+ 8= B=-4

(3.145)
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V tomto gipackt si mizeme zkusit dosadit komplexnifem (Metoda kvadratické faktory I)
3-8/3+9= 0A+(VB+C)(V8+ 2
12-8/3=-8B+ 2/ B+/ L+ L

Porovnanim realné a imaginagiésti dostaneme soustavu rovnic o dvou neznamyehgukt

s=+3i: (3.146)

vyieSime a dostaneme neznamé koeficienty

12+ 38 _

12=-B+ XL = C=
-8Ja=2a/B+J/C
83 =2/3B+ ef3+§faa

C

(3.147)

-14/3 :g\/_?oB:B:—4

Pouze pro ilustraci si fikeme dovolit pouzit i jinou metodu ziskani nezndmkoeficienti u
rozkladu. Pokud roznasobime rovnici (3.144) a poéove koeficienty u jednotlivych moc-
nin, dostaneme soustavu linearnich rovnitydech neznamych.
-5’ -8s+9= A $+3)+( Bs §( s 2
-5°-8s+9= AS+3 A B8+2Bs GCs2 C (3.148)
-s*-8s+9=$( Ar B+ §2B §+(3 A2T

s -1=A+B
s: -8=2B+C (3.149)
s”: 9=3A+2C
MusimeieSit soustavu rovnic gech neznamych. Pro vypet pouzijeme nap Cramerovo
pravidlo:
-1 1
-8 2
detd;, |9 0 2 -4+9+16_ 21
detS 11 4+ 3 7
0 2
30
(3.150)
1 -1
1 1 0\(A) (-1 . g _98
0 2 1l Blel—gll_ go detB; _-16-3-9__ 28 _
detS 11 7 7
3 0 2)(C 9
NI 0 2
S
30
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Dospli jsme ke stejnému zéx a je na kazdém z Vas, ke které meétse fiklonite.

Rozklad funkceF (s) na parcialni zlomky ma pak tvar:

F(s)= -’-8s+9 _ -$-8s+9 _ 3  4s
$+28+3s+6 (s+2)(52+3) 2 &+3

(3.151)

Po zgtné transformaci dostavame original ve tvaru (mige&tu o linearit a konstanty vy-

tkneme ped zavorky).

_ _ 1 _ S _
f(t)=c*{F(s =3£1{—}—4£1 — > l=3e2-4cos/ 3 3.152
() { ()} S+2 SZ+(\/§)2 ( )
Zadant: ”
Priklad &fslo: | 2293 Vysledek
—S4+3§+10§—23_ 15 3 2 _ot o -
= f(t)=1+2+—-t" -2 g+ nt
52 F(s) Sraci5d (t) 5 cos+€? si
Reseni:
-s'+39+105- 2315
F(s)= 3.153
(5) S +4s +58 ( )
Jmenovatel rozlozime na s korenovychginitelii, nejprve vytkneme faktos® .
$+4s'+55=§( $+4 39 (3.154)

JeS¢ musime utit koreny polynomu( " +4s+ 5), vypaiteme diskriminant a dime kaeny.
D =b*-4ac=16+ 4.5=-4& ( (3.155)
Polynom (52 +4s+ 5) je v redlném oboru ireducibilni (dale nerozloZitgl

F(s)=—S*35+108 2515 - ¢+ 38+ 108 2515 A B ¢ DBs E
- S +4¢ +5¢ - s3(§+4s+5) T & & s %4 85 (3.156)

JelikoZ v tomto fipadt zname jen jeden redlny iem a tos=0 musime pro vypéet ostat-
nich kdeni ¢tyii ¢isla libovolrg zvolit. Z tohoto dvodu pouZijeme metodu srovnani koefici-
entl u jednotlivych mocnin a nasleéipro kontrolu metodu s dosazenim komplexnickeko

nu.
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Rovnici (3.156) vynasobime jmenovateleﬁ( S+4st+ 5) a dostaneme

~s'+35+10$-25-15= 4 &+ 43 §+ Hs’s 4+shr Ess 4+sht( bs) B
-s'+35+105-23 15 A5+ 4A8 5A Bs 4 Bs 5 Bs Bs4 ®s5 €s “bs ° (3.157)
-s'+35+10§-23-15=( G D §+( B 4@ E%( A4 B5)C’s( 4+A5)B+s5
Udélame porovnani koeficietitu jednotlivych mocnin a jednoduchymizmbem vyeSime
soustavu rovnic ogti neznamych.

-1=C+D=D=-1-C=-2
‘: 3=B+4C+E= E=3-B-4C=3 2 4-3

(7]

ER _10-A-4B_ 10+ 3 8_
10=A+4B+5C= C= = =1
. - 5 5 (3.158)
st ~2=4A+5B= B= _2_4A:1—50: 2
0.
S ~15=5A= A=-3
Rozklad funkceF (s) na parcialni zlomky ma pak tvar
_—s'+3$+109-2515_ - 4+ 3%+ 10%- 2515-3 2 1 - 25 3_
F(S)_ 5 4 - =gttt -
S+45+5¢ $(s+4s+5) § & s %4 85
12,8 >+3 1,2 3 m3 _ 4 o2 32s+2-drs o
s § § $+485 s 5 %5 (s+2)’-4+5 s°s s (s+2+1 (3.159)
_1,2.38 2(s+2)-1 1 2 3 Ast3 1
s ¢ 8 (S+2)2+1 s § % (S+2)2+1 (s+2)2+1

Po z@tné transformaci dostdvame original ve tvaru (migewtu o linearit a konstanty vy-

tkneme ped zavorky).

f(t)=c*{F(s)} = ﬁl{é} Zﬁl{é} B 1{%} it 1{(;%)2211}% 1{(571)“1} ) (3.160)

=1+ 2 +gt2 -2 cog+e? sint

Zadani: ,

Priklad ¢islo: Vysledek
-5°-85-16s-13 I

53 F(s)= f(t)=te'+e?-2¢

() s’+8-75-1356 (t)

F(S): _53_852_168_ 13
s'+8-7-1336

Jmenovatel rozlozime na s kofenovychgéiniteli, budeme muset pouzit Hornerovo sché-

(3.161)

ma. Cel@iselnymi kdeny daného polynomu mohou byt pouzditeina cisla a, =—6 tedy

a, =1+ 2+ 3+ € Postupujeme od mensicisel k &tSim.
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st ¢ g 3 8
1 1 -7 -13 -6
111 2 -5 -18 -24¢ (
(3.162)
11 0 -7 6 0
11 -1 -6 0
11 -2 -420

Dvojnasobnym kienem je tedyislo -1. Koeficienty ve&tvrtémiadku nam pak davaji zbytek

polynomu po vytknuti faktor{s+1)°
s'+9-7$-1356=( 5 9°( & s 4 (3.163)
Polynom (52 -s- 6) dale rozlozime na soun korenovychéinitela do tvaru:

D=b’-4ac=1-4(-6 = 2t
=—bi\/B=115=<3

,2

a >\ (3.164)
s'+g-7¢-13s6=( 39’ ( s 3( 52

F(s)= -’ -85 -165-13 _ - $-88- 165 13_ A, B _C D
s'+8-7¢-1356 (s+1)°(s-3)(s+t2) (s)* &1 82 st (3.165)

— 3— — o
A{(Sﬂ)z £ -8 -165 13} _ 816 13
s=-1

(s+17(s+2)(s 3 1(-4) (5:169
_1]d[( e -S-8¢-165-13|| _(-8-88 16513 _
B_l!{ds{( Y (S+1)2(S+2)(S_3)}}5=-1 [ (s+2)(s-9 35_-1
_[(—352—163—1@(§— s §-(- & 85 165 1} 25 )1} i (3.167)
) (32 -s- 6)2 . )
:(—3+16—16)(ll- +4-(t 8 16 1g- 2 )1:(— )6- )4 (- )6 ):s;12—12:0
(1+1-8)° (-4 (-4
-s° -8 -165- 13 8 32 32 13- 5
C=|(s+2) 28 } = - =" 2 (3.168)
{ (s+2) (s+2)(s-3 ), (-3 (-9 -3
(e S -85 -165-13| _-27 72 48 13 - 160
oI, T e e

Nebo niZzeme pouzZit dosazovaci metodu. Rovnici (3.165) sghéne jmenovatelem

(s+1)°(s-3)( s+ 2) a dostaneme
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-s-8¢-165-13= A ¢ A( s 3+ B s )( s ¥ s+ (C+s)( -spr (D+o)f( +sg  (3.170)
Do této rovnici postuphdosadime v8echny reélnér&ny jmenovatele (jeden si budeme mu-
set libovolrg zvolit, nafF. s=0) a dostavame:
s=-1: 1-8+16-13=A( }(- 3= A= 1

s=-2: 8-32+32 13C()(- b=>cC= 1
_ 3.171
s=3: -27-72- 48 13 D( ¥( b= D=—P=_ 5 @470

s=0: -13=6A-6B- 3+ 2D=- 6 B~ ;043 B=
Pouze pro ilustraci si ideme dovolit pouZit i jinou metodu ziskani nezndmkoeficienti u
rozkladu. Pokud roznasobime rovnici (3.170) a poéowe koeficienty u jednotlivych moc-
nin, dostaneme soustavu linearnich rovnitydech neznamych.

-s’-85-165-13= A 3 J( s 3+ B s }( & 2 s P+ (C+s)f( -s B+ (D+s)f( +sp

-s°-85-16s5-13= S| B- G I+ § A @4 P [s A B5 €5]|B[-6-A6B3€2]

3 - -1=B+C+

s’ 1=B+C+D (3.172)
s -8=A-C+4D

s -16=A-B-5C+ 5D

0

s . —-13=-6A-6B- X+ 2D

MusimefeSit soustavu rovnic &yfech neznamych. Pro vypet pouzijeme nap Cramerovo

pravidlo:
-1 1 1
-8 0 -1
-16 -1 -5
_deta, _|-13 -6 -3 2_130_,
dets [0 1 1 130
1 0 -1
-1 -1 -5
-6 -6 -3
0 -1 1 (3.173)
1 -8 -1
0 1 1 1A -1 -1 -16 -5
1 0 -1 4)B|_|-5 _g-detB |6 -13 -3 2_ 0 _,
-1 -1 -5 5{|C| |-16 detS [0 1 1 130
-6 -6 -3 2){D) |-13 1 0 -1
5 -1 -1 -5
-6 -6 -3
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0o 1 -1
1 0 -8
-1 -1 -16
C= detC, _ -6 -6 -13 _18 24 6=£0=1
detS 0 1 1 -7 130
1 0 -1
-1 -1 -5
-6 -6 -3

o 1 1 -1
1 0 -1 -8

-1 -1 -5 -1
_ detD, _ -6 -6 -3 -1 _ 7260 _ )
detS 0 1 1 130
1 0 -1
-1 -1 -5
-6 -6 -3

Dospli jsme ke stejnému zéw a je na kazdéem z Vas, ke které meted iklonite. Roz-

klad funkceF (s) na parcialni zlomky ma pak tvar:

F(s)=—S8S-16s-18 -$§-8§-16s13 1, 0 1
$'+8-7$-1356 (s+1)’(s-3)(s+t2) (&)’ 1 $2 s¢

(3.174)

Po zgtné transformaci dostavame original ve tvaru (mige&tu o linearit¢ a konstanty vy-

tkneme ped zavorky).

f(t)=c*{F(s)} = El{%}uﬂ{;lz}— [1{—1} =te'+e?-26 (3.175)

s+1)° s-3
Priklad ¢islo: | Zadant: Vysledek
28’ -7$+ 205 - 198+ 365+ 308~ 685+ 100s 4 25,3, .02 1
- f(t)==t’+-t% +2€” ——=siny 5t
o4 F(s) $0-g+2¢-178+258- 104 (t) 3 2 J5 E
Reseni:

F(5)2259—7§+ 209 - 198+ 368+ 308- 688+ 100s 4
s¥-8+2d-17$+255- 10§

jmenovatel rozlozime na s&éin korenovychginiteli, nejprve vytkneme faktos® a dostane-

(3.176)

me:
$°-F+28-178+258-108= { & T 2% 17% 25-sl) (3.177)

dale budeme muset pouzit Hornerovo schéma.c3elmymi kdeny daného polynomu mo-

hou byt pouze ditelna ¢isla a, =-10 tedy a, =*1,* 2+ 5+ 1C. Postupujeme od mensich

gisel k &tSim.
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¢ g ¢ 3 d § &
1 -1 3 0 -17 25 - 1
11 0 2 2 -15 10 O
(3.178)
11 1 3 5 -10 O
11 2 5 10 0
11 3 8 1820

Trojnasobnym kienem je tedyislo 1. Koeficienty v paténiadku nam pak davaji zbytek
polynomu po vytknuti faktorl@s—1)3.

$°-9+2$-178+258-108= { & % 2% 17% 25-s10= {s-9i( ¥s 2%s5 s} (3.179)

$ & 3 )

1 2 5 10
-1 1 4 620 (3.180)
2/1 4 13 36# (
21 0 5 0

v realném oboru ireducibilni polynom. Rozklad jmeatele na satin kofrenovychcinitelt
ma pak tvar:

$°-+28-178+258-108= { s¥( s %} (3.181)

F(s)= 28’ -7+ 205 - 19+ 365+ 308- 68%+ 100s 40
(52" (s+2)(8+9)

(3.182)
_A B, C D E F G H Ist J
=t —+—+—+ + + + +
st 8§ s (s-1)° (s-0)° (s1) (82 (s2+5)
A=l ¢ 28° -7+ 205 - 198+ 365+ 308- 68 100s 4 _— 40 4 (3.183)
s'(s-1)°( s 2)( $+ 5) - -10 '
gol]d| «29-79+20S- 195+ 368+ 305~ 685 100s
1!|ds s*(s-1)°(s+2)( $+5) .
_| 28°-79+205 - 19§+ 365+ 308- 688+ 100s 4D _
(s-1)°(s+2)($+5) . (3.184)

_| (18- 56 + 1408 - 1145+ 18+ 126- 136 Os)( s)(2°s )H ‘8 % 26 I 36 36 66 06)(40-6+5-8 +34| 25
(-1 (s+2)(3+9)]

(100)(-19-(-49( 2% _ -1000+ 1000_
10 100

0
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col)d?| 42878+ 205- 108+ 368+ 308~ 68% 100s
21| dg? 54(3—1)3(s+2)( §+5) i
(3.185)

_ 28 -7+ 209 — 19§+ 368+ 308 685+ 100s 4 ~0
(s-1)°(s+2)($+9) .

_1]d®| 428-7¢+ 205~ 198+ 368+ 308 68% 100s
31| dg’ s*(s-1)(s+2)( $+5)
s=0
(3.186)

| 28° -7+ 209 - 198+ 368+ 308- 685 100s 4 _
= - =0
(S_l) (S+ 2)(§+5) s=0

_ 328’ -7+ 209 - 19§+ 365+ 30%- 685 100s 4D _
£=| (=) (-1 (s+2)($+9 i
s=1

_2-7+20-19+ 36 36 68 100 40 54

=—=3
3.6 18

(3.187)

_1)d 228 - 78+ 208 - 19§+ 368+ 308~ 68% 100s
F==:—|(s-1) .
1] ds s*(s-1)°(s+2)( $+9 ]

_ 28° -7+ 209 - 19§+ 3658+ 304~ 68%& 100s 4' _
s'(s+2)($+5)
s (3.188)

| (18s°-569 + 1408 - 1148+ 18G+ 126- 136 1po§ s )2% )H B % Zs s & 36 886 00)(40%F UB 425 Jue
[s'(s+2)($+5)]

s=1

(252)(19-(54( 83 _ 4536~ 4536_
324 324

0

_ 25’ -7+ 205 - 19§+ 368+ 308- 685+ 100s 40 _
: _{(S+2) 34(5—1)3(s+ 2)( S+ 5) } -
s=-2
_~1024-1792 2566 1216 1152 480 272 200 48 7716
16(-279 (9 - 3888

(3.189)

Pro vypaet koeficient 1,J pouzijeme metodu kvadratické faktory I, rovnicil@2) vyna-

sobime jmenovatelem a do vzniklé rovnice dosadéme/5i .

28° - 7¢+ 205 - 198+ 368+ 308- 68% 100s 49( ks )J 6 —s)’ +s)2

28° - 7¢+ 205 - 19§+ 368+ 304~ 685 100s 46( ts }f °s s 36 Bs 2 (3.190)

Porovnanim realné a imaginakiésti dostaneme soustavu rovnic o dvou neznamyehoukt
vyieSime a dostaneme neznadmé koeficienty. V torfifiagk jsme pro vypodet museli pouzit

vypocetni techniku a hledané iemy jsou:

(3.191)

Rozklad funkceF (s) na parcialni zlomky ma pak tvar:
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)= 28’ - 79+ 209 - 195+ 365+ 305- 685 100s 40

F(s) s4(s—1)3(s+2)( §+5)
A B . C D E F G H Ist J _
TS TE TS oy (s (D) (52 (s+8) (3.192)
_ 4,38 2 1
s (s-1)° (s+2) ($°+5)

Prenosovou funkcf (s) upravime do tvaru:

Fl)=te 3 . 2 1,15 1, 1 1 V5
st (3—1)3 (S+2) (SZ+5) $ (S—]_)3 (s|-2) \/\F,(Ser(\/g)z) (3.193)

Po z@tné transformaci dostadvame original ve tvaru (migewtu o linearit a konstanty vy-

tkneme ped zavorky).

f(t)=c*{F(s)} = 451{5—];} + %l{ﬁ} + 261{(5712)} -71551 = ;(:2)2

=it3+§tzet +2¢? ——13inx/_5t=§213+—23t2é+ 26? ——; sin/ 5t

32l J5 NG

V piedchéazejicichifikladech jsme si ukazali vSechny probrané metodyqzklad penosoveé

(3.194)

funkce na parcialni zlomky a nasledného ziskamjir@lu LT. V dalSich fikladech budeme

pouzivat kombinace metod pro ziskani co nejjedr&itiodvypda@tu.

Zadani: .,
Priklad &islo: i Vysledek
__25°%3575 _ 15 4 , 15,
55 (S) S(S+3)(S+4) f(t)— 5 e +4e

Resent:

s(s+3)( st 4) '
jmenovatel je jiz rozloZzeny na s@in korenovych ¢initeli, provedeme rozkladipnosové
funkce na parciélni zlomky adime nezndmé koeficientyiéhosova funkce ma realnéike
ny.

F(S):w:_A+_B+_C 3.196
s(s+3)(st4) s 3 s4 (3.196)

tuto rovnici vynasobime jmenovateles( s+3)( s+ 4) a po jednoduchych Gpravach dostane-

me:
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25’ +3s-5= A s+ 3( s 4+ Bf 84+ Cs+s3
25’ +3s-5= A $+ 7313+ B+ 4Bs Cs 3 ( (3.197)
25’ +3s-5=( A+ B+ Q $+(7 A 4B 3¢ 812

Nyni si ukazemedkolik moznych metodeSeni:

Metoda zakryvaci

Podivame se na zlomek (3.196), ve jmenovateli stym€ zakryjeme vyrazy, kteréiislusi

jednotlivym neznamym konstantam a do zbytku dosaditslusny kden, pro:

S:O, :__Sz—i
3.4 12
S:—S’ B:18_—9_5:—_4 (3198)
-3.1 3
— 19— [~
oo_q c-32-12-5_1¢
4 4

Metoda dosazovaci
Do rovnice (3.197) postugrdosadime vSechny realnér&ny jmenovatele a dostavame pro:
2(0°+3.0-5=A(0 3(& ¥+B .. & WC .0.9)3
. -5=12A= A= —1—52
2(-3)"+3(-3-5=A(-3 3(-3 ¥+B(- B(- 8 pC(- )= 8)"

s=-3: 3.199
18—9—5:—33:>A:—%1 ( )

2(-4)+3(-4-5=A(-4 3(- 4 J+B(- P(- 4 WC(- W~ 4)
s=-4; 15
32-12-5= 4L > A_Z
Metoda srovnavaci (porovnani koeficient jednotlivych mocnin)
Pokud roznasobime rovnici (3.197) a porovname kaafty u jednotlivych mocnin, dosta-

neme soustavu linearnich rovniciedh neznamych.

28’ +3s-5=( A+ B+ Q §+(7 A 4B 3Q+ 12,

s 2= A+ B+ C
s: 3=7A+4B+3C
s 5

~5=12A= A= -—

- (3.200)

245 _pico -2 22915 29 45 16 4

12 12 12 4 12 12 12 3
3+30 - 4B+ 0= 40+ Lo —C= - 11645 1

12 3 12 12 12 4
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MusimeieSit soustavu rovnic dech neznamych. Pro vypet mizeme pouzit i nap Crame-

rovo pravidlo:

2 1 1
3 4 3
A=detA1= -5 0 (@ _~15+20__ 5
detS 1 11 36— 48 12
4 3
12 0 ¢
1 2
1 1 1A 2 3
12 0 O)\C -5
N 7 4
’ 12 0
11 2
7 4 3
_detC, _[12 0 -3 _-20+36- 96+ 35 - 45 1!
Tdets 101 1 ~12 o120 4
7 4
12 0
Dospeli jsme ke stejnému zéx a je na kazdéem z Vas, ke které meétsel fiklonite.
Rozklad funkceF (s) na parcialni zlomky mé pak tvar:
(5)= 2¢°+3s-5 _A B _C__ 151 4 1 15 1 3000
s(s+3)(st4) s 3 s$4 2 s3 83 4 ¢ (3.202)

Po zgtné transformaci dostavdme original ve tvaru (wmigestu o linearit a konstanty vy-
tkneme ped zavorky).

=t = O 4p) L 15 11 15 4., 13
f(t)-[l {F(S)}_ ZE{S} S'C {s+3}+ 4E{s+4} 2 Se * 4e (3.203)

Zadani: .
Priklad ¢islo: Vysledek

56 F(s) :(34,318)2(—2?3)2 f(t)=2e"+e*(1-161)

Resent:
2
= (S) _ 35°+5

W (3.204)
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jmenovatel je jiz rozloZzeny na soin kofenovych ¢initel, provedeme rozkladipnosoveé

funkce na parciélni zlomky adime neznamé koeficientyiéhosova funkce ma realnéike

ny.

_ 3f+5 A B C
(s)= + +

(s+1)(s+3° s+l (st s+3 (3.205)

tuto rovnici vynasobime jmenovatelefa+1)( s+ 3)° a po jednoduchych tpravach dostaneme

3¢ +5= Alst 3y + B )+ ¢ s9( 9
3’+5= A($+6s+9+ B B (453 (3.206)
3°+5=(A+C) S$+(6A B-40 (9 A B3
Nyni si ukaZzemedkolik moznych metodeSeni:
Podivame se na zlomek (3.205), ve jmenovateli stypo¢ zakryjeme vyrazy, kterérislusi

jednotlivym neznamym konstantam a do zbytku dosediisluSny kden, pro:

s=-1, A:%S:S_ 2
(3.207)
s=-3 B= 27; 5__16

Do rovnice (3.206) bychom mohli postupdosadit vSechny realné ilemy jmenovatele (v
tomto gipadt mame jenom dva keny, ale iti neznamé koeficienty z tohotdebdu musime
jeden kden libovolreé zvolit nag. s=0) a dostali by jsme stejné koeficienty jako jsmekali
vySe. Zandtime se nyni jen na ziskani koeficier@y ktery vypa@teme rkolika zpisoby:
s=0: 3¢+5= A s+ + s+ ¢ s 53 (3,209
s=0: 5= A0+ +B(0r 3+ C( O }( & = 29 16 B= C= '

Nebo neznamy koeficien€ ziskame porovnanim koeficiénti ntkteré mocniny proknné

4

dreni. Zvolime z rovnice (3.206) podminku rovnost gf a dostaneme:
§: 3=A+C=> C=3- A=1 (3.209)

Posledni pouzith metoda pro ziskani neznamychdiesti je nasledujici:

2
A{(Sﬂ)&] _35_,

(s+)(e+3) z (3.210)
| (epay 3545 _27+5__ '
B{‘S 7 (s+1)(s+3)2L Ch
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_ifdfigp 385 || _(aS+5] 65(5”)-(357*5)-1} _
c 1l{ds{( 3) (s+1)(s,+3)2:|}s=_3 £(S+l)]5=—3 [ (s+:l_)2 s

_ 6.(—3)(—2)—( 27+ 3 _36-32_
I

(3.211)
1

Dospli jsme ke stejnému zéxw a je na jakém z Vas, ke které metae iklonite. Rozklad
funkce F (s) na parcialni zlomky ma pak tvar:

(s)= 3+5 _ 2 16 1
(s+1)(s+3)" s+l (s+3” s+3

(3.212)

Po z@tné transformaci dostadvame original ve tvaru (migewtu o linearit a konstanty vy-

tkneme ped zavorky).

f(t)=c*{F(s)} =2£1{i}—1651{ﬁ}+51{ : }= z'+e’ (1 18) (3.213)

s+1 s+3 s+3

Zadani: ¢
Priklad &islo: ros s Vysledek
ZS— __5 -2t 5 11 .
57 (s) (s+2)(¢+4) f(t)= g& *tgeosa+sin2
Reseni
( ):&
(s+2)(¢+4) (3.214)

jmenovatel je jiz rozloZzeny na s@in korenovych ¢initeli, provedeme rozkladipnosové
funkce na parcialni zlomky adime neznamé koeficientyiéhosova funkce ma jeden realny
koren a dvojici komplex&isdruzenych z tohotail@odu musime zvolit nasledujici rozklad.

F(s)= 4s+3 _ A  BstC
(s+2)($+4) s+2 ($+4 (3.215)

Podivame se na zlomek (3.215), ve jmenovateli stypm zakryjeme vyraz, kteryifslusi
neznamé konstahtA a do zbytku dosadimeiplusny kden, pro:

-8+
s=-2, A=_S¥3__> (3.216)
1+4 8

Zbyvajici koeficienty wfime nap. porovnanim koeficiefitu vhodné mocniny proénné s

v nasledujici rovnici. Rovnici (3.215) vynasobimeepovatelgs + 2) ( g+ 4) a dostaneme
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4s+3= A $+4)+(Bs §( 52
4s+3= AS+4 A+ B&+2Bs Cs82 C (3.217)
4s+3=(A+B) $+(2B+ § s(4 A 2(

s: 0= A+ B> B:—Azg
24 .20 44 (3.218)
& 3=4A+2C— c=>"4A_8 8 _ 8 _44_1l
2 2 2 16 4

Nebo jsme mohli pouzit metodu kvadratickeé faktarypbsadime do rovnice (3.217) kom-
plexni kaen. V naSemiipact je s=2i a dosazenim ziskame

4s5+3= A(S+4)+(Bs §( 2

8i+3=-4B+ MBi+ Ti+ T (3.219)

3+8=(-B+ X)+( B+ X)i
Porovnanim reélné a imaginagdsti ziskame soustavu dvou rovnic o dvou neznankteh,
rou hra¥ vyireSime a dostaneme nezndmé koeficienty.

6. 5

_—— 7+7
= 4B+
(3.220)
5=-8B= B=>
8

Dospli jsme ke stejnému zéw a je na kazdém z Vas, ke které meted iklonite. Roz-

klad funkceF (s) na parcialni zlomky méa pak tvar:

4s+3 A BwC Tp.3% 51 . 3° i
_ S+ _ St __ 8 8 4 __ 2 8 4 =
F(S)‘(s+2)(§+4)_s+2+(§+4)_s+2+(§+4)_ 8 s+ 2+( &+ 22)+( &+ 22)

N (3.221)
51 .5 s 2% 51 .5 s 11 2

- §s+2+§(sz+22)+(32+22) 8s+ 2+_8( g+ 22)+_8( ¢+ 2))

Po zgtné transformaci dostavdme original ve tvaru (migewtu o linearit a konstanty vy-
tkneme ped zavorky).

= el =S i e g

} (3.222)
5 , .5

=——e +—c052t+ilsin 2
8 8

-70 -



KAPITOLA 3. RIKLADY NA LAPLACEOVU TRANSFORMACI

) ) Zadani: Vysledek
Priklad ¢islo: 2546
S 1
F(s)= f(t)=t?e?|1+=
58 (s) (5+2) (t) e( 3j
Reseni
2s+6
F(s)=
(s) (5+2) (3.223)
zlomek musime upravit do tvaru, ktery naleznemsleeniku.
2s+6 _2(s+3) _ 2(s+3-1 3 qsr 2+ 2 (s 1
e (o) (9 (s9 (53 (s
L 1 (3.224)
=2 +
(s+2f (s+2)
Original pak je:
1 1 2 2
f(t):Cl{F(s)}:z,ljl{ 3}+251{ 4}: e+ —t*e =
-1)! 4-1)!
(s+2) (s+2) (3-9) (4-7 (3.225)
—te?+lper = t2é3(1+1' 9
3 3
Zadani: ,
Priklad &islo: . Vysledek
S
F(s)= f(t)=e'(2-4t+¢
59 (s) (5+17 (t)=e*( )
Reseni:
25°
F(s)= 22
( ) (S+l)3 (3 6)
zlomek musime upravit do tvaru, ktery naleznemsloeniku.
=2 3:2(52+25+1);25—l: 2( 3+79’ - 2(33 Jr 1 2( 5+ ):_4(s+1)3+ N
(s+1) (s+3) (s+3) (3" (=9 (33 (3.227)
1 1 1
=2 -4 7+ 2 3
(s+1) (s+1) (s+1)
Original pak je:
1 1 1
f(t)=cY{F(s)}=2c" -4t > +2£T1_3 =
(t) { ( )} {(s+1)} {(s+1) } {(s+1) } (3.228)
et - _pigis 2 _plgzog-4td+ té= (2-44 3

3-1)!

—~
N
|
Nt
—~
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Zadani: '
Priklad islo: , Vysledek
F(s)= _l s o
60 (s) (o3 f(1)=5(2-ae™ - 2¢7)
Resent:
2
e (3.229)

jmenovatel je jiz rozloZzeny na s®in korenovych ¢initeld, provedeme rozkladipnosoveé
funkce na parcialni zlomky a dime neznamé koeficienty réhosova funkce méitrealné
koreny a rozklad bude vypadat nasledévn
F) == s o g Tor
s(s+3)" s (s+3 (s+3)

(3.230)

Podivame se na zlomek (3.230), ve jmenovateli stypsé zakryjeme vyraz, kteryifslusi

neznamé konstahtA, B a do zbytku dosadimeéiplusny kden, pro:

s=0, A:Z
9

5 (3.231)
s=-3, B=—-——
3

Zbyvajici koeficient wime nap. dosazenim libovolné konstanty v tomt&ipads zvolime
s=1. Rovnici (3.230) vynasobime jmenovatales+3)” a dostaneme:
2=A(s+3)"+Bs+ C§ 393
32 2 18 32 6 18 32 6
-+ -—F

-t =+ — =+
2710AB_" 9 3.9 9 9-9 9 9 (323
4 4 4 4 |

2
s=1: 2= A(4"+ B+ 4C= C=

36

8
_9__8_
4

©|I\)

nebo jsme mohli porovnat koeficienty u nejvyssi moyg:

s 0=A+C= C=- A=—§ (3.233)

Dospli jsme ke stejnému zéw a je na kazdém z Vas, ke které meted iklonite. Roz-

klad funkceF (s) na parcialni zlomky ma pak tvar:

2 2 2
Fl)=—2 =2y B , C 0. 38 __9 (3.234)
s(s+3)° s (s+t3)° (s*3) s (3° (s3
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Po z@tné transformaci dostavame original ve tvaru (migewtu o linearit a konstanty vy-

tkneme ped zavorky).

— 1 _2.4]1 __2 1 1 __2 1 1 -
f0=er =2 {g} 3" {(S+3)2} 0" {(S+3)} (3.235)
22 2w _2ga :—1(2—6te‘3 -2¢7)
9 3 9 9

t

Ulohu mizeme také&esit jinak, jestlize pouzijeme vztatlF (s) =J' f (u) du mazeme si do-
0

volit psét:
2 1 2 ‘ u=u U=l I
e ar, W . PPL =S
s(s+3)" s(s+3)° % v=e¥ v=-—— 3], 33
R (3.236)
e L2k a2 a2 el 2w 2a, 2 Yo o
—{us}:sj;e du 3[ ue}0 g[é]o 3t€ gé‘+9 2-6 ié Zé)
Zadani: Vysledek
Priklad &islo: y
4s5-3 1 .
61 F(s)=———— | f(t)==€(8cosa+ sin?
Reseni
4s5-3
F(s)=———— 3.237
Jmenovatelefenosové funkce zkusime vyjétdv sowinu karenovycheiniteli.
D=b’-4ac=4-4(5=-16
_—b+J/D _2+4i _[1+2 (3.238)
32 2a 2 1-2;

Ve jmenovateli jsou komplexni keny, jmenovatele budeme muset upravit do tvariktee
rého bude vidt Laplacdiv obraz goniometricka funkce nasobené exponengialomek roz-

délime a upravime nasledujicimigobem:

F(s)= 4s-3 _ 43 _ 43 :4(3—1+])—3: 4(5—:)+4—3: §s- 1+ 1_
$-2s5t5 (s-1)°-1+5 (s=9°+4 (s1+(3° (s ¥+(¥ (sPH( ¥
2 (3.239)
e T S e N S O R S
(s (3 (s 2P 2(s (K

(s=0+(29" (s-9"+(3" (s-9°+(3
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f (t) :[1{F (s)} :45'1{ﬁ}+%/51{w2+(2)2} = 4¢' cosz+—;é sin 2=

(3.240)
:%e‘ (8cosz+ sin2)
Zadani: -
Vysledek
Priklad &islo: - y
F(s)= _ 1. : -
62 (52+4)z f(t)—16( 6t cos2+ 3sin+ B sintd
Reseni:
2s+3
F(s):—
(Sz +4)2 (3.241)

Ve jmenovateli jsou komplexni keny, jmenovatele budeme muset upravit do tvariktee
rého bude vi&t Laplacdiv obraz goniometricka funkce nasobena pronout, zlomek rozd-
lime a upravime nasledujicimigmbem (pi feSeni tohoto typutikladu uz pedem musime
znét do jakého tvaru p@tbujeme dostatipnosovou funkci), sté nam upravit jmenovatele a
ziskat tam takové faktory, které se nam goga rozéleni prenosové funkce vykratit se jme-

novatelem:

F(s)= 253 8 25+3 16 24 F- B 3(s'-2)+16s+ 3§+ 12

(sea) B(3+a) g($+4 g8+ 2)
=—3(sz—22)+3(52222)+ 16s_ 3 ($- 2’-)2+§( 2+ Z)2+_1 165 - (3.242)
8(s’+2?) 8(+27) 8(g+2) 8($+2)
_3(9-2) 3 1 4 32
8(Sz+22)2 8(s*+2) 8(32_,_22)2
(5-2) g
. 3 (- 3 .. o 1., =2 |_
ft)=cF(sh=-2gt 2 — Ll =f o= e
(t) { (5)} 3 {(824_22)2}"'8 (sz+22) "'2 {(524_22)2} (3.243)
=—§tcoszt+3 sin 2+—1t sin12=—1(— 6 cog2 3sih? t 8 sir)2
8 16 2 16
Zadani: Y
Priklad eislo: | roes Vysledek
- - 03,23 . 11,
63 F(s) S (o7 | )=ty e e
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Reseni:

_ 4s-3
F(s)= S (s+17(5+ ) (3.244)

jmenovatel je jiz rozloZzeny na s@in korenovych ¢initelt, provedeme rozkladipnosove

funkce na parciélni zlomky adime nezndmé koeficientyiéhosova funkce ma realnéike
ny.

4s-3 A

F(s) =

= = +£’+ & + b + E
52(S+1)2( o 2) S s ( SI-ZI)Z (S+1) o 2 (3.245)
4s5-3 -3
A=| ¢ =— 3.246
{ s s+12(s+2} 2 ( )

le{dlsz 4s-3 } _ 4s- 3 4A(s+1)*(s+2)-(4s- 3( 38+ 8% § _
U|ds| " s*(s+1)*(sr2) (s9°(s ) [(s+1)°(s+2)] . (3.247)

S+4L+592

_42-(-3(9 _s+15_23

(2)° 4 4
4s-3 -7
C= S+12 =—==7 24
{( ) 52(S+1)2(S+2)11 1 (8:249)
Dzl{d{(sﬂ)z‘lsﬂﬂ | 43 :[452(s+2)_(4s_3(s§+4§ _
1| ds §*(s+1)*(s+2) s §E9;2) [52(5*'2)]2 — (3.249)
41-(-7)(3-9 B
1 1
4s-3 -11
E=|(s+2 =— 2
{( sy (o 2)1 z o0

SamozZejmé konstanty jsme mohli it i jinou metodou. Pro ¢koho kdo nema rad derivace
by byla gijatelngjSi metoda kdybychom rovnici (3.245) vynasobili jmgatelem a do vznik-
lé rovnice dosadili za operata libovolné koeficienty a nebo by jsme vzniklou rairroz-

nasobili a srovnali koeficienty u jednotlivych maenTo uz si nizete vyzkouSet kazdy sam.

Rozklad funkceF (s) na parcialni zlomky ma pak tvar:

F(s)= 4s-3 =_25+A_ 73 4 (3.251)
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Po zggtné transformaci dostavdme original ve tvaru (migewtu o linearit a konstanty vy-
tkneme ped zavorky).
_ 1 __§1i+§1}_ 1 1 _nar1 1_i 171:
f(t)—[{F(s)}‘ 25 {SZ} 45{3} Y {(s+l)2} 3 {(S_”)} 4]'7: {(3'_2} (3252)

= —§t +33—7te" -3e! —iléz‘
2 4 4

Zadani: ,
Priklad ¢islo: . Vysledek
64 F(S):m f (t) =t -sint
Reseni:
1
F = -
(s) F[e+1) (3.253)

jmenovatel je jiz rozlozeny na soin korenovych ¢initeld, provedeme rozkladienosové
funkce na parcialni zlomky adime neznamé koeficientyiéhosova funkce ma reélné i ima-

ginarni kaeny a rozklad bude vypadat nasled@avn

F(S):;:A+E+ﬂD (3254)
¢(g+1) & s ($+1 '
_ 1 _
A—{s2 52(52"'1)]5_0 1 (3.255)

Zbyvajici koeficienty wfime nap. porovnanim koeficiefitu vhodné mocniny pro&nné s

v nasledujici rovnici. Rovnici (3.254) vynasobimesjpovatelens’ ( g +1) a dostaneme

1=A(¢+1)+B{ $+1)+(Cs D ?

1= A+ A+ BS+ B Cs Ds (3.256)

1=(B+C)s+( A+ D $+ Bs A
s’ 0=B+C= C=-B=0

s: 0= A+ D= D=-A=-1

s': 0=B

s: 1=A

Nebo jsme mohli pouzit metodu kvadratické faktorypbsadime do rovnice (3.256) kom-

(3.257)

(=)

plexni kaen. V naSemifypact s=i a dosazenim ziskame:
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1=A(¢+1)+B{ §+1)+(Cs P2

—_ @ Y

=0 =0

3.258

1+ 0 =Cs’ + D& ( )
1+0=-Ci-D

Porovnanim reélné a imaginatdisti ziskame koeficiend = -1.
Dospli jsme ke stejnému zéw a je na kazdém z Vas, ke které meéted giklonite. Roz-

klad funkceF (s) na parcialni zlomky ma pak tvar:

1 11
F(S) =75 =273 (3.259)

Po z@tné transformaci dostdvame original ve tvaru (migewtu o linearit a konstanty vy-

tkneme ped zavorky).

(0= £ (9) = 51{8_12}_51{(2—11)} = t-sint (3.260)

Zadani: ,
Priklad ¢islo: ps_a Vysledek
_  £5-— )
65 F(S)‘m f (t)=3t*+2-2cos + 3sit
Resen:
_ 2s-3
"= (3.261)

jmenovatel je jiz rozloZzeny na s@in korenovych ¢initelt, provedeme rozkladignosove
funkce na parcialni zlomky adime neznamé koeficientyiéhosova funkce ma reélné i ima-

ginarni kaeny a rozklad bude vypadat nasledavn

F(S):m:g+—s+m (3.262)
| o 2s-3 | _-3__
A_[s2 T +1)L o=-3 (3.263)

Zbyvajici koeficienty wime nap. porovnanim koeficiedtu vhodné mocniny proénné s

v nasledujici rovnici. Rovnici (3.262) vynasobimesnovateles® ( g +l) a dostaneme:
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2s-3= A($+1)+ B§ 8+1+( Cs D=
2s-3= A+ A+ B8+ Bs Cs+ Ds (3.264)
2s-3=(B+C)S+( A+ O §+ Bs A

S 0=B+C= C=-B=-2

s: 0= A+ D= D=-A=3

o oeg (3.265)
@ -3=A

Nebo jsme mohli pouzit metodu kvadratické faktarypbsadime do rovnice (3.264) kom-
plexni kaen. V naSemifpac je s=i a dosazenim ziskame:
2s-3= A(§+1)+ B§ $+1)+( Cs D=
-o =0
-3+ 2 =Cs’+ DS
-3+2=-Ci-D

Porovnéanim reélné a imaginaesdisti ziskame koeficienl® =-2, D=3.

(3.266)

Dospeli jsme ke stejnému zéx a je na kazdém z Vas, ke které meétse fiklonite.

Rozklad funkceF (s) na parcialni zlomky ma pak tvar:

o+ = 3

AR S

F()— 2s-3 3 2 -%+3 1
(§+]) ( ]) (3.267)

Po zgtné transformaci dostavame original ve tvaru (mige&tu o linearit¢ a konstanty vy-

tkneme ped zavorky).

et o g g w2

Zadani: v
Priklad &islo: . Vysledek
_ 1.5
F(s)= —_— t5a72
66 (s) ooy | f()=550
Reseni:
4
F(s)=
(s) 3 (3.269)
jednotlivé zlomky musime upravit do tvaru, kteréemaeme ve slovniku.
6!
F(s)=4—+ =4 6 -4 6 _4 @& _1 §& (3.270)

(s-(3)" (s=(-9)" &(s(-3)"" 12(s(-3)"" 3(s(-9)"
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f(t)=c{F(s)} :itl{L} =1 e (3.271)

3.2.1Zpétna transformace obraai impulsi

Pri hledani pednetu k funkcim, které obsahuji vyrag®, pouzivame &tu o translaci,
kterou interpretujeme nasledavn
Rozdtlime danou funkci na seat &lend tvaru F (s) €*°, kde k funkciF (s) zname pednit.
Je-i  f(t)2F(s), pak hledany fednmét kfunkci F(s)e® je funkce
f(t-a)H(t-a), t=0. Vyraz €* je pouze v tomtoffpact informativni, ktery nas upozor-

nuje na to, Ze v ziskanénigamétu provedeme posunuti. UkaZzeme sisgb vypd@tu na nize

uvedenych fikladech.
Priklad ¢fslo: | 223N Vysledek
67 | F(9=2e f(t)=<§t Ofizz
Reseni
F(s)= SE &2 (3.272)
f(t)=c*{F(s)} = 51{8—32 e‘ZS} =3(t-2) H(t-2),t= 0 (3.273)

Funkci f (t) Ize také zapsat jako:

f(t)- 0 0O<tsg?2 (3.274)
3t t>0 '
Vysledek
» o Zadani:
Priklad ¢islo: 2t 0<t<1
68 F(s)=iz(2—2e‘5+zsé35) f(t)=( 2 1<t<3
S
0 t>3
Resent:
1 _ B} 2 22x° 2%
F(s)==(2-2e°+2sé*)==- + 3.275
( ) sz( ) g ¢ s ( )
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f(t):El{F(s)}:El{szz—2§+ Ze:S}=2tH(t)—[2(t—1)+ JH(t-9+ H(t- }- H(t- 3

Funkei f (t) Ize také zapsat jako:

2t O<t<1
f(t)=( 2 1<t<3
0O t>3
Vysledek
v » Zadani:
Priklad ¢islo: 0 0<t<1
69 F(s):i(e'*l—e'm) f(t)=(e' 1<t<2
s+1
0 t>2

Resent:

1 [ 1 2e0\_€°0 €
P =gale )= s et

-s-1 s25-2

f(t)=c{F(s)) =£‘1{e .-

s+1 s+1

Funkei f (t) Ize také zapsat jako:

0 Osts<1
f(t)=(e' 1<t<2
0 t>2

3.3 Praktické uziti LT (¥#eSeni diferencialnich rovnic)

(3.276)

(3.277)

(3.278)

}: e H(tr1)- &P H +2), 20 (3.279)

(3.280)

Nize si uvedeme ilustéai priklad naieSeni diferencialni rovnicagchodného ge kla-

sického RLCElanku. Jako prvni metodu pouZijeme klasi¢&geni diferencialni rovnice. Dru-

ha metoda bude spiwat vieSeni algebraické operatorové rovnice, kterou desta

z diferencialni za pouziti Laplaceovy transforma€azdy ctend& nech’ si uctla sdm obraz o

jednoduchostifeSeni nasledujici diferenciélni rovnice pomoci bapbvy transformace.

Nech mame RLC¢lanek s uvedenymi konstantami a chceme 2adbvy ptibéh nagti na

vystupu poté co na vstugiyedeme jednotkovy skok. VSechny zde usrde pojmy i reSeni

diferencialnich rovnic dalekofgsahuji ramecdagbnich osnov pro igdni Skoly a maji slouzit

pouze pro ilustraci slozitosteSeni diferencialnich rovnic.
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1) R L

i}_:I—mm . ¢
1£0)

L

u,(t) C==1 |luw

O . o

OBRAZEK 3.1:RLC ¢lanek —asova oblast

Parametry RLGIanku:

R=1004Q] U, =14V]

L=1H]  u,(0)=5V] (3.281)
C=8[uF] i (0)=5mA
Pro sestaveni integrodiferencialni rovnice pouzgetinuhy Kirchhofiv zakon, ktery

nam pro elektrické obvody formuluje zakon zachovémérgie, &ka nam, Ze saet ubytki
napsti na spatebiéich se v uzaenécéasti obvodu (smyce) rovna sottu elektromotorickych
napsti zdroj v tétocasti obvodu. Jinymi slovy téZ — algebraicky &stunagti ve smyce se
rovna nule.

Integrodiferencialni obvodova rovnice:

t
Ri+ L—+uc j r)dr-u,=0 (3.282)

O
Celou rovnici derivujeme o dostaneme diferencidhlimogenni rovnici 2adu
s konstantnimi koeficienty, ktera $eSi pomoci charakteristického polynomu a charakteri

tickych ¢isel, z nichz se ziska fundamentalni systém a @iedeni homogenni rovnice.

). o
PR o (3.283)
dt dt C
Charakteristicka rovnice této diferencialni rovnmé po jednoduché Uprawar
LCA?+RC1+1=0 (3.284)

Koteny charakteristické rovnice jsou

1 - -RCt./(RQ* -4 LC (3.285)
1,2

B 2LC
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po vy¢isleni dostavame jednotlivé #emy ve tvaru

A =-146,4

2
A =-853,6 (3.286)

Fundamentélni systéiieseni (bdze mnoZingsSeni homogenni lineérni rovnice) je tedy na-
piiklad {e”lt, e‘zt} , Ay, urtuji pouze obecnéeseni proi (t) i u,(t), obecn&eseni této dife-
rencidlni rovnice se da vyjéitlve tvaru u, (t)=0,(t)+0,(t), kde funkce(,(t) je jedno
(partikularni)feSeni dané diferencialni rovnice a funkfnze(t) je obecnéeSeni pidruzené
homogenni diferenciélni rovnice. Pro néd&lad dostavame:

u, (t) = e’ + ¢ é + U, vyjadime prvni derivaci a dosadimegatesni podminky

u, (t) = A" + cA,é*, po dosazeni watenich podminek dostavame &wovnice o dvou

neznamych.

C (3.287)

5=¢ +¢,+10

3.288
625=—146,4, - 853,6, (3.288)

Resenim soustavy linearnich algebraickych rovnicgejec,) = (0,152;5,152, hledan&eseni

diferencialni rovnice je ve tvaru:

— —146,4 < 853,6
u, (t) =-5,152"* + 0,152 **° + 1 (3.289)
10 \ \ \ \ T T T
| | | | | | | |
9.5 -~~~ [ " (i Bt St et il el
| | | | | | | | |
o - — - — [ [ < T S
| | | | | | | |
e
| | | | | | | | |
8-r—-———-— == |— === T S e el
E | | | | | | | | |
s
S
| | | | | | | | |
65— f- —1—-———— - - == - = —— T i
| | | | | | | | |
s S e L e
| | | | | | | | |
55—~ [ == === == == (i e i S il iy
| | | | | | | | |
I I I I I I I I I
50 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05
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OBRAZEK 3.2: Casovy piibéh vystupniho nagti RLC¢lanku po odezni prechodového dje
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Pti feSeni této ulohy s RL&ankem pomoci Laplaceovy transformacézeme postu-

povat d¥émi zpisobyieSeni. Za prvé si iieme obrazek (Obr. 3.1jgkreslit zéasové oblasti
do operatorové oblasti a sestavit si algebraickmeodovou rovnici pro naibi Uz(s), spise
spaitame p@imo Uz(s) pres naptovy &lic. A nebo pouzijeme jiz diferencialni rovnici
(3.282), kterou vkeSime pomoci Laplaceovy transformacetiappuziti z@gtné Laplaceovy

transformace ziskamsovy piibeh proudui (t) v RLC ¢lanku.

Is) R pL LiO)

sC [
U U (s
) Ucs) w0 |5 Ugs)

5

-

=

- O
OBRAZEK 3.3:RLC¢lanek — operatorova oblast

2. . -
M¢me tedy diferencialni rovniciL%+ R%{+I—C=O s pa&atenimi  podminkami

i(0)=0,i"(0=i_ (0= 0,00t a jednotkovy skok o hodrotl[mA. Pouzijeme vzorec pro

obraz druhé derivace &tu o linearit. Nectv £{i(t)} =1 (s), poté musi platit, ze

1

ﬁ{%@*%l*%} L($1(3-10) - 3(0))+  s( 3= (0)+g (3=2=

S

(3.290)
| (s)[Lsu Rgaz%H (0) s 1(0)+ R(0
Pomoci vztah mezi obrazem funkce a obrazem jejich derivaci jgiiexedli diferencialni

rovnici na lineérni rovnici pro obraz. Obrazéeseni byva obvykle racionalni funkce jak si

ukazeme nize. Po dosazenéd@@anich podminek a jednoduchych Upravach dostavame

0,001, . . _
_ ,s +I(O)S+II(O)+RI(O)_01001+i(q32+(i’(Q+Ri( ())S_ 0,008+ 0,001 i
I(s)= L&+ Rer L "~ LCs(s+853,6(s+146,3 810§ s 853)6 3 1464 (3.291)
c

Po rozkladu na parciélni zlomkyi pouZziti zakryvaciho pravidla a&pé Laplaceovy trans-

formace dostavamgsovy ptibsh proudui (t).

i(t)=£1 (s)} =0,882&™* - 0,8836 ***+ 0,0 (3.292)
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i(MIA]

OBRAZEK 3.4:Casovy piibéh proudu RLGAanku po odezini prechodového dje

je vhodné zdraznit, Zze pIatiAJJ2 =Sy, tzn. poly penosové funkce jsou totozné s vlastnim

Cisly charakteristického polynomu.

Nyni spa@itdmecasovy piibéh vystupniho nafti podle obrazku (Obr.3.2). Algebraicka
operatorova obvodova rovnice ma tvar

. 1(s) w(0) U
RI LIl 9- L{O)+—=~ -—2=0 3.293
Vystupni napti urcené pges naptovy klié:

1
(Yo, i uc(O)J sC uc(O)_[Uo - %(O)J 1 w(9_
U,(s)=|—+Li (0)- + =| =% +Li (0)- + =
(s) (s (0) s R+sL+§: s s (0) s ) L¢ s ¥ s,k (3.294)
=uc(0)+ Li_(0) . Uy -uc(0) =LiL(0)s+U0—uC(Q+uC(()
s LC(s-g)(s s Ls.H s))s LLss)(s-9)s s
Po vyisleni konstant, dostavame rozklad na parcialmhkjove tvaru
U,(s)= 0,005+ 10- 5 L5 5 A, B , C _
? 8.10°s(s+853,6(s+ 1464 s s s ( & 853)6 ( & 1464
_5,5 0152 5152 (3.295)
s s (s+853,6 (s+146,%

Pii pouziti z@tné Laplaceovy transformace dostavatasovy péibéh vystupniho nafti
u, (t).
u,(t)=£{U,(s)} =10- 5,156 + 0,158 **¢ (3.296)

Jak je vidt z (3.296) dosfli jsme ke stejnému vysledku jakdi peSeni pes charakteristicky
polynom.
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Nalezeni fundamentalniho systétie$eni homogenni linearni diferencialni rovniag m
Ze byt znané obtizné, jak si ukdzeme na dalSi¢tkladech. DalSi klady jiz nebudou zalo-
Zeny na fyzikalnich podkladech, slouzi pouze pustibciteSeni diferencialnich rovnic po-

.....

nehomogenni diferencialni rovnici ve tvaru:

Zadani: .
Priklad ¢islo: Vysledek

70 X(t)'—Z)‘((t)+x(t)=%t, )=0,%3= €| x(t)=teIn{

Reseni:
Rovnici budeme&esSit metodou variaci konstant (Lagrangeova metddaja spoiva
v nalezeni fundamentalniho systémeSeni pidruzené homogenni diferenciélni rovnice.

Obecné&eSeni pdruzené homogenni diferencialni rovnice Ize pgssaave tvaru:
(t)=ax()+cx(9 (3.297)

x(t)-2x(t)+x(f)=0, Xf)=¢"
A% -2)e" + d =0

P—21+1=0 (3.298)
A,=1=x(t) =€, x(1)=té
Obecné&eSeni pdruzené homogenni diferenciélni rovnice je:
X(t)=cé+cté (3.299)

PartikularniteSeni hledame ve stejném tvaru, misto konstanf[] R uvazujeme funkce
promEnnét.

() =a(t)x()+ () %(9=g(§ &+ o } t (3.300)
Vyjadiime derivace funkc&(t) az doradun, v naSem fipact 2. U derivaci az dadun-1
polozime vyraz, ktery obsahuje derivace funggt), roven nule — zjednodusime tak viipo

derivace nasledujicihcdu.

>A<(t)=ﬂt)_éj+ (9 é+(i(,)—tzb+ o )t[ ‘et t§
- . (3.301)

K()=d(gerg(der 6} b o X fhite £)ite G

Tato vyjadeni dosadime do diferencialni rovnice a dostaneme:

-85 -



KAPITOLA 3. RIKLADY NA LAPLACEOVU TRANSFORMACI

i(1)-25()+ (9 = 21
a(0dra(her o) r oo ) le £)F e P
_2{cl(t)é+g(t)[é+ té]}+ o} er o) fe:@

a(tye+c(y e+ ¢y té:@

Spolu s rovnosti, které jsme zavedli vipthu derivovani dostaneme soustavu dvou algeb-

(3.302)

raickych rovnic pro d¥ neznamé funkce, (t),c,(t). Resime tedy soustavu algebraickych

| G(t)e+¢()te=0
a(ere()er o) =

Determinant této soustavy se nazyva Wronskiannefeilovy, tudiz soustava ma p&gedno

(3.303)

feSeniRedeni této soustavyirheme najit najklad pouzitim Cramerova pravidla. S@ame

determinant matice soustavy a determinanty proggiseé neznamée:

5 e te ”
= e 3.304
¢ (d+1e) (3.309
0 te
D, =|u = - 3.305
40 71€ (¢ +1d) (3.305)
t
e 0
D. = g|=% (3.306)
() | € t '

t

Funkcec, (t),c,(t) spateme integraci a dosadime do vy funkceX(t).

¢ (t) =Iq(t)dt:'[%dt='[—ldt=—t

D L (3.307)
— [~ — () 44— —
c (1) -jcz(t)dt-det-jI dt=In|
PartikularnireSeni diferencialni rovnice je tedy:
X(t)=c(t)é+c()té=-te+ tan||& tdIn||t1), @ER-{] (3.308)
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Obecné&eSeni dané nehomogenni diferencialni rovnice |kezppsat ve tvaru a ¢ime jeho
derivaci. Péatetni podminky dosadime do daného obecn&leni a vkeSime soustavu line-
arnich algebraickych rovnic pro neznamé koeficienty, .
X(t6,¢)=X)+X()= ge+ ¢ter tdin[[t1)
X(t)=gé+ g é+ gte— ‘e ter 'tn|[t ‘th| |4t
c€ + G té+ t&(In| f-1)
ceé+cé+ gte— ter 'dn| |t tén||t
O=cet+tce e (3.309)

e=get2¢ge e
cetce= e

qe+29e=2}z>cl:0’02:1

x(t) =te + té(ln| t—l) =te' In|{
Pokud bychom chti feSit diferencialni rovnici pomoci Laplaceovy trasrsiace narazime na
problém, ktery se skryva v transformaci pravé str&ro gimou i inverzni transformaci mu-
sime undt pracovat s Eulerovo Gama funkci a Eulerovou lkamtsu laplaceovym obrazem
piirozeného logaritmu. NiZe si ukdZzeme pougkteré krokyreSeni diferenciélni rovnice po-

moci Laplaceovy transformace ¢phe diferencialni rovnici ve tvaru:
s
%(t)"= 2%(1) + X( t)=%, X1)=0,%1= e (3.310)

Ozname X(s) obraz hIedanéhfeéenl’x(t)a zobrazme rovnici v Laplaceb¥ransformaci.

Pouzijeme wtu obrazu derivace &tu o linearit a dostaneme:
et
$X(9-e2 X $+ X% )szﬁ{T} (3.311)

Laplaceova transformace pravé strany je nasledyjioivyp@et integralu pouzijeme substi-
tucni metodu a nesmime zapomenout fep@itani mezi integralu. Diky horni mezi se jedna
o nevlastni integral a jehodani neni jednoduché a proto zde bude uveden porstedny
tvar.

t=s-1
E{é}:ﬁ{f(t)}zTF(s)ds:]ZE{ P T :i% ee[in( )i, =-n( s)  (3.312)

SS—l Sl:S:>§= S-
%:oo:>tl:oo

S

Algebraickymi upravami dostavame:
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$X(9- 2 4 3+ A p=-In( )
X(s)[§—2+1]: e-In( 51
(S):e—ln(s—l): e-In( s-1)

s -2+1 (s-2)°

(3.313)

Zpétnou Laplaceovou transformaci dostavame:
x(t)=£{X(9} =téIn() 1O(0,) (3.314)
Jak je vidt, ne vzdy ndm pouZiti Laplaceovy transformatiegse zjednoduseni.
Jak jsme si ukazalieSeni nehomogenni linearni diferencialni rovnié®rstantnimi
koeficienty metodou variaci konstantibe byt zn&n¢ pracné. Ve specialnichipadech pro
pravou stranu se da vyt zjednodusit pomoci kvazipolynd@mMistoieSeni soustavy algeb-

raickych rovnic pro neznamé funkeg(t),c, (t) a integrovanischto funkei staf resit sousta-

vu linearnich algebraickych rovnic pro vhodna nezaadisla. Ri hledani partikularninéese-
ni zapiSeme polynom s neéitymi koeficienty a dosadime do diferenciélni raxani Dostane-
me rovnost dvou funkci. Exponencialni funkce seatikporovname polynomy u stejnych
goniometrickych funkci (tedy koeficienty u jednegich mocnin &chto polynond) a vyesi-

me vzniklou soustavu linearnich algebraickych rovni

Zadani: )
Priklad ¢islo: L Vysledek
x(t)+2x(t) +5x(t) = 3e" sint . L
71 . x(t)=3€e" cos2+ €' sint
x(0)=3,%(0)=~-2

Redeni:
Méjme nehomogenni diferencialni rovnici s konstantrkogficienty a specialni pravou
stranou, na které si ukazentienhetody uteni jejihoifeSeni.
x(t)+2x(t) +5x(t) = 3" sint X Q= 3% 9=~ : (3.315)
Jako prvni metod&eseni bude pouZita jiz zde ukazana metoda varatantReseni
piidruzené homogenni rovnice (asociovana homogenniae) je:
x(t)+2x(t)+5x()=0, Xt)=¢€
A" +21€" +5€' =0
A2 +21+5=0
A,=-1x2j=x,(t)=€" cos2 x,(t)= €' sin2

(3.316)

Charakteristicka rovnice ma dva kompléxsdruzené kieny. ObecnéeSeni pidruzené ho-

mogenni diferencialni rovnice je (fundamentalnit&ys:

X(t)=ce'cos2t+ ¢ €' sin2 (3.317)
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PartikularniteSeni hledame ve stejném tvaru, misto konstansJ R uvazujeme funkce
proménnét.

()= () x()+c () %()=¢() &cos2t ¢ } & sin2 (3.318)
Vyjadiime derivace funkcé((t) az doradun, v naSem fipack 2. U derivaci az deddun-1
polozime vyraz, ktery obsahuje derivace fund;;c(it), roven nule — zjednodusSime tak vypb

derivace nasledujicih@du.

i(t):[&(t,)il_ c( 9 e“}cosZt— 2¢( } € sinZ%[ o re- £ )t‘é} sin2t 2 )t cos

=0

ﬁ(t)zcosz[—q(t) e'+26()e-3¢()e-ag ‘é}+ (3:319)
+sin2[-Z(t)e' - ¢ (1) &'+ 4¢( ) & -3¢ ) 2]
Tato vyjadeni dosadime doigodni diferencialni rovnice a dostaneme
X(t)+2%(t) +5%( 1) = 3" sint
(1) +25()+ (9 5320

cl'(t)[—e‘t cos - ' sinZ}+ ¢ ( b[ 2 cos® € sian: B3 si
Spolu s rovnosti, které jsme zavedli vilpthu derivovani dostaneme soustavu dvou algeb-

raickych rovnic pro d¥ nezndmé funkce, (t),c,(t). Resime tedy soustavu algebraickych

rovnice:
c(t)e'cos2+ ¢ (1) €' sin2a= 0
c (t)[—e‘t cos - ' sinZ}+ G ( b[ 2 cos? € sin?: B si (3.321)
Determinant této soustavy se nazyva Wronskiannegeilovy, tudiz soustava ma p&gedno
feSeniReseni této soustavyirheme najit najiklad pouzitim Cramerova pravidla. Sii@me

determinant matice soustavy a determinanty proggishé nezndmé:

x (1) %(1) e'cos e' sin2 3
=, NG L . L |=2e® (3.322)
x (t) x (1) |-€'cos2z- %' sin2 Z' cos® € sinp
0 e'sin2t ot (s .
Pty 3e'sint 26" cos2- €' sin ZL: ~% (sint)(sin2) (3.323)
e'cos 0 } :
e |-e"cosa- 2" sin2 & sirL::Be * (cos2)( sirt) (3.324)

Funkce ¢, (t),c,(t) spateme integraci a dosadime do vygi funkce X(t). Pro vypaet

integrali musime pouZzit vzorce pro goniometrické funkce:
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sina cos,BZ%[ coga - B) - 0‘3(37+:3)]

sina cos,B:%[ sifa-B)+ si|(|a+ﬂ)] (3.325)
sin(-a) =-sina
:.[Cl(t)dt .[ ) gt= .[ (sin 9)(sin 29 dt:—EI[COH— COZSBjdt: sirt3—4 3stn
.[(42 t)dt= I ) gt= J‘ (sin)(cos2) dt——j( sint smﬁj gt 3608~ 3c0s. (3.326)
2 4
PartikularnireSeni diferencialni rovnice po dosazeni a Uprateéyje:
%(t)=g(t) €' cos2t+ (1) € Sinmm & cosa_SC08~ : 3co83, oo 0397
=e'sint, tOR
Obecné&eseni dané nehomogenni diferencialni rovnice |kezppsat ve tvaru:
x(t,6)=X)+X )= ¢ cos2t ¢ @& sin2¢ & sin (3.328)

Nyni feSime poate:ni ulohu, uéime derivaci obecnéh@sSeni. P&ateini podminky dosadime
do daného obecnélteSeni a vkeSime soustavu linearnich algebraickych rovnicngaznamé
koeficienty c,,c,.
X(t)=-ce'cos2t- 2g€' sin2 ¢& sinZ X ¢ cosz & st B cc
3=¢ (3.329)
-2=-¢c+2c,+1=¢=0
ReSeni soustavy linearnich rovnic [el:B, C = 0]. Dosazenim vyptienych hodnot do

obecnéhdesSeni ziskame partikularféSeni zadané diferencialni rovnice.
x(t)=3€" cos 2+ €' sint (3.330)
Nyni stejnou nehomogenni diferencialni rovnici adanymi poatenimi podminkami
diky specialni pravé strarvyieSime pouzitim kvazipolynomu. Nejprve naleznemecoée
feSeni rovnice a potom pouzijemecatmni podminky pro nalezerieSeni partikularniho.
ObecnéreSeni asociované homogenni diferencialni rovnicar&estejnym zgisobem jako
v predchozinteSeni. Fundamentélni systéeseni je najfklad (dw lineérré nezavisl&eseni)
{e‘t cos2,e' sinz} (3.331)
x(t)=ce'cos2t+ g € sin2 (3.332)

Prava stranatvodni diferencialni rovnice ma tvar kvazipolynomu:

P(t) e sinBt+ Q1) € sinB 1, kdea =-1, 3=1P(t)= 3,Q(t)= G,
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koren A =a £ B3] je komplexni¢islo A =-1+ | a totocislo neni kdéenem [@vodni charakte-

ristické rovnice asociované homogenni diferencidminice A>+2A4+5=0. Partikularni

reSeni hledame ve tvaru:
x(t) = & ( Asin t+ Bcos) (3.333)
Prvni a druha derivace partikularnifeseni po Upravje:

x(t)=[jAet - Bet]sm H—[ A€ - Bé] cos 3.334)
x(t) =-2e" Acost+ 26" Bsint

Dosazenim doijvodni rovnice (3.315) a jednoduchych Gpravach ceste
3e" Asint+ 3¢ Bcost= F' sin (3.335)

Porovnanim koeficieftu jednotlivych polynom ziskdme soustavu linearnich algebraickych

rovnic

3Asint+ 3B cod= 3sirn
3A=3= A=1 (3.336)
3B=0=>B=0

Reseni této soustavy rovnic (&, B) =(1,0), partikularniteSeni rovnice je
X(t)=€"sint (3.337)

ObecnéreSeni nehomogenni diferencialni rovnice jectem partikularnihgeseni a obecné-

hofeSeni asociované homogenni rovnice
x(tc,c)=X 1)+ )= cé cos2t ¢@ sin2t @ sin (3.338)
Nyni teSime psateni tlohu X(t)+2x(t)+5x(t)=3€" sint X 9= 3 0=~ , urime
derivaci obecnéhdeSeni. Dosazenim gatecnich podminek dostavame soustavu linearnich
rovnic, tuto soustavu linearnich algebraickych rovmyieSime pro neznamé koeficienty
GG
X(t)=-ce'cos2t- €' sin2 g€ sinZx X @& cosz & st B cc

3=¢ (3.339)
-2=-¢+2c,+1=¢=0

Reseni soustavy linearnich rovnic [q=3, (‘2=0]. Dosazenim vyptienych hodnot do

obecnéhdesSeni ziskame partikulanf@Seni zadané diferencialni rovnice.

x(t)=3€e" cos2+ €' sint (3.340)
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Jinou pouzitou metodou pt@Seni nehomogenni diferencialni rovnice jsme &okp
stejnému za&ru. Nyni budeme stejnou rovni¢esit za pouziti Laplaceovy transformace.

M¢&jme nehomogenni diferencialni rovnici SSaeEnimi podminkami:
x(t)+2x(t)+5x(t) =3€" sint X Q= 3% 9=~ : (3.341)
Ozname X (s) obraz hledanéheeseni x(t)a zobrazme rovnici v Laplacebirans-

formaci. Pouzijeme&tu obrazu derivace &t o linearit a dostaneme:

eX(9-3s2+2X }-6+5X% p=£{ 3¢ sin}F(S%)zﬂ
S
X(s)[ $+2s+5] 3<3,—4—(S+1)2+1
X([§+25+5]=39 4+—> (3.342)
S s+1)° +1

U
S +2s+5= §+2s 1+ 4=( & ])2+ 4
3s+4 3
X(s)=

(s+1)"+ 4 [(s+1)2 +1}[( s+1)°+ 4}

Jak je vidt jmenovatel, ktery vznikl vyglenim levé strany ma stejné poly jako jsou ko-

feny charakteristické rovnice. Pro pouziti Lapla@elvniku musime rozloZit posledni rov-
nici na sodet parcialnich zlomk Prvnic¢len rozlozime na s@et dvou zlomk, které jedno-
duSe najdeme ve slovniku procamou transformaci. Tvatitatele jsme zvolili podle jmenova-

tele, ktery se sklada z komplexsdruzenych kien.

(9= 3s+4 3 _3(st) , 1, AstB  CsD
(s+17+a [(s+) +2[(s+ 97+ 4] (s+D°+4 (s 9+ 4 (s¥w1(s)r. (3343
Pro prvni dvaileny vyrazu snadno nalezneme obraasoveé oblasti. Pro &eni neznamych
koeficienti pouzijeme nasobici metodu:
3 __AstB Cst D
[(s+1)2+1][(s+1)2+ 4} (s+1)2+1 (S+1)2+4
3=(As+ B (s+1)" +4]+(Cs D[( $)"+1

3=5’(A+C)+$(Br D+ §5 A2B2G 2P+ 58 21

(3.344)

Porovnanim jednotlivych koeficieintod nejvysSi mocniny dostaneme soustavu linear-

nich rovnic octyfech neznamych, kterou hkavyreSime nap Cramerovym pravidlem.
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_ detD, -0
detD
A ¢ =0 _detD, _,
2A+ B+ 2C+ D =0 " detD a0
5A+ 2B+ 2C+ 2D = _detD, _ (3.345)
5B+ 2D = 3 detD
_detD, _ _
detD
Po dosazeni vygtenych konstant dostavame
(9= 3s*+) . 1 .1 1 _3(s+) 1
(s+10+4 (s+97+4 (s+9°+1 (o }+ 4 (s P+ 4 (s L+
x(t)= L X (9} = 3(521) - (3.346)
(S+1) +4 (S+]) +1

x(t)=3€" cos 2+ €' sint
Pt vynaloZzeném minimu usili jsme dadpke stejnym vysledkm jako @i feSeni hehomo-

genni diferencialni rovnice variaci konstant a npbozitim kvazipolynon.

Zadani: Vysledek
Priklad ¢islo: t .
¢ (1) = x (1) -3x%(1), 0)=1 i
29 f&() %()-3%(1), x(0) ‘(1) = e c_053+ sin3 R
%, (1) =3x () + % (1), x%(0)=-1 e'sin3-¢€ cos3
Reseni:

Posledni giklad, ktery si uvedeme v této kapitole buderadeni soustavy diferencialnich

rovnic. Reste soustavu diferencialni rovnic s@mnimi podminkami:

(1) =%(1)-3%(1), x(0)=1
XXlz(t)=;(lx1(t)+§2z(t), X2X1(0)=—1 (3.347)

Rovnici mizemeiesit femi zpisoby, vSechny si zdaghledrg ukazeme. Najdeme odpovida-

jici linearni diferencialni rovnici 2adu pro funkcixl(t). Z prvni diferenciélni rovnice vyjad-
time funkci x, (t) :

X, (t) =M (3.348)

a toto vyjadeni dosadime do druhé diferencialni rovnice. Postog Upravami dostaneme:
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I

(AU -y 200X

3 3
. : . (3.349)
BAU N AOREAT (UARL
3 3 3
% (t) =25 (1) +10x(1) = 0.
Dosazenim bodu 1 do prvni diferencialni rovnicea@gme pdatesni podminku:
%(0)=x(0)+3%(0 =1 3= ¢ (3.350)
Dostavame tedy diferenciélni rovniciiadu s péateznimi podminkami,
% (t)-2% (t)+10x()=0, x(0=1, x%( Q=" (3.351)
ktera mareSeni:
% (t)-2% (1) +10x ()= 0, x(§=¢
A% -21" +10€' = 0
(3.352)

A*=21+10=0
A,=1x3j=x,(t)=cg cos3+c,é sind, OR

Konstantyc, a c, urtime dosazenim patesnich podminek do rovnice, (t) a %, (t). Deri-
vace rovnicex, (t) = c,é cos3t+ ¢ & sin3je

% (t)=cécos3- 3 é sin3 ¢esindk I'e cos (3.353)
dosazenim pgteenich podminek ziskame rovnici o dvou neznamychhpedané konstanty

C ac,,

1=c
(3.354)
4=c+3c,=> ¢ =1
Resenim rovnice je:
x (t)=€cosa+ é sind (3.355)

Funkci xz(t) dopaitame dosazenim do jejiho vyjédi (které jsme pouzili na &aku pro
jeji eliminaci):
x (t)=€cos3+ é sin3 (3.356)

(0 —% (1) +x(1) —(é cos3- 3 sin3+ é sind+ @ cos)3+ B cosB'e sints
)(2 = = =
3 3 (3.357)

I r _
_3¢e S|n333é COS$:ésin3t—é cos3, tOR

Vektorovy zapigesSeni soustavy diferencialnich rovnic je:
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_(%(t))_(€sin3t+é€ cos3
X(t)_(xz(t)]_[etsina—é cos3j’ toR. (3-356)

Pri feSeni pedchazejici tlohy jsme nemuseli dojtavat paateni podminkux, (0). Mohli
jsme najit obecnéeSeni pro funkcix, (t), vyjacit obecnéreseni pro funkcix, (t) (dostali

bychom obecnéeSeni soustavy) a az poté dosazova&amdni podminky, jak si ukazeme
nize. Vektorovy zapis obecnéreseni je:
“(t) :(xl(t)j :(clé cos 3+ cé sinaj,
% (t)) (cé€sin3t-cécosy
dosazenim pa@teenich podminek dostavdme vektorovy zapis rovnicevypmcet konstanty

G ac.

tOR, (3.359)

xun=(iJ=(j;} tOR. (3.360)
Dosazenimé&hto konstant do rovnice (3.359) dostaneme stejsiedek jako (3.354).

Druha metoda s@iva vieSeni charakteristické rovnice matice soustavyal@zeni vlastnich
vektor prislusnych vlastnicliisel. Budeme tedkesit stejnou soustavu diferencialnich rovnic
s pa&atesnimi podminkami. Charakteristicka rovnice maticastavy je:

det(A-A1)=0

G

3 1 0 1 (3.361)
1-1 -3
[ 3 1—Aj

Pro matice velikosti 2x2 fizeme psatlet(A -4l ) =A° ~trA A+ defA |, kde | je jednotkova

det

det =(1-2)+9=22- 2+ 1C= (

matice pislusné dimenzetrA je stopa matice soustavy ($etiprvki na hlavni diagonale).
Vysledny polynom se nazyvéa charakteristickym poiyea dané matice. Keny charakteris-
tické rovnice se nazyvaji vlastéiisla dané matice. Pro kazdé vlastisio matice A nazyva-

me homogenni soustavu linearnich algebraickychicovn

(A-Al)c =0 (3.362)
charakteristickou soustavou a jeji nenuldedeni vlastnimi vektory maticA piislusSnymi
vlastnimucislu A .

Matice charakteristické soustavy je singularnip tebustava ma tedy nenulok&Seni, takze

kazdému vlastnimaislu existuji vlastni vektory.
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Vlastni ¢isla charakteristické matice soustavy jsoy,=1+3j. Sta&i uvaZovat jedno

z dvojice komplex& sdruzenychéisel A, =1+3j. Sestavime charakteristickou soustavu a

najdeme bazi jejihteseni:

. (-3j -3]0
A=1+3) | ailo (3.363)

i — . 1 e 2w : .
vlastni vektor pislusejici vlastnimuislu A, je { j} PrislusnéreSeni soustavy diferenci-

alnich rovnice uvazujeme v komplexnim oboru:

1) sy _[ €cos3+ je sin3
e = T . (3.364)
-j —-je'cos3+¢€ sin3

Fundamentéalni matickeSeni obsahuje za jednotlivé sloupce reélnou ainméag cast této

vektorové funkce. ObecriéSeni dostaneme jejich linearnimi kombinacemi:

X (1) = €cosd € sind (3.365)
e'sin3 -€ cos3 '

x(t):X(t)c:[

dosazenim pgteenich podminek dostavame vektorovy zapis rovnicevypxet konstanty

C ac,:

c€ cos3+gé sin:ﬂ

, tUR , G, OR _
césin3t-ceécos3 (¢, ¢ OR) (3.366)

x(o)=(_11j=( o j tOR. (3.367)

dosazenim do obecnélteSeni dostavame kodre feSeni soustavy diferencialnich rovnic
S paatenimi podminkami:
e cos3+é sin3
x(t) = , tOR 3.368
(1) (et sin3t- ¢ cos?J ( )
Posledni zfisob teSeni je pomoci Laplaceovy transformace. Oamea
X, (s)=£{x( )}, X,(s)=£{ % (0} aza pouziti sty o linearit a obrazu derivace zobrazi-
me soustavu v Laplacedtransformaci. Dostaneme
sX.(9-1= X($-3%( ¥
$%(9+1=3X( 9+ X( ¥

Po Upra¥ dostaneme soustavu algebraickych rovnic:

(3.369)
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(s-) X (9+3%(9=1
-3X,(s)+(s-1) %(§=-1

Prepsanim soustavy rovnic do maticové podoby a pouAiiramerova pravidla dostavame

(3.370)

feSeni této soustavy ve tvaru:

(p_;l piljx(s) {-11)

1 3
-1 p- p-1+3 p-1 3
l()_ p_l 3 _(p_1)2+9_(p_1)2+9 (p_])2+9
‘ Jl (3.371)
p-1 1
( ): -3 - __p-1-3 _  p-1 3
S 3| (p-)f9 (p-DTeo (p-di+ 9
Zpétnou Laplaceovou transformaci dostaneme:
% ()= X, (9} =L écos3t+ &sin
— 1 — 1 ; .
><l(t)—E{X1(s)}—E{éS|n3t écosﬁt (3.372)

x(t

)_(e cos3+é sin?.] tD(O,oo)

| esin3t-¢ cos3)

Vysledek se oft shoduje s fedesSlymi vysledky ziznych zgisohi ieSeni.

Jak je vidt pii reSeni diferencialnich rovnic pomoci Laplaceovy ¢farmace nemusime nic
védet o fundamentalnim systému nebo vektorovém prosttaii nam pouze znalosti ohled-
né feSeni kvadratickych rovnic, soustav rovnic o viezmamych a rozkladu racionalnich
funkci na parcialni zlomky. Vicei@Seni diferencialnich rovnice se lz&idb v [8].

Neni nutné ur feSit diferencialni rovnice tolika apoby jelikoz jejichieSeni neni za-
hrnuto v ramcovych vadvacich programech pro Vas studijni obor. Tatokapitola ntla
za cil ukézat jednoduchost pouziti Laplaceovy fi@nsace pi feSeni wtitych typa diferenci-
alnich rovnic oproti klasickémigeSeni.
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Kapitola 4

Casové charakteristiky

V této kapitole bude nejprve probran@mposova funkce a v dalSich podkapitolach na ni
navazowasové charakteristiky jako je impulsni Beghodova charakteristika. Hlavni napini
této kapitoly je ziskani aproxiri@iho genosu z nagtené gechodové charakteristiky. Pro
porozungni dané problematiky aproximacéephodové charakteristiky je vSak nutna znalost
z&kladnich vztaln a vyra#, které popisuji fechodovou charakteristiku, ale daji se i @ste

Z prenosove funkce.

4.1 Prenosova funkce

4.2 Impulsni charakteristik

4.3 Prechodova charakteristika
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4.4 Identifikace prenosu z fechodové charakteristiky

Pro analyzu a syntézu regéméch obvod je dobré znat zakladni popis zkoumané regu-
la¢ni soustavy. Jednou z metod jak ziskat popis regnk® soustavy je identifikace aproxi-
maniho genosu z nadtené echodové charakteristiky. Nize pouZzité metody nejsali-
nymi metodami, které Ize pro identifikackgmosu pouzit. Pro ul&dni prace p vypoctu
aproxima&niho genosu byl vytvéen program s ndzvem ldentifikace 2013, ktery natzna
piilozeném CD. Program ziskava aproximia pienos podle metod, které jsou uvedeny
v literature.

- Aproximace penosu metodou prof. Strejce [9]

- Aproximace penosu s relativnim tiumenim v intervg0, 1) [3, 6]

4.4.1Program ldentifikace 2013

Program byl vytvéen pro ulebieni ziskani aproxintaiho genosu z pechodové cha-
rakteristiky. Podle metod vypiava aproximeéni pirenosy ze zadanych udajkteré uZzivatel
ziska z narrené pechodové charakteristiky. Pro vytemi aplikace byl zvolen programovaci
jazyk C#, jako programovaci prostli byl zvolen softwarovy produkt [17]. Aplikacey&e-
na pro operéni systém Windows, na kterém je nainstalovan .NEamework ve verzi mini-
malrg 4.5. Program byl otestovan na opsigh systémech Windows XP, Windows Vista,
Windows 7. Program byl podroben intenzivnimu te&towa n&l by odchytit vSechny nestan-
dardni vstupy, které fite uzivatel zadat. Zaroiegprogram dokaze rozpoznat nesmysha-
dané udaje a uzivatele upozornit na vzniklou situazivatel pro ziskani aproximiaiho ge-
nosu nepdtbuje Zadné hlubSi znalosti teorie automatickiheni, program mu sérika,
kterou hodnotu od uzivatelgéekava a jak ji ma uzivatel ziskat. Program obsahéjgowdu,

kterou si niize uZivatel nechat zobrazitidit se instrukcemi, které jsou v nagow obsazene.
44.1.1 Popis programu

Po spusini programu Identifikace_2013.exe se nam zobrddadai uvodni obrazovka

S ndzvem programu, s verzi a logem univerzity. dai@azovka je zobrazena 5 sekund.
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e et e e
Souboy AETLTEY

B |dentifikace prenosu z prechodové charakteristiky
MUVS CVUT v Praze

ht neni zobrazeno

OBRAZEK 4.x: Uvodni obrazovka programu Identifikace_2013

Po uplynuticasu 5 sekund se ndm zobrazi hlavni okno celé aplikdlavnimu oknu dominu-
je okno pro zobrazeni ziskanfephodové charakteristiky. Hlavni okno jako jediméodiuje
nastaveni uzivatelské velikosti, zaréje ho mozné maximalizovat a minimalizovat na liStu
Na horni liS¢ si miZe uZivatel zobrazit ndpéau a okno o aplikaci. Stiskentikku se aplika-
ce uzave (uzivatel bude v dialogovém oknu vyzvan k potaiagzaveni aplikace). VSechny
okna otevené z hlavniho okna jsou zobrazeny dedu obrazovky. V pravéasti hlavniho
ona si uzivatel zvoli jaky typitpchodové charakteristiky chce identifikovati §tisknuti jed-
noho zeft tlacitek bude oteteno okno, kde bude uzZivatel vyzvan, aby vioZit laigrodete-
né z gechodové charakteristiky. Pokud ma uzivatel te#ee &jaké okno pro ziskani aproxi-
mainiho enosu, ostatni ttitka nelze stisknout. Po vyt aproxim&niho pgenosu je
v hlavnim okr zobrazenaigchodova charakteristika a hlavni charakteristidékia charakte-

ristiky, pogipads aproxim&ni pienos. Zobrazené Udaje jsou zavislé na tyeelpdové cha-

rakteristiky.
Wentifiace piechodogich chartenstk s ol Wentifiace prchoderich ke I [l

Soubor  Napoveda Soubor  Napoveéda

Prechodovs charaktenstica dentficovaneho systému Zde wybeste ht podobajici ss Vminaméfens charskteristis Frechodovs charsitorstia idertifkovancho systému

= -ht je zobrazena-

OBRAZEK 4 .X: Hlavni okno programu ldentifikace_2013
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Jak jiz bylo napsano po stisku jednoho idlécitek dojde k otekeni gFislusného okna, kde
bude uzivatel vyzvan k zadani hodnot. Po stiskatitkia Ukaz penos dojde ke kontrole za-
danych hodnot. Vifpads, Zze program vyhodnoti zadané hodnoty jako nesr@ysipozorni
uzivatele na zadany udaj, ktery se musémin(prislusné pole &rvend, objevi se vystrazny
dialogovy box, do informativniho okna se vypiSeSki s popisem chyby a jeji napravou).
Jestlize jsou vSechny zadané Udaje v poZadovanaméfio spéte se aproximai pienos,
inverzni LT, charakteristické Uudajégezhodové charakteristiky a nakonec dojde k vykrésle
piechodové charakteristiky. Okno pro ziskani apro¥mffeo genosu s kmitavou sloZzkou
obsahuje d¥ vypoitové metody a je na uzivateli, kterou si vyberezeNsou zobrazeny scee-

ny jednotlivych obrazovek.

Ndpovéda V1.0
= T

Tlacitka: B o |

Program pro identifikaci pfenosu
PDF Népovéda - zobrazi se PDF : ych istilc metodou z pfechodové charakteristiky
[profesora Strejce (program zobrazi odkaz na dokumest i server TUL) o r‘_v
LT - zobrazi se online ndstroj pro vjpocet Laplaceovy transformace Frogram vytvofen v rémei BP na MUVS CVUT v Praze
ILT - zobrazi sc online nastroj pro vjpocet inverzi Laplaceovy transformace

Program je urien studenttim SPS Resslova 5, Usti nad Labem
Uvod: Ato: g PerBUBLA  Vers: V1123022013

Program je wréen pro identifikaci piechodové charakteristicy. Visledkem

identifilcact Lo
Fe—mmafedi FeiEints s 537 S
T | i [z

OBRAZEK 4 .X: Okno s napatdou

=

encho corazky odectene dobu prtah 2 dobu nabeh
fauu neni vypocteno

OBRAZEK 4 X: Ziskani aproananho prenosu soustavy bez kmitavé slozky

/ \ [Fm1 | | E
7 . =
{ / \./ ﬂ i
i o [ ¥ ® AV O
i = ZLS

w
é =

OBRAZEK 4 X: Ziskani aproximéniho prenosu soustavy s kmitavou slozkou

[h-(oot 4t os 257300000571 |

~Prenos byl vypocten-
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Neocekavana chyba. vypocten hodnaty jsou prls male pro dalsi zpracovan

i
-NEOCEKAVANA CHYBA-

Neooskavana chyba, hodnota prveho maima 05 je vetsi jak 100%

-NEOCEKAVANA CHYBA-

OBRAZEK 4 .X: Chybova dialogova okna

4.4.2P¥iklady na ziskani aproximaniho prenosu
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Kapitola 5

Zaveér

V praci se poddo splnit vSechny vyt§ené cile a body ze zadani. V ramci této prace
byl proveden popis systému modelu spojenych nakiigiy je umisin v laboratéi K23 Ka-
tedryftidici techniky. Na zakladpopisu systému byl odvozen nelinearni matematickgel,
ktery byl ve vhoda zvoleném pracovnim bedinearizovan. S timto linearnim modelem, kte-
ry vérohodré popisuje chovani modelu spojenych nadrzi v okadleného pracovniho bodu,
byla provedenaikladna analyza systému, ze které bylo &jiét Ze nemusimetekavat zad-
né problémy sgizenim vySek hladin v obou nadrzich. Nasledopno linearizovany model

bylo navrZzeno Sest typregulatot.

ZAvr:

Na Laplaceovu transformaci seibeme divat jako na uzitey nastroj praeSeni nejen
diferencialnich rovnic. Tato kapitoladgha za cil aby jste se nastroj Rdusnadno pouZzivat a
aplikovat na teorii automatickéhidzeni. Sirsi souvislosti VAm budou podany v rameten
matické analyzy na vysokych Skolach.

Zawr

Tato prace nepokryla veSkerou latku, ktera je péota v pedn®tu ... v oboru na Skole
... . V budoucnu je mozné ve spolupraci s Votrubcerrtuto praci navazat a vytiio dalSi
typové giklady a kapitoly.

Tato prace nesta za cil pinést réjaké nové zakry v teorii automatickéheizeni. Mela

za cil zjednodusit pochopeni latky pro studenty 3B kteri se s touto problematikou zaobi-
raji v predmétu automatizéni technika.
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Lapleceova transformace je vyznamny nastroj positwdiaci analyzy jewi a vlastnosti
u nichz hraji dlezitou ulohu linearni diferencialni rovnice. Lapd®va transformace neni jen
dalSi viadt metod uéenych kieSeni linearnich diferencialnich rovnéasto zasadnim #po-
bem ovliviiuje zpisob pohledu na tyto jevy, nidklad v linearnich obvodech. V pozadi termi-
nua, jakymi jsou nafiklad grenosova funkce, obrazova impedance, admitanceypatkych
v teorii obvod a linearnich systéim je nepochyb&nutné vidt Laplaceovu transformaci.

Vypocet vzoi v Laplaceo¥ transformaci a uzita tabulek, popisujicich Laptace

transformaci, vak vyzaduje jistou rutinu, kterou je nutné si at@sp jednoduchych iipa-
dech nacwiit.
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Priloha A

Obsah @ilozeneho CD

K této diplomové préaci jeiflozeno CD, na kterém je uloZen vlastni text diptwé prace ve
formatu PDF, filoha k tomuto textu se zpracovanymi daty z jedmpth meieni @i regulaci
vySek hladin ve formatu PDF. Dale jsou na CD uénisischématické obrazky, data z jednot-

livych méteni, &tSina vytvdenych skript pro vypa@et regulatoll a mnoho dalSiho.

1 Seznam adresé&i

* /doc

* /schematicke_obrazky

» /fotodokumentace

* /ident_analyza

e /PIDf_regulace

« /LQG_regulace

e [rozvazbovaci_regulace

* /Hinf_regulace

2 Obsah adreséu

* /doc
0 tento text diplomové prace ve formatu *.pdf

o priloha k tomuto textu ve formatu *.pdf



PRILOHA A

OBSAH RILOZENEHO CD

/schematicke_obrazky
0 vytvoiené schématické obrazky ve formatu *.png
[fotodokumentace
o0 vytvorené fotky realného systému ve formétu *.jpg
/ident_analyza
0 simulani schéma regutaiho obvodu ve forméatu *.mdl
0 soubor s nastavenim ve formatu *.m
0 nantfena data ve formatu *.mat
/PIDf_regulace
0 simulani schéma regutaiho obvodu ve formatu *.mdl
0 soubor s nastavenim ve formatu *.m
0 nantiend data ve formatu *.mat
/ILQG_regulace
0 simulani schéma regutaiho obvodu ve forméatu *.mdl
0 soubor s nastavenim ve formatu *.m
0 nantfena data ve formatu *.mat
/rozvazbovaci_regulace
0 simula&ni schéma regutaiho obvodu ve formatu *.mdl
0 soubor s nastavenim ve formatu *.m
0 nantiend data ve formatu *.mat
/Hinf_regulace
0 simulani schéma regutaiho obvodu ve forméatu *.mdl
0 soubor s nastavenim ve formatu *.m

0 namienda data ve formatu *.mat



