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INTRODUCCION



INTRODUCCION

En el presente trabajo estudiaremos las funciones aritméticas sobre
el monoide de los polinomios mbnicos, en la indeterminada X sobre un
cuerpo finito Fq, comparando algunos resultados aquf obtenidos, con

aquellos que les son analogos en el monoide N*.

El objeto fundamental de este trabajo es el de encontrar expresiones

y Ordenes promedios para algunas funciones aritméticas en el monoide

M(g;X). Para ello necesitaremos primero establecer un isomorfismo entre
el dlgebra de Dirichlet (Dir (M)) y el &dlgebra de las series formales,
el cual nos permitird escribir algunas funciones aritméticas como produc
to de funciones 5-de Riemann, obteniendo asi expresiones para los
coeficientes ékz a partir de los cuales analizaremos el comportamiento

de estas funciones.

Nuestra obra consta de tres capitulos los cuales detallaremos a

continuacibn:

El primer capitulo, en su primera parte, recoge el &lgebra de las
funciones aritméticas, determinando el 1inverso de una funcidn aritmé-
tica, funciones multiplicativas y completamente multiplicativas, esta-
bleciendo condiciones que nos permiten analizar el comportamiento de
éstas sobre las potencias de primos de P en M. Ademds se estudian
algunas funciones aritméticas en especial (u,/ﬂ,d,dr oo s BEE. ).
dando condiciones necesarias y suficientes con la utilizacién de la

férmula de Inversi6n y el Teorema de Mobius para determinar cuando una

funcibén es multiplicativa o completamente multiplicativa.



X1

En la segunda parte del primer capitulo establecemos un 1somorfismo
entre el dlgebra de Dirichlet (Dir(M)) y el dlgebra de las series forma
les, el cual sera herramienta de gran utilidad en el descubrimiento de
nuestros resultados finales. Definmimos también, en esta seccibm una
norma (|| ||) en Dir(M) y estudiamos algunas propiedades topolbégicas de
Dir(Mm).

En el segundo capitulo hacemos un estudio de las funciones 35-de

Riemann la que tiene como expresibn la serie formal

fas]
T(Z) = Z(Zﬂq-kz ="'i:l'(z). Analizamos ademds las funciones Primo
K=0 {A|=k s
Independiente Multiplicativa, esto con la escritura de 5 en serie

formal nos ayudard a escribir algunas funciones aritméticas como produc
to de funciones 3, los que nos permitirdn encontrar expresiones para
los coeficientes q'kz. Finalmente exhibiremos condicilones necesarias y
suficientes para expresar una funcibn aritmética como producto finito

o0 1nfinito de funciones 5 -de Riemann. Es, pues, en este capitulo donde

damos las bases necesarias para satisfacer el objetivo fundamental.

En el tercer capitulo analizamos el comportamiento de algunas fun-
clones aritméticas para valores relativamente grandes de |A(X)|; éste
se analiza comparando el comportamiento de la funcibén con el comporta-
miento de una funcibn'conocida, y asi obtenemos el orden promedio de
algunas funciones aritméticas cuyas expresiones para los coeficientes
q'kz en M(qg,X) han sido estudiadasen el segundo capftulo. Ademds estu-
diamos algunas conjeturas (Mestens, Turédn, P6lya) comparando su compor

tamiento en M(q;X) con su comportamiento en N¥,



Esperamos que este trabajo incentive a la investigacién del compor-

tamiento de las funciones aritméticas en cualquier otro monolde.

X1l1



CAPITULO 1

EL ALGEBRA DE LAS FUNCIONES ARITMETICAS



CAPITULO I
EL ALGEBRA DE LAS FUNCIONES ARITMETICAS

1.1 CONCEPTOS FUNDAMENTALES.

Las "funciones aritméticas" que estudiaremos aqui son generaliza-

ciones de las funcilones aritméticas de la teorfa clésica de los nlmeros.
Estas Gltimas estén definidas en el monoide N de los nGmeros enteros
=1y la generalizaci6n que haremos aqui, empieza por sustituir este

monolde por otros, cuyas estructuras le son semejantes.

Para nosotros un monoide o semigrupo conmutativo M es un conjunto
provisto de una ley de composicién .(A,B) —— AB gue es asoclativa y
conmutativa. Ademds supondremos que M es unitario, es decir, que existe

1€M tal que A1 = A para todo AeM.

Para mantener la analogfa con N supondremos también que M tiene un
subconjunto P (llamado el conjunto de los elementos primos de M) tal
que todo elemento A<M, A $ 1 se escribe de manera G(nica en la forma

oy
A= E‘i .p?f.a;’ P PlelP, °(1 entero >0

Es decir, M es un monoilde factorial o con factorizacién Gnica (en sus

elementos primos).

A partir de este momento, todos los monoides considerados en este

trabajo serdn monoides factoriales.

Definici6n 1.1.1: S1 existe una aplicacién norma | |. M —.Z,

es decir, tal que

(1) |1] = 1; |P| >1 para peP,



(11) |AB| = |A||B|, para A,BeM,

(111) G(n) = E i<oo(n = 1,2,3, ...)
€
|A}=n
decimos que (M,| |) es un semigrupo aritmético.

Definici6n 1.1.2: S1 existe una aplicaci6n grado o : M—Z, es

decir, tal que:
(1') 2(1) = 0; o(P) > 0 para PeP,
(11') 9(AB)= 9 (A) + 0 (B) para A,Be I,
(111') §(n) = 2> _1<o(n = 1,2,3,...)
AeM
B(A) =N

decimos que (M, ?) es un semigrupo aritmético aditivo.

Proposicién 1.1.1: Todo semigrupo aritmético aditivo es un semi-

grupo aritmético.

Prueba: Sea q un nlmero real >1. Haciendo [A| = qb(“ verifica-
mos que | | es una funcién norma. En efecto, por definicibn
1] = qa(” = qo = 1; ademds, s1 PeP, |P| = q'o(p) > 1 pues ?(P) > 0.
Esto verifica (1). La relaci6n |AB| g (m)ﬂa(A)*'a(B):lAllBl, no es otra
cosa que (11). Finalmente, sea n € N; si n 4 q"(m=1,2,...), entonces

6n) =2 _1=2> 1=0
AEM AEM
|Al=n o 2(A) _

Ahora bién s1 n = q" para algtn m = 1,2,..., entonces

Bin) s 20 & i n 20 6 8 e

AeM  AeM  Aem
= 0
IAl=n g2 (A)g" 3(a)=n



Luego en cualquier circunstancia G(n) < oo

Ejemplos-

(1-) SeanM =NyP = {nﬁmeros primos > 1 ] . S1 |n| = n para

n € N, todos sabemos que (N,||) es un semigrupo aritmético y G(n)=1.

(2-) S1 M =M(g,.X) es el conjunto de todos los polinomios unita-
rios (es decir, de coeficiente director igual a uno) en la indetermina
da X y con coeficientes en un cuerpo finito Fq de q elementos, un cono
ci1do teorema (si1 K es un cuerpo, el anillo K [x] es factorial) nos

dice que todo elemento A(X) € M puede escribirse de manera G(nica asf:
%y %
A(X) = Py(X) “ooo P(X) 75 (& 1),

donde cada Pl(x) € P = P(q;X) = { polinomios 1rreducibles unitarios] .
Denotando con O (A(X))= © (A) al grado del polinomio A(X), propiedades
elementales y bien conocidas de los polinomios nos dicen que (M(g;X),9)

es un semigrupo aritmético aditivo, pues, también se tiene

n

G(n) = < ©

1 =(
A(X) eM(q;X)
o(A) =n
El valor |A(X)| = n(A) = g o(A) se conoce en la literatura como la norma

del polinomio A(X). Claramente, ( M(q,X), ||) es un semigrupo aritmético.

Observemos que en un monolde factorial M existe una relacibn de

divisibilidad definida asi-

A|B s1 existe CeM tal que B = AC,

que satisface ademés las siguientes propledades.

(D1) A|A para todo A.



(D2) S1 A|B y B|C, entonces A|C.
(D3) S1 A|B y B|A, entonces A = B

S1 A|B decimos que A es un divisor de B. El elemento C € M tal que

B = AC se escribe C = B/A. También tenemos la noci6n de m&ximo comin

divisor (A,B) de dos elementos A,B € M, definida de manera obvia.

Dualmente, tenemos la de minimo com(n m@ltiplo [A,BJ » ¥, en general

todas aquellas propiedades de N que dependen unicamente de la factoriza

c16n dnica.

Definicién 1.1.3: Sean M un semigrupo aritmético y € el cuerpo de

los ndmeros complejos. Toda funcién f:M

€ se llama una funcibén

aritmética. Al conjunto de todas estas funciones se le denota con

Dir(M).

En Dir(M) podemos definir una suma, asi:

(f+g)(A) = f(A) + g(A), para AeM, f,geDir(M) un producto por

escalares asi:

(AF)(A) = X(f(A)) para AecM, feDir(M), L eC

y un producto * entre funciones aritméticas, asi:
(F % g)(A) nzm £(D)g(A/D)

Este producto « se suele llamar convolucién de Dirichlet.

Proposicidn 1.1.2: Dir(M) con las operaciones anteriores conforma

una (-&loebra conmutativa unitaria, que llamaremos el dlgebra de

Dirichlet de M.

Pruebéa Que Dir(M) es un C-espacio vectorial, resulta de un hecho

general muy conocido. Pasemos, pues, a verificar que es un €-algebra



conmutativa. En efecto, s1 f,geDir(M) y AeM, entonces

(Fxg)(A) = % £(D)g(A/D) = DZ £(D)g(C)

=

> g(0)f(D) CZIA a(C)F(A/C)

=

(g*f)(A)

1]

lo que muestra que * es conmutativo. Veamos que % es asoclativo.

Sean, f,g,h eDir(M), AeM, de modo que

[F*(gxn)] (A) = DZM f(D)(gxh)(A/D)

= 2_f(D)( 2 g(E)h(F))
CD=A C=EF

= > £(D)g(E)h(F)
DEF=A

De manera andloga se desarrolla [(fng)nrﬂ(A) y se verificard que es
1gual al Gltimo miembro derecho de las anteriores i1gualdades. Verifi
quemos ahora que el producto % distribuye respecto a la suma. Sean,

pues, f,g,heDir(M); AeM; entonces
((F4g)mh] (A) =%(f+g)(n)n<A/n)
=DZM(f(n)+g(n))h(A/m
- 2>_f(D)h(A/D) +>_g(D)h(A/D)
DJA DJA

= (fxh)(A) + (gxh)(A)
Enseguidz, mostraremos que ( Af)xg = fe( \g) = A(fxg). En efecto,

sean f,g<D:r(M), e C, AeM; entonces



[( xf)xg] (A) =% ( Af)(D)g(A/D)

- > Af(D)g(A/D)
DJA

DZM #(0) [ha(A/0])

[Fx( Xg)](A)
A>>_ £(D)g(A/D)
D[A

[ M(fxg)] (A)
Finalmente, Dir(M) es unitaria pues la funcibn aritmética.

1 s1 A=1

I{A) =
0 s1 |A|>t

sati1sface

(Fx1)(A) =DZIA,f(D)I(A/D) - £(A)

es decir, f*I = f, para toda f eDir(M) lo que 1ndica que I es la unidad

para el producto.

Pasaremos ahora a determinar los elementos 1invertibles de Dir(M).
Para ello tomemos fe€Dir(M), f48 y tal que f(1)§0. Queremos determinar
f'1e.DlrUM] tal que Fher - f*f'1=1; para ello basta determinar f'1(A)
para cada AceM. Procederemos por 1inducci6n sobre |A|. S1 A =1

entonces

(et (1) = feF N = 1

de donde f'1(1) - 1 . Supongamos ahora que f'1(A) ha sido determinado

f(1)



para todos los A€M que cumplen |A|<<n. s1 tomamos BeM tal que

|B] = n, tenemos

0 = I(B) = (faf")(B) =%éf(ﬂln)f"(n)

= f(NF(B) +>  F(B/D)F (D)
0<|D|<n
como para |D|<n, f'1(D) esta ya determinado, por hipbtesis de 1nduc-
c16n, vemos que f'1(B) queda determinado por

=18) = - —1— > sy (o)
f(1) DIB
|Df<n

Reciprocamente, S1 £ existe, entonces de faf

= I, resulta inmediata
mente que f(1)f'1(1) = 1, es decir, f(1)#0. Hemos, pues, demostrado

la siguiente-

Proposici6n 1.1.3: Los elementos f € Dir(M) que son invertibles son

precisamente aquellos que cumplen f(1) # 0.

Por la construccién 1nductiva hecha en la demostracidn de esta
proposicién, resulta claro que £ es tnico. El conjunto
{femr('M), f(1) 0} es, pues, un grupo para la multiplicacién vy

se le denota con Dlrxﬂm).

Definici6n 1.1.4: Sea f una funcidn aritmética f $ 0. Decimos gue

f es multiplicativa s1 f(AB) = f(A)f(B) cada vez que (A,B) = 1. Si

f(AB) = f(A)f(B) para todo par de elementos A y B en M, decimos que f

es completamente multiplicativa.




Es claro que toda funci6n completamente multiplicativa es multiplica

tiva. Por otra parte, como (A,1) = 1y

f(A) = f(A.1)

f(A)F(1),
s1 f es multiplicativa, vemos que f(1) = 1. Por lo tanto, toda funcién

multiplicativa es invertible.

Las siguientes funciones son completamente multiplicativas |A|“ i
ole €, en particular U(A) = |1ﬁ.|"rJ = 1, para todo A€M. También lo es
la funci6n umidad I(A). Como veremos luego 36 toda funci6n multiplica

tiva es completamente multiplicativa.

Proposicibn 1.1.4: Las funciones multiplicativas conforman un sub-

arupo de DerGN).

Prueba: Sean f y g dos funciones multiplicativas (ya hemos visto
que estas son 1invertibles)}. S1 Ay BeM son tales que (A,B) = 1,

entonces

(fkg) (AB) = ; £(D)g(AB/D)
D|AB

= > F(MN)g(AB/MN)
A
N8

S F(M)F(N)G(A/M)g(A/N)
M|A
N{B

. I-Zf(M)g(A/H)] [ %f(N)Q(B/N)]

LM|A
= [(fx)(A)][(fxq)(B)].
donde heros usado el hecho que s1 (A,B) = 1 y.D|AB, entonces

D = MN, M|A, N|B y (A/M, B/N) = 1. Luego el producto de dos funciones



multiplicativas es una funci6n multiplicativa. Veamos finalmente que
el 1nverso de una funcibén multiplicativa f también lo es. Como en este

caso f(1) = 1 tenemos que f'1(1) = 1. S1 PeP y e>1 tenemos que

0 = 1(P®) = (Fxf™1)(P®)
Consideremos la Gnica funcién multiplicativa h tal que f"(Pe) = h(Pe),
para todo PeP y todo e=1 entonces (ﬁhh)(Pe) = I(Pe) para todo PeP y

e=1. Como tanto f como h son multiplicativas; vemos que fxh es

multiplicativa y, por tanto,

(F%h)(A) = I(A) = (F&f~')(A), para todo AeM; es
decir, fxh = fmf'1= I. La unicidad del inverso nos dice ahora que

h = f'1, lo que exige que 1"1 sea multiplicativa.

Corolario: S1 f y g son funciones multiplicativas, entonces

h(A) =:§§: f(D)g(A/D) = (fwxg) (A) es multiplicativa
D|A

Proposicién 1.1.5: Sea f’eDlrx(M) con f(1) = 1 entonces

(a) f es multiplicativa s1, y solo si,

e e e e
1 Ky _ 1 k
f(p1 asw Pk ) = f(P1 )o..f(Pk )

para todo Pxe P y todo e, =1.

(b) Si1 f es multiplicativa, entonces f es completamente multiplica-

tiva s1, y solo s1,

£(P°) = £(P)°

para todo PeP y todo entero e=1.

10



Prueba: (a) Supongamos primero que f es multiplicativa y tomemos

e ek
P1 ...Pk 5 Ple’P, el;a1. Entonces
e e

e e e
1 Ky _ bicie 2 ok

f(P ...Pk ) - f(P1 )f(PZ ."Pk )
e e

1
pues (P1 ""‘Pk

k) = 1. De manera recurrente, obtenemos

e e, e, &
f(P11 ce-PX) = £(P, ). F(P ). Rectiprocamente, s1 (A,B) = 1, entonces

%), ok 1 8
A=Pyg...P " yB=0Q, ...04", donde los P, y los QJ son mutuamente dis

tintos y el,fJ;;1. Entonces, por hipftesis

e e f f
£(aB) = F(P,'...P, k.q1‘...n55)
e e f f
= £1(P,1)...F(P5).F(Q, ... F(Q®)

e a f f
1 k 1 S
f(P1 -clpk )f(q1 l.le )

f(A)f(B)

m

(b) S1 f es completamente multiplicativa, es claro que f(P®)=F(P)S.
e e f
Reciprocamente, sean A = P 1...Pkk, B = P11...Pkk donde el,f = 0.
e +f, eklf2 e+ :
Entonces AB = P P2 "'Pk y como f es multiplicativa, por

hip6tesis tenemos
e, +f

+f
fae) = f(p, 1) LfR R

e +f e +f
e ' leaflEg® K

f

e e f
1 k 1 k
e e f f

1 k 1
f(P1 ---Py )f{P1

3
.o Py )

f(A) f(B)
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donde hemos usado la hipbtesis f(Pe) = f(P)e repetidas veces.

Proposicibn 1.1.6: S1 f es multiplicativa entonces

g%;; f(D) = 'I’ :z;:f(P )]

e1 k
- =
donde A = P‘| "'Pk . el..-‘l.

Desarrollando el producto del miembro derecho tenemos

Prueba:
ﬁ(i F(P1)) = (14F(P,)s. ..+f(P ))x(1+f(P2)+...+f(P 2))...
J=1 1=0 (14+£(P )+ ... f(Pkk))

g T €
WE(P )F(Py)+. . +F(P)F(P 4. (P IF(P,0). . F(PK)

e

e
(PP )+ 4 F (PP )+ (P, 1.2 K)

lo cual nos da el miembro 1zquierdo.

I-2 DEFINICIONES Y ESTUDIO ELEMENTAL DE ALGUNAS FUNCIONES ARITMETICAS.

La funcibén definida por

i s1 A=1
L/‘-‘(A) = (-1)k st A=P,...P, donde los P, son todos distintos

0 s1 existe PeP tal que PZ[A.

se 11ama funci6n M8bius del monoide factorial M. Como en el caso del

monoide N, esta funcibén tiene un caracter combinatorio en todo monoide

factorial. Vedmoslo

Proposicibn 1.2.1.

(1) Zﬂw) = 1(A)
DIA
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i
>° M) = T (o HMeheely,
DIA ]:1 J J

1=1

e

pero > MPyE(PY) = MN)F(1) + HP.)F(P.) = 1-F(P.), de donde
1-0 J J 1] J J

resulta la proposicién.

e &
Corolario: S1 A =P, ...P", entonces

DI JORUERIE ) JENTIRG
DjA D] g1 d P|A

Prueba: Como f(A) = U!ul'1 es multiplicativa el corolario es una

consecuencia inmediata de la proposicibn.

Proposici6n 1.2.4: Sea f una funcibn multiplicativa. Entonces f

es completamente multiplicativa si1, s6lo si,

£1(a) = Hn)F(A)
para todo A € M.

Prueba: Supongamos que f es completamente multiplicativa y hagamos

h(A) = J(A)f(A). Entonces

(hef)(A) = 2 h(D)F(A/D) = 2 _ AD)F(D)f(A/D)
D[A DJA

2_ JD)F(A) = F(A) 2__ (D)
D|A D|A

f(A)I(A) = I(A)

es decir, h = f~!. Reciprocamente, Si £ 1(A) = MA)F(A), vamos a
utilizar la proposicién 1.1.5(b) para probar que f es completamente

multiplicativa. en efecto, s1 PeP y e>1 vemos que
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e
0 = 1(P%) =3 JMph)r(ph)F(p® ")
1=0

A0S+ A)e(p)e(reT)

de donde f(Pe) = f(P)f(Pe'1). Luego como f(P) = f(1)f(P), una 1nduccibn

sobre el exponente e nos da el resultado.

Proposicién 1.2:.5: (Férmula de inversifén de Mdbius). Sean f y g

funciones aritméticas. Entonces para todo A € M,

f(A) =D_a(A) s1, y s6lo s1, g(A) = D_. £(D) H(A/D)
D[A DJA

Ademés, s1 f es multiplicativa g también lo es y reciprocamente.

Prueba: La parte 1zquierda de esta equivalencia significa que
f = gau; luego f* A = (ga)xH = gn(uxM ) = gl = g, es decir, la parte
derecha. Reciprocamente, el miembro derecho significa que g = fx M,
de donde-
gwt = (fal Jxu = f(Mwu) = fI = f; es decir, el membro 1zquierdo.

El resto de la proposicidn resulta del corolario de la proposicién 1.1.4.

Corolario: M es la Gnica funcién aritmética con la propiedad de

inversién.

Prueba: S1 existe d eDir(M) tal que s1 f = gkl 1mplica que

fn O =g entonces =X = (gsu)*X = gw(UxA) = g, para toda geDir(M),

pero esto implica que ux%=I s1 g(1) $ 0 de donde & = u'1 = gl

Proposicién 1.2.6. (Teorema de Mobius) Sean [(DJ, O‘J), DJE M,

X e, 15;.‘15;"] : S(M) = D dy y S'= 2 __ o entonces
. Mo, D=1 3



= 2_Mms(m)
MeM
Prueba:
> Mmysimy = 2 Hmy 2— « Zot (>_ Hmy)
MeM MeM MID 1=1 M|D

d :S",
D% J

en virtud de la proposicibn 1.2.1.
Corolario 1. Sean A,,...,A M, y sea F: {A1,...,An}-—+c

una funci6n arbitraria. Entonces para cada A€M, se tiene

():F (A) Z A(D)S(D)

A)=17

donde S(D) = 2_ F(A.)
L DA, J

Prueba: Tomemos DJ = (A JA) ¥y 03

F(A)) ¥ S(D 2 F(A); S(D) =0, s1 D X A, el -
(£5:£) (A.) y S(D) = D|(AJ A como S(D) s1 el coro

lario resulta de la proposicifn.

= F(A ): entonces

Corolario 2: Sean k un enfero =21 y

oA- {(AgJ)...Alﬁj)); AgJ)....,AiJ) eM, 1<yen] st Fihd— ces

una funci6n arbitraria, entonces,

I F(AsJ )...Al(('])) A DZIM./‘(D)S(D)

donde la suma de la 1zquierda se toma sobre todas las k-plas que cumplen

(J) (J)

m.c. d(- ) =1y

16
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(3) (J)
S F(a3d),....al0)
D§m—c d(A(”,...,A(J))

Prueba: Tomando DJ = m.c.d (AgJ),...,AéJ)) y 03 = F(ASJ),.. (J))

el resultado se obtiene de la proposicibn anterior.

Otros eJemplos de funciones aritméticas son los siguientes, donde
e

tomamos A = P 1...Pk % P €EP y eJ:,>.1

0 stA=1,
(1) wW(a) =
k s1A$1
S1 A no tiene factores cuadratlcos,/“(A) = (-1)1U(A).

(11) Oy =

(111) B =

S1 A=
eqteyt ...4e S1 A 31

vea € SLA $ 1

(1v) Las funciones 1indicatrices de tipo euleriano.

0A) = > 13
(A,B)=1
|B|<|A]
Para cada r = 1,2,.c04,
0.(A) = T
1



(v) Las andlogas a las funclones de Jordan.

3.(A) = [A]" TT (1P| 7Ty,
P|A

| B

(v1) El andlogo de la funci6n de Liouville.

1 S1A=1,
AA) =
(-1) s1 A% 1
Dado que () (AB) = NU(A) + (2(B); es claro que esta funcién es multi-

Q(A)

plicativa.
(vi1) La funci6n que indica el nGmero de divisores

265 = %1

0, mds generalmente, para r = 2,3,...

d.() = 2 1

(B1!0°-iBr)’B1--.Br = A

es decir, dr(A) designa el n(mero de soluciones en M de x,...xr = A.

Es obvio que Bs d2'

(viz1) G (A) = F |D| 0. mds generalmente, para t € C
D|A

T = 210l = (1 s

18
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Es evidente que 0;(A) = O(A) y que U;(A) = G@(A). Como |A| es
multiplicativa, resulta del corolario de la proposicién 1.1.4 que
todas las funciones G;(A) son multiplicativas; en particular G(A)

es multiplicativa.

(1x) La funci6n andloga a la de Mangoldt.

log|P| s1 A = P®, PeP, e>1,
) =

0 en la alternativa
Como A\(1) = 0, /\ no es 1nvertible y mucho menos multiplicativa.

supongamos ahora que estamos en un semigrupo aritmético aditivo

(M, 9), definamos para r = 1,2,...,las funciones

N A ” 1
¢r( ) (A,ZBH
o(B)=r

Para el semigrupo asociado (M,||); |A| = q-a(A) tenemos también una
func16n Qr(A) definida en (IV), que cumple ¢r(A) =0 S1 r no es una
potencia de q, sin que se tenga $r(A) = 0. Por supuesto, siempre
tendremos ¢r(A)s:._: $r(”' Esto muestra que debemos distinguir entre
las funciones definidas seccionalmente en r. Cuando consideramos
(M, ), y las andlogas definidas seccionalmente en r cuando conside-

ramos (M,|]|).

Por ejemplo, s1 estamos en un semigrupo aritmético (M,||) es con-

venlente considerar las siguientes funciones

P(r) = 2 1,
Pep
{P|=F
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NX) =D 1=2 6Gr)=)_2 1;
[Alsx  r<X r<X |A|=r
MX)=2 1= 2 _ P(r)
PeP r<X
[Pl<r

Mas s1 estamos en un semigrupo aritmético aditivo, es mejor considerar,

ademés de E(r). las siguientes funciones.

P(r) = >_1,

PeP
D(P)=r

NOO = D B(r) = i

1
?(A)<X r<X 2(A)=r

N
TX) = > 1=2_ B(r)
PeP r<X

o(P)<X

Con la ayuda de estas funciomes empezaremos la obtencién de propiedades

de las funciones definidas de (1) - (IX).

En primer lugar, usaremos el teorema de M8bius (proposicitn 1.2.6)
para obtener expresiones en término de otras funciones aritméticas,
para las funciones indicatrices de tipo euleriano y las funciones de

Jordan.

Proposici6n 1.2.7: Sea (M,||) un semigrupo aritmético entonces

(a) Q(A) % H(DIN(|A/D])

La expresion (a) es equivalente a la siguiente.

(b) N(|A]) =2__ §(D)
D|A



Prueba  $1 D, = (A,A;) donde A ¢ {A,: ]AJ|__<_|A|} y F(D)) = 1,
entonces la proposiclén 1.2.6 nos dice que
S' = §(A) =2 _M(D)S(D)
D|A
donde
(M) = 2_1 = D2 1
|AJ|s;|A| DCJ=AJ
D|AJ |C |5;|A/D|
3
= N(|A/D]|)

Esto demuestra (a). La igualdad (b) resulta de la proposicibn 1.2.5.

(f6rmula de 1nversién de Mdbius).

Corolario 1: S1 M = N entonces
0(a) = 2_HA(d)(a/d) o= a = D §(d)
dla dla

para todo aeN.
?3(a)
Corolario 2: S1 M = M(q;X) y |a(X)] = q » entonces

(a) 0(a(X)) = |a(X) A (d(X)] d(R)
0(a la ld%am | |

Esta expresibn es equivalente a la siguiente.

(b) la(x)| = 2_ ?(a(xn
d(X)]alx)

21

Prueba: N(]a(X)/d(X)])
c; o(c) <(a)-2(d)

q2(a)-23(d) _ a(xy a0 |

21
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Corolario 3+ S1 M =N 6 M =M(q,X), subsiste la:expresién

0(A) = |A| TT(1-[P|™T)
P|A

Prueba: Resulta de los dos corolarios anteriores y la proposicibn

1.2.3.

M
Observemos que como §(A) = §(A) en el caso de un semigrupo aritmé

A
tico aditivo, los corolarios 2 y 3 son vdlidos para §.

Proposici6n 1.2.8: S1 M es N oM (q,X) entonces

0~ (a) =2 A()|p|
DA

Prueba: De los corolarios 2 y 3 resulta que en ambos casos
0 =H*||. Luego ¢'1 =lﬂ'1t|l'1. Pero || es completamente multiplica
tiva, luego por la proposicibn 1.2.4, ||'1 =M.

Por consiguiente ¢'1 = Us(M.||), es decir,

) = D)|D
07" (A) %AJ’( )|D|

Corolario: S1 M es N o M(q;X), entonces
-1
() = TT (1-|P|)
¢ P|A
Prueba: Resulta de aplicar la proposicibn 1.2.3.

En virtud del corolario 3 de la proposicibn 1.2.7, vemos que

Jy(R) = 0(A) = $(A), s1 M es bien N o bien M(g;X).

Proposici6n 1.2.9: Sea (M,|]) un semigrupo aritmético entonces

(e) J.(R) =2 _M(D)|A/D|"
DA



lo que equivale a.

(b) |A|" =2_3 (D)
pDjA T

Prueba: Como |A|r es multiplicativa la proposicién 1.2.3 nos da

>_ M = T O-1pT
D|A P|A

de donde
|AI"TT(1-1P|™") =2 H(0)|A/D]"= 3. (A)
P|A D[A
La parte (b) de.la proposici6n resulta de la férmula de inversién de
Mobius.

La proposicibn anterior es vdlida en (M,|]); pero en general, no

se tiene ((A) = 51(A). esto si ocurre, por ejemplo, s1 N(|A|)= |A].

Proposici6n 1.2.10: Sea (M,|]) un_semigrupo aritmético entonces

0.(A) =>F_rAﬂ(n)e(r/|o|); (r=1,2,3,...)
1<|bigr

s1 r > |A| entonces

0,.(A) =%\me)ew|on == 6(r/|A|) = :[>)|:A 0,.(0)

Prueba: Resulta del teorema de MGbius

Corolario 1: S1 M = N entonces

0.(a) = %f‘(d)(r/d)
I<d<r

23



Corolario 2° Si1 M = M(q,X) entonces

0 (a0 = > Aygl/1401]
() [a(x)

15.:,|d(X) Lf-;; r

(r =1,2,3,...). S1 r>|a(X)|, tenemos

a(X)/d(X)
o (a(x)) = > M (dx)q" d
d(X) [a(x)

s1, y solo s1,

[laco(]. d(xX
} %)lgb(n( .

Proposicién 1.2.11: Sea (M,?) un semigrupo aritmético aditivo.

Entonces.
8,.(A) =%ﬂ(ma<.~- 3(0)), (r=1,2,...).
0<o(D)r
S1 r>73(A) entonces

0,(A) =%ﬂtn)e(r-a(n))

S1, y sblo si1,

6(r-2(A)) = 2 § (D)
D[A

Proposici6n 1 .2: En un semigrupo aritmético (M,||) tenemos

1 s1 A es un cuadrado

[ﬁ; A D) =

0 s1 A no es un cuadrado

24
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Prueba: Como A (A) es multiplieativa (proposicién 1.2.3 y
A

su corolario)basta observar que,

1s1e=0 (mbd 2)

blzpe (D) =

0si1e=1(mbd2)

pero esto es claro sf consideramos la expresibn

2 e
Pt oen + (P8) = 14 (-)SMPLL)SXPT) | ()P

1+ (-1)+(-1)2 # see % (<17

Proposici6én 1.2.13: En un semigrupo aritmético (M,|}) tenemos

XA = | A

donde || designa aqui el valor absoluto de un nGmero complejo.

Prueba: Como )\ es completamente multiplicativa )f1(A);/”(A) AA)
(proposici6n 1.2.3). Luego )\'1(.&) =0 . S1 existe PeP tal que
PPlay XA = 1= [Am] 2= | fA)] en la alternativa.

Proposici6n 1.2.14. En un semigrupo aritmético (M,||) tenemos

(a) e+1 s1t=0

g 5 (1 = G(A) s1 A = pl. . pk
(o) ofA) = JEE +eJ) = ) s1 A =P, ..



Proposicifn 1.2.15 En un semigrupo aritmético (M,|]|) tenemos

..1 _ t
G_t (R) = DZM 101t # (D) A (A/D)

Prueba: Como |lt es completamente multiplicativa la relacién
i o =3
G—t = ||t*u implica que G—t = (/‘.Ilt)w.u"l. La proposicién resulta
entonces de que M= u'.

Corolario: En un semigrupo aritmético {M,||) se tienen las rela-

clones

(a) %“(A);DZMMD)J(A/DJ,

(b) §,(A) DZM D] AD) AA/D)

Proposicidn 1.2.16: En un semigrupo aritmético (M,||) tenemos

Gia) = 2 [0t <
0.(n) G.(8) D|(A,B)|Dl 0, (A8/D)

Proposici6n 1.2.17: En un semrgrupo aritmético (M,||)

81 ek o o
y =Py P (e) = card {( Ayynnns & ); A €2, & >0,

&1+. ) .+01’r, = e} entonces

S_I A=P
d E (P
r-(A) =TT ( r elJ
1=1
Prueba: Basta observar que dr(Pe) = Pr(e), s1 ex=l.

Proposici6n 1.2.18: En un semigrupo aritmético (M,||) tenemos

log(A) =2__/\(D)
og(A) %A
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e &
Prueba: De [A| = |P1| 1,..|Pk| k, resulta log |A| =‘Zf;_ellog[P1|;
1=

por otra parte, también se tiene

i i/\(PT)
1=1 m=1

> 3 1og IP,|)

1=1 m=1

K
2_ e log [P |
= W 1
Definamos ahora una derivaci6on en la € -§lgebra Dir (M) mediante
la férmula.
f'(a) = f(A) log |A|
Que se trata de una derivaci6n nos lo i1ndica la siguiente.

Proposici6n 1.2.19: Sean (M,||) y Dir (M)

Entonces, s1 f, g € Dir(M) se tiene

(a) (f+g)' = f'4g’
(b) (fxg)' = f'xg + fxg'
(€) (FN' = -fra(exf)™!, s1 (1) 40

Por ejemplo tenemos las siguientes férmulas.

(1) w'(A) = log |A|
(11) I'(A) = O
(111)/\%u=u

(Esta Gltima en virtud de la proposicibn 1.2.18)

Como aplicaci6n del uso de esta derivacifn demostraremos enseguida

la versi6én de SELBERG en un semigrupo aritmético.
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Corolario: En un semigrupo aritmético (M,||) se tiene la férmula

de (SELBERG).

/\(A) 1og(A) % (\DARD) - E%Aﬂw)logz(wun

Prueba: Tenemos

N\ xuy= UL¢>/”{ﬂy“¥1ﬁ\w;q' = u",
o también Asn u +/\n(/\ % u) = u"; multiplicando esta altima ecua-
c16n por A obtenemos /N + A\#s\= v que es la formula pedida.

[.3- SERIES FORMALES DE DIRICHLET SOBRE M.

Una expresibn de la forma

> f(A) A7

AeM

donde cada f(A) € €, se llama una serie formal de Dirichlet sobre M.

Dos series formales de Dirichlet.
J F(A)|AI7Z: D g(A)|A]™2
AeM AeM

se dicen 1guales st f(A) = g(A), para todo AeM. Por el momento
dejamos de lado la posibilidad de que como funcibn de la variable
compleja z una serie formal de Dirichlet converja. Es claro, por

otra parte, que los coeficientes f(A) de una de estas series definen
una funcidn aritmética feDir(M), y, reciprocamente, una funcibn
aritmética f define una serie formal de Dirichlet: ?iz):EZ::f(A)|A|ﬁZ_
De acuerdo con estas definiciones la aplicacibn f ‘——""fvg:“glr(ﬂ".) en

el conjunto de todas las series formales de Dirichlet es una biyeccidn
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L

para la cual se tiene ﬁ-?j = ﬁa'; rf = 7\?; (Ae C). Ademds s1

f,g €D1r(M) entonces
. -Z -7 (A) -Z
(z |(A)|M )(? Q(B”Bl )= Z Z F(A Q(B”ABI

es decir f;g = ?'.Ef, donde el miembro 1zquierdo no es otra cosa que el
prodwc to formal usual de dos series de funciones. En todo lo anterior

estdn los ingredientes de la siguiente.

Proposicién 1.3.1: La aplicacibn f —= F es un 1somorfismo de

€ -8lgebra entre Dir(M) y el conjunto de todas las series formales de

Dirichlet sobre M.

S1 dado (M,||) designamos con |M| al conjunto {IAI; AeN}. podemos

escribir.

F(z) = 2 (2 f(A)rZ
relM| |Al=r
mientras que s1 estamos en un semigrupo aritmético aditivo (M,D) vy

D (M) ={'B(A); Ae [M} escribimos

F(z) = (5 f(A)q 2
k€ o(M) a(A)=k

Teniendo en cuenta nuestra definicidn de derivada de una funcibn
aritmética f, hacemos corresponder a f' la serie formal de Dirichlet

definida por
T'(z) = -2 f(A)(log |A])|A|™2
¥ ‘AeM

con lo cual tenemos evidentemente una derivacién (formal) en la u:-’al

gebra de las series formales de Dirichlet.
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También es posible definir en Dir(M) y, por tanto, en la de las

series formales de Dirichlet) una norma || ||, mediante la férmula

sup {|A|'1;f(A)+ 0} s1f40

[1f]]=
0 s1 f=20

Es evidente que sup { |A|'1; f(A) 4 0] = max {IA]"; f(A) # 0] . pues
eX1ste min [|A|; f(A) ¢ 0.] como sub conjunto de IN.

Como este minimo es = 1 entonces siempre ||f||<1. Subsiste entonces

la si1guiente.

Proposici6n 1.3.2: La norma || || es una valuacién no arquimediana

sobre Dir{M). Es decir,

(a) ||fl|=>0; ||f]] =0 s1, y solo s1, f=0
(b) [Ifagl| = [If]]|-]lal]
() floll < max {|1f11. |lol1]

Prueba: Es mas c6modo trabajar con

min {]Al: f(A) # 0} s1 f$0
<> -

a s1 f=20

(donde formalmente hemos tomado 0 = ccf1). La propiedad (a) resulta
del hecho que <f> =1 si f { 0. Por otra parte, s1 f(A)+g(A)$ 0
entonces f(A) y g(A) son ambas distintas de cero, y, por consiguiente,
|A] es mayor que <f >y que'<:g:> s Y, con mayor razbn, que
minf<:f:>,<:g:é}. Esto demuestra (c). Para demostrar (b) trabajaremos
en el dlgebra de las series formales de Dirichlet, observando que

|A|™% =h (z) corresponde a una funcibn aritmética definida por h(-)=1
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y h(B) = 0 para B $ A. Por otra parte, basta considerar sb6lo el caso
enque f $0yg#$ 0. Sean, pues, A1,...Ar los elementos de M que
cumplen |A1| <ty B1,...Bs los que cumplen |BJ| =<9> (que apare
cen s6lo en nGmero finito en virtud de (111) de la defimcién 1.1.1.
S1 P1,...Pn son los primos que dividen a alguno de los Al o los BJ en-
tonces las series |»!\1|'z,...,[»!\‘_rz,|B1rz,....,|le"z estdn en la sub-
dlgebra UA.generada sobre € por las series |Pk|“z (k= 1,2s0caan).
S1 definimos |Pk|'z——- X, obtenemos un € -1somorfismo entre A y
c[}i,...,xn], donde las x1....,xn son algebraicamente i1ndependientes
sobre €. Luego [ 8 ].;Aes un dominio de integridad y, por consiguien

te las series
L -Z 2 -2
2 fAIA ™y 2__9(B)) 8, |
1=1 1=1
que son diferentes de la serie nula, tienen un producto no nulo.
Estd wmplica que f(z)g(z) = (fwg)(z)$0 y que

<fag> =<F>>

Corolario: Dir{(M) es un dominio de integridad.

Proposici6n 1.3.3: Dir(M) es un amllo factorial.

Prueba: Consideraremos dos casos. (a) P es enumerable infinito.
En este caso M es algebraicamente isomorfo a N lo que implica que
Dir(M) & Dir(N). Pero un teorema de Cashwell y Everett[g] nos dice
que Dir(N) es ya un anillo factorial. (b) s1 P = { P1,...,Pn‘} es
finito, entonces por la correspondencia |P1{'z—————- X,» donde las X,

son z2lgebraicamente 1ndependientes sobre € , obtenemos un € -1somor
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fismo de §lgebras entre Dir(M) y [Ixi""'x“]] () S1oehed OB Jas

series potenciales formales sobre { en las indeterminadas (x1,...,xn).

La proposicién sigue entonces de que esta Gltima algebra es factorial

(o]

Proposicién 1.3.4: Dir(M) es un espacio topolégico completo con

respecto a || ||.

Prueba: Sea fy.f,,...,f ... una sucesi6n Cauchy en Dir(M); es
decir, una sucesibn para la cual, dado £ >0 existe un entero M( £ )=>0
tal que ||fm-fn||<:£ s1m,n>=ME). Esto equivale también a lo
sigulente:

fa(A) = f (A) para todo A que cumpla |A|<1/g » s1 m,n2=M(E).
Como £ es arbitrario y, por tanto 1/g puede tomarse tan grande
como se quiera; lo anterior implica que dado AeM, la sucesibn
f1(A),....fn(A)... es constante a partir de un cierto subindice M(A),
Sea f(A) este valor constante, de modo que fn(A) = f(A) s1 n=2M(A).
Como {:M(A); |A|<:1/5} es finito, podemos considerar su maximo M (E ).
Luego, s1 |A|<1/¢ , entonces fn(A) = f(A) s1 n;;MD(E ). Es decir,
para n=M_(€), f (A) 1 f(A) sbélo s1 |A|'<1: €, o lo que es 1o mismo.
Hf-ﬂ|c851n>M(&)

Es facil verificar que una serie 5 f, &s _convergente con respec-
fi=

to de || || s1. y sblo s1, ||f, ||———-0 cuando N—=a

Conectado con la convergencla con respecto de || || esté el siguien
te concepto puramente algebraico: Sea f f2""’ una sucesidn o2

elementos de Dir(M) tal que, para cada AelM, fn(A) $ 0 para a lo suro
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un nimero finito de indices n. Una tal sucesibn se dice una serie

seudoconvergente, definlendo su suma por la relacién,

%. D 22 ~Z
fo=2  fa(2) = 2 (3 _f (A)A|
n=1 n=1 AeM n=1

que es un elemento de Dir(M), pues % fn(A) es de hecho una suma
n=1

finita.

a0
Proposici6n 1.3.5: > f
n=1

Z f. es convergente con respecto de || |].
n=1

es seudoconvergente s1, y solo s1,

n

Prueba: (a) ( <= ) Supongamos que la serie sea convergente con
respecto de || ||, o lo que es lo mismo que ||f ||——=0. Entonces,
como en la demostraci6n de la proposicién anterior dado AeM, existe
un entero positivo M(A) tal que fn(A) = 0 para n=M(A); esto demuestra
que la serie es seudoconvergente.(b) ( = ) Reciprocamente, s1 la
serie es seudoconvergente, y teniendo en cuenta que {:M(A): |Als;1/5}
es finito, al tomar M(E ) = méx {IM(A)‘ |A|g1/g}, vemos que para todo
A que cumpla |A|lg 1/ » f (A) = 0 s1 n>M(€); es decir, |[f [|—0.

Corolarlo S1 g €Dir(M) y :[:;f es seudoconvergente entonces

éi;-(gtf ) es seudoconvergente y

gkl = g% f
221

Prueba: La serie :E::gsf es seudoconvergente pues
n=1

[lawf [ = Ilall |If, ||—~—-0 st ||f, ||—=0. Por otra parte si
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=
]
w
*
-
3
]

03 [ T LN
5§y (2)
n=1 n=

5= i (gxf,)(A))[A] 72

AeM n=i

U]

(3 9]
[o % (2 f ()] A7

AeM =1

=3

2 (gsh)(A)|A]7Z
AeEM

o, L X
a(z)h(z) = g% _ i
n=1

o8]
puesto que ) _ (gaf )(A) es una suma finita.
n=1

Proposici6n 1.3.6: f.,€ Dir(M) es 1nvertible, si y sblo s1, ||f]]|=1.

Prueba: Por la proposici6n 1.1.3 sabemos que f es invertible si, y
s6lo s1, f(1) + 0. Pero esto es claramente equivalente a decir que
LFf] = 1.

Corolario: Para || ||, Dir(M) es un anillo de valuacién discreta

completo.

Prueba: Un anillo de valuaci6n discreta es un anillo entero, con

valuaci16n no arquimediana que satisface la condici6n establecida en la
proposicién 1.3.6. La completez ya la demostramos en la proposicidn

1.3.4.

Lema: En Dir(M), s1 ||h||<1 se cumple las siguientes propiedades

(a) La serie geométrica

14h+hxh +...+(hxhx ...xh) [r veceq] +... COnverge y su Sumz




es 1/1-h.

(b) (heh ...xh) [rveces] (A) $ 0 para a lo sumo un n@mero finito

de indices r.

Prueba: En primer lugar observemos que ||1-h|| = 1, de modo que

1-h es 1nvertible (proposicién 1.3.6). Luego

[| —— (1+he... (ha...an)[r veces] || =

r.r+t
= IR = (ngye

que tiende a cero cuando r——ap(en la topologfa usual de los nameros
reales). Esto demuestra (a). La parte (b) es una consecuencia de la

proposicién 1.3.5.

Proposicién 1.3.7: S1 feDir(M) es invertible entonces

f = (1) [1 + h] , donde ||h||< 1. Ademés,

£ < 1/£(1) [1+4]

o también.

1 _i__ %);‘ (_”r' [h(Z)] r
r=

) f)

Prueba: Como H = f - f(1) cumple H(1) = 0, entonces ||H||<1
1

f(1)
puede escribirse como f(1) [1 + h] , con ||h|[<1. El resto de 1z

esto hace que h = (

JH. también satisfaga ||h||<1. Luego f

proposicidén resulta del lema.

UNIVERSIDAD DE PANAMA
BIBLIOTECA
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Consideremos ahora una sucesifn de funciones aritméticas de la

forma f_ = 14F con ||F ||<1., y supongamos ademés quef%E: F, es una

serie seudoconvergente. En este caso decimos que %?' f es un producto

n=1
seudoconvergente y definimos su producto mediante la expresion.

(s ]

e =T %@

n=1 n=1 "

: -z
=1+ 2_ (2 TLF (8))A]

AeM B1....Br,= A" 1
Af1 r=4
nr?...->n1';1

Observemos que esta expresifn define un elemento de Dir(M) pues,

h(A)

it

Z TT FI(B)

1 ..B _1
r=1

r
Z— K 2Z_T F {8}
B1...Br = A n1;31 n1 1
r=1

es una suma finita y define, por tanto una funcibn aritmética h.

Proposicibn 1.3.8: Sea TTfn un producto seudoconvergente.

Entonces.

lim TT f =h segn la norma A

n—co n=1

Prueba: Es claro que

N
[TI' (1+Fn)] (A)
n=1-

N
+ I:E [,J_n(F1 ,...,Fn)] (A)

1+ D T F, (8))
B1---Br:A 1
1g;nf: ceeNS N



donde las G; son las funciones simétricas de F1,...,FN. Luego

gy(A)

N
h(A) - 11; (14F ) (A)
N=

B B=A11j; F"x
4o B,

<y <e..<h < N, con algln n1>N

(Bl)

Por otra parte sabemos que existe un entero M(A) tal que Fnl(Bx) =0
para todo B1|A. s1 ni;aH(A). S1 tomamos N;aﬂ(A). es claro ahora que
g"(A) = 0 s1 N=M(A). Por consiguiente, s1 € > 0 podemos considerar
el conjunto fimto '[M(A): ]A|5;1/g} y, por tanto, su méximo

M = max (M(A)). Luego s1 |A[<1/g , entonces gy (A) = 0 s1 N>M; es

decir, N>M, gN(B) $ 0 s6lo s1 |Als1/e < |B|, lo cual 1mplica que

-1
llayl! = max { [8]™"s gy(8)4 0} < €
Observemos que no estamos afirmando que s1 un prodwc to de unidades de

Dir(M) converge para la norma || ||, este producto sea convergente.

@©
Proposicién 1.3.9: S1 ‘r& fh y ;ff g, son productos seudoconver-
== N= n=1

gentes, también lo son

-1
T (e v T 1

donde f;1 es el inverso de Dirichlet de fn' Ademas

0
[ﬁ f.(z)g,(z) =[J=T1 fn(Z)] [ji gn(Z)J y

ﬁ f"r Qs

n=1 %
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Prueba: En efecto

f,=1+F, con LIFnll::1 y Eﬁi F, es seudoconvergente
n=1
g, = 1+ G, con ||G||<1y f%% G, es seudoconvergente
n=1
f = -
g, = (1+Fn)*(1+6n) = (1+Fn)m1+(1+Fn)l~Gn
= 1+Fn+Gn+deGn

o0 (¢ 0] Q
ahora bien, como ) Foo 2__ G son seudoconvergentes 2_F.G, es
n=1 n=1 n=1
seudoconvergente asi, pues, Fn+Gn+FnGn es seudoconvergente, por otro
n-1

lado,
| |F#6,+F .6 | < méx {||Fn||' |IGn||'I|FﬂGﬂ||}
< 1

luego, asfi, ??‘ f g, es seudoconvergente .
n=1

Probemos ahora que %?- f;1 es seudoconvergente.
n=1

Supongamos que f;1 =1+6, con [[G ||<1y i%%:sn seudoconvergente.
n=1

Veamos quien es Gn, sabemos que

-1 _
1= f, % fn = (1 + Fn)*(1 + Gn) w1 % By & Oy % FnGn de donde

Fa
Gn-_-.- =
Fn+1
F
Por tanto, f;1 =1- i
Fn+1

Por otro lado

F +1 |1F+1]]



Luego asf f;1 es seudoconvergente.

De las férmulas analizados para %%‘ fngn y %%- fn
n=1

se verifica facilmente que
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CAPITULO-11

LA FUNCION °5 DE RIEMANN DE UN SEMIGRUPO ARITMETICO

En el presente capitulo estudiaremos la llamada funcibn 5 de
Riemann de un semigrupo aritmético, la que es de utilidad en la obten

c16n de férmulas y valores promedios para las funciones aritméticas.

Empezaremos el estudio de esta funci6n en cualquier semigrupo
aritmético, particularizdndola luego al semigrupo M(q,X) de los polino

mios unitarios de F_ [x].

Escribiremos también una serie de f6érmulas que nos relacionaran
las funciones aritméticas vistas en el capitulo I con producto de
funciones ¥ de Riemann. Finalmente, daremos condiciones necesarias
y suficientes para expresar una funcibn aritmética como producto

finito o i1nfinito de funciones 5.

[1.2- LA FUNCION 5 DE RIEMANN DE UN SEMIGRUPO ARITMETICO.

S1 M es un semigrupo aritmético, definiremos a

() 3(2) = TIAIZ = 3 nn’?
; AEM n=1

donde

G(n) = 2_1 <o
AeM
|A|=n

como la funcibn 5 de Riemann de M.



o
Proposicibén 2.1.1: La funci6n 5 satisface un producto de Euler.

Tl = 1 Lilp™
™M PeP

e

Prueba: En efecto s1 A = P1'I = Pkk, Ple P, entonces
mu-1pH e T (—)
PeP PeP 1-|P|

51
PeP 3=0 [P]I?

i

2__|AI7% = T(z)
AeM

donde hemos usado la expresibén formal ZE:x” = 1/(1-x).

Corolario 1:

T (m2) = T (1-|p| ™)™
M PeP

Corolario 2. S1 M = M(q;X), entonces

() et
M(a,Xx) 1-q'72

que converge como funcibn de z s1 Re(z)=>1

Prueba: De (1) obtenemos

@] = E (1)

N(q X) r=1 |Alsr

4z



H
—
—
—
Fim]
1
-
™~

ahora bien esta serie converge absolutamente s1
|q1-z| _ (,_|1-Re(z).=:1

es decir s1 Re(z)=>1.

Definici6n 2.1.2: (a) una funci6n fe Dir(M) se dice primo indepen-

diente si1 para todo P1,P2€P y r>1 se tiene

f(P,") = £(P})

(b) Una funcién feDir(M) se llama primo 1ndependiente multiplica-

tiva (abreviado PIM) s1 ella es primo independiente y multiplicativa.
Ejemplos:

(1) La funcibn T= d2 es primo 1ndependiente multiplicativa.
(2) Sea fre Dir(M) definida por

1 s1 existe BeM tal que Br = A
fr(A) =
0 en la alternativa
donde

1 s1 kK = mr para algln meNN

f(PK) = -
0 en la alternativa
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Claramente se ve que fr- es pr'lmo 1ndependiente. Ademés s1 (A,B) = 1,

f‘
f (AB) ¥ (P 1.. P % 01 ...Qtt) 0 s1 algln e fJ no es divisible
porry fr(AB) = fr(A)fr(B) s1 todos los el,fJ son divisibles por r

luego fr es PIM,

Proposicibn 2.1.2: PIM(M) es un subgrupo multiplicativo de

Dll‘x(M); donde Dlrx(M) es el conjunto de funciones invertibles de
Dir(M).

Prueba: Como I € PIM(M), vemos que este conjunto no es vacfo.

Sean ahora, f,g€PIM(M) y tomemos
P,,Pzep y r=1, de modo que:

r C Ky ,or-k
(f‘g)(R‘) =Eof(P1)g(P1 )
r
= 2 f(P§)a(Py ™)

k=0

=(fxg)(P})
es decir fxg ePIM(M). Finalmente, s1 f<PIM(M), tenemos para r = 1.

FOE PPN (1)

= (Fef ) (Py)

£p,) + £(Py)

ademas

= (tf)(py) = F(NFTT(P,) + F(PFTT(1)

hp,) + £(P,)

44
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de donde f'1(P1) = f'1(P2), pues, f(P1) = f(Pz) por hip6tesis.
Supongamos ahora que f'1(P1) = f'1(P%) con j<r y demostraremos para

P:+1 y P£+1. Tenemos

r+l

0= (ff)(el*) - 3 £(pl*1K) 1065y,
0 = (Faf7'(PDY)) - f(P£+1'k)(f'1(P;),
k=0
es decir,
i D B T (e
pues, f(P:+1'k)f(P§) = f(P£+1'k)f'1(P§) st k =0,...r, por la hip6tesis

1

de indiccién. Luego f 'e PIM(M).

I1.2- RELACION ENTRE LA FUNCION 5" Y LAS FUNCIONES ARITMETICAS.

Empezaremos por verificar que algunas funciones aritméticas pueden

expresarse como producto de funciones 5 facilmente se puede observar

que
a =tﬁ (Z) = -5-(2)
pues, U(z) = 2_wA)AITE = 2 |AITE =S5(2) (1)
AeM AeM

Proposicibén 2.2.1: Sea M un semigrupo aritmético entonces

(a) E;(z) = [?T[zi]r En partlcular,%%(z) = [55(2)]2

) Az) = 1/5(2)
(c) F.(z) =S(rz)
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(d) Gu(z) = [S(2)]%5(22) donde d,(a) = 2P

(e) Nz) = 5(22)/ (2)
() T(2)= S(2).S(z-5)
(@) W) = T(z-1M/75(2)

Oy [a () 2172 =[5(2]) ¥/ 5(22)
(1) Alz) = -5'(2)/5(z2)

Prueba: (a) verifiquemos que uxu = G = d2. Como tanto uxu Tomo G
son multiplicativas, basta verificar que
(uau) (P€) = T(P®). Pero

TP®) =e+1 y

(um)(Pe) = fe; U(Pk)l.l(Pe'k) = t1 = e+l
k=0 K=0

por tanto Hﬁz(z] =TJ‘(z)Lﬁ(z) & [’5’(2)]2, en virtud de la proposicibn

1.3.1 y (1) mas generalmente;

(5] = A" = 2 2 1By (B )

= 2_d (M)A = d (A)
AEM

(b) Como A4 = u'i, y u(z) = S(z) resulta que /2?(2) =_#)
z

—
(2]
—
-
1L
-
—
™
—
i

2 fRAITZ = 2 |A|
AeM AEM

> 1AI™"% = S(rz)

AcM
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(d) Es claro que d,ePIM(M). Si1 d *fz coincide con Ten las

potencias de primos, tendremos que dxf_ = G. Veamos, pues, que S1

2
coinciden

n

e
(d,%F,) (P®) %fz(Pk)d,‘(Pe'k)

e-1
Fo(P%) + 20 £,(P¥)
0
, A5 #F, 1)” g( 1) +E1

B0 i O I 5 D
2 2

+ e = e+l

Por consiguliente
du(2) = [ (2)) %/ 5(22)

(e) La 1dentidad resulta si demostramos que Hau = f,, pero, para
ello basta verificar la anterior 1gualdad en las potencias de primos.

Como

e
( Awu)(P®) = %u(re"‘) A(PK)

3N
k=0

;fi: 1 51 e es par
(-0 =

k=0 0 en la alternativa

5 fz(Pe)
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podemos asf concluir que %&(z) =5(2z)/75(z).

(f) En el capitulo anterior verificamos que ||ihu = U; por consl

gulente
(2) = TS - s@{71%:
pero
1715(2) = 22 IMSIAI2 = 37 AIS2 = S(2-s)
AeM AEM
de donde lo pedido.

(g) En la proposicib6n 1.2.7 verificamos que
0 = AwN.|])
D N(|A[)[A]7% = Z:(ZZ 21 A2
AeM

M r<|A| |B]=r

fﬁ(%ﬁngZi >

n=1 < |A] |B|=r

ahora bien,

2 _1)n?

n=1 |A]=n rc:n |B]=r

Z N(n)( 2_1)n~%
|A|=n

n=1

8

Z1n(n)e(n)n‘z

=

de donde obtenemos el resultado pedido.

(hy Como d2 = usu y uePIM(M) es claro que d2 y por fuerza dg
pertenece a PIM(M). Verifiquemos que dgmfz = d4. Basta verificar
esta propledad en las potencias de primos, pues estas funciones son

multiplicativas. En efecto
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e, (e+1)(es2)(es3) [ 7 3
- ()

g 1% w
fz(P ) = X

Pero

e -
(d5%F,) (P®) = %fz(Pk)dg(Pe k)

K
; t[_H; +‘] (e-k+1)2

k=0

e e =
1/2[2(-1)k(e-k+1)2+ > (e—k+1)2
k=0 k=0

—F

& AT [(e+1)(e+2) , {ex1)(es2)(2e43) |
2 6 -

1/12[:3(e+1)(e+2) + (e+1)(e+2)(2e+3%

1/12[(e+1)(e+2)(ze+a)]

_ {e+1)(e+2)(e4+3)
6

()

Luego 44(2) = Gy(2)/Fy2)

=[‘5‘(z):]4/'§(22), en virtud de (1) y (c).
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(1) De la proposicibn 1.2.19 obtenemos Axu = u', por tanto
A(zJU(z) =W (z) es decir A(z) = - T(z)/ 5lz).

Ahora s1 definimos la funcibn aritmética qre.Dlr(N) por

1 s1 A no tiene divisores de la forma B'} 1
a,.(A) =
0 en la alternativa
podemos ver que qr,aufr = u; en efecto q, es multiplicativa y por tanto
1o es qﬁﬁfr, y basta en consecuencia, verificar la anterior 1dentidad

en potencias de primos.

Asi tenemos pues,

(qxF,)(P) gqrtp")frwe"‘)

£ e-1
2 £ (P =1
k=17

e-1 Pe-(k-1)

ya que entre los exponentes ool solo hay uno divisible

por r.

Podemos enunciar el siguiente corolario y obtenemos una nueva

expresion.
Corolario:

(3) a2 ="ﬁ(z)/‘i°"r(2) = 5(2)/5(rz)

kz

Comparando los coeficientes de q - en las resultados anteriores

obtenemos expresiones para _0(2) f(A) donde f es una funcién
A)=k

aritmética.
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Proposici6n 2.2.2: En M(q,X) obtenemos las siguientes expresiones

para las funciones aritméticas

k+r-1
(a') 2 d(A) = ( ) &, k=0,1,2,...
?(A)=k r-1

(b*) Z/“(A)=151k=0; -g st k = 1; 0 s1 k=2.
0 (A)=k

(c') a(}%k f.(A) = 0 s1 k % O(mod r); q s1 r/k.

(d*) D du(A)= (k#1) Q- (k-1)q"" T s1 k>1; 1s1 k=0
3 (M)

(e') agk)\(k) = (-ﬂkq[[(k“m] , k=0,1,2 ..., donde [X]
A)=

designa la parte entera del nlmero real X.

(F) 2 G = @ n/(e%), k0,12 ..., sho.

0(A)=k
(9') D () = 1 k = 0; q2Kg%K"!
0 (A)=k
s1 k=1,
2
4
h' Zd(n) =1 s1 k=0; (,)q s1 k =1;
LRI Y i [9(M] 3
K K+ 1
f‘.[q"(k+3 ) -( : )} 51 k=2
q 3 3
(1') 2_NA(A) =0 s1 k =0,(log q)qk si k=1
0(A)=k
3%y > q(A) =q" s1ker, g€ - M g ko

D(A)=k T



Prueba:

Empecemos recordando que

Zum

2(A)=k 1-q‘ <

de aqui podemos dedw 1r directamente

/‘(A) t=q'"

pues, 11:,!“'1. As{ obtenemos directamente (b')

Recordemos ademds que

A) = (k+1)q®
9 (A)=k dé

t-'~2
pues dz_

Demostremos ahora

(a') Como d. (2) = (5(z))" obtenemos

2_d (M= [ > kg )
JOES

Asi

k+r-1 K
2_d.(A) = q
2 (A)=k" r-1

Podemos ver claro que tanto (c') como (3') se derivan directamente

de las definiciones de fr yq.
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(d') Sabemos que dy(z) = (5(2))%/ 5(22) =‘§¥z)¥é(z)

Asi obtenemos

= x -kz
2 4y () = % (2_dy(A))a

0 (A)=k
[e0) -
= > d(ke1)q ™2 Z (1-aq 2%)q ™2
k-o
a0
=D (ke1)q¥(1-qq"%)q "2
k=0
K 1 s1 k=20
haciendo a, = (k+¢1)a™ y by = -q s1 k=2
0 stik=1y k=2
obtenemos
¢, = (ke)a - (k-1)g*"!
Asi pues,

> de(A) = (ke1)a®-(k-1)q¢""
(M=

(e') Sabiendo que U)\\(z) =5(2z)/ 5(z) = ?z(z)/‘q(z]

tenemos

QO
Z(_O o )\(A))q kz Z(qk ~2KZ) (1_qq7%)q "2

K=0
k+1
f( 1)"q
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de donde obtenemos gque

k+1

B %0a) = 1=}
D (A=K

(f') Como El(z) =T5(2)5(z-s) obtenemos

P2 1 quq kz quq K{2-5)
9 (A)=k

de donde, por el prodwc to de Cauchy

Kk

- _ _k(1+s)
ay = q Yy bk = q

Obtenemos
(08) s(k+4)
k
ck-quqls—q[“s }
1=0 q -1
por tanto
s(k+1) 1
2__0(n) = h i
O(A)=k a1

(g') Sabemos que § = Ax|| y que

Wz) SA2) T] (2) =S(z-1)/5(2)
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ahora tenemos

S0 = 3o (3T e

0 (A)=k k=0 ?(A)=k
= % |(1-0a" %)% |q7*2,
k=0
2k 1 s1 k=20
haciendo a = ™" y by =9-q9 s1k=1
0 s1 k=2
obtenemos Ck = 02k = 02k+1

As{

(Z}:i@(n) I S e
0(A)=

(h') Como d2(2) =[5T(Z)] /5 (2z) y por (a') sabemos
4 (o) k3
[5(2)] = Gt2) = 2 _(d,(ANa”
@ fk+ 3\ k kz
'%( 3 )qq
<k+3) ;
es decir D _d,(A) = q

ahora bien,

‘ag(z) =9, (2)Fp(2)

] 2%<k + 3) (a2
k=0\ 3
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k +3 1 s1K
haciendo a = y bk =94 -q Ss1 Kk

0 s1k

I
k +3 k +3 k+1
g ( ) (1-q722) K2 aﬁ_ K )qk_< >qk-1:' Kz
3 =X 3 3

a(%k(d (A))? = KK ; 3) gt (k; 1) q""J
=g_k[(k ; 3)q _(k ; 1)]

K
r
verdadero para k=2, ya que sf k = O;Z(dz(A))2 =1ysiks=

gy )? = (1) a.

3

tenemos

As{

Donde ademds hemos supuesto que ( ) = 0 s1 r>k. Este resultado es

(1) Por un lado tenemos que

Alz) =- 242 T (z)di(2)

T(z)

pero TT(Z) =-log qzz:qu -kz
k=0
de donde obtenemos

aD
2 2_ Ak - log qzku a7 %(1-qq7%
k=0 D (A)=k

1 s1k=20
-qg s1 k=1
0 s1 k=2

_kaK &
haciendo a, =kq" y bk =
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obtenemos
k
C, =0 parak $0
Es decir
0 s1 k=20
2_NA(A) = "
o (A)=k (loga) q s1 k=1
Asi
>~ A(A) = (log @) s1 k=>1: 0 s1k =0
2 (A)=k

11.3- CONDICIONES NECESARIAS Y SUFICIENTES PARA QUE UNA FUNCION
ARITMETICA PUEDE EXPRESARSE COMO UN PRODUCTO DE FUNCIONES G

Cons1ideremos C[[i]] el anillo de las series formales de potencias

en la indeterminada Y y coeficientes en €. La,aplicacibn

Az pime) — ¢ [[¥]]
®
definida por f—% = :Z% f(P*)Y"; donde P es un
rs

primo f1jo, es un monomorfismo multiplicativo. En efecto:

A A 9.0) a0
Fg=(2_fCPOY)(2_ g(P")Y")
r=0 r=0

0

(o0}
2 (2 et

r=Q 1=0

n

b

n

fwg

Supongamos ahora que f =9, de modo que

f;_ [£(P")-g(P")]Y" = o,
r=
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pero esto 1mplica que f(Pr)-g(Pr) = 0 para todo r>0, y para todo P

pues tanto f como g pertenecen a PIM (M). Por tanto, f = g.

Consideremos z[[v]] el subanillo de l:[[Y]] de las series formales

de coeficlentes en Z. Una serie gel[[ﬂ] se dice racional c1clotémica

s1 g puede expresarse como un producto de polinomios ciclotémicos o

inversos de éstos, donde un polinomio ciclotémico es uno de la forma

9, (Y) =TT (Y- 0‘1) donde &,...,% son las ‘distintas raices m-ésimas de
1
la unidad y 431(?) = 1-Y. s1 g es de s6lo polinomios ciclotémicos,

decimos que g es entera ciclotémica en z[[v]] .

Definici6n 2.3.1: Una funci6n fE€Di1r(M) se dice que admite una

S -f6rmula finita si ? =?(z) puede escribirse como producto finito de

funciones de la forma S(mz) 6 1nversas de éstas.
™

Proposici6n 2.3.1: Una funcién aritmética f eDir(M) admite una

S -férmula finita si1, y sblo si1, fePIM(M), 1? es racional ciclotdmica.

Prueba. Supongamos que

K
1
f(z) =Tr1['5(m121:| ;
1=

donde m_> 0, k1 entero. Como 'S‘(mlz) =?m (z) vemos que
1

N [0 0) QD mr
F =D (P;')Yr L — , resulta
m =0 M r=0 1-Y1
que
n k m -k
F=Tr e -Tftavy
11 M 1=1
..kl
=T0 77 (0,0

1.d|m



donde hemos usado 1-Y" = TT 04(Y). (Ver por ejemplo [g ]) es decir f
dim

es racilonal ciclotbmica.

Reciprocamente, s1 f € PIM(M) y, ? es racional ciclotbmica con
® r
=10 (V)]
T4, (V]
entonces la féormula usual de 1nversi6n de los polinomios ciclotédmicos
(ver [8] ), wmplica que

N I (v M)

1 d|n,

donde/“ es la funci6n de MBbius en Z. Por tanto

F(2) =TT 1T [Blaz)] MMl
1 d|n,

lo que significa que f admite una 5- férmula finita.

Corolario: Si1 fEPIM(M) y ?eﬁ[Y], entonces f admite una7-férmula

as
finita s1, y s6lo s1, f es entera ciclotbmica.

Prueba: Supongamos que gc—z[[ﬂ] es racional ciclotémica, como

podemos suponer que g = h‘l/ h2’ donde h1,h2 son enteros ciclotbémicos
primos entre sf, vemos que h1 =g h2, y como .Z[[Yj_] es anillo factorial,
vemos que necesariamente g es prodwcto de polinomios ciclotdmicos y,

por tanto, entero ciclotémico. Haciendo g = ? obtenemos el corolario.



CAPITULO II1I

ORDENES PROMEDIOS DE ALGUNAS FUNCIONES ARITMETICAS
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CAPITULO III
ORDENES PROMEDIOS DE ALGUNAS FUNCIONES ARITMETICAS

El comportamiento de una funcidén aritmética puede ser irregular
para valores grandes de |A(X)|, donde A(X) € M(q;X). Por ejemplo, si1
consideramos la funcién & (A) podemos observar que ésta toma el valor
2 una cantidad infinita de veces, precisamente en cada elemento de [P.
Pero también alcanza valores tan grandes como se quiera cuando A(X)
admite un nfimero arbitrariamente grande de factores que estén en P
(recordemos que P tiene un cardinal infinito enumerable). Algo pareci
do sucede con otras funciones aritméticas, en cuyo caso, el estudio de

la media aritmética de una funcién f, es decir, la funcidn

t

(1) B(e) = —L £(a(R)) = —L ( g £(AC))),
Z(q;t) %ﬂ Z(g,t) k=0 pa(¥)=k
0 £2A(X)& ¢t

donde Z(q;t) = (1 - qt+1)/(1-q) designa al nGmero de elementos de M de
grado £ t, puede resultar provechoso, porque estos promedios moderan,
en general, las fluctuaciones de f y es entonces razonable pensar que
/f\ tenga un comportamiento mAs regular que el de £. Lo usual en estos
casos es estudiar este comportamiento comparando ftt) con otra funcidn

g(t), de comportamiento conocido, que le sea asintdticamente 1gual

cuando t— 0o, es decir tal que lim ?Rt)/g(t) = 1, en cuyo caso decimos
t=o

que el orden promedio de f(t) es g(t).

Nuestro propdsito en este capitulo es determinar el orden promedio

de las funciones aritméticas estudiadas en el Capitulo II.
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(3.1) La siguiente notacibn

t
(t+1)
@) 2(5t) = }k_:: () = L_l_qs_i"_
- q

nos facilitar& la expresién y manejo de algunas férmulas y rela-
ciones. Claramente cuando t—> 00 , la expresidn (2) diverge a
infinito y su comportamiento es el de la serie geométrica de

razén q°.

Si [(X) designa a la funcidén gamma o factorial, el siguiente

desarrollo, consecuencia del teorema de Stirling, es muy conocido:

el r-1 i
: k c kE-s-1 O(kr-p— Y,
r—

donde las cg son constantes positivas [6,xv]. en particular,

para p = r - 2 obtenemos

k+r-1 kr'l )
- r-
(3) )T e t ek T4 o e k) +0(1)

Proposicién 3.1.1. El orden promedio de [Mes cero cuando t—o0
o

Prueba. De (b'), proposicidén 2.2.2, resulta inmediatamente

4 =1-gq,
%) Ozé&)t q

de donde

S (L=q?_ Bt
= A) =
Ju(t) Z(q,t) 0< ’a (W<t 1-gH 3(0)?
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como % (-t)—> 0 cuando t—» 00 , obtenemos nuestro resultado.

Observemos que (4) resuelve nitidamente el anilogo de la

conjetura de Mertens [4] en EA[X], pues nos dice simple y llana-

mente que el orden de magnitud del miembro izquierdo de (4) es

precisamente la constante 1-q.

Proposicién 3.1.2. El orden promedio de A es cero cuando t—0O .

Prueba: De (e') proposicién 2.2.2, tenemos

t t
(5) ;( Sy = 2 -0k T
k=0 A=k k=0

1 si t es par,

d e q(tﬂ‘)/2 si t es impar

Luego

1

(l—q)/(l-qt+ ) si t es par,

A
Altl=
(1-q)/ l-q(t+1)/2 si t es 1mpar,

.expresién que define una funcién de t que tiende a cero cuando

t— 0o .

Observemos también aqui que la férmula (e') de la proposicién
2.2.2 nos permite analizar ficilmente el andlogo en Fo [X] de

la 1lamada conjetura de Turédn en N [11] :
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(6) _Z- AL@)/mn 20 (x31)

0D <X

En efecto, en E‘q[x] , tenemos

t
2.(a)/|A| = A(a))q "€
S LRI PRI

q't'/2 si t es par,

0 si t es impar,

Io que muestra que en E‘q [X] el anélogo de la conjetura de Turén
es correcta, mientras que (6) parece no ser cierta en N* , seg(in

la informaciém no muy precisa dada en [11]

Por otra parte, el andlogo de la conjetura de Pdlya.

Z&(n)-ﬁ 0, para x > 2,

ngx
que no es correcta en:N* [7] , tampoco lo es en qu [%] como 1o

muestra la relacién (5).

Proposicién 3.1.3. El orden promedio de dw(t) es (1-1/q)t cuando

t—’m L]

Prueba: Por (d'), proposicién 2.2.2, obtenemos

; 4,(a) =

1 sik=0

(k+1)qk—- (k—l)qk'1 si k31



Por tanto

i t
Eb%(; 4,0 = 1 + g [(ke1)q® - (een)g®1]

t t
_ ; k(qk _ qk-l) " qk—l . ;L;qk

t
- ;[k(qk - g + ¢ & (qst)

= tq* + z(q;t)

Por consiguiente

t
ﬁ:(t)=1+J~—t '=1+l'.(1-1/q)(-—1l )
Z2(q;t) 1-—51
q
y entonces
de(t) 1 1

+
t(1-1/q)  t(1-1/q) (1 - 1/qt*1)

tiende a 1 cuando t—> 00 , tal como queriamos demostrar.

Ct/c] -t

Proposicion 3.1.4. El orden promedio de £ es q cuando

t—co

Prueba: De (c'), proposicién 2.2.2, vemos que

t
%(;ﬁ £ (W) = 2a; [e/eTD),

y, por consiguiente,

,f\;_-(t) - Z(?q‘l; I[t/r]])

65



- '10
1- qt+1
pues
[t/x] t/x
g . q G ik _—
0< qt < qt qt(l—lfr) 0

cuando t -——oo puesto que, v > 2.

Proposicién 3.1.5. El orden promedio de 9, es la constante 1-q

66

r-1

(cuamdo t —00 ).

Prueba: De (j'), proposicién 2.2.2, obtenemos la relacién

t r-1 t
; ( 'a% q.(A)) = ; o + ; [qk - Ck#1)-r]

tk
Ft-
t

DI T

=1 + Z(q;t)-Z(q;t+r-1)

y en seguida

4.(t) =1+

1 _ Z(q;t+e-1)

Z(q,t) ACHS

De d orde obtenemos

1im G}(t) =1 - q':.-1

£—00
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de dorde la proposicién.

Proposicién 3.1.6: El orden promedio de la funcién G a (s real #0)

estd dado por la funcién.

(t+2)
g(t) = 9:—

"Prueba: Usamo (f') proposicién 2.2.2, obtenemos

t
2(q;t) - &°2(¢®™ : v)
A =
;%;a;( ) e

de donde resulta que

s 1 - q(s+1)(t+1)
’ t+l

Fa
G-‘s(t) = 1 = q
1-g9 1-gq 1-g

y por consiguieunte,

AGICHEEY
5 s(t+2)

+» 1 cuado t —0

como puede verificarse facilmente.

Proposicién 3.1.7: El orden promedio de la funcién § de Euler es

(g-1)q*/(q+1) cuando t—o0.

Prueba: De (g'), proposicidn 2,2.2, obtenemos



t

1 2(q%5t - 1) q%t
( (A) = (1 -q)
z(qit) ; 2A= ¢ " Z(q;t) + Z(q;t)

2t
. _(1-q) A9, g2ty

1-gt* 14
1+q 1-q°T

Dividierd o por (q-1)qt/(q+1), obtenemos

1

1+q2t+1 =92t+1+1 ;

1
qt_q2t +1 q?f -1

Si t—o. Lugo $(I:)M(q + l)qt(q +1)

Proposicién 3.1.8: El orden promedio de la funcibén ./\ de Mangoldt

estéd dado por la constante log g.

Prueba: De (i') proposicién 2.2.2, obtenemos
t

g( %A(A)) = q logq Z(q;t - 1)

de donde

EAY et -
At) = q log g GIEL — 10g q

cuando t—o0
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Usando la velacién (3) vamos a calcular el orden promedio de
la funciénd (t). En primer lugarde (a') proposicién 2.2.2, y

de (3) resulta que

S am - Z( PIITE Z(k”"l) k

0< 3A<t ek
t t-1
= ; kt-lqk 4% % qk[Clkr-2+...+Cr_2k]
(x)
+ 0 (z(q;t))
Por tanto
~ t
r‘(l.')d'_,(t) ) 1-1 2 kl‘-l k .
gF t 72(q;t)
t-1

vLGa D e ¢ k] + oL
t

t°1 2(q;t) &0

Es decir existen constantes k y t tales que

t %
M (8 4 % Klg¢ () 2 q° [k 2., 0 _ok]
(6) 1 Tz (g g ©
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ar-2)ct"2 2(q;t-1) _ (e-2)ct"%(g-g**h)
z(q;t) 1-q**1

en dorde C = max { Ci; p (I (I r-Z} , vesulta que

t-1

0g —L{0d qu [, 2+ ... + k]
t" " Z(qst) f

C(e)c(e-2) (1/9%) - 1) 2
2 (1/9"- 1) ket ol

cuyo miembro derecho tiermde a cero cuamdo t— e, de dornde resulta
que
t-1

TR ). S > g [clk"'2 + .. €, k]=0

t oo t%5(qt) &0

Como el miembro izquiewdo de (6) tiemde a cero cuando t—wo0, vesulta

que
. t
M(e)d_(t) v-1 k
(7) lim (—g"— - :_1 K a yep
t—soo ¢tF t k=0 2z(q;t)

Mostremos ahora que

i t |l(v:-l k
o, __...-3_ =V



existe, dorde 1 - 1/q qu-él. En efecto, hagamos

< tr-lq (1 + . qt-i) 1
s Q)

para tado t > 1. Por otra parte

e & (Q+2r-1g: " tt’-lqt 5 vl qt:(1--<:|)
9 " 7(q;t) 51"y

para todo t > 1 luego
1- 1/Q(‘fq(t)x<.. 1, para tado g, para todo t > 1

1 & i-q
£ 12q;t) 7 (1)

Sea uq( t) =

entonces

-1
1-q | t° 1 1
u (t+1)-u (t) = - -
9 9 e L(ee)F 1t 1t
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2
1-q [ 1 1 ] (1-q)
nJ = - N = —— <0
tr 1 q1:+1 qt+2 +C q1:+ 2

cuamdo t-— ©0 . Esdecir, existe tq tal que si t > tq, entonces

uq(t.+1) - uq(t) < 0. Como
t
-1 k
vq(t) = uq(t) go: kK q
entonces, si t }tq,
ACIEXOR [uq(t-l-l)-uq(t)] Z ke-lgk o uq(t)(m)'-"lqt“

£+l
?[uq(t+1)-uq(t)] (t+1)F1 qu i uq(t)(t+1)"'1qt+1

1
-1 -(1-q)2 1-qt+ 1-q t+1
~nJ (t41)" [ ~ q + = q

t+l 1
- (1)L [ _:-Fg;_ " :11%_,[]

t+l.p-1 t+l 1 t+l
= (1) [ - ks

]>o
q q -1

Esto d emuestra que vq(ti-l) > 'vq(t) para todo t lo suficiente-
mente grarde. Como

1-1/4< v 1



§i t >1, se daduce quetEEELvh(t) =V, existe y que

1< 1/q<Vq§ L.

Podemos, pues, enunciar la siguiente proposicién

Proposicién 3.1.9. El orden promedio de la funciéndr (r 22)

tr-l

M(t)

cuando t — co.

esté dado por Vﬁ

La prueba resulta de la discusién anterior.

2
Pasemos ahora a [ﬁz(Aj] = D(A). Tenemos

t-1
k + 2 t+3
i Zomth( Y g€+ ()t
k=1 2 3

(
k=0 A=

o k+ 2 t+3
= Z( )a® + ( )q";
k=0 2 3

dedonde
t-1
k +2 t+ 3
B el [7( )a* + ( )q‘}
z(q;t) L 0 2 4
t
zgg't’ll t+3 q
d3(t =1 Z(q;t) X 3 "z(q; t)

73
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Por consiguiente

C@o . TEED - adh B3 rgtang)
(t-1)° e N O I R

El primer sumamdo de la derecha tierde a 1/q cuando t—oc0.
Veamos que pasa con el segurdo sumardo. Utilizamdo una férmula

muy conodida tenemos

t+

3 t t t+1
¢ ) C@a-q) _ @3 1 (g -g*h
(t-%1-g"D tr@) @12 @ -

C(eed) e (o - "D
Be) (1D @ - gt
[(t+3) A~y 1
expresién que tiende a 1 - 1/q cuardo t — o0, pues €3 (t)

cuardo t — oo, [12,587) Esdecir

. [M(@3) oz
lim 3 =v
t—o (t-1) 9

Enunciamos ahova la siguiente proposiciém.

Proposicién 3.1.10. El orden promedio de la funcidn aritmética
D(A) esté dado por g(t) = (t-l)2 vd/ [7E3)
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CONCLUSIONES

Hemos escogido el monoide (M(q;X)) de los polinomios sobre un cuer-

po finito F_, primero por la sencillez de algunos resultados y segundo

q
porque en este monolde no se cumple el axioma A. "Existen constantes
positivas A y & que dependen de G, y una constante 7 con 0T § tal

que

Ng = ad 4 ot )

en el cual KNOPMACHER basa sus resultados.

Entre los resultados sobresalientes que logramos estén:

(1) Establecer un isomorfismo entre el dlgebra de Dirichlet (Dir(M))
y el édlgebra de las series formales. Este 1somorfismo nos permi-
tird un camino mds sencillo que el usado por “Carlitz" para obte-

ner relaciones y ordenes promedios de algunas funciones aritméticas.

(2) Expresar funciones aritméticas (f) como producto de funciones Fde
Riemann y obtener expresiones para E::f(A), todo esto con la

d(A)=k
ayuda del 1somorfismo establecido anteriormente.

(3) Encontrar ordenes promedios para las funciones aritméticas.



BIBLIOGRAFIA



—

11

2 1]

31

l ]

51

6]

71

78

ALBIS GONZALEZ., VICTOR S. ON A THEOREM OF MOBIUS:
ELEMENTARY VARIATIONS ON THE POLYNOMIALS TONALITY
REV COLOMBIANA MAT 21 (1987) 85-94,

ALBIS GONZALEZ, VICTOR S. LECCIONES SOBRE LAS FUN-
CIONES ARITMETICAS (SEMINARIO) 1987, UNIVERSIDAD
DE PANAMA,

ALBIS GONZALEZ., VICTOR S. LECCIONES SOBRE LA ARITME-
TICA DE LOS POLINOMIOS., POLICOPIADO BOGOTA UNI-
VERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA 1989,

APOSTOL, TOM. Introduction to Analytic Number Theory, NEW

YORK SPRINGER-VERLAG. 1976,

CARLITZ., LEONARD. THE ARITMETICAL OF POLYNOMIAL IN
GALOIS FIELDS. AMER J. MATH 54 (1932)-39-50,

HASSELGROVE. C.B. A DISPROOF OF A CONJETURA OF POLYA.
MATHEMATIKA 5 (1958)-141-148.

KNOPMACHER, J.:; ARIDLEY, J.N. ARITHMETICAL PROPER-
TIES OF FINITE RINGS AND ALGEBRAS., AND ANALYTIC
NUMBER THEORY Il J. REINE ANGEW. MATH 254 (1972),
74-99,

8 ] KNOPMACHER. J.; RIDLEY, J.N. ANALYTIC PROPERTIES OF

FINITE RINGS AND ALGEBRAS. AND ANALYTIC NUMBER
THEORY V.J. REINE ANGEW, MATH 27 (1974) 95-121,



79

[ 9 ] KNOPMACHER, J.: RIDLEY. J.N. PRIME INDEPENDENT
ARITHMETICAL FUNCTIONS. ANNALI MAT. PURA ED APPLI-
CATA. SERIE 1v, 101 (1974) 153-169,

[ 10] MORA OSEJO., LUCIANO. UNA NOTA SOBRE ALGUNAS CONJETU-
RAS EN TEORIA DE LOS NUMEROS. REV. COLOMBIANA
MAT. 8 (1978),

[ 11] TITCHMARSH, EDWARD CHARLES. The Theory of functions. 2ND
ED LONDON: OXFORD UNIVERSITY PRESS., 1939,



