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1 Dynamische Systeme

1.1 Methoden der Systemtheorie

Schwerpunkt der Systemtheorie ist die Behandlung der verschiedenen dynamischen Systeme,
deren Signale, die verschiedenen mathematischen Beschreibungen als Systemmodelle und
die Systemberechnung. Folgende detaillierte Aufgabenbereiche und Systemdefinitionen sind
damit verbunden:

• Definition dynamischer Systeme als Modell,
• Definition von Ein- und Mehrgrößensystemen,
• Identifikation der Systemstruktur,
• Verhalten linearer und nichtlinearer Systeme,
• Zeitverhalten: Systeme mit Zeitinvarianz und Zeitvarianz,
• Arten der mathematischen Beschreibung des Systemverhaltens:
• Gewöhnliche Differenzialgleichung im Zeitbereich f(t)
• Übertragungsfunktion im komplexen Frequenzbereich F(s)
• Systemdarstellung im Zustandsraum f(t)
• Zeitdiskrete Systembeschreibung und Systemberechnung f(k*Δt)

• Modellbildung eines Systems,
• Definition geeigneter Testsignale,
• Allgemeine Definition der Systemstabilität

Zum wirklichen Verständnis des Zeitverhaltens der dynamischen Systeme sind die Kennt-
nisse der gängigen mathematischen Berechnungsmethoden erforderlich. Dazu gehören die
Kenntnisse der Entstehung und Lösung der gewöhnlichen Differenzialgleichung, die Anwen-
dung der Laplace-Transformation, die Systembeschreibung mit der Übertragungsfunktion,
für fachlich Fortgeschrittene die Systembehandlung im Zustandsraum und nicht zuletzt die
numerische Berechnung dynamischer Systeme mit der diskreten Zeit Δt.

Totzeitbehaftete und nichtlineare dynamische Systeme und deren zugehörige Signale lassen
sich zu einem vernünftigen Aufwand nur numerisch berechnen, alle anderen genannten ma-
thematischen Beschreibungen sind nur bedingt brauchbar. Ist einer Übertragungsfunktion
G(s) die transzendente Funktion des Totzeitgliedes e−s·Tt multiplikativ angehängt, dann
kann das Gesamtsystem nicht mehr algebraisch behandelt werden. [transzendent (Mathe-
matik): über das algebraische hinausgehend].

Dieses vorliegende Kapitel "Dynamische Systeme" zeigt mit seinen Unterkapiteln verein-
facht den Einstieg in die mathematischen Beschreibungen, um den vorgezogenen Begriff
"Dynamisches System" verstehen zu können.
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Dynamische Systeme

1.2 Definition dynamisches System

Ein dynamisches System ist eine abgegrenzte zeitabhängige Funktionseinheit, die durch ihre
Signaleingänge und Signalausgänge in einer Wechselwirkung mit der Umwelt steht. Das
System kann beispielsweise ein mechanisches Gebilde, ein elektrisches Netzwerk aber auch
ein biologischer Vorgang oder ein Bestandteil der Volkswirtschaft sein. Es hat mindestens
einen Signaleingang und einen Signalausgang.

Dynamische Systeme werden mit Hilfe mathematischer Werkzeuge als Modelle eines realen
Übertragungssystems beschrieben. Damit lässt sich für gegebene Eingangssignale der Ver-
lauf der Ausgangssignale von einem bestimmten Zeitpunkt t = 0 = t(0) an für t > t(0)
bestimmen. Ebenso eignen sich die Modelle zur Systemanalyse.

Systeme lassen sich in nichttechnische, natürliche oder künstliche - von Menschenhand ge-
schaffene Einrichtungen - einteilen. Dennoch zeigen diese unterschiedlichen Systeme bei
ähnlichen Strukturen als Modelle prinzipiell ähnliche mathematische Eigenschaften.

Ein technisches dynamisches System enthält einen oder mehrere Energiespeicher, die kon-
zentriert oder räumlich verteilt angeordnet sind. Häufig werden bei Systemberechnungen zur
Vereinfachung konzentrierte Energiespeicher angenommen. Systembeispiele: Feder-Masse-
Dämpfungssystem, Elektrischer Schwingkreis.

Dynamische Systeme mit konzentrierten Systemspeichern enthalten Variablen als Funkti-
on der Zeit. Dynamische Systeme mit räumlicher Verteilung der Systemspeicher enthalten
Variablen als Funktionen der Zeit und des Ortes.

Das Ausgangs- Eingangsverhalten dieser Systeme kann linear, kontinuierlich nichtlinear,
diskontinuierlich nichtlinear, zeitinvariant, zeitvariant und totzeitbehaftet sein. Dies gilt für
Eingrößen- und Mehrgrößensysteme.

Ferner können die internen Energiespeicher Anfangswerte enthalten, wenn das Signalverhal-
ten eines Systems zu einem bestimmten Zeitpunkt t0 innerhalb eines Einschwingvorgangs
für t > 0 betrachtete werden sollen.

Statische lineare oder nichtlineare Systeme haben keine Energiespeicher und damit kein
Zeitverhalten. Das Ausgangs- Eingangsverhalten wird durch algebraische oder transzenden-
te (Trigonometrische oder exponentielle) Funktionen oder Wertetabellen beschrieben.

Viele technische dynamische Systeme enthalten Komponenten von mechanischen, elektri-
schen, elektronischen, hydraulischen und fluidischen (Fluidik = Elemente mit pneumatischer
bzw. hydraulischer Hilfsenergie) Elementen. Bei gleicher Systemstruktur gelten die gleichen
mathematischen Systembeschreibungen.

• Systeme mit konzentrierten und verteilten Energiespeichern
Ein technisches dynamisches System enthält einen oder mehrere Energiespeicher, die kon-
zentriert oder räumlich verteilt angeordnet sind. Häufig werden bei Systemberechnungen
zur Vereinfachung konzentrierte Energiespeicher angenommen.

Das zeitliche Verhalten des dynamischen Systems ist durch die inneren Systemgrößen be-
stimmt, die als Energiespeicher vorhanden sind und sich nicht sprunghaft ändern können.
Sie bedeuten zum Beispiel "Spannung an einem Kondensator", "Strom in einer Induktivi-
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Definition dynamisches System

tät", bei einem "Feder-Masse-Dämpfungssystem die potentiellen und kinetischen Energie-
anteile". Diese dynamischen Systemteile entsprechen den konzentrierten Energiespeichern.

Dynamische Systeme mit konzentrierten Systemspeichern enthalten Variablen als Funktion
der Zeit.

Dynamische Systeme mit räumlicher Verteilung der Systemspeicher enthalten verteilte
Systemparameter. Bei diesen Systemen sind die Variablen nicht nur Funktionen der Zeit
sondern auch vom Ort. (Beschreibung durch partielle Differenzialgleichungen oder Nähe-
rungsmodelle)

Beispiele für kontinuierliche Systeme mit räumlich verteilten Energiespeichern stellen elek-
trische Leitungen im Rahmen der Leitungstheorie dar oder ein anderes Beispiel der Ther-
modynamik ist die räumliche oder flächenmäßige Wärmeenergie-Ausbreitung als Folge
eines Energiesprunges in einem homogenen Medium (Metall, Flüssigkeit, Stein usw.).

• System mit Anfangswerten
Technische dynamische Systeme besitzen Speicher (Gedächtnis) der Materie, der Ener-
gie oder der Information. Die Gedächtniswirkung bezieht sich auf einen transienten Ein-
schwingvorgang des Systems als Folge einer vorangegangenen Eingangserregung. Zu einem
festgelegten beliebigen Zeitpunkt t = t0 innerhalb des Einschwingvorgangs hat das System,
das mehrere Energiespeicher enthalten kann, einen oder mehrere sogenannte Anfangswerte
in den Speichern.

Abb. 1 Signalflussplan zur Lösung einer DGL mit Anfangswerten in der expliziten
Darstellung

Die Anfangswerte y01...y0n sind die inneren Systemgrößen eines dynamischen Systems
während eines Einschwingvorgangs zu einem beliebigen Zeitpunkt t0, zu dem das System

5



Dynamische Systeme

betrachtet werden soll. Die Lösung einer systembeschreibenden Differenzialgleichung je
nach Anzahl der Differenziale der Systemordnung beruht immer auf Anwendung von Inte-
grationsfunktionen. Ein einzelner Anfangswert ist der Ausgangswert jeder der möglichen
Integratoren, die zur Lösung der Differenzialgleichung zum Zeitpunkt t0 notwendig sind.
Im Zustandsraum betrachtet, sind die Anfangswerte die Zustandsvariablen x1...xn eines
dynamischen Systems zum Zeitpunkt t0 in dem Signalflussplan der "Regelungsnormal-
form" dargestellt. Dabei entsprechen die jeweiligen Ausgänge der Integratoren zum Zeit-
punkt t0 den Zustandsvariablen und sind gleichzeitig die Anfangswerte.
Die bis in die 1960-er Jahre bevorzugte Lösung einer systembeschreibenden Differenzial-
gleichung durch einen Analogrechner ähnelt sehr stark der Regelungsnormalform des Zu-
standsraumes. Die Ausgangswerte der Integratoren zum beliebig wählbaren Zeitpunkt t0
während des Einschwingvorgangs sind die Anfangswerte. Der Signalflussplan als mathema-
tisches Modell eines Analogrechners ist heute in gleicher Weise gültig. Die Berechnung des
Signalflussplans wird numerisch durchgeführt und bezieht sich auf die explizite (deutlich,
eindeutig) Form der Differenzialgleichung, bei der die höchste Ableitung der Ausgangs-
größe y(t) von der Gleichung freigestellt wird.
Die Integratoren des Modells starten mit dem Rechenprogramm bei der Eingangserregung
z.B. u(t) = 0 von den eingestellten Anfangswerten. Siehe Signalflussplan an der Summen-
stelle für die höchste Ableitung ÿ(t) . Die Lösung der Differenzialgleichung für y(t) wird so
erzwungen.

Befindet sich das System nach genügend langer Zeit im Ruhezustand - d. h. der Einschwing-
vorgang ist abgeschlossen und das System-Eingangssignal hat den Wert Null - dann sind
auch die Anfangswerte zu einem wählbaren Zeitpunkt t0 gleich Null.

Hat das System eine Eingangserregung u(t) > 0, und der Einschwingvorgang ist nach
genügend langer Zeit abgeschlossen, dann nimmt die Ausgangsgröße y(t) = x1(t) entspre-
chend der Proportionalverstärkung K den Wert der Eingangsgröße u(t) * K an. Zwingend
notwendig ist dazu, dass die Variable x2(t) laut Signalflussplan den Wert Null annimmt,
anderenfalls könnte sich kein statischer Wert für y(t) ergeben.

• Eingangserregung und Anfangswerte
In der Systemtheorie ist es üblich, den Beginn des Beobachtungszeitraumes eines dyna-
mischen Vorganges formal bei t = 0 festzulegen, daher sind Testsignale am Eingang des
Systems für den Zeitraum t < 0 gleich Null. Zu dem bestimmten Zeitpunkt t0 , ab dem man
das Verhalten des dynamischen Systems betrachten möchte, können die Energiespeicher
des Systems Anfangswerte enthalten. Erhält das System zu diesem definierten Zeitpunkt
t0 eine Erregung, überlagern sich die Anfangswerte und die Wirkung der Eingangserregung
für den Zeitraum t > 0.

Ist die Eingangserregung zum Zeitpunkt t0 gleich Null, ist das System mit Anfangswerten
sich selbst überlassen und die Ausgangsgröße strebt zeitlich - ein stabiles System voraus-
gesetzt - einen Wert gegen Null bzw. die Ruhelage an. Handelt es sich um ein instabi-
les System (z.B. um ein System mit Rückkopplung), wird je nach Systemordnung zwi-
schen monotoner und oszillatorischer Instabilität unterschieden. Dabei strebt die System-
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Definition dynamisches System

Ausgangsgröße zeitlich einen Maximalwert an. (Siehe Kapitel "Systemtheorie/ Übertra-
gungsfunktion1")

Für die Analyse und Ermittlung des Eingangs- Ausgangsverhalten von Systemen der rege-
lungstechnischen Anlagen ist häufig das Systemverhalten ohne Anfangswerte von Interesse.
Die Systemspeicher befinden sich bei t0 im Ruhezustand und haben den Wert Null.
• Mathematisches Modell
Das dynamische System ist meist ein mathematisches Modell eines realen Übertragungs-
systems, welches mit Hilfe mathematischer Werkzeuge für gegebene Eingangssignale den
Verlauf der Ausgangssignale von einem bestimmten Zeitpunkt t(0) = 0 an für t > t(0)
bestimmt. Die häufigsten mathematischen Systembeschreibungen sind die Differenzialglei-
chung, die Übertragungsfunktion, der Frequenzgang und die zeitdiskrete Differenzenglei-
chung. Enthalten die Systeme eine Totzeit (Transportzeit, Getriebespiele), Begrenzungs-
effekte oder andere Nichtlinearitäten kommt für die Systemberechnung praktisch nur die
zeitdiskrete Differenzengleichung als Systembeschreibung infrage.

Ausnahmsweise werden auch physikalische materielle Modelle verwendet. Beispiele: Hy-
draulischer Strömungskanal im verkleinerten Maßstab, Regelkreisnachbildung mit einem
Analogrechner.

Alle diese Systeme können sich linear, kontinuierlich nichtlinear, diskontinuierlich nichtli-
near, zeitinvariant, zeitvariant und totzeitbehaftet als Eingrößen- und Mehrgrößensystem
verhalten.

• Statisches System
Im Gegensatz zu den dynamischen Systemen hat ein statisches System im Sinne der Sys-
temtheorie verschwindend kleine Energiespeicher und damit angenähert kein Zeitverhalten,
sondern wird durch das Eingangs-Ausgangsverhalten des Systems definiert. Dieses Verhal-
ten kann proportional, kontinuierlich linear, kontinuierlich nichtlinear oder diskontinuier-
lich (gebrochene Funktion) auftreten und wird – soweit möglich – durch eine mathematische
Modellbeschreibung oder durch Wertetabellen angenähert beschrieben.

• System mit verzögerndem und voreilendem Ausgangsverhalten
Allgemein reagieren dynamische Systeme ohne Hilfsenergie bzw. ohne Verstärker,
die aus mehreren Systemteilen bestehen können, signaltechnisch je nach System-
Übertragungsverhalten mit einem meist verzögertem Signal des Systemausgangs. Enthält
das System einen "Energieverstärker", kann statt einer verzögernden Wirkung eine vor-
auseilende Signalwirkung erreicht werden. Beispiele dafür sind die in der Regelungstechnik
eingesetzten PD- und PID-Regler, aber auch gewollte Frequenzgang-Korrekturen des Sys-
temverhaltens.

1 Kapitel 6 auf Seite 131
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Dynamische Systeme

1.3 Einführung der mathematischen Systembeschreibung

1.3.1 Übersicht der mathematischen Systembeschreibung

Abb. 2 Methoden der Beschreibung dynamischer Systeme

Ein dynamisches System hat ein Zeitverhalten und soll als Vereinfachung als ein System
mit konzentrierten Energiespeichern beschrieben werden. Sind die physikalischen Kompo-
nenten eines beispielsweise schwingfähigen Systems - wie Feder-Masse-Dämpfungssystem -
oder elektrisch - Kapazität-Induktivität-Widerstandssystem bekannt, können diese Syste-
me mit einer gewöhnlichen Differenzialgleichungen mit konstanten Koeffizienten beschrieben
werden.

Da dieses genannte System zwei Energiespeicher (z.B. Feder und Masse) enthält, wird es
durch eine gewöhnliche Differenzialgleichung zweiter Ordnung beschrieben.

Je nach vorhandenen Informationen und Systemverhalten eines dynamischen Systems exis-
tieren noch verschiedene andere mathematische Systembeschreibungen, die sich zur Sys-
temanalyse, Systemidentifikation und Systemberechnung besser eignen.

Zum Verständnis der verschiedenen Arten der Systeme und des Systemverhaltens sind ma-
thematische Beschreibungen von Teilsystemen, die in verschiedensten Strukturen auftreten
können, erforderlich. Dazu gehört die Kenntnis der wichtigsten Begriffe der Systembeschrei-
bung, die gewöhnliche Differenzialgleichung und Laplace-Übertragungsfunktion, die aus der
Differenzialgleichung mittels der Laplace-Transformation bestimmt werden kann. Beide Me-
thoden setzen lineare dynamische Systeme voraus. Weitere Systembeschreibungen wie die
Differenzengleichungen und die Systembeschreibungen im Zustandsraum werden aus den
Differenzialgleichungen abgeleitet.

Obwohl die Übertragungsfunktion G(s) eine Systembeschreibung linearer Systeme im kom-
plexen Frequenzbereich s = δ + j darstellt, kennzeichnet sie an Hand der symbolischen
Darstellung einfacher algebraischer Gleichungen das charakteristische Systemverhalten im
Zeitbereich. Es existieren nur 6 verschiedene Formen einfacher oder mehrfacher Kombina-
tionen davon.

Totzeitbehaftete nichtlineare dynamische Übertragungssysteme lassen sich meist in stati-
sche nichtlineare Systeme und dynamische lineare Systeme aufteilen und beschreiben. Das
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Einführung der mathematischen Systembeschreibung

Zeitverhalten dieser Systeme kann nur numerisch errechnet werden, weil Nichtlinearitäten
Unikate sind, die mit logischen Programmbefehlen oder Datentabellen beschrieben werden
können.

Nachfolgend findet eine Kurzdarstellung dieser Systembeschreibungen statt.

1.3.2 Einführung der Systembeschreibung mit Differenzialgleichungen

Die wichtigste mathematische Systembeschreibung ist die Differenzialgleichung, welche die
speziellen physikalischen Grundgesetze des zeitlichen Verhaltens eines bestimmten dyna-
mischen Systems beschreibt. Mit den Differenzialgleichungen lassen sich viele dynamische
Systeme aus der Technik, Natur und Gesellschaft darstellen. Viele scheinbar sehr verschiede-
ne physikalische Probleme lassen sich mit der Differenzialgleichung jedoch formal identisch
berechnen.

Eine systembeschreibende Differenzialgleichung ist durch die Differentiale der Energiespei-
cher und der Ein-Ausgangssignale bestimmt. Die Differenzialgleichung eines dynamischen
Systems beschreibt den Zusammenhang zu jedem Zeitpunkt zwischen der Ausgangsgröße
y(t) und der Eingangsgröße u(t). Die Ordnung der Differentialgleichung ist durch die Ord-
nung der höchsten vorkommenden Ableitung gegeben.

Andere bekannte Systembeschreibungen der dynamischen Systeme lassen sich von den Diffe-
renzialgleichungen entwickeln, wie die Übertragungsfunktion mit dem komplexen Frequenz-
bereich f(s), der Frequenzgang f(j), die Zustandsraumdarstellung und die für die numeri-
sche Berechnung benötigten Differenzengleichungen.

Mathematische Modelle der dynamischen Systeme werden je nach Kenntnis und Verfüg-
barkeit der Systemparameter durch verschiedene mathematische Beschreibungsmethoden
gekennzeichnet, bzw. angenähert.

Abb. 3 Systemtrennung in statisches nichtlineares System und
lineares dynamisches System.
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Dynamische Systeme

Nichtlineare dynamische Systeme können zur einfacheren Berechnung auch durch Modelle in
Kombinationen von nichtlinearen Systemen ohne Zeitverhalten und linearen dynamischen
Systemen aufgeteilt werden, z.B. nach dem Hammerstein-Modell. Nichtlineare statische Mo-
delle sind meist Unikate.

Die Berechnung dynamischer Systeme dient der Kenntnis des Ausgangs-Eingangsverhaltens
und der Systemanalyse. Je nach Art des dynamischen Systems eignen sich verschiedene
mathematische Beschreibungs- und Berechnungsverfahren:

Gewöhnliche Differenzialgleichung höherer Ordnung mit konstanten
Koeffizienten

Eine Differentialgleichung ist eine Gleichung, die eine oder mehrere Ableitungen einer un-
bekannten Funktion enthält. Die Bezeichnung "gewöhnlich" bezieht sich darauf, dass die
gesuchte Funktion nur von einer Variablen abhängt. Es wird nur nach einer Variablen
abgeleitet. Eine lineare gewöhnliche Differenzialgleichung enthält die gesuchte Funktion
und deren Ableitungen nur in der ersten Potenz. Die gesuchte Funktion darf auch nicht
in Argumenten von Winkelfunktionen, Logarithmen usw. erscheinen, anderenfalls wird die
Differenzialgleichung nichtlinear. Nichtlineare Differenzialgleichungen mit den verschiede-
nen Arten der Nichtlinearität sind nur in sehr seltenen Ausnahmefällen analytisch lösbar.
Solche dynamischen Systeme können mittels der numerischen zeitdiskreten Methoden be-
schrieben und berechnet werden.

Die häufigsten mathematischen Systembeschreibungen linearer Systeme sind gewöhnliche
Differenzialgleichungen mit konstanten Koeffizienten. Zur Aufstellung der Differenzialglei-
chungen höherer Ordnung werden Bilanzgleichungen der Energie / Materie-Speicher benö-
tigt. Systeme mit konzentrierten Speichern erfordern für jede Speicherfunktion eine Diffe-
renzialgleichung 1. Ordnung. Diese Differenzialgleichungen mit den Anfangsbedingungen
= Null können am einfachsten über die Laplace-Transformation gelöst werden.

Bei dynamischen Systemen in Form ausgeführter technischer Anlagen stehen Differenti-
algleichungen selten zur Verfügung. Das Systemverhalten muss erst noch analysiert und
dann formuliert werden.

Beispiel einer gewöhnliche Differenzialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizien-
ten a und b für ein System mit dem Ausgangssignal y(t) und Eingangssignal u(t):

any(n) + . . .+a2ÿ +a1ẏ +a0y = bmu(m) + . . . + b2ü+ b1u̇+ b0u

Differenzialgleichung höherer Ordnung mit variablen Koeffizienten

• Sind diese Koeffizienten oder nur ein Koeffizient dieser Differenzialgleichung variabel,
dann ändert sich das Zeitverhalten des dynamischen Systems, d.h. eine Sprungantwort
des Systems für einen gegebenen Eingangssprung nimmt einen anderen zeitlichen Verlauf.
Dieses Verhalten wird leicht verständlich, wenn man die Laplace-transformierte Differen-
zialgleichung als Übertragungsfunktion betrachtet.
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Einführung der mathematischen Systembeschreibung

• Sind die Koeffizienten zeitabhängig, führt dieses zu zeitvariantem Systemverhalten, d.h.
das Zeitverhalten des Systems ist zu unterschiedlichen Zeitpunkten für t > t0 unterschied-
lich. Systembeispiel: Wenn bei einer beschleunigten Rakete die Masse des Treibstoffs sich
ändert.

Partielle Differenzialgleichung

Bei partiellen Differenzialgleichungen hängt die gesuchte Funktion von mehreren Variablen
ab. Es wird nach mehreren Variablen abgeleitet. Die Anwendung dieser Gleichung erfolgt
z.B. bei dynamischen Systemen mit Zeit- und Ortskoordinaten.

Systembeispiel: Signalübertragung bei langen elektrischen Leitungen oder Wärmefluss in
homogenen Medien.

Beispiel der Entstehung einer Differenzialgleichung mit elektrischen
Bauelementen

Abb. 4 Schaltplan eines elektrischen Schwingkreises
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Dynamische Systeme

L = Induktivität, C = Kondensator, R = Widerstand, UC = Spannung am Konden-
sator = Ausgangsgröße, UE = Eingangsspannung

L ·C · ÜC(t)+R ·C · U̇C(t)+UC(t) = UE(t)

Es können Zeitkonstanten wie T1 = R * C und T2² = L * C eingeführt werden mit
y(t) = Ausgangsgröße, u(t) = Eingangsgröße.

T 2
2 · ÿ(t)+T1 · ẏ(t)+y(t) = u(t)

oder in allgemeiner Koeffizienten-Darstellung: a2 = 1; a1 = R
L ; a0 = 1

L·C ; b0 =
1

L·C
ÿ(t)+a1 · ẏ(t)+a0 ·y(t) = b0 ·u(t)

Einführung der konventionellen Lösung einer gewöhnlichen
Differenzialgleichung

Die Lösung einer Differenzialgleichung (DGL) erfolgt immer durch Integration und ist eine
Funktion, nicht ein Wert. Natürlich kann auch ein bestimmter Wert der Ausgangsgröße für
eine bestimmte Zeit errechnet werden.

Die Lösung der Differenzialgleichung ist die Ausgangsgröße y(t) in Abhängigkeit der Art
und Größe des gegebenen Eingangssignals u(t). Eingangssignale sind häufig Testsignale
wie die Sprung- und Impulsfunktion, die charakteristische Signalantworten des Systems
hervorrufen, die der Systemdiagnose dienen können.

Die gewöhnliche Differenzialgleichung (DGL) beschreibt ein lineares Übertragungssystem
mit n Energiespeichern durch n Ableitungen der Systemausgangsgröße y(t) und m Ablei-
tungen der Eingangsgröße u(t) des Systems. Die Lösung einer DGL erfolgt durch Integra-
tion. Jede unbestimmte Integration ergibt Integrationskonstanten Cn, deren Anzahl durch
die Ordnung n der DGL festgelegt ist.
Für ein gegebenes Eingangssignal an dem linearen dynamischen System mit Anfangswerten
ergibt sich als Lösung der systembeschreibenden gewöhnlichen DGL eine Addition aus zwei
Lösungsanteilen, der homogenen und partikulären Lösung, die einen Funktionsverlauf f(t)
der Ausgangsgröße des Systems darstellen. Die konventionelle Lösung einer inhomogenen
DGL besteht aus der allgemeinen Lösung der homogenen DGL mit der Ausgangsgröße yH(t)
mit der Eingangsgröße u(t) = 0 sowie einer speziellen partikulären Lösung der inhomogenen
DGL yP(t) mit u(t) ≠ 0.
Inhomogene DGL = DGL mit u(t) ≠ 0)

• Bei der homogenen Lösung der DGL liegen Anfangswerte vor. Die Systemeingangsgröße
u(t) ist dabei gleich Null. Das System ist sich selbst überlassen und strebt einen stabilen
Ruhezustand an, Systemstabilität vorausgesetzt.

• Bei der partikulären Lösung der DGL sind die Anfangswerte gleich Null und die System-
eingangsgröße u(t) ≠ Null.
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Einführung der mathematischen Systembeschreibung

• Die Summe der beiden Ausgangs-Teilgrößen y(t) = yH(t) + yP(t) ergibt die Gesamtlö-
sung.

Differenzialgleichung mit Anfangswerten

Die Anfangsbedingungen beschreiben einen speziellen Zustand des Übertragungssystems.
Die homogene (charakteristische) DGL beschreibt das Verhalten ohne Eingangsgröße (für
u(t) = 0), das sogenannte Eigenverhalten, d. h. das System bleibt ausgehend von den
Anfangswerten sich selbst überlassen.
Sind alle Anfangswerte der homogenen DGL gleich Null, ist die Lösung der DGL für yH(t)
auch gleich Null. Mit dem Lösungsansatz y = eλ·t ergibt sich ein universelles Lösungsver-
fahren für die homogene Lösung der DGL-en beliebiger Ordnungen mit konstanten Koeffi-
zienten.

yH(t) = C1 ·eλ1·t +C2 ·eλ2·t +C3 ·eλ3·t + · · ·

Die partikuläre Lösung der DGL eines Systems höherer Ordnung (> 2. Ordnung) über
das Faltungsintegral gestaltet sich schwierig. Einfacher wird die Lösung über die Laplace-
Transformation und noch einfacher und übersichtlicher mit Hilfe der numerischen Berech-
nung.

Definition Anfangswertproblem

(Anfangswertproblem = Differenzialgleichung mit ihren zugehörigen Anfangswerten)

Das eigentliche Anfangswertproblem besteht darin, mit den gegebenen Anfangswerten
y0 und y'0 ... y(n)0 und den Eigenwerten n (Nullstellen) der DGL die Integrationskonstan-
ten Cn zu berechnen. Die Anfangswerte werden in die Lösungsgleichung anstelle von yH(t)
eingesetzt. Dabei werden die Terme der DGL entsprechend der Ordnung differenziert und
dann die Gleichungen für t = 0 berechnet. Damit ergeben sich entsprechend der Ordnung
n der DGL n Gleichungen, aus denen die Integrationskonstanten errechnet werden können.
Die Berechnung der Integrationskonstanten ist leider sehr umständlich, gehört aber zur
klassischen Lösung der DGL.

Anwendung dynamisches System mit Anfangswerten

Der Zustand eines dynamischen Systems (z.B. Regelstrecke) ist durch den Energiegehalt der
im System enthaltenen Energiespeicher bestimmt. Zu einem beliebigen Zeitpunkt t = t0, der
als Anfangszustand der Ausgangsgröße y(t) bezeichnet wird, folgt die Ausgangsgröße y(t)
in Abhängigkeit des Anfangszustandes und des Eingangssignals u(t) für t>t0 für beliebig
lange Zeiten. Dazu wird die Vorgeschichte des Systems für t < 0 nicht benötigt.
Verzichtet man auf die Berechnung einer DGL mit Anfangswerten eines Übertragungssys-
tems, kann mit Hilfe der Übertragungsfunktion G(s) und Laplace-Transformationstabellen
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die Lösung der Differenzialgleichung für gegebene Eingangssignale im Zeitbereich bestimmt
werden.

Ist die Übertragungsfunktion G(s) als Laplace-transformierte Differenzialgleichung gege-
ben, so ist die Berechnung des System-Ausgangssignals y(t) für ein gegebenes Eingangs-
signal Y(s) bei Anwendung der inversen Laplace-Transformation immer eine partikuläre
Lösung. Die partikuläre Lösung der Differenzialgleichung ist in der Regelungstechnik meist
von hauptsächlichem Interesse.

In der Regelungstechnik werden häufig Übertragungssysteme durch Aufzeichnung der
Sprungantwort analysiert. Dabei wird meistens vorausgesetzt, dass sich das System in Ruhe
befindet. Es gibt aber Anwendungen, bei denen die Speicher "Anfangswerte" haben oder
das System bei Anfangswerten getestet werden sollen, um spezielle Aussagen zu treffen.

Numerische Lösung der Differenzialgleichung mit Anfangswerten

Für viele dynamische Systeme sind nicht immer die physikalischen Einzelkomponenten be-
kannt und damit kann auch keine Differenzialgleichung aufgestellt werden. Außerdem ist
die Lösung einer gewöhnlichen Differenzialgleichung höherer Ordnung schwierig.

Mit Hilfe von Testsignalen und Aufzeichnung der Systemreaktion kann ein dynamisches
System identifiziert werden. Bei linearen Systemen wird vorzugsweise die Übertragungs-
funktion G(s) als Funktion der komplexen Frequenz s benutzt. Die Zerlegung in Teilsysteme
- Linearfaktoren - entspricht der kleinsten Systemeinheit G(s) der gewöhnlichen Differenzi-
algleichungen 1. Ordnung.

Die numerische Berechnung bezieht sich auf ein konstantes kleines Zeitintervall Δt, der
diskreten Zeit. Für dieses Zeitintervall wird an Hand von Differenzengleichungen rekursiv
(Rekursion = zurücklaufen) das Systemausgangssignal mit der Folge (k*Δt) neu berechnet
und bildet damit einen fein gestuften Signalverlauf als Funktion der Zeit.

Es bestehen mehrere Methoden der Bildung von Differenzengleichungen. Die einfachste
Methode ist das Verfahren nach dem "Euler-Streckenzugverfahren", das mit 4 verschiedenen
Differenzengleichungen sämtliche lineare Übertragungssysteme approximieren (annähern)
kann.

Bei der numerischen Berechnung eines Übertragungssystems mit Anfangswerten oder ohne
Anfangswerte ergibt sich das Anfangswertproblem nicht. Die numerische Berechnung be-
zieht sich dabei auf den Signalflussplan der Regelungsnormalform des Zustandsraumes.
Dies entspricht im Prinzip dem Signalflussplan des Analogrechners. Die numerische Integra-
tion bezieht sich dabei auf ein bestimmtes Integral. Die Integrationsgrenzen beginnen mit
den jeweiligen Anfangswerten bei t0 und enden mit der gewünschten Betrachtungsdauer der
rekursiven Berechnungsfolgen kMAX*Δt. Die Integratoren werden zu Beginn der Berech-
nung auf die gewünschten Anfangswerte gesetzt. Die System-Ausgangsgröße y(t) entspricht
immer der Addition der homogenen und partikulären Lösung der DGL.

Sind keine Anfangswerte des Systems gegeben, so können die Systemteile numerisch durch
Anwendung von Differenzengleichungen sehr einfach gelöst werden.
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Einführung der mathematischen Systembeschreibung

→ Siehe das ausführliche Kapitel "Einführung in die Systemtheorie/ Numerische Berech-
nung dynamischer Systeme2".

→ Siehe das ausführliche Kapitel "Einführung in die Systemtheorie/ Gewöhnliche Differen-
zialgleichungen3".

1.3.3 Einführung der Systembeschreibung mit der
Übertragungsfunktion G(s)

Der Begriff Übertragungsfunktion hat verschiedene Bedeutungen und kennzeichnet allge-
mein die Abhängigkeit des Ausgangssignals Y eines Übertragungssystems G von dessen
Eingangssignal U.

Neben dem Begriff Laplace-Übertragungsfunktion G(s) - in der Regelungstechnik
vereinfacht "Übertragungsfunktion" genannt - existiert auch der Begriff der "Z-
Übertragungsfunktion", die aus der Übertragungsfunktion G(s) entstanden ist. Während
Differenzialgleichungen für kontinuierliche Signale mit der Laplace-Transformation gelöst
werden können, hat die Z-Transformation für zeitdiskrete Signale bei abgetasteten Signalfol-
gen eine ähnliche Bedeutung. Die Anwendung der Z-Übertragungsfunktion bei abgetastete
Signalfolgen ist nicht zwingend, es können auch zur numerischen Systemberechnung Dif-
ferenzengleichungen des Systems verwendet werden. Die Z-Übertragungsfunktion ist nicht
Gegenstand dieses Kapitels.

Die Übertragungsfunktion G(s) eines linearen dynamischen Systems g(t) entsteht z. B.
aus der Laplace-Transformation einer systembeschreibenden gewöhnlichen Differenzialglei-
chung. Sie ist in der Regelungstechnik die häufigste Darstellungsform des Eingangs- und
Ausgangsverhaltens von linearen Übertragungssystemen im komplexen Frequenzbereich.

Die Übertragungsfunktion G(s) ist eine abstrakte nicht messbare Größe und beschreibt das
mathematische Verhalten eines linearen zeitinvarianten Systems im Frequenzbereich mit
der komplexen Variable s. Sie wird nach der Zerlegung der Zähler- und Nennerpolynome
durch Nullstellenbestimmung in Produktterme (Linearfaktoren) erfolgreich eingesetzt für
Systemanalyse, Systemsynthese, Systemstabilität und erlaubt die algebraische Behandlung
von beliebig geschalteten rückwirkungsfreien Teilsystemen.

Die Übertragungsfunktion G(s) beschreibt das Verhältnis der Ausgangsgröße Y(s) zu der
Eingangsgröße U(s) im Bildbereich, ist unabhängig von seinen Signalen und gültig in einem
linearen und zeitinvarianten System (d. h., das Systems zeigt zu jeder Zeit - bei gleicher
Erregung - das gleiche Verhalten).

Die allgemeine Form der Übertragungsfunktion G(s) lautet in Polynomdarstel-
lung:

G(s) = Y (s)
U(s)

:= bmsm + . . .+ b2s2 + b1s+ b0
ansn + . . .+a2s2 +a1s+a0

:= Zählerpolynom (s)
Nennerpolynom (s)

2 Kapitel 7 auf Seite 173
3 Kapitel 5 auf Seite 113
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Beispiel einer Übertragungsfunktion G(s) der 3. Ordnung mit den Koeffizienten
ai und bi in Polynomdarstellung mit n > m

G(s) = Y (s)
U(s)

:= b2 ·s2 + b1 ·s+ b0
a3 ·s3 +a2 ·s2 +a1 ·s+a0

Definition der Systemgrößen:
• G(s) ist die Laplace-Transformierte von g(t). Die symbolische Schreibweise lautet:

G(s) = L{g(t)} oder als inverse Laplace-Transformation g(t) = L−1{G(s)}

G(s) beschreibt das dynamische System mit einer Gleichung in Form einer gebrochen-
rationalen Funktion unter der Voraussetzung, dass die internen Energiespeicher des dy-
namischen Systems gleich Null sind (d. h. verschwindende Anfangsbedingungen). Die
Übertragungsfunktion kann über die Laplace-Transformation der systembeschreibenden
gewöhnlichen Differenzialgleichung entstehen. Andere Entstehungsweisen sind die empiri-
sche Messung und Auswertung des Frequenzgangs G(jω), die Systemanalyse mit Hilfe der
Impuls- oder der Sprungantwort oder die Bildung des Impedanzverhältnisses des unbe-
kannten linearen Systems.

• Y(s) ist das Systemausgangssignal,
• U(s) ist das Eingangssignal, welches als Testsignal häufig die Funktion eines Signal-
sprungs, eines Signalimpulses oder einer sinusförmigen Erregung hat.

• Die komplexe Frequenz s = δ + jω = Re(s) + j · Im(s) ist eine unabhängige Variable des
Laplace- oder Bildbereichs. Sie tritt mit einem ganzzahligen Exponenten als Potenz im
Zähler und Nenner einer Übertragungsfunktion auf, ist aber nur ein Symbol für eine
vollzogene Transformation einer Ableitung bestimmter Ordnung n oder eines Integrals der
gewöhnlichen Differenzialgleichung. Die Variable s in verschiedenen Darstellungsarten der
Übertragungsfunktion kann beliebig algebraisch behandelt werden, enthält aber keinen
Zahlenwert.

• bi = Koeffizienten des Zählers, ai = Koeffizienten des Nenners.
• n und m bedeuten jeweils den Grad des Nennerpolynoms und des Zählerpolynoms (Ord-
nung des Systems). In der Produktdarstellung bedeutet n die Anzahl der Pole im Nenner,
m die Anzahl der Nullstellen im Zähler. Sind alle Koeffizienten der Polynomdarstellung
in der geordneten Reihenfolge vorhanden, positiv und die Systemordnung n > m, handelt
es sich um ein asymptotisch stabiles Übertragungssystem.

Wird die Übertragungsfunktion der Polynomdarstellung in die Produktdarstellung gebracht,
können sämtliche Systemeigenschaften wie die Kriterien der Stabilität, Pole, Nullstellen,
Verstärkung und Zeitkonstanten aus der Übertragungsfunktion abgeleitet werden. Durch
die Rücktransformation mittels der inversen Laplace-Transformation kann das zeitliche Ver-
halten eines Übertragungssystems als Funktion des Eingangssignals berechnet werden.

Entstehung der Übertragungsfunktion

Die Übertragungsfunktion G(s) beschreibt nach der Systemtheorie die mathematische Bezie-
hung zwischen einem dynamischen System und den zugehörigen Ein- und Ausgangssignalen
im sogenannten s-Bereich. Elektrische, mechanische, biologische und andere dynamische
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Systeme können durch die gleiche Form der Übertragungsfunktion beschrieben werden,
wenn die Anzahl und die Struktur der Systemspeicher identisch sind.

Abb. 5 Beispiel für eine Identifikation eines PT2-Schwingungsgliedes durch die
Amplituden der 1. und 2. Halbwelle

Es bestehen mehrere Wege, die zu einer Übertragungsfunktion G(s) führen:

• Laplace-Transformation der systembeschreibenden gewöhnlichen Differenzialgleichung,
• aus dem Signalverhältnis Y(s) / U(s), wenn dieses bekannt ist.
• durch Messen des Frequenzgangs G(j),
• Spannungsteiler aus einem rückwirkungsfreien Impedanzverhältnis, (Beispiel: RC-
beschalteter Operationsverstärker),
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• durch Systemidentifikation mittels Sprung- oder Impulsantwort

Die "klassische" Entstehungsweise der Übertragungsfunktion ergibt sich über die Laplace-
Transformation der systembeschreibenden Differenzialgleichung mit konstanten Koeffizien-
ten. Das Ergebnis ist eine Polynomgleichung mit der komplexen Frequenz s, die als Stell-
vertreter für jeden Differentialquotienten steht. Diese Transformation erfolgt nach dem Dif-
ferentiationssatz der Laplace-Transformation. Der Grad, d.h. die Ordnung des Differential-
quotienten entspricht dem Exponenten von s.

Enthält die Differenzialgleichung auch Ableitungen der Systemeingangsgröße, dann entsteht
durch die Transformation eine gebrochene rationale Funktion G(s) als Quotient mit Poly-
nomen im Nenner und Zähler. Sind keine Ableitungen der Eingangsgröße gegeben, existiert
nach der Transformation nur ein Nennerpolynom der Übertragungsfunktion. Im Zähler der
Übertragungsfunktion steht für diesen Fall die Verstärkung K, die auch die Größe 1 betragen
kann.

Laplace-Transformation einer linearen gewöhnlichen Differenzialgleichung

Die Übertragungsfunktion entsteht durch die Laplace-Transformation, eine Integraltrans-
formation, aller zeitabhängigen Terme der System-Differenzialgleichung und beschreibt das
Übertragungsverhalten im sogenannten Bild- oder Frequenzbereich (s-Bereich) mit der der
komplexen Variablen s.

Die Übertragungsfunktion eines Systems entsteht z.B. durch Austausch der zeitabhängigen
Terme einer systembeschreibenden Differentialgleichung mit den Laplace-Transformierten.
Voraussetzung ist, dass die Anfangsbedingung des Systems Null ist.

Je nach Grad der Ableitungen einer Funktion x(t) entstehen mit Hilfe des Laplace-
Differentiationssatzes nach der Transformation folgende Laplace-Transformierte:

L
{

x(t)
}

= x(s)

L
{

d

dt
x(t)

}
= s ·x(s)

L
{

d2

dt2 x(t)
}

= s2 ·x(s)

Der Grad der Ableitung im Zeitbereich und die zugehörige Transformierte im Bildbereich
kann in dieser Weise beliebig fortgesetzt werden. Der Laplace-Operator s entspricht also der
1. Ableitung einer Funktion f(t), s² entspricht der 2. Ableitung einer Funktion f(t) und so
weiter.

Für das Integral gilt die Laplace-Transformierte:

L
{∫

x(t)dt

}
= 1

s
·x(s)
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Das dynamische Verhalten von linearen Übertragungssystemen (LZI-Systeme) wird durch
gewöhnliche Differenzialgleichungen beschrieben. Der Wert der Ordnung n gibt die höchste
Ableitung der Ausgangsgröße y(t) und damit allgemein die Anzahl der Energiespeicher des
Übertragungssystems wieder.

Eine allgemein geordnete gewöhnliche Differenzialgleichung n-ter Ordnung lau-
tet wie folgt:
(mit y(t) als Ausgangssignal und u(t) als Eingangssignal)

any(n) + . . .+a2ÿ +a1ẏ +a0y = bmu(m) + . . .+ b2ü+ b1u̇+ b0u

Falls die Koeffizienten ai und bk alle konstant sind, ist die Laplace-Transformation ausführ-
bar. Allgemein gilt für die Signale u(t) und y(t) mit den zu Null gesetzten Anfangsbedin-
gungen:

y(i)(0) = 0 für alle 0 ≤ i ≤ n

Damit lautet die Laplace-Transformierte der Übertragungsfunktion als Poly-
nomgleichung:

Y (s)(ansn + . . . +a2s2 +a1s+a0) = U(s)(bmsm + . . . + b2s2 + b1s+ b0)

Die Polynomgleichung kann so umgestellt werden, dass ein Verhältnis der Ausgangsgröße
Y(s) zur Eingangsgröße U(s) gebildet werden kann. Der Rest der Terme der Polynomglei-
chung entspricht dem Übertragungssystem G(s) in Form einer gebrochen-rationalen Funk-
tion, also einem Verhältnis aus Zähler und Nenner.

Die Übertragungsfunktion als eine rational gebrochene Funktion in Polynom-
Darstellung lautet

G(s) = Y (s)
U(s) = bmsm+...+b2s2+b1s+b0

ansn+...+a2s2+a1s+a0
.

Für die Anwendung der Übertragungsfunktion zur Systemberechnung wird der Zustand der
Energiespeicher des dynamischen Systems zum Zeitpunkt t = 0 als energiefrei angesehen.
Damit werden die Anfangswerte des Systems zu Null.

Eine wesentliche nützliche Eigenschaft der Laplace-Übertragungsfunktion besteht darin,
dass zwischen allen Komponenten ein algebraischer Zusammenhang besteht. Ein weiterer
Vorteil besteht darin, dass mit Hilfe von Laplace-Transformationstabellen die Umwand-
lung vom s-Bereich in den Zeitbereich überführt werden kann und somit eine gewöhnliche
Differenzialgleichung gelöst werden kann.

Definition Nullstellen und Pole

Ein lineares zeitinvariantes Übertragungssystem ohne Totzeit ist durch Pole, Nullstellen
und Proportionalitätsfaktoren der Übertragungsfunktion vollständig bestimmt.
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Die Ermittlung der Pole und Nullstellen der Polynome einer Übertragungsfunktion erlaubt
die Umwandlung der Polynomdarstellung in eine Produktdarstellung. Die Übertragungs-
funktion in der Produktdarstellung führt bei einem gegebenen Eingangssignal über die
Laplace-Rücktransformation direkt zu einer Lösung im Zeitbereich. Die Produktdarstellung
einer Übertragungsfunktion entspricht einer multiplikativ angeordneten Reihendarstellung
von Teilsystemen (Elementarsystemen, Linearfaktoren), wobei ein Teilsystem nicht durch
nachfolgende Teilsysteme belastet sein darf.

Zur Nullstellenbestimmung eines Polynoms mit Zahlenwerten werden die Polynome des
Zählers und des Nenners der Übertragungsfunktion jeweils gleich Null gesetzt. Bei der Dar-
stellung der Übertragungsfunktion als eine rational gebrochene Funktion werden die Null-
stellen des Zählerpolynoms, die das Polynom zu Null machen, als Nullstellen sn bezeichnet.
Die Nullstellen des Nennerpolynoms bezeichnet man als Pole sp.

Polynome des 2. Grades können mit Hilfe der bekannten "pq-Gleichung" zur Lösung von
gemischt-quadratischen Gleichungen gelöst werden. Es existieren noch weitere Verfahren
zur Nullstellenbestimmung von Polynomen höheren Grades.

In dieser allgemeinen Darstellung ist noch nicht definiert, um welche Art von elementaren
Produkten (= Linearfaktoren) es sich bei der Übertragungsfunktion handelt. Das System-
verhalten wird erst deutlich, wenn Zahlenwerte für die Nullstellen, Pole und Verstärkung k
vorliegen.

Ein Polynom hat so viele Nullstellen (bzw. Pole), wie es dem höchsten Grad der Ordnung
entspricht. Je nach Größe und Anzahl der Koeffizienten der Polynome ergeben sich bei
der Pol- Nullstellenbestimmung für die zu bestimmenden Werte der Pole und Nullstellen
unterschiedliche mathematische Formen für sn und sp, die Null, ± reell und ± konjugiert
komplex sein können.

Die Werte von Polen und Nullstellen stabiler Elementarsysteme sind immer negativ. Positive
Werte von Polen und Nullstellen führen zur monotonen oder oszillatorischen Instabilität des
Gesamtsystems. Pole und Nullstellen haben die Maßeinheit einer Frequenz.

Die Pole bestimmen das Zeitverhalten des Systems, Nullstellen die Systemamplituden. Sind
alle Realteile der Pole eines zeitinvarianten dynamischen Systems negativ und von Null
verschieden, so ist das Übertragungsverhalten asymptotisch stabil. Bei einem Produktterm
mit einem Pol, dessen Realteil und Imaginärteil Null ist, verhält sich das Gesamtsystem
semistabil (integrierendes Verhalten).

Linearfaktoren

Sind die Nullstellen bzw. die Pole eines Polynoms bekannt, kann das Zähler- und Nenner-
polynom in Produktterme (Linearfaktoren) zerlegt werden. Weil die Nullstellen aus zu Null
gesetzten Polynomen berechnet werden, muss sichergestellt werden, dass keine Faktoren ge-
kürzt worden sind. Es empfiehlt sich eine Prüfung vorzunehmen, ob die Pol- Nullstellendar-
stellung (= Produktdarstellung) durch Ausmultiplizieren auch mit dem Polynom identisch
ist.

Eine Nullstelle des Zählerpolynoms sn oder ein Pol des Nennerpolynoms sp kann bei asym-
ptoscher Stabilität des Teilsystems folgende drei Formen von Zahlenwerten einnehmen:

20



Einführung der mathematischen Systembeschreibung

• {sn; sp} = 0, (Absolutglied a0;b0 des Polynoms fehlt),
• {sn; sp} = −δ (reeller Wert der Pole und Nullstellen),
• {sn; sp} = −δ ± jω (konjugiert komplexer Wert der Pole oder Nullstellen).

Bezeichnet man den Realteil einer Nullstelle oder eines Poles mit δ und den Imaginärteil
mit ω, dann ergeben sich bei Übertragungsfunktionen in der Produktdarstellung bei reellen
und konjugiert komplexen Nullstellen und Polen unterschiedliche Gleichungen, die durch
die Größe der Zahlenwerte der Koeffizienten der Polynomdarstellung bestimmt werden. Die
angegebenen 3 Formen der Linearfaktoren können einfach und mehrfach auftreten.

In der linearen Regelungstechnik und Systemtheorie ist es eine willkommene Tatsache, dass
praktisch alle vorkommenden regulären (stabilen) Übertragungsfunktionen bzw. Frequenz-
gänge von Regelkreisgliedern auf drei Grundformen geschrieben bzw. zurückgeführt werden
können. Die Linearfaktoren haben eine völlig unterschiedliche Bedeutung, je nachdem ob
sie im Zähler oder im Nenner einer Übertragungsfunktion stehen.

Stehen die Linearfaktoren im Zähler, haben sie eine differenzierende Wirkung, stehen sie im
Nenner, haben sie eine verzögernde (speichernde) Wirkung:

Typ Linearfaktor
(Zeitkonstanten-
Darstellung)

Bedeutung im Zähler Bedeutung im Nenner

G1(s) = T ·s
Nullstelle sn1 = 0 =̂
"Absolutglied fehlt"

Differenzierer, D-Glied Integrator, I-Glied

G2(s) = T ·s+1
Nullstelle sn2 = −δ =̂
"reelle Zahl"

PD1-Glied Verzögerung, PT1-Glied

G3(s) = T 2 · s2 + 2 · D · T ·
s+1
sn31 = −δ + jω; sn32 =
−δ − jω

PD2-Glied: für 0 < D <
1
mit konjugiert komplexen
Nullstellen

Schwingungsglied PT2-
Glied: für 0 < D < 1
mit konjugiert komplexen
Polen

Dabei ist T die Zeitkonstante, s die komplexe Frequenz, D der Dämpfungsgrad.

• Beispiel einer Übertragungsfunktion der Polynomdarstellung und der Zerle-
gung in die Pol-Nullstellen-Darstellung mit reellen Linearfaktoren:

G1(s) = Y (s)
U(s) = bmsm+...+b2s2+b1s+b0

ansn+...+a2s2+a1s+a0
:= k · (s−sn1)(s−sn2)···(s−snm)

(s−sp1)(s−sp2)···(s−spn)

Sind in der Polynomdarstellung alle Ableitungen und zugehörige Koeffizienten lückenlos
mit positivem Vorzeichen vorhanden, stellt die Übertragungsfunktion für die Exponenten
n > m ein zeitverzögerndes asymptotisch stabiles System dar. Werden negative Werte der
Pole und Nullstellen eingesetzt, entstehen positive Linearfaktoren.

Das Gesamtsystem wird als "globales proportionales Systemverhalten" bezeichnet.
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Beispiel: Bestimmung des Pols eines Linearfaktors G(s) = s + 3 im Nennerpolynom:

s+3 = 0; s =̂ sp = −3

• Beispiel einer Übertragungsfunktion der Polynomdarstellung ohne Absolut-
glied im Nennerpolynom und der Zerlegung in die Pol-Nullstellen-Darstellung
mit reellen Linearfaktoren:
Der Term der gewöhnlichen Differenzialgleichung oder eines transformierten Polynoms
im Zähler und Nenner der Übertragungsfunktion mit den Koeffizienten a0 und b0 wird
allgemein als Absolutglied bezeichnet. Für a0 = 0 oder b0 = 0 gilt:

G(s) = s−0 = s

Linearfaktor ohne Absolutglied a0 des Polynoms im Nenner, Pol sp1 = 0.

G2(s) = Y (s)
U(s) = bmsm+...+b2s2+b1s+b0

ansn+...+a2s2+a1s
:= k · (s−sn1)(s−sn2)···(s−snm)

s(s−sp2)···(s−spn)

Fehlt das Absolutglied a0 im Nennerpolynom (a0 = 0), kann die Variable s aus dem Nenner-
polynom ausgeklammert werden. Dieses Gesamtverhalten des Systems wird als "globales
integrierendes Systemverhalten" bezeichnet. Fehlt das Absolutglied b0 im Zählerpoly-
nom (b0 = 0), kann die Variable s aus dem Zählerpolynom ausgeklammert werden. Dieses
Gesamtverhalten des Systems wird als "globales differenzierendes Systemverhalten"
bezeichnet.

• Beispiel einer Übertragungsfunktion in der Pol-Nullstellen-Darstellung mit
einem konjugiert komplexen Pol im Nennerpolynom:
Bei dynamischen Systemen 2. Ordnung (z.B. Feder-Masse-Dämpfungssystem) oder bei
Systemen 1. Ordnung, die eine positive Rückführung enthalten (Regelkreise), kann ein
Energieaustausch stattfinden. Solche Systeme mit konjugiert komplexen Lösungen der Pole
und Nullstellenkönnen können in einem Gesamtsystem enthalten sein und treten immer
paarweise - meist im Nenner der Übertragungsfunktion - mit einem identischen Realteil δ
auf.

sn1 = −δ + jω und sn2 = −δ − jω , oder zusammengefasst

sn1;2 = −δ ± jω

Die Polynome mit konjugiert komplexen Nullstellen werden zur einfacheren Berechenbar-
keit zu quadratischen Termen zusammengefasst, in denen nur reelle Koeffizienten auftreten.
Deshalb lässt sich ein Elementarsystem 2. Ordnung mit konjugiert komplexen Polen und
Nullstellen nicht in 2 Linearfaktoren 1. Ordnung mit nur reellen Koeffizienten zerlegen.

G3(s) = Y (s)
U(s)

= bmsm + . . .+ b2s2 + b1s+ b0
ansn + . . .+a2s2 +a1s+a0

:= k · (s−sn1)(s−sn2) · · ·(s−snm)
[s− (δ + jω)] · [s− (δ − jω)] · · ·(s−spn)

Wird der Klammerausdruck mit den komplexen Größen im Nenner aufgelöst, entsteht:
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G(s) = [s− (δ + jω)] · [s− (δ − jω)] = s2 −2 ·δ ·s+δ2 +ω2 := s2 −p ·s+q

∣∣∣∣ p = 2 ·δ und

q = δ2 +ω2

G3(s) = Y (s)
U(s) = bmsm+...+b2s2+b1s+b0

ansn+...+a2s2+a1s+a0
:= k · (s−sn1)(s−sn2)···(s−snm)

(s2−2·δ·s+δ2+ω2)···(s−spn) := k ·
(s−sn1)(s−sn2)···(s−snm)

(s2−p·s+q)···(s−spn)

Wenn Zahlenwerte vorliegen, können mit verschiedenen Methoden, wie mit der pq-Formel
x2 + px + q = 0 für Systeme 2. Ordnung, oder fertige im Internet verfügbare Programme
bis 4. Ordnung mit dem Aufruf - "Nullstellen (Lösungen) von Polynomen bestimmen" -
die Pole und Nullstellen bestimmt werden.

Für Systeme mit Polynomen 2. Ordnung der Form s2 + p · s + q = 0 errechnen sich die
Nullstellen bzw. die Pole:

sp1;2 = −p

2
±

√
p2

4
− q

Wenn das Polynom 2. Ordnung (s2 − 2 · δ · s + δ2 + ω2) = 0 in die Form zur Lösung einer
gemischt quadratischen Gleichung gebracht wird, lassen sich die Nullstellen für p und q
durch Faktorenvergleich bestimmen. p = 2 · δ wird positiv, wenn negative Realteile von sp

oder sn vorliegen.

Die Pol- Nullstellendarstellung der Übertragungsfunktion für ein asymptotisch stabiles
System enthält immer positive Zahlenwerte, was voraussetzt, dass die Pole und Nullstellen
negative Realteile enthalten.

Zeitkonstantendarstellung

Es existieren 2 faktorielle Darstellungsformen, die Pol-Nullstellen-Darstellung und die
Zeitkonstanten-Darstellung. Die Zeitkonstanten-Darstellung hat einen höheren Anschau-
ungswert und den Vorteil, dass bei Änderung der Zeitkonstante sich die Systemverstärkung
nicht ändert.

Bei der Zeitkonstantendarstellung wird der Produktterm s - sn so umgestellt, dass der
Reziprokwert 1/sn = T gebildet wird.

Der Produktterm in der Zeitkonstanten-Darstellung mit negativem Wert der Polstelle sP
(Term im Nenner asymptotisch stabiles System) lautet damit:

(s−sp)︸ ︷︷ ︸
P roduktterm

= sp · ( 1
sp

·s+1)︸ ︷︷ ︸
sp =negativer W ert

:= K · (T ·s+1)︸ ︷︷ ︸
Zeitkonstantendarstellung

Bei der Zeitkonstanten-Darstellung des Linearfaktors werden die zwei Terme positiv darge-
stellt. Dies setzt voraus, dass die Realanteile der zugehörigen Nullstellen und Pole negativ
sind.
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Rechenbeispiel einer Übertragungsfunktion G(s) 3. Ordnung mit konjugiert
komplexen Polen im Nenner

Gegeben:
• Übertragungsfunktion 3. Ordnung in Polynomdarstellung

G(s) = Y (s)
U(s)

= s+5
s3 +8 ·s2 +37 ·s+50

Gesucht:
• Übertragungsfunktion in der Pol- Nullstellendarstellung.
• Übertragungsfunktion in der Zeitkonstanten-Darstellung.
Lösung:Bestimmung der Nullstellen und Polstellen der Polynome:
durch Anwendung eines Rechenprogrammes aus dem Internet.
[Suchbegriff: "Nullstellen (Lösungen) von Polynomen" unter Google]: Nullstelle:
sn1 = −5Polstelle: sp1 = −2Polpaar: sp2;3 = −δ ± jω = −3 ± j4Bei einem Polynom
mit konjugiert komplexen Polen im Nenner einer Übertragungsfunktion handelt es
sich um ein
Teilsystem mit der Bezeichnung PT2kk -Schwingungsglied.Bestimmung der Linear-
faktoren aus den Polen und Nullstellen:
Nullstellen und Pole Linearfaktoren
Nullstelle: sn1 = −5 Gn1(s) = s+5
Polstelle: sp1 = −2 Gp1(s) = s+2
Polpaar: sp2;3 = −3± j4
mit p = 2 · δ = 2 ·−3 = −6
mit q = δ2 +ω2 = 33 +42 = 25

Gp2;3(s) = s2 −2 ·δ ·s+δ2 +ω2 = s2 +6 ·s+25

Übertragungsfunktion in der Pol- Nullstellen-Darstellung

G(s) = Y (s)
U(s)

= s+5
(s+2) · (s2 +6 ·s+25)

Übertragungsfunktion in der Zeitkonstanten-Darstellung

G(s) = Y (s)
U(s)

= 5 · (0,2 ·s+1)
2 ·25 · (0,5 ·s+1) · (0,04 ·s2 +0,24 ·s+1)

= 0,1 · (0,2 ·s+1)
(0,5 ·s+1) · (0,04 ·s2 +0,24 ·s+1)

Anmerkung: Ein zu Null gesetztes Polynom kann beliebig mit Zahlen multipliziert oder
dividiert werden, die Nullstellen sind immer identisch. Faktoren von zerlegten Polynomen
in Produkte müssen berücksichtigt werden, anderenfalls sind Polynom und Produkte nicht
identisch.

Negative reelle Pole und Nullstellen bedeuten Systemstabilität des betreffenden Übertra-
gungsgliedes im s-Bereich. Negative konjugiert komplexe Polpaare bedeuten Systemstabi-
lität als schwingendes Übertragungsglied innerhalb eines bestimmten Dämpfungsbereichs
D.

Die Art der Pole einer Übertragungsfunktion bestimmt das Zeitverhalten eines Systems.
Nullstellen der Übertragungsfunktion haben nur Einfluss auf die Systemamplituden.
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Darstellungsformen der Übertragungsfunktion

Aus der Laplace-Transformation einer systembeschreibenden Differenzialgleichung entsteht
die Grundform der Übertragungsfunktion G(s) in Polynom-Darstellung. Daraus lassen sich
weitere bekannte Schreibweisen der Übertragungsfunktionen errechnen, die unterschiedliche
Eigenschaften für die Berechnung der Ausgangsgröße y(t) im Zeitbereich des Übertragungs-
systems G(s) bei gegebenem Eingangssignal U(s) aufweisen. Alle Formen der Übertragungs-
funktionen sind mathematisch bei Rückrechnung mit der Polynomdarstellung identisch.

Die Übertragungsfunktion stellt sich in 4 mathematische Schreibweisen mit gleichem ma-
thematischen Inhalt dar.

• Polynomdarstellung
• Produktdarstellung (Linearfaktoren)
• Zeitkonstantendarstellung
• Partialbruchdarstellung

Diese nicht mehr aufspaltbare Produkte in Zeitkonstantendarstellung sind: (Ts), (Ts+1)
und (T2s + 2DTs + 1)KK. Sie haben ein völlig unterschiedliches Übertragungsverhalten,
ob sie im Nenner (integrierend, verzögernd) oder Zähler (differenzierend) einer Übertra-
gungsfunktion stehen.

Übertragungsfunkti-
on

Darstellungsform im s-Bereich

Polynom-Darstellung G(s) = bmsm+···+b1s+b0
sn+an−1sn−1+···+a1s+a0

Pol-Nullstellen-
Darstellung
(Produktdarstellung)

G(s) = k · (s−sn1)(s−sn1)···(s−snm)
(s−sp1)(s−sp2)···(s−spn)

s = Laplace-Operator, sn = Zahlenwert der Nullstelle, sp
= Zahlenwert der Polstelle

Zeitkonstanten-
Darstellung

G(s) = K · (TV 1·s+1)(TV 2·s+1)···(TV m·s+1)
(T1·s+1)(T2·s+1)···(Tn·s+1)

Für reelle Linearfaktoren 1. Grades mit Absolutglied
und negativen Pol- Nullstellen.

Partialbruch-
Darstellung

G(s) = A1
s−sp1

+ A2
s−sp2

+ · · ·+ An
s−spn

Für reelle Linearfaktoren 1. Grades mit Absolutglied.

Die Zerlegung der Zähler- und Nennerpolynome der Übertragungsfunktion in je eine Pro-
duktform (Linearfaktoren) gestattet eine einfache detaillierte Interpretation des Systemver-
haltens und der Bestimmung der Koeffizienten des Übertragungssystems. Diese Zerlegung
in Linearfaktoren erfolgt durch die Bestimmung der Nullstellen der Polynome.

Die Linearfaktoren, als kleinste Systemeinheit der Produktdarstellung der Polynome, ha-
ben konträre Signaleigenschaften, je nachdem, ob sie im Zähler oder im Nenner der Über-
tragungsfunktion stehen. Stehen sie im Zähler, haben sie eine differenzielle voreilende Si-
gnalwirkung des Systemausgangs, stehen sie im Nenner haben sie eine integrierende bzw.
verzögernde Signalwirkung.

Linearfaktoren mit gleichen Zeitkonstanten und gleicher Verstärkung im Zähler und Nenner
können sich theoretisch zum Übertragungsverhalten G(s) = 1 kompensieren. In der Rege-
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lungstechnik wird dieses Verhalten zum Reglerentwurf in einem Regelkreis als sogenannte
Pol- Nullstellenkompensation genutzt.

Die Übertragungsfunktion:

G(s) = Y (s)
U(s) := Zähler(s)

Nenner(s)

eines dynamischen Übertragungssystems kann einfache und mehrfache Linearfaktoren im
Zähler und Nenner enthalten. Derartige Systeme beschreiben das Frequenzverhalten mit der
komplexen Frequenz s = δ + jω mit einem Systemeingang U(s) und einen Systemausgang
Y (s).

Darstellung der Übertragungsfunktion als Produktterme (Linearfaktoren)

Der eigentliche Vorteil der Produkt-Darstellung von Übertragungsfunktionen G(s) mittels
Nullstellenbestimmung liegt darin, dass praktisch alle vorkommenden regulären (stabilen)
und nichtregulären (instabilen) Übertragungsfunktionen bzw. Frequenzgänge von Übertra-
gungsgliedernG auf folgende drei Grundformen 1. und 2. Ordnung geschrieben bzw. zurück-
geführt werden können. Stehen die Grundglieder im Zähler, haben sie eine differenzierende
Wirkung, stehen sie im Nenner, haben sie eine verzögernde (speichernde) Wirkung:

Typ Übertragungs-
funktion

Bedeutung im Zähler Bedeutung im Nenner

G1(s) = T ·s
Linearfaktor ohne Abso-
lutglied

Differenzierer, D-Glied Integrator, I-Glied

G2(s) = T ·s+1
Linearfaktor mit Absolut-
glied

PD-Glied Verzögerung, PT1-Glied

G3(s) = T 2 · s2 +2 · D · T ·
s+1

PD2-Glied: für 0 < D <
1
mit konjugiert komplexen
Nullstellen

Schwingungsglied PT2-
Glied:
für 0 < D < 1
mit konjugiert komplexen
Polen

Nichtphasenminimales
(nichtreguläres) System
G2∗(s) = T ·s−1

PD-Glied mit positiver
Nullstelle
(hat keine technische Be-
deutung)

Instabile Verzögerung
PT1-Glied
mit einer positiven Pol-
stelle

Nichtphasenminimales
(nichtreguläres) System
G3∗(s) = T 2 ·s2 +2 ·D ·T ·
s−1

PD-Glied 2. Ordnung
mit einer negativen und
positiven Nullstelle
(hat eine Bedeutung als
Vorfilter i. d. Regelungs-
technik)

Instabiles Schwingungs-
glied PT2-Glied
mit einer negativen und
positiven Polstelle

Dabei ist T die Zeitkonstante, s die komplexe Frequenz bzw. der Laplace-Operator, D der
Dämpfungsgrad.
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Prinzipielle Anwendung der Übertragungsfunktion für den Reglerentwurf
Die Übertragungsfunktion des geschlossenen Regelkreises ergibt sich durch algebraische Be-
rechnung der Regelkreiskomponenten für die Kreis-Schließbedingung. Die sich so ergebenden
Polynome der Übertragungsfunktion werden durch Bestimmung der Pole und Nullstellen in
die Produktdarstellung überführt. Die Lage der Pole im s-Diagramm bestimmt die Stabilität
des Regelkreises.

Rechenbeispiel zur Bestimmung der Übertragungsfunktion aus der systembe-
schreibenden Differenzialgleichung

Abb. 6 Darstellung der Sprungantwort eines PT2-Schwingungsgliedes,
Dämpfung D = 0,125.

Differenzialgleichung 3. Ordnung gegeben:

0,5 ·y(3)(t)+0,5 · ÿ(t)+2,125 · ẏ(t)+y(t) = 2 · u̇(t)+u(t)
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Gesucht
• Übertragungsfunktion in Zeitkonstantendarstellung,
• Beschreibung des Systemverhaltens im Zeitbereich,
• Sprungantwort des Systems im Zeitbereich

Die Polynomgleichung ergibt sich durch die Anwendung der Laplace-Transformation der
Differenzialgleichung.

0,5 ·s3 ·Y (s)+0,5 ·s2 ·Y (s)+2,125 ·s ·Y (s)+Y (s) = 2 ·s ·U(s)+U(s)

Durch Ausklammern des Verhältnisses von Ausgangs- zum Eingangssignal der Polynom-
gleichung entsteht die Übertragungsfunktion.
Die verbleibenden Terme der Polynomgleichung bilden die Übertragungsfunktion G(s).

G(s) = Y (s)
U(s)

= 2 ·s+1
0,5 ·s3 +0,5 ·s2 +2,125 ·s+1

Bestimmung der Nullstellen und Polstellen der Polynomedurch Anwendung eines
Rechenprogrammes aus dem Internet.
[Suchbegriff: "Nullstellen (Lösungen) von Polynomen unter Google]: Nullstelle: sn1 = -
0,5Polstelle: sP1 = - 0,5; Polpaar: sP2/3 = - 0,25 ± j*1,984Bildung der Produktdar-
stellung der Übertragungsfunktion:
Reelle Pole und Nullstellen bilden Linearfaktoren 1. Ordnung.
Konjugiert komplexe Polpaare bilden Linearfaktoren 2. Ordnung. Sie lassen sich nicht weiter
aufspalten.Allgemeine Form der Produktdarstellung mit Linearfaktoren 1. Ordnung:

G(s) = Y (s)
U(s)

= (s−sn1) · (s−sn2) · (s−sn3)...
(s−sP 1) · (s−sP 2) · (s−sP 3)...

Werden negative Zahlenwerte der Nullstellen und Polstellen in diese Gleichung eingesetzt,
werden die Produkte (Linearfaktoren) positiv und die Übertragungsfunktion verhält sich im
Zeitbereich stabil. Der noch nicht bekannte Produktterm mit dem Linearfaktor 2. Ordnung
kann errechnet werden, in dem das ursprüngliche Nennerpolynom durch den Term mit dem
bekannten reellen Pol (s+0,5) dividiert wird. Das gesuchte Ergebnis ergibt sich durch nor-
males Bruchrechnen, bei dem jeder Produktterm nacheinander durch den Diviser dividiert
wird.

0,5 ·s3 +0,5 ·s2 +2,125 ·s+1
s+0,5

= 0,5 ·s2 +0,25 ·s+2

Damit entsteht die Übertragungsfunktion G(s) aus der systembeschreibenden Differenzial-
gleichung in Zeitkonstantendarstellung:

G(s) = 2 ·s+1
0,5 · (2 ·s+1) ·2 · (0,25 ·s2 +0,125 ·s+1)
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Das PD1-Glied im Zähler der Übertragungsfunktion kompensiert sich mit dem PT1-Glied
im Nenner der Übertragungsfunktion zu 1.
Aus der Differenzialgleichung 3. Ordnung entsteht (zufällig oder gewollt) durch Kompensa-
tion ein Übertragungssystem 2. Ordnung, das als PT2-Schwingungsglied oder PT2KK-Glied
(kk = konjugiert komplex)) bezeichnet wird.Übertragungsfunktion G(s) der system-
beschreibenden Differenzialgleichung in Zeitkonstantendarstellung:

G(s) = 1
0,25·s2+0,125·s+1

Aus der allgemeinen Übertragungsfunktion G(s) des schwingfähigen Verzögerungsgliedes
mit konjugiert komplexem Polpaar lassen sich weitere Kennwerte des Systems ermit-
teln:Wenn das Nennerpolynom der oben genannten Form für die Dämpfung D einen
Wert 0<D<1 aufweist, hat es konjugiert komplexe Pole. Diese Form des PT2-Gliedes be-
zeichnet man als Schwingungsglied. Schwingungsglieder entstehen durch Energieaustausch
von zwei speicherfähigen Verzögerungsgliedern 1. Ordnung, wie Feder-Masse-Systeme, LC-
Schwingkreis.Allgemeine Form der Übertragungsfunktion der Schwingungsgleichung in Zeit-
konstantendarstellung:

G(s) = 1
T 2·s2+2·D·T ·s+1

Durch Koeffizientenvergleich lassen sich folgende Werte aus der Schwingungsgleichung er-
mitteln.Zeitkonstante T:

T =
√

0,25 = 0,5

Dämpfungswert D:

2 ·D ·T = 0,125

D = 0,125
2 ·0,5

= 0,125

Aus der Polynomdarstellung einer Übertragungsfunktion 2. Ordnung kann nicht erkannt
werden, ob es sich um ein schwingfähiges System (Schwingungsglied) oder um ein System mit
2 Verzögerungsgliedern je 1. Ordnung handelt. Ergibt die Nullstellenbestimmung anstelle
von konjugiert komplexen Polen zwei reelle Pole, dann lautet die Übertragungsfunktion in
Zeitkonstantendarstellung: Beispiel der Übertragungsfunktion in Zeitkonstantendarstellung
mit reellen Polen und der Verstärkung K:

G(s) = K · 1
(T1 ·s+1) · (T2 ·s+1)

Testsignale

Den Testsignalen ist gemeinsam, dass sie zum Zeitpunkt t = 0 beginnen und bei t < 0 eine
Amplitude = 0 aufweisen. Es wird das Testsignal im s-Bereich als Eingangsgröße U(s) an
einem Übertragungssystem und die Systemantwort als Ausgangsgröße Y(s) in der nachfol-
genden Tabelle dargestellt. Zur Unterscheidung der Funktion der Signale werden sie mit
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den Zeichen δ (Impulsfunktion), Ϭ (Sprungfunktion), a (Rampenfunktion) und ∼ (Sinus-
funktion) indiziert.

Die Ausgangsgröße y(t) eines linearen dynamischen Systems kann für ein gegebenes Ein-
gangssignal u(t) bestimmt werden, wenn Y (s) = U(s) ·G(s) berechnet wird und in Laplace-
Transformationstabellen für Y(s) z. B. in Zeitkonstanten-Darstellung die korrespondierende
Gleichung der Zeitfunktion ermittelt wird.

Die Laplace-Transformation der Standard-Eingangssignale f(t) wie Impuls-,
Sprung-, Rampen- und Sinusfunktionen stellen sich wie folgt dar:

Eingangssignal u(t) Zeitverhalten des Eingangssignals Bildbereich
Impulsfunktion δ
(Stoßfunktion, Deltaim-
puls)

Normierter Impuls =
∫ ∞

0 ûδ · dt = 1;
Impulsdauer = ∆t = 1

ûδ(t)

Uδ(s) = 1

Sprungfunktion σ Einheitssprung: uσ(t) = 1; für t >
0; uσ(t) = 0; für t < 0

Uσ(s) = 1
s

Anstiegsfunktion A
(Rampe)

Anstiegsfunktion: uA(t) = c · t;
Gradient c = ∆uA(t)

∆ t

UA(s) = 1
s2

Sinusfunktion ∼ u∼(t) = û∼ · sin(ω · t); ω = 2 · π ·
f ; T = 1

f

U∼(s) = ω
s2+ω2
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Berechnungsbeispiel für ein PT1-Verzögerungsglied mit einem Eingangssignal
als Sprungfunktion

Abb. 7 Sprungantwort eines PT1-Verzögerungsgliedes mit T = 2 [sec]:
G(s) · 1

s = 1
s·(2·s+1)

y(t) = 1−e−t/T
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Für die Berechnung des Zeitverhaltens von Übertragungssytemen G(s) mit der Über-
tragungsfunktion müssen die Eingangssignale (Testsignale) u(t) für den s-Bereich de-
finiert werden.Gegeben:
Übertragungsfunktion:
G(s) = K

(T ·s+1)
Eingangssignal als normierte Sprungfunktion 1(t):
uσ(t) ◦−• Uσ(s) = L−1 {1(t)} = 1

s
Gesucht:
• Suchfunktion im s-Bereich der Laplace-Transformationstabellen:

y(t) = L−1 {U(s) ·G(s)}︸ ︷︷ ︸
Suchbegriff

= K ·L−1
{ 1

s · (T ·s+1)

}
︸ ︷︷ ︸

Suchbegriff

• Übergangsfunktion (Sprungantwort) im Originalbereich:
Die Gleichung zur Berechnung des Zeitverhaltens des PT1-Gliedes kann direkt aus
den Laplace-Transformationstabellen abgelesen werden. Die Transformationstabel-
len sind gelegentlich für die Übertragungsfunktionen des s-Bereiches in der Pol-
Nullstellen-Darstellung oder in der Zeitkonstanten-Darstellung ausgeführt. Alge-
braisch sind beide Darstellungsarten identisch. Der Faktor K unterliegt nicht der
Transformation und ist deshalb im s-Bereich wie auch im Zeitbereich gültig.

y(t) = K · (1−e−t/T )
Mit dem Einsetzen verschiedener Werte für t in die Gleichung ergibt sich ein ge-
schlossener Funktionsverlauf für y(t).
Anmerkung: Bei Übertragungsfunktionen G(s) mit konjugiert komplexen Polen
oder Nullstellen können die zugehörigen korrespondierenden Zeitfunktionen sehr auf-
wendig sein und erfordern für die Lösungen im Zeitbereich gute trigonometrische
Kenntnisse. Einfacher bei solchen Systemen ist die numerische Berechnung mit der
diskreten Zeit ∆t.

→ Siehe das ausführliche Hauptkapitel "Einführung in die Systemtheorie/ Übertragungs-
funktion4".

Einführung Frequenzgang

Der Frequenzgang ist ein Spezialfall der Übertragungsfunktion. Er beschreibt das Ausgangs-
Eingangs- Signalverhalten eines Übertragungssystems für ausschließlich periodische sinus-
förmige Eingangssignale. Setzt man für die komplexe Variable s = δ + jω den Realteil δ zu
Null, so geht die komplexe Übertragungsfunktion G(s) in den komplexen Frequenzgang

G(jω) = Y (jω)
U(jω)

über, der physikalisch interpretiert und gemessen werden kann.

4 Kapitel 6 auf Seite 131
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Beide mathematischen Begriffe der Übertragungsfunktion und des Frequenzgangs unter-
scheiden sich nur durch die Entstehungsweise. Sie können je nach Aufgabenstellung als
Übertragungsfunktion im s-Bereich s = δ + jω oder als Frequenzgang mit s = jω geschrie-
ben werden.

Die bekanntesten Anwendungen des Frequenzgangs eines dynamischen Systems sind die gra-
fischen Stabilitätsanalysen mittels des Bode-Diagramms und der Ortskurve des Frequenz-
gangs der vom amerikanischen Physiker Harry Nyquist entwickelten Stabilitätskriterien.
Diese Verfahren dienen heute mehr dem Verständnis von Teilgebieten der Systemtheorie,
sind aber keine Alternativen zur numerischen Berechnung eines Regelkreises, bei dem ta-
bellarisch das innere Teil-Systemverhalten für jede Berechnungsfolge y(k•Δt) dargestellt
und grafisch der zeitliche Signalverlauf verschiedener Ausgangsgrößen für eine beliebige
Eingangsgröße gezeigt wird.

Ein wichtiges Anwendungsgebiet bei der experimentelle Systemidentifikation ist das Bode-
Diagramm, in dem für ein unbekanntes dynamisches System durch eine frequenzvariable
Einspeisung der Frequenzgang messtechnisch aufgenommen wird. Durch Bestimmung der
Asymptoten an den Eckfrequenzen im Bode-Diagramm kann die Übertragungsfunktion G(s)
des Systems ermittelt werden.

1.3.4 Einführung "Zeitdiskrete Systemmodelle"

Relativ einfache Übertragungssystem-Strukturen mit nichtlinearen Elementen, Begren-
zungseffekten und Totzeitsystemen sind durch konventionelle Rechenmethoden im konti-
nuierlichen Zeitbereich nicht mehr geschlossen lösbar. Abhilfe bietet die numerische Berech-
nung im diskreten Zeitbereich Δt. Derartige Modellberechnungen insbesondere bei Systemen
höherer Ordnung, linear oder nichtlinear, ohne und mit Anfangswerten sind besonders an-
schaulich verständlich, weil sie das Zeitverhalten einer Kette von Einzelsystemen für einen
kleinen Zeitschritt tabellarisch beschreiben, so wie sich das Übertragungssystem auch in der
Realität als Kette von Einzelsystemen darstellt.

Für die Berechnung des Eingangs-Ausgangsverhaltens von Übertragungssystemen oder der
Simulation von Regelkreisen bieten sich käufliche Rechenprogramme an. Mit den bekannten
Programmen wie MATLAB und Simulink stehen umfangreiche Befehlssätze für die theore-
tische Modellierung von dynamischen Systemen und vielen speziellen regelungstechnischen
Befehlen zur Verfügung.

Alternativ können mit selbst erstellten beliebigen Rechenprogrammen für Differenzenglei-
chungen mit der diskreten Zeit Δt (auch Abtastzeit TA) in Verbindung mit logischen Ope-
rationen sehr effizient lineare und nichtlineare System-Simulationen durchgeführt werden.

Nichtlineare Übertragungssysteme sind häufig Unikate. In Kombination mit linearen dyna-
mischen Systemen können sie meist als zeitunabhängiges Übertragungssystem vom zeitab-
hängigen Übertragungssystem abgetrennt und mit logischen Befehlen wie WENN-DANN-
Sonst-Anweisungen oder mit Tabellenanweisungen beschrieben werden.
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Systembeschreibungen: Differenzialgleichungen, Übertragungsfunktionen und
Differenzengleichungen

Die mathematischen Beschreibungen linearer dynamischer Systeme mit Differenzialglei-
chungen, Übertragungsfunktionen und Differenzengleichungen sind untereinander aus-
tauschbar, wenn sie nur je ein totzeitfreies lineares dynamisches System mit konstanten
Koeffizienten im Zeitbereich, im komplexen Frequenzbereich und numerisch im zeitdiskre-
ten Bereich beschreiben sollen. Jede mathematische Form der Beschreibungen kann in die
jeweils andere Form der partikulären Lösung der DGL, der Übertragungsfunktion (Lösung
ist immer partikulär) und der numerisch lösbaren Differenzengleichung übertragen werden.

Die Lösungswege der mathematischen Gleichungen für den Verlauf des Ausgangssignals bei
einem gegebenen Eingangssignal sind wie folgt höchst unterschiedlich und von unterschied-
lichen Schwierigkeitsgraden:

Systembeschrei-
bung

Mathematische Lösung im
Zeitbereich

Kommentar

Differenzialglei-
chung

1. Gesamtlösung = Homo-
gene Lösung + Partikuläre
Lösung
2. Homogene Lösung:
yH(t) = C1 ·eλ1·t +C2 ·eλ2·t +
C3 ·eλ3·t + · · ·
3. Partikuläre Lösung für
yp(t) der DGL über das Fal-
tungsintegral.

1. Homogene Lösung bezieht
sich nur auf Anfangswerte,
partikuläre Lösung nur

auf Eingangssignale.
2. Umständliche Berechnung
der Integrationskonstanten
C.
3. Partik. Lösung mit Fal-
tungsintegral > 2. Ordnung
sehr schwierig.

Übertragungsfunk-
tion

Mit Hilfe der in-
versen Laplace-
Transformationstabellen
oder der Anwendung der
Partialbruchzerlegung.

* Kann aufwendige trigono-
metrische Berechnung bei
Schwingungsgliedern bedeu-
ten.
* Die Partialbruchzerlegung
erfordert Spezialkenntnisse
und Übung .

Differenzenglei-
chung

Die numerische Berechnung
erfolgt schrittweise im Ab-
stand der diskreten Zeit Δt.
Die Gleichung wird mit
k = (0;1;2;3 · · ·kmax) Be-
rechnungsfolgen wiederholt
berechnet.
Jede Ausgangsgröße y(k)
wird zur nächsten Berech-
nungsfolge zur Eingangs-
größe y(k−1) .

* Relativ einfach, insbeson-
dere auch bei Systemen hö-
herer Ordnung.
* Das Gleichungssystem
kann leicht erweitert wer-
den für
nichtlineare Funktionen und
Totzeitsysteme.
* Ergebnis: Tabellarische
Darstellung aller Berech-
nungsfolgen.
* Berechnung von Anfangs-
werten über die Regelungs-
normalform.
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Lineare Übertragungsglieder werden gerne bevorzugt als Übertragungsfunktionen G(s) mög-
lichst in Zeitkonstantendarstellung benannt, weil sie als mathematisches Modell sehr einfach
und übersichtlich dargestellt werden können, obwohl sie sich nicht auf den Zeitbereich son-
dern auf den komplexen Frequenzbereich beziehen.

Die Übertragungsfunktion G(s) entsteht durch die Laplace-Transformation von gewöhnli-
chen systembeschreibenden Differenzialgleichungen. Durch die Zerlegung der Polynome der
Übertragungsfunktion im Zähler und Nenner als Linearfaktoren lässt sich nachweisen, dass
lineare Übertragungssysteme nur 3 Formen von Linearfaktoren und deren Vielfache je im
Zähler und Nenner der Polynomgleichung enthalten.

Für das einfachste Verfahren der der numerischen Berechnung - das "Euler-
Streckenzugverfahren" - werden nur zwei Formen von Differenzengleichungen 1. Grades -
Linearfaktor mit und ohne Absolutglied - je im Zähler oder Nenner der Übertragungsfunkti-
on benötigt. Für diese 4 Formen der Übertragungsfunktionen in Zeitkonstantendarstellung,
die den Differenzialgleichungen 1. Ordnung entsprechen, können zeitdiskrete Differenzen-
gleichungen erstellt werden. Alle linearen Systeme G(s) beliebiger Ordnung - auch solche
mit konjugiert komplexen Polen und Nullstellen (Beispiel Schwingungsglieder) - können mit
diesen vier Arten von Differenzengleichungen berechnet werden.

Ein technisches lineares dynamisches System ohne Totzeit kann durch Teilsysteme (Li-
nearfaktoren 1. Ordnung) vollständig beschrieben werden. Die Teilsysteme können beliebig
multiplikativ, additiv oder zurückgekoppelt vermascht sein.

Tabelle der regulären (phasenminimalen) Übertragungsfunktionen 1. Ordnung
in Zeitkonstanten-Darstellung :
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Einführung der mathematischen Systembeschreibung

Anmerkung: Bei Linearfaktoren ohne Absolutglied wie das D-Glied und das I-Glied ent-
sprechen die Zeitkonstanten T und 1/T dem Proportionalitätsfaktoren K.

Für jedes dieser genannten zeitabhängigen Teilsysteme kann eine Differenzengleichung er-
stellt werden.

Verfahren der numerischen Berechnung mit Differenzengleichungen

Viele technische Übertragungssysteme bzw. Modelle der Übertragungssysteme verarbeiten
kontinuierliche Eingangssignale und liefern auch kontinuierliche Ausgangssignale, dennoch
können diese Übertragungssysteme aus linearen und nichtlinearen Teilsystemen bestehen.

Zeitdiskrete lineare dynamische Systeme sind dadurch gekennzeichnet, dass die inneren Sys-
temzustände nur zu einzelnen Zeitpunkten definiert sind und an den Ein- und Ausgängen
zeitdiskrete Signale auftreten. Sie spielen im Rahmen der Informationstechnik und digita-
len Signalverarbeitung eine bedeutende Rolle und werden in Form von Berechnungsfolgen
beschrieben.

Berechnungsfolgen mit der Folge k = (0;1;2;3; · · ·kMAX) berechnen eine Gleichung mit der
Ausgangsgröße y(k−1) aus einem alten Zustand zu einem neuen Zustand der Ausgangsgröße
y(k) mit dem zeitlichen Abstand der diskreten Zeit ∆t.

Für jedes Teilsystem ist die Ausgangsgröße die Eingangsgröße des nachfolgenden Systems.
Parallelgeschaltete Systeme werden hintereinander berechnet, haben aber das gleiche Ein-
gangssignal, deren Ausgangssignale werden addiert.

Diese Art der schrittweisen Berechnung eines Systems mit der Annäherung an die analyti-
sche Funktion des Systems wird als rekursiv (lat.: recurrere: zurücklaufen) bezeichnet. Die
Genauigkeit der Annäherung an die analytische Funktion steigt mit dem Verhältnis des
Quotienten der dominanten Systemzeitkonstante TD zur diskretisierten Zeit Δt.

Die den Übertragungsfunktionen G(s) zugehörigen Differenzengleichungen berechnen die
Systemausgangsgröße y(k·∆t) im Zeitbereich für definierte Zeitintervalle für eine gegebene
Eingangsgröße u(k·∆t). Als vereinfachte Schreibweisen für zeitdiskrete Signale gelten die
Indizierungen für die aktuelle Größe y(k) und für eine zurückliegenden Folge y(k−1).

Genauigkeit der numerischen Berechnung und numerische Stabilität:
• Die Genauigkeit der numerischen Berechnung eines dynamischen Systems gegenüber der
analytischen Funktion bei Anwendung des expliziten Euler-Rückwärts-Verfahrens steigt
linear mit dem kleiner werdenden Zeitintervall ∆t.

• Numerische Stabilität:

Zur Vermeidung der numerischen Instabilität gelten 2 Bedingungen: Δt muss kleiner sein,
als die kleinste System-Zeitkonstante innerhalb einer Berechnungsfolge. Bei sehr großer
Kreisverstärkung K einer Regelkreisnachbildung gilt: Δt < TD / K; (TD = dominante
Zeitkonstante; K = Kreisverstärkung = Produkt aller Einzelverstärkungen)
Andere Methoden der numerischen Berechnung bedienen sich zur besseren Approximati-
on z. B. an Stelle des Rechteck-Verfahrens (Explizites Eulerverfahren) des Trapezflächenver-
fahrens (Heun-Verfahren), des Mehrschrittverfahrens (Runge-Kutta-Verfahren) und anderer
Verfahren.
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Grund der aufwendigeren Approximationsverfahren ist die erzielbare höhere Genauigkeit
und damit Reduzierung der Rekursionsfolgen, was bei langsamen Rechnern bei Echtzeitbe-
rechnungen erforderlich sein kann.

Schreibweise der Differenzengleichungen

Differenzengleichungen entstehen durch lineare gewöhnliche Differenzialgleichungen, deren
Differentialquotienten durch Differenzenquotienten ersetzt werden.

Bei der Anwendung zur Lösung einer Differenzialgleichung über die Übertragungsfunktion
mit Hilfe der inversen Laplace-Transformation wird die analytische Lösung im Zeitbereich
über den Suchbegriff in der Laplace-Transformationstabelle in Operatorenschreibweise ge-
funden.

Allgemein gilt für die inverse Transformation vom s-Bereich in den Zeitbereich der Suchbe-
griff:

y(t) = L−1 {G(s) ·U(s)}︸ ︷︷ ︸
Suchbegriff

Die numerische Berechnung einer Differenzengleichung eines Teilsystems (Linearfaktor) be-
deutet eine Annäherung an die analytische Funktion des Systems und wird stets in Opera-
torenschreibweise dargestellt. Sie wird anders als im Umgang mit der Übertragungsfunktion
schrittweise mit der Berechnungsfolge k immer neu berechnet, wobei die Ausgangsgröße des
Teilsystems im nächsten Zeitzyklus die Eingangsgröße des gleichen Teilsystems ist. Die Dif-
ferenzengleichungen als Beschreibung der Teilsysteme können nach einem Signalflussplan
beliebig vermascht werden, die Struktur der Differenzengleichung für ein Teilsystem darf
nicht verändert werden.

Beispiel einer Differenzengleichung eines Integrationsgliedes (I-Glied):
Der Integrationsalgorithmus lautet:

y(k) = y(k−1) +∆t ·f [u(k)]

Differenzengleichung der Integration (I-Glied):

y(k) = y(k−1) +u(k) · ∆t
TI
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Beispiel der Entstehungsweise einer Differenzengleichung eines
Verzögerungsgliedes (PT1-Glied)

Abb. 13 Rechteck-Approximation eines PT1-Gliedes durch Berechnung mit einer
Differenzengleichung.

Übertragungsfunktion des PT1-Gliedes

G(s) = Y (s)
U(s)

= KP T

1+s ·T1
=

KP T
T1

s+ 1
T1
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Zugehörige Differenzialgleichung

ẏ(t)+ 1
T1

·y(t) = KP T

T1
·u(t)

Der Differenzialquotient der Differenzialgleichung wird durch den Differenzenquotient er-
setzt mit folgendem Ansatz:

y(k) −y(k−1)
∆t

+ 1
T1

·y(k) = KP T

T1
·u(k)

Diese Gleichung wird nach y(k) aufgelöst. Die Differenzengleichung des PT1-Gliedes lautet:

y(k) = T1
T1 +∆t

·y(k−1) + ∆t ·KP T

T1 +∆t
·u(k)

Differenzengleichung des PT1-Gliedes in vereinfachter Schreibweise mit identi-
scher mathematischer Funktion:

y(k) = y(k−1) +(KP T ·u(k) −y(k−1)) · ∆t
T1+∆t

Die tabellarische Form der numerischen Lösung erlaubt auch die Berechnung nichtlinearer
statischer Systeme, indem die nichtlineare Beziehung als Wertetabelle der Tabellenspalte
der Folge k zugeordnet wird. Ebenso ist die Berechnung der Totzeit eines Systems durch
Verschiebung der Zeilen mit geeigneten Programmbefehlen möglich.

→ Siehe das ausführliche Kapitel "Einführung in die Systemtheorie/ Numerische Berech-
nung dynamischer Systeme5".

Digitale Systemberechnung online

Offline-Berechnungen sind beispielsweise Simulationen eines Modells eines dynamischen Sys-
tems, bei dem in Abhängigkeit eines Eingangssignals das Ausgangsverhalten des Systems bei
verschiedenen Parametern untersucht wird. Das Zeitverhalten des Rechners - die Rechenzeit
- hat dabei keinen Einfluss auf das Rechenergebnis.

In technischen Prozessen, in denen ein Signal nicht kontinuierlich sondern zeitdiskret ist,
bezeichnet man als Abtastung eines Zahlenwertes mit dem Zeittakt TA. Derartige Systeme
lassen sich nicht mit kontinuierlichen mathematischen Methoden wie die Differenzialglei-
chung im Zeitbereich oder mit der Übertragungsfunktion im komplexen Frequenzbereich
beschreiben.

Anstelle von kontinuierlichen Signalen treten die mathematischen Methoden der zeitdiskre-
ten Signale. Die Verfahren der Behandlung kontinuierlicher Signale ändern sich zu Verfahren
der zeitdiskreten Behandlung wie folgt:

5 Kapitel 7 auf Seite 173
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• Kontinuierliches Signal → abgetastetes Signal
• Differenzialgleichung → Differenzengleichung
• Laplace-Transformation → Z-Transformation
• Übertragungsfunktion G(s) → Z-Übertragungsfunktion G(z)

Wird ein Digitalrechner für die Steuerung eines realen stetigen Prozesses in einem Ein-
größensystem eingesetzt, so werden 2 Schnittstellen benötigt. Das stetige Eingangssignal
erfordert einen Analog-Digitalwandler (AD-Wandler), das digitale Ausgangssignal des Di-
gitalrechners entweder eine Digitalanzeige oder ein Digital-Analogwandler (DA-Wandler).
Mit einem Zeittakt werden Rechner und Schnittstellen synchronisiert. Der Digitalrechner
simuliert mit Hilfe von Differenzengleichungen das dynamische System.

Bei Echtzeitberechnungen, beispielsweise mit einem programmierbaren digitalen Regler, der
auf eine Hardware-Regelstrecke wirkt, wird die Diskretisierungszeit ∆t durch die "Abtast-
zeit" TA ersetzt, mit der das meist analoge Ausgangssignal der Regelstrecke über Analog-
Digitalwandler erfasst wird. Der Abtastung des Ausgangssignals ist üblicherweise ein Hal-
teglied (Sample-and-Hold-Schaltung) nachgeschaltet, so dass ein gestufter Verlauf des Aus-
gangssignals entsteht. Hat das Halteglied kein Zeitverhalten, wird es als Halteglied 0. Ord-
nung bezeichnet.

Bei schnellen Übertragungssystemen wie Regelstrecken spielen die Systemgeschwindigkeiten
des Rechners, der A/D-Wandler, die Sample-and-Hold-Schaltung, wie auch die verwende-
ten Differenzengleichungen beziehungsweise deren Approximations-Algorithmen eine große
Rolle.

Für die Durchführung der zeitdiskreten Rechenvorgänge am Digitalrechner wird eine spe-
zielle Form der Laplace-Transformation, die Z-Transformation verwendet.
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1.3.5 Kurzbeschreibung Zustandsraumdarstellung

Abb. 14 Symbolisches Blockschaltbild eines Modells eines Übertragungssystems 1.
Ordnung in Zustandsraumdarstellung für ein Eingrößensystem.

Die Zustandsgrößen eines linearen dynamischen Systems beschreiben den inneren Bewe-
gungsablauf des Systems.

Die Zustandsraumdarstellung bezieht sich auf ein Zustandsraummodell, welches meist ein
Schema der Regelungsnormalform oder der Beobachtungsnormalform beschreibt. Es sym-
bolisiert die überführte Differenzialgleichung n-ter Ordnung in n-gekoppelte Zustands-
Differentialgleichungen erster Ordnung. Dabei werden sämtliche Beziehungen der Zustands-
größen, der Eingangsgrößen und Ausgangsgrößen in Form von Matrizen und Vektoren dar-
gestellt. Das Zustandsraummodell wird vereinfacht durch die zwei Zustandsgleichungen –
der Zustandsdifferenzialgleichung und der Ausgangsgleichung – beschrieben.

Das Zustandsraummodell kann für nicht sprungfähige Systeme direkt aus den Koeffizienten
der systembeschreibenden Differenzialgleichung oder der zugehörigen Übertragungsfunktion
erstellt werden. Es gilt als ingenieurtechnisch geeignete Methode der Analyse und Synthese
dynamischer Systeme im Zeitbereich und ist besonders effizient bei der regelungstechnischen
Behandlung von Mehrgrößensystemen, nichtlinearen und zeitvariablen Übertragungssyste-
men.

Die Zustandsvariablen beschreiben physikalisch den Energiegehalt der in einem technischen
dynamischen System enthaltenen Speicherelemente. Sie bedeuten z. B. Spannung an einem
Kondensator, Strom in einer Induktivität, bei einem Feder-Massesystem die potentiellen und
kinetischen Energieanteile. Die Anzahl der Zustandsvariablen x1(t) · · ·xn(t) des Zustands-
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vektors x(t) ist die Dimension des Zustandsraumes. Im Zustandsvektor x(t) zum beliebigen
Zeitpunkt t(0) sind alle Informationen des dynamischen Übertragungssystems enthalten.

Wesentliche Begriffe zum Verständnis der Beschreibung eines Übertragungssystems im Zu-
standsraum sind das Zustandsraummodell und die angewandte Normalform, nach der
die Zustandsgleichungen und zugehörigen Matrizen / Vektoren ausgelegt sind.

Bei den Zustandsbeschreibungen mit Normalformen nehmen die Zustandsgleichungen be-
sonders einfache und zweckmäßige Formen für bestimmte Berechnungen an. Für die Nor-
malformen wird von der Systembeschreibung des linearen Übertragungssystems durch die
Differenzialgleichung oder zugehörige Übertragungsfunktion ausgegangen.

Abb. 15 Blockschaltbild des Signalflussplanes eines Übertragungssystems 3. Ordnung in
der Regelungsnormalform.

Die bekannteste Normalform ist die Regelungsnormalform, welche grafisch die Lösung einer
Differenzialgleichung beschreibt.

Die Signalstruktur der Regelungsnormalform stellt sich als ein stetiges zeitkontinuierliches
System dar, dass mit der Eingangsgröße u(t) die Lösung der Differentialgleichung y(t) wie-
dergibt und gleichzeitig die Zustandsvariablen x1(t),x2(t) · · ·xn(t) zeigt.

Das Blockschaltbild der Regelungsnormalform zeigt die Umsetzung und Lösung der Diffe-
renzialgleichung in die physikalischen analogen Signalflüsse der Zustandsgrößen einschließ-
lich der Ausgangsgröße bei gegebener Eingangsgröße. Man kann sie als eine Weiterentwick-
lung der in der Analogrechentechnik bekannten Verfahren zur Lösung einer Differentialglei-
chung n-ter Ordnung mit n Integratoren betrachten. Die Signalflüsse können bei Kenntnis
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der Koeffizienten der Zustandsvariablen direkt mittels numerischer Berechnung für beliebige
Eingangssignale ermittelt und grafisch dargestellt werden.

Enthält die systembeschreibende Differenzialgleichung keine Differentiale der Eingangs-
größe, bzw. die zugehörige Übertragungsfunktion hat nur Pole aber keine Nullstellen, so
werden die Koeffizienten der Regelungsnormalform laut dargestelltem Blockschaltbild b1
und b2 zu Null.

Die Regelungsnormalform muss nicht zwingend in die Form von Matrizen und Vektoren
dargestellt werden.

Zustandsdifferenzialgleichung und Ausgangsgleichung

Das Zustandsraummodell wird anhand der dargestellten Signalflüsse durch 2 Gleichungen
beschrieben, die Zustandsdifferenzialgleichung und die Ausgangsgleichung (auch Ausgabe-
gleichung).

Die Zustandsdifferenzialgleichung ist eine Vektordifferenzialgleichung 1. Ordnung, die die
Systemdynamik beschreibt. Sie gibt an, wie das Eingangssignal u(t) die einzelnen Speicher
beeinflusst und wie diese Speicher miteinander verkoppelt sind.

Die algebraische Ausgangsgleichung beschreibt, wie das Ausgangssignal y(t) mit den Sys-
temzuständen verbunden ist.

Gleichungen des Zustandsraummodells:

Gleichung Bei Eingrößensystemen Bei Mehrgrößensystemen
Zustandsdifferenzialglei-
chung
(auch Zustandsgleichung)

x′(t) = A ·x(t)+ b ·u(t) x′(t) = A ·x(t)+B ·u(t)

Ausgangsgleichung y(t) = cT ·x(t)+d ·u(t)
d = 0 für n > m

y(t) = C ·x(t)+D ·u(t)
D = 0 für n > m
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Zustandsregelung

Abb. 16 Signalflussplan eines einfachen Zustandsreglers für eine Regelstrecke 3.
Ordnung eines Eingrößensystems.

Ein Übertragungssystem in der Regelungsnormalform mit ihren Zustandsvariablen kann als
Regelstrecke in einen Regelkreis eingebunden werden.

Durch die Zustandsrückführung kann keine stationäre Genauigkeit der Regelgröße zum Soll-
wert erreicht werden. Deshalb wird mit einem Vorfilter die Anpassung der Führungsgröße
an die stationäre Ausgangsgröße hergestellt.

Für anspruchsvolle Regelaufgaben mit Systemen im Zustandsraum kann die Einführung
eines überlagerten Regelkreises für den Zustandsregelkreis mit einer Ausgangsrückführung
erforderlich sein. Damit sind sämtliche stationären Probleme für die Übereinstimmung der
Führungsgröße mit der Regelgröße und konstante Störanteile ausgeschaltet. Das Vorfilter
entfällt.

Die Zustandsregelung mit der Rückführung der Zustandsvariablen ist vergleichbar mit einer
Kaskadenregelung.

Die Kaskadenregelung besteht aus hierarchisch hintereinander geschachtelten Folgeregel-
kreisen, die innerhalb eines überlagerten Regelkreises liegen. Diese effiziente Reglerstruktur
der Kaskadenregelung ist möglich, wenn einzelne Signalgrößen von Teilsystemen einer Re-
gelstrecke messbar sind. Diese Teilsysteme mit Verzögerungen niedriger Ordnung sind ein-
facher und schneller regelbar. Die Ausgangsrückführungen der Teilregelkreise entsprechen
angenähert den Zustandsvariablen.

Kaskadenregler sind Hilfsgrößen-Regler innerhalb einer Folgekette. Sie erfüllen wie die Zu-
standsregler eine bessere Dynamik der Regelgröße und tragen zur Verbesserung des Stör-
verhaltens bei.
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→ Siehe den ausführlichen Wikipedia-Artikel Zustandsraumdarstellung6

1.4 Einführung "Eingrößen- und Mehrgrößensysteme"

Abb. 17 Blockdiagramm eines Mehrgrößensystems in Matrix / Vektor-Darstellung.

Es kann ein Signal oder es können mehrere Eingangssignale auf das System einwirken.
Das System antwortet mit einem oder mit mehreren Ausgangssignalen. Diese mit einem
Eingangs- und Ausgangssignal behafteten Systeme werden als Klasse der Eingrößensys-
teme, die mit mehreren Eingangs- und Ausgangssignalen werden als Mehrgrößensysteme
bezeichnet.

Bei vielen technischen Prozessen müssen mehrere physikalische Größen gleichzeitig geregelt
werden, wobei diese Größen voneinander abhängig sind. Bei Änderung einer Eingangsgröße
(Stellgröße u(t)) wird zusätzlich eine andere Ausgangsgröße (Regelgröße y(t)) oder auch
alle anderen Ausgangsgrößen beeinflusst.

Bei Mehrgrößen-Regelstrecken sind die Eingangsgrößen und Ausgangsgrößen untereinander
verkoppelt. Im Regelkreis sind die r Eingangsgrößen der Regelstrecke U1(s) bis Ur(s) die
Stellgrößen des Systems, die entsprechend dem Kopplungsgrad mehr oder weniger auf die
verschiedene Anzahl m der Regelgrößen Y1(s) bis Ym(s) einwirken können.

Beispiele von einfachen Mehrgrößensystemen:

• Bei der Dampferzeugung sind Druck und Temperatur gekoppelt,
• Bei Klimaanlagen sind Temperatur und Luftfeuchtigkeit gekoppelt.

Für den einfachen Fall der Verkopplung einer Regelstrecke mit 2 Eingängen und 2 Aus-
gängen treten die häufigsten symmetrischen Verkopplungsarten in P- und V-Kanonische
Form|kanonischer Struktur auf. Bei der P-kanonischen Struktur wirkt ein Eingang der
Strecke über ein Koppelelement auf den nicht zugehörigen Ausgang der Strecke. Bei der

6 http://de.wikibooks.org/wiki/%3Aw%3AZustandsraumdarstellung
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Quellen

V-kanonischen Struktur wirkt ein Ausgang der Strecke über ein Koppelelement auf den
nicht zugehörigen Eingang der Strecke.

Je nach Art der gekoppelten Regelstrecken können für den Reglerentwurf 3 Konzepte ge-
wählt werden:

• Dezentrale Regelung

Jedem Stell- und Regelgrößenpaar wird ein eigener Regler zugeordnet. Die auf diesen
Regelkreis durch die Kopplung einwirkenden Störungen werden durch den Regler kompen-
siert. Dieses Verfahren ist bei schwacher Kopplung oder bei langsamen Koppelsystemen
gegenüber der Hauptregelstrecke akzeptabel.

• Regelung mit Entkopplung

Jedem Stell- und Regelgrößenpaar wird ein Hauptregler und für die Kopplungen zwi-
schen den Stell- und Regelgrößen je ein Entkopplungsregler zugeordnet. Es ist Aufgabe
der Entkopplungsregler, den Einfluss der anderen Stellgrößen auf die jeweilige Regelgröße
zu eliminieren oder zumindest zu reduzieren.

• Echte Mehrgrößenregelung

Der Mehrgrößenregler hat so viele Eingänge wie Regelgrößen und so viele Ausgänge wie
Stellgrößen. Die Kopplungen zwischen den Komponenten werden in einem einheitlichen
Reglerkonzept berücksichtigt. Der Entwurf der Mehrgrößenregler erfolgt über die Matrizen-
Vektorrechnung.

→ Siehe Wikipedia-Artikel Regler: Abschnitt Regler für Mehrgrößensysteme7

→ Siehe Wikipedia-Artikel Regelstrecke: Abschnitt Mehrgrößensysteme8

1.5 Quellen

7 http://de.wikibooks.org/wiki/%3Aw%3ARegler%23Regler%20f%C3%BCr%20Mehrgr%C3%B6%C3%
9Fensysteme

8 http://de.wikibooks.org/wiki/%3Aw%3ARegelstrecke%23Mehrgr%C3%B6%C3%9Fensysteme
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2 Beschreibung linearer Prozesse im
Zeitbereich

2.1 Beschreibung linearer und nichtlinearer Prozesse im
Zeitbereich

Normung der Signalbezeichnungen
Die bis zum Jahr 2009 gültige Norm DIN 19226 Leittechnik; Regelungstechnik und Steue-
rungstechnik wurde zurückgezogen und durch DIN IEC 60050-351 ersetzt.

Das deutsche Institut für Normung hat in der DIN EN 60027-6 sämtliche Begriffe und
Formelzeichen für die Signale in Regelkreisen festgelegt.

Abb. 18 Blockschaltbild eines erweiterten Standardregelkreises, bestehend aus der
Regelstrecke, dem Regler und einer negativen Rückkopplung der Regelgröße y (auch
Istwert)

Diese Normen wurden in der deutschen Fachliteratur der Regelungstechnik kaum verwen-
det. Es darf vermutet werden, dass der Einfluss durch das aus den USA stammende mathe-
matische Verfahren der „Zustandsraumdarstellung“ von dynamischen Systemen den Zwang
zu einer gemischten Vereinheitlichung von Signalbezeichnungen mit der Regelungstechnik
geführt hat.

Zunehmend wird für die Eingangs- Ausgangsbezeichnung eines Systems anstelle von X und
Y oder „Xe“ für das Eingangssignal und „Xa“ für das Ausgangssignal in der Fachliteratur
der modernen Systemtheorie als Eingangsgröße „U“ und als Ausgangsgröße „Y“ verwendet.
Für die Systemtheorie werden nachfolgend, wie auch in der Regelungstechnik, die Signal-
größen des dargestellten Blockschaltbildes verwendet:
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2.2 Systembeschreibung

Die nachfolgenden Systembeschreibungen setzen die Kenntnisse der mathematischen Werk-
zeuge wie Differenzialgleichung, Laplace-Transformation und Übertragungsfunktion voraus.
Diese Kenntnisse werden erst in späteren Kapiteln dargestellt. Gewöhnliche systembeschrei-
bende Differenzialgleichungen können jederzeit in die anschaulicheren Übertragungsfunk-
tionen und wieder zurück gewandelt werden. Übertragungsfunktionen behandeln keine An-
fangswerte der physikalischen Systemspeicher.

Ein reales dynamisches System kann durch das Aufstellen von Differenzialgleichungen mo-
delliert werden. Dazu werden für die Energie-/Materie-Speicher zunächst Bilanzgleichungen
benötigt.

Für jeden konzentrierten Speicher entsteht eine Differenzialgleichung erster Ordnung mit der
Ableitung der Ausgangsgröße y(t). Das Verhalten eines linearen Systems wird vollständig
durch die Lösung der Differenzialgleichung wiedergegeben.

Beispiele für Differenzialgleichungen erster Ordnung

Induktivität:u = L · di

dt
Wärmespeicher:Q = Ct · dϑ

dt
Behälter: q = A · dh

dt

Die Lösung einer linearen, inhomogenen Differenzialgleichung mit konstanten Koeffizienten
setzt sich immer aus den Anteilen der homogenen und der partikulären Lösung zusammen.

• Die homogene Lösung bezieht sich auf die Anfangswerte der Systemspeicher. Die Ein-
gangsgröße der Differenzialgleichung ist dabei zu Null gesetzt. Sind die Anfangswerte
Null, ist auch die Lösung der Differenzialgleichung die Ausgangsgröße yH(t) = 0.

• Die partikuläre Lösung yP(t) bezieht sich auf eine von Null verschiedene Eingangsgröße
u(t) bei denen die Systemspeicher den Wert Null haben. Diese Lösung des Eingangs-
Ausgangsverhaltens eines Systems interessiert in den meisten Anwendungsfällen.

• Durch die Laplace-Transformation der systembeschreibenden Differenzialgleichung linea-
rer Übertragungssysteme werden Systeme bei verschwindenden Anfangsbedingungen vom
Zeitbereich in den sogenannten Bildbereich (s-Bereich) mit der komplexen Frequenz s
übertragen.

Das Produkt der Übertragungsfunktion G(s) = Y
U (s)mit dem Laplace-transformierten Ein-

gangssignal U(s) ergibt das Ausgangssignal Y(s) des Systems. Mit der inversen Laplace-
Transformation entsteht die gesuchte Lösung der Ausgangsgröße y(t) eines Übertragungs-
systems als Funktion der Eingangsgröße u(t) im Zeitbereich. Sie entspricht der partikulären
Lösung der dem System zugehörigen Differenzialgleichung. Die partikuläre Lösung einer
Differenzialgleichung über den Umweg der Laplace-Transformation ist einfacher als die
direkte Lösung mit dem Faltungsintegral.

Signale und Übertragungsfunktionen im s-Bereich können entsprechend ihrer Systemstruk-
tur (Reihenschaltung, Parallelschaltung, Rückkopplungsschaltung) beliebig algebraisch be-
handelt werden.

Durch die Analyse der Pole und Nullstellen der Übertragungsfunktion ergeben sich wichtige
Aussagen über das Systemverhalten wie Eigendynamik, Stabilität und Zeitverhalten.
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2.3 Testsignale

Abb. 19 Impulsantwort Xaδ(t) von 4 hintereinander geschalteten PT1-Gliedern mit
gleichen Zeitkonstanten

Den nichtperiodischen (deterministischen) Testsignalen kommt in der Regelungstechnik eine
zentrale Bedeutung zu. Mit ihrer Hilfe ist es möglich, ein Übertragungssystem zu testen,
auf Stabilität zu prüfen oder Eigenschaften des Systems durch Ermittlung der Kennwerte
zu analysieren.

Den Testsignalen ist gemeinsam, dass sie zum Zeitpunkt t = 0 beginnen und bei t < 0
eine Amplitude = 0 aufweisen. Es wird das Testsignal als Eingangsgröße u(t) an einem
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Übertragungssystem angelegt und die Systemantwort als Ausgangsgröße y(t) aufgezeichnet
und analysiert. Anhand der Kenndaten können mathematische Modelle geschaffen werden.
Die häufig verwendete Darstellungsform eines Modells ist die Übertragungsfunktion im s-
Bereich mit der komplexen Frequenz s.

Zur Unterscheidung der Funktion der Testsignale werden sie mit den Zeichen δ (Impuls), Ϭ
(Sprung), a (Anstieg) und s (Sinus) indiziert.

Der theoretische Deltaimpuls (δ-Impuls, Dirac-Impuls) für t = 0 mit unendlich großer
Amplitude ist technisch nicht realisierbar. An seiner Stelle wird ein Rechteckimpuls mit der
Impulsfläche
1 = Amplitude · Zeit definiert. In der Praxis genügt ein Wert für die Impulsbreite von Δt
= 1 % bis 10 % der dominanten Zeitkonstante des zu prüfenden Übertragungssystems.

Die Differentiation der Sprungfunktion entspricht der Impulsfunktion. Die Integration ei-
ner Sprungfunktion entspricht der Anstiegsfunktion. Die Differentiation der Sprungantwort
eines linearen Übertragungssystems entspricht der Impulsantwort.
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Abb. 20 Die Sprungantworten Xaσ(t) mit 4 PT1-Gliedern mit je gleichen
Zeitkonstanten mit je T = 1[s

]

Die Sinusfunktion gehört zur Gruppe der periodischen Signale. Die frequenz-variable Ein-
speisung eines linearen Übertragungssystems erlaubt die Aufnahme des Amplituden- und
Phasengangs des Systems. Mit Hilfe des Bode-Diagramms kann die Übertragungsfunktion
des Systems bestimmt werden.

Begriff Testsignal
Xe(t)

Zeitverhalten des
Testsignals

Bildbereich Systemantwort
Xa(t)
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Begriff Testsignal
Xe(t)

Zeitverhalten des
Testsignals

Bildbereich Systemantwort
Xa(t)

Impulsfunktion δ
oder
Stoßfunktion, Del-
taimpuls

Normierter Im-
puls =

∫ ∞
0 x̂eδ dt =

1;
Impulsbreite =
∆t = 1

x̂eδ(t)
Hauptanwendung:
Erkennung des Sys-
tems, der Ordnung
und der Stabilität

xeδ(s) = 1 Impulsantwort oder
Gewichtsfunktion

Sprungfunktion σ Einheitssprung:
x̂eσ(t) = 1 für t >
0, xeσ(t) =
0 für t < 0
Hauptanwendung:
Erkennung des Sys-
tems

xeσ(s) = 1
s Sprungantwort oder

Übergangsfunktion

Anstiegsfunktion
oder
Rampe

Anstiegsfunktion:
xea(t) = c · t;
Gradient: c =
∆xea(t)

∆ t
Hauptanwendung:
Bestimmung der
Nachlaufeigenschaf-
ten

xea(s) = 1
s2 Anstiegsantwort

oder
Rampenantwort

Sinusfunktion s xes(t) = x̂es ·
sin ω · t ω =
2 ·π ·f T = 1

f
Hauptanwendung:
Aufnahme des
Amplituden- und
Phasengang eines
Systems

xes(s) = ω
s2+ω2 Frequenzgang
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2.4 Linearitätseigenschaften

Abb. 21 Linearisierung im Arbeitspunkt eines nichtlinearen Systems

Die Linearität eines dynamischen Systems bedeutet, dass die systembeschreibende Diffe-
renzialgleichung linear ist. Eine lineare Differenzialgleichung enthält die gesuchte Funktion
und deren Ableitungen nur in der ersten Potenz. Es dürfen keine Produkte der gesuchten
Funktion und ihrer Ableitungen auftreten. Das heißt, die Koeffizienten müssen konstant
sein.

Die symbolische Operatorenschreibweise lautet für ein lineares dynamisches System F mit
dem Eingangssignal u(t) und Ausgangssignal y(t):

y(t) = F [u(t)]

Der lineare Operator F ist die Operation, für die sich aus dem gegebenen Eingangssignal
u(t) das Verhalten des Ausgangssignals y(t) ergibt.
Die Linearität eines Übertragungssystems bedeutet für alle Systembeschreibungen:
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• Lineare Kennlinien,
• Lineare Gleichungen,
• Lineare Differenzialgleichungen.

Lineares statisches System
Ein statisches System F mit dem Eingangssignal u und dem Ausgangssignal y hat einen
linearen Zusammenhang mit y = F(u) wenn folgende Beziehung gilt:
• Superpositionsprinzip:

F (u1 +u2) = F (u1)+F (u2)

• Verstärkungsprinzip

F (K ·u) = K ·F (u)

Lineares dynamisches System

Abb. 22 Darstellung des Superpositionsprinzips und des Verstärkungsprinzips bei
linearen Übertragungssystemen

Ein dynamisches System verhält sich linear, wenn die Wirkungen zweier linear überlagerter
Eingangssignale sich am Ausgang des Systems in gleicher Weise linear überlagern.

Wird für ein Eingangssignal

u(t) = K1 ·u1(t)+K2 ·u2(t)
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die dargestellte Signalkombination gesetzt, so fordert das Superpositionsprinzip, dass die
Ausgangsgröße des linearen Systems sich wie folgt darstellen lässt:

Superpositionsprinzip

y(t) = K1 ·y1(t)+K2 ·y2(t)

Verstärkungsprinzip

F [K ·u(t)] = K ·F [u(t)]

Hierbei sind u1(t) und u2(t) beliebige Eingänge und K eine beliebige Konstante.

2.5 Nichtlineares Übertragungssystem

Die lineare Systemeigenschaft ist häufig nicht gegeben, da viele zusammenwirkende Sys-
teme z. B. in der Regelungstechnik bei Ventil-Kennlinien, Stellgrößenbegrenzungen oder
Schaltvorgängen keine Linearität aufweisen.

Ein nichtlineares System kann entweder in Form nichtlinearer statischer Kennlinien oder in
Form nichtlinearer Operationen wie Multiplikation oder Division von Variablen in algebrai-
schen Gleichungen und Differentialgleichungen auftreten.

Ein nichtlineares dynamisches System 2. Ordnung entsteht beispielsweise durch ein Feder-
Masse-Dämpfer-System, wenn das Federsystem oder der Dämpfer ein nichtlineares Verhal-
ten hat. Anhand der Vielzahl der Formen nichtlinearer Systeme ist es schwierig, diese in
bestimmte Klassen einzuordnen. Nichtlineare Systeme kann man als einzigartig einstufen.

Folgende Beziehungen ergeben sich bei nichtlinearen Systemen:
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Abb. 23 Beispiele nichtlinearer Übertragungssysteme

• Wird ein nichtlineares Übertragungssystem in einem festen Arbeitspunkt betrieben, dann
kann das nichtlineare Verhalten des Systems durch ein lineares Modell für die nähere
Umgebung des Arbeitspunktes ersetzt werden.

• Jeder nichtlineare Zusammenhang kann im Kleinsignalverhalten näherungsweise linear
beschrieben werden. Die Näherung wird umso besser, je kleiner der Differenzenquotient
y(t) zu u(t) am Arbeitspunkt ist.

• Ist eine nichtlineare Funktion als grafische Kennlinie gegeben, dann kann durch Anlegen
einer Tangente im gewünschten Arbeitspunkt die Steigung der Tangente für die lineari-
sierte Beziehung bestimmt werden
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• Ein nichtlineares dynamisches System mit kontinuierlich fallender oder steigender Kenn-
linie kann auch durch Einbindung in einen eigenen Regelkreis linearisiert und damit auch
in seinem dynamischen Verhalten verbessert werden.

• Nichtlineare Differenzialgleichungen lassen sich meist nur numerisch lösen. Wenn ein
Übertragungssystem in Teilsysteme zerlegt werden kann und das nichtlineare Verhal-
ten einzelner Systeme als analytische Gleichung oder Wertetabelle vorliegt, kann relativ
einfach das Verhalten eines nichtlinearen dynamischen Systems berechnet werden.

2.5.1 Nachteilige Eigenschaften nichtlinearer Systeme

Im Gegensatz zu den linearen dynamischen Systemen haben die nichtlinearen dynamischen
Systeme folgende nachteiligen Eigenschaften:

• Für nichtlineare Systeme gilt das Superpositionsprinzip allgemein nicht.
• Für nichtlineare Systeme gilt das Verstärkungsprinzip allgemein nicht.
• Es existiert keine geschlossenen Theorie der mathematischen Behandlung wie bei den
linearen Systemen.

• Funktionsblöcke eines Übertragungssystems können in der Reihenfolge nicht vertauscht
werden.

• Die Betrachtung im Frequenzbereich ist nicht mehr so einfach möglich.
• Die Laplace-Transformation ist nicht mehr anwendbar.

Abb. 24 Allgemeine Darstellung des nichtlinearen Regelkreises

Es sind nichtlineare statische Systeme und nichtlineare dynamische Systeme zu unterschei-
den. Gelingt es, von einem dynamischen nichtlinearen System einen Block als nichtlineare
statische Funktion (Kennlinienverhalten) und einen Block als lineares dynamisches System
zu trennen, entstehen die sogenannten Hammerstein-Strukturen Hammerstein-Modell oder
die Wiener-Struktur Wiener-Modell als Modelle der Systembeschreibung.

Diese beiden Modelle unterscheiden sich nur durch die Reihenfolge der Funktionsblöcke,
haben aber bei größeren Eingangssignalen unterschiedliche Eigenschaften. Für die rege-
lungstechnischen Belange ist das Hammerstein-Modell vorzuziehen, weil die Stellgröße des
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Reglers meist durch Begrenzungseffekte oder der Regler als sogenannter Kennlinienregler
ein nichtlineares Verhalten hat.

2.5.2 Schwingungseigenschaften beliebiger Systeme bei sinusförmiger
Erregung

Bei einem nichtlinearen statischen System kann die Übertragungskennlinie als eine in weiten
Grenzen sich ändernde Verstärkung angesehen werden. Das System antwortet auf ein sinus-
förmiges Eingangssignal meist mit einer Verzerrung der Schwingung des Eingangssignals
gleicher Frequenz und einer Phasenverschiebung. Lediglich ein symmetrisches Zweipunkt-
Element (Zweipunktregler) ohne Hysterese, ohne Totzone und Signalbegrenzung antwortet
auf eine sinusförmige Eingangsschwingung mit einer Rechteckschwingung der gewählten
Rechteck-Amplitude u(t) der gleichen Frequenz ohne eine Phasenverschiebung.

• Ein lineares dynamisches System antwortet auf ein sinusförmiges Eingangssignal u(t) =
uMAX * sin(t) im eingeschwungenen Zustand immer mit der gleichen Frequenz, lediglich
die Amplitude des Ausgangssignals y(t) wird verändert.

• Ein angeregtes lineares System mit konjugiert komplexen Polen schwingt immer sinusför-
mig.

• Ein angeregtes nichtlineares System z.B. ein Regelkreis mit einem Zweipunktregler als
nichtlineare Kennlinie schwingt meistens – je nach Ordnung der Regelstrecke und damit
des Tiefpass-Verhaltens – nicht sinusförmig oder bei höherer Ordnung der Regelstrecke
gut angenähert sinusförmig.

• Wird ein nichtlineares statisches System mit einem sinusförmigen Eingangssignal e(t)
erregt, kann sich die Frequenz und das Frequenzspektrum des Ausgangssignals u(t) völlig
verändern.

Beispiel: Nichtlinearität mit quadratischer oder exponentieller Kennlinie:

Für eine sinusförmige Erregung mit quadratischer Kennlinie des Systems antwortet das
System mit einer doppelten sinusförmigen Frequenz und Gleichanteil (verschobener Ar-
beitspunkt), das System mit exponentieller Kennlinie antwortet mit einem sinusähnlichen
Impuls mit großem Oberwellenanteil.

• Sogenannte Kennlinienregler antworten bei einer sinusförmiger Erregung mit Rechteck-
schwingungen gleicher Frequenz und meist einer nacheilenden Phasenverschiebung φ zur
Eingangsschwingung. Eine Ausnahme bildet der Zweipunktregler. Er antwortet auf eine
sinusförmige Erregung mit einer Rechteckschwingung gleicher Frequenz ohne Phasenver-
schiebung.
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2.5.3 Methoden der mathematischen Behandlung nichtlinearer Systeme

Abb. 25 Kennlinie Dreipunktregler mit Ortskurve der
Beschreibungsfunktion N(A)

• Harmonische Balance
Im Zustand der Dauerschwingung eines nichtlinearen dynamischen Regelsystems wird das
nichtlineare statische System als lineares Übertragungsglied N(A) (A = Eingangsamplitu-
de eMAX) betrachtet. Voraussetzung für das lineare dynamische System (Regelstrecke) ist
das Tiefpass-Verhalten 2. und höherer Ordnung, bei dem die Ausgangsgröße y(t) eine an-
genäherte harmonische Sinusschwingung ist. Aus der Gleichung der Harmonischen Balance
lassen sich die unbekannten Systemgrößen, die Amplitude A der Eingangsschwingung e(t)
und die Frequenz der Dauerschwingung  = 2*π*f bestimmen.
Die Harmonische Balance ist ein sehr anschauliches Verfahren der Systemanalyse, das
aber nicht auf die Stabilität der Ruhelage, sondern auf die Instabilität der Ruhelage, also
auf stabile Dauerschwingungen zielt. Nur durch Schlussfolgerungen können daraus stabile
Regelkreise bestimmt werden.

→ Siehe Wikipedia-Artikel: Harmonische Balance1

• Direkte Methode von Ljapunow.2

Mit den Stabilitätssätzen von Ljapunow ergibt sich ein breites Anwendungsfeld für die
Stabilitätsuntersuchung und der Reglersynthese.

Die Sätze lauten:

1. Stabilität im Kleinen,
2. Asymptotische Stabilität im Kleinen,
3. Asymptotische Stabilität im Großen,
4. Globale asymptotische Stabilität.

1 http://de.wikibooks.org/wiki/%3Aw%3AHarmonische%20Balance
2 Fachbuch Heinz Unbehauen „Regelungstechnik II“, Nichtlineare Regelsysteme, Kapitel: Stabilitätstheorie

nach Ljapunow", 9. Auflage 2006
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• Zustandsebene 3

Die Darstellung in der Zustandsebene ist für die Analyse und Reglersynthese geeignet,
beschränkt sich aber auf Systeme 2. Ordnung. Die zeitoptimale Regelung ist gut behan-
delbar.

Abb. 26 Beispiel der numerischen Berechnung der Sprungantwort
eines nichtlinearen Regelkreises.

• Fuzzy-Systeme
Fuzzy-Systeme, wie die Fuzzy-Logik und Fuzzy-Regler, sind für die experimentelle Model-
lierung nichtlinearer Systeme und für die Regler-Synthese mit geringem mathematischen
Aufwand geeignet.

→ Siehe Wikipedia-Artikel: Fuzzy-Regler4

• Numerische Berechnung
Die numerische rekursive Berechnung eines nichtlinearen dynamischen Systems nach dem
Euler-Streckenzug-Verfahren mit der diskreten Zeit Δt und der Berechnungsfolge k = (0,

3 Fachbuch Heinz Unbehauen „Regelungstechnik II“, Nichtlineare Regelsysteme, Kapitel: „Analyse nichtli-
nearer Regelsysteme in der Phasenebene“ und „Untersuchung von Relaisregelsystemen mit der Methode
der Phasenebene“, 9. Auflage 2006

4 http://de.wikibooks.org/wiki/%3Aw%3AFuzzy-Regler
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1, 2, 3, ... kMAX) erlaubt als einfachstes Verfahren das Zeitverhalten sämtlicher vorkom-
menden nichtlinearen und totzeitbehafteten Systeme zu bestimmen.

Die statische Nichtlinearität kann mit logischen Programm-Befehlen oder Wertetabellen
berechnet, die Linearfaktoren der linearen Teilsysteme können mit Differenzengleichungen
berechnet werden.

→ Siehe das ausführliche Hauptkapitel "Einführung in die Systemtheorie/ Numerische Be-
rechnung dynamischer Systeme5".

Alternativ, soweit verfügbar, kommen numerischen Rechenprogramme wie kostenfreie
GNU Octave oder kommerzielle Varianten wie Matlab mit Simulink zur Anwendung.

2.6 Einführung in die Regelungstechnik

Ein Regelkreis wie auch eine Regelstrecke sind dynamische Systeme. Es gelten die gleichen
mathematischen Systembeschreibungen. Eine Regelstrecke ist immer stabil, wenn seine Ein-
zelsysteme stabil sind, d.h. die Pole der Einzelsysteme haben einen negativen Realteil. Sys-
teme mit Integratoren (I-Glieder) sind grenzstabil, ihre Pole liegen im Ursprung (Realteil
= 0) des s-Diagramms (s-Ebene). Zwei Integratoren in einer Regelstrecke führen zur mo-
notonen Instabilität. Dennoch können instabile Regelstrecken mit geeigneten Reglern zum
stabilen Regelkreisverhalten gebracht werden.

Ein besonderes Phänomen der Stabilität eines offenen (aufgeschnittenen) Regelkreises tritt
auf, wenn der Regelkreis geschlossen wird.

Eine der Regelstrecke nicht angepasste zu hohe Kreisverstärkung führt bei Regelstrecken
mit Verzögerungsgliedern ab 3. Ordnung oder gar mit Totzeitverhalten zur oszillatorischen
Instabilität. Bedingt durch das Zeitverhalten der Regelstrecke wird über den Soll-Istwert-
Vergleich dem Regler eine verspätete Regeldifferenz zugeführt. Reduziert sich diese nachei-
lende Phasenverschiebung der Regelgröße des offenen Regelkreises um einen Wert kleiner als
-180°, ergibt sich am Soll-Istwert-Vergleich anstelle einer Gegenkopplung eine Mitkopplung
und der geschlossene Regelkreis wird bei einer Kreisverstärkung > 1 instabil.

5 Kapitel 7 auf Seite 173

63



Beschreibung linearer Prozesse im Zeitbereich

Abb. 27 Blockschaltbild eines einfachen Standardregelkreises, bestehend aus der
Regelstrecke, dem Regler und einer negativen Rückkopplung der Regelgröße y
(auch Istwert). Die Regelgröße y wird mit der Führungsgröße (Sollwert) w verglichen. Die
Regelabweichung e = w – y wird dem Regler zugeführt, der daraus entsprechend der
gewünschten Dynamik des Regelkreises eine Steuergröße u bildet. Die Störgröße d wirkt
meistens auf den Ausgang der Regelstrecke, sie kann aber auch auf verschiedene Teile der
Regelstrecke Einfluss nehmen.

2.6.1 Prinzip der Regelung

Durch die Subtraktion der negativen Rückführung der Regelgröße y(t) von der Führungs-
größe w(t) entsteht die Regeldifferenz e(t), die auf den Regler wirkt. Es ist Aufgabe des
Reglers, das Zeitverhalten der Regelgröße bezüglich des statischen und dynamischen Verhal-
tens gemäß den vorgegebenen Anforderungen festzulegen. Zur Erfüllung widersprechender
Anforderungen wie gutes Führungs- und Störverhalten sind gegebenenfalls aufwändigere
Regelkreisstrukturen erforderlich.

2.6.2 Regelkreismodell

Die Aufgabe eines mathematisches Modells eines realen dynamischen Prozesses oder eines
noch zu projektierenden technischen Prozesses dient dem Erkennen und der Vorhersage des
Systemverhaltens.

Das mathematische Modell eines Regelkreises beschreibt alle äußeren Einflussgrößen wie
Störgrößen und Eingangssignale auf den geschlossenen Wirkungsablauf des Regelkreises.
Das Verhalten der Ausgangsgrößen wie die Regelgrößen sowie auch interessante Zwischen-
größen (Stellgrößen) als Funktion der Eingangssignale und der Parameter von Regler und
Regelstrecke sind von besonderem Interesse.

Je nach Lastenheft der regelungstechnischen Aufgabenstellung ist für die Bestimmung eines
geeigneten Reglers das mathematische Modell der Regelstrecke erforderlich.

Mathematische Modelle können bei einfachen linearen physikalischen Systemen durch eine
gewöhnliche Differenzialgleichung exakt eine Regelstrecke beschreiben (= Theoretische
Modellbildung).
In den meisten Anwendungsfällen haben Übertragungssysteme (Regelstrecken) auch nichtli-
neare Komponenten und sind totzeitbehaftet. Für solche Systeme wird experimentell durch
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geeignete Testsignale die Systemantwort aufgezeichnet und ein mathematisches Modell ge-
sucht, das den gemessenen Verlauf der Ausgangsgröße y(t) reproduziert (= Experimen-
telle Prozessanalyse). Ein derartig definiertes Modell ist durch Anwendung numerischer
Verfahren einfach berechenbar. Sind nichtlineare Teilsysteme im Gesamtsystem enthalten,
müssen diese getrennt erfasst und durch Wertetabellen definiert werden.

Global-proportionale Regelstrecken höherer Ordnung mit Totzeit lassen sich relativ genau
durch Modelle als PT2-Tt-Glieder beschreiben. Global-integrale Regelstrecken lassen sich
ebenso durch PT2-Tt-I-Glieder beschreiben.

Zum Modellverständnis eines dynamischen Systems müssen die wichtigsten Begriffe der
inneren Systemspeicher verstanden werden.

2.6.3 Anforderung an einen Regelkreis

• Der Regelkreis muss stabil sein.

Die Stabilität des Regelkreises mit linearen zeitinvarianten Übertragungssystemen hängt
von der Ordnung und den Parametern der Strecke, von der Struktur des Reglers und von
den Parametern des Reglers ab.

Wird eine Steuerstrecke aus linearen zeitinvarianten Systemen in Verbindung mit einem
Regler zu einem Regelkreis gestaltet, dann werden in Bezug zum Verhalten der Steuerstre-
cke folgende Vorteile gewonnen:

• Die Regelgröße y(t) stellt sich auf das Niveau des Sollwertes w(t) ein,
• Störgrößen werden minimiert,
• Die dominante Zeitkonstante der Regelgröße verringert sich ungefähr um den Faktor der
Kreisverstärkung.

Bei Vorhandensein differenzierender PD-Glieder im Regler wird die Verstärkung um einen
dynamischen Anteil noch zusätzlich erhöht. Dabei kann die Stellgröße u(t) sehr große
Werte annehmen. Dies ergibt sich aus der Berechnung der Schließbedingung des offenen
Regelkreises mit der Signalflussalgebra des Regelkreises.
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Abb. 28 Sprungantwort eines Regelkreises mit verschiedenen
Begrenzungen des Stellgliedes bei hoher Kreisverstärkung K

Eine zu einer Regelstrecke umfunktionierte Steuerstrecke lässt sich ohne Energiezufuhr
nicht schneller machen. Dieses Beispiel zeigt den Effekt der gerätetechnischen Signalbegren-
zung der Stellgröße y(t), die häufig als Schnittstelle von Steuersignalen und Steuerenergie
fungiert (z. B. Stellantriebe, Ventile, usw.). Es ist Ermessenssache, ob die Leistungsschnitt-
stelle zum Regler oder zur Regelstrecke gehört.

Die Übertragungsfunktion G(s) = Y (s)
W (s) dieses Beispiels eines einfachen Regelkreises enthält

keinen Hinweis auf eine Signalbegrenzung und ist deshalb falsch, wenn eine Signalbegren-
zung vorliegt. Übertragungsfunktionen gelten nur für lineare zeitinvariante Systeme.

Man kann durchaus Signalbegrenzungen ignorieren und kommt zu einem stabilen Regel-
kreis. Jedoch entspricht das Übergangsverhalten der Regelgröße y(t) bei Signalbegrenzun-
gen nicht der Übertragungsfunktion des Regelkreises.
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Ein wichtiges Verfahren der Bestimmung der Stabilität ist die Analyse des Nennerpolynoms
der Übertragungsfunktion des Regelkreises, ob die Pole (Nullstellen des Nenners, die die
Gleichung zu Null machen) in der linken s-Halbebene liegen.

• Der Regelkreis soll ein gutes Führungsverhalten und Störverhalten aufweisen.

Werden keine besonderen regelungstechnischen Maßnahmen getroffen, sind dies widerspre-
chende Anforderungen.

• Der Regelkreis soll sich robust verhalten.

Unter „robust“ versteht man den Einfluss der schleichenden Änderungen der Parameter
von Regler und Regelstrecke auf die Dynamik des Regelkreises. Diese durch innere und
äußere Umwelteinflüsse wie z. B. Alterung, Reibung, Korrosion entstehenden Paramete-
ränderungen müssen innerhalb eines zugelassenen Toleranzbereiches liegen. Das Verhalten
der Robustheit wird auch mit Einfluss der „inneren Störgrößen“ eines Regelkreises bezeich-
net.

2.6.4 Auslegungsstrategie

In Bezug auf die gewünschte Stabilität des Regelkreises und weiteren Anforderungen der
Dynamik der Regelgröße sind folgende Auslegungsstrategien des Reglers zu betrachten:

• Analyse eines gegebenen Regelkreises:

Erfüllt die Regelgröße die Anforderungen nach Stabilität, Einschwingverhalten (Regelgü-
te), Störverhalten?

• Regelstrecke ist gegeben:

Synthese der Reglereigenschaften, welche der Regler gemäß der Anforderungen erfüllen
muss.

• Regelstrecke ist gegeben, erhöhte Dynamikforderungen der Regelgröße:

Ist der höhere Aufwand eines Zustandsreglers mit Nutzung der inneren Systemgrößen
(Zustandsvariablen) mit der Zustandsrückführung gegenüber einem konventionellen Regler
mit Ausgangsrückführung vertretbar?

2.6.5 Spezialregler für gegebene bekannte und unbekannte
Regelstrecken

• Kombinierter Regler mit Vorsteuerung oder Vorfilter,
• Regler mit Störgrößenaufschaltung,
• Kaskadenregler: Einzelne Teilsysteme der Regelstrecke sind messbar:

Kaskadenregler sind Hilfsgrößen-Regler für einen Folgeregelkreis. Sie erfüllen eine bessere
Dynamik der Regelgröße und tragen zur Verbesserung des Störverhaltens bei.

• Regelstrecke mit Totzeit: Smith-Prädiktor eliminiert Totzeit.

Mathematisches Modell der totzeitbehafteten Regelstrecke durch Smith-Prädiktor mit
„Totzeit Vorhersage“.
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• Regelstrecke unbekannt oder ändert sich:

Adaptiver Regler erforderlich, der die Regelstrecke identifizieren und in bestimmten Gren-
zen optimal regeln kann.

• Regelkreis mit Rückführung der Zustandsvariablen,

Verbesserte dynamische Regeleigenschaften gegenüber Regelkreisen mit Ausgangsrückfüh-
rung. Vergleichbar mit Kaskadenreglern.

→ Siehe den ausführlichen Wikipedia-Artikel: Regelungstechnik6

→ Siehe den ausführlichen Wikipedia-Artikel: Regelkreis7

→ Siehe den ausführlichen Wikipedia-Artikel: Regler8

→ Siehe den ausführlichen Wikipedia-Artikel: Regelstrecke9

2.7 Groß- und Kleinsignalverhalten

• Großsignale sind wirklich gemessene Signale

Beispiel: Maximaler Sollwertsprung an einer Regeleinrichtung. Gemessene Sprungantwort
der Regler-Stellgröße und der Regelgröße. Analyse der Problematik häufig vorkommender
Stellgrößenbegrenzung, die zu nichtlinearem Verhalten führen.

• Kleinsignalverhalten

Kleine Signalabweichungen um den Arbeitspunkt eines linearen Übertragungssystems müs-
sen sich nicht proportional und identisch mit großen Signalabweichungen verhalten.

Beispiel: Für kleine Sollwert-Änderungen an einer Regeleinrichtung müssen nicht zwangs-
läufig Stellgrößenbegrenzungen auftreten.

2.8 Einzelnachweise

6 http://de.wikibooks.org/wiki/%3Aw%3ARegelungstechnik
7 http://de.wikibooks.org/wiki/%3Aw%3ARegelkreis
8 http://de.wikibooks.org/wiki/%3Aw%3ARegler
9 http://de.wikibooks.org/wiki/%3Aw%3ARegelstrecke
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3 Zeitverhalten elementarer
Übertragungsglieder der
Übertragungsfunktion

3.1 Zeitverhalten elementarer Übertragungsglieder

3.1.1 Systeme mit konzentrierten und verteilten Parametern

Dynamische Systeme ohne räumliche Ausdehnung der Systemspeicher haben konzentrierte
Systemparameter. Die System-Ausgangssignale sind nur zeitabhängig.

Dynamische Systeme mit räumlicher Verteilung der Systemspeicher enthalten verteilte Sys-
temparameter. Bei diesen Systemen sind die Variablen nicht nur Funktionen der Zeit son-
dern auch vom Ort. (Beschreibung durch partielle Differenzialgleichungen)

Die nachfolgenden Systembeschreibungen beziehen sich auf Systeme mit konzentrierten Pa-
rametern.

3.1.2 Zeitinvarianz

Ein dynamisches Übertragungssystem ist zeitinvariant, wenn es sich über die Zeit nicht
ändert. D.h. die Systemantwort y(t+t0) auf ein identisches Eingangssignal u(t+t0) ist von
t0 unabhängig. Die Koeffizienten der mathematischen Systembeschreibung sind konstant
(zeitlich unveränderlich, invariant).

3.1.3 Zeitvarianz

Ein zeitvariantes System verhält sich zu verschiedenen Zeitpunkten unterschiedlich. Bei
technischen Systemen liegt der Grund dafür meist in zeitabhängigen Parameterwerten, zum
Beispiel durch Änderung der Koeffizienten der Energiespeicher [zeitabhängige Koeffizien-
ten der Ableitungen y(t)]. Bei vielen Prozessen sind die Auswirkungen der Zeitvarianz so
klein oder langsam, dass diese Systeme näherungsweise als zeitinvariant behandelt werden
können.

Beispiel für ein typisches zeitvariantes Verhalten ist eine startende Rakete, deren Masse sich
durch den verbrauchten Treibstoff ändert. Häufig spielt bei kleineren Massen der mechani-
sche Verschleiß eine Rolle.
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3.1.4 Kausalität

Eine wichtige Eigenschaft dynamischer Systeme ist ihre Kausalität. Sie besagt, dass der
Wert der Eingangsgröße zur Zeit t = t(0) das Verhalten des Systems nur für künftige
Zeitpunkte t ≥ t(0) beeinflussen kann.
Eine Eingangsgröße zum Zeitpunkt t = t0 kann nur den gegenwärtigen und den zukünftigen
Verlauf t ≥ t0 der Ausgangsgröße beeinflussen.

3.2 Ordnung der Übertragungsfunktion

Blockschaltbilder erlauben eine übersichtliche Darstellung von dynamischen Prozessen und
deren Signalflüsse.

Die häufigste Darstellungsform für das Eingangs- Ausgangsverhalten eines linearen Über-
tragungssystems ist die Übertragungsfunktion. Sie ist eine abstrakte nicht messbare ma-
thematische Beschreibung für das Verhalten eines linearen zeitinvarianten Systems im Fre-
quenzbereich mit der komplexen Variable s.

Der mathematische Begriff einer gebrochenen rationalen Funktion ist definiert als Quotient
zweier Polynome, wobei die Ordnung des Systems im Nenner höher als im Zähler sein muss.
Solche Systeme sind technisch realisierbar und entsprechen dem Eingangs- Ausgangsverhal-
ten eines Übertragungssystems im sogenannten s-Bereich (Bildbereich).

Eine systembeschreibende gewöhnliche Differenzialgleichung kann mit der Laplace-
Transformation in eine Übertragungsfunktion zunächst in Polynom-Darstellung als gebro-
chene rationale Funktion geschrieben werden. Durch Bestimmung der Nullstellen im Zähler
und Nenner dieser Funktion kann die Polynomdarstellung in eine Produkt-Darstellung mit
Linearfaktoren überführt werden. Ein Linearfaktor ist ein Term, in dem die Variable s nur
den Grad 1 hat, d. h. keinen höheren Exponenten als 1 besitzt. Quadratische Linearfaktoren
mit konjugiert komplexen Nullstellen haben den Grad 2.

Die Übertragungsfunktion in Polynom-Darstellung wird mit Hilfe der Nullstellen-
bestimmung nach folgender Gleichung in die Produkt-Darstellung überführt.

Produktdarstellung der Übertragungsfunktion:

G(s) = K ·
∏m

i=1 (s−s0i)∏n
i=1 (s−si)

= K · (s−s01)(s−s02)
(s−s1)(s−s2)

· · ·

Sind die Werte der Nullstellen bzw. der Pole der Linearfaktoren negativ, dann sind die
Produktterme positiv und das System ist stabil. Systeme mit negativen Linearfaktoren
im Nenner (mit positiven Polen) streben nach einer Systemerregung exponentiell einen
theoretisch unendlich großen Wert an .

Die gleiche Übertragungsfunktion in Zeitkonstanten-Darstellung mit Tvi = - 1 /
s0i. Dabei ändert sich der Verstärkungsfaktor infolge der Division mit den Nullstellen.
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G(s) = KT ·
∏m

i=1 (− s
s0i

+1)∏n
i=1 (− s

si
+1)

= KT ·
∏m

i=1 (Tvi ·s+1)∏n
i=1 (Ti ·s+1)

In der Produkt-Darstellung der Übertragungsfunktion können folgende Terme 1. Ordnung
und 2. Ordnung mit konjugiert komplexen Nullstellen mehrfach auftreten:

• Produktterme 1. Ordnung (Linearfaktoren): s-s1 oder in Zeitkonstanten-Darstellung um-
gerechnet: T*s+1

• Linearfaktoren ohne Absolutglied : s - 0 = s, in Zeitkonstanten-Darstellung: T*s
• Produktterme 2. Ordnung (mit konjugiert komplexen Nullstellen): s2 + p*s + q,
In Zeitkonstanten-Darstellung: T2*s2+2*D*T*s+1
Diese 3 nicht mehr aufspaltbaren Teilsysteme (Linearfaktoren bzw. quadratischer Linear-
faktor) haben ein völlig unterschiedliches Übertragungsverhalten im Zeit- und Bildbereich,
ob sie im Nenner oder Zähler der Übertragungsfunktion stehen. Komplizierteste lineare
Systeme höherer Ordnung setzen sich aus diesen Teilsystemen zusammen.

Linearfaktoren haben differenzierendes Verhalten, wenn sie im Zähler der Übertragungs-
funktion stehen und integrierendes oder zeitverzögerndes Verhalten, wenn sie im Nenner
stehen. Sie werden auch als phasenminimale oder reguläre Systeme bezeichnet.
Phasenminimumsysteme sind rationale Übertragungsfunktionen G(s) ohne Totzeit, die nur
Pole und Nullstellen in der linken s-Halbebene haben:

3.2.1 Übertragungsglieder als Blockstruktur im Signalflussplan

Übertragungssysteme können aus Teilsystemen als Blöcke zusammengefasst werden. Es gilt
das Superpositionsprinzip. Die Systeme in Produktdarstellung können in der Reihenfolge
beliebig verschoben werden. Die Systemausgänge dürfen nicht durch nachfolgende System-
eingänge belastet werden (Rückwirkungsfreiheit).

• Parallelschaltung:

Abb. 29

Gleichung der Übertragungsfunktion der Parallelschaltung:

G(s) = G1 (s)+G2 (s)

71



Zeitverhalten elementarer Übertragungsglieder der Übertragungsfunktion

• Reihenschaltung:

Abb. 30

Gleichung der Übertragungsfunktion der Reihenschaltung:

G(s) = G1 (s) ·G2 (s)

• Gegenkopplung oder Rückkopplung:

Abb. 31

Gleichung der Übertragungsfunktion der Gegenkopplung:

G(s) = G1(s)
1+G1(s)·G2(s)

• Gegenkopplung ohne Teilsystem in der Rückführung:
Bei einem Regelkreis, der in dem Gegenkopplungszweig kein statisches oder dynamisches
Teilsystem enthält, wird das System G2(s) = 1.

Damit lautet die Übertragungsfunktion des geschlossenen Regelkreises:

G(s) = G1(s)
1+G1(s)
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Ordnung der Übertragungsfunktion

• Mitkopplung:
Eine Mitkopplung ist eine positive additiv wirkende Rückführung des Signalausgangs auf
den Systemeingang. Sie führt je nach Größe der Verstärkung von G1(s) zur monotonen
Instabilität oder zu einem Hysterese-Effekt.

Gleichung der Übertragungsfunktion der Mitkopplung:

G(s) = G1(s)
1−G1(s)

• Mit G1(s) als offener Regelkreis werden beliebige algebraische Zusammenführungen der
Teilsysteme des Reglers und der Regelstrecke verstanden.

3.2.2 Lineare Systeme mit verzögerndem Verhalten

Die nachstehenden Teilsysteme können beliebig im Zähler und Nenner einer Übertragungs-
funktion G(s) entsprechend der Gesamtsystemstruktur multiplikativ und / oder additiv
kombiniert werden.

• Integrierglied, Kurzform: I-Glied:

G(s) = 1
TN ·s

• Verzögerungsglied, Kurzform: PT1-Glied:

G(s) = K

T ·s+1
• Schwingungsglied, Kurzform: PT2-GliedKK mit konjugiert komplexen Polen.

G(s) = K

(T 2 ·s2 +2 ·D ·T ·s+1)

3.2.3 Lineare Systeme mit differenzierendem Verhalten

• Differenzierglied, Kurzform: D-Glied

G(s) = TV ·s

• Proportional wirkendes D-Glied, Kurzform: PD1-Glied

G(s) = K · (TV ·s+1)

• Proportional wirkendes D-Glied 2. Ordnung mit konjugiert komplexen Polen, Kurzform:
PD2-GliedKK
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Zeitverhalten elementarer Übertragungsglieder der Übertragungsfunktion

G(s) = K · (T 2
V ·s2 +2 ·D ·Tv ·s+1)

Beispiel eines realisierbaren Übertragungssystems 3. Ordnung (Anzahl Pole >
Nullstellen)
Beschreibung einer Übertragungsfunktion G(s) als gebrochene rationale Funktion in Pro-
duktdarstellung mit der Verstärkung K:

G(s) = Y

U
(s) = K · (TV 1 ·s+1) · (TV 2 ·s+1)

(T1 ·s+1) · (T2 ·s+1) · (T3 ·s+1)

Die systembeschreibende Differenzialgleichung dieser Systeme zeigt Stabilität an, wenn alle
Koeffizienten der einzelnen Terme positiv sind. (Mindestvoraussetzung der Stabilität). Die
Übertragungsfunktionen dieser linearen Grundsysteme sind stabil, wenn die Vorzeichen der
zugehörigen Nullstellen negativ sind.

Gleiche stabile Pole und Nullstellen der 3 Grundformen lassen sich in der Produktform (=
Reihenschaltung der Systeme) gegeneinander kürzen und vereinfachen damit die Berechnung
des Gesamtsystems. In der Produktform der Zeitkonstanten-Darstellung im Zähler und
Nenner können die Teilsysteme gegeneinander gekürzt werden, wenn die Zeitkonstanten
TV = T sind.

3.2.4 Globales P-, I-, D-Systemverhalten

Wenn in einer systembeschreibenden Differenzialgleichung oder in der zugehörigen Übertra-
gungsfunktion aus der geschlossenen Reihenfolge der Ableitungen bestimmte Koeffizienten
fehlen, bzw. zu Null gesetzt sind, ergibt sich für das Gesamtverhalten im Zeitbereich fol-
gendes typische Verhalten für den Linearfaktor ohne Absolutglied:
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Ordnung der Übertragungsfunktion

Abb. 32 Sprungantworten des globalen P-, I-, und D-Verhaltens

Globales P-Verhalten
Im stationären Zustand ergibt diese Form der Übertragungsfunktion nach einem Eingangs-
sprung für das Ausgangssignal mit der Verstärkung K ein P-Verhalten im Zeitbereich, weil
alle Linearfaktoren vollständig sind:

G(s) = K · (TV 1 ·s+1) · (TV 2 ·s+1)
(T1 ·s+1) · (T2 ·s+1) · (T3 ·s+1)

Nach dem Einschwingvorgang nach genügend langer Zeit ist die Ausgangsgröße:
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Zeitverhalten elementarer Übertragungsglieder der Übertragungsfunktion

y(t) = lim
t→∞

K ·u(t)

Globales I-Verhalten
Im stationären Zustand ergibt diese Form der Übertragungsfunktion nach einem Eingangs-
sprung u(t) für das Ausgangssignal ein stetig wachsendes Ausgangssignal im Zeitbereich.
Der Linearfaktor ohne Absolutglied befindet sich im Nenner.

G(s) = K · (TV 1 ·s+1) · (TV 2 ·s+1)
T1 ·s · (T2 ·s+1) · (T3 ·s+1)

Nach dem Eingangssprung und genügend langer Zeit ist die Ausgangsgröße:

y(t) = lim
t→∞

K

T1
· t ·u(t) + t0

Globales D-Verhalten
Im stationären Zustand ergibt diese Form der Übertragungsfunktion nach einem Eingangs-
sprung u(t) für die Ausgangsgröße y(t) den Wert 0. Der Linearfaktor ohne Absolutglied
befindet sich im Zähler.

G(s) = K ·TV 1 ·s · (TV 2 ·s+1)
(T1 ·s+1) · (T2 ·s+1) · (T3 ·s+1)

Das Ausgangssignal y(t) lautet:

y(t) = lim
t→∞

K ·TV 1 ·0 = 0
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3.3 Stabilität

Abb. 33 Bedeutung der Pole und der konjugiert komplexen Polpaare in der linken und
rechten s-Halbebene

• Ein dynamisches lineares oder nichtlineares System kann stabil oder instabil (monoton
instabil oder oszillatorisch instabil) sein.

• Ein Regelkreis bestehend aus linearen oder nichtlinearen instabilen Teilsystemen kann
mit geeigneten Reglern zum stabilen Verhalten gebracht werden.

• In einem Regelkreis mit einem Teilsystem mit Totzeit versagen die meisten Stabilitäts-
kriterien, mit Ausnahme des grafischen Nyquist-Kriteriums für den "aufgeschnittenen"
Regelkreis. Abhilfe: Numerische Berechnung des Systemverhaltens des Regelkreises für
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Zeitverhalten elementarer Übertragungsglieder der Übertragungsfunktion

ein gegebenes Eingangssignal und tabellarische Darstellung der Berechnungsfolgen des
Ausgangssignals im diskreten Zeitbereich.

• Der Übertragungsfunktion eines Systems G1(s) kann die transzendente Funktion des Tot-
zeitgliedes GT t(s) = e−sTt multiplikativ angehängt werden zu G(s) = G1(s) ·GT t(s). Diese
Form der Übertragungsfunktion als Gesamtsystem ist nur für Frequenzgang-Analysen ge-
eignet. Eine algebraische Berechnung mit dieser Gleichungsform ist nicht möglich.

Die nachfolgenden Beschreibungen beziehen sich auf Systembeschreibungen der Übertra-
gungsfunktion als gebrochen-rationale Funktion, die sich laut Definition immer linear ver-
halten muss.

3.3.1 Interne Stabilität:

Wenn die Übertragungsfunktion eines Übertragungssystems oder eines Regelkreises vorliegt:

Die Pole einer Übertragungsfunktion bestimmen die Stabilität und die Geschwindigkeit der
Systembewegung. Die Nullstellen einer Übertragungsfunktion haben nur Einfluss auf die
Amplituden des Systems.

Ein Übertragungssystem ist intern stabil, wenn alle (Teil-)Übertragungsfunktionen
nur Pole in der linken s-Halbebene haben.

78



Stabilität

Abb. 34 Beispiel für die Darstellung der externen Stabilität (BIBO-Stabilität) bei
verschiedenen Systemen

3.3.2 Asymptotische Stabilität:

Bedeutung: Das Ausgangssignal eines linearen dynamischen Systems im Zeitbereich strebt
nach einer "Einschwingzeit" als Folge eines Eingangssignals einen stabilen Zustand auf das
Niveau des Eingangssignals mit der Verstärkung K * u(t) an.
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Zeitverhalten elementarer Übertragungsglieder der Übertragungsfunktion

Bedingungen der asymptotischen Stabilität:
• Sämtliche Pole des charakteristischen Polynoms der Übertragungsfunktion müssen
negativ sein.

• Sämtliche Pole des charakteristischen Polynoms müssen von Null verschieden sein,
d.h. es dürfen keine Teilsysteme mit I-Verhalten (Integrator) enthalten sein.
• Es dürfen keine Mehrfachpole im Ursprung der s-Ebene auftreten (d.h. mehrere In-
tegratoren).

• Die Anzahl der Nullstellen der charakteristischen Polynome im Zähler und Nenner
der Übertragungsfunktion muss kleiner als die der Pole sein.

Bedeutung der Pole für das Systemverhalten bei einfachen Polen und konjugiert
komplexen Polenpaaren:
• Lage aller Pole des Übertragungssystems in der linken s-Halbebene:

System ist asymptotisch stabil.

• Lage eines Poles des Übertragungssystems in der rechten s-Halbebene:

System ist monoton instabil.

• Lage eines Poles des Übertragungssystems auf der imaginären Achse (Realteil = 0) der
s-Ebene:

System ist grenzstabil.

• Lage mehrfacher Pole auf der imaginären Achse der s-Ebene:

System ist instabil.

• Konjugiert komplexe Polpaare mit negativem Realteil:

System ist asymptotisch stabil, die Schwingneigung ist von der Dämpfung D abhängig.

• Konjugiert komplexe Polpaare mit einem Realteil gleich oder größer Null:
• System verhält sich monoton instabil oder oszillatorisch instabil.

3.3.3 Externe Stabilität (BIBO-Stabilität)

Wenn die Hardware eines Übertragungssystems bzw. eines Regelkreises oder eines genauen
Modells mit dem Eingangs- und Ausgangssignal vorliegt:

Ein Übertragungssystem gilt als extern stabil, wenn jedes beliebige beschränkte Ein-
gangssignal an dem System auch ein beschränktes Ausgangssignal hervorruft.
(BIBO-Stabilität)
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Lineare phasenminimale und nichtphasenminimale Übertragungssysteme

3.4 Lineare phasenminimale und nichtphasenminimale
Übertragungssysteme

Phasenminimumsystem (reguläres System)
Bei stabilen dynamischen Übertragungssystemen sind die Koeffizienten der systembeschrei-
benden gewöhnlichen Differenzialgleichung positiv bzw. die Nullstellen und Pole der Über-
tragungsfunktion negativ.

• Phasenminimumsysteme sind Übertragungssysteme ohne Totzeit, bei denen die Übertra-
gungsfunktion G(s) nur Pole und Nullstellen in der linken s-Halbebene hat.

• Für einen gegebenen Amplitudengang hat das Phasenminimumsystem eine minimale Pha-
senverschiebung. Die Kenntnis des Amplitudengangs genügt, um auf die Übertragungs-
funktion des Systems schließen zu können.

• Nicht alle Phasenminimumsysteme sind stabil. Sie erfüllen alle den Begriff der "Internen
Stabilität" aber nicht alle sind "Extern stabil".

Nichtphasenminimumsystem (nichtreguläres System)
Ein dynamisches Übertragungssystem hat ein nichtminimales Phasenverhalten, wenn es
eine Totzeit enthält oder die Pole oder Nullstellen der Übertragungsfunktion in der rechten
Seite der s-Halbebene liegen. Der Phasenverlauf des Übertragungssystems ist betragsmäßig
größer, als es bei einem phasenminimalen System mit gleichem Amplitudengang wäre.

Zusammenfassung der Eigenschaften der Nichtphasenminimumsysteme:

• Nichtphasenminimumsysteme enthalten eine Totzeit oder Pole oder Nullstellen in der
rechten s-Halbebene.

• Nichtphasenminimumsysteme mit Polen in der rechten s-Halbebene sind instabile Syste-
me. Dieses System reagiert auf ein Eingangssignal mit einem unbeschränkten Ausgangs-
signal.

• Nichtphasenminimumsysteme mit Polen in der rechten s-Halbebene und Phasenmini-
mumsysteme sind relativ leicht zu regeln.

• Nichtphasenminimumsysteme mit Nullstellen in der rechten s-Halbebene (Allpass-
Systeme) sind stabile Systeme aber sehr schwierig zu regeln.

• Nullstellen in Phasenminimumsystemen und Nichtphasenminimumsystemen haben Ein-
fluss auf die Amplituden der Ausgangssignale. Pole bestimmen das Zeitverhalten.

Nichtphasenminimum-Verhalten wird durch Totzeitglieder oder Allpassglieder in Serie mit
Phasenminimumsystemen verursacht. Dieses Verhalten kann durch Differenzbildung von
phasenminimalen Systemen oder durch positive Rückkopplung in einem Regelkreis entste-
hen. In der Natur können nichtphasenminimale Systeme entstehen, wenn z. B. auf die Lage
einer Masse Beschleunigungskräfte einwirken, wie sie durch die Gravitation oder durch den
Magnetismus hervorgerufen werden. Die Lage der Masse wird zunehmend beschleunigt und
wächst progressiv bis zu einer natürlichen Begrenzung. Klassische Beispiele solcher Systeme
sind: Invertiertes Pendel, Magnetschwebekörper, Laufkatze am Hebekran.

Ein nichtminimalphasiges System ist immer zerlegbar in eine Reihenschaltung bestehend
aus Phasenminimumsystem und Allpass.
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Zeitverhalten elementarer Übertragungsglieder der Übertragungsfunktion

Instabile nichtphasenminimale Systeme beziehen sich auf Verzögerungsglieder 1. und 2.
Ordnung:

G(s) = K

1−T ·s
und G(s) = K

1− (T1 +T2) ·s+T1 ·T2 ·s2

3.5 Allpassglieder

Allpassglieder sind multiplikative Kombinationen von instabilen PD1-Gliedern (positive
Nullstelle im Zähler) und stabilen PT1-Gliedern (negativer Pole im Nenner) der Über-
tragungsfunktion.

Sie reagieren auf einen Eingangssprung u(t) zunächst mit einem Sprung entgegengesetzter
Polarität, um sich dann asymptotisch auf das Niveau des Sprungs einzustellen.

G(s) = K · 1−T1 ·s
1+T1 ·s

Allpassglieder können durch Subtraktion eines PT1-Gliedes von einem DT1-Glied entstan-
den sein (= Parallelschaltung zweier Übertragungsfunktionen).

G(s) = K · 1−T1 ·s
1+T1 ·s

= K ·
( 1

1+T1 ·s
− T1 ·s

1+T1 ·s

)
Allpassglieder sind Systeme, die für alle Frequenzen einen konstanten Amplitudengang ha-
ben. Lediglich die Phase eilt mit unterschiedlicher Abhängigkeit von  nach.

|G(jω)| = 1

Die Sprungantwort des Allpassgliedes im Zeitbereich nach der inversen Laplace-
Transformation lautet:

g(t) = K · (1−2 ·e− t
T1 )

3.6 Totzeitglied

Das Totzeitglied verschiebt ein Eingangssignal u(t) um den Betrag der Totzeit Tt, ohne
das Signal zu verformen.

Beispiel von Totzeitsystemen: Fördermengen mit dem Transportband, Lange Gasdrucklei-
tungen, Spiel in Getriebeübersetzungen, Umschaltvorgänge bei Ventilen und andere Schalt-
vorgänge und Signallaufzeiten.

Im Gegensatz zu den linearen dynamischen Übertragungssystemen kann ein Totzeitsystem
nicht mit einer gewöhnlichen Differenzialgleichung, sondern nur mit einer partiellen Dif-
ferenzialgleichung beschrieben werden. Laufzeitglieder oder Totzeitglieder gehören zu der
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Klasse der Systeme mit verteilten Parametern. Sie haben keine konzentrierten Speicher und
keine Pole und Nullstellen in der endlichen s-Ebene.

Einen wesentlich einfacheren Zusammenhang zwischen der Ein- und Ausgangsgröße eines
Totzeitsystems gewinnt man durch die Darstellung der Totzeit mit der Übertragungsfunk-
tion.

Zeitverhalten des Totzeitgliedes:

y(t) = u(t−Tt)

Sprungantwort:

für t < Tt y(t) = 0

für t ≥ Tt y(t) = 1

Übertragungsfunktion des Totzeitgliedes:
Die Beziehung des Eingangs- und Ausgangsverhaltens des Totzeitsystems wird durch den
Verschiebesatz der Laplace-Transformation wiedergegeben:

G(s) = Y

U
(s) = e−s·Tt

Für Übertragungssysteme mit einem Totzeitglied wird dem linearen System G1(s) die tran-
szendente Funktion des Totzeitgliedes multiplikativ beigefügt:

G(s) = Y

U
(s) = G1(s) ·e−s·Tt
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Abb. 35 Sprungantwort eines Systems mit Totzeit Tt = 2 s und vier in Reihe
geschalteten PT1-Gliedern mit je T = 1 s für einen Ansprung und Rücksprung

Diese Darstellungsform eines Totzeitgliedes bzw. Kombinationen linearer dynamischer Sys-
teme mit einem Totzeitverhalten als Übertragungsfunktion eignet sich für Analysen der
Stabilität nur im Frequenzbereich. Dabei kommen grafische Stabilitätsverfahren wie das
Bode-Diagramm oder die Ortskurve des Frequenzgangs zur Anwendung.

Beispiel
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Gegeben: System mit 4 Verzögerungsgliedern je T = 1 s und Totzeitglied Tt = 2 s

G(s) = Y (s)
U(s)

= 1
(s+1)4 ·e−2·s

Das grafische Beispiel eines Verzögerungssystems mit Totzeit zeigt den nume-
risch berechneten Verlauf der Ausgangsgrößey(t) für einen Eingangssprung u(t) =
1

(
U(s) = 1

s

)
und Rücksprung u(t) = 0.

3.6.1 Padé-Approximation

Ein Totzeitglied kann als ein Allpassglied unendlicher Ordnung zu einem System mit gebro-
chener rationaler Übertragungsfunktion angenähert werden. Dieses Verfahren ist unter der
Padé-Approximation bekannt. Die Genauigkeit der Annäherung hängt von der Ordnung
des Allpassgliedes ab.

Padé-Approximation 1. und 2. Ordnung:

G1(s) = e−s·Tt ≈
1− Tt

2 ·s
1+ Tt

2 ·s
G2(s) = e−s·Tt ≈

1− Tt
2 ·s+ T 2

t
12 ·s2

1+ Tt
2 ·s+ T 2

t
12 ·s2

Der Nachteil dieser Form der Polynomdarstellung 2. Ordnung ist die erforderliche zusätzliche
Rechenarbeit zur faktoriellen Darstellung. Für jede Änderung des Wertes der Totzeit müssen
für die faktorielle Darstellung die Nullstellen und Pole berechnet werden. Je nach Größe der
Totzeit können auch konjugiert komplexe Pole und Nullstellen entstehen.

Folgende Gleichung der modifizierten Padé-Approximation erlaubt die Berechnung der An-
näherung an die Totzeit durch gleiche Allpassglieder beliebiger Ordnung n:

Gn(s) = e−s·Tt ≈
(

1− Tt
2·n ·s

1+ Tt
2·n ·s

)n
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Abb. 36 Totzeitapproximation mit einem Allpass 3. Ordnung.

Die Padé-Approximation der Totzeit bringt bereits bei drei identischen Allpassgliedern (n
= 3) gute Ergebnisse der Totzeit-Annäherung.

Der Allpass mit einem PD-Glied im Zähler mit einer positiven Nullstelle kann wie folgt in
bekannte Teilsysteme 1. Ordnung als PT1-Glied und D-Glied zerlegt werden:

Beispiel von drei identischen Allpassgliedern in Reihenschaltung mit dem Proportionalfaktor
K:

G3(s) ≈ K ·
(

1− Tt
6 ·s

1+ Tt
6 ·s

)3
= K ·

(
1

1+ Tt
6 ·s

−
Tt
6 ·s

1+ Tt
6 ·s

)3
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Für die numerische Berechnung (Eulersches Streckenzug-Verfahren) ergeben sich pro All-
pass folgende drei Gleichungen, die hintereinander pro Berechnungsfolge zu berechnen sind:

(Jedes Ausgangssignal y(k) ist das Eingangssignal u(k) der nächsten Gleichung innerhalb
einer Folge)

PT1 −Glied: y1(k) = y(k−1) +[u(k) −y(k−1)] ·
6 ·∆t

Tt

D-Glied: y2(k) = [u(k) −u(k−1)] ·
Tt

6 ·∆t

Subtraktion: y(k) = K · [y1(k) −y2(k)]

Für die numerische Berechnung der Reihenschaltung von 3 Allpässen sind damit 9 Glei-
chungen pro Berechnungsfolge erforderlich.

Bei Anwendung der Tabellenkalkulation durch die INDEX-Anweisung: „INDEX (Bezug:
Spalte; Bereich)“ wird ein Index verwendet, um aus einem Bezug einen Wert zu wäh-
len. Damit ist für die exakte Totzeit-Berechnung nur eine Gleichung pro Berechnungsfolge
erforderlich.
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4 Mathematische Modelle eines
technischen dynamischen Systems

4.0.2 Mathematische Modelle eines technischen dynamischen Systems

Die Aufgabe eines mathematischen Modells eines realen dynamischen Prozesses dient dem
Erkennen und der Vorhersage des Systemverhaltens bei messtechnisch erfassbaren System-
Einflussgrößen. Dazu zählen z.B. durch rechnergesteuerte Simulation:

• Systemverhalten bei kritischen Umgebungsbedingungen, bestimmten Testsignalen, Stör-
signalen,

• Optimierung des Reglers bei geregelten Systemgrößen,
• Zerstörungsfreie Systemprüfung im Anlagenbau, in der verfahrenstechnischen Industrie,
in der Chemieindustrie bei Großsignalverhalten.

Dynamische Systeme mit konzentrierten Parametern als Eingrößen- und Mehrgrößensys-
teme können sich linear, nichtlinear, zeitinvariant, zeitvariant und global-proportional, -
integral und -differenzial verhalten. Systeme mit konzentrierten Parametern (Feder-Masse-
System) haben im Gegensatz zu Systemen mit verteilten Parametern (z. B. Wärmefluss im
homogenen Medium) keine räumliche Ausdehnung.

Häufig wird für die lineare Systembeschreibung als sogenannte Bewegungsgleichung die sys-
tembeschreibende gewöhnliche Differenzialgleichung mit konstanten Parametern verwendet.
Viele ausgeführte technische dynamische Systeme enthalten nichtlineare, totzeitbehaftete
und begrenzende Komponenten, so dass mit der Beschreibung der Differenzialgleichung nur
eine Annäherung an das tatsächliche Verhalten eines realen Systems sein kann. Die meis-
ten Prozesse sind mit dynamischen Systemen nichtlinear, so dass lineare Annäherungen
getroffen werden müssen.

Gut angepasste Modelle aus vermischten linearen und nichtlinearen Systemen können nur
numerisch definiert und mit Computern berechnet werden.

Begriffsklärungen der konträren Eigenschaften mathematischer Modelle
dynamischer Übertragungssysteme:

Modell-Eigenschaften Eigenschaft 1 Eigenschaft 2 Kommentar
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Modell-Eigenschaften Eigenschaft 1 Eigenschaft 2 Kommentar
Modell-Erstellung analytisch experimen-

tell
Analytisch durch Dif-
ferenzialgleichungen
und Übertragungs-
funktionen
experimentell meis-
tens durch die Sys-
temsprungantwort.

Modell-Darstellung parametrisch nicht-
parametrisch

Parametrisch in Form
einer Differenzialglei-
chung entweder analy-
tisch
oder experimentelle
Identifikation.
Die Sprungantwort
ist ein nichtparame-
trisches dynamisches
Modell

Modellverhalten linear nichtlinear Ein lineares System
muss der Linearitäts-
eigenschaft des „Su-
perpositionsprinzips“
entsprechen.
Nichtlineare Systeme
können im Arbeits-
punkt linearisiert wer-
den
oder durch Werte-
tabellen numerisch
berechnet werden.

Modellverhalten dynamisch statisch Ein dynamisches Mo-
dell enthält Energie-
speicher, die das Zeit-
verhalten bestimmen.
Ein statisches Modell
kat kein Zeitverhal-
ten. Es kann in einem
dynamischen Modell
enthalten sein, wenn
die zeitlichen Ablei-
tungen der Ein- und
Ausgangsgrößen des
Modells (Differenzi-
algleichung) zu Null
gesetzt werden.
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Modell-Eigenschaften Eigenschaft 1 Eigenschaft 2 Kommentar
Darstellung der Para-
meter

konzentriert verteilt Dynamische Syste-
me ohne räumliche
Ausdehnung der Sys-
temspeicher haben
konzentrierte Sys-
temparameter. Bei-
spiel: Masse, Konden-
sator! Die System-
Ausgangssignale sind
nur zeitabhängig.
Dynamische Systeme
mit räumlicher Vertei-
lung der Systemspei-
cher enthalten verteil-
te Systemparameter.
Beispiel: Wärmefluss
in einem homogenen
Medium, Spannungs-
abfall in elektrischen
Leitungen. Bei die-
sen Systemen sind
die Variablen nicht
nur Funktionen der
Zeit sondern auch von
Ortskoordinaten ab-
hängig. (Beschreibung
durch partielle DGL)

Zeitabhängigkeit der
Parameter

zeitinvariant zeitvariant Zeitinvariante Sys-
teme werden durch
gewöhnliche DGL mit
konstanten
Koeffizienten beschrie-
ben.
Bei zeitvarianten Sys-
temen hat die ge-
wöhnliche DGL keine
konstanten Parameter.
Beispiel: Die Masse
einer Rakete reduziert
sich während des An-
triebs.
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Modell-Eigenschaften Eigenschaft 1 Eigenschaft 2 Kommentar
Beschreibungsform
des Modellverhaltens

kontinuier-
lich

diskret Die Differenzialglei-
chung f(t) oder die
Übertragungsfunktion
F(s) beschreiben
kontinuierliche Funk-
tionen.
Differenzengleichungen
beschreiben zeitdiskre-
te Darstellungen für
ein kleines
Zeitintervall Δt.
Durch rekursive Be-
rechnung addiert sich
für jede Berechnungs-
folge k ein neuer Wert
Δy(k) zum alten Wert
y(k-1). Damit entsteht
ein gebrochener
Zeitverlauf für
y(k*Δt). Alle Berech-
nungsgrößen treten im
zeitlichen Abstand Δt
auf.

Modellordnung exakt reduziert Die Systemidentifika-
tion kann theoretisch
anhand physikalischer
Grundlagen
getroffen werden. Da-
mit ist die Ordnung
der Systemspeicher
exakt erfasst.
Durch das Verfahren
der experimentellen
Systemidentifikation
ergibt sich häufig
ein Modell reduzierter
Ordnung.

Modellvarianten vollständig vereinfacht Je nach Bedeutung
eines dynamischen
Prozesses wird ein
vollständiges oder
vereinfachtes Modell
der Aufgabenstellung
angepasst (Kosten-
Nutzen-Bewertung).
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4.0.3 Modellierung eines unbekannten dynamischen Systems

Für die Ermittlung eines guten mathematischen Modells eines realen Systems müssen sowohl
die Systemstruktur als auch die Parameter (Systemkonstanten) ermittelt werden. Die Auf-
gabe der Systemidentifikation kann theoretisch (anhand physikalischer Grundlagen) oder
experimentell durch Messung des Ein- Ausgangsverhaltens mittels geeigneter Testsignale
erfolgen:

Vorgehensweise zur Modellierung eines dynamischen Systems mit Differenzial-
gleichungen
• Systemzerlegung in rückwirkungsfreie einfache Teilsysteme,
• Definition der physikalischen Gesetze der Teilsysteme:

Mechanische Systeme: Newtonsches Gesetz, Kräfte- und Momenten-Gleichgewicht, Erhal-
tungssätze von Impuls, Drehimpuls und Energie.

Elektrische Systeme: Kirchhoffsche Gesetze, Ohmsches Gesetz, Induktionsgesetz, Maxwell-
sche Gleichungen (bei Feldern, d.h. örtlich verteilten Systemen),

Thermische Systeme: Wärmeleitungs- und Wärmeübertragungsgesetze, Erhaltungssätze
der inneren Energie oder Enthalpie.

Systeme mit Stofftransport: Gesetz der Gasdynamik, Diffusionsgesetz.

• Kopplungsbeziehungen bei Mehrgrößensystemen beschreiben,
• Zusammenfassung aller Gleichungen zu einer Differenzialgleichung, eines Differenzialglei-
chungssystems oder einer Übertragungsfunktion.

Systeme mit Energiespeichern wie Spannung an einem Kondensator, Strom in einer In-
duktivität, bei einem Feder-Massesystem die potentiellen und kinetischen Energieanteile
führen trotz der unterschiedlichen physikalischen Systemgrößen zu identischen Strukturen
der systembeschreibenden Differenzialgleichungen bzw. im komplexen Frequenzbereich zu
identischen Übertragungsfunktionen.

Für lineare bzw. angenäherte lineare dynamische Systeme sind verschiedene Methoden der
Modellierung bekannt.

Die Analyse eines bestehenden technischen Übertragungssystems erfolgt bei globalen P-
oder I-Verhalten meistens durch die Sprungantwort, Impulsantwort oder durch Einspeisen
einer variablen sinusförmigen Frequenz konstanter Amplitude.

Für einfache Ansprüche der schnellen Bestimmung einer Ersatzbeschreibung eines realen
Übertragungssystems existieren verschiedene heuristische Verfahren, die auch unter dem
Begriff "Faustformelverfahren" in der Regelungstechnik bekannt sind. Sie beziehen sich
meist auf die grafisch aufgezeichnete Sprungantwort einer Regelstrecke für nichtschwin-
gende lineare Systeme höherer Ordnung. Häufig werden für diese Verfahren der einfachen
Bestimmung der Streckenparameter die für einen Regelkreis erforderlichen Parameter der
Standardregler (P-, I-, PI-, PD-, und PID-Regler) zugehörig mitgeliefert.
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Modellierung eines linearen dynamischen Systems durch die Aufstellung der
Differenzialgleichung

Ein einfaches Beispiel der theoretischen Entwicklung der systembeschreibenden Differenzi-
algleichung wird in dem Kapitel „Entstehung einer Differenzialgleichung“ mit einem RLC-
Netzwerk gezeigt. Bei diesem Beispiel der Berechnung eines Systems aus Kombinationen
von Bauelementen aus Widerständen, Kondensatoren und Induktivitäten unter Vernach-
lässigung von parasitären Eigenschaften der Bauelemente (Kapazität einer Induktivität,
Induktivität eines gewickelten Widerstandes, Temperatureinfluss) handelt es sich um ein
reales Modell eines linearen Systems mit konzentrierten Energiespeichern und nicht um
eine Annäherung.

Modellierung nach der Frequenzganganalyse

Die experimentelle Systemidentifikation eines realen Systems erfolgt durch Messung des
Eingangs-Ausgangs-Verhaltens durch Anregung mit einer Wechselspannung variabler Fre-
quenz. Anhand der Asymptoten-Schnittpunkte des Frequenzgangs im Bode-Diagramm kann
auf die Übertragungsfunktion des Systems geschlossen werden. Die Prüfung des Phasen-
gangs ist erforderlich, wenn das Gesamtsystem eine Totzeitkomponente enthält.

Modellierung eines linearen Systems mit Totzeit durch ein
PT2-Verzögerungsglied und Ersatztotzeit

Sehr gute Modelle erhält man aus der Sprungantwort eines Systems durch Approximation
mit einem PT2-Glied und einer Ersatztotzeit. Das PT2-Glied und das Ersatz-Totzeitglied
wirken als Reihenschaltung. Details werden in den nachfolgenden Kapiteln behandelt!

4.0.4 Mathematische Werkzeuge

Die Analyse des Verhaltens eines dynamischen Systems zur Erstellung eines Modells und ins-
besondere für die experimentelle Systemidentifikation erfordert die Kenntnis der mathema-
tischen Werkzeuge zur Beschreibung der synthetischen Zusammenstellung unterschiedlicher
Teilsysteme wie zum Beispiel entkoppelte Verzögerungssysteme, Integrationen, Totzeitsys-
teme, nichtlineare statische Systeme.

Wegen des hohen Bekanntheitsgrades und der übersichtlichen Gleichungsdarstellung wer-
den lineare Modelle häufig im s-Bereich als Übertragungsfunktionen dargestellt. Lineare
gewöhnliche Differenzialgleichungen mit konstanten Koeffizienten können durch die Laplace-
Transformation beliebig in den s-Bereich und umgekehrt können Übertragungsfunktionen
vom s-Bereich in den Zeitbereich transformiert werden. Für die Systemberechnung mit An-
fangswerten ist die mathematische Form der Differenzialgleichungen vorteilhaft.

Die transzendente Darstellung der Totzeitsysteme GT t(s) = e−Tt·s ist nur für die grafische
Darstellung im komplexen Frequenzbereich geeignet. Der Systementwurf im Frequenzbe-
reich hat nur eine informative didaktische Bedeutung. Regelkreise mit Totzeitsystemen las-
sen sich nur numerisch einfach berechnen.
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Mit der numerische Behandlung und der diskreten Zeit Δt lässt sich jede Modellanpassung
eines Übertragungssystems oder eines Regelkreises berechnen. Es ist gleichgültig, ob die
Systembeschreibungen als Übertragungsfunktion oder Differenzialgleichungen vorliegen.

Lösung von Differenzialgleichungen mit Anfangswerten:

Lineare gewöhnliche Differenzialgleichungen mit konstanten Koeffizienten beliebiger Ord-
nung lassen sich im Gegensatz zur klassischen Lösung sehr einfach mit der numerischen
Differenzengleichung der Integration lösen.

Abb. 37 Signalflussplan zur Lösung einer DGL in der expliziten Darstellung. Die
Zustandsvariablen xi ergeben sich durch die Integrationen.

Beispiel systembeschreibende DGL 2. Ordnung:

a2 · ÿ(t)+a1 · ẏ(t)+a0 ·y(t) = b0 ·u(t)

• Es wird die explizite Form nach der höchsten Ableitung verwendet, d.h. alle Terme der
Gleichung werden durch den Koeffizienten a2 dividiert und dann nach ÿ(t) freigestellt.

ÿ(t) = 1
a2

· (−a0 ·y(t)−a1 · ẏ(t)+ b0 ·u(t))
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• Jede Ableitung von y(t) wird nach dem Signalflussplan der expliziten Darstellung nume-
risch durch die Differenzengleichung der Integration integriert. Die Differenzengleichung
der numerischen Integration mit der Berechnungsfolge k(0, 1, 2 ...kMAX) und T = 1
(Euler-Streckenzugverfahren) lautet:

y(k) = y(k−1) +u(k) · ∆t
T

• Sämtliche Signaloperationen erfolgen algebraisch

• Anfangswerte können einfach für jeden Integrator (Energiespeicher) vorgegeben werden.
Die Integrationen finden über Integrierglieder mit den gewünschten Anfangswerten statt.
Die Integratoren starten zum Zeitpunkt t = k*Δt = 0 mit der Rekursionsfolge k =
0 und enden bei kMAX. Weil es sich damit um bestimmte Integrale handelt, müssen
keine Integrationskonstanten wie bei der klassischen Lösung einer Differenzialgleichung
ermittelt werden.

• Siehe Beispiel des Hauptkapitels „Numerische Berechnung dynamischer Systeme“ unter
Anwendung numerischer Berechnungen.

→ Siehe "Berechnungsbeispiel gewöhnliche DGL 2. Ordnung mit Anfangswerten" Kapitel:
Numerische Berechnung dynamischer Systeme1

Kombinierte nichtlineare und lineare Systeme

Die Zusammensetzung unterschiedlicher Teilsysteme mit einer Totzeit und differenzieren-
dem, verzögerndem, begrenzendem und nichtlinearem Verhalten zu Steuerstrecken und Re-
gelkreisen können nur numerisch berechnet werden.

• Lineare Systeme: Für die Beschreibung der linearen Systeme stehen Differenzengleichun-
gen zur Verfügung.

• Nichtlineare Systeme können mit Werteangaben in tabellarischer Form benutzt werden.

• Begrenzungseffekte erfordern logische zeitunabhängige Gleichungen. (WENN-, DANN-,
SONST-Anweisungen)

• Totzeitsysteme können durch programmierte Laufzeit-Schleifenbildung beliebiger Rechen-
programme nachgebildet werden bzw. bei Anwendung der Tabellenkalkulation durch die
INDEX-Anweisung:

Die Anweisung „INDEX ( Bezug: Spalte; Bereich)“ verwendet einen Index, um aus einem
Bezug einen Wert zu wählen.

• Tabellarische Darstellung der Zwischen- und Endergebnisse. Zum Verständnis des System-
verhaltens und insbesondere des inneren System-Bewegungsablaufs bei Mit- und Rück-
kopplungen sollten alle Teil- und Endergebnisse numerischer Berechnungen tabellarisch

1 Kapitel 7 auf Seite 173
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pro Berechnungsfolge k=(0, 1, 2, ...kMAX) pro Zeile abgelegt werden. Die Programmier-
sprache numerischer Berechnungen ist beliebig. Es empfiehlt sich die Anwendung der Ta-
bellenkalkulation, weil keine Formatierungsaufgaben erforderlich sind und die grafische
Darstellung beliebiger Ergebnisse bereits mitgeliefert wird.

4.0.5 Modell-Bestimmung durch Approximation an die Sprungantwort
eines Systems höherer Ordnung

Das bekannteste Verfahren der Identifikation eines dynamischen Systems mit globalen P-
Verhalten aus der Sprungantwort ist das Wendetangentenverfahren. Es ist kein Modell im
Sinne der Systemtheorie, bei dem sich das Modell ähnlich wie das modellierte Originalsystem
verhält, sondern es handelt sich um empirisch gefundene Werte, aus denen sich Parameter
für die Anwendung von Standardreglern für Regelkreise geringer Ansprüche bilden lassen.

97



Mathematische Modelle eines technischen dynamischen Systems

Abb. 38 Ermittlung der Kennwerte aus der Sprungantwort eines dynamischen
Übertragungssystems für das Wendetangentenverfahren.

Wendetangentenverfahren:

Industrielle Regelstrecken höherer Ordnung mit globalen P-Verhalten mit oder ohne Totzeit
lassen sich nach einer messtechnischen Aufzeichnung der System-Sprungantwort durch eine
grafisch an den Gradienten des Signalanstiegs im Wendepunkt angelegte Tangente für eine
Auslegung von Standardregelkreisen identifizieren. Die Abszisse mit dem Zeitmaßstab wird
durch die Tangente in die Zeitabschnitte der Verzugszeit TU und Anstiegszeit Tg zerlegt.
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Die genaue Lage des Wendepunktes der Sprungantwort kann – falls erforderlich – durch
einfaches Differenzieren dy / dt oder manuell Δy / Δt ermittelt werden.
Die stationäre P-Verstärkung Kp des Systems ergibt sich nach genügend langer Zeit aus
dem Ausgangs-Eingangssignalverhältnis y(t) / u(t).
Das Wendetangentenverfahren liefert Kennwerte einer System-Sprungantwort, anhand derer
Einstellwerte für regelungstechnische Anwendungen aus einer Tabelle entnommen werden
können.

→ Siehe auch Wikipedia-Artikel: Faustformelverfahren (Automatisierungstechnik)2

4.0.6 Synthetische Modell-Bestimmung nach der
System-Sprungantwort

Für ein bestehendes dynamisches Übertragungssystem höherer Ordnung handelt es sich in
den meisten Fällen um ein System mit globalen P-Verhalten (Regelstrecke mit Ausgleich)
oder globalen I-Verhalten mit und ohne Totzeit. Aus der Sprungantwort eines dynamischen
Systems mit P-Verhalten kann nicht so einfach die Systemordnung und ein mögliches Tot-
zeitverhalten erkannt werden. Deshalb bietet sich für ein derartiges System ein Modell an,
das aus der Reihenschaltung eines Totzeitgliedes und eines Verzögerungsgliedes zu wählen-
der Ordnung besteht.

Je nach Ergebnis des Verhaltens der Sprungantwort eines linearen Systems höherer Ordnung
mit und ohne Totzeit folgt die synthetische Zusammensetzung eines Modells aus einfachen
Komponenten wie die Reihenschaltung von einem Totzeitglied und Verzögerungsgliedern
und gegebenenfalls die eines I-Gliedes, deren mathematische Schreibweisen bekannt sind.

Das Ziel für die Auslegung des Modells ist, das möglichst identische Zeitverhalten bei der
Sprungantwort oder der Impulsantwort mit dem Original zu erreichen. Mit der numerischen
Berechnung und grafischen Darstellung können die zu optimierenden Parameter des Modells
in weiten Grenzen verändert werden, bis die Sprungantworten des Originals mit dem Modell
übereinstimmen.

Vorgehensweise
• Die Sprungantwort des Originals mit globalen P-Verhalten (Regelstrecke mit Ausgleich)
ist bekannt.

• Als Modell wird die Reihenschaltung eines Ersatz-Totzeitgliedes (Ersatztotzeit Tte) mit
einem Verzögerungsglied n-ter Ordnung (Ersatz-Zeitkonstante Te) wie folgt gewählt:

G(s) = e−Tte·s

(Te ·s+1)n

• Durch die vorzugsweise numerische Berechnung wird der Verlauf des Verzögerungsgliedes
mit dem Parameter Te dem Verlauf des Gradienten der Originalfunktion in Übereinstim-
mung gebracht. Die Ordnung n des Verzögerungsgliedes kann beliebig sein. Es empfiehlt

2 http://de.wikibooks.org/wiki/%3Aw%3AFaustformelverfahren%20%28Automatisierungstechnik%
29
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sich die Ordnung 1 oder 2. Die Ordnung 2 erlaubt eine leichtere Anpassung des Modell-
Verzögerungsgliedes an das Original.

• Durch zeitliche Verschiebung der Verzögerungsfunktion bis zur Deckung mit der Origi-
nalfunktion wird die Ersatztotzeit Tte bestimmt.

Die Übergangsfunktion (Sprungantwort) eines Modells niedriger Ordnung für ein lineares
System höherer Ordnung kann natürlich nicht mit dem Original identisch sein. Es stellt
sich die Frage, wie exakt die Sprungantwort des Modells mit dem Original übereinstimmen
muss, damit der Modellfehler gering bleibt?

Abb. 39 PT1-Tte-Modellapproximation an die Sprungantwort eines
PT5-Verzögerungsgliedes
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Das Modell wird genauer, wenn der Anstiegsgradient des Verzögerungsgliedes grafisch zeit-
lich über die Lage des Wendepunktes des Anstiegsgradienten des Originals zu größeren
Werten verschoben wird und damit drei kleine Flächen mit dem Original einschließt.

PT1-Tte-Modell eines Systems höherer Ordnung aus der Sprungantwort

G(s) = e−Tte·s

Te·s+1

In dem dargestellten grafischem Beispiel der Sprungantwort eines dynamischen Systems
5. Ordnung gleicher Zeitkonstanten mit dem PT1-Tte-Modell wurde numerisch berechnet
und mit dem im nächsten Kapitel angegebenen Verfahren auf gute Annäherung geprüft. Es
handelt sich um ein relativ genaues und geprüftes PT1-Tte-Modell, das sich auch in einem
Regelkreis – in bestimmten Grenzen – wie das Original verhält.

Andere PT1-Tte-Modellierungsverfahren
In der Fachliteratur werden auch Methoden für die Bestimmung der Größe der Ersatz-
zeitkonstanten Te beschrieben, in dem durch die zwei Schnittpunkte des Modells mit dem
Original Y1(t1), Y2(t2) geometrisch die Ersatz-Verzögerungszeitkonstante Te berechnet
wird. 3

Die Berechnung setzt voraus, dass eine Annahme getroffen wird, wie der Verlauf des PT1-
Gliedes um die Ersatztotzeit Tte versetzt erfolgen muss, damit die Schnittpunkte zwischen
Original und Modell entstehen können.

Ersatz-Zeitkonstante Te:
Te = t2−t1

ln
YMAX −Y1
YMAX −Y2

Ersatztotzeit Tte
Tte = Te · ln(1− Y1

YMAX
)+ t1

Andere empirische Verfahren der Bestimmung eines PT1Tte--Modells beziehen sich direkt
auf das Zeitverhalten der Sprungantwort eines PT1-Gliedes:
PT1-Modell:

yP T1(t) = 1−e− t
Te

PT1-Tte-Modell

yP T1Tte(t) = 1−e− t−Tte
Te für yP T1Tte(t) > 0

3 7Jan Lunze35406890792008Regelungstechnik 1: Systemtheoretische GrundlagenSpringer Kapitel: Kenn-
wertermittlung für PT1Tt-Glieder.
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Für die angegebenen Gleichungen werden für die Parameter Te und Tte so oft unterschied-
liche Werte eingesetzt, bis die Sprungantworten des Modells mit der des Originals ungefähr
übereinstimmen.

Fazit: Es gibt keine vernünftige Alternative zur genauen Modellbestimmung als die nume-
rische Berechnung.

Abb. 40 PT2-Tte-Modellapproximation an die Sprungantwort eines
PT5-Verzögerungsgliedes

PT2-Tte-Modell eines Systems höherer Ordnung aus der Sprungantwort

Verzögerungen 1. Ordnung haben keinen Wendepunkt, weil das zeitliche Verhalten der
Sprungantwort sich kontinuierlich mit abnehmender Geschwindigkeit der Asymptote nä-

102



Totzeitglied

hert. Die Sprungantwort einer PT2-Verzögerung hat im Bereich des Wendepunktes einen
annähernd linearen Bereich konstanter Signal-Geschwindigkeit, bei der sich das grafische
Anlegen einer Tangente vereinfacht.

G(s) = e−Tte·s

(Te·s+1)2

Der Verlauf des PT2-Gliedes mit zwei gleichen Zeitkonstanten Te wird dem Verlauf des
Originals im Bereich beider Wendepunkte durch die Ersatzzeitkonstante Te und durch die
Ersatztotzeit Tte so angeglichen, dass im Bereich der Wendepunkte das PT2-Tte-Modell
zeitlich mit dem Original zwei Schnittpunkte und damit drei kleine Flächen bildet, also Tte
>> Tu ist.
Das grafische Bild zeigt das optimierte PT2-Tte-Modells zur Sprungantwort eines dyna-
mischen Systems 5. Ordnung mit gleichen Zeitkonstanten und globalen P-Verhalten. Das
Modell und das Original zeigen in je einem Regelkreis mit gleichem PI-Regler weitgehend
identische Eigenschaften. Selbst bei Einsatz in je einem Regelkreis mit einem PID-Regler
bei einer gewählten Dämpfung mit einer Überschwingweite von ca. 5 % verhält sich das Mo-
dell sehr ähnlich gegenüber dem Original. Das ist insofern erstaunlich, weil die zwei in der
Reihenstruktur zerlegbaren PD-Anteile des PID-Reglers bei Pole-Nullstellen-Kompensation
der Regler-Auslegung mit der Original-Regelstrecke bei dem Modell den Einfluss der Pole
reduzieren und damit eine Modell-Regelstrecke mit dominanter Totzeit hervorrufen.

PT2-Tte-Tt-Modell eines Systems höherer Ordnung mit Totzeit

Modell für Systeme mit Totzeit Tt:

G(s) = e−(Tte+Tt)·s

(Te ·s+1)2

An dem Modell hat sich gegenüber dem mit echter Totzeit Tt behafteten Original nur die
Totzeitsumme Tt+Tte geändert. Alle übrigen Beziehungen gelten wie für das PT2-Tte-
Modell.

Weil in einer Sprungantwort eines realen Übertragungssystems höherer Ordnung der Anteil
der echten Totzeit Tt nicht erkennbar ist, gilt das bewährte Modell mit einer Verzögerung
2. Ordnung und Ersatztotzeit Tte sowohl für Übertragungssysteme mit und ohne Totzeit
Tt:

G(s) = e−Tte·s

(Te·s+1)2
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Abb. 41 Führungsgrößen-Sprungantworten von PT2-Tte-Modell und PT5-Original in je
einem Regelkreis mit I-Regler

Prüfung des Modellverfahrens in einem Regelkreis mit einem I-Regler

Das Verfahren der Erstellung eines Modells kann überprüft werden, indem man durch Ab-
schätzung der Sprungantwort des unbekannten Übertragungssystems ein nicht genaues,
aufwendiges, bekanntes, virtuelles Original mit Totzeit und Verzögerung höherer Ordnung
bestimmt. Werden das virtuelle Original und das Modell des virtuellen Originals in je einen
Regelkreis mit einem I-Regler gleicher Regelparameter eingebunden, dann muss bei einem
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guten Modell eine weitgehende Übereinstimmung in den Sprungantworten der Regelgrößen
erzielt werden.

Die VerstärkungKp des I-Reglers sollte so groß gewählt werden, dass die Kreisdämpfung mit
der Regelstrecke des Originals sehr gering ist und die Regelgröße sehr stark überschwingt.
Damit machen sich Modellfehler stärker bemerkbar.

Beispiel der Prüfung der Modell-Güte

• Virtuelles Original 5. Ordnung mit bekannten Parametern ohne Totzeit:

G(s) = 1
(T ·s+1)5

Gewähltes Modell des virtuellen Originals mit einer Verzögerung 2. Ordnung und Ersatz-
totzeit Tte:
G(s) = e−Tte·s

(Te·s+1)2

Anmerkung: Die Approximation eines Modells an das Original höherer Ordnung mit glei-
chen Zeitkonstanten ist schwieriger als die Anpassung an ein Original mit unterschiedlichen
Zeitkonstanten der gleichen Ordnung!
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Abb. 42 Führungsgrößen-Sprungantworten von PT2-Tte-Modell und PT5-Original in je
einem Regelkreis mit PID-Regler

• Vorzugsweise werden die Sprungantworten des virtuellen Originals und des Modells mit-
tels numerischer Berechnungen an einem PC durchgeführt.

• Die Sprungantwort des virtuellen Originals wird für die gewählte Zeitkonstante T grafisch
am Bildschirm abgebildet.

• Der Gradient der Sprungantwort des Modells wird durch empirische Wahl der Zeitkon-
stante Te dem Gradienten des virtuellen Originals in Übereinstimmung gebracht.

• Die Ersatztotzeit Tte des Modells wird im Diagramm wird durch zeitliche Verschiebung
der Verzögerungsfunktion zur Deckung mit der Sprungantwort des virtuellen Originals
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bestimmt. Der Feinabgleich für Te und Tte zur korrekten Deckung der beiden Sprung-
antworten ist noch jederzeit möglich.

Die bevorzugte vereinfachte Modellstruktur des Modells und das virtuelle Original kön-
nen durch Einbindung in je einem Regelkreis mit einem I-Regler und einer eingestellten
Kreisdämpfung D < 0,1 (d.h. große Überschwingung der Regelgröße) mit gleichen Regler-
parametern geprüft werden. Sind für beide Modell-Regelkreise die An- und Ausregelzeiten
und die Überschwingweiten der Regelgrößen näherungsweise identisch, handelt es sich um
ein gutes Modell.

4.0.7 Modelle für Systeme mit verteilten Energiespeichern

Systemspeicher im dynamischen System

Physikalisch betrachtet ist der Zustand eines dynamischen Systems durch den Energiege-
halt der im System vorhandenen Energiespeicher zu einem beliebigen Zeitpunkt bestimmt.
Das zeitliche Verhalten der Systemausgangsgröße y(t) eines Übertragungssystems zu einem
beliebigen Zeitpunkt t = t0 ist abhängig vom Energiegehalt der Systemspeicher (Anfangs-
werte), von den Systemparametern und der Systemeingangsgröße
u(t). Die Vorgeschichte des Systems für y(t) zur Zeit t < 0 hat keine Bedeutung für die
betrachtete Zeit t > 0.
Lineare zeitinvariante dynamische Systeme mit konzentrierten Speichern (ohne räumliche
Ausdehnung!) werden durch gewöhnliche Differenzialgleichungen y =f(t) mit konstanten
Koeffizienten beschrieben. Konstante Koeffizienten bedeuten, dass sich das Zeitverhalten
des Systems nicht ändert. Diese Systeme können auch in einer speziellen Darstellung der
Differenzialgleichung im Zustandsraum y = f(t) oder durch Transformation der Differenzi-
algleichung zu Übertragungsfunktionen G = f(s) beschrieben werden. Übertragungsfunk-
tionen behandeln keine Anfangswerte, das System mit f(s) ist für den Ruhezustand definiert.

Systeme mit verteilten Energiespeichern

Dynamische Systeme mit räumlicher Verteilung der Systemspeicher enthalten verteilte Sys-
temparameter. Beispiel: Wärmefluss in einem homogenen Medium, Spannungsabfall in elek-
trischen Übertragungsleitungen. Bei diesen Systemen sind die Variablen nicht nur Funktio-
nen der Zeit, sondern auch von Ortskoordinaten abhängig. Als Beschreibung eines derartigen
Systems gilt allgemein die partielle Differenzialgleichung, bei der die gesuchte Funktion von
zwei Variablen abhängt, vom Ort und von der Zeit.

Problematisch ist beispielsweise die zeitabhängige Beschreibung des Wärmeflusses in ver-
schiedenen Medien wie bei Gasen, Flüssigkeiten, Feststoffen und Metallen. Bei einer gewöhn-
lichen Heizungsregelung handelt es sich bei der Regelstrecke um ein System mit verteilten
Energiespeichern in Flüssigkeiten oder Feststoffen.

Kompliziert oder beinahe unmöglich ist die geforderte Systemabgrenzung der in der Pra-
xis bei ausgeführten Übertragungssystemen verschiedenster geometrischer Formen von der
Umgebung. Trifft eine bekannte Strahlungsenergie auf ein System, bei dem die Masse, Ober-
fläche, Homogenität, Wärmewiderstand, Wärmeableitungen unbekannt sind, so kann nur
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ein messtechnischer Versuch das zeitliche Verhalten der Temperatur an einem bestimmten
Ort des Systems zu bestimmten Umgebungsbedingungen klären.

Vereinfachtes Ersatzmodell für Systeme mit verteilten Energiespeichern

Betrachtet man den Temperaturverlauf in einem homogenen Medium an verschiedenen weit
entfernten Messorten von der Wärmequelle nach einem positiven Wärme-Energiesprung, so
erreicht der am weitesten entfernte Messort am spätesten das Temperatur-Maximum. Nach
genügend langer Zeit ist der stationäre Zustand am Messort erreicht, wenn der Wärme-
zufluss gleich dem Wärmeabfluss ist. Im stationären Zustand beliebiger Messorte sind die
Temperaturwerte nach einem Temperatursprung mit steigender Entfernung vom System-
eingang immer kleiner. Die Ursache liegt darin, dass das Medium ein mehr oder weniger
guter Wärmeleiter ist, von dem je nach äußeren Abmessungen die Wärmeenergie durch
Konvektion, Strahlung oder Ableitung mit anderen Materialien abfließt.
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Abb. 43 Messtechnische Erfassung des Wärmeflusses als Sprungantwort einer
Sandsteinplatte an zwei Messorten

Ein elektrisches Modell zum Verständnis dieses Verhaltens ist eine Kombination von gleichen
RC-Gliedern (Widerstand-Kondensator-Schaltung T = R * C) mit gleichen Zeitkonstanten
T. Die Übergangsfunktion (Sprungantwort) eines derartigen Systems mit einer Kette von
z. B. vier RC-Gliedern ohne Abschlussglied in Reihenschaltung lautet:

G(s) = 1
T 4 ·s4 +7 ·T 3 ·s3 +15 ·T 2 ·s2 +10 ·T ·s+1
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Durch die Nullstellen-Bestimmung und Umrechnung der Pole in Zeitkonstanten wird er-
sichtlich, dass die Sprungantwort mit zunehmender Ordnung durch eine kleine Totzeit und
eine dominante Zeitkonstante (Verzögerungsglied 1. Ordnung) bestimmt wird. Erst wenn
dieses RC-Glieder-Modell einen Widerstands-Abschluss erhält, wird mit der zunehmenden
Entfernung von der Einspeisung verständlich, dass im stationären Zustand die Spannungs-
abfälle ortsabhängig sind und die Spannungen an den Kondensatoren kleiner werden.

Das dargestellte grafische Bild zeigt das Temperaturverhalten einer auf einer Sandstein-
platte aufgestrahlte Wärmeenergie an zwei Messorten. Das Zeitverhalten des Wärmeflusses
an beiden Messpunkten entspricht annähernd dem Verhalten eines PT1-Gliedes mit einer
dominanten Zeitkonstante und der Reihenschaltung eines sehr kleinen Ersatz-Totzeitgliedes.

Das System weist unterschiedliche Ersatz-Zeitkonstanten TE für den Anstieg und Abfall
des Wärmeflusses auf und verhält sich damit auch zeitvariant. Dies erklärt sich durch die
Wärmeflussdifferenz der beiden Oberflächen der Platte links und rechts. Beim Ansprung ist
das System im Ruhezustand. Beim Rücksprung (Strahlungsquelle = 0 W) hat das System
am Messpunkt 1 höhere Anfangswerte. Ein bestimmter Teil der gespeicherten Wärmeener-
gie um den Messpunkt 1 fließt nach Messpunkt 2, was sich als vergrößerte Zeitkonstante
bemerkbar macht.

In der praktischen Anwendung wird ein aufzuheizendes Medium eine festzulegende Wärme-
Isolation aufweisen. In diesem Falle wird für das genannte Experiment eine gewählte End-
temperatur als Ausschnitt einer e-Funktion früher erreicht. Beim Energierücksprung ist die
Temperatur-Differenz der beiden Messpunkte wegen verminderter Verluste geringer, und
die Unterschiede der beiden Zeitkonstanten für Temperatur-Aufbau und -Abbau werden
wegen der Isolation größer.

Das mathematische Modell für den Wärmefluss in einem homogenen Medium lässt sich nach
der Aufzeichnung der Sprungantwort durch ein einfaches Modell mit einem PT1-Glied und
einem Totzeitglied annähern. Die Parameter der Ersatztotzeit TtE und der Ersatzzeitkon-
stanten TE sind anhand des Messprotokolls zu bestimmen.

G(s) = e−TtE ·s

(TE ·s+1)

∣∣∣TE=T1 beiAnstieg

TE=T2 beiAbfall

4.0.8 Heuristische Methoden der Modellbeschreibungen

Ziegler-Nichols (Veröffentlichung: 1942):

Ziegler und Nichols haben zwei heuristische Verfahren entwickelt:

Verfahren 1 bezieht sich auf eine unbekannte Regelstrecke und einen unbekannten Regler
mit P-, I-, D-Verhalten. Ohne Kenntnis der Strecken- und Reglerparameter werden manuell
zunächst in dieser Reihenfolge die P-Verstärkung und danach auch die I- und D-Anteile bis
jeweils an die Stabilitätsgrenze des Regelkreises eingestellt. Alle auf diese Weise ermittelten
Parameter der Stabilitätsgrenze werden dann halbiert.
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Verfahren 2: Für die aus dem Wendetangentenverfahren ermittelten Streckenparameter
werden tabellarisch Reglerparameter für P-, PI, PD- und PID-Regler angegeben.

Chien, Hrones und Reswick (1952) haben später überarbeitete empfohlene Parameter-
Einstellungen für die Standard-Regler in verschiedenen Varianten festgelegt.

T-Summen-Regel mit einer Ersatz-Summen-Zeitkonstante (nach Udo Kuhn
1995)

Wenn die Übertragungsfunktion der Strecke vorliegt:

Summe über alle n Verzögerungszeitkonstanten minus Summe aller m Nullstellenzeitkon-
stanten plus Totzeit.

TΣ = T1 +T2 + . . .Tn − (Tv1 +Tv2 + . . .Tvm)+Tt

Damit lautet die Übertragungsfunktion des Modells mit Kp als statische Verstärkung:

G(s) = Kp

TΣ·s+1

Wenn die Sprungantwort vorliegt:

Bei der T-Summen-Regel zur Identifikation einer PTn-Regelstrecke (ohne Totzeit) eignet
sich für lineare Systeme höherer Ordnung ähnlicher Zeitkonstanten. Das Verfahren teilt mit
einer senkrechten Linie die Anstiegsfunktion der Sprungantwort in zwei gleiche Flächen.
Der Wert der so getroffenen Zeitachse entspricht der Summenzeitkonstante TΣ .

Zeit-Prozent-Verfahren für nicht schwingende Übertragungssysteme

(Veröffentlichungen: G. Schwarze 1962 und Wolfgang Latzel: Einstellregeln 1993)

Aus der positiven normierten Sprungantwort (Sprungeingang u(t) = 1) werden aus dem
Verlauf der Ausgangsgröße y(t) die Werte y(t) = 10 %, 50 % und 90 % des Maxi-
malwertes yMAX(t) die zugehörigen Zeitwerte T10, T50 und T90 erfasst und daraus eine
Modell-Übertragungsfunktion aus n gleichen Verzögerungsgliedern gebildet. Es wird eine
Tabelle benötigt, die in jedem guten Fachbuch der Regelungstechnik zu entnehmen ist. Die
Tabelle gibt die Systemordnung und benötigten Faktoren nach folgender Gleichung für die
Ersatzzeitkonstante TM an:
Bestimmung der Ersatzzeitkonstanten TM:
Tm = 1

3 · (α10 ·T10+α50 ·T50+α90 ·T90)

Bestimmung des Modells mit Kp als statische Verstärkung:

Gs(s) = Kp

(TM ·s+1)n

Anmerkung: Dieses Verfahren ergibt eine erstaunlich gute Anpassung des Modells an ein
lineares Übertragungssystem ohne Totzeit.

Die Tabellen dieses Verfahrens sind in jedem guten Fachbuch der Regelungstechnik ent-
halten, z. B.:
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• Gerd Schulz: "Regelungstechnik 1" Verlag Oldenbourg, 3. Auflage 2004
• Manfred Reuter - Serge Zacher: "Regelungstechnik für Ingenieure" Verlag Vieweg, 11.
Auflage 2003

→ Siehe auch Wikipedia-Artikel: Faustformelverfahren (Automatisierungstechnik)4

4.1 Einzelnachweise

4 http://de.wikibooks.org/wiki/%3Aw%3AFaustformelverfahren%20%28Automatisierungstechnik%
29
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5 Gewöhnliche Differenzialgleichungen

5.1 Gewöhnliche Differenzialgleichungen

Eine Differentialgleichung (kurz DGL) ist eine Gleichung, die eine oder mehrere Ableitungen
einer unbekannten Funktion enthält.1

Kommen Ableitungen nur bezüglich einer Variablen vor, spricht man von „gewöhnlichen
Differentialgleichungen“, wobei der Begriff „gewöhnlich“ sich darauf bezieht, dass die be-
trachtete Funktionen nur von einer Veränderlichen abhängt.

Mit den gewöhnlichen DGL-en lassen sich viele dynamische Systeme aus der Technik, Natur
und Gesellschaft beschreiben. Viele auf den ersten Blick sehr verschiedene physikalische
Probleme lassen sich mit der DGL jedoch formal identisch darstellen.

Gleichungen, deren Lösungen Funktionen mehrerer Variablen sind und die partielle Ablei-
tungen dieser Funktionen enthalten, sind „partielle Differentialgleichungen“.

Eine lineare DGL enthält die gesuchte Funktion und deren Ableitungen nur in der ersten
Potenz. Es dürfen keine Produkte der gesuchten Funktion und ihren Ableitungen auftreten.
Die gesuchte Funktion darf auch nicht in Argumenten von Winkelfunktionen, Logarithmen
usw. erscheinen.

Nichtlineare Differenzialgleichungen sind nur in sehr seltenen Ausnahmefällen analytisch
lösbar. Sie können mittels der numerischen zeitdiskreten Methoden gelöst werden

Ein dynamisches System kann durch das Aufstellen von Differenzialgleichungen modelliert
werden. Dazu werden für sämtliche Energiespeicher des Systems die zugehörigen Bilanzglei-
chungen benötigt, die durch eine Differenzialgleichung 1. Ordnung beschrieben werden. Für
jeden konzentrierten Energiespeicher entsteht eine Differenzialgleichung erster Ordnung.
Das Ergebnis ist eine lineare zeitinvariante gewöhnliche DGL mit konstanten Koeffizienten.

Nach der Systemtheorie wird ein lineares dynamisches System g(t) durch einen oder meh-
rere Eingänge u(t) und einen oder mehrere Ausgänge y(t) beschrieben. Lineare Systeme
mit mehreren Ein- und Ausgängen werden durch ein System von Differenzialgleichungen
beschrieben.

5.1.1 Grundlagen der Differenzialgleichung

Notation zur Darstellung der Ableitungen2

1 Prof. Dr. May-Britt Kallenrode, Universität Osnabrück, Fachbereich Physik: Vorlesungsmanuskript „Ma-
thematik für Physiker“, Kapitel: „Differentialgleichungen“, 611 Seiten, ausgestellt 2007.

2 Prof. Dr. May-Britt Kallenrode, Universität Osnabrück, Fachbereich Physik: Vorlesungsmanuskript „Ma-
thematik für Physiker“, Kapitel: „Differentialrechnung“, 611 Seiten, ausgestellt 2007.
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In der Differentialrechnung gibt es keine einheitliche Notation für Differentiale!

• Die formal korrekte Darstellung einer Ableitung einer Funktion f(x) lautet:
d

dxf(x) oder(
d

dx

)
y = dy

dx (Leibnizsche Notation)

• Die gleiche Funktion in Kurzform: f ′(x) = d
dxf(x). (Lagrangesche Notation)

• Die 2. Ableitung dieser Funktion lautet: f ′′(x) = d2

dx2 f(x)

• Bei höheren Ableitungen ist diese Kurzform nicht geeignet, stattdessen wird n = Zahl
der Ableitungen in Klammern angegeben:

f (n)(x) = dn

dxn
f(x)

• Bei physikalischen Prozessen wird häufig nach der Zeit abgeleitet und dies bei der Kurz-
form durch Punkte gekennzeichnet.

Beispiel: Geschwindigkeit v = Weg Δs / Zeit Δt.

Bestimmung der Geschwindigkeit: v = d
dts(t)

• Bestimmung der Geschwindigkeit in Kurzform: v = ṡ(t) = d
dts(t). (Newton'sche Notation)

• Bestimmung der Beschleunigung a als 2. Ableitung des Weges s: a = v̇(t) = s̈(t) = d2

dt2 s(t)

Allgemeine Definition
Eine Differenzialgleichung ist eine Gleichung, in der eine Funktion y(x) und deren Ablei-
tungen auftreten. Gesucht ist die Funktion.

Beispiele für Formen gewöhnlicher DGL:

x(t) = c · ẋ; ẋ(t) = −c · ẍ; x(t) = c1 · ẋ+ c2 · ẍ+ c3 ·x3 + · · ·

Eine gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung ist eine DGL, die nur die Ableitung
erster Ordnung der gesuchten Funktion enthält, nicht jedoch höhere Ableitungen. Außerdem
kann die DGL erster Ordnung noch die Funktion selbst, einen konstanten Term oder die
unabhängige Variable enthalten.

Eine DGL erster Ordnung ist linear, wenn sie in folgender Form darstellbar ist.

ẋ = a ·x(t)+g(t)

Die Funktion g(t) wird als Störfunktion oder Störglied bezeichnet. Fehlt das Störglied, so
handelt es sich um eine homogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung. Ist g(t) von
Null verschieden, so wird die DGL als inhomogen bezeichnet. Der Zusatzterm g(t) ist die
Inhomogenität.
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Mathematische Definition der Differenzialgleichung mit der Systemausgangs-
größe y(t) als Variable
Eine gewöhnliche Differenzialgleichung (DGL) ist eine Bestimmungsgleichung für eine Funk-
tion einer Variablen. Die Ordnung der DGL ist bestimmt durch die höchste auftretende
Ableitung:

Eine Gleichung, in der gewöhnliche Ableitungen einer unbekannten Funktion y(t) bis zur
n-ten Ordnung auftreten, wird als gewöhnliche DGL n-ter Ordnung bezeichnet. Eine ge-
wöhnliche DGL n-ter Ordnung enthält als höchste Ableitung die n-te Ableitung y(n)(t)
der unbekannten Funktion y(t). Sie kann auch Ableitungen niedrigerer Ordnung sowie die
Funktion y(t) und deren unabhängige Variable t enthalten.

Eine DGL erster Ordnung heißt linear, wenn sie in der Form je nach Art der Variable wie
folgt darstellbar ist:

y′ = dy

dx
= g(y)∗f(x) oder x′ = a ·x(t)+g(t)

Die DGL können in impliziter oder expliziter Form dargestellt werden.

In der impliziten Form lässt sich eine DGL n-ter Ordnung wie folgt beschreiben:

F (t; y; ẏ; ÿ · · ·y(n)) = 0

Ist die implizit dargestellte DGL nach der höchsten Ableitung y(n) auflösbar, so ergibt sich
die explizite Form:

y(n) = f(t; y; ẏ; ÿ · · ·y(n−1))

Lösung einer Differenzialgleichung durch Separation der Variablen
Eines der bekanntesten Verfahren zum expliziten Lösen der DGL ist das Lösen durch Tren-
nung der Variablen. Für die homogene DGL erster Ordnung ist das Standardlösungsver-
fahren die Trennung bzw. Separation der Variablen. Dabei wird die DGL auf eine Form
gebracht, bei der die Variablen x und y nur noch in voneinander getrennten Termen auf-
treten. Die entstehende Gleichung kann dann sofort integriert werden.

Dazu werden alle Terme mit y auf die eine Seite der Gleichung gebracht, alle Terme mit x
auf die andere.

Beispiel der Lösung einer linearen DGL 1. Ordnung

Differenzialglei-
chung

Rechenschritte

y′ = dy
dx = y2 ·x Aufgabenstellung: Lösung der DGL nach dem Separations-

verfahren.
1
y2 ·dy = x ·dx Die Gleichung wurde durch y2 dividiert und mit dx multi-

pliziert.∫ 1
y2 ·dy =

∫
x ·dx Beide Seiten der DGL wurden integriert.
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Differenzialglei-
chung

Rechenschritte

− 1
y +C1 = 1

2 ·x2 +C2 Lösung des Integrals.
− 1

y = 1
2 ·x2 +C C1 auf beiden Seiten subtrahiert und C = C2 - C1 einge-

setzt.
y = − 1

x2/2−C
Gleichung wurde nach y aufgelöst mit C ∈ R .
(C ist ein Element der reellen Zahlen)

5.1.2 Entstehung einer Differenzialgleichung

Eine DGL ist eine Bestimmungsgleichung für eine unbekannte Funktion. Die Lösung einer
DGL ist keine Zahl, sondern eine Funktion!

Beispiel elektrischer Schwingkreis
Spannungsbilanz: Nach dem 2. Kirchhoffschen Satz ist Summe aller Spannungen einer Ma-
sche gleich Null.

UR +UL +y = u

Der Spannungsabfall am Widerstand R ergibt sich zu UR = i * R. Nach dem Induktionsge-
setz ist die Spannung an der Induktivität UL = L * di / dt. Der Ladestrom am Kondensator
ist proportional der Spannungsänderung am Kondensator i(t) = C * dy / dt.

Abb. 44 Signalflussplan eines elektrischen Schwingkreises
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Die Anwendung des Maschensatzes führt zunächst zu einer Differenzialgleichung 1. Ord-
nung:

R · i(t)+L · di(t)
dt

+uC(t) = uE(t)

Setzt man in die DGL für i(t):

i(t) = C · dUC(t)
dt

ein, dann ergibt sich die Schwingungsgleichung:

L ·C · üC(t)+R ·C · u̇C(t)+uC(t) = uE(t)

Es können Zeitkonstanten wie T1 = R * C und T2² = L * C eingeführt werden. Ersetzt
man auch die in der Systembeschreibung übliche Darstellung der Eingangsgröße u(t) und
Ausgangsgröße y(t), dann lautet die bekannte DGL für einen Reihenschwingkreis:

T 2
2 · ÿ(t)+T1 · ẏ(t)+y(t) = u(t)

oder in allgemeiner Darstellung: a2 = 1; a1 = R
L ; a0 = 1

L·C ; b0 = 1
L·C

ÿ(t)+a1 · ẏ(t)+a0 ·y(t) = b0 ·u(t)

Aus der Mechanik existiert das bekannte Beispiel einer linearen gewöhnlichen DGL eines
schwingfähigen Systems mit der Federkraft c, Masse m und Dämpfung d. Eingangsgröße:
Kraft F, Ausgangsgröße: Weg x

ẍ(t)+ d

m
· ẋ(t)+ c

m
·x(t) = 1

m
·F (t)

Es handelt sich hier in beiden Fällen um eine lineare gewöhnliche DGL 2. Ordnung mit
konstanten Koeffizienten. Befinden sich beide Systeme in Ruhe, d. h. die Anfangswerte
der Energiespeicher sind Null, dann ist der Verlauf einer Sprungantwort abhängig von der
Größe der Koeffizienten a1 und a0, ob der Systemausgang y(t) aperiodisch oder gedämpft
schwingend das Niveau des Eingangssprungs u(t) erreicht.
Derartige DGL-en können in eine allgemeine Form beliebiger Ordnung dargestellt werden
für die in der Systembeschreibung üblichen Signalbezeichnungen der Ausgangsgröße y(t)
und der Eingangsgröße u(t).
Allgemeine Form einer DGL mit konstanten Koeffizienten ai der System-
Ausgangsgröße und mit bi der System-Eingangsgröße
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an ·y(n)(t)+ · · · +a2 · ÿ(t)+a1 · ẏ(t)+a0 ·y(t) = b0 ·u(t)+b1 · u̇(t)+b2 · ü(t)+ · · · +bm ·u(m)(t)

Anmerkungen zur Form einer DGL aus der Sicht der Systemtheorie
• Die Koeffizienten der Terme der DGL enthalten die Parameter, aus denen die DGL ent-
standen ist. Es kann für die verschiedenen Lösungswege der DGL sinnvoll sein, den Ko-
effizienten der höchsten Ableitung an auf 1 zu beziehen, in dem sämtliche Terme durch
an dividiert werden.

• Die Koeffizienten ai beziehen sich auf die Ableitungen der Ausgangsgröße y(t), deren
Terme üblicherweise links des Gleichheitszeichens stehen.

• Die Koeffizienten bi beziehen sich auf die Ableitungen der Eingangsgröße u(t), deren
Terme rechts des Gleichheitszeichens stehen.

• Die Ein- und Ausgangsgrößen y(t) und u(t) sind die Variablen der DGL.
• Der höchste Grad der Ableitung von y(t) gibt die Anzahl der Speicherelemente des Über-
tragungssystems wieder. Das Verhältnis der maximalen Ableitungen der Ausgangsgröße
zur Eingangsgröße eines Übertragungssystems bezieht sich auf n ≥ m. In der Praxis sind
nur Systeme n > m realisierbar.

5.1.3 Lösung gewöhnlicher linearer Differentialgleichungen

• Gesamtlösung einer inhomogenen DGL

Ein lineares dynamisches Übertragungssystem mit dem Eingangssignal u(t) und dem Aus-
gangssignal y(t) wird durch eine gewöhnliche inhomogene DGL mit konstanten Koeffizi-
enten beschrieben.

Die Lösung einer inhomogenen DGL besteht aus der allgemeinen Lösung der homogenen
DGL und einer speziellen Lösung (partikuläre Lösung) der inhomogenen DGL. Deshalb
erfolgt das Lösungsverfahren der inhomogenen DGL unabhängig von der Ordnung in zwei
Stufen. Die Gesamtlösung ist die Summe der beiden Lösungen:

1. Die homogene Lösung der DGL beschreibt das Systemverhalten mit Anfangswerten
der Systemspeicher zum Zeitpunkt t = 0 und dem Eingangssignal u(t) = 0. Die
homogene Lösung der DGL ist 0, wenn alle Anfangsbedingungen von y(0) = 0 sind.

2. Die partikuläre Lösung der DGL beschreibt das Übertragungsverhalten von y(t) für
u(t) ≠ 0 als erzwungene Bewegung. Je nach Systemordnung müssen alle Anfangsbe-
dingungen y(0) = 0 sein.
Ist die Übertragungsfunktion G(s) als Laplace-transformierte DGL gegeben, so ist die
Berechnung des System-Ausgangssignals y(t) für ein gegebenes Eingangssignal Y(s)
bei Anwendung der inversen Laplace-Transformation immer eine partikuläre Lösung.

Die partikuläre Lösung der DGL ist in der Regelungstechnik meist von hauptsächli-
chem Interesse.

Die Gesamtlösung der inhomogenen DGL ist y(t) = yH(t) + yP(t)
• Integrationskonstante
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Die Lösung einer DGL erfolgt durch Integration. Die Integration ist keine eindeutige Re-
chenoperation, denn man erhält zu jeder Funktion f(x) verschiedene Stammfunktionen
F(x) mit dem Begriff des unbestimmten Integrals.
Bei der Integration wird zwischen dem bestimmten und dem unbestimmten Integral un-
terschieden. Die Stammfunktion F(x) ist Lösung des unbestimmten Integrals:

∫
f(x)dx = F (x)+C

Diese Lösung ist unbestimmt wegen der unbestimmten Integrationskonstante C.
Jede Integration ergibt Integrationskonstanten, deren Anzahl durch die Ordnung der DGL
bestimmt ist. Die Lösung einer DGL n-ter Ordnung enthält n voneinander unabhängige
Integrationskonstanten. Diese sind für eine spezielle Lösung der DGL, abhängig von den
Eigenwerten und gegebenen Anfangsbedingungen des Übertragungssystems, zu bestim-
men.

• Anfangsbedingungen

Als Übertragungsverhalten eines dynamischen Systems ist die Bewegung des Ausgangssi-
gnals y(t) dieses Systems in Abhängigkeit vom Eingangssignal u(t) bei verschwindenden
Anfangsbedingungen definiert. Dieses Verhalten kennzeichnet die partikuläre Lösung der
systembeschreibenden DGL.

Die Anfangsbedingungen beschreiben einen speziellen Zustand des Übertragungssystems.

Liegen Anfangswerte y(0), y'(0) .... y(n)(0) der Energiespeicher des Übertragungssystems
vor, so wird der homogene Teil der DGL für das Eingangssignal u(t) = 0 gelöst.
Die Lösung der homogenen DGL entspricht der freien Bewegung des Systems und ist
abhängig von den Anfangswerten y(t = 0) = y(0) zum Zeitpunkt t = 0. Sind keine
Anfangswerte gegeben, ist die homogene Lösung der DGL yH = 0.
• Lösungsschema der gewöhnlichen linearen DGL

Die homogene (charakteristische) DGL beschreibt das Verhalten ohne Eingangsgröße (also
für u(t) = 0), das sog. Eigenverhalten, d. h. das System bleibt, ausgehend von den An-
fangswerten, sich selbst überlassen:

an ·y(n)(t)+ · · · +a2 ·y′′(t)+a1 ·y′(t)+a0 ·y(t) = 0

Für diese DGL ist die homogene Lösung für yH(t) zu bestimmen.
Mit Hilfe des Exponentialansatzes und der sich daraus ergebenden charakteristischen Glei-
chung lassen sich auch DGL höherer Ordnung lösen. Er gilt als universelles Lösungsver-
fahren für homogene DGL beliebiger Ordnungen mit konstanten Koeffizienten.

Folgender Exponentialansatz für y(t) liefert Ableitungen der Form:

y = eλ·t

Die Ableitungen des Lösungsansatzes ergeben sich zu:
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ẏ = λ ·eλ·t = λ ·y; ÿ = λ2 ·eλ·t = λ2 ·y; y(n) = λ(n) ·eλ·t = λn ·y

Werden diese Ableitungen in die oben stehende homogene DGL eingesetzt, entsteht die
charakteristische Gleichung als Polynom n-ter Ordnung:

Die homogene Lösung einer inhomogenen Differenzialgleichung lautet damit allgemein für
den Fall reeller ungleicher Nullstellen i:

yH(t) = C1 ·eλ1·t +C2 ·eλ2·t +C3 ·eλ3·t + · · ·

Anmerkung: Das Verfahren der Separation der Variablen auf lineare homogene DGL-gen
ist auf DGL-gen 1. Ordnung beschränkt.

• Eigenwerte (Nullstellen)

Unter der Nullstelle einer Funktion versteht man den Wert, der die Funktion zu Null macht.
Zu unterscheiden sind reelle und konjugiert komplexe Nullstellen.

Die Lösungen der Ableitungen des Exponentialansatzes für ein Beispiel 2. Ordnung lauten:

ẏ = λ ·eλ·t = λ ·y; ÿ = λ2 ·eλ·t = λ2 ·y

Die Lösungen werden in die folgende homogene DGL 2. Ordnung eingesetzt:

a2 · ÿ(t)+a1 · ẏ(t)+a0 ·y(t) = 0

Damit entsteht die allgemeine Bestimmungsgleichung beliebiger Ordnung für die Eigen-
werte von i.

an ·λn +an−1 ·λn−1 + · · · +λ ·a1 +a0 = 0

Polynome mit  zweiter Ordnung werden mit der Formel der gemischt-quadratische Glei-
chung gelöst. Für die Berechnung der Nullstellen von Polynomen höherer Ordnung sind
gegebenenfalls aufwendige Rechenverfahren anzuwenden. Beispiele mit DGL-gen 2. Ord-
nung siehe nachfolgende Kapitel!

• Bestimmung der Integrationskonstanten

Aus der charakteristischen DGL lassen sich bei gegebenen Koeffizienten mittels verschie-
dener Methoden die Nullstellen i des Polynoms bestimmen.
Die Berechnung der Integrationskonstanten Ci erfolgt durch Einsetzen der Anfangswerte
von anstelle y(t) durch y(0)(t) und y'(0)(t) in die Gleichung der allgemeinen homogene
Lösung mit dem Lösungsansatz

yH(t) = C1 ·eλ1·t +C2 ·eλ2·t

Für ein Beispiel 2. Ordnung ergeben sich folgende zwei Gleichungen:
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Für yH(t) wird der Anfangswert von y(0)(t) eingesetzt und die Gleichung für t = 0
gerechnet. Damit verschwinden die exponentiellen Funktionen:

y(0)(t) = C1 ·eλ1·t +C2 ·eλ2·t t=0−−→ y(0)(t) = C1 +C2

In der zweiten Gleichung wird anstelle von yH(t) der Anfangswert der Ableitung y'(0)(t)
eingesetzt. Danach folgen 2 mathematische Operationen:

• Die zwei Terme der Exponentialfunktionen werden einmal differenziert. [f ′(e−λ·t) = −λ ·
e−λ·t]

• Für die so behandelten zwei Terme wird t = 0 eingegeben, damit die Exponentialfunk-
tionen verschwinden.

ẏ(0)(t) = C1 ·eλ1·t +C2 ·eλ2·t f ′, t=0−−−−→ ẏ(0)(t) = C1 ·λ1 +C2 ·λ2

Aus diesen zwei Gleichungen lassen sich die beiden Integrationskonstanten C1 und C2
algebraisch berechnen.

Homogene Lösung einer DGL 1. Ordnung

Die DGL der Beschreibung einer elektrischen Beschaltung mit einem Widerstands R im
Eingang und einem Kondensator C mit dem Eingangssignal u(t) und dem Ausgangssignal
y(t) am Kondensator lautet: 3

R ·C · ẏ(t)+y(t) = u(t)

Diese Gleichung wird so umgeformt, dass der Koeffizient der Ableitung R * C = 1 ist, in
dem sämtliche Terme der Gleichung durch R*C dividiert werden und die Koeffizienten neu
geordnet werden. Damit verschwindet der Koeffizient der Ableitung und wird zu 1.
Die Normalform der inhomogenen DGL 1. Ordnung lautet:

ẏ(t)+a0 ·y(t) = b0 ·u(t)

Lösung der DGL 1. Ordnung
Die Gesamtlösung der gewöhnlichen DGL ergibt sich aus der Überlagerung der Systemant-
worten für die Anfangsbedingung und dem Eingangssignal:

y(t) = yH(t)+yP (t)

3 Prof. Dr.-Ing. Oliver Nelles, Universität Siegen: Vorlesungskonzept Mess- und Regelungstechnik I, Kapitel:
„Lösung der DGL 1. Ordnung“, 446 Seiten vom 8. Oktober 2009.
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Für die homogene Lösung der DGL wird das Eingangssignal u(t) gleich 0 gesetzt. Die
Ausgangsgröße y(t) beschreibt das Verhalten des Systems g(t) für einen Anfangswert y(0)
des Systemspeichers zum Zeitpunkt t ≥ 0:

ẏ(t)+a0 ·y(t) = 0

Die homogene Lösung der DGL mit einem Anfangswert y(0) z.B. = 1 = 100 % lautet:

yH(t) = e−a0·t ·y0

Abb. 45 Sprungantworten der partikulären Lösungen als Funktion des Koeffizienten a0
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Die partikuläre Lösung der DGL geschieht mit Hilfe des Faltungsintegrals. Das Faltungsin-
tegral beschreibt die Beziehung des Eingangssignals zum Ausgangssignal des Übertragungs-
systems g(t) im Zeitbereich.

y(t) = g(t)⊛u(t) =
∫ t

0
g(t− τ) ·u(τ) ·d(τ)

⊛ = Faltungsoperator
Das Faltungsintegral der DGL 1. Ordnung lautet:

yP (t) = b0

∫ t

0
e−a0·(t−τ) ·u(τ) ·dτ︸ ︷︷ ︸
F altungsintegral

Die partikuläre Lösung der DGL für einen Einheitssprung 1 für t ≥ 0 als Eingangssignal
u(t) lautet:

yP (t) = b0
∫ t

0 e−a0·(t−τ) ·dτ =
{

b0
a0

· (1−e−a0·t), wenn a0 ̸= 0
b0 · t, wenn a0 = 0

Es ergeben sich für den normierten Eingangssignal-Sprung 1(t) mit dem Koeffizienten a0 je
drei Fälle des Verhaltens des Ausgangssignal y(t) der homogenen und partikulären Lösung
der DGL:

Einfluss Koeffizi-
ent a0

Signalverlauf des Ausgangssignals

Koeffizient a0 > 0 yH(t) klingt exponentiell von der Anfangsbedingung y(0)
auf 0 ab
yP(t) nähert sich von 0 exponentiell dem Endwert b0 / a0

Koeffizient a0 = 0 yH(t) verbleibt an dem Niveau der Anfangsbedingung y(0)
yP(t) steigt von 0 rampenförmig stetig an

Koeffizient a0 < 0 yH(t) wächst exponentiell über die Anfangsbedingung y(0)
hinaus über alle Grenzen
yP(t) wächst von 0 exponentiell über alle Grenzen

Homogene Lösung einer DGL 2. Ordnung

Eine Differentialgleichung zweiter Ordnung ist eine Erweiterung der DGL erster Ordnung,
bei der eine zusätzliche 2. Ableitung der gesuchten Funktion auftritt. Die technische Reali-
sierung entspricht, abhängig von den Koeffizienten ai, untereinander einem Übertragungs-
system mit zwei in Reihe geschalteten Verzögerungsgliedern 1. Ordnung (2 PT1-Glieder)
mit reellen Polen oder einem Schwingungsglied mit konjugiert komplexen Polen und einer
Dämpfung 1 > D > 0.
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Eine DGL einer elektrischen Schaltung folgender Art ist gegeben:

T 2
2 · ÿ(t)+T1 · ẏ(t)+y(t) = u(t)

Diese Gleichung wird so umgeformt, dass der Koeffizient der höchsten Ableitung a2 = 1
ist, indem sämtliche Terme der Gleichung durch a2 dividiert werden und die Koeffizienten
neu geordnet werden. Damit verschwindet a2.
Die homogene Lösung der DGL 2. Ordnung lautet:

ÿ(t)+a1 · ẏ(t)+a0 ·y(t) = 0

Die Ableitungen des Exponentialansatz werden in die homogene DGL eingesetzt

λ2 ·y +a1 ·λ ·y +a0 ·y = 0

Diese charakteristische Gleichung ist für beliebige y erfüllt, wenn das charakteristische Po-
lynom verschwindet.

λ2 +a1 ·λ+a0 = 0

Die Ermittlung der Eigenwerte (Nullstellen) erfolgt mit der bekannten Lösung der gemischt
quadratischen Gleichung:

λ1;2 = −a1
2

±

√
a12

4
−a0

Anfangswertproblem der Integrationskonstanten Cn

Eine homogene DGL n-ter Ordnung hat mindestens einen Anfangswert bis n Anfangswerte.
Für die homogene DGL zweiter Ordnung mit zwei vorzugebenden Anfangswerten y0 > 0
und y'0 > 0 können die Integrationskonstanten C1 und C2 errechnet werden, wenn die
Wurzeln der homogen DGL bekannt sind.

Die Integrationskonstanten C1 und C2 errechnen sich durch Vorgabe von Anfangswerten
y0 und y'0, die anstelle von yH(t) der Lösungsgleichung der homogenen DGL 2. Ordnung
eingesetzt werden. Damit ergeben sich zwei Gleichungen für die zwei Anfangswerte. Für yH
= y0 wird die erste Gleichung für t = 0 bestimmt. Für die zweite Gleichung mit yH = y'0
wird erst die Ableitung der Gleichung und dann die Gleichung für t = 0 errechnet.

Beispiel für eine homogene DGL mit zwei reellen Wurzeln 1 = -0,5 und 2 = -1 und
Anfangswerten der Energiespeicher y'0(t) = 1; y0(t) = 1:
Lösung der homogenen DGL 2. Ordnung:

yH(t) = C1 ·e−0,5·t +C2 ·e−1·t
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Berechnung der Integrationskonstanten:

y0
t=0−−→ 1 = C1 +C2

ẏ0
d/dt−−→ 1 = C1 ·−0,5 ·e−0,5·t +C2 ·−1 ·e−1·t

ẏ0
t=0−−→ 1 = C1 ·−0,5+C2 ·−1 = −0,5 ·C1 −C2

Aus den beiden Gleichungen von y0(t=0) und y'0(t=0) lassen sich die Integrationskon-
stanten C1 und C2 bestimmen.
Anmerkung: Die Ableitung d / dt von e−a·t = −a ·e−a·t

Tabelle: Durch die verschiedenen Arten der Lösungen der Wurzel, bedingt durch die Größe
des Radikanden, ergeben sich drei unterschiedliche Fälle der Eigenwerte  der DGL wie:

Lösung der homogenen linea-
ren Differenzialgleichung
2. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten

Wurzeln (Nullstellen) Anfangswertpro-
blem
Bestimmung C1,
C2

Der Radikand > 0 hat 2 reelle
Wurzeln
yH(t) = C1 ·eλ1·t +C2 ·eλ2·t

λ1;2 = −a1
2 ±

√
a12

4 −a0 C1 = ẏ(0)−y(0)·λ2
λ1−λ2

C2 = y(0) −C1

Der Radikand = 0 hat 2 gleiche
Wurzeln
yH(t) = C1 ·eλ1·t +C2 · t ·eλ1·t

λ = λ1;2 = −a1
2 C1 = y(0)

C2 = ẏ(0) −y(0) ·λ

Der Radikand < 0 führt zu konju-
giert komplexen Wurzeln
yH(t) = eα·t · [C1 · cos(β · t) + C2 ·
sin(β · t)]

λ1;2 = α ± i ·β
α = −a1/2
β =

√
a0 − a12

4

C1 = ẏ(0)−α·y(0)
β

C2 = y(0)
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Berechnungsbeispiel der Lösung einer homogenen DGL 2. Ordnung mit
reellen Nullstellen

Abb. 46 Sprungantwort eines PT2-Gliedes
durch die homogene und partikuläre Lösung
einer DGL mit System-Anfangswerten.
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Übertragungsfunktion

G(s) = Y (s)
U(s)

= 1
(2 ·s+1) · (s+1)

Zugehörige systembeschreibende DGL

2 · ÿ(t)+3 · ẏ(t)+y(t) = u(t)

• Vorgegeben: Anfangswerte der Energiespeicher (Integratoren): y'0(t) = 1; y0(t) =
1;

• Vorgegeben: Eingangsgröße u(t) ist eine normierte Sprungfunktion 1 für t > 0.
Für die homogene Lösung wird u(t) = 0 gesetzt.
• Errechnet: Es ergeben sich zwei reelle Wurzeln: λ1 = −2; λ2 = −0,5
• Errechnet: Die Integrationskonstanten errechnen sich laut Tabelle mit C1 = -1;
C2 = 2

• Analytische homogene Lösung laut Tabelle für zwei reelle Wurzeln:

yH(t) = C1 ·eλ1·t +C2 ·eλ2·t

Mit den eingesetzten Zahlenwerten lautet die analytische Lösung der homogenen
DGL wie folgt:
yH(t) = −e−0,5·t +2 ·e−t

Berechnungsbeispiel der partikulären Lösung einer DGL 2. Ordnung mit der
Laplace-Transformationstabelle

• Vorgegeben:
Eingangssignal: Sprungfunktion U(s) = 1 / s
Übertragungsfunktion des Systems:
G(s) = Y (s)

U(s) = 1
(2·s+1)·(s+1) T1 = 2; T2 = 1

Gesucht: Partikuläre Lösung yP(t) für die gegebene Übertragungsfunktion:
Suchbegriff für die Laplace-Transformationstabelle:
G(s) = Y (s)

U(s) = 1
s·(2·s+1)·(s+1) T1 = 2; T2 = 1

• Errechnet:
Die gefundene analytische Gleichung f(t) der partikulären Lösung laut Transforma-
tionstabelle durch Eingabe der Koeffizienten lautet:

yP (t) = 1− 1
T1 −T2

· [T1 ·e− t
T1 −T2 ·e− t

T2 ]
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Allgemeine Lösung der DGL 2. Ordnung mit Hilfe der Laplace-Transformation

Die partikuläre Lösung beschreibt das Übertragungsverhalten des Systems als Funktion des
Eingangssignals u(t) und ist meist von hauptsächlichem Interesse. Die Anfangsbedingungen
y(0) und y'(0) haben dabei den Wert 0.4

Die bereits durchgeführte partikuläre Lösung der DGL 1. Ordnung erfolgte über das Fal-
tungsintegral. Die Berechnung des Faltungsintegrals ist jedoch aufwendig für Systeme höhe-
rer Ordnung. Die Zeitfunktionen g(t) und u(t) können sehr kompliziert werden, und damit
ist das Faltungsintegral schwierig zu lösen.

Deshalb gestaltet sich der partikuläre Lösungsweg der DGL über die Laplace-
Transformation mit anschließender Rücktransformation einfacher.

Lösung der gegebenen DGL 2. Ordnung:

a2 · ÿ(t)+a1 · ẏ(t)+a0 ·y(t) = b0 ·u(t)

Die Gleichung wird so umgeformt, dass der Koeffizient der höchsten Ableitung a2 = 1 wird,
indem die restlichen Terme der Gleichung durch a2 dividiert wird und die Bezeichnung der
übrigen Koeffizienten beibehalten wird.

ÿ(t)+a1 · ẏ(t)+a0 ·y(t) = b0 ·u(t)

Die Übertragungsfunktion eines Systems entsteht z.B. durch Austausch der zeitabhängigen
Terme einer DGL mit den Laplace-Transformierten. Voraussetzung ist, dass die Anfangsbe-
dingung des Systems Null ist. Je nach Grad der Ableitungen einer Funktion y(t) entstehen
nach der Transformation folgende Laplace-Transformierte y(s):

s2 ·y(s)+a1 ·s ·y(s)+a0 ·y(s) = b0 ·u(s)

Mit den transformierten Termen kann die Übertragungsfunktion des dynamischen Systems
G(s) aufgestellt werden:

G(s) = y

u
(s) = b0

s2 +a1 ·s+a0

Polynome einer Übertragungsfunktion werden durch Nullstellenbestimmungen in Linear-
faktoren (Grundpolynome: Monom, Binom und Trinom) zerlegt. Liegen Zahlenwerte der
Koeffizienten einer Übertragungsfunktion 2. Ordnung vor, können die Pole (= Nullstel-
len im Nenner der Übertragungsfunktion) durch die bekannte Formel zur Lösung einer
gemischt-quadratischen Gleichung ermittelt werden.

Durch die verschiedenen Arten der Lösungen der Pole bedingt durch die Größe des Radi-
kanden der Wurzel ergeben sich drei unterschiedliche Fälle der Eigenwerte si der Übertra-
gungsfunktion. Nachfolgend ist eine Korrespondenztabelle des s-Bereichs mit y(s) = u(s)

4 Prof. Dr.-Ing. Oliver Nelles, Universität Siegen: Vorlesungskonzept Mess- und Regelungstechnik I, Kapitel:
„Laplace-Transformation“, 446 Seiten vom 8. Oktober 2009.
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* G(s) und des Zeitbereichs für y(t) für einen transformierten Eingangssprung u(t) = 1
→ u(s) = 1 / s
Folgende Grundpolynome (Binome und Trinome bei konjugiert komplexen Polen) entstehen
in Abhängigkeit von den Nullstellen. Die Lösungen der Übertragungsfunktionen als Sprun-
gantwort im Zeitbereich sind einer Laplace-Transformationstabelle entnommen worden:

Die Laplace-Transformationstabellen können in zwei Formen der Produkt-Darstellung auf-
geführt sein, wobei unterschiedliche Faktoren a0 und K berücksichtigt werden müssen. Die
Umrechnung der Pole- Nullstellen in Zeitkonstanten ist einfach:

• Pole- Nullstellen-Darstellung (Stabiles System): G(s) = a0
(s+s1)·(s+s2)

• Zeitkonstanten-Darstellung (Stabiles System): G(s) = K
(T1·s+1)·(T2·s+1)

f(s)
Übertragungsfunktion
2. Ordnung
Eingangssprung u(t)
= 1 = Multiplikation
mit 1/s

f(t)
Partikuläre Lösung
Sprungantwort im
Zeitbereich

Bestimmung der Pole s1
und s2
aus der Polynom-
Darstellung

Der Radikand > 0 hat 2
reelle Wurzeln
y(s) = 1

s·(T1·s+1)·(T2·s+1)

y(t) = 1− 1
T1−T2

·

·(T1 ·e− t
T1 −T2 ·e− t

T2 )

s1;2 = −a1
2 ±

√
a12

4 −a0

T1 = − 1
s1

T2 = − 1
s2

Der Radikand = 0 hat 2
gleiche Wurzeln
y(s) = 1

s·(T ·s+1)2

y(t) = 1− T +t
T ·e− t

T s1=2 = −a1
2

T = − 1
s1=2

Der Radikand < 0 hat
konjugiert komplexe Wur-
zeln
y(s) = ω02

s·(s2+2·D·ω0·s+ω02)
0 = Kreisfrequenz (un-
gedämpft) = 1 / T

y(t) = 1− 1√
1−D2 ·

·e−D·ω0·t ·sin(ωe · t+ϕ)
ωe = ω0 ·

√
1−D2

ϕ = arccos(D)

Dämpfung D
−1 < D < 1
D = a1

2·√a0

Wird für den Fall der zwei reellen Wurzeln in die Gleichung für f(t) T1 = T2 eingesetzt,
entsteht eine Division durch 0 (1 / (T1-T1), was nicht zulässig ist. Als „verschiedene“ Null-
stellen gelten bereits Nullstellen, wenn sie sich in einer theoretisch unendlichen Dezimalstelle
eines Wertes unterscheiden.

Die Gesamtlösung einer DGL ergibt sich aus der Überlagerung der Systemantworten auf
die Anfangsbedingungen und auf das Eingangssignal:

y(t) = yH(t)+yp(t)
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Gewöhnliche Differenzialgleichungen

Homogene Lösung einer DGL höherer Ordnung

Bei DGL-en höherer Ordnung wird muss ebenfalls unterschieden werden, ob es sich um
gleiche oder verschiedene Nullstellen handelt.

Für die homogene Lösung der DGL höherer Ordnung mit n verschiedenen Nullstel-
len:

yH(t) = C1 ·eλ1·t +C2 ·eλ2·t + · · ·+Cn ·eλn·t

Für die homogene Lösung der DGL höherer Ordnung mit n gleichen Nullstellen:

yH(t) = eλ1·t · (C1 +C2 · t+C3 · t2 + · · ·+Cn · tn−1)

5.2 Einzelnachweise
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6 Übertragungsfunktion

Abb. 47 Ein lineares Übertragungsglied mit dem Eingangssignal u und Ausgangssignal
y.

Eine Übertragungsfunktion beschreibt die Abhängigkeit des Ausgangssignals eines li-
nearen, zeitinvarianten Systems (LZI-System) von dessen Eingangssignal im Bildbereich
(Frequenzbereich, s-Bereich). Sie wird definiert als Quotient der transformierten Ausgangs-
größe Y (s) zur transformierten Eingangsgröße U(s):

G(s) = Y (s)
U(s)

Die Übertragungsfunktion G(s) beschreibt das Eigenverhalten des Übertragungssystems
vollständig und unabhängig von den Signalen. Eine Übertragungsfunktion ermöglicht es
somit, das Ausgangssignal des Übertragungssystems aus dem Eingangssignal und der Über-
tragungsfunktion zu berechnen.

Dynamische zeitinvariante Systeme mit konzentrierten Energiespeichern (z. B. Feder-
Masse-Dämpfer-Systeme oder elektrische L-, C- und R-Glieder) werden durch gewöhnliche
Differenzialgleichungen mit konstanten Koeffizienten beschrieben. Wenn sich das System
im Ruhezustand befindet, haben die Energiespeicher den Wert Null. Unter dieser Bedin-
gung, dass die Anfangsbedingungen der systembeschreibenden Differenzialgleichung zu dem
betrachteten Zeitpunkt t = 0 gleich Null sind, ist die Übertragungsfunktion des Systems
gleich der laplacetransformierten Differenzialgleichung des Systems. Durch Anwendung des
Differentiationssatzes und des Integrationssatzes der Laplace-Transformation kann jeder
Term der Differenzialgleichung einzeln transformiert und daraus die Übertragungsfunkti-
on gebildet werden. Es können auch die Differenzialgleichungen einzelner Komponenten des
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Übertragungsfunktion

Übertragungssystems transformiert werden und daraus die Übertragungsfunktion berechnet
werden.

Die Übertragungsfunktion G(s) kann immer als gebrochen-rationale Funktion geschrieben
werden. Durch die Nullstellenbestimmung des Polynoms im Zähler und des Polynoms im
Nenner (= Pole) lässt sich die Übertragungsfunktion in Linearfaktoren aufteilen. Bestimmte
Eigenschaften des Systems lassen sich bereits ohne Rücktransformation in den Zeitbereich
direkt aus dieser Darstellung der Übertragungsfunktion ableiten.

Im Zeitbereich betrachtet, haben die Terme f(s) im Zähler ein differenzierendes Verhalten,
im Nenner haben sie ein global verzögerndes oder integrierendes Verhalten. Dies gilt auch für
die Behandlung linearer nicht-phasenminimaler, instabiler Übertragungssysteme mit Polen
in der rechten s-Halbebene.

Der Übertragungsfunktion eines Systems G1(s) kann die transzendente Funktion des Tot-
zeitgliedes GT t(s) = e−sTt multiplikativ angehängt werden zu G(s) = G1(s)GT t(s). Diese
Form der Übertragungsfunktion als Gesamtsystem ist nur für Frequenzgang-Analysen ge-
eignet.

6.1 Grundlagen Laplace-Transformation

Die Übertragungsfunktion G(s) eines linearen dynamischen Systems g(t) entsteht z. B.
aus der Laplace-Transformation einer systembeschreibenden gewöhnlichen Differenzialglei-
chung. Sie ist in der Regelungstechnik die häufigste Darstellungsform des Eingangs- und
Ausgangsverhaltens von linearen Übertragungssystemen im komplexen Frequenzbereich.

Die Laplace-Transformation dient ähnlich wie die Fourier-Transformation der Zerlegung ei-
ner nicht sinusförmigen Funktion f(t) in sehr viele sinusförmige Teilfunktionen. Weil nach der
Fourier-Transformation die Funktion f(t) für große Zeiten t gegen Null gehen muss, können
instabile Systeme mit wachsender Ausgangsgröße y(t) nicht transformiert werden. Auch für
die in der Systemtheorie und Regelungstechnik häufig benutzte System-Eingangsgröße u(t)
der Sprungfunktion uσ(t) existiert keine Fourier-Transformierte. Die Laplace-Transformierte
F(s) entsteht aus der Fourier-Transformierten F (jω) indem jω durch δ + jω ersetzt wird. 1

Die Laplace-Transformation ist eine Integraltransformation, mit deren Anwendung sich eine
Zeitfunktion f(t) in die Bildfunktionen F(s) mit der komplexen Frequenz s = δ + j ·ω über-
tragen lässt.

Die folgende Gleichung der einseitigen Laplace-Transformation einer Zeitfunktion f(t) ist
gültig unter der Voraussetzung, dass alle Signale für t < 0 verschwinden. Die Integrations-
grenze -0 berücksichtigt auch die Impulsfunktion (Diracimpuls) bei t = 0.

Laplace-Transformation einer Zeitfunktion:

F (s) = L{f(t)} =
∞∫

−0

f(t) ·e−s·tdt

1 Fachbuch: Lunze "Regelungstechnik 1", Systemtheoretische Grundlagen, Analyse und Entwurf einschleifi-
ger Regelungen. Kapitel: „Laplace-Transformation", 7. Auflage, Springer, 2008, ISBN 978-3-540-68907-2.
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Allgemeine Darstellungsformen der Übertragungsfunktion

Laplace-Rücktransformation einer Funktion F(s) des komplexen Frequenzbereichs:

f(t) = L−1{F (s)} = 1
2 ·π · j

δ+∞∫
δ−j∞

F (s) ·es·tds

• t bezeichnet die unabhängige Variable im Originalbereich.
• s = δ + jω mit δ = Realteil und jω = Imaginärteil ist die unabhängige Variable im
Bildbereich.

• L−1 ist das Symbol für die inverse Laplace-Transformation des Bildbereichs.

Das Laplace-Integral muss nicht für jede Zeitfunktion g(t) mit der Ausgangsgröße y(t) und
der Eingangserregung u(t) neu berechnet werden, die Standardfunktionen sind bekannt.
Eine der wichtigsten Anwendungen der Laplace-Transformation ist die Bestimmung der
Übertragungsfunktion G(s) aus der einem dynamischen System zugehörigen Differenzial-
gleichung f(t).

Die Transformation
der Differenziale und Integrale einer gewöhnlichen Differenzialgleichung erfolgt nach dem
Laplace-Differentiationssatz und Integrationssatz. Die Zahlenwerte der Koeffizienten ai und
bi sind identisch mit denen der Differenzialgleichung f(t) und der Übertragungsfunktion
G(s) der Polynomdarstellung.

Nach dem Differentiationssatz oder dem Integrationssatz erfolgt die Transformation der
Zeitfunktion f(t) zur Variablen s:
Ableitung L

{
dkf(t)

dtk

}
= sk ·F (s) Integral L

{∫ t
0 f(τ)dτ

}
= 1

s ·F (s)

k bedeutet die jeweilige Ordnung der Ableitung.

Ebenso werden zur Bestimmung des Systemverhaltens Laplace-transformierte Eingangssi-
gnale U(s) als Erregung des Systems verwendet wie Impuls-, Sprung- und Sinusfunktionen,
deren Schreibweisen im Bildbereich bekannt sind. Die Funktionen des Bildbereiches und des
Originalbereiches können je nach Aufgabenstellung von dem einen in den anderen Zustand
transformiert werden.

6.2 Allgemeine Darstellungsformen der
Übertragungsfunktion

Aus der Laplace-Transformation einer systembeschreibenden Differenzialgleichung entsteht
die Grundform der Übertragungsfunktion G(s) in Polynom-Darstellung. Daraus lassen sich
weitere bekannte Schreibweisen der Übertragungsfunktionen errechnen, die unterschiedliche
Eigenschaften für die Berechnung der Ausgangsgröße y(t) im Zeitbereich des Übertragungs-
systems G(s) bei gegebenem Eingangssignal U(s) aufweisen. Alle Formen der Übertragungs-
funktionen sind mathematisch bei Rückrechnung mit der Polynomdarstellung identisch.

Übertragungsfunkti-
on

Darstellungsform im s-Bereich
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Übertragungsfunktion

Übertragungsfunkti-
on

Darstellungsform im s-Bereich

Polynom-Darstellung G(s) = bmsm+···+b1s+b0
ansn+an−1sn−1+···+a1s+a0

Pol-Nullstellen-
Darstellung

G(s) = k · (s−sn1)(s−sn2)···(s−snm)
(s−sp1)(s−sp2)···(s−spn)

(Darstellung für reelle Pole und Nullstellen)
s = Laplace-Operator, sn = Zahlenwert der Nullstelle, sp
= Zahlenwert der Polstelle

Zeitkonstanten-
Darstellung

G(s) = K · (TV 1·s+1)(TV 2·s+1)···(TV m·s+1)
(T1·s+1)(T2·s+1)···(Tn·s+1)

(Für reelle Pole und Nullstellen mit Absolutglied und
negativen Zahlenwerten)

Partialbruch-
Darstellung

G(s) = A1
s−sp1

+ A2
s−sp2

+ · · · + An
s−spn

(Für reelle Pole und Nullstellen mit Absolutglied)

Die Zerlegung der Zähler- und Nennerpolynome der Übertragungsfunktion in je eine Pro-
duktform (Linearfaktoren) gestattet eine einfache detaillierte Interpretation des Systemver-
haltens und der Bestimmung der Koeffizienten des Übertragungssystems. Diese Zerlegung
in Linearfaktoren (Faktorisierung von Polynomen) erfolgt durch die Bestimmung der Null-
stellen der Polynome.

Ein lineares zeitinvariantes Übertragungssystem ohne Totzeit ist durch Pole, Nullstellen
und Proportionalitätsfaktoren der Übertragungsfunktion vollständig bestimmt.

Die Linearfaktoren symbolisieren als kleinste Übertragungseinheit ein typisches System-
Zeitverhalten, das sich zusätzlich konträr verhält, ob die Linearfaktoren im Nenner oder
Zähler der Übertragungsfunktion stehen.

Die Übertragungsfunktion G(s) = Y (s)/U(s) = Z(s)/N(s) eines dynamischen Übertra-
gungssystems kann einfache und mehrfache Linearfaktoren im Zähler und Nenner enthal-
ten. Derartige Systeme beschreiben das Frequenzverhalten mit der komplexen Frequenz
s = δ + jω mit einem Systemeingang U(s) und einen Systemausgang Y (s). Sie wird er-
folgreich eingesetzt für Systemanalyse, Systemsynthese, Systemstabilität und erlaubt die
algebraische Behandlung von beliebig geschalteten rückwirkungsfreien Teilsystemen.

Die komplexe Frequenz s = δ + jω = Re(s) + j · Im(s) ist eine unabhängige Variable des
Laplace- oder Bildbereichs. Sie tritt mit einem ganzzahligen Exponenten als Potenz im
Zähler und Nenner einer Übertragungsfunktion auf, ist aber nur ein Symbol für eine voll-
zogene Transformation einer Ableitung bestimmter Ordnung der gewöhnlichen Differenzi-
algleichung. Die Größe s in der Übertragungsfunktion kann beliebig algebraisch behandelt
werden, enthält aber keinen Zahlenwert. (Imaginäre Einheit: j =

√
−1; Re = Realteil, Im =

Imaginärteil)

Elektrische, mechanische, biologische und andere dynamische Systeme können durch die glei-
che Form der Übertragungsfunktion beschrieben werden, wenn die Anzahl und die Struktur
der Systemspeicher identisch sind.

Die Übertragungsfunktion eines dynamischen Systems kann algebraisch für die multiplika-
tive (Reihenstruktur), subtraktive, additive und zurückgekoppelte Struktur (Regelkreis) be-
liebig zusammengestellt werden. Dabei kann es sich um einen industriellen Prozess, um eine
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Allgemeine Darstellungsformen der Übertragungsfunktion

Steuerstrecke, eine Regelstrecke, einen Regler oder einen Regelkreis handeln. Zum Beispiel
kann die Übertragungsfunktion des sehr bekannten PID-Reglers in der Reihenstruktur oder
Parallelstruktur beschrieben werden, die sich äußerlich nicht gleichen, aber bei unterschied-
lichen Koeffizienten ein identisches Frequenz- und Zeitverhalten haben. Beide Schreibweisen
haben technische Vorteile.

Die folgenden idealen PID-Reglerstrukturen sind mathematisch identisch. Die Koeffizienten
T1 und T2 ergeben sich durch Faktorenvergleich mit den Koeffizienten KP , TN und TV :

PID-Reglerstruktur Übertragungsfunktion mit Nullstellenüberschuss
Reihenstruktur G(s) = KP

TN
· (T1·s+1)(T2·s+1)

s

Parallelstruktur G(s) = KP ·
(
1+ 1

TN ·s +TV ·s
)

6.2.1 Polynom-Darstellung

Die Anwendung der Laplace-Transformation einer systembeschreibenden Differenzialglei-
chung führt zu der Übertragungsfunktion als gebrochen-rationale Funktion in die Polynom-
Darstellung. Dabei werden die Koeffizienten der Differenzialgleichung in die Übertragungs-
funktion vollständig übernommen. Anstelle der Ableitungen der Differenzialgleichung tritt
der Laplace-Operator s entsprechend dem Grad der Ableitung als Potenz von s auf.

Erst die Aufspaltung der Polynome im Nenner und Zähler der Übertragungsfunktion in
Linearfaktoren (Teilsysteme, Produktterme) 1. Ordnung und 2. Ordnung (mit konjugiert
komplexen Polen) zeigt anschaulich im nächsten Kapitel jeweils im Zähler und Nenner
maximal drei verschiedene Linearfaktoren, mit fundamental unterschiedlichen Eigenschaften
im Zeitbereich.

Zeitkontinuierliche lineare Systeme werden im Zeitbereich durch die lineare
Differentialgleichung n-ter Ordnung beschrieben

any(n) + · · ·+a1y(1) +a0y = bmu(m) + · · ·+ b1u(1) + b0u

y ist Ausgangs- und u Eingangssignal als Funktion der Zeit, y(1) = y′(t) die 1. Ableitung
nach der Zeit.

Wenn die Koeffizienten ai und bi konstant (also zeitunabhängig) sind, ist die Laplace-
Transformation ausführbar.

Mit den vorgegebenen Anfangsbedingungen für das Ein- und Ausgangssignal (Werte zum
Zeitpunkt t = 0 )

y(i)(0) = 0 für alle 0 ≤ i ≤ n

u(i)(0) = 0 für alle 0 ≤ i ≤ m
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lautet die Laplace-Transformierte der Ein- und Ausgangsgrößen

∞∫
0

y(i)(t)e−stdt = si ·Y (s)

∞∫
0

u(i)(t)e−stdt = si ·U(s)

U(s) und Y (s) sind die komplexe Eingangs- bzw. Ausgangsfunktion in Abhängigkeit von
der komplexen Variablen s = δ +jω im Bildbereich.

Die Laplace-Transformierte der Differenzialgleichung ist

Y (s)(ansn + · · ·+a1s+a0) = U(s)(bmsm + · · ·+ b1s+ b0)

Es handelt sich anstelle der Differenzialgleichung um eine algebraische Gleichung, deren
Analyse mit Methoden der Algebra möglich ist.

Die Übertragungsfunktion G(s) in Polynomdarstellung

ist das Verhältnis der Laplace-Transformierten der Wirkung (Ausgang) durch die Laplace-
transformierte der Ursache (Eingang):

G(s) = Y (s)
U(s) = bmsm+···+b1s+b0

ansn+···+a1s+a0

Die statische Verstärkung K des Übertragungssystems ist durch das Verhältnis der Koeffi-
zienten K = b0/a0 bestimmt.

G(s) = b0
a0

·
1+ b1

b0
s+ · · ·+ bm

b0
sm

1+ a1
a0

s+ · · ·+ an
a0

sn

Alle Koeffizienten der Differenzialgleichung, die das Zeitverhalten bestimmen, sind in der
Übertragungsfunktion im Nenner enthalten. Die Koeffizienten des Zählers bestimmen die
Größe der Amplitude f(t). Die Übertragungsfunktion beschreibt das Verhalten des Systems
vollständig. Damit ist es möglich, Aussagen über das Verhalten des Systems ohne Lösung
der Differenzialgleichung zu erhalten.

Die Übertragungsfunktion ist eine analytische Funktion. Da sie Funktion der komplexen
Variablen s = δ +jω ist, kann sie als

G(s) = u(δ,ω)+ jv(δ,ω)
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geschrieben werden. Das ist eine Abbildung der von δ,ω aufgespannten s-Ebene in die
von u,v aufgespannte G-Ebene. Alle Methoden der Funktionentheorie können zur Analyse
eingesetzt werden. Das Erstellen einer Grafik ist wegen der vier Dimensionen nur in zwei
dreidimensionalen Grafiken möglich, z. B. als

Betrag(δ,ω) =
√

u2(δ,ω)+v2(δ,ω)

Phase(δ,ω) = arctan
(

v(δ,ω)
u(δ,ω)

)
.

6.2.2 Pol-Nullstellen-Darstellung

Unter dem Begriff Nullstellen versteht man jene Werte, die in eine Funktion f eingesetzt,
den Funktionswert Null liefern. Nullstellen von Polynomen werden in der Mathematik auch
häufig mit Wurzeln oder Nullstellen bezeichnet. In der Regelungstechnik werden die Null-
stellen des Zählerpolynoms mit Wurzeln oder Nullstellen, die des Nennerpolynoms mit Polen
bezeichnet.

Ein Polynom n-ten Grades hat genau n Nullstellen bzw. n Pole. Diese Nullstellen und Pole
können reelle oder komplexe Zahlen sein.

Die Nullstellen eines Polynoms 2. Ordnung lassen sich durch die bekannte Formel der qua-
dratischen Gleichung lösen. Für Polynome bis 4. Ordnung existieren Rechenprogramme, die
auch im Internet unter dem Suchbegriff "Nullstellen (Lösungen) von Polynomen" zu finden
sind. Polynome noch höherer Ordnung können numerisch mit dem Newton-Verfahren gelöst
werden.

Die Nullstellen eines Polynoms sind unabhängig von Polynomfaktoren. Der System-
Verstärkungsfaktor der Übertragungsfunktion in der Pol-Nullstellen-Darstellung beträgt
k = bm/an.

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra gilt für ein Polynom:

P (x) = bmxm + · · · + b1x+ b0 = bm ·
m∏

i=1
(x−xi)

mit dessen Nullstellen xi . Sie können einfach oder mehrfach, reell oder paarweise konjugiert
komplex sein.

Die Übertragungsfunktion in Pol-Nullstellen-Darstellung lautet:

G(s) = k · (s−sn1)(s−sn2)···(s−snm)
(s−sp1)(s−sp2)···(s−spn)

In dieser allgemeinen Darstellung ist noch nicht definiert, um welche Art von Linearfaktoren
es sich bei der Übertragungsfunktion handelt. Das Systemverhalten wird erst deutlich, wenn
Zahlenwerte für die Nullstellen, Pole und Verstärkung k vorliegen.
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Bei gegebenen Zahlenwerten mit den sn (Nullstellen) und den sp (Polen, Nullstellen des
Nennerpolynoms) ist die Übertragungsfunktion vollständig bestimmt und mit der Polynom-
Darstellung identisch. Diese Darstellung ist für allgemeine Aussagen über das System z. B.
für Stabilitätsuntersuchungen wichtig.

6.2.3 Linearfaktoren

Linearfaktoren2 sind Produktterme eines Polynoms im Zähler und Nenner einer Übertra-
gungsfunktion G(s).

Sind die Nullstellen bzw. die Pole einer Übertragungsfunktion G(s) in der Polynomdar-
stellung bekannt, kann das Zähler- und Nennerpolynom in Produktterme (Linearfaktoren)
zerlegt werden, z. B.:

• im Zähler mit der Nullstelle sn der Linearfaktor s−sn und
• im Nenner mit dem Pol sp der Linearfaktor s−sp gebildet werden.

Weil die Nullstellen aus zu Null gesetzten Polynomen berechnet werden, muss sichergestellt
werden, dass keine Faktoren gekürzt worden sind. Es empfiehlt sich eine Prüfung vorzu-
nehmen, ob die Pol- Nullstellendarstellung (= Produktdarstellung) durch Ausmultiplizieren
auch mit dem Polynom identisch ist.

Eine Nullstelle des Zählerpolynoms sn oder ein Pol des Nennerpolynoms sp kann folgende
drei stabile Formen von Zahlenwerten einnehmen:

• {sn; sp} = 0, (Absolutglied a0;b0 des Polynoms fehlt),
• {sn; sp} = −δ (reeller Wert der Pole und Nullstellen),
• {sn; sp} = −δ ± jω (konjugiert komplexer Wert der Pole oder Nullstellen).

Sind die Realteile von Nullstellen und Polen negativ, handelt es sich um ein stabiles System.
Negative Realteile der Pole bedeuten asymptotische Stabilität des Teilsystems.

Bei reellen Nullstellen entsteht der Produktterm 1. Ordnung s−sp. Ist der Wert der Nullstel-
le sp negativ, lässt sich dafür auch s+a schreiben, wenn a ein negativer Wert der Nullstelle
ist (stabiles System).

Bezeichnet man bei konjugiert komplexen Nullstellen bzw. Polen den Realteil mit δ und
den Imaginärteil mit jω, dann ergeben sich bei Übertragungsfunktionen in der Produkt-
darstellung bei reellen und konjugiert komplexen Nullstellen und Polen unterschiedliche
Gleichungen, die durch die Größe der Zahlenwerte der Koeffizienten der Polynomdarstel-
lung bestimmt werden. Die angegebenen 3 Formen der Linearfaktoren können einfach und
mehrfach auftreten.

In der linearen Regelungstechnik und Systemtheorie ist es eine willkommene Tatsache, dass
praktisch alle vorkommenden regulären (stabilen) Übertragungsfunktionen bzw. Frequenz-
gänge von Regelkreisgliedern auf drei Grundformen geschrieben bzw. zurückgeführt werden
können. Die Linearfaktoren haben eine völlig unterschiedliche Bedeutung, je nachdem ob
sie im Zähler oder im Nenner einer Übertragungsfunktion stehen.

2 Prof. Manfred Ottens, TFH Berlin: Vorlesungsmanuskript "Grundlagen der Systemtheorie", Kapitel: „Die
Übertragungungsfunktion", 227 Seiten, 2008.
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Stehen die Linearfaktoren im Zähler, haben sie eine differenzierende Wirkung, stehen sie im
Nenner, haben sie eine verzögernde (speichernde) Wirkung:

Typ Linearfak-
tor
Pol-Nullstellen-
Darstellung

Typ Linearfaktor
Zeitkonstanten-
Darstellung

Bedeutung im
Zähler

Bedeutung im
Nenner

G1 = s−0 = s
Absolutglied a0
oder b0 fehlt

G1(s) = s
Nullstelle oder Pol
{sn1;sp1} = 0

Differenzierer,
D-Glied

Integrator, I-
Glied

G2(s) = s −
sn oder G2(s) =
s−sp

Pole und Nullstel-
len sind reell
Negative Werte =
stabile Systeme

G2(s) = T ·s+1
T = 1 / sn oder T
= 1 / sp
{sn2;sp2} = −δ =̂
"reelle Zahl"

PD1-Glied Verzögerung,
PT1-Glied

Polynom:
G3(s) = [s − (δ +
jω)] · [s− (δ − jω)]
= s2 −2 ·δ ·s+δ2 +
ω2

:= s2 −p ·s+ q =
mit p = 2 · δ und
q = δ2 +ω2

Normalform:
G3(s) = T 2 ·s2 +2 ·
D ·T ·s+1
T = 1 / sn oder T
= 1 / sp
sn31 = −δ +
jω; sn32 = −δ −jω
sp31 = −δ +
jω; sp32 = −δ − jω

PD2-Glied:
für -1 < D < 1
mit konjugiert
komplexen Null-
stellen

Schwingungsglied
PT2-Glied:
für -1 < D < 1
mit konjugiert
komplexen Polen

Dabei ist T die Zeitkonstante, s die komplexe Frequenz, D der Dämpfungsgrad.

6.2.4 Globales Systemverhalten

Die Linearfaktoren in der Pol- Nullstellen-Darstellung mit den Bezeichnungen sn und sp
müssen negativen Zahlenwerten entsprechen, wenn es sich um sogenannte phasenminimale
(stabile) Systeme handelt. Dies kann zu Missverständnissen führen, deshalb werden anstelle
der Bezeichnungen der Pole und Nullstellen Hilfsgrößen eingeführt (wie a, b, c. ...), die nega-
tiven Zahlenwerten entsprechen. Daraus folgt, dass die Linearfaktoren in der Pol-Nullstellen-
Darstellung z. B. (s + a) mit a einen positiven Zahlenwert darstellen, die zugehörigen Pole
sp oder Nullstellen sn des Linearfaktors negativen Zahlenwerten entsprechen.

Beispiel: Bestimmung des Pols eines Linearfaktors G(s) = s + 3 im Nennerpolynom:

s+3 = 0; s =̂ sp = −3

Sind Zahlenwerte einer Übertragungsfunktion in der Polynomdarstellung gegeben, können
mit verschiedenen Methoden, wie mit der pq-Formel x2 + px + q = 0 für Systeme zweiter
Ordnung, oder fertige im Internet verfügbare Programme bis 4. Ordnung mit dem Aufruf
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- "Nullstellen (Lösungen) von Polynomen bestimmen" - die Pole und Nullstellen bestimmt
werden.

Für Systeme mit Polynomen 2. Ordnung der Form s2 + p · s + q = 0 errechnen sich die
Nullstellen bzw. die Pole:

sp1;2 = −p

2
±

√
p2

4
− q

Wenn das Polynom 2. Ordnung mit konjugiert komplexen Polen (s2 −2 · δ ·s+ δ2 +ω2) = 0
in die Form zur Lösung einer gemischt quadratischen Gleichung gebracht wird, lassen sich
die Nullstellen für p und q durch Faktorenvergleich bestimmen. p = 2 ·δ wird positiv, wenn
negative Realteile von sp oder sn vorliegen.

Die Pol- Nullstellendarstellung der Übertragungsfunktion für ein asymptotisch stabiles Sys-
tem enthält immer positive Zahlenwerte, was voraussetzt, dass die Pole und Nullstellen
negative Realteile enthalten.

Wenn in einer systembeschreibenden Differenzialgleichung oder in der zugehörigen Übertra-
gungsfunktion aus der geschlossenen Reihenfolge der Ableitungen bestimmte Koeffizienten
fehlen, bzw. zu Null gesetzt sind, ergibt sich für das Gesamtverhalten im Zeitbereich fol-
gendes typische Systemverhalten:

• Beispiel einer Übertragungsfunktion der Polynomdarstellung und der Zerle-
gung in die Pol-Nullstellen-Darstellung mit reellen Linearfaktoren:

G1(s) = Y (s)
U(s) = bmsm+...+b2s2+b1s+b0

ansn+...+a2s2+a1s+a0
:= k · (s−sn1)(s−sn2)···(s−snm)

(s−sp1)(s−sp2)···(s−spn)

Sind in der Polynomdarstellung alle Ableitungen und zugehörige Koeffizienten lückenlos
mit positivem Vorzeichen vorhanden, stellt die Übertragungsfunktion für die Exponenten
n > m ein zeitverzögerndes asymptotisch stabiles System dar. Werden negative Werte der
Pole und Nullstellen eingesetzt, entstehen positive Linearfaktoren.

Das Gesamtsystem wird als "globales proportionales Systemverhalten" bezeichnet.
• Beispiel einer Übertragungsfunktion der Polynomdarstellung ohne Absolut-
glied im Nennerpolynom und der Zerlegung in die Pol-Nullstellen-Darstellung
mit reellen Linearfaktoren:
Der Term der gewöhnlichen Differenzialgleichung oder eines transformierten Polynoms
im Zähler und Nenner der Übertragungsfunktion mit den Koeffizienten a0 und b0 wird
allgemein als Absolutglied bezeichnet. Für a0 = 0 oder b0 = 0 gilt:

G(s) = s−0 = s

Linearfaktor ohne Absolutglied a0 des Polynoms im Nenner, Pol sp1 = 0.

G2(s) = Y (s)
U(s) = bmsm+...+b2s2+b1s+b0

ansn+...+a2s2+a1s
:= k · (s−sn1)(s−sn2)···(s−snm)

s(s−sp2)···(s−spn)
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Fehlt das Absolutglied a0 im Nennerpolynom (a0 = 0), kann die Variable s aus dem Nenner-
polynom ausgeklammert werden. Dieses Gesamtverhalten des Systems wird als "globales
integrierendes Systemverhalten" bezeichnet. Fehlt das Absolutglied b0 im Zählerpoly-
nom (b0 = 0), kann die Variable s aus dem Zählerpolynom ausgeklammert werden. Dieses
Gesamtverhalten des Systems wird als "globales differenzierendes Systemverhalten"
bezeichnet.

• Beispiel einer Übertragungsfunktion in der Pol-Nullstellen-Darstellung mit
einem konjugiert komplexen Pol im Nennerpolynom:
Bei dynamischen Systemen 2. Ordnung (z.B. Feder-Masse-Dämpfungssystem) oder bei
Systemen 1. Ordnung, die eine positive Rückführung enthalten (Regelkreise), kann ein
Energieaustausch stattfinden. Solche Systeme mit konjugiert komplexen Lösungen der Pole
und Nullstellenkönnen können in einem Gesamtsystem enthalten sein und treten immer
paarweise - meist im Nenner der Übertragungsfunktion - mit einem identischen Realteil δ
auf.

sn1 = −δ + jω und sn2 = −δ − jω , oder zusammengefasst

sn1;2 = −δ ± jω

Die Polynome mit konjugiert komplexen Nullstellen werden zur einfacheren Berechenbar-
keit zu quadratischen Termen zusammengefasst, in denen nur reelle Koeffizienten auftreten.
Deshalb lässt sich ein Elementarsystem 2. Ordnung mit konjugiert komplexen Polen und
Nullstellen nicht in 2 Linearfaktoren 1. Ordnung mit nur reellen Koeffizienten zerlegen.

G3(s) = Y (s)
U(s)

= bmsm + . . .+ b2s2 + b1s+ b0
ansn + . . .+a2s2 +a1s+a0

:= k · (s−sn1)(s−sn2) · · ·(s−snm)
[s− (δ + jω)] · [s− (δ − jω)] · · ·(s−spn)

Wird der Klammerausdruck mit den komplexen Größen im Nenner aufgelöst, entsteht:

G(s) = [s− (δ + jω)] · [s− (δ − jω)] = s2 −2 ·δ ·s+δ2 +ω2 := s2 −p ·s+q

∣∣∣∣ p = 2 ·δ und

q = δ2 +ω2

G3(s) = Y (s)
U(s) = bmsm+...+b2s2+b1s+b0

ansn+...+a2s2+a1s+a0
:= k · (s−sn1)(s−sn2)···(s−snm)

(s2−2·δ·s+δ2+ω2)···(s−spn) := k ·
(s−sn1)(s−sn2)···(s−snm)

(s2−p·s+q)···(s−spn)

Sind in der Polynomdarstellung alle Ableitungen und zugehörige Koeffizienten lückenlos
mit positivem Vorzeichen vorhanden, stellt diese Übertragungsfunktion für die Exponen-
ten n > m und einem Polynom mit konjugiert komplexen Polen ein zeitverzögerndes
asymptotisch stabiles, gedämpft schwingendes System dar.
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6.2.5 Zeitkonstantendarstellung

Es existieren 2 faktorielle Darstellungsformen, die Pol-Nullstellen-Darstellung und die
Zeitkonstanten-Darstellung. Die Zeitkonstanten-Darstellung hat einen höheren Anschau-
ungswert und den Vorteil, dass bei Änderung der Zeitkonstante sich die Systemverstärkung
nicht ändert.

Die Zeitkonstanten-Darstellung errechnet sich direkt aus der Pol-Nullstellendarstellung, in-
dem der Produktterm so umgeformt wird, dass beide Formen mathematisch identisch sind:
s+a = a · ( 1

a ·s+1) = a · (T ·s+1) mit T = 1/a. Der Produktterm s - sn wird so umgestellt,
dass der Reziprokwert 1/sn = T gebildet wird.

Der Produktterm in der Zeitkonstanten-Darstellung mit negativem Wert der Polstelle sP
(Term im Nenner asymptotisch stabiles System) lautet damit:

(s−sp)︸ ︷︷ ︸
P roduktterm

:= (s+a)︸ ︷︷ ︸
P roduktterm

= a · (1
a

·s+1)︸ ︷︷ ︸
a=negativer W ert

:= K · (T ·s+1)︸ ︷︷ ︸
Zeitkonstantendarstellung

Bei der Zeitkonstantendarstellung des Linearfaktors werden die Terme positiv dargestellt.
Dies setzt voraus, dass die Realanteile der zugehörigen Nullstellen und Pole negativ sind.

Dabei bedeutet a eine Hilfsgröße für die negative Nullstelle (-sn) oder Polstelle (-sp).

Übertragungsfunktion in Zeitkonstanten-Darstellung mit dem Linearfaktor 1. Ordnung mit
Absolutglied eines phasenminimalen Systems:

G(s) =
b0 ·sn1 ·sn2 · · ·snm · ( 1

sn1
·s+1)( 1

sn2
·s+1) · · ·( 1

snm
·s+1)

a0 ·sp1 ·sp2 · · ·spn · ( 1
sp1

·s+1)( 1
sp2

·s+1) · · ·( 1
spn

·s+1)
=

G(s) = K·(TV 1·s+1)(TV 2·s+1)···(TV m·s+1)
(T1·s+1)(T2·s+1)···(Tn·s+1) Globales Proportionalverhalten für m < n und

t → ∞.

Vorteil der Zeitkonstanten-Darstellung

• Das Zeitverhalten ist direkt ablesbar.
• Die statische Verstärkung ändert sich nicht, wenn eine Zeitkonstante geändert wird.

Zeitliches Verhalten in Abhängigkeit von der Pol-Nullstellen-Anzahl

Je nach Anzahl der Pole n und Nullstellen m einer Übertragungsfunktion ergibt sich fol-
gendes Systemverhalten für Linearfaktoren 1. Ordnung mit Absolutglied:

• m < n

Bei dieser Übertragungsfunktion ist das Systemverhalten im Zeitbereich bei Polüberschuss
definiert. Die Sprungantwort y(t) nähert sich asymptotisch dem Maximum.
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Allgemeine Darstellungsformen der Übertragungsfunktion

• n = m

Bei gleicher Anzahl von Polen und Nullstellen hängt das Systemverhalten von der Größe
der Zeitkonstanten ab. Die Sprungantwort kann ein differenzierendes oder verzögerndes
Verhalten zeigen.

• m > n

Nullstellenüberschuss ist technisch nicht realisierbar.

Tabelle wichtiger regulärer (phasenminimaler) Übertragungsfunktionen in
Zeitkonstanten-Darstellung:
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Allgemeine Darstellungsformen der Übertragungsfunktion

Die praktische Bedeutung des Linearfaktors 2. Ordnung mit konjugiert komplexen Null-
stellen im Zähler der Übertragungsfunktion liegt z. B. in der Anwendung als Vorfilter. Ein
PD2KK-Glied im Eingang eines Regelkreises kann das gedämpfte Schwingungsverhalten der
Regelgröße (Einschwingvorgang) vollständig kompensieren.

Verstärkungsfaktor K

Erst durch die Kenntnis der Produktform mit Linearfaktoren ist eine Rücktransformation
des Systemverhaltens in den Zeitbereich möglich.34

In den Laplace-Transformationstabellen zur Berechnung des System-Zeitverhaltens werden
für die Linearfaktoren in der Pol-Nullstellen-Darstellung die Werte von Polen und Nullstel-
len meistens die Buchstaben a,b,c, . . . verwendet. In der Zeitkonstanten-Darstellung treten
anstelle der Nullstellen und Pole deren Reziprokwerte als Zeitkonstanten. In beiden Darstel-
lungsformen sind Faktoren zu berücksichtigen, die im s-Bereich und Zeitbereich identisch
sind, d. h. nicht transformiert werden.

Die Verstärkungsfaktoren der Pol-Nullstellen-Darstellung k und der Zeitkonstanten-
Darstellung K sind unterschiedlich. Da sich die Verstärkungsfaktoren aus der Polynom-
darstellung der Übertragungsfunktion errechnen, müssen im Falle der Rückrechnung der
beiden Formen in die Polynom-Darstellung identische Polynome ergeben.

• Der Verstärkungsfaktor der Pol-Nullstellen-Darstellung k = bm/an errechnet sich aus den
Koeffizienten der Polynom-Darstellung.

Wenn sich in der Pol-Nullstellen-Darstellung ein Pol oder Nullstelle ändert, dann ändert
sich auch die Verstärkung k.

• Der statische Verstärkungsfaktor K der Zeitkonstanten-Darstellung berechnet sich aus
K = b0/a0 der Polynom-Darstellung oder mit den Polen und Nullstellen aus der Pol-
Nullstellen-Darstellung. Siehe Tabelle!

Wenn sich in der Zeitkonstanten-Darstellung eine Zeitkonstante ändert, bleibt die statische
Verstärkung K konstant.

Maximal existieren drei unterschiedliche Linearfaktoren für phasenminimale Übertragungs-
systeme. Bei nichtphasenminimalen Systemen mit Absolutglied (positive Pole und / oder
Nullstellen) existieren 2 weitere Linearfaktoren, die sich an dem negativen Vorzeichen er-
kennen lassen.

Phasenminimumsysteme und Nichtphasenminimumsysteme

Ein Phasenminimumsystem kann aus mehreren Teilsystemen bestehen und hat für einen
gegebenen Amplitudengang eine minimale Phasenverschiebung. Bei Phasenminimumsyste-
men besteht zwischen Amplitudengang und Phasengang ein eindeutiger Zusammenhang.

3 Prof. Dr.-Ing. Oliver Nelles, Universität Siegen: Vorlesungsmanuskript "Mess- und Regelungstechnik I",
Kapitel 5: „Übertragungsfunktion“, 446 Seiten vom 8. Oktober 2009.

4 Prof. Dr.-Ing. W. Schumacher, Technische Universität Braunschweig, Institut für Regelungstechnik, Vor-
lesungsmanuskript "Grundlagen der Regelungstechnik", Kapitel: „4.3 ¨Ubertragungsfunktion und Diffe-
renzialgleichung“, 309 Seiten 24. Oktober 2008.
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• Phasenminimumsysteme sind Systeme ohne Totzeit, deren rationale Übertragungsfunk-
tionen G(s) keine Pole und keine Nullstellen in der rechten s-Halbebene haben.

• Nicht alle Phasenminimumsysteme sind stabil. Sie erfüllen alle den Begriff der "Internen
Stabilität" aber nicht alle sind "Extern stabil".

• Nichtphasenminimale Systeme haben ein Minuszeichen in der Übertragungsfunktion.
• Nichtphasenminimumsysteme enthalten eine Totzeit oder Pole oder Nullstellen in der
rechten s-Halbebene.

• Nichtphasenminimumsysteme mit Polen in der rechten s-Halbebene sind instabile Syste-
me. Dieses System reagiert auf ein Eingangssignal mit einem unbeschränkten Ausgangs-
signal.

• Nichtphasenminimumsysteme mit Polen in der rechten s-Halbebene und Phasenmini-
mumsysteme sind relativ leicht zu regeln.

• Nichtphasenminimumsysteme mit Nullstellen in der rechten s-Halbebene (Allpass-
Systeme) sind stabile Systeme aber sehr schwierig zu regeln.

• Nullstellen in Phasenminimumsystemen und Nichtphasenminimumsystemen haben Ein-
fluss auf die Amplituden der Ausgangssignale. Pole bestimmen das Zeitverhalten.

Abb. 55 Sprungantwort der
Linearfaktoren im Nenner der
Übertragungsfunktion.

Zeitverhalten der Linearfaktoren für ein gegebenes Eingangssignal u(t)

Das Zeitverhalten der drei Formen der Linearfaktoren im Nenner der Übertragungsfunktion
ist für gleiche Zahlenwerte der Zeitkonstanten im nebenstehenden Diagramm als Sprungant-
wort des normierten Eingangssignal U(s) = 1/s dargestellt. Dem Linearfaktor PT2KK-Glied
mit den konjugiert-komplexen Polen (Schwingungsglied) wurde ein willkürlich bestimmter
Wert der Dämpfung mit D = 0,25 vorgegeben. Wenn die Dämpfung D ≥ 1 beträgt, ergeben
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sich zwei reelle Pole, und das Nenner-Polynom lässt sich in zwei PT1-Verzögerungsglieder
aufspalten.

Abb. 56 Rampenantwort der
Linearfaktoren im Zähler der
Übertragungsfunktion.

Das Zeitverhalten der drei Formen der Linearfaktoren im Zähler der Übertragungsfunktion
mit differenzierender Wirkung ist in dem nächsten Diagramm dargestellt. Differenzieren-
de ideale Systeme (m > n = Nullstellen-Überschuss) kann man nicht als Sprungantwort
darstellen, weil die Differentiation eines Sprunges zur Zeit t = 0(+) stattfindet.

Die Einheits-Sprungantwort (für u(t) = 1) eines D-Gliedes (m > n oderm = n) verläuft nach
der Einschwingzeit auf y(t) = 0. Die Einheits-Sprungantwort (für u(t) = 1) eines PD-Gliedes
oder PD2-Gliedes (m > n oder m = n) verläuft nach der Einschwingzeit auf y(t) = 1.

Eine Anstiegsfunktion (Rampe) im s-Bereich: U(s) = KI/s2 und im Zeitbereich: u(t) = KI ·t
(gewählt: u(t) = 2 · t) eignet sich zur Darstellung des Systemverhaltens (Rampenantwort)
mit Nullstellen-Überschuss.

Linearfaktoren mit PD-Verhalten verlaufen nach dem Einschwingen parallel zur Anstiegs-
funktion mit steigendem Abstand der Ordnung wie dargestellt. PD2KK-Glieder mit kon-
jugiert komplexen Nullstellen verlaufen nach dem Einschwingen parallel zur Rampe und
nähern sich mit kleiner werdenden Dämpfung der Rampe an. Begründung: Mit kleiner wer-
dender Dämpfung D → 0 nähert sich die Übertragungsfunktion GPD2(s) = a ·s2 +1 an. Der
Term b ·s ist in dem Polynom bei D = 0 verschwunden.

6.2.6 Partialbruch-Darstellung zur Rücktransformation in den
Zeitbereich

Mit der Partialbruchzerlegung einer Übertragungsfunktion G(s) in der Pol-Nullstellen-
Darstellung wird die faktorisierte Darstellung in additive Teilbrüche überführt, die sich

147



Übertragungsfunktion

relativ einfach ohne Anwendung von Laplace-Transformationstabellen in den Zeitbereich
f(t) übertragen lassen.

Partialbruchzerlegung der Zähler und Nennerpolynome der Übertragungsfunk-
tion
Eine Übertragungsfunktion G(s) als gebrochen-rationale Funktion lässt sich durch die Par-
tialbruchzerlegung in einfache additive Funktionen zerlegen, die einer Parallelschaltung der
Teilsysteme entsprechen:

G(s) = G1(s)+G2(s)+G3(s)+ · · ·+Gn(s)

Die Überführung in den Zeitbereich auf einfache bekannte Grundfunktionen der inversen
Laplace-Transformation erfolgt durch:

L−1{G(s)} = L−1{G1(s)}+L−1{G2(s)}+L−1{G3(s)}+ · · ·+L−1{Gn(s)}

Dazu muss das Nennerpolynom N(s) einer Übertragungsfunktion G(s) in folgende Form
faktorisiert werden. Die Pole der Übertragungsfunktion bestimmen die Partialbrüche:

G(s) = Z(s)
N(s)

= Z(s)
(s−sp1)(s−sp2) . . .(s−spn)

=
n∑

i=1

Ai

(s−spi)

Ein Produktterm eines einfachen PT1-Verzögerungsgliedes des Nenners einer Übertragungs-
funktion mit der Polstelle a kann unmittelbar in den Zeitbereich überführt werden:

1
s+a

•−◦ e−at

Die Nenner der Partialbruchterme im s-Bereich bestimmen das Systemverhalten im Zeit-
bereich und können auf einfache Laplace-Korrespondenzen zurückgeführt werden. Dabei
bedeutet a im s-Bereich einen reellen negativen Wert der Polstelle. Es ergeben sich additive
Komponenten der Übertragungsfunktion, deren Signalanteile einer Parallelschaltung von
Einzelsystemen entsprechen. Die inverse Transformation der additiven Komponenten f(s)
in f(t) ist einfach und hat einen hohen Bekanntheitsgrad.

Ein Systemausgangssignal Y(s) soll in den Zeitbereich y(t) überführt werden:
Die Partialbruchzerlegung dient der einfachen Überführung eines Systemausgangssignals
Y(s) in den Zeitbereich y(t) für ein gegebenes Eingangssignal U(s). Deshalb bezieht sich die
Partialbruchzerlegung auf das Produkt G(s)*U(s).

Bei der Partialbruchzerlegung sind 3 Fälle zu unterscheiden:5

• Die Pole sind reell und verschieden
• Die Pole sind reell und gleich

5 Lutz / Wendt: Taschenbuch der Regelungstechnik, Kapitel: Laplace-Transformation, Unterkapitel "Parti-
albruchzerlegung".
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• Die Pole sind konjugiert komplex

Partialbruchzerlegung von Übertragungsfunktionen mit reellen verschiedenen
Polen:
Das Systemausgangssignal y(t) ergibt sich durch die Suchfunktion der Laplace-
Transformationstabellen Y(s) = G(s) * U(s).

U(s) kann z. B. ein Testsignal als Impulsfunktion, Sprungfunktion oder Anstiegsfunktion
sein.

y(t) = L−1{G(s)·U(s)} = L−1{G1(s)·U(s)}+L−1{G2(s)·U(s)}+L−1{G3(s)·U(s)}+· · ·+L−1{Gn(s)·U(s)}

Y (s) = Z(s)
(s−sp1)(s−sp2) . . .(s−spn)

= A1
s−sp1

+ A2
s−sp2

+ . . .+ An

s−spn

Die Residuen Ai lauten:

Ai = [G(s) · (s−spi)]|s=spi

Lösung im Zeitbereich

y(t) = A1 ·esp1·t +A2 ·esp2·t + . . .+An ·espn·t

Anwendungsbeispiel der Partialbruchzerlegung einer Übertragungsfunktion
G(s) mit 2 PT1-Gliedern
Beispiel: Übertragungsfunktion ohne differenzielle Anteile (Nullstellen).6

Das Eingangssignal U(s) = 1/s ist ein normierter Eingangssprung f(t) = 1:

6 Prof. Dr.-Ing. H. Peter Jörgel, TU Wien: Vorlesungsmanuskript Mess- und Regelungstechnik VT, Kapitel:
„Laplace-Transformation“, 164 Seiten, ausgestellt 2006.
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Fall: Die Pole sind reell und verschieden!
Das Produkt U(s) * G(s) wird mittels der Partialbruchzerlegung von der Reihendar-
stellung
der Einzelkomponenten in eine Paralleldarstellung zerlegt:

Y (s) = 6
s · (s+2) · (s+4)

= A1
s

+ A2
s+2

+ A3
s+4

Die Gleichung der Lösung der Residuen lautet:

Ai = [G(s) · (s−spi)]|s=spi

A1 = 6
(s+2) · (s+4)

∣∣∣∣
s=0

= 0,75

A2 = 6
(s) · (s+4)

∣∣∣∣
s=−2

= −1,5

A3 = 6
(s) · (s+2)

∣∣∣∣
s=−4

= 0,75

Daraus folgt:

Y (s) = 6
s · (s+2) · (s+4)

= 0,75
s

+ −1,5
s+2

+ 0,75
s+4

Damit erhält man durch die inverse Transformation einfacher Komponenten des s-
Bereichs
die Gleichung der Ausgangsgröße y(t) für den Zeitbereich:

y(t) = 0,75−1,5 ·e−2·t +0,75 ·e−4·t

Anmerkung: Die unbekannten Parameter A1 bis An lassen sich auch durch Koeffizienten-
vergleich ermitteln!

6.2.7 Frequenzgang und Übertragungsfunktion

Übertragungsfunktion
Die Übertragungsfunktion G(s) ist eine abstrakte nicht messbare Form der Systembeschrei-
bung zur mathematischen Behandlung linearer dynamischer Systeme. Sie bestimmt das
Eingangs-Ausgangssignal-Verhalten eines Übertragungssystems für beliebige Eingangssi-
gnale im komplexen Frequenzbereich. Die Übertragungsfunktion G(s) mit dem Laplace-
Operator s = δ + jω kann in Realteil und Imaginärteil oder in Betrag und Phase zerlegt
werden.

G(s) = Re[G(s)]+ j · Im[G(s)] = |G(s)| ·ej·φ
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Allgemeine Darstellungsformen der Übertragungsfunktion

Mit Ausnahme der Anfangsbedingungen enthält die Übertragungsfunktion alle Informatio-
nen über ein lineares dynamisches System.

Typische aperiodische Eingangssignale als Testsignale sind Sprungfunktion, Anstiegsfunk-
tion und Impulsfunktion. Für diese aperiodischen Eingangssignale U(s) kann das System-
ausgangssignal y(t) im Zeitbereich mit der Suchfunktion G(s) * U(s) über die Laplace-
Transformationstabellen bestimmt werden.

Frequenzgang 7

Der Frequenzgang G(j) ist eine frequenzabhängige komplexe Größe und beschreibt
ein Übertragungssystem im eingeschwungenen Zustand. Er definiert das Verhältnis der
Ausgangs- zur Eingangsamplitude und berücksichtigt den Phasenwinkel. Er ist ein Spezial-
fall der Übertragungsfunktion als messbare Beschreibungsform, die zur empirischen Systemi-
dentifikation eines unbekannten linearen technischen Übertragungssystems genutzt werden
kann.

Der Frequenzgang kennzeichnet das Verhalten eines Systems mit erzwungener Dauerschwin-
gung und der imaginären Frequenz s = p = jω (p = Differentialoperator).

Wird der Realteil des Laplace-Operators δ der Übertragungsfunktion G(s) zu Null gesetzt,
geht die komplexe Übertragungsfunktion G(s) in den komplexen Frequenzgang

G(jω) = Re(ω)+ j · Im(ω) über.

Beide mathematischen Begriffe der Übertragungsfunktion und des Frequenzgangs unter-
scheiden sich nur durch die Entstehungsweise. Sie können je nach Aufgabenstellung als
Übertragungsfunktion im s-Bereich s = δ + jω oder als Frequenzgang mit s = p = jω ge-
schrieben werden.

Der Frequenzgang eines Übertragungssystems beschreibt das Signalverhalten des Systems
für eine Erregung des Systemeingangs mit einer sinusförmigen Frequenz.

System-Eingangssignal:

u(t) = û · sin(ω · t)

Für ein Eingangssignal u(t) konstanter Amplitude und variabler Kreisfrequenz  ist die
Systemantwort eines zeitabhängigen linearen Systems in Abhängigkeit des Eingangssignals
frequenzabhängig und phasenverschoben.

System-Ausgangssignal:

y(t) = ŷ(ω) · sin[ω · t+φ(ω)]

Ist der Einschwingvorgang abgeklungen, ändert sich die Systemausgangsgröße mit der glei-
chen harmonischen Frequenz der Eingangsgröße aber mit einer anderen Amplitude und einer
Phasenverschiebung.

7 Fachbuch: Lutz / Wendt: Taschenbuch der Regelungstechnik, 9. Auflage. Verlag Harri Deutsch, 2012,
ISBN 978-3-8171-1895-3. Kapitel: "Frequenzgang von Übertragungselementen".
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Übertragungsfunktion

Das Verhältnis der Scheitelwerte der Amplituden ŷ
û und die Phasenverschiebung φ hängen

von der Kreisfrequenz ω ab.

Herleitung des Frequenzgangs:
Aus dem sinusförmigen Eingangssignal im Zeitbereich u(t) = û ·sin(ω · t) wird die komplexe
Funktion im Frequenzbereich:

U(jω) = Û · [cos(ωt)+ j · sin(ωt)]

Nach der Eulerschen Formel (= Beziehung der trigonometrischen Funktionen mit den Ex-
ponentialfunktionen) wird das Eingangssignal:

U(jω) = Û ·ej·ω·t

Für das Ausgangssignal gilt in gleicher Weise:

Y (jω) = Ŷ ·ej·(ω·t+φ) = Ŷ ·ej·ω·t ·ej·φ

Der Frequenzgang G(j) ergibt sich aus dem Quotient der beiden Gleichungen des Ausgangs-
zum Eingangssignal:

G(jω) = Y (jω)
U(jω)

= Ŷ ·ejωt ·ejφ

Û ·ejωt
= Ŷ

Û
·ejφ

Der Frequenzgang G(j) eines Übertragungssystems gibt das Verhältnis der sinusförmigen
Ausgangsschwingung zur sinusförmigen Eingangsschwingung in der komplexen Form für alle
Werte der Kreisfrequenzen  an. Der Betrag |G(j)| ist ein Maß für die Amplitudenänderung
in Abhängigkeit von .

Der Frequenzgang wird entweder in Real- und Imaginärteil:

G(jω) = Re[G(jω)]+ j · Im[G(jω)]

oder in Betrag und Phase angegeben:

G(jω) = |G(jω)| ·ej·φ

Herleitung des Frequenzgangs aus der Übertragungsfunktion
Der Frequenzgang kann aus der systembeschreibenden Differenzialgleichung, aus der Über-
tragungsfunktion oder über empirische Messungen eines linearen Hardware-Systems mit
sinusförmiger Erregung und der Systemantwort bestimmt werden.
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Allgemeine Darstellungsformen der Übertragungsfunktion

Die Herleitung des Frequenzgangs G(j) aus der Übertragungsfunktion G(s) ist besonders
einfach. Der Frequenzgang geht durch den Grenzübergang mit s → j aus der Übertra-
gungsfunktion hervor. Es muss nur jω gegen δ + jω ausgetauscht werden.

G(jω) = lim
s→jω

G(s)

Übertragungsfunktion G(s) eines linearen Übertragungssystems in der Zeitkon-
stantendarstellung

G(s) = Y (s)
U(s)

= K · (TV 1 ·s+1)(TV 2 ·s+1) · · ·(TV m ·s+1)
(T1 ·s+1)(T2 ·s+1) · · ·(Tn ·s+1)

Frequenzgang G(j) eines linearen Übertragungssystems in der Zeitkonstanten-
Darstellung

G(jω) = Y (jω)
U(jω)

= K · (TV 1 · (jω)+1)(TV 2 · (jω)+1) . . .(TV m · (jω)+1)
(T1 · (jω)+1)(T2 · (jω)+1) . . .(Tn · (jω)+1)
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Übertragungsfunktion

Grafische Darstellung des Frequenzgangs (Kurzdarstellung)

Abb. 57 Ortskurve des Frequenzgangs für 3
PT1-Verzögerungsglieder.

Ortskurve
Der Wert des Frequenzgangs für (j) ist eine komplexe Größe mit einem Real- und Imagi-
närteil.

Für die Ermittlung der Ortskurve wird der Frequenzgang in Realteil und Imaginärteil zerlegt
und für verschiedene Frequenzen in der Gaußschen Zahlenebene eingetragen.

G(jω) = Re[G(jω)]+ j · Im[G(jω)]

Bodediagramm
Eine häufige Anwendung ist die grafische Beurteilung des Frequenzgangs durch Zerlegung in
Betrag und Phase. Dabei werden die Frequenzganggleichungen in Produktform mit „Kom-
pensationsgliedern“ z. B. mit dem konjugiert komplexen Wert eines Produktes im Zähler
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Allgemeine Darstellungsformen der Übertragungsfunktion

und Nenner so erweitert, dass der Realteil und Imaginärteil getrennt dargestellt werden
können.

Es wird eine Wertetabelle aufgestellt, bei der für den Realteil und für den Imaginärteil der
Frequenzganggleichung G(j) mehrere Werte als Funktion der Kreisfrequenz  berechnet
werden.

Der mit Amplitudengang bezeichnete Betrag G(j) lautet:

|G(jω)| =
√

(Re[G(jω)])2 +(Im[G(jω)])2

Der Phasengang (j) lautet:

φ(jω) = arctan Im[G(jω)]
Re[G(jω)]

Abb. 58 Bodediagramm eines PT2-Schwingungsgliedes
(K = 2, T = 1; Varianten: D = 0,2; D = 1; D = 5).

Prinzipielle Anwendung des Frequenzgangs für den Reglerentwurf
• Bodediagramm zur Stabilitätsbetrachtung

Betrag und Phasenwinkel des Frequenzgangs des offenen Kreises werden in 2 getrennten
Diagrammen aufgetragen, als Amplitudengang und Phasengang. Ein geschlossener Regel-
kreis ist stabil, wenn die nacheilende Phasenverschiebung φ vom Ausgangs- zum Eingangs-
signal des offenen Kreises bei der Kreisverstärkung K = 1 und φ > −180° beträgt.

Die Ermittlung der Stabilität eines Übertragungssystems mit dem Bodediagramm dient
dem mathematischen Systemverständnis, hat aber heutzutage keine Bedeutung mehr. Mit
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Übertragungsfunktion

geeigneten Rechenprogrammen kann das Systemverhalten für ein Test-Eingangssignal di-
rekt im Zeitbereich dargestellt werden.

• Bodediagramm zur Systemanalyse

Das Bodediagramm kann für die Systemanalyse eines linearen unbekannten dynamischen
Systems benutzt werden, indem das unbekannte System mit einer elektrischen Spannung
mit variabler sinusförmiger Frequenz konstanter Amplitude erregt und die Systemantwort
gemessen wird. Mit Hilfe des Bodediagramms können die Eckfrequenzen und damit auch
die Übertragungsfunktion G(s) und gegebenenfalls auch eine vorhandene Totzeit über den
Phasengang festgestellt werden.

• Ortskurve zur Stabilitätsbetrachtung

Die Frequenzganggleichung des offenen Kreises wird nach Realteil und Imaginärteil aufge-
löst und in ein Koordinatensystem eingetragen. In Richtung steigender Werte von  darf
der kritische Punkt (-1; j0) auf der linken (negativen) Seite der Achse der Realteile nicht
umschlungen bzw. berührt werden, dann ist der geschlossene Regelkreis stabil.

Die Ermittlung der Stabilität eines Übertragungssystems mit der Ortskurve des Frequenz-
gangs dient dem mathematischen Systemverständnis, hat aber für die Stabilitätsbetrach-
tung keine Bedeutung mehr.

6.2.8 Grundlagen Mehrgrößensysteme

Industrielle Prozesse können unterschiedliche abgegrenzte dynamische Systeme enthalten,
die untereinander vermascht sind und mehrere Ausgangssignale und Eingangssignale haben.
Solche Systeme werden im Gegensatz zu Eingrößensystemen als Mehrgrößensysteme be-
zeichnet. Die zugehörigen Übertragungsfunktionen stellen sich als Grafik symbolisch durch
einen Block dar. Die Pfeile an den Ein- und Ausgängen eines Blockes zeigen die Richtung
und die Verknüpfung des Signalflusses an. Das Gesamtsystem entspricht einem mathemati-
schen Modell.

Abb. 59 Blockdiagramm eines Mehrgrößensystems in Matrix / Vektor-Darstellung.
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Anwendung der Korrespondenztabelle F (s)•−◦f(t) der Laplace-Transformation

Hat ein Gesamtsystem beispielsweise je 2 Ein- und Ausgänge, deren Teilsysteme mitein-
ander additiv vermascht sind, so kann die Übertragungsfunktion als Übertragungsmatrix
geschrieben werden. Es werden P-kanonische und V-kanonische Strukturen unterschieden.

In Matrix-Vektor-Schreibweise ergibt sich folgende Darstellung als Übertragungsmatrix:

[
Y1(s)
Y2(s)

]
=

[
G11(s) G12(s)
G21(s) G22(s)

]
·
[
U1(s)
U2(s)

]

Allgemein lässt sich ein Mehrgrößensystem z. B. eine Regelstrecke mit beliebiger Anzahl
von Eingängen (Stellgrößen) und Ausgängen (Regelgrößen) durch folgende Matrixgleichung
beschreiben:

Y (s) = G(s) ·U(s)

Die genannten Größen haben folgende Bedeutung:

• Y (s) = Ausgangsgrößenvektor,
• G(s) = Strecken-Übertragungsmatrix,
• U(s) = Eingangsgrößenvektor.

6.3 Anwendung der Korrespondenztabelle F (s)•−◦f(t) der
Laplace-Transformation

Einschwingvorgänge dynamischer Systeme, die sich im Ruhezustand befinden und in ei-
nen bewegten Zustand überführt werden, können durch Differenzialgleichungen beschrie-
ben werden. Ein wirksames Mittel, diese Differenzialgleichungen zu lösen, ist die Laplace-
Transformation für den Fall leerer Energiespeicher (Anfangswerte = 0). Mit der Durch-
führung der Laplace-Transformation entsteht die Übertragungsfunktion mit G(s) = Y(s) /
U(s) als das Verhältnis der Ausgangsgröße zur Eingangsgröße im sogenannte Bildbereich
(s-Bereich). G(s) ist eine algebraische Gleichung in Form einer gebrochen-rationalen Funk-
tion. Die Rücktransformation vom Bildbereich F(s) in den Zeitbereich f(t) wird als inverse
Laplace-Transformation bezeichnet.

Die Korrespondenztabellen der Laplace-Transformation geben je nach Ausführlichkeit die
Lösung der inversen Transformation vom Bildbereich in den Zeitbereich für zahlreiche For-
men der Übertragungsfunktionen wieder. Das Zeitverhalten für die Systemausgangsgröße
y(t) eines dynamischen linearen Übertragungssystems kann für ein gegebenes Eingangssi-
gnal u(t) aus den Laplace-Korrespondenztabellen für die entsprechende Funktion im Bld-
bereich F(s) (Produkt G(s) ·U(s)) für den Zeitbereich f(t) bestimmt und berechnet werden.

Diese Korrespondenztabellen können im Fachbuchhandel erworben werden, stehen aber im
eingeschränkten Umfang in fast jedem Fachbuch der Mathematik oder der Regelungstechnik
zur Verfügung. Die korrespondierenden Gleichungen f(t) höherer Ordnung mit konjugiert
komplexen Polen und Nullstellen sind zur leichteren Berechenbarkeit in mehrere Gleichun-
gen aufgeteilt, weshalb in der Fachliteratur leider häufig unterschiedliche Formen und Glei-
chungssymbole verwendet werden.
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Übertragungsfunktion

Die Funktionen im Bildbereich F(s) der Transformationstafeln sind im Nenner und Zähler
der Übertragungsfunktion G(s) als Linearfaktoren in Produktform dargestellt.

• Bei der Produktform der Pol-Nullstellen-Darstellung werden der Einfachheit halber an-
stelle der Bezeichnungen für Pole und Nullstellen die Anfangsbuchstaben des Alphabetes
benutzt und negative Werte als stabile Systeme vorausgesetzt. Diese Buchstaben entspre-
chen Pole und Nullstellen gleichermaßen und unterscheiden sich als Pole oder Nullstellen
dadurch, ob sie im Nenner oder Zähler der Übertragungsfunktion stehen.

• Bei der Produktform als Zeitkonstanten-Darstellung werden die Pole bzw. die Nullstellen
mit T = 1 / sp bzw. T = 1 / sn umgerechnet. Die dabei entstehenden Faktoren unterliegen
keiner Transformation in den Zeitbereich, müssen aber berücksichtigt werden.

• Die Linearfaktoren mit konjugiert komplexen Nullstellen werden zu einem Polynom so
umgerechnet, das keine imaginären Größen entstehen.

6.3.1 Linearfaktoren der Laplace-Transformationstabellen

Die Darstellung der Linearfaktoren ist in den Laplace-Korrespondenztabellen ist nicht
einheitlich. Sie unterscheiden sich in der Pol- Nullstellendarstellung und insbesondere
bei der Produktform mit konjugiert-komplexen Nullstellen. Es existieren in den Laplace-
Transformationstabellen zwei verschiedene Schreibweisen in der Zeitkonstanten-Darstellung
mit T = 1/ω0 und der Frequenzdarstellung mit ω0 = 1/T . Häufig werden für den Dämpfungs-
grad D und im Zeitbereich zur Reduzierung der großen Gleichungen verschiedene griechische
Buchstaben für Teillösungen verwendet.

Die korrespondierenden Gleichungen im Zeitbereich mit reellen Polen und Nullstellen sind
sehr einfach zu berechnen. Dagegen führt das Produkt der Linearfaktoren mit konjugiert
komplexen Nullstellen und Polen zu umfangreichen Gleichungen des Zeitbereichs.

Das Produkt der Linearfaktoren mit konjugiert komplexen Nullstellen oder Polen ist ein
Polynom 2. Ordnung, das keine imaginären Anteile enthält und auch nicht in Linearfaktoren
ohne imaginäre Größen zerlegbar ist.

Im Zähler und Nenner einer Übertragungsfunktion existieren folgende drei Formen von
Linearfaktoren:

• {sn; sp} = 0, (Absolutglied a0;b0 des Polynoms fehlt),
• {sn; sp} = −δ (reeller Wert der Pole und Nullstellen),
• {sn; sp} = −δ ± jω (konjugiert komplexer Wert der Pole oder Nullstellen).

Negative Realteile der Pole bedeuten asymptotische Stabilität des Teilsystems.

Bei reellen Nullstellen oder Polen entsteht der Produktterm 1. Ordnung s−sn oder s−sp.
Ist der Wert der Nullstelle sn oder der Pol sp negativ, lässt sich dafür auch s+a schreiben,
wenn a ein negativer Wert der Nullstelle oder Pol ist (stabiles System).

In den Transformationstabellen sind keine negativen Zeichen in den Produktformen der
Übertragungsfunktionen enthalten. Die reellen Pole und Nullstellen in den Linearfaktoren
werden mit den Anfangsbuchstaben des Alphabetes bezeichnet und entsprechen negativen
Realteilen. Negative Zahlenwerte für die Zeichen (a, b, c, ...) würden positive Pole und
Nullstellen bedeuten und damit Systeminstabilität.
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Anwendung der Korrespondenztabelle F (s)•−◦f(t) der Laplace-Transformation

Die Linearfaktoren in der Pol-Nullstellen-Darstellung der Transformationstabellen für reelle
Pole und Nullstellen lauten: s + a.

Die Linearfaktoren in der Pol-Nullstellen-Darstellung der Transformationstabellen für kon-
jugiert komplexe Pole und Nullstellen lauten wie folgt:

Zur Vermeidung imaginärer Größen in den Linearfaktoren werden die konjugiert komplexen
Nullstellenpaare bzw. Polepaare multipliziert, damit das imaginäre Symbol j verschwindet
(j2 = −1). Zur Übersichtlichkeit dieser Rechenoperation wird für den negativen Realteil der
Nullstelle sn bzw. Pol sp die Hilfsgröße α eingeführt. Der Wert des Imaginärteils bei Polen
und Nullstellen bleibt jω.

Realteil − δ := α; Imaginärteil := jω

[s−(−δ+jω)]· [s−(−δ−jω)] := [s−(α+jω)]· [s−(α−jω)] = s2 +2 ·α ·s+α2 +β2 := s2 +p ·s+q

∣∣∣∣ mit p = 2 ·α; q = α2 +ω2

Damit entstehen keine negative Zeichen in der Pol-Nullstellen-Darstellung des Polynoms.

Tabelle der drei Formen der Linearfaktoren in den Transformationstabellen

Linearfaktoren
Ordnung des Poly-
noms

Pol-Nullstellen-
Darstellung

Zeitkonstanten-
Darstellung

Linearfaktor
ohne Absolutglied a0
oder b0 der DGL

s+0 = s s

Linearfaktor
(Reeller Pol
oder Nullstelle)

s+a
(a; b; c...) entsprechen
negativen
Werten der Pole oder
Nullstellen

T · s + 1
∣∣∣∣ mit T =

1/a.
Verstärkungsfaktoren
K unterliegen nicht der
Transformation.

Polynom 2. Ordnung
Produkt zweier Linearfak-
toren
mit konjugiert komplexen
Polen oder Nullstellen

[s − (α + jω)] · [s − (α −
jω)] =
= s2 +2 ·α ·s+α2 +ω2

:= s2 +p ·s+ q
mit p = 2 ·α, q = α2 +ω2

Normalform im Nenner
oder Zähler:
T 2 · s2 + 2 · D · T · s +
1

∣∣∣∣ mit −1 < D < 1

Schreibweise mit ω0 :
1

ω2
0

· s2 + 2 · D · 1
ω0

· s +

1
∣∣∣∣ mit T = 1/ω0

Beispiel Verzögerungs-
glied PT2KK:

ω2
0

s2+2·D·ω0·s+ω2
0

=
1

1
ω2

0
·s2+2·D· 1

ω0
·s+1
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Übertragungsfunktion

6.3.2 Suchbegriff der Laplace-Korrespondenztabelle

Für die Ermittlung des Zeitverhaltens eines dynamischen Systems wird die Übertragungs-
funktion G(s) mit dem transformierten Eingangssignal U(s) multipliziert.

Die direkte Überführung einer Übertragungsfunktion F(s) über die Laplace-
Korrespondenztabelle - ohne Multiplikation mit einem transformierten Testsignal -
in den Zeitbereich f(t) ist immer die Impulsantwort (Gewichtsfunktion) y(t), weil 1 das
transformierte Signal der Impulsfunktion uδ(t) ◦−• Uδ(s) = 1 ist.

Allgemein gilt für die inverse Transformation vom s-Bereich in den Zeitbereich der Suchbe-
griff:

y(t) = L−1 {G(s) ·U(s)}︸ ︷︷ ︸
Suchbegriff

Transformierte Eingangssignale
Die üblichen Eingangssignale U(s) als Testsignale sind:

Impulsfunktion (Stoß):

uδ(t) ◦−• Uδ(s) = L−1 {uδ(t)} = 1

Sprungfunktion:

uσ(t) ◦−• Uσ(s) = L−1 {uσ(t)} = 1/s

Anstiegsfunktion (Rampe):

uα(t) ◦−• Uα(s) = L−1 {uα(t)} = 1/s2

6.3.3 Korrespondenzen zur Laplace-Transformation (Auszüge)

Laplace-Transformation-Korrespondenztabelle 8

s-Bereich
F(s)

Zeitbereich y(t); t >
0

s-Bereich
F(s)

Zeitbereich
y(t); t > 0

1 Dirac-Impuls 1
s·(1+T ·s) 1−e− t

T

8 Siehe Fachbuch: Lutz / Wendt: Taschenbuch der Regelungstechnik, Kapitel: "Mathematische Methoden
zur Berechnung von Regelkreisen", Unterkapitel: "Tabellen für die Laplace-Transformation", Auszüge.
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Anwendung der Korrespondenztabelle F (s)•−◦f(t) der Laplace-Transformation

s-Bereich
F(s)

Zeitbereich y(t); t >
0

s-Bereich
F(s)

Zeitbereich
y(t); t > 0

1 / s Sprung σ(t) = 1 1
s·(1+T ·s)2 1 − (1 + t

T ) ·
e− t

T

1 / s² Rampe t 1
(1+T1·s)·(1+T2·s) T1 ̸=

T2

1
T1−T2

·(e− t
T1 −

e
− t

T2 )
1

s+a e−a·t 1
s·(1+T1·s)·(1+T2·s) T1 ̸=
T2

1 − 1
T1−T2

· (T1 ·

e
− t

T1 − T2 ·
e

− t
T2 )

1
s+a2 t ·e−a·t 1+TV ·s

(1+T1·s)·(1+T2·s) T1 ̸=
T2

1
T1−T2

·

(T1−TV
T1

·e− t
T1 −

T2−TV
T2

·e− t
T2 )

ω
s2+ω2 sin(ω · t) 1+TV ·s

s·(1+T1·s)·(1+T2·s) T1 ̸=
T2

1 − T1−TV
T1−T2

·

e
− t

T1 + T2−TV
T1−T2

·

e
− t

T2

1
s·(s2+ω2)

1
ω2 · (1− cos(ω · t) - -

1
1+T ·s

1
T ·e− t

T
ω2

0
s2+2·D·ω0·s+ω2

0

ω2
0

ωe
· e−D·ω0·t ·

sin(ωe · t);
ωe = ω0 ·√

1−D2; −1 <
D < 1

1
(1+T ·s)2

1
T 2 ·e− t

T
ω2

0
s·(s2+2·D·ω0·s+ω2

0) 1 − 1√
1−D2 ·

e−D·ω0·t ·
sin(ωe · t+ϕ);
ωe = ω0 ·√

1−D2; ϕ =
arccos(D); −1 <
D < 1

Anmerkung: Die Systemantwort von Übertragungssystemen höherer Ordnung Ordnung
mit konjugiert komplexen Polen und Nullstellen sind durch die analytischen Gleichungen
f(t) der Laplace-Korrespondenztabellen wegen der zahlreichen trigonometrischen und expo-
nentiellen Funktionen nur sehr zeitaufwendig zu berechnen. Die Anwendung der numeri-
schen Berechnung mit Differenzengleichungen der Teilsysteme mittels eines Computers ist
erheblich einfacher.

6.3.4 Berechnungsbeispiele mit den Laplace-Transformationstabellen

Während das Zeitverhalten von dynamischen Systemen mit einfachen Polstellen sich leicht
berechnen lässt, sind Übertragungssysteme mit Schwingungsanteilen wie beim PT2KK-Glied
in der Korrespondenztabelle für f(t) manchmal schwierig zu lesen. Manche Korrespon-
denztabellen für F(s) beziehen sich auf die Pol-Nullstellen-Darstellungen, andere auf die
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Übertragungsfunktion

Zeitkonstanten-Darstellungen. Instabile Übertragungsglieder 2. Ordnung mit positiven Null-
stellen (d. h. Minuszeichen in der Übertragungsfunktion in Zeitkonstanten-Darstellung) sind
in den Korrespondenztabellen der Fachliteratur selten - praktisch nie - angegeben.

Die grafische Darstellung der Sprungantwort (Übergangsfunktion) eines dynamischen Sys-
tems ist die häufigste bekannte Darstellung des System-Zeitverhaltens. Wird die korrespon-
dierende Zeitfunktion in den Laplace-Korrespondenztabellen gefunden, kann durch Einset-
zen verschiedener Werte für t das Systemverhalten für ein gegebenes Eingangssignal grafisch
dargestellt werden.

Die Anwendung der Impulsantwort (Gewichtsfunktion) hat insbesondere Vorteile bei der
Systemanalyse einer empirisch aufgenommenen Impulsantwort einer Regelstrecke durch Mo-
dellvergleiche.

Beispiel der Anwendung der Laplace-Korrespondenztabelle für ein dynamisches
System mit reellen Polen9

Es ist darauf zu achten, dass manche Korrespondenztabellen im s-Bereich in der Pol-
Nullstellen-
Darstellung oder Zeitkonstanten-Darstellung definiert sind. Verstärkungsfaktoren
werden nicht
transformiert und sind im s-Bereich und Zeitbereich identisch.Gegeben: Übertra-
gungsfunktion für zwei PT1-Glieder in Reihenschaltung:

G(s) = 1
(s+a) · (s+ b)

a ̸= b

Eingangssignal: Sprungfunktion U(s) = 1/sGesucht: Zeitverhalten der Systemaus-
gangsgröße y(t) :

y(t) = L−1 {G(s) ·U(s)}︸ ︷︷ ︸
Suchbegriff

= L−1
{ 1

s · (s+a) · (s+ b)

}
︸ ︷︷ ︸

Suchbegriff

für a ̸= b

Lösung: Übergangsfunktion (Sprungantwort)Die nachfolgende Gleichung für y(t)
ergibt sich aus der Korrespondenztabelle:

y(t) = 1
a · b

· [1− b

b−a
·e−a·t + a

b−a
·e−b·t]

Anmerkung: Für a ≠ b gelten auch für Zahlenwerte der Pole und Nullstellen, die sich
z. B. nur in der 10. Dezimalstelle nach dem Komma unterscheiden, vorausgesetzt es wird
genau gerechnet! Diese Anwendung der Korrespondenztabelle ist erheblich einfacher, als
die Ermittlung der Residuen (lat.: „das Zurückgebliebene“) über die Partialbruchzerlegung!

Beispiel der Umrechnung des Zeitverhaltens der Pol-Nullstellen-Darstellung zur
Zeitkonstanten-Darstellung eines PT1-Gliedes

9 Lutz / Wendt: Taschenbuch der Regelungstechnik, Kapitel: Laplace-Transformation.

162



Anwendung der Korrespondenztabelle F (s)•−◦f(t) der Laplace-Transformation

Die Übertragungsfunktion eines PT1-Gliedes kann als Pol-Nullstellen-Darstellung
oder als Zeitkonstanten-Darstellung mit T = 1/a gewählt werden. Gegeben: Über-
tragungsfunktion:

G1(s) = 1
s+a

=
1
a

1
a ·s+1

= T

T ·s+1

Eingangssignal: Impulsfunktion U(s) = 1Lösung im Zeitbereich:
Die zugehörigen Zeit-Impulsfunktion laut Transformations-Korrespondenztabelle lau-
tet:

y1(t) = e−a·t

Gesucht:
Wie lautet das Zeitverhalten y2(t) für die Übertragungsfunktion G2(s),
wenn keine Transformationstabelle zur Verfügung steht?

G2(s) = 1
T ·s+1

=
1
T

s+ 1
T

= a

s+a

Lösung:Faktoren wie T im Zähler der Übertragungsfunktion G1(s) unterliegen nicht
der Transformation.
Folglich muss die Zeitfunktion y2(t) in Relation zu y1(t) um den Faktor 1 / T be-
rücksichtigt werden.

y2(t) = 1
T

·e− t
T = a ·e−a·t

Beispiel des Zeitverhaltens eines PT2KK-Gliedes mit Schwingeigenschaften:
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Gegeben: Normalform der Übertragungsfunktion eines PT2KK-Schwingungsgliedes:

G(s) = 1
T 2 ·s2 +2 ·D ·T ·s+1

Eingangssignal: Sprungfunktion U(s) = 1 / sSuchfunktion laut Laplace-
Transformationstabellen:

Y (s) = ω2
0

(s2 +2 ·D ·ω0 ·s+ω2
0) ·s

= 1
( 1

ω2
0

·s2 +2 ·D · 1
ω0

·s+1) ·s

Lösung im Zeitbereich:
Durch Faktorenvergleich mit der Normalform können die erforderlichen Parameter
wie D, 0, e und Φ für die
korrespondierende Gleichung des Zeitverhaltens f(t) berechnet werden. Die zugehöri-
gen Sprungantwort y(t) für ein PT2KK-Schwingungsglied laut Korrespondenztabelle
f(t) lautet:

y(t) = 1− 1√
1−D2

·e−D·ω0·t · sin(ωe · t+ϕ)

mit ωe = ω0 ·
√

1−D2; ω0 =
√

1
T 2 ; ϕ = arccos(D)

Ein Übertragungssystem 2. Ordnung mit Proportionalverhalten und Schwingeigen-
schaften setzt voraus,
dass der Dämpfungswert 0 < D < 1 beträgt.

Anmerkung: Die Systemantwort von Übertragungssystemen für Systemen 2. Ordnung
und beliebiger höherer Ordnung sind durch die analytischen Gleichungen f(t) der Laplace-
Korrespondenztabellen wegen der zahlreichen trigonometrischen und exponentiellen Funk-
tionen nur sehr zeitaufwendig zu berechnen. Die Anwendung der numerischen Berechnung
mit Differenzengleichungen der Teilsysteme mittels eines Computers ist erheblich einfacher.

6.4 Bedeutung der Pole und Nullstellen der
Übertragungsfunktion für das Zeitverhalten

6.4.1 Bedeutung der Lage der Pole und Polpaare bei
Verzögerungs-Systemen 1. und 2. Ordnung

Die Nullstellen eines Nennerpolynoms bezeichnet man als Pole. Die Zeitkonstanten-
Darstellung einer Übertragungsfunktion errechnet sich aus den Polen und Nullstellen der
faktoriellen Darstellung der verschiedenen Linearfaktoren.

Die Pol-Nullstellen-Darstellung und die Zeitkonstanten-Darstellung zeigen einen wesentli-
chen Unterschied in der Anwendung:
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Bedeutung der Pole und Nullstellen der Übertragungsfunktion für das Zeitverhalten

• Die Pole- Nullstellen-Darstellung der Übertragungsfunktion bedeutet für die Änderung
von Zahlenwerten der Pole und Nullstellen, dass sich die Verstärkungsfaktoren gleichzeitig
ändern.

• Die Zeitkonstanten-Darstellung der Übertragungsfunktion bezieht sich nur auf die Größe
der Zeitkonstanten, die Verstärkung K der Übertragungsfunktion ändert sich nicht.

Die Übertragungsfunktion G(s) ist eine Funktion, welche die komplexe Variable s = δ + jω
auf einen komplexen Wert abbildet. G(s) kann in einen Realteil und einen Imaginärteil
zerlegt werden.

G(s) = Re[G(s)] + j · Im[G(s)] ∥ mit Re(s) = δ; und Im(s) = j ·ω.

Die Lage der reellen und komplexen Pole und Nullstellen lässt sich im s-Diagramm darstel-
len.

Die Pole eines Nennerpolynoms einer Übertragungsfunktion sind gleichzeitig die Lösung des
Systems. Die Pole bzw. die Lage der Pole im s-Diagramm bestimmen unter anderem das
Zeitverhalten und die Stabilität des Systems, die Nullstellen im Zähler der Übertragungs-
funktion bestimmen die Größe der Amplituden.

Beispiel des Systemverhaltens 2. Ordnung durch Lage der Pole s1/2 und der Dämp-
fung D 10

Ein Verzögerungsglied 2. Ordnung hat die Übertragungsfunktion:

G(s) = 1
T 2·s2+2·D·T ·s+1

Wird an Stelle der Zeitkonstante T die Eigenfrequenz 0 = 1 / T gesetzt, so entsteht die
Übertragungsfunktion:

G(s) = 1
1

ω2
0

·s2+ 2·D
ω0

·s+1

Realteil und Imaginärteil der Pole
Die Pole bzw. Polpaare des PT2-Gliedes lassen sich durch die nachfolgende Gleichung in
Realteile und Imaginärteile zerlegen:

s1;2 = −ω0 ·D ± j ·ω0 ·
√

1−D2

Wie aus der Gleichung sichtbar, sind Realteil und Imaginärteil von 0 und D abhängig
und können nicht beliebig unabhängig voneinander für eine Übertragungsfunktion gewählt

10 Siehe Fachbuch: Lunze / Regelungstechnik 1: Kapitel: "Eigenschaften wichtiger Übertragungsglieder im
Frequenzbereich".
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werden. Das Systemverhalten mit Schwingungsanteilen ist durch die Lage der Polpaare im
s-Diagramm auf der Re(s)-Achse und Im(s)-Achse bestimmt.

Systemverhalten eines Verzögerungsgliedes 2. Ordnung durch die Größe der
Dämpfung
Sind Zahlenwerte der Übertragungsfunktionen eines PT2-Gliedes gegeben, lassen sich dar-
aus der Wert der Zeitkonstante T bzw. 0 = 1 / T und die Größe der Dämpfung D bestim-
men, die das zeitliche Systemverhalten festlegen. Bedingt durch die Größe des Wertes der
Dämpfung D > 0, D = 0 und D < 0 lässt sich die Übertragungsfunktion des PT2-Gliedes
in neue Gleichungsformen aufspalten. Aus den Werten 0 und D lassen sich die Pole bzw.
Polpaare aus der Übertragungsfunktion bestimmen, deren Lage im s-Diagramm eindeutigen
Stabilitätskriterien zugeordnet sind.

Folgende Dämpfungswerte bestimmen das Zeitverhalten und die Normalform der Gleichung
der Übertragungsfunktion:

• Dämpfung D > 1: G(s) = 1
(T1·s+1)·(T2·s+1)

Die Übertragungsfunktion lässt sich in zwei PT1-Glieder mit zwei unterschiedlichen Zeit-
konstanten aufspalten. Sie enthält zwei negative reelle Pole.

• Dämpfung D = 1: G(s) = 1
(T ·s+1)2

Grenzwert für einen Doppelpol. Die Übertragungsfunktion lässt sich in zwei PT1-Glieder
mit zwei gleichen Zeitkonstanten aufspalten. Sie enthält einen negativen Doppelpol.

• Dämpfung 0 < D < 1: G(s) = 1
T 2·s2+2·D·T ·s+1

Die Übertragungsfunktion enthält ein konjugiert komplexes Polpaar mit negativem Real-
teil. Das System schwingt gedämpft.

• Dämpfung D = 0: G(s) = 1
T 2·s2+1

Die Übertragungsfunktion hat nur ein Polpaar ohne Realteil. Das System schwingt unge-
dämpft mit konstanter Amplitude.

• Dämpfung -1 < D < 0: G(s) = 1
T 2·s2−2·D·T ·s+1

Das System ist instabil mit positivem konjugiert komplexem Polpaar. Das System schwingt
mit zunehmender Amplitude.

• Dämpfung D = - 1: G(s) = 1
(T ·s−1)2

Das System enthält einen instabilen positiven reellen Doppelpol. Die Systemantwort steigt
progressiv bis zu einer endlichen Begrenzung.

• Dämpfung D = < -1: G(s) = 1
(T1·s−1)·(T2·s−1)

Das System enthält zwei instabile positive reelle Pole. Die Systemantwort steigt progressiv
bis zu einer endlichen Begrenzung.

Systemverhalten bei Änderung der Realteile und Änderung der Imaginärteile
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Bedeutung der Pole und Nullstellen der Übertragungsfunktion für das Zeitverhalten

Nachfolgend wird das System-Zeitverhalten von Systemen des PT1- und des PT2kk-Gliedern
als Funktion der Polstellen-Lage und der Polpaar-Lage von Zahlenwerten im s-Diagramm
für Re(s) < 0, Re(s) = 0 und Re(s) > 0 dargestellt.

Zunehmende Zahlenwerte der Lage der Realteile der Polpaare bei konstanten Imaginärteilen
in der negativen s-Halbebene:

• Der Dämpfungswert wird größer und damit die Überschwingung kleiner,
• Die Schwingungsperioden bleiben gleich bei konstanten Imaginäranteilen.

Zunehmende Zahlenwerte der Lage der Imaginärteile der Polpaare bei konstanten Realteilen
in der negativen s-Halbebene:

• Der Dämpfungswert wird kleiner und damit die Überschwingung größer,
• Die Periodendauer wird kleiner und damit die Schwingfrequenz größer.

Die bekannten algebraischen Gleichungen der Übertragungsfunktionen des PT1- und PT2kk-
Gliedes als Phasenminimum-Systeme ändern ihre Form, wenn positive Pole auftreten und
werden zu Nichtphasenminimum-Systemen.

Anmerkung: PT1-, PT2-Verzögerungsglieder mit positiven Polen sind instabil und ha-
ben damit kein verzögerndes sondern ein beschleunigendes Zeitverhalten. Ein PT1-Glied
- bezeichnet aus den Abkürzungen "Proportional", Zeitkonstante = "T" und "Zahl der
Ordnung" - im Zusammenhang mit positiven Polen als instabiles Verzögerungsglied zu be-
zeichnen, ist trotz der ähnlichen mathematischen Schreibweise nicht korrekt.

Die in der Tabelle dargestellten grafischen Sprungantworten wie auch die nicht dargestellten
Impulsantworten sind messbar und berechenbar.

6.4.2 Tabellarische Darstellung der Polstellen- und Polpaar-Lage der
Übertragungsfunktionen und des System-Zeitverhaltens für
Verzögerungssysteme 1. und 2. Ordnung:
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6.4.3 Bedeutung der Lage der Pole und Polpaare von
Verzögerungs-Systemen höherer Ordnung

Übertragungsfunktionen höherer Ordnung in Polynomdarstellung lassen sich durch die Null-
stellenbestimmung in Linearfaktoren zerlegen. Für die Bestimmung der Pole und Nullstellen
von Übertragungsfunktionen kann man sich fertiger Rechenprogramme für Polynome bis 4.
Ordnung bedienen. Derartige Programme findet man auch im Internet unter dem Suchbe-
griff „Nullstellen von Polynomen“.

Die Überführung der faktorisierten Übertragungsfunktion G(s) für ein gegebenes Eingangs-
signal U(s) in den Zeitbereich erfolgt über Laplace-Transformationstabellen. Enthalten die
Übertragungsfunktionen mehrfache Pole und Nullstellen oder auch konjugiert komplexe
Pole, können umfangreiche trigonometrische Berechnungen zur Ermittlung der Systemaus-
gangsgröße y(t) erforderlich werden.

Bei Verwendung der Übertragungsfunktion der Partialbruchform ist die Übertragung der
Teilbrüche in den Zeitbereich sehr einfach, dafür ist die Durchführung der Partialbruch-
Zerlegung bei Systemen höherer Ordnung aufwändig. Dies gilt besonders bei Linearfaktoren
1. und 2. Ordnung im Zähler der Übertragungsfunktion.

Identische phasenminimale Linearfaktoren im Zähler und Nenner einer Übertragungsfunk-
tion können gegeneinander gekürzt werden (Pol-Nullstellen-Kompensation). Damit verein-
facht sich die Übertragungsfunktion. Dies gilt nicht für nichtphasenminimale Linearfaktoren.

Grundsätzlich interessiert für das Zeitverhalten folgende globale Pol-Eigenschaft:

Eine Übertragungsfunktion G(s) höherer Ordnung hat nverschiedene reelle Po-
le:
• Alle Pole sind negativ, d. h. spi < 0 für alle i = 1, . . . ,n.

Die Sprungantwort der Systemausgangsgröße y(t) in Abhängigkeit vom Eingangssignal
u(t) strebt exponentiell gegen einen Maximalwert. → Stabiles globales P-Verhalten!

• Ein Pol sp ist gleich Null, alle anderen sind negativ.

Die Sprungantwort der Systemausgangsgröße y(t) in Abhängigkeit vom Eingangssignal
u(t) verläuft erst exponentiell, dann linear gegen unendlich. → Grenzstabiles globales I-
Verhalten!

• Mindestens ein Pol sp ist positiv, alle anderen sind beliebig.

Die Sprungantwort der Systemausgangsgröße y(t) in Abhängigkeit vom Eingangssignal
u(t) strebt exponentiell gegen unendlich. → Global instabiles Verhalten!

Übertragungsfunktion G(s) höherer Ordnung mit einem konjugiert komplexen
Polpaar: sp1/2 = δ ± jω

• Alle Pole haben einen negativen Realteil:

Die Sprungantwort der Systemausgangsgröße y(t) in Abhängigkeit vom Eingangssignal
u(t) strebt als gedämpfte Schwingung gegen einen Maximalwert. → Global stabiles P-
Verhalten!

• Konjugiert komplexes Polpaar hat einen Realteil gleich Null:
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Die Sprungantwort der Systemausgangsgröße y(t) in Abhängigkeit vom Eingangssignal
u(t) verläuft als Dauerschwingung mit der Kreisfrequenz . → Oszillatorisch grenzstabiles
Verhalten!

• Mindestens ein Pol hat einen positiven Realteil für das konjugiert komplexe Polpaar:

Die Sprungantwort der Systemausgangsgröße y(t) in Abhängigkeit vom Eingangssignal
u(t) verläuft als eine exponentiell aufklingende Dauerschwingung mit der Kreisfrequenz ω
aus. → Oszillatorisch instabiles Verhalten!

Übertragungsfunktion mit dem Deltaimpuls Uδ(s) = 1

Mit der Gewichtsfunktion (Impulsantwort) mit spk = δk + j · ωk sind folgende Schlussfolge-
rungen für das Zeitverhalten und die Stabilität des Systems ableitbar:

1. Bedeutung des Realteils δk und Imaginärteils ωk der Polstellen:
• Ist mindestens ein ωk ̸= 0 , so schwingt das System.
• Sind alle δk < 0 , so ist das System stabil. Der Eingangsimpuls klingt zeitlich ab.
• Mit mindestens einem δk > 0 ist das System instabil. Der Eingangsimpuls wächst
zeitlich unbegrenzt an.

• Ist mindestens ein δk = 0 und alle anderen δk < 0 , so ist das System grenzstabil.
Es geht asymptotisch in einen konstanten Wert oder eine ungedämpfte Schwingung
über.

• Je weiter links δk in der negativen Halbene von s liegt, desto schneller klingt der
entsprechende Anteil der Gewichtsfunktion ab.

• Die Lage des Realteils der Polstellen bestimmt die Dynamik, und der Imaginärteil
bestimmt die Frequenz der Schwingungen des Systems.

2. Bedeutung der Nullstellen:
• Je weiter die Nullstellen snk von der Polstelle spi in der s-Ebene liegen, desto stärker
wird der Anteil Ai an der Gewichtsfunktion.

• Nullstellen mit positivem Realteil (nichtpasenminimales Verhalten) führen zu einem
schwer regelbaren Verhalten.

6.5 Experimentelle Ermittlung

Die Übertragungsfunktion ist im Gegensatz zum Frequenzgang nicht direkt messbar, kann
aber mit Methoden der Systemidentifikation unter anderem aus der Sprungantwort be-
stimmt werden.
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7 Numerische Berechnung dynamischer
Systeme

7.1 Numerische Berechnung dynamischer Systeme

Relativ einfache Übertragungssystem-Strukturen mit nichtlinearen Elementen sind durch
konventionelle Rechenmethoden im kontinuierlichen Zeitbereich nicht mehr geschlossen lös-
bar. Mit handelsüblichen Personal-Computern kann das Verhalten beliebig vermaschter
Systemstrukturen mittels numerischer Berechnung relativ einfach ausgeführt werden.

Vorteile der Simulation von Systemen mit Differenzengleichungen

• Einfache mathematische Anforderungen durch algebraische Operationen,
• Behandlung kombinierter LZI-Systeme mit nichtlinearen Systemen,
• Darstellung eines Regelkreises als Blockschaltbild mit Eintrag der Differenzengleichung
und logischen Operatoren,

• Behandlung von mehrschleifigen Systemen (MIMO-Systeme),
• Einfache Lösung einer gewöhnlichen Differenzialgleichung höherer Ordnung mit Anfangs-
werten. Da es sich um bestimmte Integrale handelt, müssen keine Integrationskonstanten
wie bei der klassischen Lösung einer homogenen Differenzialgleichung ermittelt werden.

• Bei tabellarischer Darstellung der Berechnung der einzelnen Teilsysteme völlige Durch-
sicht des inneren System-Bewegungsablaufs zum Beispiel eines Regelkreises. Bei Anwen-
dung der Tabellenkalkulation unmittelbare grafische Darstellung der Systemausgangs-
größe y(k) = f(k*∆t) mittels verfügbarer grafischer Werkzeuge.

7.1.1 Methode der numerischen Berechnung

Simulation dynamischer Systeme
Dynamische zeitinvariante Systeme mit konzentrierten Energiespeichern werden durch ge-
wöhnliche Differenzialgleichungen vollständig beschrieben. Die Lösung der Differenzialglei-
chung, die Ausgangsgröße y(t), ist für ein gegebenes Eingangssignal u(t) eine Funktion der
Zeit.

Werden die Differenziale der Ausgangsgröße y(t) einer Differenzialgleichung durch kleine
Zeit-Differenzen (Differenzenquozienten Δy / Δt) als diskretisierte Zeit ersetzt, entsteht
eine numerisch lösbare Differenzengleichung in Annäherung an die Differenzialgleichung.

Differenzengleichungen oder eine Kette von Differenzengleichungen, die mehrere hinterein-
ander geschaltete Teilsysteme beschreiben, lassen die Ausgangsgröße algebraisch für einen
kleinen Zeitschritt errechnen. Die numerische Gesamtlösung des Systems erfolgt - bei einfa-
chen Differenzengleichungen - rekursiv (sich selbst aufrufend) über viele Berechnungsfolgen
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in je kleinen konstanten Zeit-Stufen. Die Form der Gesamt-Lösung ist damit tabellarisch.
Alle Zeilen enthalten die gleichen Differenzengleichungen, alle Spalten berechnen die Folgen
k (0, 1, 2, 3, ...kMAX). Der gesamte betrachtete Zeitraum der numerischen Lösung beträgt
kMAX * Δt. Die Ausgangsgröße y(k, Δt) folgt in Amplituden-Stufen im zeitlichen Abstand
Δt einer jeden Berechnungsfolge.
Die tabellarische Form der numerischen Lösung erlaubt auch die Berechnung nichtlinearer
statischer Systeme, indem die nichtlineare Beziehung als Wertetabelle der Tabellenspalte
der Folge k zugeordnet wird. Ebenso ist die Berechnung der Totzeit eines Systems durch
Verschiebung der Zeilen mit geeigneten Programmbefehlen möglich.

Andere Methoden bedienen sich zur besseren Approximation z. B. an Stelle des Rechteck-
Verfahrens (Explizites Eulerverfahren) des Trapezflächenverfahrens (Heun-Verfahren), des
Mehrschrittverfahrens (Runge-Kutta-Verfahren) und anderer Verfahren.

Grund der aufwendigeren Approximationsverfahren ist die erzielbare höhere Genauigkeit
und damit Reduzierung der Rekursionsfolgen, was bei langsamen Rechnern bei Echtzeitbe-
rechnungen erforderlich sein kann.

Digitale Regelung online
Bei Echtzeitberechnungen, beispielsweise mit einem programmierbaren digitalen Regler,
der auf eine Hardware-Regelstrecke wirkt, wird die Diskretisierungszeit ∆t durch die "Ab-
tastzeit" ersetzt, mit der das meist analoge Ausgangssignal der Regelstrecke über Analog-
Digitalwandler erfasst wird. Der Abtastung des Ausgangssignals ist üblicherweise ein Hal-
teglied (Sample-and-Hold-Verfahren) nachgeschaltet, so dass ein gestufter Verlauf des Aus-
gangssignal entsteht.

Bei schnellen Regelstrecken spielen die Systemgeschwindigkeiten des Rechners, der A/D-
Wandler, die Sample-and-Hold-Schaltung, wie auch die verwendeten Differenzengleichungen
beziehungsweise deren Approximations-Algorithmen eine große Rolle.
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7.1.2 Zeitdiskretisierung

Abb. 67 Einfluss der Größe des Zeitintervalls ∆t auf die
Berechnung (Euler rückwärts) eines Regelkreises mit
Differenzengleichungen.

Die Zeitdiskretisierung eines dynamischen zeitinvarianten Übertragungssystems bedeutet
der Übergang der Berechnung eines kontinuierlichen Systems f(t) mit unendlicher hoher
Auflösung zu einem System f(k; ∆t) mit einer endlichen Auflösung eines fortlaufenden
konstanten Zeitintervalls ∆t.
Bei der Simulation von dynamischen Übertragungsmodellen ist das diskrete Zeitintervall∆t
ein konstanter Zahlenwert, der unabhängig von der tatsächlichen Rechengeschwindigkeit des
Rechners ist und mit der Berechnungsfolge k = (0, 1, 2, 3, ...kMAX) ständig fortlaufend
aufgerufen wird. Die aktuelle Zeit einer bestimmten Folge beträgt: t = k * ∆t
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Das Zeitintervall ∆t muss genügend klein sein, damit dominante Systembewegungen auch
erfasst werden können, bzw. der Approximationsfehler gegenüber dem Verlauf der analyti-
sche Funktion gering ist. ∆t muss kleiner sein als die kleinste Systemzeitkonstante T sein,
anderenfalls muss mit numerischer Instabilität gerechnet werden.

7.1.3 Berechnungsfolge

Die Folge ist bestimmt, wenn die Beziehung der Anwendung (Bildungsgesetz) bekannt ist.
Differenzengleichungen des Verfahrens "Euler-Rückwärts" werden rekursiv für ein Zeitin-
tervall von k = 0 bis kMAX fortlaufend berechnet.
In einer Folge k = (0, 1, 2, 3,…kMAX) werden beliebig viele zeitdiskrete Einzelsysteme eines
Gesamtsystems hintereinander für ein gleiches, konstantes Zeitintervall ∆t mittels Diffe-
renzengleichungen berechnet. Danach erfolgt die gleiche Berechnung der Einzelsysteme des
Gesamtsystems mit der nächst höheren Folge und bezieht sich dabei auf die vorhergehende
Folge (k-1).
Für explizite (direkt, eindeutig) Approximationsalgorithmen bezieht sich die Ausgangsgröße
eines Einzelsystems y(k) auf die zurückliegende Folge y(k-1).
Für implizite (mit enthalten, mit gemeint) Approximationsalgorithmen wird die unbekannte
Ausgangsgröße y(k+1) durch Iterationsverfahren bestimmt und auf y(k) zurückgerechnet.
Jedes Einzelsystem mit dem Ausgangssignal y(k) = f(System, k, ∆t, u(k)) wird einzeln
berechnet.

Für eine Systemkette unterschiedlichster Strukturen der gleichen Folge k ist jedes Aus-
gangssignal y(k) eines Systems für das nachfolgende System das Eingangssignal u(k). Das
Eingangssignal u(k) einer Systemkette ist meist ein Testsignal oder die Führungsgröße w(k).
Jedes Eingangssignal muss ebenfalls eine Funktion von ∆t und k sein, weil es meist eine
zeitabhängige Größe ist.

Anmerkung:
• Die mit Folge k bezeichnete Größe wird auch gelegentlich in der Fachliteratur auch mit
n und das Zeitintervall ∆t mit T bezeichnet.

• Alle Signalgrößen wie zum Beispiel das System-Eingangssignal U(s) und das System-
Ausgangssignal Y(s) im s-Bereich werden in der zeitdiskreten Darstellung als u(k,Δt)
und y(k,Δt) dargestellt. Um die Indizierungen in den Differenzengleichungen noch über-
sichtlicher zu gestalten (wegen der Bezüge auf die Folgen k, k-1, k+1) werden für die
Signalbezeichnungen die indizierte Größe der diskreten ZeitΔt fortgelassen. y(k) und u(k)
bedeuten immer aktuelle Werte eines Signals einer unbestimmten Folge einer Differen-
zengleichung. Die Signale y(k-1) und u(k-1) bedeuten eine zurückliegende Folge gegenüber
dem aktuellen Wert einer Signalfolge.

7.1.4 Analyse eines linearen zeitinvarianten Übertragungssystems

Ein dynamisches zeitinvariantes System g(t) wird durch eine gewöhnliche Differenzialglei-
chungen mit konstanten Koeffizienten vollständig beschrieben.
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Beispiel einer gewöhnlichen systembeschreibenden Differenzialgleichung n-ter Ordnung mit
konstanten Koeffizienten a und b für ein System mit dem Ausgangssignal y(t) und Ein-
gangssignal u(t).

Gewöhnliche Differenzialgleichung:

any(n) + · · ·+a2ÿ +a1ẏ +a0y = bmu(m) + · · · + b2ü+ b1u̇+ b0u

Unter der Voraussetzung, dass die Anfangsbedingungen der systembeschreibenden Differen-
zialgleichung zu einem betrachteten Zeitpunkt gleich Null sind, kann die Übertragungsfunk-
tion G(s) des Systems aus der Laplace-transformierten Differenzialgleichung gebildet wer-
den. Die Übertragungsfunktion ist eine mathematische Beschreibung für das Übertragungs-
verhalten eines linearen, zeitinvarianten Übertragungssystems im komplexen Frequenzbe-
reich.

Wird die gewöhnliche Modell-Differenzialgleichung Laplace-transformiert, entsteht die
Übertragungsfunktion G(s) in Polynomdarstellung. Sie kann mit Hilfe der Nullstellen-
Ermittlung im Zähler und Nenner in Linearfaktoren zerlegt werden. Aus den Koeffizienten
a und b werden die Pole sp und Nullstellen sn errechnet.

Beispiel einer Übertragungsfunktion der Polynomdarstellung und der Zerlegung
in die Pol-Nullstellen-Darstellung mit reellen Linearfaktoren:

G(s) = Y (s)
U(s) = bmsm+···+b2s2+b1s+b0

ansn+···+a2s2+a1s+a0
= k · (s−sn1)(s−sn2)···(s−snm)

(s−sp1)(s−sp2)···(s−spn)

Sind in der Polynomdarstellung alle Ableitungen und zugehörige Koeffizienten lückenlos mit
positivem Vorzeichen vorhanden, stellt die Übertragungsfunktion für die Exponenten n >
m ein zeitverzögerndes asymptotisch stabiles System dar.

Eine Nullstelle des Zählerpolynoms sn oder ein Pol des Nennerpolynoms sp kann bei Stabi-
lität des Teilsystems (negativer Realteil der Pole und Nullstellen) folgende drei Formen von
Zahlenwerten einnehmen:

Einfluss der Zahlenwerte von Nullstellen und Polen:

Nullstellen;
Pole

Linearfaktoren in
Pol- Nullstellendarstel-
lung

Erklärung

sn;sp = 0 G1(s) = s Absolutglied a0 oder b0 des Poly-
noms fehlt

sn;sp = −δ G2(s) = s− δ Reeller Wert δ der Pole oder Null-
stellen

sn;sp = −δ ± jω G3(s) = s− (δ ± jω) Konjugiert komplexer Wert der
Pole oder Nullstellen
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Der Realteil einer Nullstelle oder eines Poles wird üblich mit δ und der Imaginärteil mit
ω bezeichnet. Die angegebenen 3 Formen der Linearfaktoren können einfach und mehrfach
auftreten.

Negative Zahlenwerte des reellen Anteils δ der Pole und Nullstellen bedeuten Stabilität
des Teilsystems. Werden negative Zahlenwerte der Pole sp und Nullstellen sn eingesetzt,
entstehen positive Linearfaktoren.

Bei der Berechnung der Pole und Nullstellen aus Polynomen beispielsweise aus der gemischt
quadratischen Gleichung (pq-Gleichung) können je nach Zahlenwerten reelle und konjugiert
komplexe Werte entstehen.

Die Polynome mit konjugiert komplexen Nullstellen oder Polen werden zur einfacheren Be-
rechenbarkeit zu quadratischen Termen zusammengefasst, in denen nur reelle Koeffizienten
auftreten.

Entstehung der Schwingungsgleichung im Nenner der Polynomdarstellung:

G(s) = 1
[s− (δ + jω)] · [s− (δ − jω)]

= 1
s2 −2 · δ ·s+ δ2 +ω2 =̂ 1

s2 −p ·s+ q

Handelt es sich bei den Nullstellen und Polen um stabile Systeme, dann kann die Übertra-
gungsfunktion algebraisch mit T = 1 / sp beziehungsweise Tv = 1 / sn in die Zeitkonstanten-
Darstellung umgerechnet werden:

Beispiel Zeitkonstantendarstellung mit reellen Linearfaktoren:

G(s) = K·(TV 1·s+1)(TV 2·s+1)···(TV m·s+1)
(T1·s+1)(T2·s+1)···(Tn·s+1)

Dieses Gesamtsystem wird als "globales proportionales Systemverhalten" bezeichnet.
Es wird aus der Systemtheorie der Analyse der Übertragungsfunktion gezeigt, dass nur
drei verschiedene nicht mehr zerlegbare Polynom-Produkte entstehen, die ein unterschiedli-
ches Verhalten haben, ob sie im Nenner oder Zähler der Übertragungsfunktion stehen. Alle
Übertragungsfunktionen G(s) höherer Ordnung setzen sich aus diesen drei unterschiedlichen
Polynomprodukten zusammen. Bereits aus den zwei Linearfaktoren 1. Ordnung (G1(s)) und
G2(s)), jeweils im Zähler oder im Nenner stehend, lassen sich sämtliche Übertragungssys-
teme G(s) nachbilden.

Linearfaktoren in der Zeitkonstantendarstellung:

Typ Linearfaktor Bedeutung im Zähler Bedeutung im Nenner
G1(s) = T ·s Differenzierer, D-

Glied
Integrator, I-Glied

G2(s) = T ·s+1 Proportionales
Differentiales-Glied;
PD1-Glied

Verzögerung, PT1-
Glied
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Typ Linearfaktor Bedeutung im Zähler Bedeutung im Nenner
G3(s) = T 2 · s2 + 2 · D · T ·

s+1
(besteht aus 2 Linearfak-
toren)

PD2-Glied: für 0 < D
< 1
mit konjugiert komplexen
Nullstellen

Schwingungsglied
PT2-Glied: für 0 < D
< 1
mit konjugiert komplexen
Polen

Die Berechnung der Ausgangsgröße y(t) einer gegebenen Übertragungsfunktion G(s) und
gegebenen Eingangssignal U(s) erfolgt über die inverse Laplace-Transformation.

Für y(t) lautet der Suchbegriff für die inverse Transformation in der Laplace-
Transformationstabelle für den Zeitbereich:

y(t) = L−1 {G(s) ·U(s)}︸ ︷︷ ︸
Suchbegriff

Damit ergeben sich 4 elementare Übertragungsglieder erster Ordnung, mit denen sich sämt-
liche phasenminimale lineare Übertragungssysteme oder verschachtelte Übertragungsfunk-
tionen oder Regelsysteme mit Rückführungen nachbilden lassen. Mittels eines Hilfsregelkrei-
ses kann das PT2-Schwingungsglied mit einem PT1-Glied und einem I-Glied nachgebildet
werden.

Verstärkungsfaktoren K einzelner Teilsysteme im s-Bereich haben kein Zeitverhalten und
können zusammengefasst werden.

Lineare dynamische Systeme können aus folgenden 6 verschiedenen Teilsyste-
men G(s) bestehen:
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Die dargestellten Systeme mit differenzierender Wirkung, wie das PD1-Glied, D-Glied und
PD2KK-Glied, sind ideale Übertragungsglieder, die technisch so nicht realisierbar sind. Für
eine Simulation am Computer lässt sich aber mit den idealen differenzierenden Übertra-
gungssystemen vortrefflich rechnen.

Das Modell eines beliebigen Übertragungssystems wird üblicherweise zum besseren Ver-
ständnis in Funktionsblöcken dargestellt. In Reihe geschaltete Teilsysteme in Blockstruktur
wirken multiplikativ, parallelgeschaltete Teilsysteme additiv. Wird das Ausgangssignal eines
Teilsystems in den Eingang des von links nach rechts angeordneten nächsten Teilsystems
gegeben und das Ausgangssignal der Systemkette auf den System-Eingang zurückgeführt,
handelt es sich um eine Kreisschaltung mit positiver (nichtphasenminimale) oder negativer
(phasenminimale) Rückkopplung.

Für die numerische Berechnung der dargestellten Übertragungsglieder G(s) des s-Bereiches
in den Zeitbereich werden Differenzengleichungen verwendet, die aus den Differenzialglei-
chungen der zugehörigen Übertragungsfunktionen entwickelt werden.

Fazit:
Es existieren nur 3 Formen von Linearfaktoren - jeweils im Zähler und Nenner der Über-
tragungsfunktion - also 6 Formen von Elementarsystemen oder deren Vielfache in einem
linearen dynamischen System. Gleiche Formen von Linearfaktoren mit gleichen Zeitkon-
stanten im Zähler und Nenner der Übertragungsfunktion G(s) stehend, kompensieren sich
vollständig zu 1.

Das gilt auch für die Anwendung von Differenzengleichungen zur Berechnung der Ausgangs-
größe für ein Zeitintervall im diskreten Zeitbereich bei gegebener Eingangsgröße. In diesem
Fall existieren je drei Formen von Differenzengleichungen mit verzögerndem oder differenzie-
rendem Systemverhalten. Die gleiche Form der Differenzengleichung mit differenzierenden
und verzögerndem Verhalten bei gleichen Zeitkonstanten kompensiert sich vollständig.

7.1.5 Differenzengleichungen

Differenzengleichungen der einfachsten Art beziehen sich auf die Differenzialgleichungen der
Linearfaktoren G(s) erster Ordnung, deren Differentialquotienten durch Differenzenquoti-
enten ersetzt wurden. Das Ergebnis der Ausgangsgröße eines Systems für eine gegebene
Eingangsgröße wird rekursiv für die Folgen k = (0,1,2,3, · · ·kMAX) im zeitlichen Abstand
∆t berechnet. Die kontinuierlichen mathematischen Operationen der Integration und Dif-
ferentiation werden zeitdiskret durch Summen- und Differenzenbildung angenähert.

Je nach Anwendung des expliziten oder impliziten Eulerverfahrens erfolgt die Approxima-
tion (Annäherung) an die Integrationsfunktion schrittweise durch einen über Differenzen-
gleichungen errechneten Wert zwischen zwei Rekursionsfolgen k-1 zu k oder k+1 zu k.

Meistens wird zur Aufstellung der Differenzengleichungen das explizite Euler-
Rückwärtsverfahren verwendet. Nach diesem Verfahren können aus den zugehörigen Dif-
ferenzialgleichungen der 4 Elementarsysteme G(s) erster Ordnung der Übertragungsfunk-
tionen Differenzengleichungen gebildet werden, indem an Stelle des Differenzialquotienten
mit dy / dt der Differenzenquotient ∆y

∆t = y(k)−y(k−1)
∆t näherungsweise eingeführt wird.
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Die Differenzengleichungen beschreiben mit dem Approximationsalgorithmus für ein kleines
Zeitintervall ∆t die Signaländerungen nach jedem Zeitintervall als Funktion des betreffen-
den Teilsystems (Linearfaktoren) und des Eingangssignals. Mit der fortlaufenden Wieder-
holung der Berechnung mit dem Zeitintervalls ∆t und Addition der Änderungsergebnisse
f(u(k);∆t;T ) ergibt sich der Signalverlauf eines Systems über die Zeit kMAX ·∆t.

Für eine Berechnung des Ausgangssignals y(t) eines dynamischen Systems mit Differen-
zengleichungen werden die Linearfaktoren ersten Grades der Übertragungsfunktion G(s)
berücksichtigt. Jede Berechnung einer Differenzengleichung ist die Lösung im Zeitbereich
für ein Zeitintervall ∆t.

Beispiel für ein Verzögerungsglied:

y(k) = f(y(k−1);u(k);∆t;T )

Jede aktuelle Berechnungsfolge y(k) bezieht sich auf das vorhergehende Ergebnis y(k−1) und
addiert die Änderung des Eingangssignals u(k) unter Berücksichtigung der Zeitkonstante T
und des Zeitintervalls ∆t.

Verzögerungssysteme zweiter Ordnung mit konjugiert komplexen Poilen (im Nenner der
Übertragungsfunktion = PT2KK-Glied, Schwingungsglied) können durch einen einfachen
Hilfsregelkreis mit der Reihenschaltung eines I-Gliedes und eines PT1-Gliedes und der ne-
gativen Rückführung nachgebildet werden. Für die Nachbildung mit diesen beiden Elemen-
tarsystemen sind die zugehörigen Differenzengleichungen erforderlich.

Instabile nicht phasenminimale elementare Übertragungsfunktionen enthalten ein negatives
Zeichen in der Übertragungsfunktion und in der zugehörigen Differenzengleichung.

Die Genauigkeit der numerischen Berechnung eines dynamischen Systems mit dem Euler-
Verfahren steigt linear mit dem kleiner werdenden Zeitintervall ∆t.
Der numerische Berechnungsalgorithmus nach dem Euler-Rückwärts-Verfahren ist in den
nachfolgen Kapiteln mit der Tabelle "Tabellarische Darstellung der Differenzengleichungen"
aufgestellt.
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7.2 Theorie der Rechteckapproximation des
Eulerverfahrens

7.2.1 Eulerverfahren

Abb. 68 Definition der Obersumme und Untersumme der
numerischen Integration.

Die einfachste Methode ist die Rechteckapproximation mit dem Zeitintervall ∆t (Integra-
tionsintervall) an eine analytische Funktion f(t). 1

Die numerische Integration einer monoton steigenden analytischen Funktion für ein Zeit-
intervall entspricht der Fläche des berechneten Ausgangssignals y(k) einer beliebigen Folge
für die Zeit Δt, also y(k) * Δt. Je nach verwendetem Verfahren der numerischen Annä-
herung an die rechte oder linke Intervallgrenze der Folge k-1, k, k+1 spricht man von der
Annäherung als Obersumme oder Untersumme der Integration.

Die Funktion einer einfachen Integration wird durch die Summe der Folgen des Produktes
u(k) * ∆t nachgebildet:

1 Lutz / Wendt: Taschenbuch der Regelungstechnik, Kapitel: Basisalgorithmen Digitale Regelungen.
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y(t) = 1
TI

·
∫

u(t) ·dt → y(k) = 1
TI

·
∑

i

u(i·∆t) ·∆t

Bei der numerischen Berechnung der Sprungantwort der Integrations-Funktion zur Annä-
herung an die analytischen Funktion f(t) wird als Treppenkurve dargestellt. Es wird unter-
schieden, ob die Rechteck-Annäherung mit der rechten oder linken Intervallgrenze erfolgt
und sich als Obersumme oder Untersumme zeigt.

7.2.2 Explizites Eulerverfahren

Das einfachste numerische Verfahren der Berechnung des Ausgangssignals y(t) eines linea-
ren Übertragungssystems als Funktion des Eingangssignals u(t) ist das sogenannte explizite
Eulerverfahren (auch Euler-Vorwärtsverfahren, Streckenzugverfahren, Rechteckverfahren,
Tangentenverfahren genannt), bei dem durch wiederholte Berechnungen für eine kleines
Zeitintervall Δt eine Annäherung an die analytische Funktion des Systems durchgeführt
wird.

Diese Annäherung bezieht sich auf die linke Seite des Streckenzuges der (Rechteckapproxi-
mation) und liegt unterhalb einer ansteigenden Originalfunktion. Deshalb wird diese Annä-
herung auch mit Untersumme bezeichnet.

y(k+1) = y(k) +∆t ·f [y(k),u(k)]

7.2.3 Implizites Eulerverfahren

Alternativ kann das Eulerverfahren (Euler-Rückwärts) auch an der rechten Seite des Stre-
ckenzuges am Ende des Integrationsintervalls definiert werden.

y(k+1) = y(k) +∆t ·f [y(k+1),u(k+1)]

Diese Anwendung führt zu dem implizierten Euler-Verfahren, weil der nicht bekannte Wert
y(k+1) auch in der rechten Seite der Gleichung steht. Nur in sehr einfachen Fällen kann diese
Gleichung in eine explizite Gleichung überführt werden. Die Anwendung des Verfahrens
führt zu einer Annäherung oberhalb der Originalfunktion und wird deshalb mit Obersumme
bezeichnet.

Das implizite Euler-Verfahren gilt als das genauere, rechenintensivere aber auch als nume-
risch stabilere Verfahren.

7.2.4 Modifiziertes explizites Euler-Rückwärtsverfahren

Ein modifiziertes explizites Euler-Rückwärts-Verfahren als Integrationsalgorithmus bezieht
sich auf die Zurücksetzung der Integrationsgrenzen des implizierten Euler-Verfahrens des
Streckenzuges k und k+1 um (-1). Die Annäherung an die Originalfunktion wirkt als Ober-
summe.

184



Ableitung der Differenzengleichungen nach dem modifizierten Euler-Rückwärtsverfahren

Damit lautet die Annäherung des Differenzen-Quotienten an den Differential-Quotient:

dy

dt
= lim

∆t→0

y(k) −y(k−1)
∆t︸ ︷︷ ︸

Differenzenquotient

Der Wert für ∆t wird in der Praxis wie folgt gewählt:

• ∆t << als die dominante Zeitkonstante des dynamischen Systems,
• ∆t < als die kleinste System-Zeitkonstante, anderenfalls entsteht numerische Instabilität.

Der Integrationsalgorithmus lautet:

y(k) = y(k−1) +∆t ·f [u(k)]

Die nachfolgenden Definitionen der Differenzengleichungen beziehen sich auf diese Form.
Der Vorteil:

• leichteres Verständnis der numerischen Integration. Sie bezieht sich auf eine Folge der Ad-
dition einer zurückliegenden Berechnung und einem aktuellen additiven Anteil als Funk-
tion von (Übertragungsglied; uk; Δt.

• Teilsysteme mit gleichen Polen und Nullstellen kompensieren sich.

Zum Zeitpunkt t = 0 = k(0) * Δt hat eine Funktion 1. Ordnung beispielsweise ein Verzö-
gerungsglied einen Anfangswert proportional u(k), der differenzierbar ist. Damit kann in
einer Reihenschaltung von Teilsystemen 1. Ordnung mit verzögerndem und differenzieren-
dem Verhalten bei gleichen Polen und Nullstellen innerhalb der Berechnung jeder Folge
k eine vollständige Systemkompensation stattfinden. Beispielsweise kompensieren sich die
Ergebnisse der Differenzengleichungen eines PT1-Gliedes mit dem eines PD1-Gliedes bei
gleichen Zeitkonstanten vollständig.

7.3 Ableitung der Differenzengleichungen nach dem
modifizierten Euler-Rückwärtsverfahren

7.3.1 Differenzengleichung der Integration (I-Glied)

Die Übertragungsfunktion lautet:

G(s) = Y (s)
U(s)

= 1
TI ·s

Die zugehörige Differenzialgleichung lautet:

TI · ẏ(t) = u(t)

Der Differenzenquotient wird an Stelle des Differenzialquotienten ẏ(t) eingesetzt:
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TI ·
y(k) −y(k−1)

∆t
= u(k)

Damit lautet die nach y(k) umgestellte Differenzengleichung des I-Gliedes:

y(k) = y(k−1) +u(k) · ∆t
TI

7.3.2 Differenzengleichung des Differenzierers (ideales D-Glied)

Mit der Zeitdiskretisierung wird der Übergang einer Differenzialgleichung in eine Differen-
zengleichung von einer zeitkontinuierlichen Systembeschreibung in eine Systembeschreibung
mit kleinen Zeitintervallen Δt der diskreten Zeit geschaffen. Der Differentialquotient wird
durch einen Differenzenquotient ersetzt.

Die Übertragungsfunktion des idealen Differenzierers lautet:

G(s) = Y (s)
U(s)

= TV ·s

Differenzialgleichung des idealen Differenzierers:

y(t) = TV · d

dt
u(t)

Der Differenzialquotient u̇(t) wird durch einen Differenzenquotient mit der Anpassung an
die linke Intervallgrenze ersetzt. Für eine Anpassung an die rechte Intervallgrenze steht der
Wert u(k+1) nicht zur Verfügung.

u̇(t) = du

dt
≈ ∆u

∆t
=

u(k) −u(k−1)
∆t

Differenzengleichung der Differentiation (Ideales D-Glied)

y(k) = (u(k) −u(k−1)) · TV
∆t
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7.3.3 Differenzengleichung der Verzögerung (PT1-Glied)

Abb. 69 Rechteck-Approximation eines PT1-Gliedes durch
Berechnung mit einer Differenzengleichung.

Übertragungsfunktion des PT1-Gliedes

G(s) = Y (s)
U(s)

= KP T

1+s ·T1
=

KP T
T1

s+ 1
T1

Zugehörige Differenzialgleichung

ẏ(t)+ 1
T1

·y(t) = KP T

T1
·u(t)

Der Differenzialquotient der Differenzialgleichung wird durch den Differenzenquotient er-
setzt mit folgendem Ansatz:
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y(k) −y(k−1)
∆t

+ 1
T1

·y(k) = KP T

T1
·u(k)

Diese Gleichung wird nach y(k) aufgelöst.

y(k) + ∆t

T1
·y(k) = y(k−1) + KP T ·∆t

T1
·u(k)

Die Differenzengleichung des PT1-Gliedes lautet:

y(k) = T1
T1 +∆t

·y(k−1) + ∆t ·KP T

T1 +∆t
·u(k)

Differenzengleichung des PT1-Gliedes in vereinfachter Schreibweise mit identi-
scher mathematischer Funktion:

y(k) = y(k−1) +(KP T ·u(k) −y(k−1)) · ∆t
T1+∆t

7.3.4 Differenzengleichung der Proportional-Differenzialfunktion
(Ideales PD1-Glied)

Übertragungsfunktion PD1-Glied:

G(s) = Y (s)
U(s)

= KP D · (TV ·s+1)

Die zugehörige Differenzialgleichung lautet:

y(t) = KP D ·TV · u̇(t)+KP D ·u(t)

Der Differenzialquotient der Differenzialgleichung wird ersetzt durch den Differenzialalgo-
rithmus mit folgendem Ansatz:

y(k) = KP D ·TV ·
u(k) −u(k−1)

∆t
+KP D ·u(k)

Die Differenzengleichung des idealen PD1-Gliedes lautet:

y(k) = KP D · [u(k) +(u(k) −u(k−1)) · TV
∆t ]
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Anmerkung: Differenzierende Systeme ohne sogenannte parasitäre Zeitkonstanten von
PT1-Gliedern lassen sich als Hardware technisch nicht herstellen. Die parasitäre Zeitkon-
stante ist wesentlich kleiner, als die Zeitkonstante des Differenzierers. Dennoch kann man
mit idealen Differenzierern rechnen, dabei ist die Größe des Impulses der Sprungantwort
umgekehrt proportional der Größe von Δt.

7.4 Zusammenfassung der Berechnung mit
Differenzengleichungen

• Euler-Rechteck-Verfahren

Durch unterschiedliche Verfahren der Approximation (Annäherung) an eine zeitabhängige
Funktion wie zum Beispiel für ein Verzögerungsglied 1. Ordnung existieren unterschiedliche
Differenzengleichungen.

Das einfachste Verfahren ist das Euler-Rechteck-Verfahren. Für die genannten vier linearen
Teilsysteme wurden aus den zugehörigen DGL Differenzengleichungen abgeleitet.

• Berechnungsfolge

Eine Berechnungsfolge bezieht sich auf das gesamte Übertragungssystem für das Zeitin-
tervall ∆t.

In einer Folge k = (0, 1, 2, 3, … kMAX) werden beliebig viele Einzelsysteme eines Gesamt-
systems hintereinander für ein konstantes Zeitintervall ∆t mittels Differenzengleichungen
berechnet.

• Reihendarstellung

Jeder Signalausgang eines Teilsystems ist in der Reihendarstellung der Signaleingang des
nächsten Teilsystems (multiplikative Funktion).

• Maximale Folge kMAX
Der Endwert der Folge kMAX ergibt sich für den gewünschten Betrachtungszeitraum tMAX:
kMAX = tMAX / ∆t.
• Testsignale

Das Eingangstestsignal eines Übertragungssystems ist eine Funktion von ∆t und bezieht
sich meistens auf die Testsignale: Impulsfunktion, Sprungfunktion und Anstiegsfunktion.

• Nichtlineare Systeme

Nichtlineare statische Systeme in Verbindung mit linearen dynamischen Systemen benöti-
gen analytische Gleichungen oder Wertetabellen.

• Tabellarische Anordnung der Differenzengleichungen

Für die Anwendung der Differenzengleichungen empfiehlt sich eine tabellarische Anord-
nung der Gleichungen, indem entsprechend einem Blockdiagramm der Signalflüsse begin-
nend von einer Spalte k * ∆t von links nach rechts die multiplikativen Zusammenhänge
der Teilsysteme in den Zellen einer Zeile stehen.
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Damit steht in der ersten Spalte der absolute Zeitmaßstab k * ∆t, in der 2. Spalte die
Eingangsgröße (das zeitdiskrete Testsignal) und für alle weiteren Zellen der Spalten der
gleichen Zeile die Differenzengleichungen, für die jeweils jede Berechnungsfolge mit k * ∆t
durchgeführt wird.

Es können auch unstetige sprungartige Eingangssignale als Wertetabelle in die 2. Spalte
eingetragen werden.

• PT2-Glieder mit konjugiert komplexen Polen können durch einen unterlagerten Regelkreis
mit einem PT1-Glied und einem I-Glied nachgebildet werden.

• PD2-Glieder mit konjugiert komplexen Nullstellen

Sie entstehen durch Produktbildung zweier PD1-Glieder und Subtraktion mit einem D-
Glied.

Anwendung: Als Vorfilter an einem Regelkreis zur Reduzierung von Schwinganteilen der
Ausgangsgröße y(k).
• Die Differenzengleichung eines nichtregulären (instabilen) PT1-Gliedes GPT1(s) = 1 /
(T*s-1) entsteht durch Vorzeichenumkehr der betreffenden Differenzengleichung.

• Nichtlineares Verhalten einer Signalbegrenzung

Die Signalbegrenzung kann mit einem logischen Operator als WENN-DANN-SONST-
Anweisung realisiert werden. Zum Beispiel mit Zelleneintrag einer Spalte: Wenn u(k) >
Bezugswert, dann u(k) = Bezugswert (positive Begrenzung)
• Nichtlineares Verhalten einer Geräte-Kennlinie erfordert eine Wertetabelle als Tabellen-
spalte, die der Folge k zugeordnet werden muss. Dies gilt für den Fall, dass eine analytische
Gleichung das nichtlinearem Systemverhalten nicht beschreiben kann.

• Totzeitsysteme

Totzeitsysteme lassen sich mit einer Programmschleife beschreiben.

Bei Anwendung der Tabellenkalkulation gilt die Rechenanweisung:

INDEX(F20; F200; 180 - Tt / Δt) und bedeutet: Diese Gleichung steht in der obersten
Spalte G200 für k = 0 und k * Δt = 0 und bezieht sich auf die Spalte F20 bis F200. Es
dürfen keine Zei-chen innerhalb der Zellen 20 bis 200 dieses Spaltenbereichs stehen.

• Numerische Stabilität

Zur Vermeidung der numerischen Instabilität gelten 2 Bedingungen:

1.Δt muss kleiner sein, als die kleinste System-Zeitkonstante innerhalb einer Berechnungs-
folge.

2. Bei sehr großer Kreisverstärkung K einer Regelkreisnachbildung:
Δt < Dominante Zeitkonstante T / K. Die Kreisverstärkung K ist das Produkt aller
Einzelverstärkungen.

• Eingangssignale / Testsignale:

Die Eingangssignale u(k) einer Systemblockstruktur müssen einen Bezug zu Δt haben.
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Normierte Sprungfunktion: u(k) = 1
Normierter δ-Impuls: u(k=0) = 1 / Δt ; u(k > 0) = 0
Anstiegsfunktion: u(k) = u(k-1) + c * Δt ; c = Δu / Δt
Kommerzielle Programme
Kommerzielle Programme zur numerischen Berechnungen wie MatLab unterscheiden sich
von selbst entwickelten numerischen Berechnungen in drei wesentlichen Punkten:

• Es kann eine gewünschte Berechnungsgenauigkeit durch ausgewählte Verfahren bestimmt
werden,

• Die gewählten Verfahren sind adaptiv, d.h. es muss keine diskrete Zeit und maximale
Folge vorgegeben werden. Die Größe des Zeitintervalls ist auch nicht über alle Folgen
konstant,

• Die gewählten Verfahren kontrollieren die Stabilität der Lösung.

7.4.1 Tabellarische Darstellung der Differenzengleichungen

In der folgenden Tabelle sind die Differenzengleichungen der vier elementaren Übertragungs-
systeme und einige nichtlineare Funktionen und Signale als f(∆t) dargestellt.
Die numerischen Berechnungen mit den Differenzengleichungen können mit jeder Program-
miersprache durchgeführt werden. Es empfiehlt sich aber der Einfachheit halber die Anwen-
dung der Tabellenkalkulation, mit der auch die grafische Darstellung des Systemverhaltens
für ein beliebiges Testsignal hergestellt werden kann. Programmierfehler anderer Program-
miersprachen werden vermieden.

Tabelle der Differenzengleichungen und logischen Operationen für die Simula-
tion von Übertragungssystemen

Typ Übertragungsfunktio-
nen
Definition der Testsi-
gnale und Operatoren

Differenzengleichun-
gen,
Operatoren als Funkti-
on von k*Δt

Hinweise

1 P-Glied:
Y
U (s) = K

y(k) = u(k) ·K Die Einzelfaktoren
K1, K2 ... der Über-
tragungsglieder wer-
den sinnvollerweise zu
einem Faktor K multi-
pliziert.
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Typ Übertragungsfunktio-
nen
Definition der Testsi-
gnale und Operatoren

Differenzengleichun-
gen,
Operatoren als Funkti-
on von k*Δt

Hinweise

2 I-Glied:
Y
U (s) = 1

T ·s

y(k) = y(k−1) +u(k) · ∆t
T

k = Nummer der Fol-
ge
Δt = konstante dis-
kretisierte Zeit
k * Δt = t = aktuel-
le Zeit

y(k) = aktueller Aus-
gangswert
u(k) = aktueller Ein-
gangswert
y(k-1) = Ausgangswert
einer zurückliegenden
Folge
k = 0: Rechenfolge
aller Anfangswerte
Normale Anfangswerte
sind meist Null

3 PT1-Glied:
Y
U (s) = KP T 1

T ·s+1

y(k) =
y(k−1) + [KP T 1 · u(k) −
y(k−1)] · ∆t

T +∆t

4 Instabiles PT1-Glied:
Y
U (s) = KP T 1

T ·s−1

y(k) =
u(k−1) + [KP T 1 · u(k) +
y(k−1)] · ∆t

T +∆t

Pole-
Nullstellenkompensation
bei instabilen PT1-
Gliedern ist nicht
erlaubt!

5 D-Glied:
Y
U (s) = T ·s

y(k) = [u(k) − u(k−1)] ·
T
∆t

6 PD1-Glied (Regler):
Y
U (s) = KP D1 ·(T ·s+1)

y(k) = KP D1 · [u(k) +
[u(k) −u(k−1)] · T

∆t ]

7 Totzeitglied:
Y
U (s) = KTt ·e−T t·s

Schleife im Rechen-
programm oder:
Anwendung Tabellen-
kalkulation:
INDEX(F20; F200;
180 - Tt / Δt)
Maximale Totzeit:
Tt max = (200−20) ·∆t
Für KTt ist eine eige-
ne Spalte erforderlich

Tabellenkalkulation:
F20;F200 bedeutet
Bezug der Spalte F
für Zellen F20 bis
F200.Sämtliche Glei-
chungen für INDEX
stehen z. B. in der
Spalte G ab G200 bis
z. B. G1200. In F200
bis F1200 stehen die
Eingangswerte bzw.
Gleichungen.
Spalte F20 bis F200
darf keine Zeichen ent-
halten, sonst entsteht
eine fehlerhafte Zuwei-
sung.
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Typ Übertragungsfunktio-
nen
Definition der Testsi-
gnale und Operatoren

Differenzengleichun-
gen,
Operatoren als Funkti-
on von k*Δt

Hinweise

8 Regelabweichung:
E(s) = W (s)−Y (s)

e(k) = W(k) −Y(k−1) Regelabweichung =
Sollwert – Istwert

9 Symmetrische Signal-
begrenzung:

WENN-, DANN-;
SONST-Anweisung:
WENN(X > A;
DANN A; WENN(X
< -A; DANN -A;
SONST X))

X = Zahlenwert einer
Zelle
A = Parameter der
Begrenzung

10 Nichtlineare Kennli-
nie:
als Funktion der Ein-
gangsgröße, Kontinu-
ierliche Funktion:
Nichtkontinuierliche
Funktion:
zum Beispiel Sprung
und Rücksprung als
Funktion der Zeit
(k*Δt)

Anwendung der Ta-
bellenkalkulation:
Zelleneintrag einer
Gleichung y(k) = f(k;
u(k))
Zelleneintrag einer
Tabelle:
Allen Zellen einer
Spalte muss ein Wert
zugewiesen werden:
y(k) = f(k*Δt)

Für alle Gleichungen
gilt:
Gleichungen werden
pro Zelle z. B. in Zeile
201 einmal geschrie-
ben und beliebig oft
entsprechend der ge-
wünschten Signalauflö-
sung z. B. 1000 mal in
der Spalte kopiert.

11 Testsignale: Impuls-
funktion
ûeδ(t) = 1

∆t
U(s) = 1

Amplitude: u(k=0) =
1

∆t
Amplitude: u(k>0) = 0

Normierter Impuls!

12 Testsignal Sprung-
funktion:
U(s) = 1 / s

Sprungfunktion:
u(k) = 1

Normierter Sprung!

13 Testsignal Anstiegs-
funktion:
U(s) = 1 / s²

Anstieg: u(k) =
u(k−1) + c ·∆t

Anstiegskonstante c =
Δ u / Δ t

7.5 Anwendung numerischer Berechnungen

Dynamische Systeme, deren Zeitverhalten in Form einer gewöhnlichen Differenzialgleichung
g(t) oder durch die Laplace-transformierte Übertragungsfunktion G(s) beschrieben werden,
lassen sich sehr vorteilhaft numerisch mit Differenzengleichungen berechnen. Ein dynami-
sches System besteht häufig aus einer in Funktionsblöcken dargestellten Reihenschaltung,
Parallelschaltung oder Zurückkopplung von Teilsystemen, die durch zugehörige Differen-
zengleichungen beschrieben werden können. Zur besseren Übersicht werden die Rechen-
ergebnisse der einzelnen Differenzengleichungen tabellarisch dargestellt. Mit jeder neuen
Berechnungsfolge k des Gesamtsystems einer Tabellenzeile mit beliebig vielen Teilsystemen
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wird mit den zugehörigen Differenzengleichungen ein neues Gesamtergebnis y(k) für ein
Zeitintervall Δt berechnet.

Dabei wird die These vertreten, die Differenzengleichungen nur für Linearfaktoren der Über-
tragungsfunktion ersten Grades zu verwenden, weil nur 4 solcher Formen (2 im Nenner und
2 im Zähler der Übertragungsfunktion) existieren. Eine 5. und 6. Form von Übertragungs-
systemen zweiter Ordnung mit konjugiert komplexen Polen können mit den Linearfaktoren
erster Ordnung simuliert werden. Es macht wenig Sinn, z.B. einen PID-Regler mit einer mit-
tels z-Transformation gefundenen Differenzengleichung als eine einzige spezielle Gleichung
zu benutzen, während es bei Verwendung mit Differenzengleichungen 1. Ordnung 3 einfache
Differenzengleichungen für den P-I- D-Anteil eine völlige tabellarische Systemübersicht auf
überprüfbare Richtigkeit gegeben ist.

Die numerische Berechnung allgemein erlaubt die Berechnung verschiedenster Problemstel-
lungen, die mit konventionellen Methoden sehr schwierig oder analytisch gar nicht zu lösen
sind, wie:

• Dynamischer Systeme, die sich linear und nichtlinear verhalten.
• Verhalten dynamischer Systeme als Folge logischer Befehle oder Wertetabellen.
• Lösen von Differenzialgleichungen ohne und mit Anfangswerten der Systemspeicher.
• Systeme ohne Zeitverhalten, bei denen z.B. die kleinste Einheit Δu eine Funktion der
dimensionslosen Eingangsgröße u ist (Beispiel: Mehrpunktregler, oder kombinierte Mehr-
punktregler mit zeitabhängigen Rückführungen).

Die Hauptanwendung der numerischen Berechnung mit Differenzengleichungen bezieht sich
auf die Berechnung des Ausgangs- Eingangsverhalten von dynamischen Systemen, die ge-
steuert oder geregelt werden. Da bestimmte Übertragungssysteme sich nichtlinear verhalten,
können mittels der numerischen Behandlung logische Operationen (Z.B. WENN - DANN -
SONST- Anweisung) mit den Differenzengleichungen kombiniert werden.

Das Eingangs- Ausgangsverhalten eines Dreipunktreglers mit Schaltkriterien als Funktion
der Hysterese und der Totzone lässt sich mit logischen Befehlen numerisch beschreiben und
grafisch darstellen.

Sehr nützlich ist die Anwendung der numerischen Behandlung in der Regelungstechnik.
Durch die Simulation eines Regelkreises - bestehend aus dem Regler und der Regelstrecke -
können die Systemparameter des Reglers für eine gegebene Regelstrecke optimiert und das
Verhalten der Regelgröße grafisch dargestellt werden.

Gesamtsystem als gewöhnliche Differenzialgleichung
• Das Modell eines linearen Systems mit n Systemspeichern, dass durch eine gewöhnliche
Differenzialgleichung mit konstanten Koeffizienten beschrieben ist, kann durch n-fache
numerische Integration berechnet werden.

• Von der höchsten Ableitung der Ausgangsgröße y(t) werden über Integratoren erzeugte n
Zustandsvariablen x(t) subtrahiert. Die numerische Berechnung bezieht sich fortlaufend
auf ein kleines Zeitintervall.

Dieses numerische Verfahren ist erheblich einfacher als die Lösung einer DGL mit kon-
ventionellen Methoden, weil es sich um die Lösung einfacher algebraischer Gleichungen
handelt.
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• Die numerische Berechnung der Differenzialgleichung erlaubt die homogene Lösung mit
Vorgabe der Anfangswerte mit y(k) = 0 , die partikuläre Lösung ohne Anfangswerte mit
y(k) ≠ 0 und die Gesamtlösung mit Anfangswerten und y(k) ≠ 0.

• Es sind keine Integrationskonstanten zu berechnen.

7.5.1 Numerische Berechnung von Übertragungssystemen mit linearen
und nichtlinearen Teilsystemen

Lineare zeitinvariante Übertragungssysteme werden durch DGL-en und Übertragungsfunk-
tionen beschrieben. Durch Zerlegung der Polynome der Übertragungsfunktion in Linearfak-
toren 1. Ordnung mit und ohne Grundglied ergeben sich 4 elementare Übertragungsfunk-
tionen mit den Funktionseigenschaften I-Glied, PT1-Glied, D-Glied und PD1-Glied, mit
denen in beliebiger Reihen-, Parallel- und Kreisstruktur sich alle phasenminimale Übertra-
gungsfunktionen nachbilden lassen. Für diese elementaren Teilsysteme lassen sich aus den
zugehörigen DGL-en je eine Differenzengleichung bilden. Der Approximationsalgorithmus
dieser 4 Differenzengleichungen ist aus den zugehörigen DGL abgeleitet. Von den verschie-
denen Verfahren ist die Euler-Rechteckannäherung die einfachste.

Abb. 70 Sprungantwort eines Regelkreises mit PI-Regler und
Stellgrößenbegrenzung.
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Numerische Stabilität ist gegeben, wenn:

• die diskrete Zeit Δt kleiner als die kleinste System-Zeitkonstante ist,
• bei sehr großen P-Verstärkungen K: Δt ≤ Dominante System-Zeitkonstante T / K.

Für nichtlineare speicherlose Übertragungssysteme wie Signalbegrenzer, nichtlineare oder
gebrochene Kennlinien, Totzeitsysteme und diskontinuierliche Eingangssignale lassen sich
analytische Gleichungen oder Wertetabellen finden.

Die numerische Berechnung eines Übertragungssystems von linearen und nichtlinearen Ein-
zelsystemen erfolgt sinnvoller Weise in Form einer Tabelle mit den Zeilen der Rekursion der
Folge k = 0 bis k = kMAX untereinander für je einen kleinen Berechnungszeitschritt Δt
mit den Spaltenzellen der numerischen Gleichungen.

Da statische Gleichungen wie auch Differenzengleichungen nur einmal in die Zelle einer
Spalte eingetragen und dann zum Beispiel für kMAX = 1000 die Gleichungen 1000-mal
kopiert werden, muss eine Wertetabelle je nach gewünschter Auflösung von Hand in die
Spalte einer Tabelle eingetragen werden.

Sämtliche Systemgleichungen können mit jeder Programmiersprache berechnet werden. Es
wird die Anwendung der Tabellenkalkulation wegen der Einfachheit der Anwendung und
der einfachen Möglichkeit der grafischen Darstellung der Berechnungsergebnisse empfohlen.

Berechnungsbeispiel eines Modells aus verschiedenen Teilsystemen bestehenden
Übertragungssystems

Abb. 71 Blockschaltbild eines Regelkreises mit Stellgrößenbegrenzung in der
zeitdiskreten Darstellung.

Tabellarische Darstellung der numerischen Gesamtlösung y(k*Δt) ≈ y(t) eines
Regelkreises mit PI-Regler mit Stellgrößenbegrenzung und PT2-Regelstrecke
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Numerische Berechnung dynamischer Systeme

Die Lösung des Systemverhaltens liefert die Spalte I mit der Ausgangsgröße y(k*Δt).

7.5.2 Nachbildung eines PT2KK-Schwingungsgliedes

Ein PT2KK-Schwingungsglied hat konjugiert komplexe Pole und kann deshalb nicht in Li-
nearfaktoren ersten Grades ohne komplexe Anteile von Zahlenwerten zerlegt werden. Für
die Bildung der Differenzengleichung eines Übertragungssystems zweiter Ordnung mit kon-
jugiert komplexen Polen kann mit Hilfe eines einfachen Hilfsregelkreises und Anwendung
von zwei Differenzengleichungen erster Ordnung erreicht werden.

Berechnung der Koeffizienten eines Hilfsregelkreises aus der Übertragungsfunk-
tion
Die einfachste Form der Nachbildung des Hilfsregelkreis erfolgt durch die offene Hilfsregel-
strecke G0(s) (Indizierung mit H) als Reihenschaltung mit einem I-Glied (KH / s) mit einem
PT1-Glied (1 / (TH s + 1)). Damit lassen sich zwei Differenzengleichungen für Linearfak-
toren erster Ordnung verwenden.

G0(s) = Y
W (s) = KH

s·(TH ·s+1)

Wird der Ausgang Y(s) von G0(s) in Blocksymbol-Darstellung negativ auf den Systemein-
gang W(s) zurückgeführt, entsteht der Hilfsregelkreis G(s).

Die Übertragungsfunktion des Hilfsregelkreises G(s) = G0 / (1+G0) lautet in der allge-
meinen Form für ein PT2KK-Schwingungsglied:
GH(s) = Y

W (s) = G0
1+G0

= 1
TH
KH

·s2+ 1
KH

·s+1
=̂ 1

T 2·s2+2·D·T ·s+1 = 1
a·s2+b·s+1

Es gilt nun aus der Normalform des Schwingungsgliedes mit gegebenen Zahlenwerten über
einen Koeffizientenvergleich die Hilfsgrößen TH und KH zu bestimmen, damit die Differen-
zengleichungen angewendet werden können.

Für eine gegebene Übertragungsfunktion eines Schwingungsgliedes mit den Zahlenwerten
der Koeffizienten a = T 2 und b = 2 · D · T müssen die Parameter der Verstärkung KH und
der Zeitkonstante TH des offenen Regelkreises G0(s) aus dem geschlossenen Hilfsregelkreis
GPT1KK(s) errechnet werden.
Durch Koeffizientenvergleich lassen sich die gewünschten Parameter KH und TH des offenen
Hilfsregelkreises bestimmen:
TH
KH

= a; 1
KH

= b; T =
√

a

Mit diesen Parametern kann die numerische Berechnung mit den nachstehend aufgeführten
Differenzengleichungen durchgeführt werden.

TH = a ·KH = a
b ; KH = 1

b ; Dämpfung D = b
2·T
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Anwendung numerischer Berechnungen

Abb. 72 Sprungantwort eines PT2KK-Gliedes,
G(s) = 1 / (0,25 s² + 0,125 s +1)
Dämpfung D = 0,125.

Berechnungsbeispiel:

Gegeben: Übertragungsfunktion eines Schwingungsgliedes PT2KK :

GP T 2KK = 1
0,25 ·s2 +0,125 ·s+1

= 1
a ·s2 + b ·s+1

Gesucht: Parameter KH und TH eines offenen Hilfsregelkreises zur Simulation der
Übertragungsfunktion
des geschlossenen Kreises als ein PT2KK-Schwingungsglied mit konjugiert komplexen
Polen.

KH = 1
b

= 1
0,125

= 8

TH = a ·KH = a

b
= 0,25

0,125
= 2

Numerische Nachbildung des Hilfsregelkreises für ein Schwingungsglied im zeit-
diskreten Bereich f(k*Δt)
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Numerische Berechnung dynamischer Systeme

Der offene Hilfsregelkreis G0(s) besteht aus der Reihenschaltung eines I-Gliedes mit einem
PT1-Glied. Die Hilfsgrößen wie die Zeitkonstante TH des PT1-Gliedes und die Verstärkung
KH des I-Gliedes werden in die zugehörigen Differenzengleichungen eingebracht.

Wird die Regelabweichung w(k) - y(k-1) in die Reihenschaltung G0(k) geleitet, ist der Hilfs-
regelkreis geschlossen. Es müssen folgende drei Differenzengleichungen berechnet werden.
w(k) ist ein Testsignal oder das Ausgangssignal y(k) eines in der Reihenfolge links liegenden
Übertragungsgliedes vor dem Hilfsregelkreis.

Abb. 73 Blockschaltbild eines Hilfsregelkreises zur Simulation eines
PT2KK-Schwingungsgliedes.

Systembezeichnung Differenzengleichung Schwingungsglied

Regelabweichung e(k) e(k) = w(k) −y(k−1)
I-Glied u(k) u(k) = u(k−1) +e(k) ·KH ·∆t

PT1-Glied y(k) y(k) = y(k−1) +[u(k) −y(k−1)] · ∆t
TH+∆t

Sollte das zu berechnende Zeitverhalten des Schwingungsgliedes G(s) einen Verstärkungs-
faktor K im Zähler der Übertragungsfunktion enthalten, so wird dieser Faktor separat vor
oder nach dem Hilfsregelkreis algebraisch y(k) = K ·u(k) berücksichtigt.

7.5.3 Numerische Lösung einer systembeschreibenden
Differenzialgleichung

Die partikuläre Lösung (Eingangs- Ausgangsverhalten) einer gewöhnlichen DGL mit kon-
stanten Koeffizienten ist abhängig von der Zahl n der Ableitungen der Ausgangsgröße y(t),
der Ableitungen der Eingangsgröße u(t), der Größe der Koeffizienten und der Funktion des
Eingangssignals u(t). Sie geht von Anfangswerten gleich Null aus. Dabei wird die Differen-
zialgleichung in die explizite Form nach der höchsten Ableitung umgestellt und grafisch in
der Regelungsnormalform der Zustandsraumdarstellung dargestellt.
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Anwendung numerischer Berechnungen

Sind Anfangswerte der Differenzialgleichung gegeben, werden die Integratoren der Rege-
lungsnormalform auf diese Anfangswerte gesetzt.

Die Differenzialgleichung eines Übertragungssystems in der allgemeinen Form ohne Ablei-
tungen der Eingangsgröße lautet:

an ·y(n)(t)+ · · · +a2 · ÿ(t)+a1 · ẏ(t)+a0 ·y(t) = b0 ·u(t)

Beispiel
Erstellung des Signalflussplanes zur Lösung der DGL 2. Ordnung:

Abb. 74 Signalflussplan zur Lösung einer DGL in der expliziten Darstellung.
Die Zustandsvariablen xi ergeben sich durch die Integrationen.

Systembeschreibende DGL

a2 · ÿ(t)+a1 · ẏ(t)+a0 ·y(t) = b0 ·u(t)

Für die numerische Lösung einer gewöhnlichen DGL wird die explizite Form nach
der höchsten Ableitung verwendet, d.h. in dem alle Terme der Gleichung durch den
Koeffizienten a2 dividiert werden und dann ÿ(t) freigestellt wird. 2

ÿ(t) = 1
a2

· [−a0 ·y(t)−a1 · ẏ(t)+ b0 ·u(t)]

Der in dem Strukturbild dargestellte Signalflussplan zeigt anschaulich die Umsetzung
der DGL in ein Modell mit Zustandsvariablen xi zur Lösung der DGL.

2 Zustandsgleichungen von Eingrößensystemen. In: Gerd Schulz: Regelungstechnik 2.
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Numerische Berechnung dynamischer Systeme

Dieses Modell entspricht auch der Lösung einer DGL mit Hilfe der Analogrechentechnik
und ist seit langem bekannt. Das Interesse galt weniger den dargestellten Zustandsvariablen
sondern nur dem Verhalten der Ausgangsgröße y(t).
Hat die Übertragungsfunktion oder die zugehörige DGL auch differentielle Anteile, d. h.
Ableitungen der Eingangsgröße u(t), eignet sich als Signalflussdiagramm der DGL besser
die Regelungsnormalform der Zustandsraumdarstellung.

Die numerische Lösung dieser DGL mit n-fachen Ableitungen erfolgt durch n-fache nume-
rische Integrationen, die sich auf ein diskretes Zeitintervall Δt und rekursive Berechnung
der Folgen k = (0, 1, 2, 3, ...kMAX) bezieht.
Die Differenzengleichung zur numerischen Lösung einer Integration lautet (hier T = 1):

y(k) = y(k−1) +u(k) · ∆t

T

• Partikuläre Lösung yP(k):
Für ein gegebenes Eingangssignal u(Δt) zur Zeit k * Δt = 0 und den Anfangswerten der
Integratoren y'0 = 0 und y0 = 0 ergibt sich eine geschlossene Lösung für y(k) für k = 0
bis kMAX.
• Homogene Lösung yH(k):
Für ein gegebenes Eingangssignal u(Δt) = 0 zur Zeit k * Δt = 0 werden Anfangswerte
der Integratoren für y'0 und y0 eingesetzt. Es müssen dabei keine Integrationskonstanten
Ci ermittelt werden, weil die Integratoren als bestimmte Integrale mit den Integralgrenzen
der Anfangswerte bis zum Ende des Betrachtungszeitraumes k * Δt wirken.
• Gesamtlösung y(k):
Sie ergibt sich automatisch, wenn ein Eingangssignal u(k) ≠ 0 und gleichzeitig Anfangs-
werte der Integratoren y'0 ≠ 0 und y0 ≠ 0 vorliegen.
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7.5.4 Berechnungsbeispiel einer gewöhnlichen Differenzialgleichung 2.
Ordnung mit Anfangswerten

Abb. 75 Sprungantwort eines PT2-Gliedes durch numerische
Lösung einer DGL mit System-Anfangswerten.
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Numerische Berechnung dynamischer Systeme

Übertragungsfunktion gegeben:

G(s) = Y (s)
U(s)

= 1
(2 ·s+1) · (s+1)

Zugehörige systembeschreibende DGL in expliziter Darstellung:

ÿ(t) = 0,5 ·u(t)−1,5 · ẏ(t)−0,5 ·y(t)

• Anfangswerte der Energiespeicher (Integratoren): y'0(t) = 1; y0(t) = 1;
• Eingangsgröße u(k) ist eine normierte Sprungfunktion 1 für t > 0. Die zu berech-
nenden Gleichungen ergeben sich aus dem dargestellten Signalflussplan.
In der Tabellendarstellung erfolgt die Berechnung der Zellen einer Zeile von links
nach rechts und danach von einer oberen Zeile zu den unteren Zeilen. Benötigte
Werte, die an einer bestimmten Stelle einer Zeile noch nicht bekannt sind, werden
aus einer vorhergehenden Zeile der gleichen Spalte entnommen.
• Gleichung 1 bildet die Differenzen der noch zu berechnenden Ableitungen von y(k)
in Spalte E der Tabelle laut Signalflussplan:

E2 = C2 ·D2−F1 ·G2−H1 · I2

• Gleichung 2 ist eine Differenzengleichung der Integration in Spalte F (mit T = 1):

y(k) = y(k−1) +u(k) · ∆t

T
= F2 = E1+E2 ·∆t (T = 1)

• Gleichung 3 ist eine Differenzengleichung der Integration in Spalte H (mit T = 1):

y(k) = y(k−1) +u(k) · ∆t

T
= H2 = F1+F2 ·∆t (T = 1)

• Die Spalte B der diskreten Zeit (k * Δt) berechnet sich ab Zeile B3: B3 = B2 +
Δt und kann beliebig oft kopiert werden!

• Die Lösung der DGL liefert die Spalte H mit der Ausgangsgröße y(k*Δt)!

Tabellarische Darstellung der numerischen Gesamtlösung y(k*Δt) ≈ y(t) einer
Differenzialgleichung 2. Ordnung.
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Numerische Berechnung dynamischer Systeme

Anmerkung:

• Bei der homogenen Lösung sind in Spalte C sämtliche Werte auf 0 gesetzt mit Anfangs-
werten in Zeile 1.

• Bei der partikulären Lösung sind in Spalte C sämtliche Werte auf 1 gesetzt ohne An-
fangswerte in Zeile 1.

• Der Approximationsfehler der Annäherung an die analytische Lösung beträgt ungefähr
Δt / T = 0,003 / 2 = 0,0015 = 0,15 %.

7.6 Einzelnachweise
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9 Licenses

9.1 GNU GENERAL PUBLIC LICENSE
Version 3, 29 June 2007

Copyright © 2007 Free Software Foundation, Inc. <http://fsf.org/>

Everyone is permitted to copy and distribute verbatim copies of this
license document, but changing it is not allowed. Preamble

The GNU General Public License is a free, copyleft license for software
and other kinds of works.

The licenses for most software and other practical works are designed
to take away your freedom to share and change the works. By con-
trast, the GNU General Public License is intended to guarantee your
freedom to share and change all versions of a program--to make sure
it remains free software for all its users. We, the Free Software Foun-
dation, use the GNU General Public License for most of our software;
it applies also to any other work released this way by its authors. You
can apply it to your programs, too.

When we speak of free software, we are referring to freedom, not price.
Our General Public Licenses are designed to make sure that you have
the freedom to distribute copies of free software (and charge for them
if you wish), that you receive source code or can get it if you want
it, that you can change the software or use pieces of it in new free
programs, and that you know you can do these things.

To protect your rights, we need to prevent others from denying you
these rights or asking you to surrender the rights. Therefore, you have
certain responsibilities if you distribute copies of the software, or if you
modify it: responsibilities to respect the freedom of others.

For example, if you distribute copies of such a program, whether gratis
or for a fee, you must pass on to the recipients the same freedoms that
you received. You must make sure that they, too, receive or can get
the source code. And you must show them these terms so they know
their rights.

Developers that use the GNU GPL protect your rights with two steps:
(1) assert copyright on the software, and (2) offer you this License
giving you legal permission to copy, distribute and/or modify it.

For the developers' and authors' protection, the GPL clearly explains
that there is no warranty for this free software. For both users' and
authors' sake, the GPL requires that modified versions be marked as
changed, so that their problems will not be attributed erroneously to
authors of previous versions.

Some devices are designed to deny users access to install or run mo-
dified versions of the software inside them, although the manufacturer
can do so. This is fundamentally incompatible with the aim of protec-
ting users' freedom to change the software. The systematic pattern of
such abuse occurs in the area of products for individuals to use, which
is precisely where it is most unacceptable. Therefore, we have designed
this version of the GPL to prohibit the practice for those products. If
such problems arise substantially in other domains, we stand ready to
extend this provision to those domains in future versions of the GPL,
as needed to protect the freedom of users.

Finally, every program is threatened constantly by software patents.
States should not allow patents to restrict development and use of soft-
ware on general-purpose computers, but in those that do, we wish to
avoid the special danger that patents applied to a free program could
make it effectively proprietary. To prevent this, the GPL assures that
patents cannot be used to render the program non-free.

The precise terms and conditions for copying, distribution and modi-
fication follow. TERMS AND CONDITIONS 0. Definitions.

“This License” refers to version 3 of the GNU General Public License.

“Copyright” also means copyright-like laws that apply to other kinds
of works, such as semiconductor masks.

“The Program” refers to any copyrightable work licensed under this Li-
cense. Each licensee is addressed as “you”. “Licensees” and “recipients”
may be individuals or organizations.

To “modify” a work means to copy from or adapt all or part of the work
in a fashion requiring copyright permission, other than the making of
an exact copy. The resulting work is called a “modified version” of the
earlier work or a work “based on” the earlier work.

A “covered work” means either the unmodified Program or a work ba-
sed on the Program.

To “propagate” a work means to do anything with it that, without per-
mission, would make you directly or secondarily liable for infringement
under applicable copyright law, except executing it on a computer or
modifying a private copy. Propagation includes copying, distribution
(with or without modification), making available to the public, and in
some countries other activities as well.

To “convey” a work means any kind of propagation that enables other
parties to make or receive copies. Mere interaction with a user through
a computer network, with no transfer of a copy, is not conveying.

An interactive user interface displays “Appropriate Legal Notices” to
the extent that it includes a convenient and prominently visible feature
that (1) displays an appropriate copyright notice, and (2) tells the user
that there is no warranty for the work (except to the extent that war-
ranties are provided), that licensees may convey the work under this
License, and how to view a copy of this License. If the interface pres-
ents a list of user commands or options, such as a menu, a prominent
item in the list meets this criterion. 1. Source Code.

The “source code” for a work means the preferred form of the work for
making modifications to it. “Object code” means any non-source form
of a work.

A “Standard Interface” means an interface that either is an official
standard defined by a recognized standards body, or, in the case of
interfaces specified for a particular programming language, one that is
widely used among developers working in that language.

The “System Libraries” of an executable work include anything, other
than the work as a whole, that (a) is included in the normal form of
packaging a Major Component, but which is not part of that Major
Component, and (b) serves only to enable use of the work with that
Major Component, or to implement a Standard Interface for which an
implementation is available to the public in source code form. A “Ma-
jor Component”, in this context, means a major essential component
(kernel, window system, and so on) of the specific operating system (if
any) on which the executable work runs, or a compiler used to produce
the work, or an object code interpreter used to run it.

The “Corresponding Source” for a work in object code form means all
the source code needed to generate, install, and (for an executable
work) run the object code and to modify the work, including scripts to
control those activities. However, it does not include the work's System
Libraries, or general-purpose tools or generally available free programs
which are used unmodified in performing those activities but which are
not part of the work. For example, Corresponding Source includes in-
terface definition files associated with source files for the work, and the
source code for shared libraries and dynamically linked subprograms
that the work is specifically designed to require, such as by intimate
data communication or control flow between those subprograms and
other parts of the work.

The Corresponding Source need not include anything that users can
regenerate automatically from other parts of the Corresponding Sour-
ce.

The Corresponding Source for a work in source code form is that same
work. 2. Basic Permissions.

All rights granted under this License are granted for the term of copy-
right on the Program, and are irrevocable provided the stated conditi-
ons are met. This License explicitly affirms your unlimited permission
to run the unmodified Program. The output from running a covered
work is covered by this License only if the output, given its content,
constitutes a covered work. This License acknowledges your rights of
fair use or other equivalent, as provided by copyright law.

You may make, run and propagate covered works that you do not con-
vey, without conditions so long as your license otherwise remains in
force. You may convey covered works to others for the sole purpose
of having them make modifications exclusively for you, or provide you
with facilities for running those works, provided that you comply with
the terms of this License in conveying all material for which you do not
control copyright. Those thus making or running the covered works for
you must do so exclusively on your behalf, under your direction and
control, on terms that prohibit them from making any copies of your
copyrighted material outside their relationship with you.

Conveying under any other circumstances is permitted solely under
the conditions stated below. Sublicensing is not allowed; section 10
makes it unnecessary. 3. Protecting Users' Legal Rights From Anti-
Circumvention Law.

No covered work shall be deemed part of an effective technological me-
asure under any applicable law fulfilling obligations under article 11 of
the WIPO copyright treaty adopted on 20 December 1996, or similar
laws prohibiting or restricting circumvention of such measures.

When you convey a covered work, you waive any legal power to forbid
circumvention of technological measures to the extent such circum-
vention is effected by exercising rights under this License with respect
to the covered work, and you disclaim any intention to limit opera-
tion or modification of the work as a means of enforcing, against the
work's users, your or third parties' legal rights to forbid circumvention
of technological measures. 4. Conveying Verbatim Copies.

You may convey verbatim copies of the Program's source code as you
receive it, in any medium, provided that you conspicuously and appro-
priately publish on each copy an appropriate copyright notice; keep in-
tact all notices stating that this License and any non-permissive terms
added in accord with section 7 apply to the code; keep intact all noti-
ces of the absence of any warranty; and give all recipients a copy of
this License along with the Program.

You may charge any price or no price for each copy that you con-
vey, and you may offer support or warranty protection for a fee. 5.
Conveying Modified Source Versions.

You may convey a work based on the Program, or the modifications
to produce it from the Program, in the form of source code under the
terms of section 4, provided that you also meet all of these conditions:

* a) The work must carry prominent notices stating that you modified
it, and giving a relevant date. * b) The work must carry prominent
notices stating that it is released under this License and any conditions
added under section 7. This requirement modifies the requirement in
section 4 to “keep intact all notices”. * c) You must license the entire
work, as a whole, under this License to anyone who comes into pos-
session of a copy. This License will therefore apply, along with any
applicable section 7 additional terms, to the whole of the work, and
all its parts, regardless of how they are packaged. This License gives
no permission to license the work in any other way, but it does not
invalidate such permission if you have separately received it. * d) If
the work has interactive user interfaces, each must display Appropriate
Legal Notices; however, if the Program has interactive interfaces that
do not display Appropriate Legal Notices, your work need not make
them do so.

A compilation of a covered work with other separate and independent
works, which are not by their nature extensions of the covered work,
and which are not combined with it such as to form a larger program,
in or on a volume of a storage or distribution medium, is called an
“aggregate” if the compilation and its resulting copyright are not used
to limit the access or legal rights of the compilation's users beyond
what the individual works permit. Inclusion of a covered work in an
aggregate does not cause this License to apply to the other parts of
the aggregate. 6. Conveying Non-Source Forms.

You may convey a covered work in object code form under the terms of
sections 4 and 5, provided that you also convey the machine-readable
Corresponding Source under the terms of this License, in one of these
ways:

* a) Convey the object code in, or embodied in, a physical product (in-
cluding a physical distribution medium), accompanied by the Corre-
sponding Source fixed on a durable physical medium customarily used
for software interchange. * b) Convey the object code in, or embodied
in, a physical product (including a physical distribution medium), ac-
companied by a written offer, valid for at least three years and valid
for as long as you offer spare parts or customer support for that pro-
duct model, to give anyone who possesses the object code either (1) a
copy of the Corresponding Source for all the software in the product
that is covered by this License, on a durable physical medium custo-
marily used for software interchange, for a price no more than your
reasonable cost of physically performing this conveying of source, or
(2) access to copy the Corresponding Source from a network server
at no charge. * c) Convey individual copies of the object code with a
copy of the written offer to provide the Corresponding Source. This
alternative is allowed only occasionally and noncommercially, and on-
ly if you received the object code with such an offer, in accord with
subsection 6b. * d) Convey the object code by offering access from a
designated place (gratis or for a charge), and offer equivalent access to
the Corresponding Source in the same way through the same place at
no further charge. You need not require recipients to copy the Corre-
sponding Source along with the object code. If the place to copy the

object code is a network server, the Corresponding Source may be on a
different server (operated by you or a third party) that supports equi-
valent copying facilities, provided you maintain clear directions next
to the object code saying where to find the Corresponding Source. Re-
gardless of what server hosts the Corresponding Source, you remain
obligated to ensure that it is available for as long as needed to satis-
fy these requirements. * e) Convey the object code using peer-to-peer
transmission, provided you inform other peers where the object code
and Corresponding Source of the work are being offered to the general
public at no charge under subsection 6d.

A separable portion of the object code, whose source code is exclu-
ded from the Corresponding Source as a System Library, need not be
included in conveying the object code work.

A “User Product” is either (1) a “consumer product”, which means any
tangible personal property which is normally used for personal, family,
or household purposes, or (2) anything designed or sold for incorpora-
tion into a dwelling. In determining whether a product is a consumer
product, doubtful cases shall be resolved in favor of coverage. For a
particular product received by a particular user, “normally used” re-
fers to a typical or common use of that class of product, regardless of
the status of the particular user or of the way in which the particular
user actually uses, or expects or is expected to use, the product. A
product is a consumer product regardless of whether the product has
substantial commercial, industrial or non-consumer uses, unless such
uses represent the only significant mode of use of the product.

“Installation Information” for a User Product means any methods, pro-
cedures, authorization keys, or other information required to install
and execute modified versions of a covered work in that User Product
from a modified version of its Corresponding Source. The information
must suffice to ensure that the continued functioning of the modified
object code is in no case prevented or interfered with solely because
modification has been made.

If you convey an object code work under this section in, or with, or
specifically for use in, a User Product, and the conveying occurs as part
of a transaction in which the right of possession and use of the User
Product is transferred to the recipient in perpetuity or for a fixed term
(regardless of how the transaction is characterized), the Corresponding
Source conveyed under this section must be accompanied by the In-
stallation Information. But this requirement does not apply if neither
you nor any third party retains the ability to install modified object
code on the User Product (for example, the work has been installed in
ROM).

The requirement to provide Installation Information does not include
a requirement to continue to provide support service, warranty, or up-
dates for a work that has been modified or installed by the recipient, or
for the User Product in which it has been modified or installed. Access
to a network may be denied when the modification itself materially
and adversely affects the operation of the network or violates the rules
and protocols for communication across the network.

Corresponding Source conveyed, and Installation Information provi-
ded, in accord with this section must be in a format that is publicly
documented (and with an implementation available to the public in
source code form), and must require no special password or key for
unpacking, reading or copying. 7. Additional Terms.

“Additional permissions” are terms that supplement the terms of this
License by making exceptions from one or more of its conditions. Ad-
ditional permissions that are applicable to the entire Program shall
be treated as though they were included in this License, to the extent
that they are valid under applicable law. If additional permissions ap-
ply only to part of the Program, that part may be used separately
under those permissions, but the entire Program remains governed by
this License without regard to the additional permissions.

When you convey a copy of a covered work, you may at your option
remove any additional permissions from that copy, or from any part
of it. (Additional permissions may be written to require their own re-
moval in certain cases when you modify the work.) You may place
additional permissions on material, added by you to a covered work,
for which you have or can give appropriate copyright permission.

Notwithstanding any other provision of this License, for material you
add to a covered work, you may (if authorized by the copyright holders
of that material) supplement the terms of this License with terms:

* a) Disclaiming warranty or limiting liability differently from the
terms of sections 15 and 16 of this License; or * b) Requiring pre-
servation of specified reasonable legal notices or author attributions in
that material or in the Appropriate Legal Notices displayed by works
containing it; or * c) Prohibiting misrepresentation of the origin of
that material, or requiring that modified versions of such material be
marked in reasonable ways as different from the original version; or *
d) Limiting the use for publicity purposes of names of licensors or aut-
hors of the material; or * e) Declining to grant rights under trademark
law for use of some trade names, trademarks, or service marks; or *
f) Requiring indemnification of licensors and authors of that material
by anyone who conveys the material (or modified versions of it) with
contractual assumptions of liability to the recipient, for any liability
that these contractual assumptions directly impose on those licensors
and authors.

All other non-permissive additional terms are considered “further re-
strictions” within the meaning of section 10. If the Program as you
received it, or any part of it, contains a notice stating that it is gover-
ned by this License along with a term that is a further restriction, you
may remove that term. If a license document contains a further restric-
tion but permits relicensing or conveying under this License, you may
add to a covered work material governed by the terms of that license
document, provided that the further restriction does not survive such
relicensing or conveying.

If you add terms to a covered work in accord with this section, you
must place, in the relevant source files, a statement of the additional
terms that apply to those files, or a notice indicating where to find the
applicable terms.

Additional terms, permissive or non-permissive, may be stated in the
form of a separately written license, or stated as exceptions; the above
requirements apply either way. 8. Termination.

You may not propagate or modify a covered work except as expressly
provided under this License. Any attempt otherwise to propagate or
modify it is void, and will automatically terminate your rights under
this License (including any patent licenses granted under the third
paragraph of section 11).

However, if you cease all violation of this License, then your license
from a particular copyright holder is reinstated (a) provisionally, un-
less and until the copyright holder explicitly and finally terminates

your license, and (b) permanently, if the copyright holder fails to no-
tify you of the violation by some reasonable means prior to 60 days
after the cessation.

Moreover, your license from a particular copyright holder is reinstated
permanently if the copyright holder notifies you of the violation by
some reasonable means, this is the first time you have received notice
of violation of this License (for any work) from that copyright holder,
and you cure the violation prior to 30 days after your receipt of the
notice.

Termination of your rights under this section does not terminate the
licenses of parties who have received copies or rights from you under
this License. If your rights have been terminated and not permanently
reinstated, you do not qualify to receive new licenses for the same ma-
terial under section 10. 9. Acceptance Not Required for Having Copies.

You are not required to accept this License in order to receive or run
a copy of the Program. Ancillary propagation of a covered work oc-
curring solely as a consequence of using peer-to-peer transmission to
receive a copy likewise does not require acceptance. However, nothing
other than this License grants you permission to propagate or modify
any covered work. These actions infringe copyright if you do not accept
this License. Therefore, by modifying or propagating a covered work,
you indicate your acceptance of this License to do so. 10. Automatic
Licensing of Downstream Recipients.

Each time you convey a covered work, the recipient automatically re-
ceives a license from the original licensors, to run, modify and propa-
gate that work, subject to this License. You are not responsible for
enforcing compliance by third parties with this License.

An “entity transaction” is a transaction transferring control of an or-
ganization, or substantially all assets of one, or subdividing an orga-
nization, or merging organizations. If propagation of a covered work
results from an entity transaction, each party to that transaction who
receives a copy of the work also receives whatever licenses to the work
the party's predecessor in interest had or could give under the previous
paragraph, plus a right to possession of the Corresponding Source of
the work from the predecessor in interest, if the predecessor has it or
can get it with reasonable efforts.

You may not impose any further restrictions on the exercise of the
rights granted or affirmed under this License. For example, you may
not impose a license fee, royalty, or other charge for exercise of rights
granted under this License, and you may not initiate litigation (in-
cluding a cross-claim or counterclaim in a lawsuit) alleging that any
patent claim is infringed by making, using, selling, offering for sale, or
importing the Program or any portion of it. 11. Patents.

A “contributor” is a copyright holder who authorizes use under this
License of the Program or a work on which the Program is based. The
work thus licensed is called the contributor's “contributor version”.

A contributor's “essential patent claims” are all patent claims owned
or controlled by the contributor, whether already acquired or hereaf-
ter acquired, that would be infringed by some manner, permitted by
this License, of making, using, or selling its contributor version, but
do not include claims that would be infringed only as a consequence
of further modification of the contributor version. For purposes of this
definition, “control” includes the right to grant patent sublicenses in a
manner consistent with the requirements of this License.

Each contributor grants you a non-exclusive, worldwide, royalty-free
patent license under the contributor's essential patent claims, to make,
use, sell, offer for sale, import and otherwise run, modify and propagate
the contents of its contributor version.

In the following three paragraphs, a “patent license” is any express
agreement or commitment, however denominated, not to enforce a pa-
tent (such as an express permission to practice a patent or covenant
not to sue for patent infringement). To “grant” such a patent license
to a party means to make such an agreement or commitment not to
enforce a patent against the party.

If you convey a covered work, knowingly relying on a patent license,
and the Corresponding Source of the work is not available for anyone to
copy, free of charge and under the terms of this License, through a pu-
blicly available network server or other readily accessible means, then
you must either (1) cause the Corresponding Source to be so available,
or (2) arrange to deprive yourself of the benefit of the patent license for
this particular work, or (3) arrange, in a manner consistent with the re-
quirements of this License, to extend the patent license to downstream
recipients. “Knowingly relying” means you have actual knowledge that,
but for the patent license, your conveying the covered work in a coun-
try, or your recipient's use of the covered work in a country, would
infringe one or more identifiable patents in that country that you have
reason to believe are valid.

If, pursuant to or in connection with a single transaction or arrange-
ment, you convey, or propagate by procuring conveyance of, a covered
work, and grant a patent license to some of the parties receiving the
covered work authorizing them to use, propagate, modify or convey a
specific copy of the covered work, then the patent license you grant is
automatically extended to all recipients of the covered work and works
based on it.

A patent license is “discriminatory” if it does not include within the
scope of its coverage, prohibits the exercise of, or is conditioned on the
non-exercise of one or more of the rights that are specifically granted
under this License. You may not convey a covered work if you are a
party to an arrangement with a third party that is in the business
of distributing software, under which you make payment to the third
party based on the extent of your activity of conveying the work, and
under which the third party grants, to any of the parties who would
receive the covered work from you, a discriminatory patent license (a)
in connection with copies of the covered work conveyed by you (or
copies made from those copies), or (b) primarily for and in connection
with specific products or compilations that contain the covered work,
unless you entered into that arrangement, or that patent license was
granted, prior to 28 March 2007.

Nothing in this License shall be construed as excluding or limiting any
implied license or other defenses to infringement that may otherwise
be available to you under applicable patent law. 12. No Surrender of
Others' Freedom.

If conditions are imposed on you (whether by court order, agreement
or otherwise) that contradict the conditions of this License, they do
not excuse you from the conditions of this License. If you cannot con-
vey a covered work so as to satisfy simultaneously your obligations
under this License and any other pertinent obligations, then as a con-
sequence you may not convey it at all. For example, if you agree to
terms that obligate you to collect a royalty for further conveying from
those to whom you convey the Program, the only way you could satis-
fy both those terms and this License would be to refrain entirely from
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conveying the Program. 13. Use with the GNU Affero General Public
License.

Notwithstanding any other provision of this License, you have permis-
sion to link or combine any covered work with a work licensed under
version 3 of the GNU Affero General Public License into a single com-
bined work, and to convey the resulting work. The terms of this License
will continue to apply to the part which is the covered work, but the
special requirements of the GNU Affero General Public License, sec-
tion 13, concerning interaction through a network will apply to the
combination as such. 14. Revised Versions of this License.

The Free Software Foundation may publish revised and/or new versi-
ons of the GNU General Public License from time to time. Such new
versions will be similar in spirit to the present version, but may differ
in detail to address new problems or concerns.

Each version is given a distinguishing version number. If the Program
specifies that a certain numbered version of the GNU General Public
License “or any later version” applies to it, you have the option of fol-
lowing the terms and conditions either of that numbered version or
of any later version published by the Free Software Foundation. If the
Program does not specify a version number of the GNU General Pu-
blic License, you may choose any version ever published by the Free
Software Foundation.

If the Program specifies that a proxy can decide which future versions
of the GNU General Public License can be used, that proxy's public
statement of acceptance of a version permanently authorizes you to
choose that version for the Program.

Later license versions may give you additional or different permissi-
ons. However, no additional obligations are imposed on any author or
copyright holder as a result of your choosing to follow a later version.
15. Disclaimer of Warranty.

THERE IS NO WARRANTY FOR THE PROGRAM, TO THE
EXTENT PERMITTED BY APPLICABLE LAW. EXCEPT WHEN
OTHERWISE STATED IN WRITING THE COPYRIGHT HOL-
DERS AND/OR OTHER PARTIES PROVIDE THE PROGRAM
“AS IS” WITHOUT WARRANTY OF ANY KIND, EITHER EX-
PRESSED OR IMPLIED, INCLUDING, BUT NOT LIMITED TO,
THE IMPLIED WARRANTIES OF MERCHANTABILITY AND
FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE. THE ENTIRE RISK
AS TO THE QUALITY AND PERFORMANCE OF THE PRO-
GRAM IS WITH YOU. SHOULD THE PROGRAM PROVE DE-
FECTIVE, YOU ASSUME THE COST OF ALL NECESSARY SER-
VICING, REPAIR OR CORRECTION. 16. Limitation of Liability.

IN NO EVENT UNLESS REQUIRED BY APPLICABLE LAW OR
AGREED TO IN WRITING WILL ANY COPYRIGHT HOLDER,
OR ANY OTHER PARTY WHO MODIFIES AND/OR CONVEYS
THE PROGRAM AS PERMITTED ABOVE, BE LIABLE TO YOU
FOR DAMAGES, INCLUDING ANY GENERAL, SPECIAL, INCI-
DENTAL OR CONSEQUENTIAL DAMAGES ARISING OUT OF
THE USE OR INABILITY TO USE THE PROGRAM (INCLUDING
BUT NOT LIMITED TO LOSS OF DATA OR DATA BEING REN-
DERED INACCURATE OR LOSSES SUSTAINED BY YOU OR
THIRD PARTIES OR A FAILURE OF THE PROGRAM TO OPE-
RATE WITH ANY OTHER PROGRAMS), EVEN IF SUCH HOL-
DER OR OTHER PARTY HAS BEEN ADVISED OF THE POSSI-
BILITY OF SUCH DAMAGES. 17. Interpretation of Sections 15 and
16.

If the disclaimer of warranty and limitation of liability provided above
cannot be given local legal effect according to their terms, reviewing
courts shall apply local law that most closely approximates an absolu-
te waiver of all civil liability in connection with the Program, unless a
warranty or assumption of liability accompanies a copy of the Program
in return for a fee.

END OF TERMS AND CONDITIONS How to Apply These Terms
to Your New Programs

If you develop a new program, and you want it to be of the greatest
possible use to the public, the best way to achieve this is to make it
free software which everyone can redistribute and change under these
terms.

To do so, attach the following notices to the program. It is safest to
attach them to the start of each source file to most effectively state the
exclusion of warranty; and each file should have at least the “copyright”
line and a pointer to where the full notice is found.

<one line to give the program's name and a brief idea of what it does.>
Copyright (C) <year> <name of author>

This program is free software: you can redistribute it and/or modify it
under the terms of the GNU General Public License as published by
the Free Software Foundation, either version 3 of the License, or (at
your option) any later version.

This program is distributed in the hope that it will be useful, but
WITHOUT ANY WARRANTY; without even the implied warranty
of MERCHANTABILITY or FITNESS FOR A PARTICULAR PUR-
POSE. See the GNU General Public License for more details.

You should have received a copy of the GNU General Public License
along with this program. If not, see <http://www.gnu.org/licenses/>.

Also add information on how to contact you by electronic and paper
mail.

If the program does terminal interaction, make it output a short notice
like this when it starts in an interactive mode:

<program> Copyright (C) <year> <name of author> This program
comes with ABSOLUTELY NO WARRANTY; for details type `show
w'. This is free software, and you are welcome to redistribute it under
certain conditions; type `show c' for details.

The hypothetical commands `show w' and `show c' should show the
appropriate parts of the General Public License. Of course, your pro-
gram's commands might be different; for a GUI interface, you would
use an “about box”.

You should also get your employer (if you work as a programmer) or
school, if any, to sign a “copyright disclaimer” for the program, if ne-
cessary. For more information on this, and how to apply and follow
the GNU GPL, see <http://www.gnu.org/licenses/>.

The GNU General Public License does not permit incorporating your
program into proprietary programs. If your program is a subroutine
library, you may consider it more useful to permit linking proprietary
applications with the library. If this is what you want to do, use the
GNU Lesser General Public License instead of this License. But first,
please read <http://www.gnu.org/philosophy/why-not-lgpl.html>.

9.2 GNU Free Documentation License
Version 1.3, 3 November 2008

Copyright © 2000, 2001, 2002, 2007, 2008 Free Software Foundation,
Inc. <http://fsf.org/>

Everyone is permitted to copy and distribute verbatim copies of this
license document, but changing it is not allowed. 0. PREAMBLE

The purpose of this License is to make a manual, textbook, or other
functional and useful document "freeïn the sense of freedom: to assu-
re everyone the effective freedom to copy and redistribute it, with or
without modifying it, either commercially or noncommercially. Secon-
darily, this License preserves for the author and publisher a way to
get credit for their work, while not being considered responsible for
modifications made by others.

This License is a kind of "copyleft", which means that derivative works
of the document must themselves be free in the same sense. It com-
plements the GNU General Public License, which is a copyleft license
designed for free software.

We have designed this License in order to use it for manuals for free
software, because free software needs free documentation: a free pro-
gram should come with manuals providing the same freedoms that the
software does. But this License is not limited to software manuals;
it can be used for any textual work, regardless of subject matter or
whether it is published as a printed book. We recommend this Licen-
se principally for works whose purpose is instruction or reference. 1.
APPLICABILITY AND DEFINITIONS

This License applies to any manual or other work, in any medium,
that contains a notice placed by the copyright holder saying it can
be distributed under the terms of this License. Such a notice grants a
world-wide, royalty-free license, unlimited in duration, to use that work
under the conditions stated herein. The "Document", below, refers to
any such manual or work. Any member of the public is a licensee, and
is addressed as "you". You accept the license if you copy, modify or
distribute the work in a way requiring permission under copyright law.

A "Modified Versionöf the Document means any work containing the
Document or a portion of it, either copied verbatim, or with modifica-
tions and/or translated into another language.

A SSecondary Sectionïs a named appendix or a front-matter section of
the Document that deals exclusively with the relationship of the publis-
hers or authors of the Document to the Document's overall subject (or
to related matters) and contains nothing that could fall directly within
that overall subject. (Thus, if the Document is in part a textbook of
mathematics, a Secondary Section may not explain any mathematics.)
The relationship could be a matter of historical connection with the
subject or with related matters, or of legal, commercial, philosophical,
ethical or political position regarding them.

The Ïnvariant Sectionsäre certain Secondary Sections whose titles are
designated, as being those of Invariant Sections, in the notice that
says that the Document is released under this License. If a section
does not fit the above definition of Secondary then it is not allowed to
be designated as Invariant. The Document may contain zero Invari-
ant Sections. If the Document does not identify any Invariant Sections
then there are none.

The "Cover Textsäre certain short passages of text that are listed, as
Front-Cover Texts or Back-Cover Texts, in the notice that says that
the Document is released under this License. A Front-Cover Text may
be at most 5 words, and a Back-Cover Text may be at most 25 words.

A "Transparent"copy of the Document means a machine-readable
copy, represented in a format whose specification is available to the
general public, that is suitable for revising the document straightfor-
wardly with generic text editors or (for images composed of pixels) ge-
neric paint programs or (for drawings) some widely available drawing
editor, and that is suitable for input to text formatters or for automatic
translation to a variety of formats suitable for input to text formatters.
A copy made in an otherwise Transparent file format whose markup,
or absence of markup, has been arranged to thwart or discourage sub-
sequent modification by readers is not Transparent. An image format
is not Transparent if used for any substantial amount of text. A copy
that is not "Transparentïs called Öpaque".

Examples of suitable formats for Transparent copies include plain
ASCII without markup, Texinfo input format, LaTeX input for-
mat, SGML or XML using a publicly available DTD, and standard-
conforming simple HTML, PostScript or PDF designed for human mo-
dification. Examples of transparent image formats include PNG, XCF
and JPG. Opaque formats include proprietary formats that can be re-
ad and edited only by proprietary word processors, SGML or XML for
which the DTD and/or processing tools are not generally available,
and the machine-generated HTML, PostScript or PDF produced by
some word processors for output purposes only.

The "Title Page"means, for a printed book, the title page itself, plus
such following pages as are needed to hold, legibly, the material this Li-
cense requires to appear in the title page. For works in formats which
do not have any title page as such, "Title Page"means the text ne-
ar the most prominent appearance of the work's title, preceding the
beginning of the body of the text.

The "publisher"means any person or entity that distributes copies of
the Document to the public.

A section Ëntitled XYZ"means a named subunit of the Document
whose title either is precisely XYZ or contains XYZ in parentheses

following text that translates XYZ in another language. (Here XYZ
stands for a specific section name mentioned below, such as Äcknow-
ledgements", "Dedications", Ëndorsements", or "History".) To "Pre-
serve the Titleöf such a section when you modify the Document means
that it remains a section Ëntitled XYZäccording to this definition.

The Document may include Warranty Disclaimers next to the notice
which states that this License applies to the Document. These War-
ranty Disclaimers are considered to be included by reference in this
License, but only as regards disclaiming warranties: any other impli-
cation that these Warranty Disclaimers may have is void and has no
effect on the meaning of this License. 2. VERBATIM COPYING

You may copy and distribute the Document in any medium, either
commercially or noncommercially, provided that this License, the co-
pyright notices, and the license notice saying this License applies to
the Document are reproduced in all copies, and that you add no other
conditions whatsoever to those of this License. You may not use tech-
nical measures to obstruct or control the reading or further copying of
the copies you make or distribute. However, you may accept compen-
sation in exchange for copies. If you distribute a large enough number
of copies you must also follow the conditions in section 3.

You may also lend copies, under the same conditions stated above, and
you may publicly display copies. 3. COPYING IN QUANTITY

If you publish printed copies (or copies in media that commonly have
printed covers) of the Document, numbering more than 100, and the
Document's license notice requires Cover Texts, you must enclose the
copies in covers that carry, clearly and legibly, all these Cover Texts:
Front-Cover Texts on the front cover, and Back-Cover Texts on the
back cover. Both covers must also clearly and legibly identify you as
the publisher of these copies. The front cover must present the full title
with all words of the title equally prominent and visible. You may add
other material on the covers in addition. Copying with changes limited
to the covers, as long as they preserve the title of the Document and
satisfy these conditions, can be treated as verbatim copying in other
respects.

If the required texts for either cover are too voluminous to fit legibly,
you should put the first ones listed (as many as fit reasonably) on the
actual cover, and continue the rest onto adjacent pages.

If you publish or distribute Opaque copies of the Document numbering
more than 100, you must either include a machine-readable Transpa-
rent copy along with each Opaque copy, or state in or with each Opaque
copy a computer-network location from which the general network-
using public has access to download using public-standard network
protocols a complete Transparent copy of the Document, free of added
material. If you use the latter option, you must take reasonably pru-
dent steps, when you begin distribution of Opaque copies in quantity,
to ensure that this Transparent copy will remain thus accessible at the
stated location until at least one year after the last time you distribute
an Opaque copy (directly or through your agents or retailers) of that
edition to the public.

It is requested, but not required, that you contact the authors of the
Document well before redistributing any large number of copies, to
give them a chance to provide you with an updated version of the
Document. 4. MODIFICATIONS

You may copy and distribute a Modified Version of the Document un-
der the conditions of sections 2 and 3 above, provided that you release
the Modified Version under precisely this License, with the Modified
Version filling the role of the Document, thus licensing distribution and
modification of the Modified Version to whoever possesses a copy of it.
In addition, you must do these things in the Modified Version:

* A. Use in the Title Page (and on the covers, if any) a title dis-
tinct from that of the Document, and from those of previous versions
(which should, if there were any, be listed in the History section of
the Document). You may use the same title as a previous version if
the original publisher of that version gives permission. * B. List on
the Title Page, as authors, one or more persons or entities responsible
for authorship of the modifications in the Modified Version, together
with at least five of the principal authors of the Document (all of its
principal authors, if it has fewer than five), unless they release you
from this requirement. * C. State on the Title page the name of the
publisher of the Modified Version, as the publisher. * D. Preserve all
the copyright notices of the Document. * E. Add an appropriate co-
pyright notice for your modifications adjacent to the other copyright
notices. * F. Include, immediately after the copyright notices, a license
notice giving the public permission to use the Modified Version under
the terms of this License, in the form shown in the Addendum below.
* G. Preserve in that license notice the full lists of Invariant Sections
and required Cover Texts given in the Document's license notice. *
H. Include an unaltered copy of this License. * I. Preserve the section
Entitled "History", Preserve its Title, and add to it an item stating
at least the title, year, new authors, and publisher of the Modified
Version as given on the Title Page. If there is no section Entitled "His-
toryïn the Document, create one stating the title, year, authors, and
publisher of the Document as given on its Title Page, then add an item
describing the Modified Version as stated in the previous sentence. *
J. Preserve the network location, if any, given in the Document for
public access to a Transparent copy of the Document, and likewise the
network locations given in the Document for previous versions it was
based on. These may be placed in the "Historyßection. You may omit
a network location for a work that was published at least four years
before the Document itself, or if the original publisher of the version it
refers to gives permission. * K. For any section Entitled Äcknowledge-
mentsör "Dedications", Preserve the Title of the section, and preserve
in the section all the substance and tone of each of the contributor
acknowledgements and/or dedications given therein. * L. Preserve all

the Invariant Sections of the Document, unaltered in their text and in
their titles. Section numbers or the equivalent are not considered part
of the section titles. * M. Delete any section Entitled Ëndorsements".
Such a section may not be included in the Modified Version. * N. Do
not retitle any existing section to be Entitled Ëndorsementsör to con-
flict in title with any Invariant Section. * O. Preserve any Warranty
Disclaimers.

If the Modified Version includes new front-matter sections or appendi-
ces that qualify as Secondary Sections and contain no material copied
from the Document, you may at your option designate some or all of
these sections as invariant. To do this, add their titles to the list of
Invariant Sections in the Modified Version's license notice. These titles
must be distinct from any other section titles.

You may add a section Entitled Ëndorsements", provided it conta-
ins nothing but endorsements of your Modified Version by various
parties—for example, statements of peer review or that the text has
been approved by an organization as the authoritative definition of a
standard.

You may add a passage of up to five words as a Front-Cover Text,
and a passage of up to 25 words as a Back-Cover Text, to the end
of the list of Cover Texts in the Modified Version. Only one passage
of Front-Cover Text and one of Back-Cover Text may be added by
(or through arrangements made by) any one entity. If the Document
already includes a cover text for the same cover, previously added by
you or by arrangement made by the same entity you are acting on
behalf of, you may not add another; but you may replace the old one,
on explicit permission from the previous publisher that added the old
one.

The author(s) and publisher(s) of the Document do not by this License
give permission to use their names for publicity for or to assert or imply
endorsement of any Modified Version. 5. COMBINING DOCUMENTS

You may combine the Document with other documents released under
this License, under the terms defined in section 4 above for modified
versions, provided that you include in the combination all of the In-
variant Sections of all of the original documents, unmodified, and list
them all as Invariant Sections of your combined work in its license
notice, and that you preserve all their Warranty Disclaimers.

The combined work need only contain one copy of this License, and
multiple identical Invariant Sections may be replaced with a single
copy. If there are multiple Invariant Sections with the same name but
different contents, make the title of each such section unique by ad-
ding at the end of it, in parentheses, the name of the original author or
publisher of that section if known, or else a unique number. Make the
same adjustment to the section titles in the list of Invariant Sections
in the license notice of the combined work.

In the combination, you must combine any sections Entitled "Historyïn
the various original documents, forming one section Entitled "Histo-
ry"; likewise combine any sections Entitled Äcknowledgements", and
any sections Entitled "Dedications". You must delete all sections En-
titled Ëndorsements". 6. COLLECTIONS OF DOCUMENTS

You may make a collection consisting of the Document and other docu-
ments released under this License, and replace the individual copies of
this License in the various documents with a single copy that is inclu-
ded in the collection, provided that you follow the rules of this License
for verbatim copying of each of the documents in all other respects.

You may extract a single document from such a collection, and dis-
tribute it individually under this License, provided you insert a copy
of this License into the extracted document, and follow this License
in all other respects regarding verbatim copying of that document. 7.
AGGREGATION WITH INDEPENDENT WORKS

A compilation of the Document or its derivatives with other separate
and independent documents or works, in or on a volume of a storage or
distribution medium, is called an äggregateïf the copyright resulting
from the compilation is not used to limit the legal rights of the com-
pilation's users beyond what the individual works permit. When the
Document is included in an aggregate, this License does not apply to
the other works in the aggregate which are not themselves derivative
works of the Document.

If the Cover Text requirement of section 3 is applicable to these copies
of the Document, then if the Document is less than one half of the
entire aggregate, the Document's Cover Texts may be placed on co-
vers that bracket the Document within the aggregate, or the electronic
equivalent of covers if the Document is in electronic form. Otherwise
they must appear on printed covers that bracket the whole aggregate.
8. TRANSLATION

Translation is considered a kind of modification, so you may distribute
translations of the Document under the terms of section 4. Replacing
Invariant Sections with translations requires special permission from
their copyright holders, but you may include translations of some or
all Invariant Sections in addition to the original versions of these Inva-
riant Sections. You may include a translation of this License, and all
the license notices in the Document, and any Warranty Disclaimers,
provided that you also include the original English version of this Li-
cense and the original versions of those notices and disclaimers. In case
of a disagreement between the translation and the original version of
this License or a notice or disclaimer, the original version will prevail.

If a section in the Document is Entitled Äcknowledgements", "Dedica-
tions", or "History", the requirement (section 4) to Preserve its Title

(section 1) will typically require changing the actual title. 9. TERMI-
NATION

You may not copy, modify, sublicense, or distribute the Document ex-
cept as expressly provided under this License. Any attempt otherwise
to copy, modify, sublicense, or distribute it is void, and will automati-
cally terminate your rights under this License.

However, if you cease all violation of this License, then your license
from a particular copyright holder is reinstated (a) provisionally, un-
less and until the copyright holder explicitly and finally terminates
your license, and (b) permanently, if the copyright holder fails to no-
tify you of the violation by some reasonable means prior to 60 days
after the cessation.

Moreover, your license from a particular copyright holder is reinstated
permanently if the copyright holder notifies you of the violation by
some reasonable means, this is the first time you have received notice
of violation of this License (for any work) from that copyright holder,
and you cure the violation prior to 30 days after your receipt of the
notice.

Termination of your rights under this section does not terminate the
licenses of parties who have received copies or rights from you under
this License. If your rights have been terminated and not permanently
reinstated, receipt of a copy of some or all of the same material does
not give you any rights to use it. 10. FUTURE REVISIONS OF THIS
LICENSE

The Free Software Foundation may publish new, revised versions
of the GNU Free Documentation License from time to time. Such
new versions will be similar in spirit to the present version, but
may differ in detail to address new problems or concerns. See
http://www.gnu.org/copyleft/.

Each version of the License is given a distinguishing version number.
If the Document specifies that a particular numbered version of this
License ör any later versionäpplies to it, you have the option of fol-
lowing the terms and conditions either of that specified version or of
any later version that has been published (not as a draft) by the Free
Software Foundation. If the Document does not specify a version num-
ber of this License, you may choose any version ever published (not
as a draft) by the Free Software Foundation. If the Document speci-
fies that a proxy can decide which future versions of this License can
be used, that proxy's public statement of acceptance of a version per-
manently authorizes you to choose that version for the Document. 11.
RELICENSING

"Massive Multiauthor Collaboration Site"(or "MMC Site") means any
World Wide Web server that publishes copyrightable works and also
provides prominent facilities for anybody to edit those works. A public
wiki that anybody can edit is an example of such a server. A "Massive
Multiauthor Collaboration"(or "MMC") contained in the site means
any set of copyrightable works thus published on the MMC site.

"CC-BY-SA"means the Creative Commons Attribution-Share Alike
3.0 license published by Creative Commons Corporation, a not-for-
profit corporation with a principal place of business in San Francisco,
California, as well as future copyleft versions of that license published
by that same organization.

Ïncorporate"means to publish or republish a Document, in whole or in
part, as part of another Document.

An MMC is ëligible for relicensingïf it is licensed under this License,
and if all works that were first published under this License somewhere
other than this MMC, and subsequently incorporated in whole or in
part into the MMC, (1) had no cover texts or invariant sections, and
(2) were thus incorporated prior to November 1, 2008.

The operator of an MMC Site may republish an MMC contained in
the site under CC-BY-SA on the same site at any time before August
1, 2009, provided the MMC is eligible for relicensing. ADDENDUM:
How to use this License for your documents

To use this License in a document you have written, include a copy
of the License in the document and put the following copyright and
license notices just after the title page:

Copyright (C) YEAR YOUR NAME. Permission is granted to copy,
distribute and/or modify this document under the terms of the GNU
Free Documentation License, Version 1.3 or any later version publis-
hed by the Free Software Foundation; with no Invariant Sections, no
Front-Cover Texts, and no Back-Cover Texts. A copy of the license is
included in the section entitled "GNU Free Documentation License".

If you have Invariant Sections, Front-Cover Texts and Back-Cover
Texts, replace the "with … Texts."line with this:

with the Invariant Sections being LIST THEIR TITLES, with the
Front-Cover Texts being LIST, and with the Back-Cover Texts being
LIST.

If you have Invariant Sections without Cover Texts, or some other
combination of the three, merge those two alternatives to suit the si-
tuation.

If your document contains nontrivial examples of program code, we re-
commend releasing these examples in parallel under your choice of free
software license, such as the GNU General Public License, to permit
their use in free software.
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GNU Lesser General Public License

9.3 GNU Lesser General Public License
GNU LESSER GENERAL PUBLIC LICENSE

Version 3, 29 June 2007

Copyright © 2007 Free Software Foundation, Inc. <http://fsf.org/>

Everyone is permitted to copy and distribute verbatim copies of this
license document, but changing it is not allowed.

This version of the GNU Lesser General Public License incorpora-
tes the terms and conditions of version 3 of the GNU General Public
License, supplemented by the additional permissions listed below. 0.
Additional Definitions.

As used herein, “this License” refers to version 3 of the GNU Lesser
General Public License, and the “GNU GPL” refers to version 3 of the
GNU General Public License.

“The Library” refers to a covered work governed by this License, other
than an Application or a Combined Work as defined below.

An “Application” is any work that makes use of an interface provided
by the Library, but which is not otherwise based on the Library. Defi-
ning a subclass of a class defined by the Library is deemed a mode of
using an interface provided by the Library.

A “Combined Work” is a work produced by combining or linking an
Application with the Library. The particular version of the Library
with which the Combined Work was made is also called the “Linked
Version”.

The “Minimal Corresponding Source” for a Combined Work means the
Corresponding Source for the Combined Work, excluding any source
code for portions of the Combined Work that, considered in isolation,
are based on the Application, and not on the Linked Version.

The “Corresponding Application Code” for a Combined Work means
the object code and/or source code for the Application, including any
data and utility programs needed for reproducing the Combined Work
from the Application, but excluding the System Libraries of the Com-
bined Work. 1. Exception to Section 3 of the GNU GPL.

You may convey a covered work under sections 3 and 4 of this Licen-
se without being bound by section 3 of the GNU GPL. 2. Conveying
Modified Versions.

If you modify a copy of the Library, and, in your modifications, a faci-
lity refers to a function or data to be supplied by an Application that
uses the facility (other than as an argument passed when the facility
is invoked), then you may convey a copy of the modified version:

* a) under this License, provided that you make a good faith effort to
ensure that, in the event an Application does not supply the function
or data, the facility still operates, and performs whatever part of its
purpose remains meaningful, or * b) under the GNU GPL, with none
of the additional permissions of this License applicable to that copy.

3. Object Code Incorporating Material from Library Header Files.

The object code form of an Application may incorporate material from
a header file that is part of the Library. You may convey such object
code under terms of your choice, provided that, if the incorporated ma-
terial is not limited to numerical parameters, data structure layouts
and accessors, or small macros, inline functions and templates (ten or
fewer lines in length), you do both of the following:

* a) Give prominent notice with each copy of the object code that the
Library is used in it and that the Library and its use are covered by
this License. * b) Accompany the object code with a copy of the GNU
GPL and this license document.

4. Combined Works.

You may convey a Combined Work under terms of your choice that, ta-
ken together, effectively do not restrict modification of the portions of
the Library contained in the Combined Work and reverse engineering
for debugging such modifications, if you also do each of the following:

* a) Give prominent notice with each copy of the Combined Work that
the Library is used in it and that the Library and its use are covered
by this License. * b) Accompany the Combined Work with a copy of
the GNU GPL and this license document. * c) For a Combined Work
that displays copyright notices during execution, include the copyright
notice for the Library among these notices, as well as a reference direc-
ting the user to the copies of the GNU GPL and this license document.
* d) Do one of the following: o 0) Convey the Minimal Corresponding
Source under the terms of this License, and the Corresponding Appli-
cation Code in a form suitable for, and under terms that permit, the
user to recombine or relink the Application with a modified version
of the Linked Version to produce a modified Combined Work, in the
manner specified by section 6 of the GNU GPL for conveying Cor-
responding Source. o 1) Use a suitable shared library mechanism for
linking with the Library. A suitable mechanism is one that (a) uses
at run time a copy of the Library already present on the user's com-
puter system, and (b) will operate properly with a modified version
of the Library that is interface-compatible with the Linked Version. *
e) Provide Installation Information, but only if you would otherwise
be required to provide such information under section 6 of the GNU
GPL, and only to the extent that such information is necessary to in-
stall and execute a modified version of the Combined Work produced
by recombining or relinking the Application with a modified version of
the Linked Version. (If you use option 4d0, the Installation Information
must accompany the Minimal Corresponding Source and Correspon-
ding Application Code. If you use option 4d1, you must provide the
Installation Information in the manner specified by section 6 of the
GNU GPL for conveying Corresponding Source.)

5. Combined Libraries.

You may place library facilities that are a work based on the Library
side by side in a single library together with other library facilities that
are not Applications and are not covered by this License, and convey
such a combined library under terms of your choice, if you do both of
the following:

* a) Accompany the combined library with a copy of the same work
based on the Library, uncombined with any other library facilities,
conveyed under the terms of this License. * b) Give prominent notice
with the combined library that part of it is a work based on the Libra-
ry, and explaining where to find the accompanying uncombined form
of the same work.

6. Revised Versions of the GNU Lesser General Public License.

The Free Software Foundation may publish revised and/or new versi-
ons of the GNU Lesser General Public License from time to time. Such
new versions will be similar in spirit to the present version, but may
differ in detail to address new problems or concerns.

Each version is given a distinguishing version number. If the Library as
you received it specifies that a certain numbered version of the GNU
Lesser General Public License “or any later version” applies to it, you
have the option of following the terms and conditions either of that pu-
blished version or of any later version published by the Free Software
Foundation. If the Library as you received it does not specify a version
number of the GNU Lesser General Public License, you may choose
any version of the GNU Lesser General Public License ever published
by the Free Software Foundation.

If the Library as you received it specifies that a proxy can decide whe-
ther future versions of the GNU Lesser General Public License shall
apply, that proxy's public statement of acceptance of any version is
permanent authorization for you to choose that version for the Library.
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source/document/headers/babel.tex

\HyphSubstLet{ngerman}{ngerman-x-latest}
\usepackage[ngerman]{babel}
\newcommand{\mychapterbabel}{Kapitel}
\newcommand{\mypagebabel}{auf Seite}
\newcommand{\myfigurebabel}{Abb.}
\newcommand{\mylangbabel}{ngerman}







source/document/headers/commands.tex

% Syntax Highlightling

%\DefineShortVerb[commandchars=\\\{\}]{\|}
\DefineVerbatimEnvironment{Highlighting}{Verbatim}{commandchars=\\\{\}}
% Add ',fontsize=\small' for more characters per line
\newenvironment{Shaded}{\begin{scriptsize}}{\end{scriptsize}}
\newcommand{\KeywordTok}[1]{\textbf{{#1}}}
\newcommand{\DataTypeTok}[1]{\underline{{#1}}}
\newcommand{\DecValTok}[1]{{#1}}
\newcommand{\BaseNTok}[1]{{#1}}
\newcommand{\FloatTok}[1]{{#1}}
\newcommand{\CharTok}[1]{{#1}}
\newcommand{\StringTok}[1]{{#1}}
\newcommand{\CommentTok}[1]{\textit{{#1}}}
\newcommand{\OtherTok}[1]{{#1}}
\newcommand{\AlertTok}[1]{\textbf{{#1}}}
\newcommand{\FunctionTok}[1]{{#1}}
\newcommand{\RegionMarkerTok}[1]{{#1}}
\newcommand{\ErrorTok}[1]{\textbf{{#1}}}
\newcommand{\NormalTok}[1]{{#1}}
\newcommand{\myfigurewithoutcaption}[1]{{\bfseries \myfigurebabel{ }#1}}
\newcommand{\myfigurewithcaption}[2]{{\bfseries \myfigurebabel{ }#1{\quad}}#2}

% Definition der Fussnoten
% ------------------------
%\KOMAoptions{footnotes=multiple}


\DeclareTextSymbol{\textlongs}{TS1}{115} 

\deffootnote[2.2em]{2.2em}{0em}{\makebox[2.2em][l]{\thefootnotemark}}

\newcommand{\badchar}[1]
{\textbf{?}}


\newcommand{\myplainurl}[1]
{{\ttfamily  \url{#1}}}


\newcommand{\myfnhref}[2]
{{#2} \^{}{\{\ttfamily  \url{#1}\}} }

\newcommand{\mymchref}[2]
{}


\newcommand{\mytabhref}[2]
{{#2}\protect\footnote{\ttfamily \url{#1} }}
%{\textsc{#2}}


\newcommand{\myfnlref}[2]
{{#2} \^{}\{\mychapterbabel \ref{#1} \mypagebabel {$\text{}$} \pageref{#1}\}}

\newlength{\fnwidth}
\setlength{\fnwidth}{\linewidth}
\addtolength{\fnwidth}{-10mm}

\newcommand{\myhref}[2]
{{#2}\protect\footnote{    \begin{minipage}{\fnwidth} \ttfamily \url{#1}  \end{minipage}}} 

\newcommand{\mylref}[2]
{{#2}\protect\footnote{\mychapterbabel {$\text{}$} \ref{#1} \mypagebabel {$\text{}$} \pageref{#1}}}

\newcommand{\myfnsref}[2]
{\text{#2} \^{}\{\text{#1} \}}

\newcommand{\mysref}[2]
{\text{#2}\protect\footnote{#1}}

\newcommand{\TickYes}{\checkmark}


% Kompatibilität, damit myfootnote nichts ins Leere läuft
\newcommand{\myfootnote}[1]
%{\footnote{\quad{}#1}}
{\footnote{#1}}


% Auflistungen
% ------------
% Standardvorschlag für itemize
%\newenvironment{myitemize}{\begin{itemize}}{\end{itemize}}
%\newenvironment{myenumerate}{\begin{enumerate}}{\end{enumerate}}
\newenvironment{myquote}{\begin{itemize}[{}]}{\end{itemize}}
\newenvironment{myblockquote}{\begin{itemize}[{\quad}]}{\end{itemize}}

\newenvironment{mydescription}{

\begin{inparablank}}{\end{inparablank}} 
% Alternativen ohne Einrückung
\newenvironment{myitemize}{\begin{compactitem}[\textbullet]}{\end{compactitem}}
\newenvironment{myenumerate}{\begin{compactenum}}{\end{compactenum}}

% einige weitere Festlegungen
% ---------------------------
% \breakslash is used for URLs to allow linebreaking
\newcommand{\mybreakslash}{\discretionary{/}{}{/}}

\newlength{\mylength}
\newlength{\myhight}
\newlength{\myshadingheight}
\newcommand{\myoverline}[1]
{\settowidth{\mylength}{#1} \settoheight{\myhight}{#1}
\makebox[-3pt][l]{#1}
\rule[\myhight+1pt]{\mylength}{0.15mm}}

% Teile von Büchern
\newcommand{\mypart}[1]
%{\part{#1}}
{\addtocontents{toc}{\protect\vspace{7.5mm} \textbf{\Large {#1}}}}

% minitoc vorbereiten, aber standardmäßig unterdrücken
\newcommand{\myminitoc}{}

% Haupttitel
% ----------
%\newcommand{\mymaintitle}[1]
%{\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}\begin{shaded}
%\begin{center}
%\Huge \bfseries 
%#1 
%\end{center}
%\end{shaded}}

%\newcommand{\mysubtitle}[1]
%{\begin{center}
%\LARGE \bfseries 
%#1
%\end{center}}

\newcommand{\mysubtitle}[1]{\subtitle{#1}}
\newcommand{\mymaintitle}[1]{\title{#1}}
\newcommand{\myauthor}[1]{\author{#1}}


% this is for getting rid of a lintian complaint about
% the German translation of the English word resolution which
% I can not represent here literally according to lintian
\newcommand{\resdhunlongstring}[0]{Res}
\newcommand{\sourcedhunlongstring}[0]{source}
\newcommand{\redshunlongstringsource}[0]{\resdhunlongstring\sourcedhunlongstring}


% Metadaten
% ---------
\newcommand{\fetchurlcaption}[0]
{\mysref{In den Metadaten erläutert unter: {\itshape Adresse der elektronischen \redshunlongstringsource zur Abholung (O)}.}{URL zur Abholung}}

\newcommand{\bookcaption}[0]
{\mysref{In den Metadaten erläutert unter: {\itshape Adresse der elektronischen \redshunlongstringsource (O)}.}{Buch (Hauptseite)}}

\newcommand{\functionalgroupcaption}[0]
{\mysref{In den Metadaten erläutert unter: {\itshape Angaben zum Inhalt: DDC-Sachgruppe der Deutschen Nationalbibliografie oder Warengruppen-Systematik des Deutschen Buchhandels (O)}.}{Sachgruppe(n)} }

\newcommand{\futhertopicscaption}[0]
{\mysref{In den Metadaten erläutert unter: {\itshape Angaben zum Inhalt: weitere Klassifikationen / Thesauri (F)}.}{Weitere Themen}}

\newcommand{\mainauthorscaption}[0]
{Hauptautor(en)}

\newcommand{\projecttexniciancaption}[0]
{Betreuer}

\newcommand{\organizationscaptions}[0]
{\mysref{In den Metadaten erläutert unter: {\itshape Beteiligte Organisationen (F)}.}{Organisation(en)}}

\newcommand{\datecaption}[0]
{Erscheinungsdatum}

\newcommand{\issuecaption}[0]
{Ausgabebezeichnung}

\newcommand{\standardcodecaption}[0]
{Standardnummer }

\newcommand{\maintitlecaption}[0]
{Haupttitel}

\newcommand{\publishercaption}[0]
{\mysref{In den Metadaten erläutert unter: {\itshape Verlag / Verlegende Stelle (O)}.}{Verlegende Stelle} }

\newcommand{\publishercitycaption}[0]
{Verlagsort}

\newcommand{\shelfcaption}[0]
{Wikibooks-Regal}

\newcommand{\sizecaption}[0]
{Umfang}


\newcommand{\Alpha}{\mathrm{A}}
\newcommand{\Beta}{\mathrm{B}}
\newcommand{\Epsilon}{\mathrm{E}}
\newcommand{\Zeta}{\mathrm{Z}}
\newcommand{\Eta}{\mathrm{H}}
\newcommand{\Iota}{\mathrm{I}}
\newcommand{\Kappa}{\mathrm{K}}
\newcommand{\Mu}{\mathrm{M}}
\newcommand{\Nu}{\mathrm{N}}
\newcommand{\Rho}{\mathrm{P}}
\newcommand{\Tau}{\mathrm{T}}
\newcommand{\Chi}{\mathrm{X}}













source/document/headers/defaultcolors.tex

\definecolor{AliceBlue}{rgb}{0.941176470588,0.972549019608,1.0}
\definecolor{aliceblue}{rgb}{0.941176470588,0.972549019608,1.0}
\definecolor{AntiqueWhite}{rgb}{0.980392156863,0.921568627451,0.843137254902}
\definecolor{antiquewhite}{rgb}{0.980392156863,0.921568627451,0.843137254902}
\definecolor{Aqua}{rgb}{0.0,1.0,1.0}
\definecolor{aqua}{rgb}{0.0,1.0,1.0}
\definecolor{Aquamarine}{rgb}{0.498039215686,1.0,0.83137254902}
\definecolor{aquamarine}{rgb}{0.498039215686,1.0,0.83137254902}
\definecolor{Azure}{rgb}{0.941176470588,1.0,1.0}
\definecolor{azure}{rgb}{0.941176470588,1.0,1.0}
\definecolor{Beige}{rgb}{0.960784313725,0.960784313725,0.862745098039}
\definecolor{beige}{rgb}{0.960784313725,0.960784313725,0.862745098039}
\definecolor{Bisque}{rgb}{1.0,0.894117647059,0.76862745098}
\definecolor{bisque}{rgb}{1.0,0.894117647059,0.76862745098}
\definecolor{Black}{rgb}{0.0,0.0,0.0}
\definecolor{black}{rgb}{0.0,0.0,0.0}
\definecolor{BlanchedAlmond}{rgb}{1.0,0.921568627451,0.803921568627}
\definecolor{blanchedalmond}{rgb}{1.0,0.921568627451,0.803921568627}
\definecolor{Blue}{rgb}{0.0,0.0,1.0}
%\definecolor{blue}{rgb}{0.0,0.0,1.0}
\definecolor{BlueViolet}{rgb}{0.541176470588,0.16862745098,0.886274509804}
\definecolor{blueviolet}{rgb}{0.541176470588,0.16862745098,0.886274509804}
\definecolor{Brown}{rgb}{0.647058823529,0.164705882353,0.164705882353}
\definecolor{brown}{rgb}{0.647058823529,0.164705882353,0.164705882353}
\definecolor{BurlyWood}{rgb}{0.870588235294,0.721568627451,0.529411764706}
\definecolor{burlywood}{rgb}{0.870588235294,0.721568627451,0.529411764706}
\definecolor{CadetBlue}{rgb}{0.372549019608,0.619607843137,0.627450980392}
\definecolor{cadetblue}{rgb}{0.372549019608,0.619607843137,0.627450980392}
\definecolor{Chartreuse}{rgb}{0.498039215686,1.0,0.0}
\definecolor{chartreuse}{rgb}{0.498039215686,1.0,0.0}
\definecolor{Chocolate}{rgb}{0.823529411765,0.411764705882,0.117647058824}
\definecolor{chocolate}{rgb}{0.823529411765,0.411764705882,0.117647058824}
\definecolor{Coral}{rgb}{1.0,0.498039215686,0.313725490196}
\definecolor{coral}{rgb}{1.0,0.498039215686,0.313725490196}
\definecolor{CornflowerBlue}{rgb}{0.392156862745,0.58431372549,0.929411764706}
\definecolor{cornflowerblue}{rgb}{0.392156862745,0.58431372549,0.929411764706}
\definecolor{Cornsilk}{rgb}{1.0,0.972549019608,0.862745098039}
\definecolor{cornsilk}{rgb}{1.0,0.972549019608,0.862745098039}
\definecolor{Crimson}{rgb}{0.862745098039,0.078431372549,0.235294117647}
\definecolor{crimson}{rgb}{0.862745098039,0.078431372549,0.235294117647}
\definecolor{Cyan}{rgb}{0.0,1.0,1.0}
%\definecolor{cyan}{rgb}{0.0,1.0,1.0}
\definecolor{DarkBlue}{rgb}{0.0,0.0,0.545098039216}
\definecolor{darkblue}{rgb}{0.0,0.0,0.545098039216}
\definecolor{DarkCyan}{rgb}{0.0,0.545098039216,0.545098039216}
\definecolor{darkcyan}{rgb}{0.0,0.545098039216,0.545098039216}
\definecolor{DarkGoldenRod}{rgb}{0.721568627451,0.525490196078,0.043137254902}
\definecolor{darkgoldenrod}{rgb}{0.721568627451,0.525490196078,0.043137254902}
\definecolor{DarkGray}{rgb}{0.662745098039,0.662745098039,0.662745098039}
\definecolor{darkgray}{rgb}{0.662745098039,0.662745098039,0.662745098039}
\definecolor{DarkGreen}{rgb}{0.0,0.392156862745,0.0}
\definecolor{darkgreen}{rgb}{0.0,0.392156862745,0.0}
\definecolor{DarkKhaki}{rgb}{0.741176470588,0.717647058824,0.419607843137}
\definecolor{darkkhaki}{rgb}{0.741176470588,0.717647058824,0.419607843137}
\definecolor{DarkMagenta}{rgb}{0.545098039216,0.0,0.545098039216}
\definecolor{darkmagenta}{rgb}{0.545098039216,0.0,0.545098039216}
\definecolor{DarkOliveGreen}{rgb}{0.333333333333,0.419607843137,0.18431372549}
\definecolor{darkolivegreen}{rgb}{0.333333333333,0.419607843137,0.18431372549}
\definecolor{Darkorange}{rgb}{1.0,0.549019607843,0.0}
\definecolor{darkorange}{rgb}{1.0,0.549019607843,0.0}
\definecolor{DarkOrchid}{rgb}{0.6,0.196078431373,0.8}
\definecolor{darkorchid}{rgb}{0.6,0.196078431373,0.8}
\definecolor{DarkRed}{rgb}{0.545098039216,0.0,0.0}
\definecolor{darkred}{rgb}{0.545098039216,0.0,0.0}
\definecolor{DarkSalmon}{rgb}{0.913725490196,0.588235294118,0.478431372549}
\definecolor{darksalmon}{rgb}{0.913725490196,0.588235294118,0.478431372549}
\definecolor{DarkSeaGreen}{rgb}{0.560784313725,0.737254901961,0.560784313725}
\definecolor{darkseagreen}{rgb}{0.560784313725,0.737254901961,0.560784313725}
\definecolor{DarkSlateBlue}{rgb}{0.282352941176,0.239215686275,0.545098039216}
\definecolor{darkslateblue}{rgb}{0.282352941176,0.239215686275,0.545098039216}
\definecolor{DarkSlateGray}{rgb}{0.18431372549,0.309803921569,0.309803921569}
\definecolor{darkslategray}{rgb}{0.18431372549,0.309803921569,0.309803921569}
\definecolor{DarkTurquoise}{rgb}{0.0,0.807843137255,0.819607843137}
\definecolor{darkturquoise}{rgb}{0.0,0.807843137255,0.819607843137}
\definecolor{DarkViolet}{rgb}{0.580392156863,0.0,0.827450980392}
\definecolor{darkviolet}{rgb}{0.580392156863,0.0,0.827450980392}
\definecolor{DeepPink}{rgb}{1.0,0.078431372549,0.576470588235}
\definecolor{deeppink}{rgb}{1.0,0.078431372549,0.576470588235}
\definecolor{DeepSkyBlue}{rgb}{0.0,0.749019607843,1.0}
\definecolor{deepskyblue}{rgb}{0.0,0.749019607843,1.0}
\definecolor{DimGray}{rgb}{0.411764705882,0.411764705882,0.411764705882}
\definecolor{dimgray}{rgb}{0.411764705882,0.411764705882,0.411764705882}
\definecolor{DodgerBlue}{rgb}{0.117647058824,0.564705882353,1.0}
\definecolor{dodgerblue}{rgb}{0.117647058824,0.564705882353,1.0}
\definecolor{FireBrick}{rgb}{0.698039215686,0.133333333333,0.133333333333}
\definecolor{firebrick}{rgb}{0.698039215686,0.133333333333,0.133333333333}
\definecolor{FloralWhite}{rgb}{1.0,0.980392156863,0.941176470588}
\definecolor{floralwhite}{rgb}{1.0,0.980392156863,0.941176470588}
\definecolor{ForestGreen}{rgb}{0.133333333333,0.545098039216,0.133333333333}
\definecolor{forestgreen}{rgb}{0.133333333333,0.545098039216,0.133333333333}
\definecolor{Fuchsia}{rgb}{1.0,0.0,1.0}
\definecolor{fuchsia}{rgb}{1.0,0.0,1.0}
\definecolor{Gainsboro}{rgb}{0.862745098039,0.862745098039,0.862745098039}
\definecolor{gainsboro}{rgb}{0.862745098039,0.862745098039,0.862745098039}
\definecolor{GhostWhite}{rgb}{0.972549019608,0.972549019608,1.0}
\definecolor{ghostwhite}{rgb}{0.972549019608,0.972549019608,1.0}
\definecolor{Gold}{rgb}{1.0,0.843137254902,0.0}
\definecolor{gold}{rgb}{1.0,0.843137254902,0.0}
\definecolor{GoldenRod}{rgb}{0.854901960784,0.647058823529,0.125490196078}
\definecolor{goldenrod}{rgb}{0.854901960784,0.647058823529,0.125490196078}
\definecolor{Gray}{rgb}{0.501960784314,0.501960784314,0.501960784314}
\definecolor{gray}{rgb}{0.501960784314,0.501960784314,0.501960784314}
\definecolor{Green}{rgb}{0.0,0.501960784314,0.0}
%\definecolor{green}{rgb}{0.0,0.501960784314,0.0}
\definecolor{GreenYellow}{rgb}{0.678431372549,1.0,0.18431372549}
\definecolor{greenyellow}{rgb}{0.678431372549,1.0,0.18431372549}
\definecolor{HoneyDew}{rgb}{0.941176470588,1.0,0.941176470588}
\definecolor{honeydew}{rgb}{0.941176470588,1.0,0.941176470588}
\definecolor{HotPink}{rgb}{1.0,0.411764705882,0.705882352941}
\definecolor{hotpink}{rgb}{1.0,0.411764705882,0.705882352941}
\definecolor{IndianRed}{rgb}{0.803921568627,0.360784313725,0.360784313725}
\definecolor{indianred}{rgb}{0.803921568627,0.360784313725,0.360784313725}
\definecolor{Indigo}{rgb}{0.294117647059,0.0,0.509803921569}
\definecolor{indigo}{rgb}{0.294117647059,0.0,0.509803921569}
\definecolor{Ivory}{rgb}{1.0,1.0,0.941176470588}
\definecolor{ivory}{rgb}{1.0,1.0,0.941176470588}
\definecolor{Khaki}{rgb}{0.941176470588,0.901960784314,0.549019607843}
\definecolor{khaki}{rgb}{0.941176470588,0.901960784314,0.549019607843}
\definecolor{Lavender}{rgb}{0.901960784314,0.901960784314,0.980392156863}
\definecolor{lavender}{rgb}{0.901960784314,0.901960784314,0.980392156863}
\definecolor{LavenderBlush}{rgb}{1.0,0.941176470588,0.960784313725}
\definecolor{lavenderblush}{rgb}{1.0,0.941176470588,0.960784313725}
\definecolor{LawnGreen}{rgb}{0.486274509804,0.988235294118,0.0}
\definecolor{lawngreen}{rgb}{0.486274509804,0.988235294118,0.0}
\definecolor{LemonChiffon}{rgb}{1.0,0.980392156863,0.803921568627}
\definecolor{lemonchiffon}{rgb}{1.0,0.980392156863,0.803921568627}
\definecolor{LightBlue}{rgb}{0.678431372549,0.847058823529,0.901960784314}
\definecolor{lightblue}{rgb}{0.678431372549,0.847058823529,0.901960784314}
\definecolor{LightCoral}{rgb}{0.941176470588,0.501960784314,0.501960784314}
\definecolor{lightcoral}{rgb}{0.941176470588,0.501960784314,0.501960784314}
\definecolor{LightCyan}{rgb}{0.878431372549,1.0,1.0}
\definecolor{lightcyan}{rgb}{0.878431372549,1.0,1.0}
\definecolor{LightGoldenRodYellow}{rgb}{0.980392156863,0.980392156863,0.823529411765}
\definecolor{lightgoldenrodyellow}{rgb}{0.980392156863,0.980392156863,0.823529411765}
\definecolor{LightGrey}{rgb}{0.827450980392,0.827450980392,0.827450980392}
\definecolor{lightgrey}{rgb}{0.827450980392,0.827450980392,0.827450980392}
\definecolor{LightGreen}{rgb}{0.564705882353,0.933333333333,0.564705882353}
\definecolor{lightgreen}{rgb}{0.564705882353,0.933333333333,0.564705882353}
\definecolor{LightPink}{rgb}{1.0,0.713725490196,0.756862745098}
\definecolor{lightpink}{rgb}{1.0,0.713725490196,0.756862745098}
\definecolor{LightSalmon}{rgb}{1.0,0.627450980392,0.478431372549}
\definecolor{lightsalmon}{rgb}{1.0,0.627450980392,0.478431372549}
\definecolor{LightSeaGreen}{rgb}{0.125490196078,0.698039215686,0.666666666667}
\definecolor{lightseagreen}{rgb}{0.125490196078,0.698039215686,0.666666666667}
\definecolor{LightSkyBlue}{rgb}{0.529411764706,0.807843137255,0.980392156863}
\definecolor{lightskyblue}{rgb}{0.529411764706,0.807843137255,0.980392156863}
\definecolor{LightSlateGray}{rgb}{0.466666666667,0.533333333333,0.6}
\definecolor{lightslategray}{rgb}{0.466666666667,0.533333333333,0.6}
\definecolor{LightSteelBlue}{rgb}{0.690196078431,0.76862745098,0.870588235294}
\definecolor{lightsteelblue}{rgb}{0.690196078431,0.76862745098,0.870588235294}
\definecolor{LightYellow}{rgb}{1.0,1.0,0.878431372549}
\definecolor{lightyellow}{rgb}{1.0,1.0,0.878431372549}
\definecolor{Lime}{rgb}{0.0,1.0,0.0}
\definecolor{lime}{rgb}{0.0,1.0,0.0}
\definecolor{LimeGreen}{rgb}{0.196078431373,0.803921568627,0.196078431373}
\definecolor{limegreen}{rgb}{0.196078431373,0.803921568627,0.196078431373}
\definecolor{Linen}{rgb}{0.980392156863,0.941176470588,0.901960784314}
\definecolor{linen}{rgb}{0.980392156863,0.941176470588,0.901960784314}
\definecolor{Magenta}{rgb}{1.0,0.0,1.0}
%\definecolor{magenta}{rgb}{1.0,0.0,1.0}
\definecolor{Maroon}{rgb}{0.501960784314,0.0,0.0}
\definecolor{maroon}{rgb}{0.501960784314,0.0,0.0}
\definecolor{MediumAquaMarine}{rgb}{0.4,0.803921568627,0.666666666667}
\definecolor{mediumaquamarine}{rgb}{0.4,0.803921568627,0.666666666667}
\definecolor{MediumBlue}{rgb}{0.0,0.0,0.803921568627}
\definecolor{mediumblue}{rgb}{0.0,0.0,0.803921568627}
\definecolor{MediumOrchid}{rgb}{0.729411764706,0.333333333333,0.827450980392}
\definecolor{mediumorchid}{rgb}{0.729411764706,0.333333333333,0.827450980392}
\definecolor{MediumPurple}{rgb}{0.576470588235,0.439215686275,0.847058823529}
\definecolor{mediumpurple}{rgb}{0.576470588235,0.439215686275,0.847058823529}
\definecolor{MediumSeaGreen}{rgb}{0.235294117647,0.701960784314,0.443137254902}
\definecolor{mediumseagreen}{rgb}{0.235294117647,0.701960784314,0.443137254902}
\definecolor{MediumSlateBlue}{rgb}{0.482352941176,0.407843137255,0.933333333333}
\definecolor{mediumslateblue}{rgb}{0.482352941176,0.407843137255,0.933333333333}
\definecolor{MediumSpringGreen}{rgb}{0.0,0.980392156863,0.603921568627}
\definecolor{mediumspringgreen}{rgb}{0.0,0.980392156863,0.603921568627}
\definecolor{MediumTurquoise}{rgb}{0.282352941176,0.819607843137,0.8}
\definecolor{mediumturquoise}{rgb}{0.282352941176,0.819607843137,0.8}
\definecolor{MediumVioletRed}{rgb}{0.780392156863,0.0823529411765,0.521568627451}
\definecolor{mediumvioletred}{rgb}{0.780392156863,0.0823529411765,0.521568627451}
\definecolor{MidnightBlue}{rgb}{0.0980392156863,0.0980392156863,0.439215686275}
\definecolor{midnightblue}{rgb}{0.0980392156863,0.0980392156863,0.439215686275}
\definecolor{MintCream}{rgb}{0.960784313725,1.0,0.980392156863}
\definecolor{mintcream}{rgb}{0.960784313725,1.0,0.980392156863}
\definecolor{MistyRose}{rgb}{1.0,0.894117647059,0.882352941176}
\definecolor{mistyrose}{rgb}{1.0,0.894117647059,0.882352941176}
\definecolor{Moccasin}{rgb}{1.0,0.894117647059,0.709803921569}
\definecolor{moccasin}{rgb}{1.0,0.894117647059,0.709803921569}
\definecolor{NavajoWhite}{rgb}{1.0,0.870588235294,0.678431372549}
\definecolor{navajowhite}{rgb}{1.0,0.870588235294,0.678431372549}
\definecolor{Navy}{rgb}{0.0,0.0,0.501960784314}
\definecolor{navy}{rgb}{0.0,0.0,0.501960784314}
\definecolor{OldLace}{rgb}{0.992156862745,0.960784313725,0.901960784314}
\definecolor{oldlace}{rgb}{0.992156862745,0.960784313725,0.901960784314}
\definecolor{Olive}{rgb}{0.501960784314,0.501960784314,0.0}
\definecolor{olive}{rgb}{0.501960784314,0.501960784314,0.0}
\definecolor{OliveDrab}{rgb}{0.419607843137,0.556862745098,0.137254901961}
\definecolor{olivedrab}{rgb}{0.419607843137,0.556862745098,0.137254901961}
\definecolor{Orange}{rgb}{1.0,0.647058823529,0.0}
\definecolor{orange}{rgb}{1.0,0.647058823529,0.0}
\definecolor{OrangeRed}{rgb}{1.0,0.270588235294,0.0}
\definecolor{orangered}{rgb}{1.0,0.270588235294,0.0}
\definecolor{Orchid}{rgb}{0.854901960784,0.439215686275,0.839215686275}
\definecolor{orchid}{rgb}{0.854901960784,0.439215686275,0.839215686275}
\definecolor{PaleGoldenRod}{rgb}{0.933333333333,0.909803921569,0.666666666667}
\definecolor{palegoldenrod}{rgb}{0.933333333333,0.909803921569,0.666666666667}
\definecolor{PaleGreen}{rgb}{0.596078431373,0.98431372549,0.596078431373}
\definecolor{palegreen}{rgb}{0.596078431373,0.98431372549,0.596078431373}
\definecolor{PaleTurquoise}{rgb}{0.686274509804,0.933333333333,0.933333333333}
\definecolor{paleturquoise}{rgb}{0.686274509804,0.933333333333,0.933333333333}
\definecolor{PaleVioletRed}{rgb}{0.847058823529,0.439215686275,0.576470588235}
\definecolor{palevioletred}{rgb}{0.847058823529,0.439215686275,0.576470588235}
\definecolor{PapayaWhip}{rgb}{1.0,0.937254901961,0.835294117647}
\definecolor{papayawhip}{rgb}{1.0,0.937254901961,0.835294117647}
\definecolor{PeachPuff}{rgb}{1.0,0.854901960784,0.725490196078}
\definecolor{peachpuff}{rgb}{1.0,0.854901960784,0.725490196078}
\definecolor{Peru}{rgb}{0.803921568627,0.521568627451,0.247058823529}
\definecolor{peru}{rgb}{0.803921568627,0.521568627451,0.247058823529}
\definecolor{Pink}{rgb}{1.0,0.752941176471,0.796078431373}
\definecolor{pink}{rgb}{1.0,0.752941176471,0.796078431373}
\definecolor{Plum}{rgb}{0.866666666667,0.627450980392,0.866666666667}
\definecolor{plum}{rgb}{0.866666666667,0.627450980392,0.866666666667}
\definecolor{PowderBlue}{rgb}{0.690196078431,0.878431372549,0.901960784314}
\definecolor{powderblue}{rgb}{0.690196078431,0.878431372549,0.901960784314}
\definecolor{Purple}{rgb}{0.501960784314,0.0,0.501960784314}
\definecolor{purple}{rgb}{0.501960784314,0.0,0.501960784314}
\definecolor{Red}{rgb}{1.0,0.0,0.0}
%\definecolor{red}{rgb}{1.0,0.0,0.0}
\definecolor{RosyBrown}{rgb}{0.737254901961,0.560784313725,0.560784313725}
\definecolor{rosybrown}{rgb}{0.737254901961,0.560784313725,0.560784313725}
\definecolor{RoyalBlue}{rgb}{0.254901960784,0.411764705882,0.882352941176}
\definecolor{royalblue}{rgb}{0.254901960784,0.411764705882,0.882352941176}
\definecolor{SaddleBrown}{rgb}{0.545098039216,0.270588235294,0.0745098039216}
\definecolor{saddlebrown}{rgb}{0.545098039216,0.270588235294,0.0745098039216}
\definecolor{Salmon}{rgb}{0.980392156863,0.501960784314,0.447058823529}
\definecolor{salmon}{rgb}{0.980392156863,0.501960784314,0.447058823529}
\definecolor{SandyBrown}{rgb}{0.956862745098,0.643137254902,0.376470588235}
\definecolor{sandybrown}{rgb}{0.956862745098,0.643137254902,0.376470588235}
\definecolor{SeaGreen}{rgb}{0.180392156863,0.545098039216,0.341176470588}
\definecolor{seagreen}{rgb}{0.180392156863,0.545098039216,0.341176470588}
\definecolor{SeaShell}{rgb}{1.0,0.960784313725,0.933333333333}
\definecolor{seashell}{rgb}{1.0,0.960784313725,0.933333333333}
\definecolor{Sienna}{rgb}{0.627450980392,0.321568627451,0.176470588235}
\definecolor{sienna}{rgb}{0.627450980392,0.321568627451,0.176470588235}
\definecolor{Silver}{rgb}{0.752941176471,0.752941176471,0.752941176471}
\definecolor{silver}{rgb}{0.752941176471,0.752941176471,0.752941176471}
\definecolor{SkyBlue}{rgb}{0.529411764706,0.807843137255,0.921568627451}
\definecolor{skyblue}{rgb}{0.529411764706,0.807843137255,0.921568627451}
\definecolor{SlateBlue}{rgb}{0.41568627451,0.352941176471,0.803921568627}
\definecolor{slateblue}{rgb}{0.41568627451,0.352941176471,0.803921568627}
\definecolor{SlateGray}{rgb}{0.439215686275,0.501960784314,0.564705882353}
\definecolor{slategray}{rgb}{0.439215686275,0.501960784314,0.564705882353}
\definecolor{Snow}{rgb}{1.0,0.980392156863,0.980392156863}
\definecolor{snow}{rgb}{1.0,0.980392156863,0.980392156863}
\definecolor{SpringGreen}{rgb}{0.0,1.0,0.498039215686}
\definecolor{springgreen}{rgb}{0.0,1.0,0.498039215686}
\definecolor{SteelBlue}{rgb}{0.274509803922,0.509803921569,0.705882352941}
\definecolor{steelblue}{rgb}{0.274509803922,0.509803921569,0.705882352941}
\definecolor{Tan}{rgb}{0.823529411765,0.705882352941,0.549019607843}
\definecolor{tan}{rgb}{0.823529411765,0.705882352941,0.549019607843}
\definecolor{Teal}{rgb}{0.0,0.501960784314,0.501960784314}
\definecolor{teal}{rgb}{0.0,0.501960784314,0.501960784314}
\definecolor{Thistle}{rgb}{0.847058823529,0.749019607843,0.847058823529}
\definecolor{thistle}{rgb}{0.847058823529,0.749019607843,0.847058823529}
\definecolor{Tomato}{rgb}{1.0,0.388235294118,0.278431372549}
\definecolor{tomato}{rgb}{1.0,0.388235294118,0.278431372549}
\definecolor{Turquoise}{rgb}{0.250980392157,0.878431372549,0.81568627451}
\definecolor{turquoise}{rgb}{0.250980392157,0.878431372549,0.81568627451}
\definecolor{Violet}{rgb}{0.933333333333,0.509803921569,0.933333333333}
\definecolor{violet}{rgb}{0.933333333333,0.509803921569,0.933333333333}
\definecolor{Wheat}{rgb}{0.960784313725,0.870588235294,0.701960784314}
\definecolor{wheat}{rgb}{0.960784313725,0.870588235294,0.701960784314}
\definecolor{White}{rgb}{1.0,1.0,1.0}
%\definecolor{white}{rgb}{1.0,1.0,1.0}
\definecolor{WhiteSmoke}{rgb}{0.960784313725,0.960784313725,0.960784313725}
\definecolor{whitesmoke}{rgb}{0.960784313725,0.960784313725,0.960784313725}
\definecolor{Yellow}{rgb}{1.0,1.0,0.0}
%\definecolor{yellow}{rgb}{1.0,1.0,0.0}
\definecolor{YellowGreen}{rgb}{0.603921568627,0.803921568627,0.196078431373}
\definecolor{yellowgreen}{rgb}{0.603921568627,0.803921568627,0.196078431373}

\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}
\definecolor{mydarkgreen}{rgb}{0.0,0.5625,0.0} 
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% PDF-Links vorbereiten
\hypersetup{%a5paper,
	linkcolor=black,     % Für Links in der gleichen Seite
	urlcolor=black,      % Für Links auf URLs
	breaklinks=true,    % Links dürfen umgebrochen werden
	colorlinks=false,
	citebordercolor=0 0 0,  % Farbe für \cite
	filebordercolor=0 0 0,
	linkbordercolor=0 0 0,
	menubordercolor=0 0 0,
	urlbordercolor=0 0 0,
	pdfhighlight=/I,
	pdfborder=0 0 0,   % keine Box um die Links!
	bookmarksopen=true,
	bookmarksnumbered=true,
	frenchlinks=false
}

% nicht zu viele Silbentrennungen
\sloppy


% Waisen, Hurenkinder
\clubpenalty = 10000
\widowpenalty = 10000 
\displaywidowpenalty = 10000


% verschiedene Einstellungen
\addtolength{\skip\footins}{2ex} % Länge zwischen Fußnotenbereich und Text
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\hyphenation{NASA}
\hyphenation{Unter-schenkel-vorder-innen-seite}
\hyphenation{Unter-schenkel-vorder-au\ss en-seite}
\hyphenation{Auge}
\hyphenation{ohne}
\hyphenation{eine}
\hyphenation{come}
\hyphenation{zero}
\hyphenation{also}
\hyphenation{five}
\hyphenation{many}
\hyphenation{copy}
\hyphenation{year}
\hyphenation{same}
\hyphenation{make}
\hyphenation{time}
\hyphenation{made}
\hyphenation{glei-che}
\hyphenation{Zucker-wasser}
\hyphenation{Makro-phagen-stimulation}
\hyphenation{Revo-lution}
\hyphenation{Reich}
\hyphenation{Gebiet}
\hyphenation{ethnische}
\hyphenation{Sow-jet-uni-on}
\hyphenation{NATO}
\hyphenation{Amts-sprache}
\hyphenation{Amts-sprachen}
\hyphenation{Otto}
\hyphenation{Ab-sorptions-ko-effizient}
\hyphenation{Reich}
\hyphenation{Trier}
\hyphenation{Butter-worth}
\hyphenation{Rausch-unter-dr\"uckung}









source/document/headers/imageheader.tex

\begin{small}
Auf den folgenden Seiten stehen für alle Bilder die Quellen, Autoren und Lizenzen. Das Verzeichnis wurde erstellt mit Hilfe der \myhref{http://de.wikipedia.org/wiki/MediaWiki}{Wikimedia-Software} und an Layout und Gliederung dieses Buches angepasst.

Zu den Lizenzen gibt es hier weitere Informationen:

\begin{itemize}
\item GNU Free Documentation License (GFDL). Text dieser Lizenz: \newline{}\url{http://www.gnu.org/licenses/old-licenses/gpl-1.0.txt}

\item GNU General Public License Version 2 (GPL). Text dieser Lizenz: \newline{}\url{http://www.gnu.org/licenses/gpl-2.0.txt} 

\item Creative Commons Attribution ShareAlike 1.0 License (cc-by-sa-1.0). Text dieser Lizenz: \newline{}\url{http://creativecommons.org/licenses/by-sa/1.0/} 

\item Creative Commons Attribution ShareAlike 2.0 License (cc-by-sa-2.0). Damit werden auch die Versionen f\"ur andere Sprachen bezeichnet. Text der englischen Version: \newline{}\url{http://creativecommons.org/licenses/by-sa/2.0/}

\item Creative Commons Attribution ShareAlike 2.5 License (cc-by-sa-2.5). Text dieser Lizenz:\newline{}\url{http://creativecommons.org/licenses/by-sa/2.5/}

\item Creative Commons Attribution ShareAlike 3.0 License (cc-by-sa-3.0). Text dieser Lizenz:\newline{}\url{http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/}

\item Creative Commons Attribution 2.0 License (cc-by-2.0). Damit werden auch die Versionen f\"ur andere Sprachen bezeichnet. Text der englischen Version:\newline{}\url{http://creativecommons.org/licenses/by/2.0/}

\item Creative Commons Attribution 2.5 License (cc-by-2.5). Text dieser Lizenz:\newline{}\url{http://creativecommons.org/licenses/by/2.5/deed.en}

\item Creative Commons Attribution 3.0 License (cc-by-3.0). Text dieser Lizenz:\newline{}\url{http://creativecommons.org/licenses/by/2.5/deed.en}

\item Public Domain (PD): This image is in the public domain. Dieses Bild ist gemeinfrei.

\item ATTR:  The copyright holder of this file allows anyone to use it for any purpose, provided that the copyright holder is properly attributed. Redistribution, derivative work, commercial use, and all other use is permitted. 

\item EURO: This is the common (reverse) face of a euro coin. The copyright on the design of the common face of the euro coins belongs to the European Commission. Authorised is reproduction in a format without relief (drawings, paintings, films) provided they are not detrimental to the image of the euro.
\end{itemize}

Den an weiteren Einzelheiten interessierten Leser verweisen wir auf die Onlineversion dieses Buches und die Beschreibungsseiten der Dateien.

\end{small}

\pagebreak
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\chapter{Zu diesem Buch}
\section{Hinweise zu den Lizenzen}
\label{Lizenzhinweise}

Dieses Werk ist entstanden bei \myhref{http://de.wikibooks.org/wiki/Einf\%C3\%BChrung_in_SQL}{Wikibooks}, einer Online-Bibliothek im Internet mit Lehr-, Sach- und Fachbüchern. Jeder kann und darf diese Bücher frei nutzen und bearbeiten. Alle Inhalte stehen unter den Lizenzen „Creative Commons Attribution/Share-Alike“ (CC-BY-SA 3.0) und GNU-Lizenz für freie Dokumentation (GFDL). 

Das Konvertierungsprogramm \myhref{http://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer:Dirk_Huenniger/wb2pdf}{wb2pdf} steht unter GNU General Public License (GPL).

Das Textsatzprogramm \myhref{http://de.wikipedia.org/wiki/LaTeX} {\LaTeX{}} steht unter der LaTeX Project Public License (LPPL).

Hinweise zur Nutzung und für Zitate sind zu finden unter:
\begin{itemize}
\item Originalversion der Lizenz CC-BY-SA 3.0 \newline \url{http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0}
\item Deutsche Version der Lizenz mit Ergänzungen \newline{} \url{http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/deed.de}
\item Originalversion der Lizenz GFDL \newline{} \url{http://www.gnu.org/copyleft/fdl.html}
\item Originalversion der Lizenz GPL \newline{} \url{http://www.gnu.org/licenses/gpl-3.0.html}
\item Version der LaTeX PPL \newline{} \url{http://www.opensource.org/licenses/lppl}
\item Nutzungsbedingungen der Wikimedia Foundation (deutsch) \newline{} \url{http://wikimediafoundation.org/wiki/Nutzungsbedingungen}
\item Zitieren aus Wikibooks \newline{} \url{http://de.wikibooks.org/wiki/Hilfe:Zitieren#Zitieren_aus_Wikibooks}
\end{itemize}
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\RequirePackage{hyphsubst}
\documentclass[fontsize=11pt,paper=A4,BCOR=12mm,DIV=13,open=any,listof=totoc]{scrartcl}
\input{../headers/paper}
\input{../headers/packages1}
\input{../headers/babel}
\input{../headers/svg}
\input{../headers/packages2}
\input{../headers/defaultcolors}
\input{../headers/hyphenation}
\input{../headers/commands}
\input{../headers/title}
\input{../headers/options}
\input{../headers/formattings}
\input{../headers/unicodes}
\input{../headers/templates}
\input{../headers/templates-dirk}
\input{../headers/templates-chemie}

\usepackage{lmodern}
\usepackage{xltxtra}
\usepackage{fontspec}

\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}
\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}

\begin{document}
\usetocstyle{standard}
\raggedbottom
\thispagestyle{empty}
\pagestyle{empty}
%\include{coverfrontpage}

%\cleardoublepage
\pagenumbering{Roman}
\maketitle
\pagestyle{scrheadings}


%\cleardoublepage
\pagenumbering{arabic}

%\include{kap-vorwort}


\mymaintitle{Von Wikipedia nach LaTeX
}\myauthor{Dirk Hünniger
}

\section{Einleitung}
\label{0}
Wikipedia hat sich zu einer guten Informationsquelle für Bildung und Wissenschaft entwickelt. LaTeX ist seit Jahrzehnten das Standardwerkzeug des wissenschaftlich technischen Publizierens. Es liegt daher nahe Wikipedia Artikel ins LaTeX Format überführen zu wollen. Wegen des enormen Aufwandes einer händischen Konvertierung bemühte man sich seit einigen Jahren um algorithmische Lösungen. Bei der Entwicklung der Markupsprache wurde einer leichten Erlernbarkeit der Vorzug vor einer effizienten algorithmischen Verarbeitbarkeit gegeben. Es zeigte sich ins Besondere, dass die Sprache nicht kontextfrei ist. Daher erwiesen sich erste Versuche verschiedener Arbeitsgruppen auf Basis von regulären Ausdrücken und Backus-{}Naur Formen als nicht ausdrucksstark genug um die Sprache beschreiben zu können. Es gelang uns mit Hilfe monadischer Parserkombinatoren eine gute Beschreibung der Sprache zu erreichen. In unseren Tests ließen wir 500 alphabetisch aus der Liste der besten Artikel der Englischen Wikipedia ausgewählte Artikel automatisiert nach LaTeX und PDF konvertieren und erhielten lediglich in einem Prozent der Fälle kein PDF Dokument.
\section{Von Python zu Haskell}
\label{1}
Die Entwicklung des Programms begann in Python auf Basis von regulären Ausdrücken. Da viele Teile des Programms nur selten aufgerufen werden, wurde der Wechsel zu einer Sprache mit möglichst intensiven statischen Prüfmöglichkeiten schnell notwendig. Derzeit ist die ca. 100 Zeilen umfassende graphische Benutzeroberfläche die einzige weiterhin in Python implementierte Komponente des insgesamt ca. 10000 Zeilen umfassenden Systems. Gleichzeitig brachte der Wechsel zu den Parserkombinatoren große Fortschritte hinsichtlich der Verarbeitbarkeit der Sprache. Die Notwendigkeit aufwendiger Schreibweisen um zustandsbehaftete Berechnungen in Haskell beschreiben zu können führte uns dazu auf solche weitgehend zu verzichten und somit wesentlich besser wartbaren Quelltext zu verfassen. Die statische Typenprüfung half uns insbesondere bei Refakturierungen sehr viele Programmierfehler schon zur Compilezeit zu entdecken. Wir haben Freude an der Verwendung der Maybe und Either Monaden gefunden und ihre Analogie zu überprüfbaren Ausnahmen in Java kennengelernt. Beim Entwickeln des Quelltextes entsteht durch das vom Compiler erzwungene typenkorrekte Behandeln dieser Ausnahmen zwar ein zusätzlicher Zeitaufwand, welcher jedoch durch den deutlich stabiler laufenden Code mehr als gerechtfertigt ist.
\section{Vergleich mit ähnlichen Systemen}
\label{2}
Wikipedia bietet einen eigenen PDF Export an. Hier wird auf reportlab und Python zurückgegriffen. Nachteilig ist hier die mangelnde Unterstützung von Vektorgraphiken. Insbesondere werden Formeln als Bitmap eingebunden was beim Ausdruck auf Laserdrucken zu schlechter Lesbarkeit führen kann. Bekanntermaßen liefert LaTeX eine besonders detaillierte und präzise Umsetzung typographischer Standards welche weit über reportlab hinaus reichen. In Zusammenarbeit mit einem kommerziellen Anbieter bietet Wikipedia den Kauf von gedruckten Artikeln auf Papier an. Diese werden offenbar ebenfalls mit LaTeX gesetzt. Der Entstehungsprozess dieser Dokumente stellt jedoch offensichtlich ein Betriebsgeheimnis dar, so dass die verwendete Software weder binär noch als Quelltext verfügbar ist. Ebenfalls nicht verfügbar sind die hierbei entstehenden PDF und LaTeX Dokumente. Als alternative bietet sich noch die ebenfalls auf monadischen Parserkombinatoren basierende Software pandoc an. Sie ist entstammt jedoch der Verarbeitung von markdown Texten und verwendet daher einen hieran angelehnten Baum als zentrale Datenstruktur welche für die Wikisprache nicht optimal geeignet ist. Weiterhin beschränkt sich pandoc auf die reine Transpilierung von Quelltexten. Unser Programm stellt im Gegensatz dazu eine Komplettlösung dar welche aus einer URL zu einem Wikipedia Artikel automatisch den LaTeX Baum inklusive fertigem PDF Dokument generiert.
\section{Zusammenfassung}
\label{3}
Ein Programm zu Konvertierung von Artikeln der Wikipedia in das Schriftsatzsystem LaTeX wird vorgestellt. Das vollständig in Haskell implementierte Kommandozeilenprogramm nimmt eine URL auf einen Wikipedia Artikel entgegen und erzeugt ein mit LaTeX gesetztes PDF Dokument. Allgemein funktioniert das Verfahren für alle auf Media-{}Wiki basierenden Systeme. Die technischen Besonderheiten bei der Verarbeitung der Wiki Sprachen werden erläutert. Das System wird mit den heute verfügbaren Alternativen verglichen. Auf Erfahrungen mit den Arbeitsabläufen einer Entwicklung in Haskell wird eingegangen.scrreprt
\end{document}
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% Festlegungen für minitoc
% \renewcommand{\myminitoc}{\minitoc}
% \renewcommand{\mtctitle}{Überblick}
% \setcounter{minitocdepth}{1}
% \dominitoc   % diese Zeile aktiviert das Erstellen der minitocs, sie muss vor \tableofcontents kommen

% Seitenformat
% ------------
%\KOMAoption{paper}{A5}          % zulässig: letter, legal, executive; A-, B-, C-, D-Reihen
\KOMAoption{open}{right}			% zulässig: right (jedes Kapitel beginnt rechts), left, any
\KOMAoption{numbers}{auto}
% Satzspiegel jetzt neu berechnen, damit er bei Kopf- und Fußzeilen beachtet wird
\KOMAoptions{DIV=13}

% Kopf- und Fusszeilen
% --------------------
% Breite und Trennlinie
%\setheadwidth[-6mm]{textwithmarginpar}
%\setheadsepline[textwithmarginpar]{0.4pt}
\setheadwidth{text}
\setheadsepline[text]{0.4pt}

% Variante 1: Kopf: links Kapitel, rechts Abschnitt (ohne Nummer); Fuß: außen die Seitenzahl
\ohead{\headmark}
\renewcommand{\chaptermark}[1]{\markleft{#1}{}}
\renewcommand{\sectionmark}[1]{\markright{#1}{}}
\ofoot[\pagemark]{\pagemark}

% Variante 2: Kopf außen die Seitenzahl, Fuß nichts
%\ohead{\pagemark}
%\ofoot{}

% Standardschriften
% -----------------
%\KOMAoption{fontsize}{18pt}
\addtokomafont{disposition}{\rmfamily}
\addtokomafont{title}{\rmfamily} 
\setkomafont{pageheadfoot}{\normalfont\rmfamily\mdseries}

% vertikaler Ausgleich
% -------------------- 
% nein -> \raggedbottom
% ja   -> \flushbottom    aber ungeeignet bei Fußnoten
%\raggedbottom
\flushbottom

% Tiefe des Inhaltsverzeichnisses bestimmen
% -----------------------------------------
% -1   nur \part{}
%  0   bis \chapter{}
%  1   bis \section{}
%  2   bis \subsection{} usw.
\newcommand{\mytocdepth}{1}

% mypart - Teile des Buches und Inhaltsverzeichnis
% ------------------------------------------------
% Standard: nur im Inhaltsverzeichnis, zusätzlicher Eintrag ohne Seitenzahl
% Variante: nur im Inhaltsverzeichnis, zusätzlicher Eintrag mit Seitenzahl 
%\renewcommand{\mypart}[1]{\addcontentsline{toc}{part}{#1}}
% Variante: mit eigener Seite vor dem ersten Kapitel, mit Eintrag und Seitenzahl im Inhaltsverzeichnis
\renewcommand{\mypart}[1]{\part{#1}}


% maketitle
% -----------------------------------------------
% Bestandteile des Innentitels
%\title{Einführung in SQL}
%\author{Jürgen Thomas}
%\subtitle{Datenbanken bearbeiten}
\date{}
% Bestandteile von Impressum und CR
% Bestandteile von Impressum und CR

\uppertitleback{
%Detaillierte Daten zu dieser Publikation sind bei Wikibooks zu erhalten:\newline{} \url{http://de.wikibooks.org/}
%Diese Publikation ist bei der Deutschen Nationalbibliothek registriert. Detaillierte Daten sind im Internet  zu erhalten: \newline{}\url{https://portal.d-nb.de/opac.htm?method=showSearchForm#top}
%Diese Publikation ist bei der Deutschen Nationalbibliothek registriert. Detaillierte Daten sind im Internet unter der Katalog-Nr. 1008575860 zu erhalten: \newline{}\url{http://d-nb.info/1008575860}

%Namen von Programmen und Produkten sowie sonstige Angaben sind häufig geschützt. Da es auch freie Bezeichnungen gibt, wird das Symbol \textregistered{} nicht verwendet.

%Erstellt am 
\today{}
}

\lowertitleback{
{\footnotesize
On the 28th of April 2012 the contents of the English as well as German Wikibooks and Wikipedia projects were licensed under Creative Commons Attribution-ShareAlike 3.0 Unported license.
A URI to this license is given in the list of figures on page \pageref{ListOfFigures}.
If this document is a derived work from the contents of one of these projects and the content was still licensed by the project under this license at the time of derivation this document has to be licensed under the same, a similar or a compatible license, as stated in section 4b of the license.
The list of contributors is included in chapter Contributors on page \pageref{Contributors}.
The licenses GPL, LGPL and GFDL are included in chapter Licenses on page \pageref{Licenses}, since this book and/or parts of it may or may not be licensed under one or more of these licenses, and thus require inclusion of these licenses.
The licenses of the figures are given in the list of figures on page \pageref{ListOfFigures}.
This PDF was generated by the \LaTeX{} typesetting  software.
The \LaTeX{} source code is included as an attachment ({\tt source.7z.txt}) in this PDF file.
To extract the source from the PDF file, you can use the \texttt{pdfdetach} tool
including in the \texttt{poppler} suite, or the
\url{http://www.pdflabs.com/tools/pdftk-the-pdf-toolkit/} utility.
Some PDF viewers may also let you save the attachment to a file.
After extracting it from the PDF file you have to rename it to {\tt source.7z}.
To uncompress the resulting archive we recommend the use of \url{http://www.7-zip.org/}.
The \LaTeX{} source itself was generated by a program written by Dirk Hünniger, which is freely available under an open source license from \url{http://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer:Dirk_Huenniger/wb2pdf}.
}}


\renewcommand{\mysubtitle}[1]{}
\renewcommand{\mymaintitle}[1]{}
\renewcommand{\myauthor}[1]{}

\newenvironment{myshaded}{%
  \def\FrameCommand{ \hskip-2pt \fboxsep=\FrameSep \colorbox{shadecolor}}%
  \MakeFramed {\advance\hsize-\width \FrameRestore}}%
 {\endMakeFramed}
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% Standard für Formatierung
%\usepackage[utf8]{inputenc} % use \usepackage[utf8]{inputenc} for tex4ht
\usepackage[usenames]{color}
\usepackage{textcomp} 
\usepackage{parskip} 
\usepackage[normalem]{ulem}
\usepackage[unicode=true]{hyperref}
\usepackage{tocstyle}
\usepackage[defblank]{paralist}
\usepackage{trace}
% Minitoc
%\usepackage{minitoc}

% Keystroke
\usepackage{keystroke}
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% für Zeichensätze


%replacemnt for pslatex
\usepackage{mathptmx}
\usepackage[scaled=.92]{helvet}
\usepackage{courier}


\usepackage[T1]{fontenc} % disable this line for tex4ht

% für Tabellen
\usepackage{multirow}
\usepackage{multicol}
\usepackage{array,ragged2e}
\usepackage{longtable}

% für Kopf- und Fußzeilen, Fußnoten
\usepackage{scrpage2}
\usepackage{footnote}

% für Rahmen
\usepackage{verbatim}
\usepackage{framed}

% für Symbole
\usepackage{amsmath}
\usepackage{amssymb}
\usepackage{amsfonts}

\usepackage{pifont}
\usepackage{marvosym}
\let\Cross\undefined 
\usepackage{fourier-orns}  % disable this line for tex4ht   % für weitere Logos, z.B. \danger

% für Grafik-Einbindung
\usepackage[pdftex]{graphicx}
\usepackage{wasysym}
\let\Square\undefined 

% unklare Verwendung
\usepackage{bbm}
\usepackage{skull}

%arabtex
\usepackage[T1]{tipa}  % disable this line for tex4ht

\usepackage{fancyvrb}
\usepackage{bbding} 
\usepackage{textcomp}
\usepackage[table]{xcolor}
%\usepackage{microtype} disabled for xelatex
\usepackage{lscape}
\usepackage{tocstyle}
\usepackage{amsthm}
\usepackage{index}
\makeindex
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\KOMAoption{paper}{A4}
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\newcommand{\SVGExtension}{png}
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\newcommand{\TemplateEnergieerhaltung}[1]{
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{\linewidth}|} \hline
{\bfseries Gesetz von der Erhaltung der Energie}\\ \hline
{\bfseries Albert Einstein (14.3. 1879 - 18.4.1955)}: Umwandlung von Energie in Masse und von Masse in Energie ist möglich.\\ 
$E = m \cdot c^2$ (c = Lichtgeschwindigkeit = 300.000 km/s)\\ \hline
{\bfseries 
Bei einer chemischen Reaktion ist die Summe aus Masse und Energie der Ausgangsstoffe gleich der Summe aus Masse und Energie der Endstoffe.
}\\\hline
Wird Energie frei, tritt ein unwägbar kleiner Massenverlust auf. Wird Energie investiert, tritt Massenzunahme auf. Dieses kann allerdings mit herkömmlichen Waagen nicht gemessen werden. \\ \hline
\end{longtable}
}

\newcommand{\TemplatePeriodensystem}[1]{
Hier sollte das Periodensystem stehen. Ein solches wird sehr wahrscheinlich von Orlando Camargo Rodriguez frei zur Verfügung gestellt werden. Dateiname: tabela_periodica.tex ist bereits online. Lizenz aber noch nicht genau genug definiert.
}

\newcommand{\TemplateMassenerhaltung}[1]{
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{\linewidth}|} \hline
{\bfseries Gesetz von der Erhaltung der Masse}\\ \hline
{\bfseries Antoine Lavoisier (1743 - 1794)}: Rien ne se perd, rien ne se crée\\ 
Die Gesamtmasse ändert sich bei chemischen Reaktionen (im Rahmen der Messgenauigkeiten) nicht.\\ \hline
Masse der Ausgangsstoffe=Masse der Produkte \\ \hline
\end{longtable}
}

\newcommand{\TemplateDaltonsAtomhyposthese}[1]{
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{\linewidth}|} \hline
\begin{enumerate}
\item Materie besteht aus extrem kleinen, bei Reaktion ungeteilt bleibenden Teilchen, den Atomen.
\item Die Masse der Atome eines bestimmten Elements sind gleich (alle Atome eines Elements sind gleich). Die Atome verschiedener Elemente unterscheiden sich in ihren Eigenschaften (zum Beispiel in Größe, Masse, usw.).
\item Es existieren so viele Atomsorten wie Elemente.
\item Bei chemischen Reaktionen werden Atome in neuer Kombination vereinigt oder voneinander getrennt.
\item Eine bestimmte Verbindung wird von den Atomen der betreffenden Elemente in einem bestimmten, einfachen Zahlenverhältnis gebildet.
\end{enumerate}
\\ \hline
\end{longtable}
}

\newcommand{\TemplateUnveraenderlicheMassenverhaeltnisse}[1]{
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{\linewidth}|} \hline
{\bfseries Gesetz der unveränderlichen Massenverhältnisse}\\ \hline
Louis Proust (1799) \\ \hline
Bei chemischen Reaktionen, also Vereinigung beziehungsweise Zersetzung, reagieren die Reinstoffe immer in einem von der Natur vorgegebenen festen Verhältnis miteinander.
\\ \hline
\end{longtable}
}







source/document/headers/templates-dirk.tex

\newenvironment{TemplateCodeInside}[6]
{
\def\leftbox{#5}
\def\rightbox{}
\def\framecolor{shadecolor}
\ifstr{#4}{e}{ \def\framecolor{red} 
               \def\rightbox{Falsch} } {}
\ifstr{#4}{v}{ \def\framecolor{mydarkgreen} 
               \def\rightbox{Richtig} } {}

\begin{scriptsize}
\begin{framed} 
\ttfamily

\ifstr{\leftbox} {} {
  % Ausgabe nur, wenn rechte Box Inhalt hat, dann links mit Standardtext
  \ifstr{\rightbox}{}{}
  { \fbox{Quelltext} \hfill \textbf{\color{\framecolor} \fcolorbox{black}{white}{\rightbox} }
  }
} {
\fbox{\leftbox}
% und bei Bedarf zusätzlich rechts die zweite Box
  \ifstr{\rightbox}{}{}
  { \hfill \textbf{\color{\framecolor} \fcolorbox{black}{white}{\rightbox} }
  } 
}

\begin{flushleft}
}  % Ende der begin-Anweisungen, es folgen die end-Anweisungen
{\end{flushleft}\end{framed}\end{scriptsize} }

\newcommand{\TemplateCode}[9]
% **************************************************
{

\ifstr{#1}{}{~}{
\minisec{\normalfont \scriptsize \centering \textbf{\textit{#1}} \medskip } }

\begin{scriptsize}

% Code-Abschnitt mit #4
\begin{TemplateCodeInside} {} {0pt} {0pt} {#3} {#5} {}
#6
\end{TemplateCodeInside}

% Ausgabetext mit #4
#4
 
% #2   Fußzeile ausgeben, sofern vorgesehen
\ifstr{#2} {} {} { \centering \textit{#2} \medskip \\ } 

\end{scriptsize}
}
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\newcommand{\LaTeXJa}{Ja}
\newcommand{\LaTeXNein}{Nein}
\newcommand{\wbtempcolora}{white}
\newcommand{\wbtempcolorb}{white}
\newcommand{\wbtempcolorc}{white}
\newcommand{\wbtemptexta}{}
\newcommand{\wbtemptextb}{}
\newcommand{\wbtemptextc}{}
\newlength{\wbtemplengtha}
\setlength{\wbtemplengtha}{0pt}
\newlength{\wbtemplengthb}
\setlength{\wbtemplengthb}{0pt}
\newlength{\wbtemplengthc}
\setlength{\wbtemplengthc}{0pt}
\newlength{\wbtemplengthd}
\setlength{\wbtemplengthd}{0pt}
\newlength{\wbtemplengthe}
\setlength{\wbtemplengthe}{0pt}
\newcount\wbtempcounta
\wbtempcounta=0
\newcount\wbtempcountb
\wbtempcountb=0
\newcount\wbtempcountc
\wbtempcountc=0

\newcommand{\CPPAuthorsTemplate}[4]{
\LaTeXZeroBoxTemplate{
The following people are authors to this book:

#3

You can verify who has contributed to this book by examining the history logs at Wikibooks (http://en.wikibooks.org/).

Acknowledgment is given for using some contents from other works like #1, as from the authors #2.

The above authors release their work under the following license:

This work is licensed under the Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported license. In short: you are free to share and to make derivatives of this work under the conditions that you appropriately attribute it, and that you only distribute it under the same, similar or a compatible license. Any of the above conditions can be waived if you get permission from the copyright holder.
Unless otherwise noted, #4 used in this book have their own copyright, may use different licenses than the one used here, and were not created by the above authors. The authors, contributors, and licenses used should be acknowledged separately.}
}


\newcommand{\tlTemplate}[1]{{\{\{{\ttfamily #1}\}\}}}

\newcommand{\matrixdimTemplate}[1]{
\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}
\begin{myshaded}
{\bfseries Matrix Dimensions: }\\
A: $p \times p$ \\
B:  $p \times q$\\
C:  $r \times p$\\
D:  $r \times q$\\
\end{myshaded}
}

\newcommand{\matlabTemplate}[1]{
\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}
\begin{myshaded}
This operation can be performed using this MATLAB command:
{\ttfamily #1}
\end{myshaded}}

\newcommand{\PrintUnitPage}[3]{\pagebreak
\begin{flushleft}
{\bfseries \Large #1}
\end{flushleft}

\begin{longtable}{>{\RaggedRight}p{0.5\linewidth}>{\RaggedRight}p{0.5\linewidth}}
& #2
\end{longtable}}

\newcommand{\LaTeXCodeTipTemplate}[3]{

\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}
\begin{myshaded}
#1 \\
#2 \\
#3
\end{myshaded}
}

\newcommand{\DisassemblySyntax}[1]{

\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}
\begin{myshaded}
This code example uses #1 Syntax
\end{myshaded}}


\newcommand{\LaTeXDeutschTemplate}[1]{ {\bfseries deutsch:} #1 }



\newcommand{\LaTeXNullTemplate}[1]{}
\newcommand{\LatexSymbol}[1]{\LaTeX}

\newcommand{\LaTeXDoubleBoxTemplate}[2]{

\begin{minipage}{\linewidth}\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}\begin{myshaded}{\bfseries #1} \\
#2
\end{myshaded}
\end{minipage}

}


\newcommand{\LaTeXSimpleBoxTemplate}[2]{
{\bfseries #1} \\
#2
}

\newcommand{\SolutionBoxTemplate}[2]{
#2
}


\newcommand{\LaTeXDoubleBoxOpenTemplate}[2]{

\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}\begin{myshaded}{\bfseries #1} \\
#2
\end{myshaded}

}


\newcommand{\LaTeXLatinExcerciseTemplate}[3]{

\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}\begin{myshaded}{\bfseries Excercise: #1} \\
#2 \\
{\bfseries Solution}
#3
\end{myshaded}

}


\newcommand{\LaTeXShadedColorBoxTemplate}[2]{
{\linewidth}#1\begin{myshaded}
#2
\end{myshaded}
}

\newcommand{\PGP}[1]{PGP:#1}


\newcommand{\DETAILS}[1]{For more details on this topic, see #1}

\newcommand{\ADAFile}[1]{\LaTeXZeroBoxTemplate{File: #1}}
\newcommand{\ADASample}[1]{\LaTeXZeroBoxTemplate{This code sample is also available in #1}}


\newcommand{\LaTeXZeroBoxTemplate}[1]{
\begin{minipage}{\linewidth}\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}\begin{myshaded}
#1
\end{myshaded}
\end{minipage}
}

\newcommand{\LaTeXZeroBoxOpenTemplate}[1]{
\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}\begin{myshaded}
#1
\end{myshaded}
}

\newcommand{\PDFLink}[1]{
\textbf{PDF} #1
}

\newcommand{\Lysippos}[1]{Lysippos}


\newcommand{\SonnensystemFakten}[3]{
#1 \\
\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}\begin{myshaded}{\bfseries #2}  \\
#3 \\
\end{myshaded}
}


\newcommand{\VorlageReferenzenEintrag}[3]{
\begin{longtable}{p{0.2\linewidth}p{0.8\linewidth}}

{[\bfseries #1]} & {\itshape #2} #3 \\
\end{longtable}

}

\newcommand{\MBOX}[2]{\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}
\begin{myshaded}
\begin{longtable}{p{0.2\linewidth}p{0.7\linewidth}}
#1 & #2 \\
\end{longtable}
\end{myshaded}}



\newcommand{\LaTeXIdentityTemplate}[1]{#1
}

\newcommand{\AdaRM}[3]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/05rm/html/RM-#1-#2.html}{#1.#2 #3}}

\newcommand{\AdaEightThreeRM}[2]{\myfnhref{http://archive.adaic.com/standards/83lrm/html/lrm-#1.html}{Annex #1: #2}}

\newcommand{\AdaRMThree}[4]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/05rm/html/RM-#1-#2-#3.html}{#1.#2.#3 #4}}

\newcommand{\AdaRMAThree}[4]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/05rm/html/RM-#1-#2-#3.html}{Annex #1.#2.#3 #4}}

\newcommand{\AdaRMATwo}[3]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/05rm/html/RM-#1-#2.html}{Annex #1.#2 #3}}





\newcommand{\AdaNiveFiveRMThree}[4]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/95lrm/ARM_HTML/RM-#1-#2-#3.html}{#1.#2.#3 #4}}


\newcommand{\AdaSGThree}[4]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/docs/95style/html/sec_#1/#1-#2-#3.html}{#1.#2.#3 #4}}

\newcommand{\AdaSGTwo}[3]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/docs/95style/html/sec_#1/#1-#2.html}{#1.#2 #3}}


\newcommand{\AdaSGOne}[2]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/docs/95style/html/sec_#1/}{Chapter #1: #2}}



\newcommand{\AdaRMNineFive}[3]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/95lrm/ARM_HTML/RM-#1-#2.html}{#1.#2 #3}}


\newcommand{\AdaRMCiteFive}[7]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/05rm/html/RM-#1-#2-#3.html}{ISO/IEC 8652:2007. #1.#2.#3 #4 (#5). Ada 2005 Reference Manual. #7 }}


\newcommand{\AdaTwentyZeroFive}[1]{{\itshape This language feature is only available in Ada 2005}}

\newcommand{\ADANFAI}[2]{\myfnhref{http://www.ada-auth.org/cgi-bin/cvsweb.cgi/AIs/AI-00#1.TXT}{AI95-00#1-01 #2}}

\newcommand{\ADARMAONE}[2]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/05rm/html/RM-#1.html}{Annex #1 #2}}

\newcommand{\ADARMONE}[2]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/05rm/html/RM-#1.html}{Section #1: #2}}
\newcommand{\ADANiveFiveRMONE}[2]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/95lrm/ARM_HTML/RM-#1.html}{Section #1: #2}}

\newcommand{\AdaNiveFiveRMAThree}[4]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/95lrm/ARM_HTML/RM-#1-#2-#3.html}{Annex #1.#2-#3 #4}}

\newcommand{\AdaNiveFiveRMATwo}[4]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/95lrm/ARM_HTML/RM-#1-#2.html}{Annex #1.#2 #3}}

\newcommand{\AdaNiveFiveR}[3]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/95rat/rat95html/rat95-p#3-#1.html}{#1 #2}}

\newcommand{\AdaNiveFiveRTwo}[4]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/95rat/rat95html/rat95-p#4-#1.html}{#1.#2 #3}}



\newcommand{\AdaPragma}[1]{\LaTeXTTBF{pragma} }



\newcommand{\TychoBrahe}[1]{Tycho Brahe}

\newcommand{\LaTeXPlainBoxTemplate}[1]{
\begin{minipage}{\linewidth}\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}\begin{myshaded} 
#1
\end{myshaded}
\end{minipage}
}


\newcommand{\Hinweis}[1]{
\begin{TemplateInfo}{{\Huge \textcircled{\LARGE !}}}{Hinweis}
#1
\end{TemplateInfo}}



\newcommand{\LaTexInfoTemplateOne}[1]{
\begin{TemplateInfo}{\Info}{Information}
#1
\end{TemplateInfo}}

\newcommand{\EqnTemplate}[1]{
\begin{flushright}
\textbf{[#1]}
\end{flushright}}

\newcommand{\RefTemplate}[1]{[#1]}


\newcommand{\LaTeXGCCTakeTemplate}[1]{
\LaTeXDoubleBoxTemplate{Take home:}{#1}
}

\newcommand{\LaTeXEditorNote}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Editor's note}{#1}}

\newcommand{\BNPForVersion}[1]{
\LaTeXInfoTemplateOne{Applicable Blender version: #1}
}

\newcommand{\LaTeXInfoTemplateOne}[1]{
\begin{TemplateInfo}{\Info}{Information}
#1
\end{TemplateInfo}
}


\newcommand{\LaTexHelpFulHintTemplate}[1]{
\LaTeXDoubleBoxTemplate{Helpful Hint:}{#1}
}

\newcommand{\MyLaTeXTemplate}[3]{
\LaTeXDoubleBoxTemplate{MyLaTeXTemplate1:}{#1 \\ #2 \\ #3}
}

\newcommand{\TemplatePreformat}[1]{
\par
\begin{scriptsize}
%\setlength{\baselineskip}{0.9\baselineskip}
\ttfamily
#1
\par
\end{scriptsize}
}

\newcommand{\TemplateSpaceIndent}[1]{
\begin{scriptsize}
\begin{framed}
\ttfamily
#1
\end{framed}
\end{scriptsize}
}

\newcommand{\GenericColorBox}[2]
{
\newline
\begin{tabular}[t]{p{0.6cm}p{4cm}}
#1&#2\\  
\end{tabular}
}

\newcommand{\legendNamedColorBox}[2]
{
  \GenericColorBox{
    \parbox[t]{0.5\linewidth}{
      \textsuperscript{
        \fcolorbox{black}{#1}{
          \Huge{\,\,}
        }
      }
    }
  }{
    #2
  } 
}

\newcommand{\legendColorBox}[2]
{
  \GenericColorBox{
    \definecolor{tempColor}{rgb}{#1}
    \parbox[t]{0.5\linewidth}{
      \textsuperscript{
        \fcolorbox{black}{tempColor}{
           \Huge{\,\,}
        }
      }
    }
  }{
    #2
  } 
}



%\newcommand{\ubung} {{\LARGE $\triangleright$}}
\newcommand{\ubung}{\ding{228} \textbf{Aufgabe:}\,}

\newcommand{\TemplateSource}[1]
{
%\begin{TemplateCodeInside}{}{\baselineskip}{\baselineskip}{}{}{true}
\begin{scriptsize}
\begin{myshaded}\ttfamily
#1
\end{myshaded}
\end{scriptsize}
%\end{TemplateCodeInside}
}


\newenvironment{TemplateInfo}[2]
% no more parameters
%****************************************************
% Template Info
% Kasten mit Logo, Titelzeile, Text
% kann für folgende Wiki-Vorlagen benutzt werden:
%          Vorlage:merke, Vorlage:Achtung u.ä.
%
% #1 Logo  (optional) default: \Info
% #2 Titel (optional) default: Information; könnte theoretisch auch leer sein,
%                     das ist aber wegen des Logos nicht sinnvoll
%****************************************************
{
% Definition des Kastens mit Standardwerten
% u.U. ist linewidth=1pt erorderlich
\begin{framed}
% linksbündig ist besser, weil es in der Regel wenige Zeilen sind, die teilweise kurz sind
\begin{flushleft}
% Überschrift größer darstellen
\begin{Large}
% #1 wird als Logo verwendet, Vorgabe ist \Info aus marvosym
%    für andere Logos muss ggf. das Package eingebunden werden
%    das Logo kann auch mit einer Größe verbunden werden, z.B. \LARGE\danger als #1
{#1 } \
% #2 wird als Titelzeile verwendet, Vorgabe ist 'Information'
{\bfseries #2}
\medskip \end{Large} \\
} % Ende der begin-Anweisungen, es folgenden die end-Anweisungen
{ \end{flushleft}\end{framed} }


\newcommand{\TemplateHeaderExercise}[3]
% no more parameters
%****************************************************
% Template Header Exercise
% Rahmen als minisec mit Nummer der Aufgabe und Titel und grauem Hintergrund
% ist gedacht für folgende Wiki-Vorlage:
%          Vorlage:Übung4
% kann genauso für den Aufgaben-Teil folgender Vorlagen verwendet werden:
%          Vorlage:Übung    (wird zz. nur einmal benutzt)
%          Vorlage:Übung2   (wird zz. gar nicht benutzt)
%          Vorlage:Übung3   (wird zz. in 2 Büchern häufig benutzt)
%          C++-Programmierung/ Vorlage:Aufgabe  (wird zz. nur selten benutzt,
%                            ist in LatexRenderer.hs schon erledigt)
%
% #1 Text   (optional) 'Aufgabe' oder 'Übung', kann auch leer sein
% #2 Nummer (Pflicht)  könnte theoretisch auch leer sein, aber dann sieht die Zeile
%                      seltsam aus; oder die if-Abfragen wären unnötig komplex
% #3 Titel  (optional) Inhaltsangabe der Aufgabe, kann auch leer sein
%****************************************************
{
\minisec{\normalfont \fcolorbox{black}{shadecolor}{\large \, #1 #2 \ifx{#3}{}{}\else{-- #3}\fi \,} \medskip }
}
 
\newcommand{\TemplateHeaderSolution}[3]
% no more parameters
%****************************************************
% Template Header Solution
% Rahmen als minisec mit Nummer der Aufgabe und Titel und grauem Hintergrund
%
% ist gedacht für den Lösungen-Teil der Vorlagen und wird genauso
% verwendet wie \TemplateHeaderExercise
%****************************************************
{
\minisec{\normalfont \fcolorbox{black}{shadecolor}{\large \, Lösung zu #1 #2 \ifx{#3}{}{}\else{-- #3}\fi \,} \medskip }
}

\newcommand{\TemplateUbungDrei}[4]
{
\TemplateHeaderExercise{Übung}{#1}{#2}
#3
\TemplateHeaderSolution{Übung}{#1}{#2}
#4
}

\newcommand{\Mywrapfigure}[2]
{
\begin{wrapfigure}{r}{#1\textwidth}
\begin{center}
#2
\end{center}
\end{wrapfigure}
}



\newcommand{\Mymakebox}[2]
{
\begin{minipage}{#1\textwidth}
#2
\end{minipage}
}

\newcommand{\MyBlau}[1]{
\textcolor{darkblue}{#1}
} 
\newcommand{\MyRot}[1]{
\textcolor{red}{#1}
} 
\newcommand{\MyGrun}[1]{
\textcolor{mydarkgreen}{#1}
} 
\newcommand{\MyBg}[2]{
\fcolorbox{#1}{#1}{#2} 
} 

\newcommand{\BNPModule}[1]{
the "#1" module
} 


\newcommand{\LaTeXMerkeZweiTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Merke}{#1}}

\newcommand{\LaTeXDefinitionTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Definition}{#1}}

\newcommand{\LaTeXAnorganischeChemieFuerSchuelerVorlageMerksatzTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Merksatz}{#1}}

\newcommand{\LaTeXTextTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{}{#1}}

\newcommand{\LaTeXExampleTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Example:}{#1}}

\newcommand{\LaTeXexampleTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Example:}{#1}}

\newcommand{\LaTeXPTPBoxTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Points to ponder:}{#1}}

\newcommand{\LaTeXNOTETemplate}[2]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Note:}{#1 #2}}

\newcommand{\LaTeXNotizTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Notiz:}{#1}}

\newcommand{\LaTeXbodynoteTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Note:}{#1}}

\newcommand{\LaTeXecebcite}[1]{\textsuperscript{[#1]}}

\newcommand{\LaTeXAPDIPpreface}[1]{
Roberto R. Romulo \newline
Chairman (2000-2002) \newline
e-ASEAN Task Force \newline
Manila, Philippines \newline
$\text{ }$\newline
Shahid Akhtar \newline
Program Coordinator\newline 
UNDP-APDIP \newline
Kuala Lumpur, Malaysia\newline 
http://www.apdip.net\newline}


\newcommand{\LaTeXcquoteTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Quote:}{#1}}

\newcommand{\LaTeXCquoteTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Quote:}{#1}}

\newcommand{\LaTeXSideNoteTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Note:}{#1}}

\newcommand{\LaTeXsideNoteTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Note:}{#1}}

\newcommand{\LaTeXExercisesTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Exercises:}{#1}}

\newcommand{\LaTeXCppProgrammierungVorlageTippTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Tip}{#1}}

\newcommand{\LaTeXTipTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Tip}{#1}}
\newcommand{\LaTeXUnknownTemplate}[1]{unknown}

\newcommand{\LaTeXCppProgrammierungVorlageHinweisTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Hinweis}{#1}}

\newcommand{\LaTeXCppProgrammierungVorlageSpaeterImBuchTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Thema wird später näher erläutert...}{#1}}

\newcommand{\SGreen}[1]{This page uses material from Dr. Sheldon Green's Hypertext Help with LaTeX.}
\newcommand{\ARoberts}[1]{This page uses material from Andy Roberts' Getting to grips with LaTeX with permission from the author.}

\newcommand{\LaTeXCppProgrammierungVorlageAnderesBuchTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Buchempfehlung}{#1}}

\newcommand{\LaTeXCppProgrammierungVorlageNichtNaeherBeschriebenTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Nicht Thema dieses Buches...}{#1}}

\newcommand{\LaTeXPythonUnterLinuxVorlagenVorlageDetailsTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Details}{#1}}

\newcommand{\LaTeXChapterTemplate}[1]{\chapter{#1}
\myminitoc
}

\newcommand{\Sample}[2]{
\begin{longtable}{|p{\linewidth}|}
\hline
#1 \\ \hline
#2 \\ \hline
\end{longtable}
}

\newcommand{\Syntax}[1]{
\LaTeXDoubleBoxTemplate{Syntax}{#1}}


\newcommand{\LaTeXTT}[1]{{\ttfamily #1}}
\newcommand{\LaTeXBF}[1]{{\bfseries #1}}
\newcommand{\ADAPK}[3]{{#1.#2}}
\newcommand{\LaTeXTTBF}[1]{{\bfseries \ttfamily #1}}
\newcommand{\LaTeXIT}[1]{{\itshape #1}}
\newcommand{\ADACOM}[1]{{\itshape -{}-#1}}

\newcommand{\LaTeXCenter}[1]{
\begin{center}
#1
\end{center}}


\newcommand{\BNPManual}[2]{The Blender Manual page on #1 at \url{http://wiki.blender.org/index.php/Doc:Manual/#1}}
\newcommand{\BNPWeb}[2]{#1 at \url{#2}}

\newcommand{\Noframecenter}[2]{
\begin{tablular}{p{\linewidth}}
#2\\ 
#1 
\end{tabluar}
}


\newcommand{\LaTeXTTUlineTemplate}[1]{{\ttfamily \uline{#1}}
}



\newcommand{\PythonUnterLinuxDenulltails}[1]{
\begin{tabular}{|p{\linewidth}|}\hline
\textbf{Denulltails} \\ \hline
#1 \\ \hline 
\end{tabular}}

\newcommand{\GNURTip}[1]{
\begin{longtable}{|p{\linewidth}|}\hline
\textbf{Tip} \\ \hline
#1 \\ \hline 
\end{longtable}}

\newcommand{\PerlUebung}[1]{
\begin{longtable}{|p{\linewidth}|}\hline
#1 \\ \hline 
\end{longtable}}

\newcommand{\PerlNotiz}[1]{
\begin{table}{|p{\linewidth}|}\hline
#1 \\ \hline 
\end{table}}

\newcommand{\ACFSZusatz}[1]{\textbf{ Zusatzinformation }}
\newcommand{\ACFSVorlageB}[1]{\textbf{ Beobachtung }}
\newcommand{\ACFSVorlageV}[1]{\textbf{ Versuchsbeschreibung }}
\newcommand{\TemplateHeaderSolutionUebung}[2]{\TemplateHeaderSolution{Übung}{#1}{#2}}
\newcommand{\TemplateHeaderExerciseUebung}[2]{\TemplateHeaderExercise{Übung}{#1}{#2}}

\newcommand{\ChemTemplate}[9]{\texttt{     
#1#2#3#4#5#6#7#8#9}}


\newcommand{\WaningTemplate}[1]{     
\begin{TemplateInfo}{\danger}{Warning}
#1
\end{TemplateInfo}}


\newcommand{\WarnungTemplate}[1]{     
\begin{TemplateInfo}{\danger}{Warnung}
#1
\end{TemplateInfo}}


\newcommand{\BlenderAlignedToViewIssue}[1]{     
\begin{TemplateInfo}{\danger}{Blender3d Aligned to view issue}
This tutorial relies on objects being created so that they are aligned to the view that you’re looking through. Versions 2.48 and above have changed the way this works. Visit Aligned (\url{http://en.wikibooks.org/wiki/Blender_3D:_Noob_to_Pro/Aligned_to_view_issue}) to view issue to understand the settings that need to be changed.
\end{TemplateInfo}}


\newcommand{\BlenderVersion}[1]{     
{\itshape Diese Seite bezieht sich auf }{\bfseries \quad Blender Version #1}}

\newcommand{\Literal}[1]{{\itshape #1}}

\newcommand{\JavaIllustration}[3]{
\begin{tablular}
{Figure #1: #2}
\\
#3
\end{ltablular}
}


\newcommand{\Ja}[1]{\Checkmark {\bfseries Ja}}
\newcommand{\Nein}[1]{\XSolidBrush {\bfseries Nein}}

\newcommand{\SVGVersions}[8]{
{\scriptsize
\begin{tabular}{|p{0.45\linewidth}|p{0.13\linewidth}|}\hline
Squiggle (Batik) & #1 \\ \hline
Opera (Presto) & #2 \\ \hline
Firefox (Gecko; auch SeaMonkey, Iceape, Iceweasel etc) & #3 \\ \hline
Konqueror (KSVG) & #4 \\ \hline
Safari (Webkit) & #5 \\ \hline
Chrome (Webkit) & #6 \\ \hline
Microsoft Internet Explorer (Trident) & #7 \\ \hline
librsvg & #8 \\\hline
\end{tabular}}

}


\theoremstyle{plain}
\newtheorem{satz}{Satz}
\newtheorem{beweis}{Beweis}
\newtheorem{beispiel}{Beispiel}

\theoremstyle{definition}
\newtheorem{mydef}{Definition}

\newcommand{\NFSatz}[2]{\begin{satz}#1\end{satz}#2}

\newcommand{\NFDef}[2]{\begin{mydef}#1\end{mydef}#2}

\newcommand{\NFBeweis}[2]{\begin{beweis}#1\end{beweis}#2}

\newcommand{\NFBeispiel}[2]{\begin{beweis}#1\end{beweis}#2}

\newcommand{\NFFrage}[3]{

\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}\begin{myshaded}{\itshape \uline{#1}: #2} \\
#3
\end{myshaded}

}

\newcommand{\NFFrageB}[2]{

\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}\begin{myshaded}{\itshape \uline{Frage}: #1} \\
#2
\end{myshaded}

}


\newcommand{\NFVertiefung}[1]{
{\bfseries Vertiefung:} \\
Der Inhalt des folgenden Abschnitts ist eine Vertiefung des Stoffes. Für die nächsten Kapitel ist es nicht notwendig, dass du dieses Kapitel gelesen hast.

}
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\newcommand{\R}{\ensuremath{\mathbb{R}}}
\newcommand{\N}{\ensuremath{\mathbb{N}}}
\newcommand{\Z}{\ensuremath{\mathbb{Z}}}
\newcommand{\Q}{\ensuremath{\mathbb{Q}}}
\renewcommand{\C}{\ensuremath{\mathbb{C}}}
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Von Wikipedia nach LaTeX
Dirk Hünniger
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1 Einleitung



Wikipedia hat sich zu einer guten Informationsquelle für Bildung und Wissenschaft entwi-
ckelt. LaTeX ist seit Jahrzehnten das Standardwerkzeug des wissenschaftlich technischen
Publizierens. Es liegt daher nahe Wikipedia Artikel ins LaTeX Format überführen zu wol-
len. Wegen des enormen Aufwandes einer händischen Konvertierung bemühte man sich
seit einigen Jahren um algorithmische Lösungen. Bei der Entwicklung der Markupsprache
wurde einer leichten Erlernbarkeit der Vorzug vor einer effizienten algorithmischen Verar-
beitbarkeit gegeben. Es zeigte sich ins Besondere, dass die Sprache nicht kontextfrei ist.
Daher erwiesen sich erste Versuche verschiedener Arbeitsgruppen auf Basis von regulären
Ausdrücken und Backus-Naur Formen als nicht ausdrucksstark genug um die Sprache be-
schreiben zu können. Es gelang uns mit Hilfe monadischer Parserkombinatoren eine gute
Beschreibung der Sprache zu erreichen. In unseren Tests ließen wir 500 alphabetisch aus der
Liste der besten Artikel der Englischen Wikipedia ausgewählte Artikel automatisiert nach
LaTeX und PDF konvertieren und erhielten lediglich in einem Prozent der Fälle kein PDF
Dokument.



2 Von Python zu Haskell



Die Entwicklung des Programms begann in Python auf Basis von regulären Ausdrücken.
Da viele Teile des Programms nur selten aufgerufen werden, wurde der Wechsel zu einer
Sprache mit möglichst intensiven statischen Prüfmöglichkeiten schnell notwendig. Derzeit
ist die ca. 100 Zeilen umfassende graphische Benutzeroberfläche die einzige weiterhin in
Python implementierte Komponente des insgesamt ca. 10000 Zeilen umfassenden Systems.
Gleichzeitig brachte der Wechsel zu den Parserkombinatoren große Fortschritte hinsicht-
lich der Verarbeitbarkeit der Sprache. Die Notwendigkeit aufwendiger Schreibweisen um
zustandsbehaftete Berechnungen in Haskell beschreiben zu können führte uns dazu auf sol-
che weitgehend zu verzichten und somit wesentlich besser wartbaren Quelltext zu verfassen.
Die statische Typenprüfung half uns insbesondere bei Refakturierungen sehr viele Program-
mierfehler schon zur Compilezeit zu entdecken. Wir haben Freude an der Verwendung der
Maybe und Either Monaden gefunden und ihre Analogie zu überprüfbaren Ausnahmen in
Java kennengelernt. Beim Entwickeln des Quelltextes entsteht durch das vom Compiler er-
zwungene typenkorrekte Behandeln dieser Ausnahmen zwar ein zusätzlicher Zeitaufwand,
welcher jedoch durch den deutlich stabiler laufenden Code mehr als gerechtfertigt ist.
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3 Vergleich mit ähnlichen Systemen



Wikipedia bietet einen eigenen PDF Export an. Hier wird auf reportlab und Python zu-
rückgegriffen. Nachteilig ist hier die mangelnde Unterstützung von Vektorgraphiken. Ins-
besondere werden Formeln als Bitmap eingebunden was beim Ausdruck auf Laserdrucken
zu schlechter Lesbarkeit führen kann. Bekanntermaßen liefert LaTeX eine besonders detail-
lierte und präzise Umsetzung typographischer Standards welche weit über reportlab hinaus
reichen. In Zusammenarbeit mit einem kommerziellen Anbieter bietet Wikipedia den Kauf
von gedruckten Artikeln auf Papier an. Diese werden offenbar ebenfalls mit LaTeX gesetzt.
Der Entstehungsprozess dieser Dokumente stellt jedoch offensichtlich ein Betriebsgeheimnis
dar, so dass die verwendete Software weder binär noch als Quelltext verfügbar ist. Ebenfalls
nicht verfügbar sind die hierbei entstehenden PDF und LaTeX Dokumente. Als alternati-
ve bietet sich noch die ebenfalls auf monadischen Parserkombinatoren basierende Software
pandoc an. Sie ist entstammt jedoch der Verarbeitung von markdown Texten und verwendet
daher einen hieran angelehnten Baum als zentrale Datenstruktur welche für die Wikisprache
nicht optimal geeignet ist. Weiterhin beschränkt sich pandoc auf die reine Transpilierung
von Quelltexten. Unser Programm stellt im Gegensatz dazu eine Komplettlösung dar wel-
che aus einer URL zu einem Wikipedia Artikel automatisch den LaTeX Baum inklusive
fertigem PDF Dokument generiert.



4 Zusammenfassung



Ein Programm zu Konvertierung von Artikeln der Wikipedia in das Schriftsatzsystem La-
TeX wird vorgestellt. Das vollständig in Haskell implementierte Kommandozeilenprogramm
nimmt eine URL auf einen Wikipedia Artikel entgegen und erzeugt ein mit LaTeX gesetztes
PDF Dokument. Allgemein funktioniert das Verfahren für alle auf Media-Wiki basierenden
Systeme. Die technischen Besonderheiten bei der Verarbeitung der Wiki Sprachen werden
erläutert. Das System wird mit den heute verfügbaren Alternativen verglichen. Auf Erfah-
rungen mit den Arbeitsabläufen einer Entwicklung in Haskell wird eingegangen.scrreprt
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\relax 
\providecommand\hyper@newdestlabel[2]{}
\providecommand\HyperFirstAtBeginDocument{\AtBeginDocument}
\HyperFirstAtBeginDocument{\ifx\hyper@anchor\@undefined
\global\let\oldcontentsline\contentsline
\gdef\contentsline#1#2#3#4{\oldcontentsline{#1}{#2}{#3}}
\global\let\oldnewlabel\newlabel
\gdef\newlabel#1#2{\newlabelxx{#1}#2}
\gdef\newlabelxx#1#2#3#4#5#6{\oldnewlabel{#1}{{#2}{#3}}}
\AtEndDocument{\ifx\hyper@anchor\@undefined
\let\contentsline\oldcontentsline
\let\newlabel\oldnewlabel
\fi}
\fi}
\global\let\hyper@last\relax 
\gdef\HyperFirstAtBeginDocument#1{#1}
\providecommand*\HyPL@Entry[1]{}
\catcode `"\active 
\HyPL@Entry{0<</S/D>>}
\select@language{ngerman}
\@writefile{toc}{\select@language{ngerman}}
\@writefile{lof}{\select@language{ngerman}}
\@writefile{lot}{\select@language{ngerman}}
\@writefile{toc}{\contentsline {section}{\numberline {1}Einleitung}{1}{section.1}}
\newlabel{0}{{1}{1}{Einleitung}{section.1}{}}
\@writefile{toc}{\contentsline {section}{\numberline {2}Von Python zu Haskell}{1}{section.2}}
\newlabel{1}{{2}{1}{Von Python zu Haskell}{section.2}{}}
\@writefile{toc}{\contentsline {section}{\numberline {3}Vergleich mit ähnlichen Systemen}{2}{section.3}}
\newlabel{2}{{3}{2}{Vergleich mit ähnlichen Systemen}{section.3}{}}
\@writefile{toc}{\contentsline {section}{\numberline {4}Zusammenfassung}{2}{section.4}}
\newlabel{3}{{4}{2}{Zusammenfassung}{section.4}{}}
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This is XeTeX, Version 3.1415926-2.5-0.9999.3 (TeX Live 2013/Debian) (format=xelatex 2014.4.18)  26 APR 2014 16:53
entering extended mode
 restricted \write18 enabled.
 %&-line parsing enabled.
**main.tex
(./main.tex
LaTeX2e <2011/06/27>
Babel <3.9h> and hyphenation patterns for 78 languages loaded.
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/generic/oberdiek/hyphsubst.sty
Package: hyphsubst 2008/06/09 v0.2 Substitute hyphenation patterns (HO)

(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/generic/oberdiek/infwarerr.sty
Package: infwarerr 2010/04/08 v1.3 Providing info/warning/error messages (HO)
))
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/koma-script/scrartcl.cls
Document Class: scrartcl 2013/12/19 v3.12 KOMA-Script document class (article)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/koma-script/scrkbase.sty
Package: scrkbase 2013/12/19 v3.12 KOMA-Script package (KOMA-Script-dependent b
asics and keyval usage)

(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/koma-script/scrbase.sty
Package: scrbase 2013/12/19 v3.12 KOMA-Script package (KOMA-Script-independent 
basics and keyval usage)

(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/graphics/keyval.sty
Package: keyval 1999/03/16 v1.13 key=value parser (DPC)
\KV@toks@=\toks14
)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/koma-script/scrlfile.sty
Package: scrlfile 2013/12/19 v3.12 KOMA-Script package (loading files)

Package scrlfile, 2013/12/19 v3.12 KOMA-Script package (loading files)
                  Copyright (C) Markus Kohm

))) (/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/koma-script/tocbasic.sty
Package: tocbasic 2013/12/19 v3.12 KOMA-Script package (handling toc-files)
)
Package tocbasic Info: omitting babel extension for `toc'
(tocbasic)             because of feature `nobabel' available
(tocbasic)             for `toc' on input line 115.
Package tocbasic Info: omitting babel extension for `lof'
(tocbasic)             because of feature `nobabel' available
(tocbasic)             for `lof' on input line 116.
Package tocbasic Info: omitting babel extension for `lot'
(tocbasic)             because of feature `nobabel' available
(tocbasic)             for `lot' on input line 117.
Class scrartcl Info: File `scrsize11pt.clo' used to setup font sizes on input l
ine 1531.

(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/koma-script/scrsize11pt.clo
File: scrsize11pt.clo 2013/12/19 v3.12 KOMA-Script font size class option (11pt
)
)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/koma-script/typearea.sty
Package: typearea 2013/12/19 v3.12 KOMA-Script package (type area)

Package typearea, 2013/12/19 v3.12 KOMA-Script package (type area)
                  Copyright (C) Frank Neukam, 1992-1994
                  Copyright (C) Markus Kohm, 1994-

\ta@bcor=\skip41
\ta@div=\count80
\ta@hblk=\skip42
\ta@vblk=\skip43
\ta@temp=\skip44
\footheight=\skip45
Package typearea Info: These are the values describing the layout:
(typearea)             DIV  = 13
(typearea)             BCOR = 34.1433pt
(typearea)             \paperwidth      = 597.50793pt
(typearea)              \textwidth      = 433.35742pt
(typearea)              DIV departure   = -10%
(typearea)              \evensidemargin = 26.8769pt
(typearea)              \oddsidemargin  = 26.8769pt
(typearea)             \paperheight     = 845.04694pt
(typearea)              \textheight     = 650.20029pt
(typearea)              \topmargin      = -44.6664pt
(typearea)              \headheight     = 17.0pt
(typearea)              \headsep        = 20.40001pt
(typearea)              \topskip        = 11.0pt
(typearea)              \footskip       = 47.6pt
(typearea)              \baselineskip   = 13.6pt
(typearea)              on input line 1330.
)
\c@part=\count81
\c@section=\count82
\c@subsection=\count83
\c@subsubsection=\count84
\c@paragraph=\count85
\c@subparagraph=\count86
\abovecaptionskip=\skip46
\belowcaptionskip=\skip47
\c@pti@nb@sid@b@x=\box26
\c@figure=\count87
\c@table=\count88
\bibindent=\dimen102
) (../headers/paper.tex) (../headers/packages1.tex
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/graphics/color.sty
Package: color 2005/11/14 v1.0j Standard LaTeX Color (DPC)

(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/latexconfig/color.cfg
File: color.cfg 2007/01/18 v1.5 color configuration of teTeX/TeXLive
)
Package color Info: Driver file: xetex.def on input line 130.

(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/xelatex/xetex-def/xetex.def
File: xetex.def 2013/04/29 v0.96 LaTeX color/graphics driver for XeTeX (RRM/JK)

))
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/base/textcomp.sty
Package: textcomp 2005/09/27 v1.99g Standard LaTeX package
Package textcomp Info: Sub-encoding information:
(textcomp)               5 = only ISO-Adobe without \textcurrency
(textcomp)               4 = 5 + \texteuro
(textcomp)               3 = 4 + \textohm
(textcomp)               2 = 3 + \textestimated + \textcurrency
(textcomp)               1 = TS1 - \textcircled - \t
(textcomp)               0 = TS1 (full)
(textcomp)             Font families with sub-encoding setting implement
(textcomp)             only a restricted character set as indicated.
(textcomp)             Family '?' is the default used for unknown fonts.
(textcomp)             See the documentation for details.
Package textcomp Info: Setting ? sub-encoding to TS1/1 on input line 71.

(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/base/ts1enc.def
File: ts1enc.def 2001/06/05 v3.0e (jk/car/fm) Standard LaTeX file
)
LaTeX Info: Redefining \oldstylenums on input line 266.
Package textcomp Info: Setting cmr sub-encoding to TS1/0 on input line 281.
Package textcomp Info: Setting cmss sub-encoding to TS1/0 on input line 282.
Package textcomp Info: Setting cmtt sub-encoding to TS1/0 on input line 283.
Package textcomp Info: Setting cmvtt sub-encoding to TS1/0 on input line 284.
Package textcomp Info: Setting cmbr sub-encoding to TS1/0 on input line 285.
Package textcomp Info: Setting cmtl sub-encoding to TS1/0 on input line 286.
Package textcomp Info: Setting ccr sub-encoding to TS1/0 on input line 287.
Package textcomp Info: Setting ptm sub-encoding to TS1/4 on input line 288.
Package textcomp Info: Setting pcr sub-encoding to TS1/4 on input line 289.
Package textcomp Info: Setting phv sub-encoding to TS1/4 on input line 290.
Package textcomp Info: Setting ppl sub-encoding to TS1/3 on input line 291.
Package textcomp Info: Setting pag sub-encoding to TS1/4 on input line 292.
Package textcomp Info: Setting pbk sub-encoding to TS1/4 on input line 293.
Package textcomp Info: Setting pnc sub-encoding to TS1/4 on input line 294.
Package textcomp Info: Setting pzc sub-encoding to TS1/4 on input line 295.
Package textcomp Info: Setting bch sub-encoding to TS1/4 on input line 296.
Package textcomp Info: Setting put sub-encoding to TS1/5 on input line 297.
Package textcomp Info: Setting uag sub-encoding to TS1/5 on input line 298.
Package textcomp Info: Setting ugq sub-encoding to TS1/5 on input line 299.
Package textcomp Info: Setting ul8 sub-encoding to TS1/4 on input line 300.
Package textcomp Info: Setting ul9 sub-encoding to TS1/4 on input line 301.
Package textcomp Info: Setting augie sub-encoding to TS1/5 on input line 302.
Package textcomp Info: Setting dayrom sub-encoding to TS1/3 on input line 303.
Package textcomp Info: Setting dayroms sub-encoding to TS1/3 on input line 304.

Package textcomp Info: Setting pxr sub-encoding to TS1/0 on input line 305.
Package textcomp Info: Setting pxss sub-encoding to TS1/0 on input line 306.
Package textcomp Info: Setting pxtt sub-encoding to TS1/0 on input line 307.
Package textcomp Info: Setting txr sub-encoding to TS1/0 on input line 308.
Package textcomp Info: Setting txss sub-encoding to TS1/0 on input line 309.
Package textcomp Info: Setting txtt sub-encoding to TS1/0 on input line 310.
Package textcomp Info: Setting lmr sub-encoding to TS1/0 on input line 311.
Package textcomp Info: Setting lmdh sub-encoding to TS1/0 on input line 312.
Package textcomp Info: Setting lmss sub-encoding to TS1/0 on input line 313.
Package textcomp Info: Setting lmssq sub-encoding to TS1/0 on input line 314.
Package textcomp Info: Setting lmvtt sub-encoding to TS1/0 on input line 315.
Package textcomp Info: Setting qhv sub-encoding to TS1/0 on input line 316.
Package textcomp Info: Setting qag sub-encoding to TS1/0 on input line 317.
Package textcomp Info: Setting qbk sub-encoding to TS1/0 on input line 318.
Package textcomp Info: Setting qcr sub-encoding to TS1/0 on input line 319.
Package textcomp Info: Setting qcs sub-encoding to TS1/0 on input line 320.
Package textcomp Info: Setting qpl sub-encoding to TS1/0 on input line 321.
Package textcomp Info: Setting qtm sub-encoding to TS1/0 on input line 322.
Package textcomp Info: Setting qzc sub-encoding to TS1/0 on input line 323.
Package textcomp Info: Setting qhvc sub-encoding to TS1/0 on input line 324.
Package textcomp Info: Setting futs sub-encoding to TS1/4 on input line 325.
Package textcomp Info: Setting futx sub-encoding to TS1/4 on input line 326.
Package textcomp Info: Setting futj sub-encoding to TS1/4 on input line 327.
Package textcomp Info: Setting hlh sub-encoding to TS1/3 on input line 328.
Package textcomp Info: Setting hls sub-encoding to TS1/3 on input line 329.
Package textcomp Info: Setting hlst sub-encoding to TS1/3 on input line 330.
Package textcomp Info: Setting hlct sub-encoding to TS1/5 on input line 331.
Package textcomp Info: Setting hlx sub-encoding to TS1/5 on input line 332.
Package textcomp Info: Setting hlce sub-encoding to TS1/5 on input line 333.
Package textcomp Info: Setting hlcn sub-encoding to TS1/5 on input line 334.
Package textcomp Info: Setting hlcw sub-encoding to TS1/5 on input line 335.
Package textcomp Info: Setting hlcf sub-encoding to TS1/5 on input line 336.
Package textcomp Info: Setting pplx sub-encoding to TS1/3 on input line 337.
Package textcomp Info: Setting pplj sub-encoding to TS1/3 on input line 338.
Package textcomp Info: Setting ptmx sub-encoding to TS1/4 on input line 339.
Package textcomp Info: Setting ptmj sub-encoding to TS1/4 on input line 340.
)

Class scrartcl Warning: Usage of package `parskip' together
(scrartcl)              with a KOMA-Script class is not recommended.
(scrartcl)              I'd suggest to use option
(scrartcl)              `parskip' with one of it's several values.
(scrartcl)              Nevertheless, using requested
(scrartcl)              package `parskip' on input line 6.

(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/parskip/parskip.sty
Package: parskip 2001/04/09 non-zero parskip adjustments
)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/generic/ulem/ulem.sty
\UL@box=\box27
\UL@hyphenbox=\box28
\UL@skip=\skip48
\UL@hook=\toks15
\UL@height=\dimen103
\UL@pe=\count89
\UL@pixel=\dimen104
\ULC@box=\box29
Package: ulem 2012/05/18
\ULdepth=\dimen105
)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/hyperref/hyperref.sty
Package: hyperref 2012/11/06 v6.83m Hypertext links for LaTeX

(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/generic/oberdiek/hobsub-hyperref.sty
Package: hobsub-hyperref 2012/05/28 v1.13 Bundle oberdiek, subset hyperref (HO)


(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/generic/oberdiek/hobsub-generic.sty
Package: hobsub-generic 2012/05/28 v1.13 Bundle oberdiek, subset generic (HO)
Package: hobsub 2012/05/28 v1.13 Construct package bundles (HO)
Package hobsub Info: Skipping package `infwarerr' (already loaded).
Package: ltxcmds 2011/11/09 v1.22 LaTeX kernel commands for general use (HO)
Package: ifluatex 2010/03/01 v1.3 Provides the ifluatex switch (HO)
Package ifluatex Info: LuaTeX not detected.
Package: ifvtex 2010/03/01 v1.5 Detect VTeX and its facilities (HO)
Package ifvtex Info: VTeX not detected.
Package: intcalc 2007/09/27 v1.1 Expandable calculations with integers (HO)
Package: ifpdf 2011/01/30 v2.3 Provides the ifpdf switch (HO)
Package ifpdf Info: pdfTeX in PDF mode is not detected.
Package: etexcmds 2011/02/16 v1.5 Avoid name clashes with e-TeX commands (HO)
Package etexcmds Info: Could not find \expanded.
(etexcmds)             That can mean that you are not using pdfTeX 1.50 or
(etexcmds)             that some package has redefined \expanded.
(etexcmds)             In the latter case, load this package earlier.
Package: kvsetkeys 2012/04/25 v1.16 Key value parser (HO)
Package: kvdefinekeys 2011/04/07 v1.3 Define keys (HO)
Package: pdftexcmds 2011/11/29 v0.20 Utility functions of pdfTeX for LuaTeX (HO
)
Package pdftexcmds Info: LuaTeX not detected.
Package pdftexcmds Info: pdfTeX >= 1.30 not detected.
Package pdftexcmds Info: \pdf@primitive is available.
Package pdftexcmds Info: \pdf@ifprimitive is available.
Package pdftexcmds Info: \pdfdraftmode not found.
Package: pdfescape 2011/11/25 v1.13 Implements pdfTeX's escape features (HO)
Package: bigintcalc 2012/04/08 v1.3 Expandable calculations on big integers (HO
)
Package: bitset 2011/01/30 v1.1 Handle bit-vector datatype (HO)
Package: uniquecounter 2011/01/30 v1.2 Provide unlimited unique counter (HO)
)
Package hobsub Info: Skipping package `hobsub' (already loaded).
Package: letltxmacro 2010/09/02 v1.4 Let assignment for LaTeX macros (HO)
Package: hopatch 2012/05/28 v1.2 Wrapper for package hooks (HO)
Package: xcolor-patch 2011/01/30 xcolor patch
Package: atveryend 2011/06/30 v1.8 Hooks at the very end of document (HO)
Package atveryend Info: \enddocument detected (standard20110627).
Package: atbegshi 2011/10/05 v1.16 At begin shipout hook (HO)
Package: refcount 2011/10/16 v3.4 Data extraction from label references (HO)
Package: hycolor 2011/01/30 v1.7 Color options for hyperref/bookmark (HO)
)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/generic/ifxetex/ifxetex.sty
Package: ifxetex 2010/09/12 v0.6 Provides ifxetex conditional
)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/oberdiek/auxhook.sty
Package: auxhook 2011/03/04 v1.3 Hooks for auxiliary files (HO)
)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/oberdiek/kvoptions.sty
Package: kvoptions 2011/06/30 v3.11 Key value format for package options (HO)
)
\@linkdim=\dimen106
\Hy@linkcounter=\count90
\Hy@pagecounter=\count91

(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/hyperref/pd1enc.def
File: pd1enc.def 2012/11/06 v6.83m Hyperref: PDFDocEncoding definition (HO)
)
\Hy@SavedSpaceFactor=\count92

(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/latexconfig/hyperref.cfg
File: hyperref.cfg 2002/06/06 v1.2 hyperref configuration of TeXLive
)
Package hyperref Info: Option `unicode' set `true' on input line 4319.

(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/hyperref/puenc.def
File: puenc.def 2012/11/06 v6.83m Hyperref: PDF Unicode definition (HO)
)
Package hyperref Info: Hyper figures OFF on input line 4443.
Package hyperref Info: Link nesting OFF on input line 4448.
Package hyperref Info: Hyper index ON on input line 4451.
Package hyperref Info: Plain pages OFF on input line 4458.
Package hyperref Info: Backreferencing OFF on input line 4463.
Package hyperref Info: Implicit mode ON; LaTeX internals redefined.
Package hyperref Info: Bookmarks ON on input line 4688.
\c@Hy@tempcnt=\count93

(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/url/url.sty
\Urlmuskip=\muskip10
Package: url 2013/09/16  ver 3.4  Verb mode for urls, etc.
)
LaTeX Info: Redefining \url on input line 5041.
\XeTeXLinkMargin=\dimen107
\Fld@menulength=\count94
\Field@Width=\dimen108
\Fld@charsize=\dimen109
Package hyperref Info: Hyper figures OFF on input line 6295.
Package hyperref Info: Link nesting OFF on input line 6300.
Package hyperref Info: Hyper index ON on input line 6303.
Package hyperref Info: backreferencing OFF on input line 6310.
Package hyperref Info: Link coloring OFF on input line 6315.
Package hyperref Info: Link coloring with OCG OFF on input line 6320.
Package hyperref Info: PDF/A mode OFF on input line 6325.
LaTeX Info: Redefining \ref on input line 6365.
LaTeX Info: Redefining \pageref on input line 6369.
\Hy@abspage=\count95
\c@Item=\count96
\c@Hfootnote=\count97
)

Package hyperref Message: Driver (autodetected): hxetex.

(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/hyperref/hxetex.def
File: hxetex.def 2012/11/06 v6.83m Hyperref driver for XeTeX

(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/generic/oberdiek/stringenc.sty
Package: stringenc 2011/12/02 v1.10 Convert strings between diff. encodings (HO
)
)
\pdfm@box=\box30
\c@Hy@AnnotLevel=\count98
\HyField@AnnotCount=\count99
\Fld@listcount=\count100
\c@bookmark@seq@number=\count101

(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/oberdiek/rerunfilecheck.sty
Package: rerunfilecheck 2011/04/15 v1.7 Rerun checks for auxiliary files (HO)
Package rerunfilecheck Info: Feature \pdfmdfivesum is not available
(rerunfilecheck)             (e.g. pdfTeX or LuaTeX with package `pdftexcmds').

(rerunfilecheck)             Therefore file contents cannot be checked efficien
tly
(rerunfilecheck)             and the loading of the package is aborted.
)
\Hy@SectionHShift=\skip49
)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/koma-script/tocstyle.sty
Package: tocstyle 2013/08/11 v0.2e-alpha LaTeX2e KOMA-Script package (versatile
 toc styles)


Package tocstyle Warning: THIS IS AN ALPHA VERSION!
(tocstyle)                USAGE OF THIS VERSION IS ON YOUR OWN RISK!
(tocstyle)                EVERYTHING MAY HAPPEN!
(tocstyle)                EVERYTHING MAY CHANGE IN FUTURE!
(tocstyle)                THERE IS NO SUPPORT, IF YOU USE THIS PACKAGE!
(tocstyle)                Maybe it would be better, not to load this package.

\tocstyle@indentstyle=\count102
Package tocstyle Info: no tocstyle.cfg found on input line 856.
) (/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/paralist/paralist.sty
Package: paralist 2013/06/09 v2.4 Extended list environments
\pltopsep=\skip50
\plpartopsep=\skip51
\plitemsep=\skip52
\plparsep=\skip53
\pl@lab=\toks16
)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/tools/trace.sty
Package: trace 2003/04/30 v1.1c trace LaTeX code
)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/keystroke/keystroke.sty
Package: keystroke 2010/04/23 v1.6 3D keystrokes (SuSE GmbH/RN)

(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/graphics/graphics.sty
Package: graphics 2009/02/05 v1.0o Standard LaTeX Graphics (DPC,SPQR)

(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/graphics/trig.sty
Package: trig 1999/03/16 v1.09 sin cos tan (DPC)
)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/latexconfig/graphics.cfg
File: graphics.cfg 2010/04/23 v1.9 graphics configuration of TeX Live
)
Package graphics Info: Driver file: xetex.def on input line 91.
)
\suse@key=\box31
\keystroke@left=\box32
\keystroke@right=\box33
\keystroke@middle=\box34
File: keystroke_left.pdf Graphic file (type QTm)

<use  "keystroke_left.pdf" >
File: keystroke_middle.pdf Graphic file (type QTm)
 <use  "keystroke_middle.pdf" >
File: keystroke_right.pdf Graphic file (type QTm)

<use  "keystroke_right.pdf" >)) (../headers/babel.tex
Package hyphsubst Info: Redefined: \l@ngerman
(hyphsubst)             old value: 44
(hyphsubst)             new value: 45 on input line 1.

(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/generic/babel/babel.sty
Package: babel 2013/12/03 3.9h The Babel package

(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/generic/babel-german/ngermanb.ldf
Language: ngermanb 2013/12/13 v2.7 German support for babel (new orthography)

(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/generic/babel/babel.def
File: babel.def 2013/12/03 3.9h Babel common definitions
\babel@savecnt=\count103
\U@D=\dimen110

(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/generic/babel/xebabel.def))
\l@naustrian = a dialect from \language\l@ngerman 
\l@nswissgerman = a dialect from \language\l@ngerman 
Package babel Info: Making " an active character on input line 88.
)))
(../headers/svg.tex) (../headers/packages2.tex
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/psnfss/mathptmx.sty
Package: mathptmx 2005/04/12 PSNFSS-v9.2a Times w/ Math, improved (SPQR, WaS) 
LaTeX Font Info:    Redeclaring symbol font `operators' on input line 28.
LaTeX Font Info:    Overwriting symbol font `operators' in version `normal'
(Font)                  OT1/cmr/m/n --> OT1/ztmcm/m/n on input line 28.
LaTeX Font Info:    Overwriting symbol font `operators' in version `bold'
(Font)                  OT1/cmr/bx/n --> OT1/ztmcm/m/n on input line 28.
LaTeX Font Info:    Redeclaring symbol font `letters' on input line 29.
LaTeX Font Info:    Overwriting symbol font `letters' in version `normal'
(Font)                  OML/cmm/m/it --> OML/ztmcm/m/it on input line 29.
LaTeX Font Info:    Overwriting symbol font `letters' in version `bold'
(Font)                  OML/cmm/b/it --> OML/ztmcm/m/it on input line 29.
LaTeX Font Info:    Redeclaring symbol font `symbols' on input line 30.
LaTeX Font Info:    Overwriting symbol font `symbols' in version `normal'
(Font)                  OMS/cmsy/m/n --> OMS/ztmcm/m/n on input line 30.
LaTeX Font Info:    Overwriting symbol font `symbols' in version `bold'
(Font)                  OMS/cmsy/b/n --> OMS/ztmcm/m/n on input line 30.
LaTeX Font Info:    Redeclaring symbol font `largesymbols' on input line 31.
LaTeX Font Info:    Overwriting symbol font `largesymbols' in version `normal'
(Font)                  OMX/cmex/m/n --> OMX/ztmcm/m/n on input line 31.
LaTeX Font Info:    Overwriting symbol font `largesymbols' in version `bold'
(Font)                  OMX/cmex/m/n --> OMX/ztmcm/m/n on input line 31.
\symbold=\mathgroup4
\symitalic=\mathgroup5
LaTeX Font Info:    Redeclaring math alphabet \mathbf on input line 34.
LaTeX Font Info:    Overwriting math alphabet `\mathbf' in version `normal'
(Font)                  OT1/cmr/bx/n --> OT1/ptm/bx/n on input line 34.
LaTeX Font Info:    Overwriting math alphabet `\mathbf' in version `bold'
(Font)                  OT1/cmr/bx/n --> OT1/ptm/bx/n on input line 34.
LaTeX Font Info:    Redeclaring math alphabet \mathit on input line 35.
LaTeX Font Info:    Overwriting math alphabet `\mathit' in version `normal'
(Font)                  OT1/cmr/m/it --> OT1/ptm/m/it on input line 35.
LaTeX Font Info:    Overwriting math alphabet `\mathit' in version `bold'
(Font)                  OT1/cmr/bx/it --> OT1/ptm/m/it on input line 35.
LaTeX Info: Redefining \hbar on input line 50.
)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/psnfss/helvet.sty
Package: helvet 2005/04/12 PSNFSS-v9.2a (WaS) 
)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/psnfss/courier.sty
Package: courier 2005/04/12 PSNFSS-v9.2a (WaS) 
)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/base/fontenc.sty
Package: fontenc 2005/09/27 v1.99g Standard LaTeX package

(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/base/t1enc.def
File: t1enc.def 2005/09/27 v1.99g Standard LaTeX file
LaTeX Font Info:    Redeclaring font encoding T1 on input line 43.
))
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/multirow/multirow.sty
\bigstrutjot=\dimen111
)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/tools/multicol.sty
Package: multicol 2011/06/27 v1.7a multicolumn formatting (FMi)
\c@tracingmulticols=\count104
\mult@box=\box35
\multicol@leftmargin=\dimen112
\c@unbalance=\count105
\c@collectmore=\count106
\doublecol@number=\count107
\multicoltolerance=\count108
\multicolpretolerance=\count109
\full@width=\dimen113
\page@free=\dimen114
\premulticols=\dimen115
\postmulticols=\dimen116
\multicolsep=\skip54
\multicolbaselineskip=\skip55
\partial@page=\box36
\last@line=\box37
\mult@rightbox=\box38
\mult@grightbox=\box39
\mult@gfirstbox=\box40
\mult@firstbox=\box41
\@tempa=\box42
\@tempa=\box43
\@tempa=\box44
\@tempa=\box45
\@tempa=\box46
\@tempa=\box47
\@tempa=\box48
\@tempa=\box49
\@tempa=\box50
\@tempa=\box51
\@tempa=\box52
\@tempa=\box53
\@tempa=\box54
\@tempa=\box55
\@tempa=\box56
\@tempa=\box57
\@tempa=\box58
\c@columnbadness=\count110
\c@finalcolumnbadness=\count111
\last@try=\dimen117
\multicolovershoot=\dimen118
\multicolundershoot=\dimen119
\mult@nat@firstbox=\box59
\colbreak@box=\box60
\multicol@sort@counter=\count112
)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/tools/array.sty
Package: array 2008/09/09 v2.4c Tabular extension package (FMi)
\col@sep=\dimen120
\extrarowheight=\dimen121
\NC@list=\toks17
\extratabsurround=\skip56
\backup@length=\skip57
)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/ms/ragged2e.sty
Package: ragged2e 2009/05/21 v2.1 ragged2e Package (MS)

(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/ms/everysel.sty
Package: everysel 2011/10/28 v1.2 EverySelectfont Package (MS)
)
\CenteringLeftskip=\skip58
\RaggedLeftLeftskip=\skip59
\RaggedRightLeftskip=\skip60
\CenteringRightskip=\skip61
\RaggedLeftRightskip=\skip62
\RaggedRightRightskip=\skip63
\CenteringParfillskip=\skip64
\RaggedLeftParfillskip=\skip65
\RaggedRightParfillskip=\skip66
\JustifyingParfillskip=\skip67
\CenteringParindent=\skip68
\RaggedLeftParindent=\skip69
\RaggedRightParindent=\skip70
\JustifyingParindent=\skip71
)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/tools/longtable.sty
Package: longtable 2004/02/01 v4.11 Multi-page Table package (DPC)
\LTleft=\skip72
\LTright=\skip73
\LTpre=\skip74
\LTpost=\skip75
\LTchunksize=\count113
\LTcapwidth=\dimen122
\LT@head=\box61
\LT@firsthead=\box62
\LT@foot=\box63
\LT@lastfoot=\box64
\LT@cols=\count114
\LT@rows=\count115
\c@LT@tables=\count116
\c@LT@chunks=\count117
\LT@p@ftn=\toks18
)
Class scrartcl Info: longtable captions redefined on input line 17.

(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/koma-script/scrpage2.sty
Package: scrpage2 2013/12/19 v3.12 KOMA-Script package (page head and foot)
LaTeX Info: Redefining \pagemark on input line 174.
)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/mdwtools/footnote.sty
Package: footnote 1997/01/28 1.13 Save footnotes around boxes
\fn@notes=\box65
\fn@width=\dimen123
)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/tools/verbatim.sty
Package: verbatim 2003/08/22 v1.5q LaTeX2e package for verbatim enhancements
\every@verbatim=\toks19
\verbatim@line=\toks20
\verbatim@in@stream=\read1
)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/framed/framed.sty
Package: framed 2011/10/22 v 0.96: framed or shaded text with page breaks
\OuterFrameSep=\skip76
\fb@frw=\dimen124
\fb@frh=\dimen125
\FrameRule=\dimen126
\FrameSep=\dimen127
)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/amsmath/amsmath.sty
Package: amsmath 2013/01/14 v2.14 AMS math features
\@mathmargin=\skip77

For additional information on amsmath, use the `?' option.
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/amsmath/amstext.sty
Package: amstext 2000/06/29 v2.01

(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/amsmath/amsgen.sty
File: amsgen.sty 1999/11/30 v2.0
\@emptytoks=\toks21
\ex@=\dimen128
))
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/amsmath/amsbsy.sty
Package: amsbsy 1999/11/29 v1.2d
\pmbraise@=\dimen129
)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/amsmath/amsopn.sty
Package: amsopn 1999/12/14 v2.01 operator names
)
\inf@bad=\count118
LaTeX Info: Redefining \frac on input line 210.
\uproot@=\count119
\leftroot@=\count120
LaTeX Info: Redefining \overline on input line 306.
\classnum@=\count121
\DOTSCASE@=\count122
LaTeX Info: Redefining \ldots on input line 378.
LaTeX Info: Redefining \dots on input line 381.
LaTeX Info: Redefining \cdots on input line 466.
\Mathstrutbox@=\box66
\strutbox@=\box67
\big@size=\dimen130
LaTeX Font Info:    Redeclaring font encoding OML on input line 566.
LaTeX Font Info:    Redeclaring font encoding OMS on input line 567.
\macc@depth=\count123
\c@MaxMatrixCols=\count124
\dotsspace@=\muskip11
\c@parentequation=\count125
\dspbrk@lvl=\count126
\tag@help=\toks22
\row@=\count127
\column@=\count128
\maxfields@=\count129
\andhelp@=\toks23
\eqnshift@=\dimen131
\alignsep@=\dimen132
\tagshift@=\dimen133
\tagwidth@=\dimen134
\totwidth@=\dimen135
\lineht@=\dimen136
\@envbody=\toks24
\multlinegap=\skip78
\multlinetaggap=\skip79
\mathdisplay@stack=\toks25
LaTeX Info: Redefining \[ on input line 2665.
LaTeX Info: Redefining \] on input line 2666.
)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/amsfonts/amssymb.sty
Package: amssymb 2013/01/14 v3.01 AMS font symbols

(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/amsfonts/amsfonts.sty
Package: amsfonts 2013/01/14 v3.01 Basic AMSFonts support
\symAMSa=\mathgroup6
\symAMSb=\mathgroup7
LaTeX Font Info:    Overwriting math alphabet `\mathfrak' in version `bold'
(Font)                  U/euf/m/n --> U/euf/b/n on input line 106.
))
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/psnfss/pifont.sty
Package: pifont 2005/04/12 PSNFSS-v9.2a Pi font support (SPQR) 
LaTeX Font Info:    Try loading font information for U+pzd on input line 63.

(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/psnfss/upzd.fd
File: upzd.fd 2001/06/04 font definitions for U/pzd.
)
LaTeX Font Info:    Try loading font information for U+psy on input line 64.

(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/psnfss/upsy.fd
File: upsy.fd 2001/06/04 font definitions for U/psy.
))
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/marvosym/marvosym.sty
Package: marvosym 2011/07/20 v2.2 Martin Vogel's Symbols font definitions
)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/fourier/fourier-orns.sty
Package: fourier-orns 2004/01/30 1.1 fourier-ornaments package
)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/graphics/graphicx.sty
Package: graphicx 1999/02/16 v1.0f Enhanced LaTeX Graphics (DPC,SPQR)
\Gin@req@height=\dimen137
\Gin@req@width=\dimen138
)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/wasysym/wasysym.sty
Package: wasysym 2003/10/30 v2.0 Wasy-2 symbol support package
\symwasy=\mathgroup8
LaTeX Font Info:    Overwriting symbol font `wasy' in version `bold'
(Font)                  U/wasy/m/n --> U/wasy/b/n on input line 90.
)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/bbm-macros/bbm.sty
Package: bbm 1999/03/15 V 1.2 provides fonts for set symbols - TH
LaTeX Font Info:    Overwriting math alphabet `\mathbbm' in version `bold'
(Font)                  U/bbm/m/n --> U/bbm/bx/n on input line 33.
LaTeX Font Info:    Overwriting math alphabet `\mathbbmss' in version `bold'
(Font)                  U/bbmss/m/n --> U/bbmss/bx/n on input line 35.
)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/skull/skull.sty
Invalid UTF-8 byte or sequence at line 8 replaced by U+FFFD.
Package: skull 2002/01/23 v0.1 (c) Henrik Christian Grove <grove@math.ku.dk>
\symSKULL=\mathgroup9
)
(/usr/share/texmf/tex/latex/tipa/tipa.sty
Package: tipa 2002/08/08 TIPA version 1.1

(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/base/fontenc.sty
Package: fontenc 2005/09/27 v1.99g Standard LaTeX package

(/usr/share/texmf/tex/latex/tipa/t3enc.def
File: t3enc.def 2001/12/31 T3 encoding
LaTeX Font Info:    Try loading font information for T1+phv on input line 357.

(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/psnfss/t1phv.fd
File: t1phv.fd 2001/06/04 scalable font definitions for T1/phv.
)
LaTeX Font Info:    Font shape `T1/phv/m/n' will be
(Font)              scaled to size 10.07397pt on input line 357.
)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/base/t1enc.def
File: t1enc.def 2005/09/27 v1.99g Standard LaTeX file
LaTeX Font Info:    Redeclaring font encoding T1 on input line 43.
)))
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/fancyvrb/fancyvrb.sty
Package: fancyvrb 2008/02/07

Style option: `fancyvrb' v2.7a, with DG/SPQR fixes, and firstline=lastline fix 
<2008/02/07> (tvz)
\FV@CodeLineNo=\count130
\FV@InFile=\read2
\FV@TabBox=\box68
\c@FancyVerbLine=\count131
\FV@StepNumber=\count132
\FV@OutFile=\write3
) (/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/bbding/bbding.sty
Package: bbding 1999/04/15 v1.01 Dingbats symbols
) (/usr/share/texmf/tex/latex/xcolor/xcolor.sty
Package: xcolor 2007/01/21 v2.11 LaTeX color extensions (UK)

(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/latexconfig/color.cfg
File: color.cfg 2007/01/18 v1.5 color configuration of teTeX/TeXLive
)
Package xcolor Info: Driver file: xetex.def on input line 225.

(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/colortbl/colortbl.sty
Package: colortbl 2012/02/13 v1.0a Color table columns (DPC)
\everycr=\toks26
\minrowclearance=\skip80
)
LaTeX Info: Redefining \color on input line 702.
\rownum=\count133
Package xcolor Info: Model `cmy' substituted by `cmy0' on input line 1337.
Package xcolor Info: Model `RGB' extended on input line 1353.
Package xcolor Info: Model `HTML' substituted by `rgb' on input line 1355.
Package xcolor Info: Model `Hsb' substituted by `hsb' on input line 1356.
Package xcolor Info: Model `tHsb' substituted by `hsb' on input line 1357.
Package xcolor Info: Model `HSB' substituted by `hsb' on input line 1358.
Package xcolor Info: Model `Gray' substituted by `gray' on input line 1359.
Package xcolor Info: Model `wave' substituted by `hsb' on input line 1360.
)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/graphics/lscape.sty
Package: lscape 2000/10/22 v3.01 Landscape Pages (DPC)
)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/amscls/amsthm.sty
Package: amsthm 2004/08/06 v2.20
\thm@style=\toks27
\thm@bodyfont=\toks28
\thm@headfont=\toks29
\thm@notefont=\toks30
\thm@headpunct=\toks31
\thm@preskip=\skip81
\thm@postskip=\skip82
\thm@headsep=\skip83
\dth@everypar=\toks32
)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/index/index.sty
Package: index 2004/01/20 v4.2beta Improved index support (dmj)
\@indexbox=\insert233
\indexproofstyle=\toks33


LaTeX Warning: Command \markboth  has changed.
               Check if current package is valid.


LaTeX Warning: Command \markright  has changed.
               Check if current package is valid.

)
\idxtitle@default=\toks34
\tf@default=\write4
\openout4 = `main.idx'.

Package index Info: Writing index file main.idx on input line 57.
) (../headers/defaultcolors.tex) (../headers/hyphenation.tex)
(../headers/commands.tex
\fnwidth=\skip84
\mylength=\skip85
\myhight=\skip86
\myshadingheight=\skip87
) (../headers/title.tex) (../headers/options.tex

! Package scrbase Error: unknown option `open=right'.

See the scrbase package documentation for explanation.
Type  H <return>  for immediate help.
 ...                                              
                                                  
l.10 \KOMAoption{open}{right}
                             ^^I^^I^^I% zulÃ¤ssig: right (jedes Kapitel begi...

? 
LaTeX Font Info:    Try loading font information for T1+ptm on input line 13.
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/psnfss/t1ptm.fd
File: t1ptm.fd 2001/06/04 font definitions for T1/ptm.
)

Package typearea Warning: Bad type area settings!
(typearea)                The detected line width is about 18%
(typearea)                larger than the heuristically detected line width.
(typearea)                You should e.g. decrease DIV, increase fontsize
(typearea)                or change papersize.

Package typearea Info: These are the values describing the layout:
(typearea)             DIV  = 13
(typearea)             BCOR = 34.1433pt
(typearea)             \paperwidth      = 597.50793pt
(typearea)              \textwidth      = 433.35742pt
(typearea)              DIV departure   = -18%
(typearea)              \evensidemargin = 26.8769pt
(typearea)              \oddsidemargin  = 26.8769pt
(typearea)             \paperheight     = 845.04694pt
(typearea)              \textheight     = 650.20029pt
(typearea)              \topmargin      = -44.6664pt
(typearea)              \headheight     = 17.0pt
(typearea)              \headsep        = 20.40001pt
(typearea)              \topskip        = 11.0pt
(typearea)              \footskip       = 47.6pt
(typearea)              \baselineskip   = 13.6pt
(typearea)              on input line 13.
Package scrbase Info: Unknown processing state.
(scrbase)             Processing option `DIV=13'
(scrbase)             of member `.typearea.sty'
(scrbase)             of family `KOMA'
(scrbase)             doesn't set a valid state.
(scrbase)             This will be interpreted
(scrbase)             as \FamilyKeyStateProcessed on input line 13.

! LaTeX Error: \chaptermark undefined.

See the LaTeX manual or LaTeX Companion for explanation.
Type  H <return>  for immediate help.
 ...                                              
                                                  
l.25 \renewcommand{\chaptermark}
                                [1]{\markleft{#1}{}}
? 
) (../headers/formattings.tex
Package hyperref Info: Option `breaklinks' set `true' on input line 17.
Package hyperref Info: Option `colorlinks' set `false' on input line 17.
Package hyperref Info: Option `bookmarksopen' set `true' on input line 17.
Package hyperref Info: Option `bookmarksnumbered' set `true' on input line 17.
Package hyperref Info: Option `frenchlinks' set `false' on input line 17.
) (../headers/unicodes.tex)
(../headers/templates.tex
\wbtemplengtha=\skip88
\wbtemplengthb=\skip89
\wbtemplengthc=\skip90
\wbtemplengthd=\skip91
\wbtemplengthe=\skip92
\wbtempcounta=\count134
\wbtempcountb=\count135
\wbtempcountc=\count136
\c@satz=\count137
\c@beweis=\count138
\c@beispiel=\count139
\c@mydef=\count140
) (../headers/templates-dirk.tex)
(../headers/templates-chemie.tex) (/usr/share/texmf/tex/latex/lm/lmodern.sty
Package: lmodern 2009/10/30 v1.6 Latin Modern Fonts
LaTeX Font Info:    Overwriting symbol font `operators' in version `normal'
(Font)                  OT1/ztmcm/m/n --> OT1/lmr/m/n on input line 22.
LaTeX Font Info:    Overwriting symbol font `letters' in version `normal'
(Font)                  OML/ztmcm/m/it --> OML/lmm/m/it on input line 23.
LaTeX Font Info:    Overwriting symbol font `symbols' in version `normal'
(Font)                  OMS/ztmcm/m/n --> OMS/lmsy/m/n on input line 24.
LaTeX Font Info:    Overwriting symbol font `largesymbols' in version `normal'
(Font)                  OMX/ztmcm/m/n --> OMX/lmex/m/n on input line 25.
LaTeX Font Info:    Overwriting symbol font `operators' in version `bold'
(Font)                  OT1/ztmcm/m/n --> OT1/lmr/bx/n on input line 26.
LaTeX Font Info:    Overwriting symbol font `letters' in version `bold'
(Font)                  OML/ztmcm/m/it --> OML/lmm/b/it on input line 27.
LaTeX Font Info:    Overwriting symbol font `symbols' in version `bold'
(Font)                  OMS/ztmcm/m/n --> OMS/lmsy/b/n on input line 28.
LaTeX Font Info:    Overwriting symbol font `largesymbols' in version `bold'
(Font)                  OMX/ztmcm/m/n --> OMX/lmex/m/n on input line 29.
LaTeX Font Info:    Overwriting math alphabet `\mathbf' in version `normal'
(Font)                  OT1/ptm/bx/n --> OT1/lmr/bx/n on input line 31.
LaTeX Font Info:    Overwriting math alphabet `\mathsf' in version `normal'
(Font)                  OT1/cmss/m/n --> OT1/lmss/m/n on input line 32.
LaTeX Font Info:    Overwriting math alphabet `\mathit' in version `normal'
(Font)                  OT1/ptm/m/it --> OT1/lmr/m/it on input line 33.
LaTeX Font Info:    Overwriting math alphabet `\mathtt' in version `normal'
(Font)                  OT1/cmtt/m/n --> OT1/lmtt/m/n on input line 34.
LaTeX Font Info:    Overwriting math alphabet `\mathbf' in version `bold'
(Font)                  OT1/ptm/bx/n --> OT1/lmr/bx/n on input line 35.
LaTeX Font Info:    Overwriting math alphabet `\mathsf' in version `bold'
(Font)                  OT1/cmss/bx/n --> OT1/lmss/bx/n on input line 36.
LaTeX Font Info:    Overwriting math alphabet `\mathit' in version `bold'
(Font)                  OT1/ptm/m/it --> OT1/lmr/bx/it on input line 37.
LaTeX Font Info:    Overwriting math alphabet `\mathtt' in version `bold'
(Font)                  OT1/cmtt/m/n --> OT1/lmtt/m/n on input line 38.
)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/xltxtra/xltxtra.sty
Package: xltxtra 2010/09/20 v0.5e Improvements for the "XeLaTeX" format

(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/fontspec/fontspec.sty
Package: fontspec 2013/05/20 v2.3c Font selection for XeLaTeX and LuaLaTeX

(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/l3kernel/expl3.sty
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/l3kernel/l3names.sty
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/l3kernel/l3bootstrap.sty
Package: l3bootstrap 2014/01/04 v4640 L3 Experimental bootstrap code
)
Package: l3names 2014/01/04 v4640 L3 Namespace for primitives
)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/etex-pkg/etex.sty
Package: etex 1998/03/26 v2.0 eTeX basic definition package (PEB)
\et@xins=\count141
)
Package: expl3 2014/01/07 v4646 L3 Experimental code bundle wrapper

(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/l3kernel/l3basics.sty
Package: l3basics 2014/01/04 v4642 L3 Basic definitions
)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/l3kernel/l3expan.sty
Package: l3expan 2014/01/04 v4642 L3 Argument expansion
)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/l3kernel/l3tl.sty
Package: l3tl 2013/12/27 v4625 L3 Token lists
)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/l3kernel/l3seq.sty
Package: l3seq 2013/12/14 v4623 L3 Sequences and stacks
)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/l3kernel/l3int.sty
Package: l3int 2013/08/02 v4583 L3 Integers
\c_max_int=\count142
\l_tmpa_int=\count143
\l_tmpb_int=\count144
\g_tmpa_int=\count145
\g_tmpb_int=\count146
)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/l3kernel/l3quark.sty
Package: l3quark 2013/12/14 v4623 L3 Quarks
)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/l3kernel/l3prg.sty
Package: l3prg 2014/01/04 v4642 L3 Control structures
\g__prg_map_int=\count147
)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/l3kernel/l3clist.sty
Package: l3clist 2013/07/28 v4581 L3 Comma separated lists
)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/l3kernel/l3token.sty
Package: l3token 2013/08/25 v4587 L3 Experimental token manipulation
)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/l3kernel/l3prop.sty
Package: l3prop 2013/12/14 v4623 L3 Property lists
)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/l3kernel/l3msg.sty
Package: l3msg 2013/07/28 v4581 L3 Messages
)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/l3kernel/l3file.sty
Package: l3file 2013/10/13 v4596 L3 File and I/O operations
\l_iow_line_count_int=\count148
\l__iow_target_count_int=\count149
\l__iow_current_line_int=\count150
\l__iow_current_word_int=\count151
\l__iow_current_indentation_int=\count152
)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/l3kernel/l3skip.sty
Package: l3skip 2013/07/28 v4581 L3 Dimensions and skips
\c_zero_dim=\dimen139
\c_max_dim=\dimen140
\l_tmpa_dim=\dimen141
\l_tmpb_dim=\dimen142
\g_tmpa_dim=\dimen143
\g_tmpb_dim=\dimen144
\c_zero_skip=\skip93
\c_max_skip=\skip94
\l_tmpa_skip=\skip95
\l_tmpb_skip=\skip96
\g_tmpa_skip=\skip97
\g_tmpb_skip=\skip98
\c_zero_muskip=\muskip12
\c_max_muskip=\muskip13
\l_tmpa_muskip=\muskip14
\l_tmpb_muskip=\muskip15
\g_tmpa_muskip=\muskip16
\g_tmpb_muskip=\muskip17
)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/l3kernel/l3keys.sty
Package: l3keys 2013/12/08 v4614 L3 Experimental key-value interfaces
\g__keyval_level_int=\count153
\l_keys_choice_int=\count154
)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/l3kernel/l3fp.sty
Package: l3fp 2014/01/04 v4642 L3 Floating points
\c__fp_leading_shift_int=\count155
\c__fp_middle_shift_int=\count156
\c__fp_trailing_shift_int=\count157
\c__fp_big_leading_shift_int=\count158
\c__fp_big_middle_shift_int=\count159
\c__fp_big_trailing_shift_int=\count160
\c__fp_Bigg_leading_shift_int=\count161
\c__fp_Bigg_middle_shift_int=\count162
\c__fp_Bigg_trailing_shift_int=\count163
)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/l3kernel/l3box.sty
Package: l3box 2013/07/28 v4581 L3 Experimental boxes
\c_empty_box=\box69
\l_tmpa_box=\box70
\l_tmpb_box=\box71
\g_tmpa_box=\box72
\g_tmpb_box=\box73
)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/l3kernel/l3coffins.sty
Package: l3coffins 2013/12/14 v4624 L3 Coffin code layer
\l__coffin_internal_box=\box74
\l__coffin_internal_dim=\dimen145
\l__coffin_offset_x_dim=\dimen146
\l__coffin_offset_y_dim=\dimen147
\l__coffin_x_dim=\dimen148
\l__coffin_y_dim=\dimen149
\l__coffin_x_prime_dim=\dimen150
\l__coffin_y_prime_dim=\dimen151
\c_empty_coffin=\box75
\l__coffin_aligned_coffin=\box76
\l__coffin_aligned_internal_coffin=\box77
\l_tmpa_coffin=\box78
\l_tmpb_coffin=\box79
\l__coffin_display_coffin=\box80
\l__coffin_display_coord_coffin=\box81
\l__coffin_display_pole_coffin=\box82
\l__coffin_display_offset_dim=\dimen152
\l__coffin_display_x_dim=\dimen153
\l__coffin_display_y_dim=\dimen154
)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/l3kernel/l3color.sty
Package: l3color 2012/08/29 v4156 L3 Experimental color support
)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/l3kernel/l3luatex.sty
Package: l3luatex 2013/07/28 v4581 L3 Experimental LuaTeX-specific functions
\g__cctab_allocate_int=\count164
\g__cctab_stack_int=\count165
)
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/l3kernel/l3candidates.sty
Package: l3candidates 2014/01/06 v4643 L3 Experimental additions to l3kernel
\l__box_top_dim=\dimen155
\l__box_bottom_dim=\dimen156
\l__box_left_dim=\dimen157
\l__box_right_dim=\dimen158
\l__box_top_new_dim=\dimen159
\l__box_bottom_new_dim=\dimen160
\l__box_left_new_dim=\dimen161
\l__box_right_new_dim=\dimen162
\l__box_internal_box=\box83
\l__coffin_bounding_shift_dim=\dimen163
\l__coffin_left_corner_dim=\dimen164
\l__coffin_right_corner_dim=\dimen165
\l__coffin_bottom_corner_dim=\dimen166
\l__coffin_top_corner_dim=\dimen167
\l__coffin_scaled_total_height_dim=\dimen168
\l__coffin_scaled_width_dim=\dimen169
))
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/l3packages/xparse/xparse.sty
Package: xparse 2013/12/31 v4634 L3 Experimental document command parser
\l__xparse_current_arg_int=\count166
\l__xparse_m_args_int=\count167
\l__xparse_mandatory_args_int=\count168
\l__xparse_processor_int=\count169
\l__xparse_v_nesting_int=\count170
)
\l_fontspec_script_int=\count171
\l_fontspec_language_int=\count172
\l_fontspec_strnum_int=\count173
\l_fontspec_tmpa_dim=\dimen170
\l_fontspec_tmpb_dim=\dimen171
\l_fontspec_tmpc_dim=\dimen172
Variant \tl_gset:cV already defined; not changing it on line 69

(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/fontspec/fontspec-patches.sty
Package: fontspec-patches 2013/05/20 v2.3c Font selection for XeLaTeX and LuaLa
TeX

(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/base/fixltx2e.sty
Package: fixltx2e 2006/09/13 v1.1m fixes to LaTeX
LaTeX Info: Redefining \em on input line 420.
LaTeX Info: Redefining \textsubscript on input line 424.
)
LaTeX Info: Redefining \em on input line 22.
LaTeX Info: Redefining \emph on input line 30.
LaTeX Info: Redefining \- on input line 33.

*************************************************
* LaTeX warning: "xparse/redefine-command"
* 
* Redefining document command \oldstylenums with arg. spec. 'm' on line 128.
*************************************************
.................................................
. LaTeX info: "xparse/define-command"
. 
. Defining document command \liningnums with arg. spec. 'm' on line 132.
.................................................
) (/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/fontspec/fontspec-xetex.sty
Package: fontspec-xetex 2013/05/20 v2.3c Font selection for XeLaTeX and LuaLaTe
X

(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/base/fontenc.sty
Package: fontenc 2005/09/27 v1.99g Standard LaTeX package

(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/euenc/eu1enc.def
File: eu1enc.def 2010/05/27 v0.1h Experimental Unicode font encodings
)
LaTeX Font Info:    Try loading font information for EU1+lmr on input line 100.


(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/euenc/eu1lmr.fd
File: eu1lmr.fd 2009/10/30 v1.6 Font defs for Latin Modern
))
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/xelatex/xunicode/xunicode.sty
File: xunicode.sty 2011/09/09 v0.981 provides access to latin accents and many 
other characters in Unicode lower plane

(/usr/share/texmf/tex/latex/tipa/t3enc.def
File: t3enc.def 2001/12/31 T3 encoding
LaTeX Font Info:    Redeclaring font encoding T3 on input line 42.
LaTeX Font Info:    Try loading font information for EU1+lmss on input line 357
.

(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/euenc/eu1lmss.fd
File: eu1lmss.fd 2009/10/30 v1.6 Font defs for Latin Modern
))
\tipaTiiicode=\count174
\tipasavetokens=\toks35
\tipachecktokens=\toks36
)
.................................................
. LaTeX info: "xparse/define-command"
. 
. Defining document command \fontspec with arg. spec. 'O{}m' on line 41.
.................................................
.................................................
. LaTeX info: "xparse/define-command"
. 
. Defining document command \setmainfont with arg. spec. 'O{}m' on line 46.
.................................................
.................................................
. LaTeX info: "xparse/define-command"
. 
. Defining document command \setsansfont with arg. spec. 'O{}m' on line 51.
.................................................
.................................................
. LaTeX info: "xparse/define-command"
. 
. Defining document command \setmonofont with arg. spec. 'O{}m' on line 56.
.................................................
.................................................
. LaTeX info: "xparse/define-command"
. 
. Defining document command \setmathrm with arg. spec. 'O{}m' on line 65.
.................................................
.................................................
. LaTeX info: "xparse/define-command"
. 
. Defining document command \setboldmathrm with arg. spec. 'O{}m' on line 69.
.................................................
.................................................
. LaTeX info: "xparse/define-command"
. 
. Defining document command \setmathsf with arg. spec. 'O{}m' on line 73.
.................................................
.................................................
. LaTeX info: "xparse/define-command"
. 
. Defining document command \setmathtt with arg. spec. 'O{}m' on line 77.
.................................................
.................................................
. LaTeX info: "xparse/define-command"
. 
. Defining document command \newfontfamily with arg. spec. 'mO{}m' on line 96.
.................................................
.................................................
. LaTeX info: "xparse/define-command"
. 
. Defining document command \newfontface with arg. spec. 'mO{}m' on line 100.
.................................................
.................................................
. LaTeX info: "xparse/define-command"
. 
. Defining document command \defaultfontfeatures with arg. spec. 'om' on line
. 108.
.................................................
.................................................
. LaTeX info: "xparse/define-command"
. 
. Defining document command \addfontfeatures with arg. spec. 'm' on line 144.
.................................................
.................................................
. LaTeX info: "xparse/define-command"
. 
. Defining document command \newfontfeature with arg. spec. 'mm' on line 156.
.................................................
.................................................
. LaTeX info: "xparse/define-command"
. 
. Defining document command \newAATfeature with arg. spec. 'mmmm' on line 164.
.................................................
.................................................
. LaTeX info: "xparse/define-command"
. 
. Defining document command \newICUfeature with arg. spec. 'mmm' on line 172.
.................................................
.................................................
. LaTeX info: "xparse/define-command"
. 
. Defining document command \aliasfontfeature with arg. spec. 'mm' on line
. 201.
.................................................
.................................................
. LaTeX info: "xparse/define-command"
. 
. Defining document command \aliasfontfeatureoption with arg. spec. 'mmm' on
. line 203.
.................................................
.................................................
. LaTeX info: "xparse/define-command"
. 
. Defining document command \newfontscript with arg. spec. 'mm' on line 208.
.................................................
.................................................
. LaTeX info: "xparse/define-command"
. 
. Defining document command \newfontlanguage with arg. spec. 'mm' on line 235.
.................................................
.................................................
. LaTeX info: "xparse/define-command"
. 
. Defining document command \DeclareFontsExtensions with arg. spec. 'm' on
. line 256.
.................................................
Variant \prop_gput:cnV already defined; not changing it on line 582
Variant \prop_gput:cnx already defined; not changing it on line 583
\l_fontspec_tmp_int=\count175
LaTeX Info: Redefining \itshape on input line 2087.
LaTeX Info: Redefining \slshape on input line 2092.
LaTeX Info: Redefining \scshape on input line 2097.
LaTeX Info: Redefining \upshape on input line 2102.

(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/fontspec/fontspec.cfg)))
(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/realscripts/realscripts.sty
Package: realscripts 2013/03/18 v0.3c Access OpenType subscripts and superscrip
ts
.................................................
. LaTeX info: "xparse/define-command"
. 
. Defining document command \fakesubscript with arg. spec. 'm' on line 19.
.................................................
.................................................
. LaTeX info: "xparse/define-command"
. 
. Defining document command \fakesuperscript with arg. spec. 'm' on line 22.
.................................................

*************************************************
* LaTeX warning: "xparse/redefine-command"
* 
* Redefining document command \textsubscript with arg. spec. 's' on line 25.
*************************************************
*************************************************
* LaTeX warning: "xparse/redefine-command"
* 
* Redefining document command \textsuperscript with arg. spec. 's' on line 28.
*************************************************
.................................................
. LaTeX info: "xparse/define-command"
. 
. Defining document command \realsubscript with arg. spec. 'm' on line 45.
.................................................
.................................................
. LaTeX info: "xparse/define-command"
. 
. Defining document command \realsuperscript with arg. spec. 'm' on line 60.
.................................................
.................................................
. LaTeX info: "xparse/define-command"
. 
. Defining document command \textsubsuperscript with arg. spec. 'sO{l}mm' on
. line 138.
.................................................
.................................................
. LaTeX info: "xparse/define-command"
. 
. Defining document command \textsupersubscript with arg. spec. 'sO{l}mm' on
. line 143.
.................................................
\subsupersep=\dimen173
) (/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/metalogo/metalogo.sty
Package: metalogo 2010/05/29 v0.12 Extended TeX logo macros
\xl@everylogo=\toks37
\xl@@everylogo=\toks38
LaTeX Info: Redefining \TeX on input line 193.
LaTeX Info: Redefining \LaTeX on input line 202.
LaTeX Info: Redefining \LaTeXe on input line 219.
)
\xxt@tempbox=\box84
)
\g__file_internal_ior=\read3
\g_fontspec_family_cmunbx.ttf_int=\count176
.................................................
. fontspec info: "defining-font"
. 
. Font family 'cmunbx.ttf(0)' created for font 'cmunbx.ttf' with options
. [Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.t
tf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf].
. 
. This font family consists of the following shapes:
. 
. * 'normal' with NFSS spec.:
. 
. <->"[/usr/share/fonts/truetype/cmu/cmunrm.ttf]/ICU:script=latn;language=DFLT;
"
. 
. * 'small caps' with NFSS spec.:
. 
. <->"[/usr/share/fonts/truetype/cmu/cmunrm.ttf]/ICU:script=latn;language=DFLT;
+smcp;"
. 
. * 'bold' with NFSS spec.:
. 
. <->"[/usr/share/fonts/truetype/cmu/cmunbx.ttf]/ICU:script=latn;language=DFLT;
"
. 
. * 'bold small caps' with NFSS spec.:
. 
. <->"[/usr/share/fonts/truetype/cmu/cmunbx.ttf]/ICU:script=latn;language=DFLT;
+smcp;"
. 
. * 'italic' with NFSS spec.:
. 
. <->"[/usr/share/fonts/truetype/cmu/cmunti.ttf]/ICU:script=latn;language=DFLT;
"
. 
. * 'bold italic' with NFSS spec.:
. 
. <->"[/usr/share/fonts/truetype/cmu/cmunbi.ttf]/ICU:script=latn;language=DFLT;
"
.................................................
.................................................
. fontspec info: "defining-font"
. 
. Font family 'cmunbx.ttf(1)' created for font 'cmunbx.ttf' with options
. [Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.t
tf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf].
. 
. This font family consists of the following shapes:
. 
. * 'normal' with NFSS spec.:
. 
. <->"[/usr/share/fonts/truetype/cmu/cmuntt.ttf]/ICU:script=latn;language=DFLT;
"
. 
. * 'bold' with NFSS spec.:
. 
. <->"[/usr/share/fonts/truetype/cmu/cmuntb.ttf]/ICU:script=latn;language=DFLT;
"
. 
. * 'italic' with NFSS spec.:
. 
. <->"[/usr/share/fonts/truetype/cmu/cmunit.ttf]/ICU:script=latn;language=DFLT;
"
. 
. * 'bold italic' with NFSS spec.:
. 
. <->"[/usr/share/fonts/truetype/cmu/cmuntx.ttf]/ICU:script=latn;language=DFLT;
"
.................................................


LaTeX Warning: Unused global option(s):
    [open=any].

(./main.aux)
\openout1 = `main.aux'.

LaTeX Font Info:    Checking defaults for OML/cmm/m/it on input line 26.
LaTeX Font Info:    ... okay on input line 26.
LaTeX Font Info:    Checking defaults for T1/cmr/m/n on input line 26.
LaTeX Font Info:    ... okay on input line 26.
LaTeX Font Info:    Checking defaults for OT1/cmr/m/n on input line 26.
LaTeX Font Info:    ... okay on input line 26.
LaTeX Font Info:    Checking defaults for OMS/cmsy/m/n on input line 26.
LaTeX Font Info:    ... okay on input line 26.
LaTeX Font Info:    Checking defaults for OMX/cmex/m/n on input line 26.
LaTeX Font Info:    ... okay on input line 26.
LaTeX Font Info:    Checking defaults for U/cmr/m/n on input line 26.
LaTeX Font Info:    ... okay on input line 26.
LaTeX Font Info:    Checking defaults for TS1/cmr/m/n on input line 26.
LaTeX Font Info:    Try loading font information for TS1+cmr on input line 26.
 (/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/base/ts1cmr.fd
File: ts1cmr.fd 1999/05/25 v2.5h Standard LaTeX font definitions
)
LaTeX Font Info:    ... okay on input line 26.
LaTeX Font Info:    Checking defaults for PD1/pdf/m/n on input line 26.
LaTeX Font Info:    ... okay on input line 26.
LaTeX Font Info:    Checking defaults for PU/pdf/m/n on input line 26.
LaTeX Font Info:    ... okay on input line 26.
LaTeX Font Info:    Checking defaults for T3/cmr/m/n on input line 26.
LaTeX Font Info:    Try loading font information for T3+cmr on input line 26.

(/usr/share/texmf/tex/latex/tipa/t3cmr.fd
File: t3cmr.fd 2001/12/31 TIPA font definitions
)
LaTeX Font Info:    ... okay on input line 26.
LaTeX Font Info:    Checking defaults for EU1/lmr/m/n on input line 26.
LaTeX Font Info:    ... okay on input line 26.
\AtBeginShipoutBox=\box85
Package hyperref Info: Link coloring OFF on input line 26.

(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/hyperref/nameref.sty
Package: nameref 2012/10/27 v2.43 Cross-referencing by name of section

(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/generic/oberdiek/gettitlestring.sty
Package: gettitlestring 2010/12/03 v1.4 Cleanup title references (HO)
)
\c@section@level=\count177
)
LaTeX Info: Redefining \ref on input line 26.
LaTeX Info: Redefining \pageref on input line 26.
LaTeX Info: Redefining \nameref on input line 26.

(./main.out) (./main.out)
\@outlinefile=\write5
\openout5 = `main.out'.

Package tocstyle Info: prepare \l@part for redefinition on input line 26.
Package tocstyle Info: prepare \l@section for redefinition on input line 26.
Package tocstyle Info: prepare \l@subsection for redefinition on input line 26.

LaTeX Font Info:    Try loading font information for OT1+lmr on input line 26.
 (/usr/share/texmf/tex/latex/lm/ot1lmr.fd
File: ot1lmr.fd 2009/10/30 v1.6 Font defs for Latin Modern
)
LaTeX Font Info:    Try loading font information for OML+lmm on input line 26.

(/usr/share/texmf/tex/latex/lm/omllmm.fd
File: omllmm.fd 2009/10/30 v1.6 Font defs for Latin Modern
)
LaTeX Font Info:    Try loading font information for OMS+lmsy on input line 26.


(/usr/share/texmf/tex/latex/lm/omslmsy.fd
File: omslmsy.fd 2009/10/30 v1.6 Font defs for Latin Modern
)
LaTeX Font Info:    Try loading font information for OMX+lmex on input line 26.


(/usr/share/texmf/tex/latex/lm/omxlmex.fd
File: omxlmex.fd 2009/10/30 v1.6 Font defs for Latin Modern
)
LaTeX Font Info:    External font `lmex10' loaded for size
(Font)              <10.95> on input line 26.
LaTeX Font Info:    External font `lmex10' loaded for size
(Font)              <8> on input line 26.
LaTeX Font Info:    External font `lmex10' loaded for size
(Font)              <6> on input line 26.
LaTeX Font Info:    Try loading font information for OT1+ptm on input line 26.

(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/psnfss/ot1ptm.fd
File: ot1ptm.fd 2001/06/04 font definitions for OT1/ptm.
)
LaTeX Font Info:    Font shape `OT1/ptm/bx/n' in size <10.95> not available
(Font)              Font shape `OT1/ptm/b/n' tried instead on input line 26.
LaTeX Font Info:    Font shape `OT1/ptm/bx/n' in size <8> not available
(Font)              Font shape `OT1/ptm/b/n' tried instead on input line 26.
LaTeX Font Info:    Font shape `OT1/ptm/bx/n' in size <6> not available
(Font)              Font shape `OT1/ptm/b/n' tried instead on input line 26.
LaTeX Font Info:    Try loading font information for U+msa on input line 26.

(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/amsfonts/umsa.fd
File: umsa.fd 2013/01/14 v3.01 AMS symbols A
)
LaTeX Font Info:    Try loading font information for U+msb on input line 26.

(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/amsfonts/umsb.fd
File: umsb.fd 2013/01/14 v3.01 AMS symbols B
)
LaTeX Font Info:    Try loading font information for U+wasy on input line 26.

(/usr/share/texlive/texmf-dist/tex/latex/wasysym/uwasy.fd
File: uwasy.fd 2003/10/30 v2.0 Wasy-2 symbol font definitions
)
Package tocstyle Info: prepare \l@subsubsection for redefinition on input line 
26.
Package tocstyle Info: prepare \l@table for redefinition on input line 26.
Package tocstyle Info: prepare \l@figure for redefinition on input line 26.

ABD: EverySelectfont initializing macros
LaTeX Info: Redefining \selectfont on input line 26.

exclude: 
exclude: 
exclude: 
exclude: 
exclude: 
exclude: 
exclude: 
exclude: 
exclude: 
exclude: 
LaTeX Font Info:    External font `lmex10' loaded for size
(Font)              <14.4> on input line 36.
LaTeX Font Info:    Font shape `OT1/ptm/bx/n' in size <14.4> not available
(Font)              Font shape `OT1/ptm/b/n' tried instead on input line 36.
[1




]
Package atveryend Info: Empty hook `BeforeClearDocument' on input line 61.
 [2]
Package atveryend Info: Empty hook `AfterLastShipout' on input line 61.
 (./main.aux)
Package atveryend Info: Empty hook `AtVeryEndDocument' on input line 61.
Package atveryend Info: Empty hook `AtEndAfterFileList' on input line 61.
Package atveryend Info: Empty hook `AtVeryVeryEnd' on input line 61.
 ) 
Here is how much of TeX's memory you used:
 27080 strings out of 493918
 480226 string characters out of 6150563
 606708 words of memory out of 5000000
 29890 multiletter control sequences out of 15000+600000
 33158 words of font info for 82 fonts, out of 8000000 for 9000
 1177 hyphenation exceptions out of 8191
 52i,11n,51p,10444b,336s stack positions out of 5000i,500n,10000p,200000b,80000s

Output written on main.pdf (2 pages).







source/document/main/main.tex~

\RequirePackage{hyphsubst}
\documentclass[fontsize=11pt,paper=A4,BCOR=12mm,DIV=13,open=any,listof=totoc]{scrartcl}
\input{../headers/paper}
\input{../headers/packages1}
\input{../headers/babel}
\input{../headers/svg}
\input{../headers/packages2}
\input{../headers/defaultcolors}
\input{../headers/hyphenation}
\input{../headers/commands}
\input{../headers/title}
\input{../headers/options}
\input{../headers/formattings}
\input{../headers/unicodes}
\input{../headers/templates}
\input{../headers/templates-dirk}
\input{../headers/templates-chemie}

\usepackage{lmodern}
\usepackage{xltxtra}
\usepackage{fontspec}

\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}
\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}

\begin{document}
\usetocstyle{standard}
\raggedbottom
\thispagestyle{empty}
\pagestyle{empty}
%\include{coverfrontpage}

%\cleardoublepage
\pagenumbering{Roman}
\maketitle
\pagestyle{scrheadings}

\setcounter{tocdepth}{\mytocdepth}
\tableofcontents 

%\cleardoublepage
\pagenumbering{arabic}

%\include{kap-vorwort}


\mymaintitle{Von Wikipedia nach LaTeX
}\myauthor{Dirk Hünniger
}

\section{Einleitung}
\label{0}
Wikipedia hat sich zu einer guten Informationsquelle für Bildung und Wissenschaft entwickelt. LaTeX ist seit Jahrzehnten das Standardwerkzeug des wissenschaftlich technischen Publizierens. Es liegt daher nahe Wikipedia Artikel ins LaTeX Format überführen zu wollen. Wegen des enormen Aufwandes einer händischen Konvertierung bemühte man sich seit einigen Jahren um algorithmische Lösungen. Bei der Entwicklung der Markupsprache wurde einer leichten Erlernbarkeit der Vorzug vor einer effizienten algorithmischen Verarbeitbarkeit gegeben. Es zeigte sich ins Besondere, dass die Sprache nicht kontextfrei ist. Daher erwiesen sich erste Versuche verschiedener Arbeitsgruppen auf Basis von regulären Ausdrücken und Backus-{}Naur Formen als nicht ausdrucksstark genug um die Sprache beschreiben zu können. Es gelang uns mit Hilfe monadischer Parserkombinatoren eine gute Beschreibung der Sprache zu erreichen. In unseren Tests ließen wir 500 alphabetisch aus der Liste der besten Artikel der Englischen Wikipedia ausgewählte Artikel automatisiert nach LaTeX und PDF konvertieren und erhielten lediglich in einem Prozent der Fälle kein PDF Dokument.
\section{Von Python zu Haskell}
\label{1}
Die Entwicklung des Programms begann in Python auf Basis von regulären Ausdrücken. Da viele Teile des Programms nur selten aufgerufen werden, wurde der Wechsel zu einer Sprache mit möglichst intensiven statischen Prüfmöglichkeiten schnell notwendig. Derzeit ist die ca. 100 Zeilen umfassende graphische Benutzeroberfläche die einzige weiterhin in Python implementierte Komponente des insgesamt ca. 10000 Zeilen umfassenden Systems. Gleichzeitig brachte der Wechsel zu den Parserkombinatoren große Fortschritte hinsichtlich der Verarbeitbarkeit der Sprache. Die Notwendigkeit aufwendiger Schreibweisen um zustandsbehaftete Berechnungen in Haskell beschreiben zu können führte uns dazu auf solche weitgehend zu verzichten und somit wesentlich besser wartbaren Quelltext zu verfassen. Die statische Typenprüfung half uns insbesondere bei Refakturierungen sehr viele Programmierfehler schon zur Compilezeit zu entdecken. Wir haben Freude an der Verwendung der Maybe und Either Monaden gefunden und ihre Analogie zu überprüfbaren Ausnahmen in Java kennengelernt. Beim Entwickeln des Quelltextes entsteht durch das vom Compiler erzwungene typenkorrekte Behandeln dieser Ausnahmen zwar ein zusätzlicher Zeitaufwand, welcher jedoch durch den deutlich stabiler laufenden Code mehr als gerechtfertigt ist.
\section{Vergleich mit ähnlichen Systemen}
\label{2}
Wikipedia bietet einen eigenen PDF Export an. Hier wird auf reportlab und Python zurückgegriffen. Nachteilig ist hier die mangelnde Unterstützung von Vektorgraphiken. Insbesondere werden Formeln als Bitmap eingebunden was beim Ausdruck auf Laserdrucken zu schlechter Lesbarkeit führen kann. Bekanntermaßen liefert LaTeX eine besonders detaillierte und präzise Umsetzung typographischer Standards welche weit über reportlab hinaus reichen. In Zusammenarbeit mit einem kommerziellen Anbieter bietet Wikipedia den Kauf von gedruckten Artikeln auf Papier an. Diese werden offenbar ebenfalls mit LaTeX gesetzt. Der Entstehungsprozess dieser Dokumente stellt jedoch offensichtlich ein Betriebsgeheimnis dar, so dass die verwendete Software weder binär noch als Quelltext verfügbar ist. Ebenfalls nicht verfügbar sind die hierbei entstehenden PDF und LaTeX Dokumente. Als alternative bietet sich noch die ebenfalls auf monadischen Parserkombinatoren basierende Software pandoc an. Sie ist entstammt jedoch der Verarbeitung von markdown Texten und verwendet daher einen hieran angelehnten Baum als zentrale Datenstruktur welche für die Wikisprache nicht optimal geeignet ist. Weiterhin beschränkt sich pandoc auf die reine Transpilierung von Quelltexten. Unser Programm stellt im Gegensatz dazu eine Komplettlösung dar welche aus einer URL zu einem Wikipedia Artikel automatisch den LaTeX Baum inklusive fertigem PDF Dokument generiert.
\section{Zusammenfassung}
\label{3}
Ein Programm zu Konvertierung von Artikeln der Wikipedia in das Schriftsatzsystem LaTeX wird vorgestellt. Das vollständig in Haskell implementierte Kommandozeilenprogramm nimmt eine URL auf einen Wikipedia Artikel entgegen und erzeugt ein mit LaTeX gesetztes PDF Dokument. Allgemein funktioniert das Verfahren für alle auf Media-{}Wiki basierenden Systeme. Die technischen Besonderheiten bei der Verarbeitung der Wiki Sprachen werden erläutert. Das System wird mit den heute verfügbaren Alternativen verglichen. Auf Erfahrungen mit den Arbeitsabläufen einer Entwicklung in Haskell wird eingegangen.scrreprt
\end{document}








source/document/headers/templates.tex~

\newcommand{\wbtempcolora}{white}
\newcommand{\wbtempcolorb}{white}
\newcommand{\wbtempcolorc}{white}
\newcommand{\wbtemptexta}{}
\newcommand{\wbtemptextb}{}
\newcommand{\wbtemptextc}{}
\newlength{\wbtemplengtha}
\setlength{\wbtemplengtha}{0pt}
\newlength{\wbtemplengthb}
\setlength{\wbtemplengthb}{0pt}
\newlength{\wbtemplengthc}
\setlength{\wbtemplengthc}{0pt}
\newlength{\wbtemplengthd}
\setlength{\wbtemplengthd}{0pt}
\newlength{\wbtemplengthe}
\setlength{\wbtemplengthe}{0pt}
\newcount\wbtempcounta
\wbtempcounta=0
\newcount\wbtempcountb
\wbtempcountb=0
\newcount\wbtempcountc
\wbtempcountc=0

\newcommand{\CPPAuthorsTemplate}[4]{
\LaTeXZeroBoxTemplate{
The following people are authors to this book:

#3

You can verify who has contributed to this book by examining the history logs at Wikibooks (http://en.wikibooks.org/).

Acknowledgment is given for using some contents from other works like #1, as from the authors #2.

The above authors release their work under the following license:

This work is licensed under the Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported license. In short: you are free to share and to make derivatives of this work under the conditions that you appropriately attribute it, and that you only distribute it under the same, similar or a compatible license. Any of the above conditions can be waived if you get permission from the copyright holder.
Unless otherwise noted, #4 used in this book have their own copyright, may use different licenses than the one used here, and were not created by the above authors. The authors, contributors, and licenses used should be acknowledged separately.}
}


\newcommand{\tlTemplate}[1]{{\{\{{\ttfamily #1}\}\}}}

\newcommand{\matrixdimTemplate}[1]{
\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}
\begin{myshaded}
{\bfseries Matrix Dimensions: }\\
A: $p \times p$ \\
B:  $p \times q$\\
C:  $r \times p$\\
D:  $r \times q$\\
\end{myshaded}
}

\newcommand{\matlabTemplate}[1]{
\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}
\begin{myshaded}
This operation can be performed using this MATLAB command:
{\ttfamily #1}
\end{myshaded}}

\newcommand{\PrintUnitPage}[3]{\pagebreak
\begin{flushleft}
{\bfseries \Large #1}
\end{flushleft}

\begin{longtable}{>{\RaggedRight}p{0.5\linewidth}>{\RaggedRight}p{0.5\linewidth}}
& #2
\end{longtable}}

\newcommand{\LaTeXCodeTipTemplate}[3]{

\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}
\begin{myshaded}
#1 \\
#2 \\
#3
\end{myshaded}
}

\newcommand{\DisassemblySyntax}[1]{

\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}
\begin{myshaded}
This code example uses #1 Syntax
\end{myshaded}}


\newcommand{\LaTeXDeutschTemplate}[1]{ {\bfseries deutsch:} #1 }



\newcommand{\LaTeXNullTemplate}[1]{}
\newcommand{\LatexSymbol}[1]{\LaTeX}

\newcommand{\LaTeXDoubleBoxTemplate}[2]{

\begin{minipage}{\linewidth}\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}\begin{myshaded}{\bfseries #1} \\
#2
\end{myshaded}
\end{minipage}

}


\newcommand{\LaTeXSimpleBoxTemplate}[2]{
{\bfseries #1} \\
#2
}

\newcommand{\SolutionBoxTemplate}[2]{
#2
}


\newcommand{\LaTeXDoubleBoxOpenTemplate}[2]{

\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}\begin{myshaded}{\bfseries #1} \\
#2
\end{myshaded}

}


\newcommand{\LaTeXLatinExcerciseTemplate}[3]{

\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}\begin{myshaded}{\bfseries Excercise: #1} \\
#2 \\
{\bfseries Solution}
#3
\end{myshaded}

}


\newcommand{\LaTeXShadedColorBoxTemplate}[2]{
{\linewidth}#1\begin{myshaded}
#2
\end{myshaded}
}

\newcommand{\PGP}[1]{PGP:#1}


\newcommand{\DETAILS}[1]{For more details on this topic, see #1}

\newcommand{\ADAFile}[1]{\LaTeXZeroBoxTemplate{File: #1}}
\newcommand{\ADASample}[1]{\LaTeXZeroBoxTemplate{This code sample is also available in #1}}


\newcommand{\LaTeXZeroBoxTemplate}[1]{
\begin{minipage}{\linewidth}\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}\begin{myshaded}
#1
\end{myshaded}
\end{minipage}
}

\newcommand{\LaTeXZeroBoxOpenTemplate}[1]{
\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}\begin{myshaded}
#1
\end{myshaded}
}

\newcommand{\PDFLink}[1]{
\textbf{PDF} #1
}

\newcommand{\Lysippos}[1]{Lysippos}


\newcommand{\SonnensystemFakten}[3]{
#1 \\
\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}\begin{myshaded}{\bfseries #2}  \\
#3 \\
\end{myshaded}
}


\newcommand{\VorlageReferenzenEintrag}[3]{
\begin{longtable}{p{0.2\linewidth}p{0.8\linewidth}}

{[\bfseries #1]} & {\itshape #2} #3 \\
\end{longtable}

}

\newcommand{\MBOX}[2]{\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}
\begin{myshaded}
\begin{longtable}{p{0.2\linewidth}p{0.7\linewidth}}
#1 & #2 \\
\end{longtable}
\end{myshaded}}



\newcommand{\LaTeXIdentityTemplate}[1]{#1
}

\newcommand{\AdaRM}[3]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/05rm/html/RM-#1-#2.html}{#1.#2 #3}}

\newcommand{\AdaEightThreeRM}[2]{\myfnhref{http://archive.adaic.com/standards/83lrm/html/lrm-#1.html}{Annex #1: #2}}

\newcommand{\AdaRMThree}[4]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/05rm/html/RM-#1-#2-#3.html}{#1.#2.#3 #4}}

\newcommand{\AdaRMAThree}[4]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/05rm/html/RM-#1-#2-#3.html}{Annex #1.#2.#3 #4}}

\newcommand{\AdaRMATwo}[3]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/05rm/html/RM-#1-#2.html}{Annex #1.#2 #3}}





\newcommand{\AdaNiveFiveRMThree}[4]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/95lrm/ARM_HTML/RM-#1-#2-#3.html}{#1.#2.#3 #4}}


\newcommand{\AdaSGThree}[4]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/docs/95style/html/sec_#1/#1-#2-#3.html}{#1.#2.#3 #4}}

\newcommand{\AdaSGTwo}[3]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/docs/95style/html/sec_#1/#1-#2.html}{#1.#2 #3}}


\newcommand{\AdaSGOne}[2]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/docs/95style/html/sec_#1/}{Chapter #1: #2}}



\newcommand{\AdaRMNineFive}[3]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/95lrm/ARM_HTML/RM-#1-#2.html}{#1.#2 #3}}


\newcommand{\AdaRMCiteFive}[7]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/05rm/html/RM-#1-#2-#3.html}{ISO/IEC 8652:2007. #1.#2.#3 #4 (#5). Ada 2005 Reference Manual. #7 }}


\newcommand{\AdaTwentyZeroFive}[1]{{\itshape This language feature is only available in Ada 2005}}

\newcommand{\ADANFAI}[2]{\myfnhref{http://www.ada-auth.org/cgi-bin/cvsweb.cgi/AIs/AI-00#1.TXT}{AI95-00#1-01 #2}}

\newcommand{\ADARMAONE}[2]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/05rm/html/RM-#1.html}{Annex #1 #2}}

\newcommand{\ADARMONE}[2]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/05rm/html/RM-#1.html}{Section #1: #2}}
\newcommand{\ADANiveFiveRMONE}[2]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/95lrm/ARM_HTML/RM-#1.html}{Section #1: #2}}

\newcommand{\AdaNiveFiveRMAThree}[4]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/95lrm/ARM_HTML/RM-#1-#2-#3.html}{Annex #1.#2-#3 #4}}

\newcommand{\AdaNiveFiveRMATwo}[4]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/95lrm/ARM_HTML/RM-#1-#2.html}{Annex #1.#2 #3}}

\newcommand{\AdaNiveFiveR}[3]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/95rat/rat95html/rat95-p#3-#1.html}{#1 #2}}

\newcommand{\AdaNiveFiveRTwo}[4]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/95rat/rat95html/rat95-p#4-#1.html}{#1.#2 #3}}



\newcommand{\AdaPragma}[1]{\LaTeXTTBF{pragma} }



\newcommand{\TychoBrahe}[1]{Tycho Brahe}

\newcommand{\LaTeXPlainBoxTemplate}[1]{
\begin{minipage}{\linewidth}\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}\begin{myshaded} 
#1
\end{myshaded}
\end{minipage}
}


\newcommand{\Hinweis}[1]{
\begin{TemplateInfo}{{\Huge \textcircled{\LARGE !}}}{Hinweis}
#1
\end{TemplateInfo}}



\newcommand{\LaTexInfoTemplateOne}[1]{
\begin{TemplateInfo}{\Info}{Information}
#1
\end{TemplateInfo}}

\newcommand{\EqnTemplate}[1]{
\begin{flushright}
\textbf{[#1]}
\end{flushright}}

\newcommand{\RefTemplate}[1]{[#1]}


\newcommand{\LaTeXGCCTakeTemplate}[1]{
\LaTeXDoubleBoxTemplate{Take home:}{#1}
}

\newcommand{\LaTeXEditorNote}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Editor's note}{#1}}

\newcommand{\BNPForVersion}[1]{
\LaTeXInfoTemplateOne{Applicable Blender version: #1}
}

\newcommand{\LaTeXInfoTemplateOne}[1]{
\begin{TemplateInfo}{\Info}{Information}
#1
\end{TemplateInfo}
}


\newcommand{\LaTexHelpFulHintTemplate}[1]{
\LaTeXDoubleBoxTemplate{Helpful Hint:}{#1}
}

\newcommand{\MyLaTeXTemplate}[3]{
\LaTeXDoubleBoxTemplate{MyLaTeXTemplate1:}{#1 \\ #2 \\ #3}
}

\newcommand{\TemplatePreformat}[1]{
\par
\begin{scriptsize}
%\setlength{\baselineskip}{0.9\baselineskip}
\ttfamily
#1
\par
\end{scriptsize}
}

\newcommand{\TemplateSpaceIndent}[1]{
\begin{scriptsize}
\begin{framed}
\ttfamily
#1
\end{framed}
\end{scriptsize}
}

\newcommand{\GenericColorBox}[2]
{
\newline
\begin{tabular}[t]{p{0.6cm}p{4cm}}
#1&#2\\  
\end{tabular}
}

\newcommand{\legendNamedColorBox}[2]
{
  \GenericColorBox{
    \parbox[t]{0.5\linewidth}{
      \textsuperscript{
        \fcolorbox{black}{#1}{
          \Huge{\,\,}
        }
      }
    }
  }{
    #2
  } 
}

\newcommand{\legendColorBox}[2]
{
  \GenericColorBox{
    \definecolor{tempColor}{rgb}{#1}
    \parbox[t]{0.5\linewidth}{
      \textsuperscript{
        \fcolorbox{black}{tempColor}{
           \Huge{\,\,}
        }
      }
    }
  }{
    #2
  } 
}



%\newcommand{\ubung} {{\LARGE $\triangleright$}}
\newcommand{\ubung}{\ding{228} \textbf{Aufgabe:}\,}

\newcommand{\TemplateSource}[1]
{
%\begin{TemplateCodeInside}{}{\baselineskip}{\baselineskip}{}{}{true}
\begin{scriptsize}
\begin{myshaded}\ttfamily
#1
\end{myshaded}
\end{scriptsize}
%\end{TemplateCodeInside}
}


\newenvironment{TemplateInfo}[2]
% no more parameters
%****************************************************
% Template Info
% Kasten mit Logo, Titelzeile, Text
% kann für folgende Wiki-Vorlagen benutzt werden:
%          Vorlage:merke, Vorlage:Achtung u.ä.
%
% #1 Logo  (optional) default: \Info
% #2 Titel (optional) default: Information; könnte theoretisch auch leer sein,
%                     das ist aber wegen des Logos nicht sinnvoll
%****************************************************
{
% Definition des Kastens mit Standardwerten
% u.U. ist linewidth=1pt erorderlich
\begin{framed}
% linksbündig ist besser, weil es in der Regel wenige Zeilen sind, die teilweise kurz sind
\begin{flushleft}
% Überschrift größer darstellen
\begin{Large}
% #1 wird als Logo verwendet, Vorgabe ist \Info aus marvosym
%    für andere Logos muss ggf. das Package eingebunden werden
%    das Logo kann auch mit einer Größe verbunden werden, z.B. \LARGE\danger als #1
{#1 } \
% #2 wird als Titelzeile verwendet, Vorgabe ist 'Information'
{\bfseries #2}
\medskip \end{Large} \\
} % Ende der begin-Anweisungen, es folgenden die end-Anweisungen
{ \end{flushleft}\end{framed} }


\newcommand{\TemplateHeaderExercise}[3]
% no more parameters
%****************************************************
% Template Header Exercise
% Rahmen als minisec mit Nummer der Aufgabe und Titel und grauem Hintergrund
% ist gedacht für folgende Wiki-Vorlage:
%          Vorlage:Übung4
% kann genauso für den Aufgaben-Teil folgender Vorlagen verwendet werden:
%          Vorlage:Übung    (wird zz. nur einmal benutzt)
%          Vorlage:Übung2   (wird zz. gar nicht benutzt)
%          Vorlage:Übung3   (wird zz. in 2 Büchern häufig benutzt)
%          C++-Programmierung/ Vorlage:Aufgabe  (wird zz. nur selten benutzt,
%                            ist in LatexRenderer.hs schon erledigt)
%
% #1 Text   (optional) 'Aufgabe' oder 'Übung', kann auch leer sein
% #2 Nummer (Pflicht)  könnte theoretisch auch leer sein, aber dann sieht die Zeile
%                      seltsam aus; oder die if-Abfragen wären unnötig komplex
% #3 Titel  (optional) Inhaltsangabe der Aufgabe, kann auch leer sein
%****************************************************
{
\minisec{\normalfont \fcolorbox{black}{shadecolor}{\large \, #1 #2 \ifx{#3}{}{}\else{-- #3}\fi \,} \medskip }
}
 
\newcommand{\TemplateHeaderSolution}[3]
% no more parameters
%****************************************************
% Template Header Solution
% Rahmen als minisec mit Nummer der Aufgabe und Titel und grauem Hintergrund
%
% ist gedacht für den Lösungen-Teil der Vorlagen und wird genauso
% verwendet wie \TemplateHeaderExercise
%****************************************************
{
\minisec{\normalfont \fcolorbox{black}{shadecolor}{\large \, Lösung zu #1 #2 \ifx{#3}{}{}\else{-- #3}\fi \,} \medskip }
}

\newcommand{\TemplateUbungDrei}[4]
{
\TemplateHeaderExercise{Übung}{#1}{#2}
#3
\TemplateHeaderSolution{Übung}{#1}{#2}
#4
}

\newcommand{\Mywrapfigure}[2]
{
\begin{wrapfigure}{r}{#1\textwidth}
\begin{center}
#2
\end{center}
\end{wrapfigure}
}



\newcommand{\Mymakebox}[2]
{
\begin{minipage}{#1\textwidth}
#2
\end{minipage}
}

\newcommand{\MyBlau}[1]{
\textcolor{darkblue}{#1}
} 
\newcommand{\MyRot}[1]{
\textcolor{red}{#1}
} 
\newcommand{\MyGrun}[1]{
\textcolor{mydarkgreen}{#1}
} 
\newcommand{\MyBg}[2]{
\fcolorbox{#1}{#1}{#2} 
} 

\newcommand{\BNPModule}[1]{
the "#1" module
} 


\newcommand{\LaTeXMerkeZweiTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Merke}{#1}}

\newcommand{\LaTeXDefinitionTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Definition}{#1}}

\newcommand{\LaTeXAnorganischeChemieFuerSchuelerVorlageMerksatzTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Merksatz}{#1}}

\newcommand{\LaTeXTextTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{}{#1}}

\newcommand{\LaTeXExampleTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Example:}{#1}}

\newcommand{\LaTeXexampleTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Example:}{#1}}

\newcommand{\LaTeXPTPBoxTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Points to ponder:}{#1}}

\newcommand{\LaTeXNOTETemplate}[2]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Note:}{#1 #2}}

\newcommand{\LaTeXNotizTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Notiz:}{#1}}

\newcommand{\LaTeXbodynoteTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Note:}{#1}}

\newcommand{\LaTeXecebcite}[1]{\textsuperscript{[#1]}}

\newcommand{\LaTeXAPDIPpreface}[1]{
Roberto R. Romulo \newline
Chairman (2000-2002) \newline
e-ASEAN Task Force \newline
Manila, Philippines \newline
$\text{ }$\newline
Shahid Akhtar \newline
Program Coordinator\newline 
UNDP-APDIP \newline
Kuala Lumpur, Malaysia\newline 
http://www.apdip.net\newline}


\newcommand{\LaTeXcquoteTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Quote:}{#1}}

\newcommand{\LaTeXCquoteTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Quote:}{#1}}

\newcommand{\LaTeXSideNoteTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Note:}{#1}}

\newcommand{\LaTeXsideNoteTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Note:}{#1}}

\newcommand{\LaTeXExercisesTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Exercises:}{#1}}

\newcommand{\LaTeXCppProgrammierungVorlageTippTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Tip}{#1}}

\newcommand{\LaTeXTipTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Tip}{#1}}
\newcommand{\LaTeXUnknownTemplate}[1]{unknown}

\newcommand{\LaTeXCppProgrammierungVorlageHinweisTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Hinweis}{#1}}

\newcommand{\LaTeXCppProgrammierungVorlageSpaeterImBuchTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Thema wird später näher erläutert...}{#1}}

\newcommand{\SGreen}[1]{This page uses material from Dr. Sheldon Green's Hypertext Help with LaTeX.}
\newcommand{\ARoberts}[1]{This page uses material from Andy Roberts' Getting to grips with LaTeX with permission from the author.}

\newcommand{\LaTeXCppProgrammierungVorlageAnderesBuchTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Buchempfehlung}{#1}}

\newcommand{\LaTeXCppProgrammierungVorlageNichtNaeherBeschriebenTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Nicht Thema dieses Buches...}{#1}}

\newcommand{\LaTeXPythonUnterLinuxVorlagenVorlageDetailsTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Details}{#1}}

\newcommand{\LaTeXChapterTemplate}[1]{\chapter{#1}
\myminitoc
}

\newcommand{\Sample}[2]{
\begin{longtable}{|p{\linewidth}|}
\hline
#1 \\ \hline
#2 \\ \hline
\end{longtable}
}

\newcommand{\Syntax}[1]{
\LaTeXDoubleBoxTemplate{Syntax}{#1}}


\newcommand{\LaTeXTT}[1]{{\ttfamily #1}}
\newcommand{\LaTeXBF}[1]{{\bfseries #1}}
\newcommand{\ADAPK}[3]{{#1.#2}}
\newcommand{\LaTeXTTBF}[1]{{\bfseries \ttfamily #1}}
\newcommand{\LaTeXIT}[1]{{\itshape #1}}
\newcommand{\ADACOM}[1]{{\itshape -{}-#1}}

\newcommand{\LaTeXCenter}[1]{
\begin{center}
#1
\end{center}}


\newcommand{\BNPManual}[2]{The Blender Manual page on #1 at \url{http://wiki.blender.org/index.php/Doc:Manual/#1}}
\newcommand{\BNPWeb}[2]{#1 at \url{#2}}

\newcommand{\Noframecenter}[2]{
\begin{tablular}{p{\linewidth}}
#2\\ 
#1 
\end{tabluar}
}


\newcommand{\LaTeXTTUlineTemplate}[1]{{\ttfamily \uline{#1}}
}



\newcommand{\PythonUnterLinuxDenulltails}[1]{
\begin{tabular}{|p{\linewidth}|}\hline
\textbf{Denulltails} \\ \hline
#1 \\ \hline 
\end{tabular}}

\newcommand{\GNURTip}[1]{
\begin{longtable}{|p{\linewidth}|}\hline
\textbf{Tip} \\ \hline
#1 \\ \hline 
\end{longtable}}

\newcommand{\PerlUebung}[1]{
\begin{longtable}{|p{\linewidth}|}\hline
#1 \\ \hline 
\end{longtable}}

\newcommand{\PerlNotiz}[1]{
\begin{table}{|p{\linewidth}|}\hline
#1 \\ \hline 
\end{table}}

\newcommand{\ACFSZusatz}[1]{\textbf{ Zusatzinformation }}
\newcommand{\ACFSVorlageB}[1]{\textbf{ Beobachtung }}
\newcommand{\ACFSVorlageV}[1]{\textbf{ Versuchsbeschreibung }}
\newcommand{\TemplateHeaderSolutionUebung}[2]{\TemplateHeaderSolution{Übung}{#1}{#2}}
\newcommand{\TemplateHeaderExerciseUebung}[2]{\TemplateHeaderExercise{Übung}{#1}{#2}}

\newcommand{\ChemTemplate}[9]{\texttt{     
#1#2#3#4#5#6#7#8#9}}


\newcommand{\WaningTemplate}[1]{     
\begin{TemplateInfo}{\danger}{Warning}
#1
\end{TemplateInfo}}


\newcommand{\WarnungTemplate}[1]{     
\begin{TemplateInfo}{\danger}{Warnung}
#1
\end{TemplateInfo}}


\newcommand{\BlenderAlignedToViewIssue}[1]{     
\begin{TemplateInfo}{\danger}{Blender3d Aligned to view issue}
This tutorial relies on objects being created so that they are aligned to the view that you’re looking through. Versions 2.48 and above have changed the way this works. Visit Aligned (\url{http://en.wikibooks.org/wiki/Blender_3D:_Noob_to_Pro/Aligned_to_view_issue}) to view issue to understand the settings that need to be changed.
\end{TemplateInfo}}


\newcommand{\BlenderVersion}[1]{     
{\itshape Diese Seite bezieht sich auf }{\bfseries \quad Blender Version #1}}

\newcommand{\Literal}[1]{{\itshape #1}}

\newcommand{\JavaIllustration}[3]{
\begin{tablular}
{Figure #1: #2}
\\
#3
\end{ltablular}
}


\newcommand{\Ja}[1]{\Checkmark {\bfseries Ja}}
\newcommand{\Nein}[1]{\XSolidBrush {\bfseries Nein}}

\newcommand{\SVGVersions}[8]{
{\scriptsize
\begin{tabular}{|p{0.45\linewidth}|p{0.13\linewidth}|}\hline
Squiggle (Batik) & #1 \\ \hline
Opera (Presto) & #2 \\ \hline
Firefox (Gecko; auch SeaMonkey, Iceape, Iceweasel etc) & #3 \\ \hline
Konqueror (KSVG) & #4 \\ \hline
Safari (Webkit) & #5 \\ \hline
Chrome (Webkit) & #6 \\ \hline
Microsoft Internet Explorer (Trident) & #7 \\ \hline
librsvg & #8 \\\hline
\end{tabular}}

}


\theoremstyle{plain}
\newtheorem{satz}{Satz}
\newtheorem{beweis}{Beweis}
\newtheorem{beispiel}{Beispiel}

\theoremstyle{definition}
\newtheorem{mydef}{Definition}

\newcommand{\NFSatz}[2]{\begin{satz}#1\end{satz}#2}

\newcommand{\NFDef}[2]{\begin{mydef}#1\end{mydef}#2}

\newcommand{\NFBeweis}[2]{\begin{beweis}#1\end{beweis}#2}

\newcommand{\NFBeispiel}[2]{\begin{beweis}#1\end{beweis}#2}

\newcommand{\NFFrage}[3]{

\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}\begin{myshaded}{\itshape \uline{#1}: #2} \\
#3
\end{myshaded}

}

\newcommand{\NFFrageB}[2]{

\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}\begin{myshaded}{\itshape \uline{Frage}: #1} \\
#2
\end{myshaded}

}


\newcommand{\NFVertiefung}[1]{
{\bfseries Vertiefung:} \\
Der Inhalt des folgenden Abschnitts ist eine Vertiefung des Stoffes. Für die nächsten Kapitel ist es nicht notwendig, dass du dieses Kapitel gelesen hast.

}
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document/headers/babel.tex

\HyphSubstLet{ngerman}{ngerman-x-latest}
\usepackage[ngerman]{babel}
\newcommand{\mychapterbabel}{Kapitel}
\newcommand{\mypagebabel}{auf Seite}
\newcommand{\myfigurebabel}{Abb.}
\newcommand{\mylangbabel}{ngerman}







document/headers/commands.tex

% Syntax Highlightling

%\DefineShortVerb[commandchars=\\\{\}]{\|}
\DefineVerbatimEnvironment{Highlighting}{Verbatim}{commandchars=\\\{\}}
% Add ',fontsize=\small' for more characters per line
\newenvironment{Shaded}{\begin{scriptsize}}{\end{scriptsize}}
\newcommand{\KeywordTok}[1]{\textbf{{#1}}}
\newcommand{\DataTypeTok}[1]{\underline{{#1}}}
\newcommand{\DecValTok}[1]{{#1}}
\newcommand{\BaseNTok}[1]{{#1}}
\newcommand{\FloatTok}[1]{{#1}}
\newcommand{\CharTok}[1]{{#1}}
\newcommand{\StringTok}[1]{{#1}}
\newcommand{\CommentTok}[1]{\textit{{#1}}}
\newcommand{\OtherTok}[1]{{#1}}
\newcommand{\AlertTok}[1]{\textbf{{#1}}}
\newcommand{\FunctionTok}[1]{{#1}}
\newcommand{\RegionMarkerTok}[1]{{#1}}
\newcommand{\ErrorTok}[1]{\textbf{{#1}}}
\newcommand{\NormalTok}[1]{{#1}}
\newcommand{\myfigurewithoutcaption}[1]{{\bfseries \myfigurebabel{ }#1}}
\newcommand{\myfigurewithcaption}[2]{{\bfseries \myfigurebabel{ }#1{\quad}}#2}

% Definition der Fussnoten
% ------------------------
%\KOMAoptions{footnotes=multiple}


\DeclareTextSymbol{\textlongs}{TS1}{115} 

\deffootnote[2.2em]{2.2em}{0em}{\makebox[2.2em][l]{\thefootnotemark}}

\newcommand{\badchar}[1]
{\textbf{?}}


\newcommand{\myplainurl}[1]
{{\ttfamily  \url{#1}}}


\newcommand{\myfnhref}[2]
{{#2} \^{}{\{\ttfamily  \url{#1}\}} }

\newcommand{\mymchref}[2]
{}


\newcommand{\mytabhref}[2]
{{#2}\protect\footnote{\ttfamily \url{#1} }}
%{\textsc{#2}}


\newcommand{\myfnlref}[2]
{{#2} \^{}\{\mychapterbabel \ref{#1} \mypagebabel {$\text{}$} \pageref{#1}\}}

\newlength{\fnwidth}
\setlength{\fnwidth}{\linewidth}
\addtolength{\fnwidth}{-10mm}

\newcommand{\myhref}[2]
{{#2}\protect\footnote{    \begin{minipage}{\fnwidth} \ttfamily \url{#1}  \end{minipage}}} 

\newcommand{\mylref}[2]
{{#2}\protect\footnote{\mychapterbabel {$\text{}$} \ref{#1} \mypagebabel {$\text{}$} \pageref{#1}}}

\newcommand{\myfnsref}[2]
{\text{#2} \^{}\{\text{#1} \}}

\newcommand{\mysref}[2]
{\text{#2}\protect\footnote{#1}}

\newcommand{\TickYes}{\checkmark}


% Kompatibilität, damit myfootnote nichts ins Leere läuft
\newcommand{\myfootnote}[1]
%{\footnote{\quad{}#1}}
{\footnote{#1}}


% Auflistungen
% ------------
% Standardvorschlag für itemize
%\newenvironment{myitemize}{\begin{itemize}}{\end{itemize}}
%\newenvironment{myenumerate}{\begin{enumerate}}{\end{enumerate}}
\newenvironment{myquote}{\begin{itemize}[{}]}{\end{itemize}}
\newenvironment{myblockquote}{\begin{itemize}[{\quad}]}{\end{itemize}}

\newenvironment{mydescription}{

\begin{inparablank}}{\end{inparablank}} 
% Alternativen ohne Einrückung
\newenvironment{myitemize}{\begin{compactitem}[\textbullet]}{\end{compactitem}}
\newenvironment{myenumerate}{\begin{compactenum}}{\end{compactenum}}

% einige weitere Festlegungen
% ---------------------------
% \breakslash is used for URLs to allow linebreaking
\newcommand{\mybreakslash}{\discretionary{/}{}{/}}

\newlength{\mylength}
\newlength{\myhight}
\newlength{\myshadingheight}
\newcommand{\myoverline}[1]
{\settowidth{\mylength}{#1} \settoheight{\myhight}{#1}
\makebox[-3pt][l]{#1}
\rule[\myhight+1pt]{\mylength}{0.15mm}}

% Teile von Büchern
\newcommand{\mypart}[1]
%{\part{#1}}
{\addtocontents{toc}{\protect\vspace{7.5mm} \textbf{\Large {#1}}}}

% minitoc vorbereiten, aber standardmäßig unterdrücken
\newcommand{\myminitoc}{}

% Haupttitel
% ----------
%\newcommand{\mymaintitle}[1]
%{\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}\begin{shaded}
%\begin{center}
%\Huge \bfseries 
%#1 
%\end{center}
%\end{shaded}}

%\newcommand{\mysubtitle}[1]
%{\begin{center}
%\LARGE \bfseries 
%#1
%\end{center}}

\newcommand{\mysubtitle}[1]{\subtitle{#1}}
\newcommand{\mymaintitle}[1]{\title{#1}}
\newcommand{\myauthor}[1]{\author{#1}}


% this is for getting rid of a lintian complaint about
% the German translation of the English word resolution which
% I can not represent here literally according to lintian
\newcommand{\resdhunlongstring}[0]{Res}
\newcommand{\sourcedhunlongstring}[0]{source}
\newcommand{\redshunlongstringsource}[0]{\resdhunlongstring\sourcedhunlongstring}


% Metadaten
% ---------
\newcommand{\fetchurlcaption}[0]
{\mysref{In den Metadaten erläutert unter: {\itshape Adresse der elektronischen \redshunlongstringsource zur Abholung (O)}.}{URL zur Abholung}}

\newcommand{\bookcaption}[0]
{\mysref{In den Metadaten erläutert unter: {\itshape Adresse der elektronischen \redshunlongstringsource (O)}.}{Buch (Hauptseite)}}

\newcommand{\functionalgroupcaption}[0]
{\mysref{In den Metadaten erläutert unter: {\itshape Angaben zum Inhalt: DDC-Sachgruppe der Deutschen Nationalbibliografie oder Warengruppen-Systematik des Deutschen Buchhandels (O)}.}{Sachgruppe(n)} }

\newcommand{\futhertopicscaption}[0]
{\mysref{In den Metadaten erläutert unter: {\itshape Angaben zum Inhalt: weitere Klassifikationen / Thesauri (F)}.}{Weitere Themen}}

\newcommand{\mainauthorscaption}[0]
{Hauptautor(en)}

\newcommand{\projecttexniciancaption}[0]
{Betreuer}

\newcommand{\organizationscaptions}[0]
{\mysref{In den Metadaten erläutert unter: {\itshape Beteiligte Organisationen (F)}.}{Organisation(en)}}

\newcommand{\datecaption}[0]
{Erscheinungsdatum}

\newcommand{\issuecaption}[0]
{Ausgabebezeichnung}

\newcommand{\standardcodecaption}[0]
{Standardnummer }

\newcommand{\maintitlecaption}[0]
{Haupttitel}

\newcommand{\publishercaption}[0]
{\mysref{In den Metadaten erläutert unter: {\itshape Verlag / Verlegende Stelle (O)}.}{Verlegende Stelle} }

\newcommand{\publishercitycaption}[0]
{Verlagsort}

\newcommand{\shelfcaption}[0]
{Wikibooks-Regal}

\newcommand{\sizecaption}[0]
{Umfang}


\newcommand{\Alpha}{\mathrm{A}}
\newcommand{\Beta}{\mathrm{B}}
\newcommand{\Epsilon}{\mathrm{E}}
\newcommand{\Zeta}{\mathrm{Z}}
\newcommand{\Eta}{\mathrm{H}}
\newcommand{\Iota}{\mathrm{I}}
\newcommand{\Kappa}{\mathrm{K}}
\newcommand{\Mu}{\mathrm{M}}
\newcommand{\Nu}{\mathrm{N}}
\newcommand{\Rho}{\mathrm{P}}
\newcommand{\Tau}{\mathrm{T}}
\newcommand{\Chi}{\mathrm{X}}













document/headers/defaultcolors.tex

\definecolor{AliceBlue}{rgb}{0.941176470588,0.972549019608,1.0}
\definecolor{aliceblue}{rgb}{0.941176470588,0.972549019608,1.0}
\definecolor{AntiqueWhite}{rgb}{0.980392156863,0.921568627451,0.843137254902}
\definecolor{antiquewhite}{rgb}{0.980392156863,0.921568627451,0.843137254902}
\definecolor{Aqua}{rgb}{0.0,1.0,1.0}
\definecolor{aqua}{rgb}{0.0,1.0,1.0}
\definecolor{Aquamarine}{rgb}{0.498039215686,1.0,0.83137254902}
\definecolor{aquamarine}{rgb}{0.498039215686,1.0,0.83137254902}
\definecolor{Azure}{rgb}{0.941176470588,1.0,1.0}
\definecolor{azure}{rgb}{0.941176470588,1.0,1.0}
\definecolor{Beige}{rgb}{0.960784313725,0.960784313725,0.862745098039}
\definecolor{beige}{rgb}{0.960784313725,0.960784313725,0.862745098039}
\definecolor{Bisque}{rgb}{1.0,0.894117647059,0.76862745098}
\definecolor{bisque}{rgb}{1.0,0.894117647059,0.76862745098}
\definecolor{Black}{rgb}{0.0,0.0,0.0}
\definecolor{black}{rgb}{0.0,0.0,0.0}
\definecolor{BlanchedAlmond}{rgb}{1.0,0.921568627451,0.803921568627}
\definecolor{blanchedalmond}{rgb}{1.0,0.921568627451,0.803921568627}
\definecolor{Blue}{rgb}{0.0,0.0,1.0}
%\definecolor{blue}{rgb}{0.0,0.0,1.0}
\definecolor{BlueViolet}{rgb}{0.541176470588,0.16862745098,0.886274509804}
\definecolor{blueviolet}{rgb}{0.541176470588,0.16862745098,0.886274509804}
\definecolor{Brown}{rgb}{0.647058823529,0.164705882353,0.164705882353}
\definecolor{brown}{rgb}{0.647058823529,0.164705882353,0.164705882353}
\definecolor{BurlyWood}{rgb}{0.870588235294,0.721568627451,0.529411764706}
\definecolor{burlywood}{rgb}{0.870588235294,0.721568627451,0.529411764706}
\definecolor{CadetBlue}{rgb}{0.372549019608,0.619607843137,0.627450980392}
\definecolor{cadetblue}{rgb}{0.372549019608,0.619607843137,0.627450980392}
\definecolor{Chartreuse}{rgb}{0.498039215686,1.0,0.0}
\definecolor{chartreuse}{rgb}{0.498039215686,1.0,0.0}
\definecolor{Chocolate}{rgb}{0.823529411765,0.411764705882,0.117647058824}
\definecolor{chocolate}{rgb}{0.823529411765,0.411764705882,0.117647058824}
\definecolor{Coral}{rgb}{1.0,0.498039215686,0.313725490196}
\definecolor{coral}{rgb}{1.0,0.498039215686,0.313725490196}
\definecolor{CornflowerBlue}{rgb}{0.392156862745,0.58431372549,0.929411764706}
\definecolor{cornflowerblue}{rgb}{0.392156862745,0.58431372549,0.929411764706}
\definecolor{Cornsilk}{rgb}{1.0,0.972549019608,0.862745098039}
\definecolor{cornsilk}{rgb}{1.0,0.972549019608,0.862745098039}
\definecolor{Crimson}{rgb}{0.862745098039,0.078431372549,0.235294117647}
\definecolor{crimson}{rgb}{0.862745098039,0.078431372549,0.235294117647}
\definecolor{Cyan}{rgb}{0.0,1.0,1.0}
%\definecolor{cyan}{rgb}{0.0,1.0,1.0}
\definecolor{DarkBlue}{rgb}{0.0,0.0,0.545098039216}
\definecolor{darkblue}{rgb}{0.0,0.0,0.545098039216}
\definecolor{DarkCyan}{rgb}{0.0,0.545098039216,0.545098039216}
\definecolor{darkcyan}{rgb}{0.0,0.545098039216,0.545098039216}
\definecolor{DarkGoldenRod}{rgb}{0.721568627451,0.525490196078,0.043137254902}
\definecolor{darkgoldenrod}{rgb}{0.721568627451,0.525490196078,0.043137254902}
\definecolor{DarkGray}{rgb}{0.662745098039,0.662745098039,0.662745098039}
\definecolor{darkgray}{rgb}{0.662745098039,0.662745098039,0.662745098039}
\definecolor{DarkGreen}{rgb}{0.0,0.392156862745,0.0}
\definecolor{darkgreen}{rgb}{0.0,0.392156862745,0.0}
\definecolor{DarkKhaki}{rgb}{0.741176470588,0.717647058824,0.419607843137}
\definecolor{darkkhaki}{rgb}{0.741176470588,0.717647058824,0.419607843137}
\definecolor{DarkMagenta}{rgb}{0.545098039216,0.0,0.545098039216}
\definecolor{darkmagenta}{rgb}{0.545098039216,0.0,0.545098039216}
\definecolor{DarkOliveGreen}{rgb}{0.333333333333,0.419607843137,0.18431372549}
\definecolor{darkolivegreen}{rgb}{0.333333333333,0.419607843137,0.18431372549}
\definecolor{Darkorange}{rgb}{1.0,0.549019607843,0.0}
\definecolor{darkorange}{rgb}{1.0,0.549019607843,0.0}
\definecolor{DarkOrchid}{rgb}{0.6,0.196078431373,0.8}
\definecolor{darkorchid}{rgb}{0.6,0.196078431373,0.8}
\definecolor{DarkRed}{rgb}{0.545098039216,0.0,0.0}
\definecolor{darkred}{rgb}{0.545098039216,0.0,0.0}
\definecolor{DarkSalmon}{rgb}{0.913725490196,0.588235294118,0.478431372549}
\definecolor{darksalmon}{rgb}{0.913725490196,0.588235294118,0.478431372549}
\definecolor{DarkSeaGreen}{rgb}{0.560784313725,0.737254901961,0.560784313725}
\definecolor{darkseagreen}{rgb}{0.560784313725,0.737254901961,0.560784313725}
\definecolor{DarkSlateBlue}{rgb}{0.282352941176,0.239215686275,0.545098039216}
\definecolor{darkslateblue}{rgb}{0.282352941176,0.239215686275,0.545098039216}
\definecolor{DarkSlateGray}{rgb}{0.18431372549,0.309803921569,0.309803921569}
\definecolor{darkslategray}{rgb}{0.18431372549,0.309803921569,0.309803921569}
\definecolor{DarkTurquoise}{rgb}{0.0,0.807843137255,0.819607843137}
\definecolor{darkturquoise}{rgb}{0.0,0.807843137255,0.819607843137}
\definecolor{DarkViolet}{rgb}{0.580392156863,0.0,0.827450980392}
\definecolor{darkviolet}{rgb}{0.580392156863,0.0,0.827450980392}
\definecolor{DeepPink}{rgb}{1.0,0.078431372549,0.576470588235}
\definecolor{deeppink}{rgb}{1.0,0.078431372549,0.576470588235}
\definecolor{DeepSkyBlue}{rgb}{0.0,0.749019607843,1.0}
\definecolor{deepskyblue}{rgb}{0.0,0.749019607843,1.0}
\definecolor{DimGray}{rgb}{0.411764705882,0.411764705882,0.411764705882}
\definecolor{dimgray}{rgb}{0.411764705882,0.411764705882,0.411764705882}
\definecolor{DodgerBlue}{rgb}{0.117647058824,0.564705882353,1.0}
\definecolor{dodgerblue}{rgb}{0.117647058824,0.564705882353,1.0}
\definecolor{FireBrick}{rgb}{0.698039215686,0.133333333333,0.133333333333}
\definecolor{firebrick}{rgb}{0.698039215686,0.133333333333,0.133333333333}
\definecolor{FloralWhite}{rgb}{1.0,0.980392156863,0.941176470588}
\definecolor{floralwhite}{rgb}{1.0,0.980392156863,0.941176470588}
\definecolor{ForestGreen}{rgb}{0.133333333333,0.545098039216,0.133333333333}
\definecolor{forestgreen}{rgb}{0.133333333333,0.545098039216,0.133333333333}
\definecolor{Fuchsia}{rgb}{1.0,0.0,1.0}
\definecolor{fuchsia}{rgb}{1.0,0.0,1.0}
\definecolor{Gainsboro}{rgb}{0.862745098039,0.862745098039,0.862745098039}
\definecolor{gainsboro}{rgb}{0.862745098039,0.862745098039,0.862745098039}
\definecolor{GhostWhite}{rgb}{0.972549019608,0.972549019608,1.0}
\definecolor{ghostwhite}{rgb}{0.972549019608,0.972549019608,1.0}
\definecolor{Gold}{rgb}{1.0,0.843137254902,0.0}
\definecolor{gold}{rgb}{1.0,0.843137254902,0.0}
\definecolor{GoldenRod}{rgb}{0.854901960784,0.647058823529,0.125490196078}
\definecolor{goldenrod}{rgb}{0.854901960784,0.647058823529,0.125490196078}
\definecolor{Gray}{rgb}{0.501960784314,0.501960784314,0.501960784314}
\definecolor{gray}{rgb}{0.501960784314,0.501960784314,0.501960784314}
\definecolor{Green}{rgb}{0.0,0.501960784314,0.0}
%\definecolor{green}{rgb}{0.0,0.501960784314,0.0}
\definecolor{GreenYellow}{rgb}{0.678431372549,1.0,0.18431372549}
\definecolor{greenyellow}{rgb}{0.678431372549,1.0,0.18431372549}
\definecolor{HoneyDew}{rgb}{0.941176470588,1.0,0.941176470588}
\definecolor{honeydew}{rgb}{0.941176470588,1.0,0.941176470588}
\definecolor{HotPink}{rgb}{1.0,0.411764705882,0.705882352941}
\definecolor{hotpink}{rgb}{1.0,0.411764705882,0.705882352941}
\definecolor{IndianRed}{rgb}{0.803921568627,0.360784313725,0.360784313725}
\definecolor{indianred}{rgb}{0.803921568627,0.360784313725,0.360784313725}
\definecolor{Indigo}{rgb}{0.294117647059,0.0,0.509803921569}
\definecolor{indigo}{rgb}{0.294117647059,0.0,0.509803921569}
\definecolor{Ivory}{rgb}{1.0,1.0,0.941176470588}
\definecolor{ivory}{rgb}{1.0,1.0,0.941176470588}
\definecolor{Khaki}{rgb}{0.941176470588,0.901960784314,0.549019607843}
\definecolor{khaki}{rgb}{0.941176470588,0.901960784314,0.549019607843}
\definecolor{Lavender}{rgb}{0.901960784314,0.901960784314,0.980392156863}
\definecolor{lavender}{rgb}{0.901960784314,0.901960784314,0.980392156863}
\definecolor{LavenderBlush}{rgb}{1.0,0.941176470588,0.960784313725}
\definecolor{lavenderblush}{rgb}{1.0,0.941176470588,0.960784313725}
\definecolor{LawnGreen}{rgb}{0.486274509804,0.988235294118,0.0}
\definecolor{lawngreen}{rgb}{0.486274509804,0.988235294118,0.0}
\definecolor{LemonChiffon}{rgb}{1.0,0.980392156863,0.803921568627}
\definecolor{lemonchiffon}{rgb}{1.0,0.980392156863,0.803921568627}
\definecolor{LightBlue}{rgb}{0.678431372549,0.847058823529,0.901960784314}
\definecolor{lightblue}{rgb}{0.678431372549,0.847058823529,0.901960784314}
\definecolor{LightCoral}{rgb}{0.941176470588,0.501960784314,0.501960784314}
\definecolor{lightcoral}{rgb}{0.941176470588,0.501960784314,0.501960784314}
\definecolor{LightCyan}{rgb}{0.878431372549,1.0,1.0}
\definecolor{lightcyan}{rgb}{0.878431372549,1.0,1.0}
\definecolor{LightGoldenRodYellow}{rgb}{0.980392156863,0.980392156863,0.823529411765}
\definecolor{lightgoldenrodyellow}{rgb}{0.980392156863,0.980392156863,0.823529411765}
\definecolor{LightGrey}{rgb}{0.827450980392,0.827450980392,0.827450980392}
\definecolor{lightgrey}{rgb}{0.827450980392,0.827450980392,0.827450980392}
\definecolor{LightGreen}{rgb}{0.564705882353,0.933333333333,0.564705882353}
\definecolor{lightgreen}{rgb}{0.564705882353,0.933333333333,0.564705882353}
\definecolor{LightPink}{rgb}{1.0,0.713725490196,0.756862745098}
\definecolor{lightpink}{rgb}{1.0,0.713725490196,0.756862745098}
\definecolor{LightSalmon}{rgb}{1.0,0.627450980392,0.478431372549}
\definecolor{lightsalmon}{rgb}{1.0,0.627450980392,0.478431372549}
\definecolor{LightSeaGreen}{rgb}{0.125490196078,0.698039215686,0.666666666667}
\definecolor{lightseagreen}{rgb}{0.125490196078,0.698039215686,0.666666666667}
\definecolor{LightSkyBlue}{rgb}{0.529411764706,0.807843137255,0.980392156863}
\definecolor{lightskyblue}{rgb}{0.529411764706,0.807843137255,0.980392156863}
\definecolor{LightSlateGray}{rgb}{0.466666666667,0.533333333333,0.6}
\definecolor{lightslategray}{rgb}{0.466666666667,0.533333333333,0.6}
\definecolor{LightSteelBlue}{rgb}{0.690196078431,0.76862745098,0.870588235294}
\definecolor{lightsteelblue}{rgb}{0.690196078431,0.76862745098,0.870588235294}
\definecolor{LightYellow}{rgb}{1.0,1.0,0.878431372549}
\definecolor{lightyellow}{rgb}{1.0,1.0,0.878431372549}
\definecolor{Lime}{rgb}{0.0,1.0,0.0}
\definecolor{lime}{rgb}{0.0,1.0,0.0}
\definecolor{LimeGreen}{rgb}{0.196078431373,0.803921568627,0.196078431373}
\definecolor{limegreen}{rgb}{0.196078431373,0.803921568627,0.196078431373}
\definecolor{Linen}{rgb}{0.980392156863,0.941176470588,0.901960784314}
\definecolor{linen}{rgb}{0.980392156863,0.941176470588,0.901960784314}
\definecolor{Magenta}{rgb}{1.0,0.0,1.0}
%\definecolor{magenta}{rgb}{1.0,0.0,1.0}
\definecolor{Maroon}{rgb}{0.501960784314,0.0,0.0}
\definecolor{maroon}{rgb}{0.501960784314,0.0,0.0}
\definecolor{MediumAquaMarine}{rgb}{0.4,0.803921568627,0.666666666667}
\definecolor{mediumaquamarine}{rgb}{0.4,0.803921568627,0.666666666667}
\definecolor{MediumBlue}{rgb}{0.0,0.0,0.803921568627}
\definecolor{mediumblue}{rgb}{0.0,0.0,0.803921568627}
\definecolor{MediumOrchid}{rgb}{0.729411764706,0.333333333333,0.827450980392}
\definecolor{mediumorchid}{rgb}{0.729411764706,0.333333333333,0.827450980392}
\definecolor{MediumPurple}{rgb}{0.576470588235,0.439215686275,0.847058823529}
\definecolor{mediumpurple}{rgb}{0.576470588235,0.439215686275,0.847058823529}
\definecolor{MediumSeaGreen}{rgb}{0.235294117647,0.701960784314,0.443137254902}
\definecolor{mediumseagreen}{rgb}{0.235294117647,0.701960784314,0.443137254902}
\definecolor{MediumSlateBlue}{rgb}{0.482352941176,0.407843137255,0.933333333333}
\definecolor{mediumslateblue}{rgb}{0.482352941176,0.407843137255,0.933333333333}
\definecolor{MediumSpringGreen}{rgb}{0.0,0.980392156863,0.603921568627}
\definecolor{mediumspringgreen}{rgb}{0.0,0.980392156863,0.603921568627}
\definecolor{MediumTurquoise}{rgb}{0.282352941176,0.819607843137,0.8}
\definecolor{mediumturquoise}{rgb}{0.282352941176,0.819607843137,0.8}
\definecolor{MediumVioletRed}{rgb}{0.780392156863,0.0823529411765,0.521568627451}
\definecolor{mediumvioletred}{rgb}{0.780392156863,0.0823529411765,0.521568627451}
\definecolor{MidnightBlue}{rgb}{0.0980392156863,0.0980392156863,0.439215686275}
\definecolor{midnightblue}{rgb}{0.0980392156863,0.0980392156863,0.439215686275}
\definecolor{MintCream}{rgb}{0.960784313725,1.0,0.980392156863}
\definecolor{mintcream}{rgb}{0.960784313725,1.0,0.980392156863}
\definecolor{MistyRose}{rgb}{1.0,0.894117647059,0.882352941176}
\definecolor{mistyrose}{rgb}{1.0,0.894117647059,0.882352941176}
\definecolor{Moccasin}{rgb}{1.0,0.894117647059,0.709803921569}
\definecolor{moccasin}{rgb}{1.0,0.894117647059,0.709803921569}
\definecolor{NavajoWhite}{rgb}{1.0,0.870588235294,0.678431372549}
\definecolor{navajowhite}{rgb}{1.0,0.870588235294,0.678431372549}
\definecolor{Navy}{rgb}{0.0,0.0,0.501960784314}
\definecolor{navy}{rgb}{0.0,0.0,0.501960784314}
\definecolor{OldLace}{rgb}{0.992156862745,0.960784313725,0.901960784314}
\definecolor{oldlace}{rgb}{0.992156862745,0.960784313725,0.901960784314}
\definecolor{Olive}{rgb}{0.501960784314,0.501960784314,0.0}
\definecolor{olive}{rgb}{0.501960784314,0.501960784314,0.0}
\definecolor{OliveDrab}{rgb}{0.419607843137,0.556862745098,0.137254901961}
\definecolor{olivedrab}{rgb}{0.419607843137,0.556862745098,0.137254901961}
\definecolor{Orange}{rgb}{1.0,0.647058823529,0.0}
\definecolor{orange}{rgb}{1.0,0.647058823529,0.0}
\definecolor{OrangeRed}{rgb}{1.0,0.270588235294,0.0}
\definecolor{orangered}{rgb}{1.0,0.270588235294,0.0}
\definecolor{Orchid}{rgb}{0.854901960784,0.439215686275,0.839215686275}
\definecolor{orchid}{rgb}{0.854901960784,0.439215686275,0.839215686275}
\definecolor{PaleGoldenRod}{rgb}{0.933333333333,0.909803921569,0.666666666667}
\definecolor{palegoldenrod}{rgb}{0.933333333333,0.909803921569,0.666666666667}
\definecolor{PaleGreen}{rgb}{0.596078431373,0.98431372549,0.596078431373}
\definecolor{palegreen}{rgb}{0.596078431373,0.98431372549,0.596078431373}
\definecolor{PaleTurquoise}{rgb}{0.686274509804,0.933333333333,0.933333333333}
\definecolor{paleturquoise}{rgb}{0.686274509804,0.933333333333,0.933333333333}
\definecolor{PaleVioletRed}{rgb}{0.847058823529,0.439215686275,0.576470588235}
\definecolor{palevioletred}{rgb}{0.847058823529,0.439215686275,0.576470588235}
\definecolor{PapayaWhip}{rgb}{1.0,0.937254901961,0.835294117647}
\definecolor{papayawhip}{rgb}{1.0,0.937254901961,0.835294117647}
\definecolor{PeachPuff}{rgb}{1.0,0.854901960784,0.725490196078}
\definecolor{peachpuff}{rgb}{1.0,0.854901960784,0.725490196078}
\definecolor{Peru}{rgb}{0.803921568627,0.521568627451,0.247058823529}
\definecolor{peru}{rgb}{0.803921568627,0.521568627451,0.247058823529}
\definecolor{Pink}{rgb}{1.0,0.752941176471,0.796078431373}
\definecolor{pink}{rgb}{1.0,0.752941176471,0.796078431373}
\definecolor{Plum}{rgb}{0.866666666667,0.627450980392,0.866666666667}
\definecolor{plum}{rgb}{0.866666666667,0.627450980392,0.866666666667}
\definecolor{PowderBlue}{rgb}{0.690196078431,0.878431372549,0.901960784314}
\definecolor{powderblue}{rgb}{0.690196078431,0.878431372549,0.901960784314}
\definecolor{Purple}{rgb}{0.501960784314,0.0,0.501960784314}
\definecolor{purple}{rgb}{0.501960784314,0.0,0.501960784314}
\definecolor{Red}{rgb}{1.0,0.0,0.0}
%\definecolor{red}{rgb}{1.0,0.0,0.0}
\definecolor{RosyBrown}{rgb}{0.737254901961,0.560784313725,0.560784313725}
\definecolor{rosybrown}{rgb}{0.737254901961,0.560784313725,0.560784313725}
\definecolor{RoyalBlue}{rgb}{0.254901960784,0.411764705882,0.882352941176}
\definecolor{royalblue}{rgb}{0.254901960784,0.411764705882,0.882352941176}
\definecolor{SaddleBrown}{rgb}{0.545098039216,0.270588235294,0.0745098039216}
\definecolor{saddlebrown}{rgb}{0.545098039216,0.270588235294,0.0745098039216}
\definecolor{Salmon}{rgb}{0.980392156863,0.501960784314,0.447058823529}
\definecolor{salmon}{rgb}{0.980392156863,0.501960784314,0.447058823529}
\definecolor{SandyBrown}{rgb}{0.956862745098,0.643137254902,0.376470588235}
\definecolor{sandybrown}{rgb}{0.956862745098,0.643137254902,0.376470588235}
\definecolor{SeaGreen}{rgb}{0.180392156863,0.545098039216,0.341176470588}
\definecolor{seagreen}{rgb}{0.180392156863,0.545098039216,0.341176470588}
\definecolor{SeaShell}{rgb}{1.0,0.960784313725,0.933333333333}
\definecolor{seashell}{rgb}{1.0,0.960784313725,0.933333333333}
\definecolor{Sienna}{rgb}{0.627450980392,0.321568627451,0.176470588235}
\definecolor{sienna}{rgb}{0.627450980392,0.321568627451,0.176470588235}
\definecolor{Silver}{rgb}{0.752941176471,0.752941176471,0.752941176471}
\definecolor{silver}{rgb}{0.752941176471,0.752941176471,0.752941176471}
\definecolor{SkyBlue}{rgb}{0.529411764706,0.807843137255,0.921568627451}
\definecolor{skyblue}{rgb}{0.529411764706,0.807843137255,0.921568627451}
\definecolor{SlateBlue}{rgb}{0.41568627451,0.352941176471,0.803921568627}
\definecolor{slateblue}{rgb}{0.41568627451,0.352941176471,0.803921568627}
\definecolor{SlateGray}{rgb}{0.439215686275,0.501960784314,0.564705882353}
\definecolor{slategray}{rgb}{0.439215686275,0.501960784314,0.564705882353}
\definecolor{Snow}{rgb}{1.0,0.980392156863,0.980392156863}
\definecolor{snow}{rgb}{1.0,0.980392156863,0.980392156863}
\definecolor{SpringGreen}{rgb}{0.0,1.0,0.498039215686}
\definecolor{springgreen}{rgb}{0.0,1.0,0.498039215686}
\definecolor{SteelBlue}{rgb}{0.274509803922,0.509803921569,0.705882352941}
\definecolor{steelblue}{rgb}{0.274509803922,0.509803921569,0.705882352941}
\definecolor{Tan}{rgb}{0.823529411765,0.705882352941,0.549019607843}
\definecolor{tan}{rgb}{0.823529411765,0.705882352941,0.549019607843}
\definecolor{Teal}{rgb}{0.0,0.501960784314,0.501960784314}
\definecolor{teal}{rgb}{0.0,0.501960784314,0.501960784314}
\definecolor{Thistle}{rgb}{0.847058823529,0.749019607843,0.847058823529}
\definecolor{thistle}{rgb}{0.847058823529,0.749019607843,0.847058823529}
\definecolor{Tomato}{rgb}{1.0,0.388235294118,0.278431372549}
\definecolor{tomato}{rgb}{1.0,0.388235294118,0.278431372549}
\definecolor{Turquoise}{rgb}{0.250980392157,0.878431372549,0.81568627451}
\definecolor{turquoise}{rgb}{0.250980392157,0.878431372549,0.81568627451}
\definecolor{Violet}{rgb}{0.933333333333,0.509803921569,0.933333333333}
\definecolor{violet}{rgb}{0.933333333333,0.509803921569,0.933333333333}
\definecolor{Wheat}{rgb}{0.960784313725,0.870588235294,0.701960784314}
\definecolor{wheat}{rgb}{0.960784313725,0.870588235294,0.701960784314}
\definecolor{White}{rgb}{1.0,1.0,1.0}
%\definecolor{white}{rgb}{1.0,1.0,1.0}
\definecolor{WhiteSmoke}{rgb}{0.960784313725,0.960784313725,0.960784313725}
\definecolor{whitesmoke}{rgb}{0.960784313725,0.960784313725,0.960784313725}
\definecolor{Yellow}{rgb}{1.0,1.0,0.0}
%\definecolor{yellow}{rgb}{1.0,1.0,0.0}
\definecolor{YellowGreen}{rgb}{0.603921568627,0.803921568627,0.196078431373}
\definecolor{yellowgreen}{rgb}{0.603921568627,0.803921568627,0.196078431373}

\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}
\definecolor{mydarkgreen}{rgb}{0.0,0.5625,0.0} 
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\chapter{Dynamische Systeme}

\myminitoc
\label{0}

\label{1}
\section{Methoden der Systemtheorie}
\label{2}
Schwerpunkt der Systemtheorie ist die Behandlung der verschiedenen dynamischen Systeme, deren Signale, die verschiedenen mathematischen Beschreibungen als Systemmodelle und die Systemberechnung. Folgende detaillierte Aufgabenbereiche und Systemdefinitionen sind damit verbunden:

\begin{myitemize}
\item{}   Definition dynamischer Systeme als Modell,
\item{}   Definition von Ein-{} und Mehrgrößensystemen,
\item{}   Identifikation der Systemstruktur,
\item{}   Verhalten linearer und nichtlinearer Systeme, 
\item{}   Zeitverhalten: Systeme mit Zeitinvarianz und Zeitvarianz,
\item{}   Arten der mathematischen Beschreibung des Systemverhaltens:
\begin{myitemize}
\item{} Gewöhnliche Differenzialgleichung im Zeitbereich f(t)
\item{} Übertragungsfunktion im komplexen Frequenzbereich F(s)
\item{} Systemdarstellung im Zustandsraum f(t)
\item{} Zeitdiskrete Systembeschreibung und Systemberechnung f(k*Δt)
\end{myitemize}

\item{}   Modellbildung eines Systems, 
\item{}   Definition geeigneter Testsignale, 
\item{}   Allgemeine Definition der Systemstabilität
\end{myitemize}



Zum wirklichen Verständnis des Zeitverhaltens der dynamischen Systeme sind die Kenntnisse der gängigen mathematischen Berechnungsmethoden erforderlich. Dazu gehören die Kenntnisse der Entstehung und Lösung der gewöhnlichen Differenzialgleichung, die Anwendung der Laplace-{}Transformation, die Systembeschreibung mit der Übertragungsfunktion, für fachlich Fortgeschrittene die Systembehandlung im Zustandsraum und nicht zuletzt die numerische Berechnung dynamischer Systeme mit der diskreten Zeit Δt. 

Totzeitbehaftete und nichtlineare dynamische Systeme und deren zugehörige Signale lassen sich zu einem vernünftigen Aufwand nur numerisch berechnen, alle anderen genannten mathematischen Beschreibungen sind nur bedingt brauchbar. Ist einer Übertragungsfunktion G(s) die transzendente Funktion des Totzeitgliedes {$ e^{-s\cdot T_t}$} multiplikativ angehängt, dann kann das Gesamtsystem nicht mehr algebraisch behandelt werden. {$\text{[}$}transzendent (Mathematik): über das algebraische hinausgehend{$\text{]}$}.

Dieses vorliegende Kapitel \symbol{34}Dynamische Systeme\symbol{34} zeigt mit seinen Unterkapiteln vereinfacht den Einstieg in die mathematischen Beschreibungen, um den vorgezogenen Begriff \symbol{34}Dynamisches System\symbol{34} verstehen zu können. 
\section{Definition dynamisches System}
\label{3}
Ein dynamisches System ist eine abgegrenzte zeitabhängige Funktionseinheit, die durch ihre Signaleingänge und Signalausgänge in einer Wechselwirkung mit der Umwelt steht. Das System kann beispielsweise ein mechanisches Gebilde, ein elektrisches Netzwerk aber auch ein biologischer Vorgang oder ein Bestandteil der Volkswirtschaft sein. Es hat mindestens einen Signaleingang und einen Signalausgang. 

Dynamische Systeme werden mit Hilfe mathematischer Werkzeuge als Modelle eines realen Übertragungssystems beschrieben. Damit lässt sich für gegebene Eingangssignale der Verlauf der Ausgangssignale von einem bestimmten Zeitpunkt {\large t = 0 = t\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(0)} }an für {\large t >{} t\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(0)}} bestimmen. Ebenso eignen sich die Modelle zur Systemanalyse. 

Systeme lassen sich in nichttechnische, natürliche oder künstliche -{} von Menschenhand geschaffene Einrichtungen -{} einteilen. Dennoch zeigen diese unterschiedlichen Systeme bei ähnlichen Strukturen als Modelle prinzipiell ähnliche mathematische Eigenschaften.

Ein technisches dynamisches System enthält einen oder mehrere Energiespeicher, die konzentriert oder räumlich verteilt angeordnet sind. Häufig werden bei Systemberechnungen zur Vereinfachung konzentrierte Energiespeicher angenommen. Systembeispiele: Feder-{}Masse-{}Dämpfungssystem, Elektrischer Schwingkreis. 

Dynamische Systeme mit konzentrierten Systemspeichern enthalten Variablen als Funktion der Zeit. Dynamische Systeme mit räumlicher Verteilung der Systemspeicher enthalten Variablen als Funktionen der Zeit und des Ortes. 

Das Ausgangs-{} Eingangsverhalten dieser Systeme kann linear, kontinuierlich nichtlinear, diskontinuierlich nichtlinear, zeitinvariant, zeitvariant und totzeitbehaftet sein. Dies gilt für Eingrößen-{} und Mehrgrößensysteme. 

Ferner können die internen Energiespeicher Anfangswerte enthalten, wenn das Signalverhalten eines Systems zu einem bestimmten Zeitpunkt {$ t_0 \, $} innerhalb eines Einschwingvorgangs für {$ t > 0 \, $} betrachtete werden sollen.

Statische lineare oder nichtlineare Systeme haben keine Energiespeicher und damit kein Zeitverhalten. Das Ausgangs-{} Eingangsverhalten wird durch algebraische oder transzendente (Trigonometrische oder exponentielle) Funktionen oder Wertetabellen beschrieben. 

Viele technische dynamische Systeme enthalten Komponenten von mechanischen, elektrischen, elektronischen, hydraulischen und fluidischen (Fluidik = Elemente mit pneumatischer bzw. hydraulischer Hilfsenergie) Elementen. Bei gleicher Systemstruktur gelten die gleichen mathematischen Systembeschreibungen. 


\begin{myitemize}
\item{} {\bfseries
\begin{mydescription}Systeme mit konzentrierten und verteilten Energiespeichern
\end{mydescription}
}

\end{myitemize}


\begin{myquote}
\item{}  Ein technisches dynamisches System enthält einen oder mehrere Energiespeicher, die konzentriert oder räumlich verteilt angeordnet sind. Häufig werden bei Systemberechnungen zur Vereinfachung konzentrierte Energiespeicher angenommen.
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Das zeitliche Verhalten des dynamischen Systems ist durch die inneren Systemgrößen bestimmt, die als Energiespeicher vorhanden sind und sich nicht sprunghaft ändern können. Sie bedeuten zum Beispiel \symbol{34}Spannung an einem Kondensator\symbol{34}, \symbol{34}Strom in einer Induktivität\symbol{34}, bei einem \symbol{34}Feder-{}Masse-{}Dämpfungssystem die potentiellen und kinetischen Energieanteile\symbol{34}. Diese dynamischen Systemteile entsprechen den konzentrierten Energiespeichern.
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Dynamische Systeme mit konzentrierten Systemspeichern enthalten Variablen als Funktion der Zeit.
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Dynamische Systeme mit räumlicher Verteilung der Systemspeicher enthalten verteilte Systemparameter. Bei diesen Systemen sind die Variablen nicht nur Funktionen der Zeit sondern auch vom Ort. (Beschreibung durch partielle Differenzialgleichungen oder Näherungsmodelle)
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Beispiele für kontinuierliche Systeme mit räumlich verteilten Energiespeichern stellen elektrische Leitungen im Rahmen der Leitungstheorie dar oder ein anderes Beispiel der Thermodynamik ist die räumliche oder flächenmäßige Wärmeenergie-{}Ausbreitung als Folge eines Energiesprunges in einem homogenen Medium (Metall, Flüssigkeit, Stein usw.). 
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{} {\bfseries
\begin{mydescription} System mit Anfangswerten
\end{mydescription}
}

\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Technische dynamische Systeme besitzen Speicher (Gedächtnis) der Materie, der Energie oder der Information. Die Gedächtniswirkung bezieht sich auf einen transienten Einschwingvorgang des Systems als Folge einer vorangegangenen Eingangserregung. Zu einem festgelegten beliebigen Zeitpunkt t = {\large t\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}} innerhalb des Einschwingvorgangs hat das System, das mehrere Energiespeicher enthalten kann, einen oder mehrere sogenannte Anfangswerte in den Speichern. 
\end{myquote}
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\raggedright{}\myfigurewithcaption{1}{Signalflussplan zur Lösung einer DGL mit Anfangswerten in der expliziten Darstellung}
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\begin{myquote}
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\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Im Zustandsraum betrachtet, sind die Anfangswerte die Zustandsvariablen {\large x\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{1}...x\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{n}} eines dynamischen Systems zum Zeitpunkt {\large t\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}} in dem Signalflussplan der \symbol{34}Regelungsnormalform\symbol{34} dargestellt. Dabei entsprechen die jeweiligen Ausgänge der Integratoren zum Zeitpunkt {\large t\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}} den Zustandsvariablen und sind gleichzeitig die Anfangswerte. 
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Die bis in die 1960-{}er Jahre bevorzugte Lösung einer systembeschreibenden Differenzialgleichung durch einen Analogrechner ähnelt sehr stark der Regelungsnormalform des Zustandsraumes. Die Ausgangswerte der Integratoren zum beliebig wählbaren Zeitpunkt {\large t\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}} während des Einschwingvorgangs sind die Anfangswerte. Der Signalflussplan als mathematisches Modell eines Analogrechners ist heute in gleicher Weise gültig. Die Berechnung des Signalflussplans wird numerisch durchgeführt und bezieht sich auf die explizite (deutlich, eindeutig) Form der Differenzialgleichung, bei der die höchste Ableitung der Ausgangsgröße {\large y(t)} von der Gleichung freigestellt wird. 
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Die Integratoren des Modells starten mit dem Rechenprogramm bei der Eingangserregung z.B. u(t) = 0 von den eingestellten Anfangswerten. Siehe Signalflussplan an der Summenstelle für die höchste Ableitung {$ \ddot {y}(t) \, $}. Die Lösung der Differenzialgleichung für y(t) wird so erzwungen.  
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Befindet sich das System nach genügend langer Zeit im Ruhezustand -{} d. h. der Einschwingvorgang ist abgeschlossen und das System-{}Eingangssignal hat den Wert Null -{} dann sind auch die Anfangswerte zu einem wählbaren Zeitpunkt t\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0} gleich Null. 
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Hat das System eine Eingangserregung u(t) >{} 0, und der Einschwingvorgang ist nach genügend langer Zeit abgeschlossen, dann nimmt die Ausgangsgröße y(t) = x1(t) entsprechend der Proportionalverstärkung K den Wert der Eingangsgröße u(t) * K an. Zwingend notwendig ist dazu, dass die Variable x2(t) laut Signalflussplan den Wert Null annimmt, anderenfalls könnte sich kein statischer Wert für y(t) ergeben.
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{} {\bfseries
\begin{mydescription} Eingangserregung und Anfangswerte
\end{mydescription}
}

\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  In der Systemtheorie ist es üblich, den Beginn des Beobachtungszeitraumes eines dynamischen Vorganges formal bei {\large t = 0} festzulegen, daher sind Testsignale am Eingang des Systems für den Zeitraum {\large t <{} 0} gleich Null. Zu dem bestimmten Zeitpunkt {\large t\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0} }, ab dem man das Verhalten des dynamischen Systems betrachten möchte, können die Energiespeicher des Systems Anfangswerte enthalten. Erhält das System zu diesem definierten Zeitpunkt {\large t\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}} eine Erregung, überlagern sich die Anfangswerte und die Wirkung der Eingangserregung für den Zeitraum {$t > 0 $}. 
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Ist die Eingangserregung zum Zeitpunkt {\large t\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}} gleich Null, ist das System mit Anfangswerten sich selbst überlassen und die Ausgangsgröße strebt zeitlich -{} ein stabiles System vorausgesetzt -{} einen Wert gegen Null bzw. die Ruhelage an. Handelt es sich um ein instabiles System (z.B. um ein System mit Rückkopplung), wird je nach Systemordnung zwischen monotoner und oszillatorischer Instabilität unterschieden. Dabei strebt die System-{}Ausgangsgröße zeitlich einen Maximalwert an. (Siehe Kapitel \symbol{34}\mylref{120}{Systemtheorie/ Übertragungsfunktion}\symbol{34})
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Für die Analyse und Ermittlung des Eingangs-{} Ausgangsverhalten von Systemen der regelungstechnischen Anlagen ist häufig das Systemverhalten ohne Anfangswerte von Interesse. Die Systemspeicher befinden sich bei {\large t\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}} im Ruhezustand und haben den Wert Null.
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{} {\bfseries
\begin{mydescription} Mathematisches Modell
\end{mydescription}
}

\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Das dynamische System ist meist ein mathematisches Modell eines realen Übertragungssystems, welches mit Hilfe mathematischer Werkzeuge für gegebene Eingangssignale den Verlauf der Ausgangssignale von einem bestimmten Zeitpunkt {\large t\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(0)}  = 0 }an für {\large t >{} t\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(0)}} bestimmt. Die häufigsten mathematischen Systembeschreibungen sind die Differenzialgleichung, die Übertragungsfunktion, der Frequenzgang und die zeitdiskrete Differenzengleichung. Enthalten die Systeme eine Totzeit (Transportzeit, Getriebespiele), Begrenzungseffekte oder andere Nichtlinearitäten kommt für die Systemberechnung praktisch nur die zeitdiskrete Differenzengleichung als Systembeschreibung infrage.
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Ausnahmsweise werden auch physikalische materielle Modelle verwendet. Beispiele: Hydraulischer Strömungskanal im verkleinerten Maßstab,  Regelkreisnachbildung mit einem Analogrechner.
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Alle diese Systeme können sich linear, kontinuierlich nichtlinear, diskontinuierlich nichtlinear, zeitinvariant, zeitvariant und totzeitbehaftet als Eingrößen-{} und Mehrgrößensystem verhalten.
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{} {\bfseries
\begin{mydescription} Statisches System
\end{mydescription}
}

\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Im Gegensatz zu den dynamischen Systemen hat ein statisches System im Sinne der Systemtheorie verschwindend kleine Energiespeicher und damit angenähert kein Zeitverhalten, sondern wird durch das Eingangs-{}Ausgangsverhalten des Systems definiert. Dieses Verhalten kann proportional, kontinuierlich linear, kontinuierlich nichtlinear oder diskontinuierlich (gebrochene Funktion) auftreten und wird – soweit möglich – durch eine mathematische Modellbeschreibung oder durch Wertetabellen angenähert beschrieben.
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{} {\bfseries
\begin{mydescription} System mit verzögerndem und voreilendem Ausgangsverhalten 
\end{mydescription}
}

\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Allgemein reagieren dynamische Systeme ohne Hilfsenergie bzw. ohne Verstärker, die aus mehreren Systemteilen bestehen können, signaltechnisch je nach System-{}Übertragungsverhalten mit einem meist verzögertem Signal des Systemausgangs. Enthält das System einen \symbol{34}Energieverstärker\symbol{34}, kann statt einer verzögernden Wirkung eine vorauseilende Signalwirkung erreicht werden. Beispiele dafür sind die in der Regelungstechnik eingesetzten PD-{} und PID-{}Regler, aber auch gewollte Frequenzgang-{}Korrekturen des Systemverhaltens.
\end{myquote}


\section{Einführung der mathematischen Systembeschreibung}
\label{4}
\subsection{Übersicht der mathematischen Systembeschreibung}
\label{5}
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\raggedright{}\myfigurewithcaption{2}{Methoden der Beschreibung dynamischer Systeme}
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Ein dynamisches System hat ein Zeitverhalten und soll als Vereinfachung als ein System mit konzentrierten Energiespeichern beschrieben werden. Sind die physikalischen Komponenten eines beispielsweise schwingfähigen Systems -{} wie Feder-{}Masse-{}Dämpfungssystem -{} oder elektrisch -{} Kapazität-{}Induktivität-{}Widerstandssystem bekannt, können diese Systeme mit einer gewöhnlichen Differenzialgleichungen mit konstanten Koeffizienten beschrieben werden.

Da dieses genannte System zwei Energiespeicher (z.B. Feder und Masse) enthält, wird es durch eine gewöhnliche Differenzialgleichung zweiter Ordnung beschrieben.

Je nach vorhandenen Informationen und Systemverhalten eines dynamischen Systems existieren noch verschiedene andere mathematische Systembeschreibungen, die sich zur Systemanalyse, Systemidentifikation und Systemberechnung besser eignen.

Zum Verständnis der verschiedenen Arten der Systeme und des Systemverhaltens sind mathematische Beschreibungen von Teilsystemen, die in verschiedensten Strukturen auftreten können, erforderlich. Dazu gehört die Kenntnis der wichtigsten Begriffe der Systembeschreibung, die gewöhnliche Differenzialgleichung und Laplace-{}Übertragungsfunktion, die aus der Differenzialgleichung mittels der Laplace-{}Transformation bestimmt werden kann. Beide Methoden setzen lineare dynamische Systeme voraus. Weitere Systembeschreibungen wie die Differenzengleichungen und die Systembeschreibungen im Zustandsraum werden aus den Differenzialgleichungen abgeleitet.

Obwohl die Übertragungsfunktion G(s) eine Systembeschreibung linearer Systeme im komplexen Frequenzbereich {\large s = δ + jω} darstellt, kennzeichnet sie an Hand der symbolischen Darstellung einfacher algebraischer Gleichungen das charakteristische Systemverhalten im Zeitbereich. Es existieren nur 6 verschiedene Formen einfacher oder mehrfacher Kombinationen davon. 

Totzeitbehaftete nichtlineare dynamische Übertragungssysteme lassen sich meist in statische nichtlineare Systeme und dynamische lineare Systeme aufteilen und beschreiben. Das Zeitverhalten dieser Systeme kann nur numerisch errechnet werden, weil Nichtlinearitäten Unikate sind, die mit logischen Programmbefehlen oder Datentabellen beschrieben werden können.    

Nachfolgend findet eine Kurzdarstellung dieser Systembeschreibungen statt. 
\subsection{Einführung der Systembeschreibung mit Differenzialgleichungen}
\label{6}

Die wichtigste mathematische Systembeschreibung ist die Differenzialgleichung, welche die speziellen physikalischen Grundgesetze des zeitlichen Verhaltens eines bestimmten dynamischen Systems beschreibt. Mit den Differenzialgleichungen lassen sich viele dynamische Systeme aus der Technik, Natur und Gesellschaft darstellen. Viele scheinbar sehr verschiedene physikalische Probleme lassen sich mit der Differenzialgleichung jedoch formal identisch berechnen.  

Eine systembeschreibende Differenzialgleichung ist durch die Differentiale der Energiespeicher und der Ein-{}Ausgangssignale bestimmt. Die Differenzialgleichung eines dynamischen Systems beschreibt den Zusammenhang zu jedem Zeitpunkt zwischen der Ausgangsgröße y(t) und der Eingangsgröße u(t). Die Ordnung der Differentialgleichung ist durch die Ordnung der höchsten vorkommenden Ableitung gegeben.

Andere bekannte Systembeschreibungen der dynamischen Systeme lassen sich von den Differenzialgleichungen entwickeln, wie die Übertragungsfunktion mit dem komplexen Frequenzbereich f(s), der Frequenzgang f(jω), die Zustandsraumdarstellung und die für die numerische Berechnung benötigten Differenzengleichungen.

Mathematische Modelle der dynamischen Systeme werden je nach Kenntnis und Verfügbarkeit der Systemparameter durch verschiedene mathematische Beschreibungsmethoden gekennzeichnet, bzw. angenähert. 
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\raggedright{}\myfigurewithcaption{3}{Systemtrennung in statisches nichtlineares System und lineares dynamisches System.}
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Nichtlineare dynamische Systeme können zur einfacheren Berechnung auch durch Modelle in Kombinationen von nichtlinearen Systemen ohne Zeitverhalten und linearen dynamischen Systemen aufgeteilt werden, z.B. nach dem Hammerstein-{}Modell. Nichtlineare statische Modelle sind meist Unikate.

Die Berechnung dynamischer Systeme dient der Kenntnis des Ausgangs-{}Eingangsverhaltens und der Systemanalyse. Je nach Art des dynamischen Systems eignen sich verschiedene mathematische Beschreibungs-{} und Berechnungsverfahren: 
\subsubsection{Gewöhnliche Differenzialgleichung höherer Ordnung mit konstanten Koeffizienten}
\label{7}
\begin{myquote}
\item{}  Eine Differentialgleichung ist eine Gleichung, die eine oder mehrere Ableitungen einer unbekannten Funktion enthält. Die Bezeichnung \symbol{34}gewöhnlich\symbol{34} bezieht sich darauf, dass die gesuchte Funktion nur von einer Variablen abhängt. Es wird nur nach einer Variablen abgeleitet. Eine lineare gewöhnliche Differenzialgleichung enthält die gesuchte Funktion und deren Ableitungen nur in der ersten Potenz. Die gesuchte Funktion darf auch nicht in Argumenten von Winkelfunktionen, Logarithmen usw. erscheinen, anderenfalls wird die Differenzialgleichung nichtlinear. Nichtlineare Differenzialgleichungen mit den verschiedenen Arten der Nichtlinearität sind nur in sehr seltenen Ausnahmefällen analytisch lösbar. Solche dynamischen Systeme können mittels der numerischen zeitdiskreten Methoden beschrieben und berechnet werden. 
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Die häufigsten mathematischen Systembeschreibungen linearer Systeme sind gewöhnliche Differenzialgleichungen mit konstanten Koeffizienten. Zur Aufstellung der Differenzialgleichungen höherer Ordnung werden Bilanzgleichungen der Energie / Materie-{}Speicher benötigt. Systeme mit konzentrierten Speichern erfordern für jede Speicherfunktion eine Differenzialgleichung 1. Ordnung. Diese Differenzialgleichungen mit den Anfangsbedingungen = Null können am einfachsten über die Laplace-{}Transformation gelöst werden.  
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Bei dynamischen Systemen in Form ausgeführter technischer Anlagen stehen Differentialgleichungen selten zur Verfügung. Das Systemverhalten muss erst noch analysiert und dann formuliert werden. 
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Beispiel einer gewöhnliche Differenzialgleichung n-{}ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten a und b für ein System mit dem Ausgangssignal y(t) und Eingangssignal u(t): 
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ a_n y^{(n)} + \ldots + a_2 \ddot y + a_1 \dot y + a_0 y = b_{m}u^{(m)} + \ldots + b_2 \ddot u + b_1 \dot u + b_0 u \, $}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}

\subsubsection{Differenzialgleichung höherer Ordnung mit variablen Koeffizienten}
\label{8}
\begin{myitemize}
\item{}   Sind diese Koeffizienten oder nur ein Koeffizient dieser Differenzialgleichung variabel, dann ändert sich das Zeitverhalten des dynamischen Systems, d.h. eine Sprungantwort des Systems für einen gegebenen Eingangssprung nimmt einen anderen zeitlichen Verlauf. Dieses Verhalten wird leicht verständlich, wenn man die Laplace-{}transformierte Differenzialgleichung als Übertragungsfunktion betrachtet.
\item{}  Sind die Koeffizienten zeitabhängig, führt dieses zu zeitvariantem Systemverhalten, d.h. das Zeitverhalten des Systems ist zu unterschiedlichen Zeitpunkten für t >{} t\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0} unterschiedlich. Systembeispiel: Wenn bei einer beschleunigten Rakete die Masse des Treibstoffs sich ändert.  
\end{myitemize}

\subsubsection{Partielle Differenzialgleichung}
\label{9}
\begin{myquote}
\item{}  Bei partiellen Differenzialgleichungen hängt die gesuchte Funktion von mehreren Variablen ab. Es wird nach mehreren Variablen abgeleitet. Die Anwendung dieser Gleichung erfolgt z.B. bei dynamischen Systemen mit Zeit-{} und Ortskoordinaten. 
\item{}  Systembeispiel: Signalübertragung bei langen elektrischen Leitungen oder Wärmefluss in homogenen Medien.
\end{myquote}

\subsubsection{Beispiel der Entstehung einer Differenzialgleichung mit elektrischen Bauelementen}
\label{10}


\begin{minipage}{1.0\linewidth}
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\raggedright{}\myfigurewithcaption{4}{Schaltplan eines elektrischen Schwingkreises}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}



\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}\begin{myquote}\item{}  L = Induktivität, C = Kondensator, R = Widerstand, U\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{C} = Spannung am Kondensator = Ausgangsgröße, U\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{E} = Eingangsspannung \end{myquote}\begin{myquote}\item{} \begin{equation*}  L \cdot C \cdot \ddot U_C(t) + R \cdot C \cdot \dot U_C(t) + U_C(t) = U_E(t) \, \end{equation*}\end{myquote}Es können Zeitkonstanten wie T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{1} = R * C und T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{2}² = L * C eingeführt werden mit y(t) = Ausgangsgröße, u(t) = Eingangsgröße.\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} T_2^2 \cdot \ddot y(t) + T_1 \cdot \dot y(t) + y(t) = u(t) \, \end{equation*}\end{myquote}oder in allgemeiner Koeffizienten-{}Darstellung:  {$ \quad a_2 = 1;  \quad  a_1 = \frac R L;  \quad  a_0 = \frac 1 {L \cdot C}; \quad  b_0 = \frac 1 {L \cdot C}  \, $}\begin{myquote}\item{} \begin{tabular}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$  \ddot y(t) + a_1 \cdot \dot y(t) + a_0 \cdot y(t) = b_0 \cdot u(t) \, $}\\ \hline \end{tabular}\end{myquote}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}

\subsubsection{Einführung der konventionellen Lösung einer gewöhnlichen Differenzialgleichung}
\label{11}
Die Lösung einer Differenzialgleichung (DGL) erfolgt immer durch Integration und ist eine Funktion, nicht ein Wert. Natürlich kann auch ein bestimmter Wert der Ausgangsgröße für eine bestimmte Zeit errechnet werden. 

Die Lösung der Differenzialgleichung ist die Ausgangsgröße y(t) in Abhängigkeit der Art und Größe des gegebenen Eingangssignals u(t). Eingangssignale sind häufig Testsignale wie die Sprung-{} und Impulsfunktion, die charakteristische Signalantworten des Systems hervorrufen, die der Systemdiagnose dienen können.   

Die gewöhnliche Differenzialgleichung (DGL) beschreibt ein lineares Übertragungssystem mit n Energiespeichern durch n Ableitungen der Systemausgangsgröße y(t) und m Ableitungen der Eingangsgröße u(t) des Systems. Die Lösung einer DGL erfolgt durch Integration. Jede unbestimmte Integration ergibt Integrationskonstanten {\large C\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{n}}, deren Anzahl durch die Ordnung {\large n} der DGL festgelegt  ist. 

Für ein gegebenes Eingangssignal an dem linearen dynamischen System mit Anfangswerten ergibt sich als Lösung der systembeschreibenden gewöhnlichen DGL eine Addition aus zwei Lösungsanteilen, der homogenen und partikulären Lösung, die einen Funktionsverlauf {\large f(t)} der Ausgangsgröße des Systems darstellen. Die konventionelle  Lösung einer inhomogenen DGL besteht aus der allgemeinen Lösung der homogenen DGL mit der Ausgangsgröße {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{H}(t)} mit der Eingangsgröße {\large u(t) = 0} sowie einer speziellen partikulären Lösung der inhomogenen DGL {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{P}(t)} mit {\large u(t) \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/freefont/,UprightFont=FreeSerif.ttf,BoldFont=FreeSerifBold.ttf,ItalicFont=FreeSerifItalic.ttf,BoldItalicFont=FreeSerifBoldItalic.ttf]{FreeSerif.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/freefont/,UprightFont=FreeMono.ttf,BoldFont=FreeMonoBold.ttf,ItalicFont=FreeMonoOblique.ttf,BoldItalicFont=FreeMonoBoldOblique.ttf]{FreeSerif.ttf}≠\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}  0}. 

Inhomogene DGL = DGL mit u(t) \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/freefont/,UprightFont=FreeSerif.ttf,BoldFont=FreeSerifBold.ttf,ItalicFont=FreeSerifItalic.ttf,BoldItalicFont=FreeSerifBoldItalic.ttf]{FreeSerif.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/freefont/,UprightFont=FreeMono.ttf,BoldFont=FreeMonoBold.ttf,ItalicFont=FreeMonoOblique.ttf,BoldItalicFont=FreeMonoBoldOblique.ttf]{FreeSerif.ttf}≠\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} 0)

\begin{myitemize}
\item{}  Bei der homogenen Lösung der DGL liegen Anfangswerte vor. Die Systemeingangsgröße u(t) ist dabei gleich Null. Das System ist sich selbst überlassen und strebt einen stabilen Ruhezustand an, Systemstabilität vorausgesetzt.
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\end{myitemize}

\subsubsection{Differenzialgleichung mit Anfangswerten}
\label{12}
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Sind alle Anfangswerte der homogenen DGL gleich Null, ist die Lösung der DGL für {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{H}(t)} auch gleich Null. Mit dem Lösungsansatz {$y = e^{{\lambda} \cdot t} \, $} ergibt sich ein  universelles Lösungsverfahren für die homogene Lösung der DGL-{}en beliebiger Ordnungen mit konstanten Koeffizienten.

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} y_H(t) = C_1 \cdot e^{{\lambda}_1 \cdot t}  + C_2 \cdot e^{{\lambda}_2 \cdot t} + C_3 \cdot e^{{\lambda}_3 \cdot t} + \cdots   \end{equation*}
\end{myquote}


Die partikuläre Lösung der DGL eines Systems höherer Ordnung (>{} 2. Ordnung) über das Faltungsintegral gestaltet sich schwierig. Einfacher wird die Lösung über die Laplace-{}Transformation und noch einfacher und übersichtlicher mit Hilfe der numerischen Berechnung.
\subsubsection{Definition  Anfangswertproblem}
\label{13}
(Anfangswertproblem = Differenzialgleichung mit ihren zugehörigen  Anfangswerten)
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Die Berechnung der Integrationskonstanten ist leider sehr umständlich, gehört aber zur klassischen Lösung der DGL. 
\subsubsection{Anwendung dynamisches System mit Anfangswerten}
\label{14}
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Verzichtet man auf die Berechnung einer DGL mit Anfangswerten eines Übertragungssystems, kann mit Hilfe der Übertragungsfunktion G(s) und Laplace-{}Transformationstabellen die Lösung der Differenzialgleichung für gegebene Eingangssignale im Zeitbereich bestimmt werden.

Ist die Übertragungsfunktion {\large G(s)} als Laplace-{}transformierte Differenzialgleichung gegeben, so ist die Berechnung des System-{}Ausgangssignals {\large y(t)} für ein gegebenes Eingangssignal {\large Y(s)} bei Anwendung der inversen Laplace-{}Transformation immer  eine partikuläre Lösung. Die partikuläre Lösung der Differenzialgleichung ist in der Regelungstechnik meist von hauptsächlichem Interesse.

In der Regelungstechnik werden häufig Übertragungssysteme durch Aufzeichnung der Sprungantwort analysiert. Dabei wird meistens  vorausgesetzt, dass sich das System in Ruhe befindet. Es gibt aber Anwendungen, bei denen die Speicher \symbol{34}Anfangswerte\symbol{34} haben oder das System bei Anfangswerten getestet werden sollen, um spezielle Aussagen zu treffen. 
\subsubsection{Numerische Lösung der Differenzialgleichung mit Anfangswerten}
\label{15}
Für viele dynamische Systeme sind nicht immer die physikalischen Einzelkomponenten bekannt und damit kann auch keine Differenzialgleichung aufgestellt werden. Außerdem ist die Lösung einer gewöhnlichen Differenzialgleichung höherer Ordnung schwierig.

Mit Hilfe von Testsignalen und Aufzeichnung der Systemreaktion kann ein dynamisches System identifiziert werden. Bei linearen Systemen wird vorzugsweise die Übertragungsfunktion G(s) als Funktion der komplexen Frequenz s benutzt. Die Zerlegung in Teilsysteme -{} Linearfaktoren -{} entspricht der kleinsten Systemeinheit G(s) der gewöhnlichen Differenzialgleichungen 1. Ordnung. 

Die numerische Berechnung bezieht sich auf ein konstantes kleines Zeitintervall Δt, der diskreten Zeit. Für dieses Zeitintervall wird an Hand von Differenzengleichungen rekursiv (Rekursion = zurücklaufen) das Systemausgangssignal mit der Folge (k*Δt) neu berechnet und bildet damit einen fein gestuften Signalverlauf als Funktion der Zeit.  

Es bestehen mehrere Methoden der Bildung von Differenzengleichungen. Die einfachste Methode ist das Verfahren nach dem \symbol{34}Euler-{}Streckenzugverfahren\symbol{34}, das mit 4 verschiedenen Differenzengleichungen sämtliche lineare Übertragungssysteme approximieren (annähern) kann.
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Sind keine Anfangswerte des Systems gegeben, so können die Systemteile numerisch durch Anwendung von Differenzengleichungen sehr einfach gelöst werden.   

→ Siehe das ausführliche Kapitel \symbol{34}\mylref{153}{Einführung in die Systemtheorie/ Numerische Berechnung dynamischer Systeme}\symbol{34}. 

→ Siehe das ausführliche Kapitel \symbol{34}\mylref{106}{Einführung in die Systemtheorie/ Gewöhnliche Differenzialgleichungen}\symbol{34}. 

\subsection{Einführung der Systembeschreibung mit der Übertragungsfunktion G(s)}
\label{16}
Der Begriff Übertragungsfunktion hat verschiedene Bedeutungen und kennzeichnet allgemein die Abhängigkeit des Ausgangssignals Y eines Übertragungssystems G von dessen Eingangssignal U.

Neben dem Begriff Laplace-{}Übertragungsfunktion G(s) -{} in der Regelungstechnik vereinfacht \symbol{34}Übertragungsfunktion\symbol{34} genannt -{}  existiert auch der Begriff der \symbol{34}Z-{}Übertragungsfunktion\symbol{34}, die aus der Übertragungsfunktion G(s) entstanden ist. Während Differenzialgleichungen für kontinuierliche Signale mit der Laplace-{}Transformation gelöst werden können, hat die Z-{}Transformation für zeitdiskrete Signale bei abgetasteten Signalfolgen eine ähnliche Bedeutung. Die Anwendung der Z-{}Übertragungsfunktion bei abgetastete Signalfolgen ist nicht zwingend, es können auch zur numerischen Systemberechnung Differenzengleichungen des Systems verwendet werden. Die Z-{}Übertragungsfunktion ist nicht Gegenstand dieses Kapitels.

Die Übertragungsfunktion G(s) eines linearen dynamischen Systems g(t) entsteht z. B. aus der Laplace-{}Transformation einer systembeschreibenden gewöhnlichen Differenzialgleichung. Sie ist in der Regelungstechnik die häufigste Darstellungsform des Eingangs-{} und Ausgangsverhaltens von linearen Übertragungssystemen im komplexen Frequenzbereich.

Die Übertragungsfunktion G(s) ist eine abstrakte nicht messbare Größe und beschreibt das mathematische Verhalten eines linearen zeitinvarianten Systems im Frequenzbereich mit der komplexen Variable s. Sie wird nach der Zerlegung der Zähler-{} und Nennerpolynome durch Nullstellenbestimmung in Produktterme (Linearfaktoren) erfolgreich eingesetzt für Systemanalyse, Systemsynthese, Systemstabilität und erlaubt die algebraische Behandlung von beliebig geschalteten rückwirkungsfreien Teilsystemen. 

Die Übertragungsfunktion G(s) beschreibt das Verhältnis der Ausgangsgröße Y(s) zu der Eingangsgröße U(s) im Bildbereich, ist unabhängig von seinen Signalen und gültig in einem linearen und zeitinvarianten System (d. h., das Systems zeigt zu jeder Zeit -{} bei gleicher Erregung -{} das gleiche Verhalten). 
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\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} G(s)  = \frac {Y(s)} {U(s)}:= \frac{b_{m}s^{m} + \ldots  + b_2s^2 + b_{1}s + b_{0}}{a_n s^{n} + \ldots + a_2s^2 +a_{1}s + a_{0}} := \frac {\text{Zählerpolynom (s)}} {\text{Nennerpolynom (s)}}\end{equation*}
\end{myquote}
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\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} G(s) = \frac {Y(s)} {U(s)} := \frac {b_2 \cdot s^2 + b_1 \cdot s + b_0} {a_3 \cdot s^3 + a_2 \cdot s^2 + a_1 \cdot s + a_0} \end{equation*}
\end{myquote}
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\begin{myitemize}
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\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  {$G(s)= \mathcal{L} \{g(t) \} \quad \text {oder als inverse Laplace-Transformation} \quad g(t)=\mathcal{L}^{-1}\{G(s)\}$}
\item{}  G(s) beschreibt das dynamische System mit einer Gleichung in Form einer gebrochen-{}rationalen Funktion unter der Voraussetzung, dass die internen Energiespeicher des dynamischen Systems gleich Null sind (d. h. verschwindende Anfangsbedingungen). Die Übertragungsfunktion kann über die Laplace-{}Transformation der systembeschreibenden gewöhnlichen Differenzialgleichung entstehen. Andere Entstehungsweisen sind die empirische Messung und Auswertung des Frequenzgangs {$G(j \omega)$}, die Systemanalyse mit Hilfe der Impuls-{} oder der Sprungantwort oder die Bildung des Impedanzverhältnisses  des unbekannten linearen Systems. 
\end{myquote}

\begin{myitemize}
\item{}  Y(s) ist das Systemausgangssignal,
\item{}  U(s) ist das Eingangssignal, welches als Testsignal häufig die Funktion eines Signalsprungs, eines Signalimpulses oder einer sinusförmigen Erregung hat.
\item{}  Die komplexe Frequenz {$s = \delta + j \omega  = Re(s) + j \cdot Im(s)$} ist eine unabhängige Variable des Laplace-{} oder Bildbereichs. Sie tritt mit einem ganzzahligen Exponenten als Potenz im Zähler und Nenner einer Übertragungsfunktion auf, ist aber nur ein Symbol für eine vollzogene Transformation einer Ableitung bestimmter Ordnung n oder eines Integrals der gewöhnlichen Differenzialgleichung. Die Variable s in verschiedenen Darstellungsarten der Übertragungsfunktion kann beliebig algebraisch behandelt werden, enthält aber keinen Zahlenwert.   
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\item{}  n und m bedeuten jeweils den Grad des Nennerpolynoms und des Zählerpolynoms (Ordnung des Systems). In der Produktdarstellung bedeutet n die Anzahl der Pole im Nenner, m die Anzahl der Nullstellen im Zähler. Sind alle Koeffizienten der Polynomdarstellung in der geordneten Reihenfolge vorhanden, positiv und die Systemordnung n >{} m, handelt es sich um ein asymptotisch stabiles Übertragungssystem.
\end{myitemize}


Wird die Übertragungsfunktion der Polynomdarstellung in die Produktdarstellung gebracht, können sämtliche Systemeigenschaften wie die Kriterien der Stabilität, Pole, Nullstellen, Verstärkung und Zeitkonstanten aus der Übertragungsfunktion abgeleitet werden. Durch die Rücktransformation mittels der inversen Laplace-{}Transformation kann das zeitliche Verhalten eines Übertragungssystems als Funktion des Eingangssignals berechnet werden.
\subsubsection{Entstehung der Übertragungsfunktion}
\label{17}
Die Übertragungsfunktion G(s) beschreibt nach der Systemtheorie die mathematische Beziehung zwischen einem dynamischen System und den zugehörigen Ein-{} und Ausgangssignalen im sogenannten s-{}Bereich. Elektrische, mechanische, biologische und andere dynamische Systeme können durch die gleiche Form der Übertragungsfunktion beschrieben werden, wenn die Anzahl und die Struktur der Systemspeicher identisch sind. 


\begin{minipage}{1.0\linewidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/5.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{5}{Beispiel für eine Identifikation eines PT2-{}Schwingungsgliedes durch die Amplituden der 1. und 2. Halbwelle}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}



Es bestehen mehrere Wege, die zu einer Übertragungsfunktion G(s) führen: 

\begin{myitemize}
\item{}  Laplace-{}Transformation der systembeschreibenden gewöhnlichen Differenzialgleichung,
\item{}  aus dem Signalverhältnis Y(s) / U(s), wenn dieses bekannt ist.
\item{}  durch Messen des Frequenzgangs G(jω),
\item{}  Spannungsteiler aus einem rückwirkungsfreien Impedanzverhältnis, (Beispiel: RC-{}beschalteter Operationsverstärker),
\item{}  durch Systemidentifikation mittels Sprung-{} oder Impulsantwort 
\end{myitemize}


Die \symbol{34}klassische\symbol{34} Entstehungsweise der Übertragungsfunktion  ergibt sich über die Laplace-{}Transformation der systembeschreibenden Differenzialgleichung mit konstanten Koeffizienten. Das Ergebnis ist eine Polynomgleichung mit der komplexen Frequenz s, die als Stellvertreter für jeden Differentialquotienten steht. Diese Transformation erfolgt nach dem Differentiationssatz der Laplace-{}Transformation. Der Grad, d.h. die Ordnung des Differentialquotienten entspricht dem Exponenten von s. 

Enthält die Differenzialgleichung auch Ableitungen der Systemeingangsgröße, dann entsteht durch die Transformation eine gebrochene rationale Funktion G(s) als Quotient mit Polynomen im Nenner und Zähler. Sind keine Ableitungen der Eingangsgröße gegeben, existiert nach der Transformation nur ein Nennerpolynom der Übertragungsfunktion. Im Zähler der Übertragungsfunktion steht für diesen Fall die Verstärkung K, die auch die Größe 1 betragen kann.
\subsubsection{Laplace-{}Transformation einer linearen gewöhnlichen Differenzialgleichung}
\label{18}
Die Übertragungsfunktion entsteht durch die Laplace-{}Transformation, eine Integraltransformation, aller zeitabhängigen Terme der System-{}Differenzialgleichung und beschreibt das Übertragungsverhalten im sogenannten Bild-{} oder Frequenzbereich (s-{}Bereich) mit der der komplexen Variablen s.

Die Übertragungsfunktion eines Systems entsteht z.B. durch Austausch der zeitabhängigen Terme einer systembeschreibenden Differentialgleichung mit den Laplace-{}Transformierten. Voraussetzung ist, dass die Anfangsbedingung des Systems Null ist. 

Je nach Grad der Ableitungen einer Funktion x(t) entstehen mit Hilfe des Laplace-{}Differentiationssatzes nach der Transformation folgende Laplace-{}Transformierte:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}\mathcal{L} \left\{ \frac{}{}x(t) \right\} =x(s)\end{equation*}
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}\mathcal{L} \left\{ \frac{d}{dt}x(t) \right\} =s \cdot x(s)\end{equation*}
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}\mathcal{L} \left\{ \frac{d^2}{dt^2}x(t) \right\} =s^2 \cdot x(s)\end{equation*}
\end{myquote}


Der Grad der Ableitung im Zeitbereich und die zugehörige Transformierte im Bildbereich kann in dieser Weise beliebig fortgesetzt werden. Der Laplace-{}Operator {\large s} entspricht also der 1. Ableitung einer Funktion f(t), {\large s²} entspricht der 2. Ableitung einer Funktion f(t) und so weiter.

Für das Integral gilt die Laplace-{}Transformierte:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}\mathcal{L} \left\{ \int{x(t)dt} \right\} =\frac 1s \cdot x(s)\end{equation*}
\end{myquote}


Das dynamische Verhalten von linearen Übertragungssystemen (LZI-{}Systeme)  wird durch gewöhnliche Differenzialgleichungen beschrieben. Der Wert der Ordnung n gibt die höchste Ableitung der Ausgangsgröße y(t) und damit allgemein die Anzahl der Energiespeicher des Übertragungssystems wieder.
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\begin{myquote}
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\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} a_n y^{(n)} + \ldots + a_2 \ddot y + a_1 \dot y + a_0 y = b_{m}u^{(m)} + \ldots + b_2 \ddot u + b_1 \dot u + b_0 u \, \end{equation*}
\end{myquote}


Falls die Koeffizienten {$a_{i}$} und {$b_{k}$} alle konstant sind, ist die Laplace-{}Transformation ausführbar. Allgemein gilt für die Signale {\large u(t)} und {\large y(t)} mit den zu Null gesetzten Anfangsbedingungen:

\begin{myquote}
\item{} {$y^{(i)}(0)=0 \,$} für alle {$0\leq i \leq n \,$}
\end{myquote}
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\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}Y(s)(a_{n}s^{n} + \ldots + a_{2}s^2 + a_{1}s + a_{0}) = U(s)(b_{m}s^{m} + \ldots + b_{2}s^2 + b_{1}s + b_{0})\end{equation*}
\end{myquote}


Die Polynomgleichung kann so umgestellt werden, dass ein Verhältnis der Ausgangsgröße Y(s) zur Eingangsgröße U(s) gebildet werden kann. Der Rest der Terme der Polynomgleichung entspricht dem Übertragungssystem G(s) in Form einer gebrochen-{}rationalen Funktion, also einem Verhältnis aus Zähler und Nenner. 
{\bfseries
\begin{mydescription} Die Übertragungsfunktion als eine rational gebrochene Funktion in Polynom-{}Darstellung lautet
\end{mydescription}
}


\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ G(s) =\frac{Y(s)}{U(s)} = \frac{b_{m}s^{m} + \ldots  + b_2s^2 + b_{1}s + b_{0}}{a_n s^{n} + \ldots + a_2s^2 +a_{1}s + a_{0}}$}.\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


Für die Anwendung der Übertragungsfunktion zur Systemberechnung wird der Zustand der Energiespeicher des dynamischen Systems zum Zeitpunkt t = 0 als energiefrei angesehen. Damit werden die Anfangswerte des Systems zu Null.

Eine wesentliche nützliche Eigenschaft der Laplace-{}Übertragungsfunktion besteht darin, dass zwischen allen Komponenten ein algebraischer Zusammenhang besteht. Ein weiterer Vorteil besteht darin, dass mit Hilfe von Laplace-{}Transformationstabellen die Umwandlung vom s-{}Bereich in den Zeitbereich überführt werden kann und somit eine gewöhnliche Differenzialgleichung gelöst werden kann. 
\subsubsection{Definition Nullstellen und Pole}
\label{19}
Ein lineares zeitinvariantes Übertragungssystem ohne Totzeit ist durch Pole, Nullstellen und Proportionalitätsfaktoren der Übertragungsfunktion vollständig bestimmt. 

Die Ermittlung der Pole und Nullstellen der Polynome einer Übertragungsfunktion erlaubt die Umwandlung der Polynomdarstellung in eine Produktdarstellung. Die Übertragungsfunktion in der Produktdarstellung führt bei einem gegebenen Eingangssignal über die Laplace-{}Rücktransformation direkt zu einer Lösung im Zeitbereich. Die Produktdarstellung einer Übertragungsfunktion entspricht einer multiplikativ angeordneten Reihendarstellung von Teilsystemen (Elementarsystemen, Linearfaktoren), wobei ein Teilsystem nicht durch nachfolgende Teilsysteme belastet sein darf.    

Zur Nullstellenbestimmung eines Polynoms mit Zahlenwerten werden die Polynome des Zählers und des Nenners der Übertragungsfunktion jeweils gleich Null gesetzt. Bei der Darstellung der Übertragungsfunktion als eine rational gebrochene Funktion werden die Nullstellen des Zählerpolynoms, die das Polynom zu Null machen, als Nullstellen {$s_{n}$} bezeichnet. Die Nullstellen des Nennerpolynoms bezeichnet man als Pole {$s_{p}$}. 

Polynome des 2. Grades können mit Hilfe der bekannten \symbol{34}pq-{}Gleichung\symbol{34} zur Lösung von gemischt-{}quadratischen Gleichungen gelöst werden. Es existieren noch weitere Verfahren zur Nullstellenbestimmung von Polynomen höheren Grades. 

In dieser allgemeinen Darstellung ist noch nicht definiert, um welche Art von elementaren Produkten (= Linearfaktoren) es sich bei der Übertragungsfunktion handelt. Das Systemverhalten wird erst deutlich, wenn Zahlenwerte für die Nullstellen, Pole und Verstärkung {$k$} vorliegen. 

Ein Polynom hat so viele Nullstellen (bzw. Pole), wie es dem höchsten Grad der Ordnung entspricht. Je nach Größe und Anzahl der Koeffizienten der Polynome ergeben sich bei der Pol-{} Nullstellenbestimmung für die zu bestimmenden Werte der Pole und Nullstellen unterschiedliche mathematische Formen für {$s_{n}$} und {$s_{p}$}, die Null, ± reell und ± konjugiert komplex sein können.

Die Werte von Polen und Nullstellen stabiler Elementarsysteme sind immer negativ. Positive Werte von Polen und Nullstellen führen zur monotonen oder oszillatorischen Instabilität des Gesamtsystems. Pole und Nullstellen haben die Maßeinheit einer Frequenz.

Die Pole bestimmen das Zeitverhalten des Systems, Nullstellen die Systemamplituden. Sind alle Realteile der Pole eines zeitinvarianten dynamischen Systems negativ und von Null verschieden, so ist das Übertragungsverhalten asymptotisch stabil. Bei einem Produktterm mit einem Pol, dessen Realteil und Imaginärteil Null ist, verhält sich das Gesamtsystem semistabil (integrierendes Verhalten).
\subsubsection{Linearfaktoren}
\label{20}
Sind die Nullstellen bzw. die Pole eines Polynoms bekannt, kann das Zähler-{} und Nennerpolynom in Produktterme (Linearfaktoren) zerlegt werden.  Weil die Nullstellen aus zu Null gesetzten Polynomen berechnet werden, muss sichergestellt werden, dass keine Faktoren gekürzt worden sind. Es empfiehlt sich eine Prüfung vorzunehmen, ob die Pol-{} Nullstellendarstellung (= Produktdarstellung) durch Ausmultiplizieren auch mit dem Polynom identisch ist. 
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\end{myitemize}


Bezeichnet man den Realteil einer Nullstelle oder eines Poles mit {$ \delta $} und den Imaginärteil mit {$ \omega $}, dann ergeben sich bei Übertragungsfunktionen in der Produktdarstellung bei reellen und konjugiert komplexen Nullstellen und Polen unterschiedliche Gleichungen, die durch die Größe der Zahlenwerte der Koeffizienten der Polynomdarstellung bestimmt werden. Die angegebenen 3 Formen der Linearfaktoren können einfach und mehrfach auftreten.   

In der linearen Regelungstechnik und Systemtheorie ist es eine willkommene Tatsache, dass praktisch alle vorkommenden regulären (stabilen) Übertragungsfunktionen bzw. Frequenzgänge von Regelkreisgliedern auf drei Grundformen geschrieben bzw. zurückgeführt werden können. Die Linearfaktoren haben eine völlig unterschiedliche Bedeutung, je nachdem ob sie im Zähler oder im Nenner einer Übertragungsfunktion stehen. 

Stehen die Linearfaktoren im Zähler, haben sie eine differenzierende Wirkung, stehen sie im Nenner, haben sie eine verzögernde (speichernde) Wirkung:

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.29315\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.29315\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.29315\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Typ Linearfaktor (Zeitkonstanten-{}Darstellung)}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Bedeutung im Zähler &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Bedeutung im Nenner\endhead  \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$G_1(s)=T\cdot s$}\newline{}Nullstelle {$s_{n1}=0 \ \mathrel{\hat=} \ $} \symbol{34}Absolutglied fehlt\symbol{34}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Differenzierer, D-{}Glied &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Integrator, I-{}Glied\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$G_2(s)=T\cdot s+1$}\newline{}Nullstelle {$s_{n2}= -\delta \ \mathrel{\hat=}$} \symbol{34}reelle Zahl\symbol{34}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} PD1-{}Glied &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Verzögerung, PT1-{}Glied\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$G_3(s)=T^2 \cdot s^2+2\cdot D\cdot T\cdot s+1$}\newline{}{$s_{n3_1}= - \delta + j \omega;\ s_{n3_2}= -\delta -j \omega $}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} PD2-{}Glied: für 0 <{} {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape D}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} <{} 1\newline{}mit konjugiert komplexen Nullstellen &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Schwingungsglied PT2-{}Glied: für 0 <{} {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape D}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} <{} 1\newline{} mit konjugiert komplexen Polen\\ \hline 
\end{longtable}

\item{} Dabei ist {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape T}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} die Zeitkonstante, {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape s}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} die komplexe Frequenz, {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape D}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} der Dämpfungsgrad.
\end{myquote}



\begin{myitemize}
\item{}  {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Beispiel einer Übertragungsfunktion der Polynomdarstellung und der Zerlegung in die Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung mit reellen Linearfaktoren:}
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$G_1(s) =\frac{Y(s)}{U(s)} = \frac{b_{m}s^{m} + \ldots  + b_2s^2 + b_{1}s + b_{0}}{a_n s^{n} + \ldots + a_2s^2 +a_{1}s + a_{0}} := k \cdot \frac{(s - s_{n1})(s - s_{n2}) \dotsm (s - s_{nm})}{(s -s_{p1})(s - s_{p2}) \dotsm (s - s_{pn})} $}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}

\item{} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} Sind in der Polynomdarstellung alle Ableitungen und zugehörige Koeffizienten lückenlos mit positivem Vorzeichen vorhanden, stellt die Übertragungsfunktion für die Exponenten n >{} m ein zeitverzögerndes asymptotisch stabiles System dar. Werden negative Werte der Pole und Nullstellen eingesetzt, entstehen positive Linearfaktoren.
\item{}  Das Gesamtsystem wird als \symbol{34}{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries globales proportionales Systemverhalten}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\symbol{34} bezeichnet.
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Beispiel:}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} Bestimmung des Pols eines Linearfaktors G(s) = s + 3 im Nennerpolynom:
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} 
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}s+3 = 0; \quad s \ \mathrel{\hat=} \ s_p=-3 \end{equation*}
\end{myquote}

\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}  {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Beispiel einer Übertragungsfunktion der Polynomdarstellung ohne Absolutglied im Nennerpolynom und der Zerlegung in die Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung mit reellen Linearfaktoren:}
\end{myitemize}
\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}

\begin{myquote}
\item{}  Der Term der gewöhnlichen Differenzialgleichung oder eines transformierten Polynoms im Zähler und Nenner der Übertragungsfunktion mit den Koeffizienten  {$ a_0 $} und {$ b_0 $} wird allgemein als Absolutglied bezeichnet. Für {$ a_0 = 0 $} oder {$ b_0 = 0$} gilt:
\item{}  {$ G(s) = s - 0 = s $}
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Linearfaktor ohne Absolutglied {$a_0$} des Polynoms im Nenner, Pol {$ s_{p1} = 0$}. 
\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$G_2(s) =\frac{Y(s)}{U(s)} = \frac{b_{m}s^{m} + \ldots  + b_2s^2 + b_{1}s + b_{0}}{a_n s^{n} + \ldots + a_2s^2 +a_{1}s} := k \cdot \frac{(s - s_{n1})(s - s_{n2}) \dotsm (s - s_{nm})}{s(s - s_{p2}) \dotsm (s - s_{pn})} $}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}

\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Fehlt das Absolutglied a\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0} im Nennerpolynom (a\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0} = 0), kann die Variable s aus dem Nennerpolynom ausgeklammert werden. Dieses Gesamtverhalten des Systems wird als \symbol{34}{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries globales integrierendes Systemverhalten}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\symbol{34} bezeichnet. Fehlt das Absolutglied b\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0} im Zählerpolynom (b\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0} = 0), kann die Variable s aus dem Zählerpolynom ausgeklammert werden. Dieses Gesamtverhalten des Systems wird als \symbol{34}{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries globales differenzierendes Systemverhalten}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\symbol{34} bezeichnet. 
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}  {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Beispiel einer Übertragungsfunktion in der Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung mit einem konjugiert komplexen Pol im Nennerpolynom:}
\end{myitemize}
\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}

\begin{myquote}
\item{}  Bei dynamischen Systemen 2. Ordnung (z.B. Feder-{}Masse-{}Dämpfungssystem) oder bei Systemen 1. Ordnung, die eine positive Rückführung enthalten (Regelkreise), kann ein Energieaustausch  stattfinden. Solche Systeme mit konjugiert komplexen Lösungen der Pole und Nullstellenkönnen können in einem Gesamtsystem enthalten sein und treten immer paarweise -{} meist im Nenner der Übertragungsfunktion -{} mit einem identischen Realteil {$ \delta $} auf.
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} {$ s_{n1} = - \delta + j \omega $} {$ \ $} und {$ \ $} {$ s_{n2} = -\delta - j \omega  \, $}, oder zusammengefasst
\item{} {$ s_{n1;2} = -\delta  \pm j \omega $} 
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Die Polynome mit konjugiert komplexen Nullstellen werden zur einfacheren Berechenbarkeit zu quadratischen Termen zusammengefasst, in denen nur reelle Koeffizienten auftreten. Deshalb lässt sich ein Elementarsystem 2. Ordnung mit konjugiert komplexen Polen und Nullstellen nicht in 2 Linearfaktoren 1. Ordnung mit nur reellen Koeffizienten zerlegen.
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}G_3(s) =\frac{Y(s)}{U(s)} = \frac{b_{m}s^{m} + \ldots  + b_2s^2 + b_{1}s + b_{0}}{a_n s^{n} + \ldots + a_2s^2 +a_{1}s + a_{0}} := k \cdot \frac{(s - s_{n1})(s - s_{n2}) \dotsm (s - s_{nm})}{[s - (\delta +j \omega)] \cdot [s - (\delta -j \omega)] \dotsm (s - s_{pn})} \end{equation*}
\end{myquote}

\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} Wird der Klammerausdruck mit den komplexen Größen im Nenner aufgelöst, entsteht:
\item{} {$ G(s) = [s - (\delta +j \omega)] \cdot [s - (\delta -j \omega)] = s^2 - 2 \cdot \delta \cdot s + \delta^2 + \omega^2 \ :=s^2 - p \cdot s + q \ \bigg| \qquad p =  2 \cdot \delta $} und {$ q =  \delta^2 + \omega^2$}
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} 
\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$G_3(s) =\frac{Y(s)}{U(s)} = \frac{b_{m}s^{m} + \ldots  + b_2s^2 + b_{1}s + b_{0}}{a_n s^{n} + \ldots + a_2s^2 +a_{1}s + a_{0}} :=  k \cdot \frac{(s - s_{n1})(s - s_{n2}) \dotsm (s - s_{nm})} {(s^2 - 2 \cdot \delta \cdot s + \delta^2 + \omega^2) \dotsm (s - s_{pn})} :=  k \cdot \frac{(s - s_{n1})(s - s_{n2}) \dotsm (s - s_{nm})} {(s^2 - p \cdot s + q) \dotsm (s - s_{pn})}$}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}

\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Wenn Zahlenwerte vorliegen, können mit verschiedenen Methoden, wie mit der pq-{}Formel {$ x^2 + px + q = 0 $} für Systeme 2. Ordnung, oder fertige im Internet verfügbare Programme bis 4. Ordnung mit dem Aufruf -{} \symbol{34}Nullstellen (Lösungen) von Polynomen bestimmen\symbol{34} -{} die Pole und Nullstellen bestimmt werden. 
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Für Systeme mit Polynomen 2. Ordnung der Form {$ s^2 + p\cdot s + q = 0 \, $} errechnen sich die Nullstellen bzw. die Pole: 
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} 
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} s_{p1;2} = - \frac p 2 \pm \sqrt {\frac {p^2} 4 -q} \end{equation*}
\end{myquote}

\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Wenn das Polynom 2. Ordnung {$ (s^2 - 2 \cdot \delta \cdot s + \delta^2 + \omega^2) = 0 $} in die Form zur Lösung einer gemischt quadratischen Gleichung gebracht wird, lassen sich die Nullstellen für p und q durch Faktorenvergleich bestimmen. {$ p = 2 \cdot \delta $} wird positiv, wenn negative Realteile von {$ s_p $} oder {$ s_n $} vorliegen. 
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Die Pol-{} Nullstellendarstellung der Übertragungsfunktion für ein asymptotisch stabiles System enthält immer positive Zahlenwerte, was voraussetzt, dass die Pole und Nullstellen negative Realteile enthalten. 
\end{myquote}

\subsubsection{Zeitkonstantendarstellung}
\label{21}

Es existieren 2 faktorielle  Darstellungsformen, die Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung und die Zeitkonstanten-{}Darstellung. Die Zeitkonstanten-{}Darstellung hat einen höheren Anschauungswert und den Vorteil, dass bei Änderung der Zeitkonstante sich die Systemverstärkung nicht ändert. 

Bei der Zeitkonstantendarstellung wird der Produktterm s -{} s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{n} so umgestellt, dass der Reziprokwert 1/s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{n} = T gebildet wird.

Der Produktterm in der Zeitkonstanten-{}Darstellung mit negativem Wert der Polstelle s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{P} (Term im Nenner asymptotisch stabiles System) lautet damit: 
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}\underbrace {(s - s_p)}_{Produktterm}  = \ \underbrace { s_p \cdot (\frac 1 {s_p} \cdot s+1) }_{s_p \, = \, negativer \ Wert} \quad :=  \underbrace {K \cdot (T \cdot s + 1) }_{Zeitkonstantendarstellung} \end{equation*}
\end{myquote}


Bei der Zeitkonstanten-{}Darstellung des Linearfaktors werden die zwei Terme positiv dargestellt. Dies setzt voraus, dass die Realanteile der zugehörigen Nullstellen und Pole negativ sind.  

{\bfseries
\begin{mydescription}Rechenbeispiel einer Übertragungsfunktion G(s) 3. Ordnung mit konjugiert komplexen Polen im Nenner
\end{mydescription}
}

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
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\end{longtable}

\end{myquote}
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Ein zu Null gesetztes Polynom kann beliebig mit Zahlen multipliziert oder dividiert werden, die Nullstellen sind immer identisch. Faktoren von zerlegten Polynomen in Produkte müssen berücksichtigt werden, anderenfalls sind Polynom und Produkte nicht identisch.

Negative reelle Pole und Nullstellen bedeuten Systemstabilität des betreffenden Übertragungsgliedes im s-{}Bereich. Negative konjugiert komplexe Polpaare bedeuten Systemstabilität als schwingendes Übertragungsglied innerhalb eines bestimmten Dämpfungsbereichs D.

Die Art der Pole einer Übertragungsfunktion bestimmt das Zeitverhalten eines Systems. Nullstellen der Übertragungsfunktion haben nur Einfluss auf die Systemamplituden.
\subsubsection{Darstellungsformen der Übertragungsfunktion}
\label{22}

Aus der Laplace-{}Transformation einer systembeschreibenden Differenzialgleichung entsteht die Grundform der Übertragungsfunktion G(s) in Polynom-{}Darstellung.  Daraus lassen sich weitere bekannte Schreibweisen der Übertragungsfunktionen errechnen, die unterschiedliche Eigenschaften für die Berechnung der Ausgangsgröße y(t) im Zeitbereich des Übertragungssystems G(s) bei gegebenem  Eingangssignal U(s) aufweisen.  Alle Formen der Übertragungsfunktionen sind mathematisch bei Rückrechnung mit der Polynomdarstellung identisch. 

Die Übertragungsfunktion stellt sich in 4 mathematische Schreibweisen mit gleichem mathematischen Inhalt dar.

\begin{myitemize}
\item{}  Polynomdarstellung
\item{}  Produktdarstellung (Linearfaktoren)
\item{}  Zeitkonstantendarstellung 
\item{}  Partialbruchdarstellung 
\end{myitemize}


Diese nicht mehr aufspaltbare Produkte in Zeitkonstantendarstellung sind: {\large (Ts)}, {\large (Ts+1)} und {\large (T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsuperscript{2}s + 2DTs + 1)\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{KK}}. Sie haben ein völlig unterschiedliches Übertragungsverhalten, ob sie im Nenner (integrierend, verzögernd) oder Zähler (differenzierend) einer Übertragungsfunktion stehen.

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.28361\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.63604\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Übertragungsfunktion }&{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Darstellungsform im s-{}Bereich }\endhead  \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Polynom-{}Darstellung &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ G(s) = \frac{b_{m}s^{m} + \dotsb + b_{1}s + b_{0}}{s^{n} + a_{n-1}s^{n-1} + \dotsb + a_{1}s + a_{0}}$}  \\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung\newline{}(Produktdarstellung)&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$G(s) =  k \cdot \frac{(s - s_{n1})(s - s_{n1} ) \dotsm (s - s_{nm})}{(s - s_{p1})(s - s_{p2} ) \dotsm (s - s_{pn} )}$} \newline{} s = Laplace-{}Operator, s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{n} = Zahlenwert der Nullstelle, s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{p} = Zahlenwert der Polstelle\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Zeitkonstanten-{}Darstellung &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$G(s) = K \cdot \frac{{(T_{V1}\cdot s + 1)(T_{V2}\cdot s + 1) \dotsm (T_{Vm}\cdot s + 1)}}{{(T_1\cdot s + 1)(T_2\cdot s + 1) \dotsm (T_n \cdot s + 1)}}$}\newline{} Für reelle Linearfaktoren 1. Grades mit Absolutglied und negativen Pol-{} Nullstellen.  \\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Partialbruch-{}Darstellung &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ G(s) = \frac {A_1}{s-s_{p1}} +  \frac {A_2}{s-s_{p2}} + \dotsb + \frac {A_n}{s-s_{pn}} $}\newline{}Für reelle Linearfaktoren 1. Grades mit Absolutglied.\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


Die  Zerlegung der Zähler-{} und Nennerpolynome der Übertragungsfunktion in je eine Produktform  (Linearfaktoren) gestattet eine einfache detaillierte Interpretation des Systemverhaltens und der Bestimmung der Koeffizienten des Übertragungssystems. Diese Zerlegung in Linearfaktoren erfolgt durch die Bestimmung der Nullstellen der Polynome.

Die Linearfaktoren, als kleinste Systemeinheit der Produktdarstellung der Polynome, haben konträre Signaleigenschaften, je nachdem, ob sie im Zähler oder im Nenner der Übertragungsfunktion stehen. Stehen sie im Zähler, haben sie eine differenzielle voreilende Signalwirkung des Systemausgangs, stehen sie im Nenner haben sie eine integrierende bzw. verzögernde Signalwirkung. 

Linearfaktoren mit gleichen Zeitkonstanten und gleicher Verstärkung im Zähler und Nenner können sich theoretisch zum Übertragungsverhalten G(s) = 1 kompensieren. In der Regelungstechnik wird dieses Verhalten zum Reglerentwurf in einem Regelkreis als sogenannte Pol-{} Nullstellenkompensation genutzt.   

Die Übertragungsfunktion: 

{$G(s) = \frac {Y(s)} {U(s)} := \frac {\text {Zähler} (s)} {\text {Nenner} (s)}$} 

eines dynamischen Übertragungssystems kann einfache und mehrfache Linearfaktoren im Zähler und Nenner enthalten. Derartige Systeme beschreiben das Frequenzverhalten mit der komplexen Frequenz {$s = \delta + j\omega$} mit einem Systemeingang {$U(s)$} und einen Systemausgang {$Y(s)$}.
\subsubsection{Darstellung der Übertragungsfunktion als Produktterme (Linearfaktoren)}
\label{23} 
Der eigentliche Vorteil der Produkt-{}Darstellung von Übertragungsfunktionen G(s) mittels Nullstellenbestimmung liegt darin, dass praktisch alle vorkommenden regulären (stabilen) und nichtregulären (instabilen) Übertragungsfunktionen bzw. Frequenzgänge von Übertragungsgliedern {\large G} auf folgende drei Grundformen  1. und 2. Ordnung geschrieben bzw. zurückgeführt werden können. Stehen die Grundglieder im Zähler, haben sie eine differenzierende Wirkung, stehen sie im Nenner, haben sie eine verzögernde (speichernde) Wirkung:

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.29315\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.29315\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.29315\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Typ Übertragungsfunktion        }&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Bedeutung im Zähler             &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Bedeutung im Nenner\endhead  \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$G1(s)=T\cdot s$}\newline{}Linearfaktor ohne Absolutglied     &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Differenzierer, D-{}Glied         &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Integrator, I-{}Glied\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$G2(s)=T\cdot s+1$}\newline{}Linearfaktor mit Absolutglied   &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} PD-{}Glied                        &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Verzögerung, PT1-{}Glied\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$G3(s)=T^2 \cdot s^2+2\cdot D\cdot T\cdot s+1$} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}   PD2-{}Glied: für 0 <{} D <{} 1 \newline{}mit konjugiert komplexen Nullstellen  &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}  Schwingungsglied PT2-{}Glied: \newline{}für 0 <{} D <{} 1 \newline{} mit konjugiert komplexen Polen\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Nichtphasenminimales (nichtreguläres) System \newline{} {$G2^*(s)=T\cdot s-1$}   &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} PD-{}Glied mit positiver Nullstelle \newline{} (hat keine technische Bedeutung) &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Instabile  Verzögerung  PT1-{}Glied \newline{} mit einer positiven Polstelle\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Nichtphasenminimales (nichtreguläres) System \newline{} {$G3^*(s)=T^2 \cdot s^2+2\cdot D\cdot T\cdot s-1$} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} PD-{}Glied 2. Ordnung \newline{}mit einer negativen und positiven Nullstelle \newline{}(hat eine Bedeutung als Vorfilter i. d. Regelungstechnik) &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Instabiles Schwingungsglied PT2-{}Glied\newline{} mit einer negativen und positiven Polstelle\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


Dabei ist {\large T} die Zeitkonstante, {\large s} die  komplexe Frequenz bzw. der Laplace-{}Operator, {\large D} der  Dämpfungsgrad. {\bfseries
\begin{mydescription} Prinzipielle Anwendung der Übertragungsfunktion für den Reglerentwurf 
\end{mydescription}
}


Die Übertragungsfunktion des geschlossenen Regelkreises ergibt sich durch algebraische Berechnung der Regelkreiskomponenten für die Kreis-{}Schließbedingung.  Die sich so ergebenden Polynome der Übertragungsfunktion werden durch Bestimmung der Pole und Nullstellen in die Produktdarstellung überführt.  Die Lage der Pole im s-{}Diagramm bestimmt die Stabilität des Regelkreises.
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\raggedright{}\myfigurewithcaption{6}{Darstellung der Sprungantwort eines PT2-{}Schwingungsgliedes,$\text{ }$\newline{}
 Dämpfung D = 0,125.}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}



\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Differenzialgleichung 3. Ordnung gegeben:}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} 0,5 \cdot y^{(3)}(t) + 0,5 \cdot \ddot y(t) + 2,125 \cdot \dot y(t) + y(t) = 2 \cdot \dot u(t)+ u(t) \, \end{equation*}\end{myquote}{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Gesucht}\begin{myitemize}\item{} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} Übertragungsfunktion in Zeitkonstantendarstellung,\item{}  Beschreibung des Systemverhaltens im Zeitbereich,\item{}  Sprungantwort des Systems im Zeitbereich\end{myitemize}Die Polynomgleichung ergibt sich durch die Anwendung der Laplace-{}Transformation der Differenzialgleichung.\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} 0,5 \cdot s^3 \cdot Y(s) + 0,5 \cdot s^2 \cdot Y(s) + 2,125 \cdot s \cdot Y(s) +  Y(s) \quad = \quad 2 \cdot s \cdot U(s) + U(s) \,\end{equation*}\end{myquote}Durch Ausklammern des Verhältnisses von Ausgangs-{} zum Eingangssignal der Polynomgleichung entsteht die Übertragungsfunktion. \newline{}Die verbleibenden Terme der Polynomgleichung bilden die Übertragungsfunktion G(s).\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} G(s) = \frac {Y(s)} {U(s)} = \frac {2 \cdot s +1} {0,5 \cdot s^3 + 0,5 \cdot s^2 + 2,125 \cdot s + 1} \end{equation*}\end{myquote}{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Bestimmung der Nullstellen und Polstellen der Polynome}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}durch Anwendung eines Rechenprogrammes aus dem Internet.\newline{}{$\text{[}$}Suchbegriff: \symbol{34}Nullstellen (Lösungen) von Polynomen unter Google{$\text{]}$}: Nullstelle: {\large s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{n1}} = -{} 0,5Polstelle: {\large s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{P1}} = -{} 0,5;  Polpaar:  {\large s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{P2/3}} = -{} 0,25 ± j*1,984{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Bildung der Produktdarstellung der Übertragungsfunktion:}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} \newline{}Reelle Pole und Nullstellen bilden Linearfaktoren 1. Ordnung. \newline{}Konjugiert komplexe Polpaare bilden Linearfaktoren 2. Ordnung. Sie lassen sich nicht weiter aufspalten.Allgemeine Form der Produktdarstellung mit Linearfaktoren 1. Ordnung:\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} G(s) = \frac {Y(s)} {U(s)} = \frac {(s-s_{n1}) \cdot (s-s_{n2}) \cdot (s-s_{n3}) ... } {(s-s_{P1}) \cdot (s-s_{P2}) \cdot (s-s_{P3}) ... }  \end{equation*}\end{myquote}Werden negative Zahlenwerte der Nullstellen und Polstellen in diese Gleichung eingesetzt, werden die Produkte (Linearfaktoren) positiv und die Übertragungsfunktion verhält sich im Zeitbereich stabil. Der noch nicht bekannte Produktterm mit dem  Linearfaktor 2. Ordnung kann errechnet werden, in dem das ursprüngliche Nennerpolynom durch den Term mit dem bekannten reellen Pol (s+0,5) dividiert wird. Das gesuchte Ergebnis ergibt sich durch normales Bruchrechnen, bei dem jeder Produktterm nacheinander durch den Diviser dividiert wird. \begin{myquote}\item{} \begin{equation*} \frac {0,5 \cdot s^3 + 0,5 \cdot s^2 + 2,125 \cdot s + 1}  {s+0,5} = 0,5 \cdot s^2 +0,25 \cdot s + 2 \end{equation*}\end{myquote}Damit entsteht die Übertragungsfunktion G(s) aus der systembeschreibenden Differenzialgleichung in Zeitkonstantendarstellung:\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} G(s) = \frac {2 \cdot s+1}  {0,5 \cdot (2 \cdot s+1) \cdot 2 \cdot (0,25 \cdot s^2 +0,125 \cdot s + 1)}\end{equation*}\end{myquote}Das PD1-{}Glied im Zähler der Übertragungsfunktion kompensiert sich mit dem PT1-{}Glied im Nenner der Übertragungsfunktion zu 1. \newline{}Aus der Differenzialgleichung 3. Ordnung entsteht (zufällig oder gewollt) durch Kompensation ein Übertragungssystem 2. Ordnung, das als PT2-{}Schwingungsglied oder PT2\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{KK}-{}Glied (kk = konjugiert komplex)) bezeichnet wird.{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Übertragungsfunktion G(s) der systembeschreibenden Differenzialgleichung in Zeitkonstantendarstellung:}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\begin{myquote}\item{} \begin{tabular}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ G(s) = \frac 1  {0,25 \cdot s^2 +0,125 \cdot s + 1}   $}\\ \hline \end{tabular}\end{myquote}Aus der allgemeinen Übertragungsfunktion G(s) des schwingfähigen Verzögerungsgliedes mit konjugiert komplexem Polpaar lassen sich weitere Kennwerte des Systems ermitteln:Wenn das Nennerpolynom der oben genannten Form für die Dämpfung D einen Wert {\large 0<{}D<{}1} aufweist, hat es konjugiert komplexe Pole. Diese Form des PT2-{}Gliedes bezeichnet man als Schwingungsglied. Schwingungsglieder entstehen durch Energieaustausch von zwei speicherfähigen Verzögerungsgliedern 1. Ordnung, wie Feder-{}Masse-{}Systeme, LC-{}Schwingkreis.Allgemeine Form der Übertragungsfunktion der Schwingungsgleichung in Zeitkonstantendarstellung:\begin{myquote}\item{} \begin{tabular}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ G(s) = \frac 1  {T^2 \cdot s^2 + 2 \cdot D \cdot T \cdot s +1}   $}\\ \hline \end{tabular}\end{myquote}Durch Koeffizientenvergleich lassen sich folgende Werte aus der Schwingungsgleichung ermitteln.{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Zeitkonstante T:}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} \begin{myquote}\item{} \begin{equation*} T = \sqrt {0,25} = 0,5   \end{equation*}\end{myquote}{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Dämpfungswert D:}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} 2 \cdot D \cdot T = 0,125 \, \end{equation*}\end{myquote}\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} D = \frac {0,125} {2 \cdot 0,5} = 0,125 \end{equation*}\end{myquote}Aus der Polynomdarstellung einer Übertragungsfunktion 2. Ordnung kann nicht erkannt werden, ob es sich um ein schwingfähiges System (Schwingungsglied) oder um ein System mit 2 Verzögerungsgliedern je 1. Ordnung handelt. Ergibt die Nullstellenbestimmung anstelle von konjugiert komplexen Polen zwei reelle Pole, dann lautet die Übertragungsfunktion in Zeitkonstantendarstellung: Beispiel der Übertragungsfunktion in Zeitkonstantendarstellung mit reellen Polen und der Verstärkung K: \begin{myquote}\item{} \begin{equation*}G(s) = K\cdot \frac 1{(T_1\cdot s + 1)\cdot (T_2\cdot s + 1)}\end{equation*}\end{myquote}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}

\subsubsection{Testsignale}
\label{24}
Den Testsignalen ist gemeinsam, dass sie zum Zeitpunkt t = 0 beginnen und bei t <{} 0 eine Amplitude = 0 aufweisen. Es wird das Testsignal im s-{}Bereich als Eingangsgröße U(s) an einem Übertragungssystem und die Systemantwort als Ausgangsgröße Y(s) in der nachfolgenden Tabelle dargestellt. Zur Unterscheidung der Funktion der Signale werden sie mit den Zeichen δ (Impulsfunktion), \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/freefont/,UprightFont=FreeSerif.ttf,BoldFont=FreeSerifBold.ttf,ItalicFont=FreeSerifItalic.ttf,BoldItalicFont=FreeSerifBoldItalic.ttf]{FreeSerif.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/freefont/,UprightFont=FreeMono.ttf,BoldFont=FreeMonoBold.ttf,ItalicFont=FreeMonoOblique.ttf,BoldItalicFont=FreeMonoBoldOblique.ttf]{FreeSerif.ttf}Ϭ\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} (Sprungfunktion), a (Rampenfunktion) und {$\sim $} (Sinusfunktion) indiziert.

Die Ausgangsgröße y(t) eines linearen dynamischen Systems kann für ein gegebenes Eingangssignal u(t) bestimmt werden, wenn {$ Y(s)=U(s) \cdot G(s) $} berechnet wird und in Laplace-{}Transformationstabellen für Y(s) z. B. in Zeitkonstanten-{}Darstellung die korrespondierende Gleichung der Zeitfunktion ermittelt wird.

{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Die Laplace-{}Transformation der Standard-{}Eingangssignale f(t) wie Impuls-{}, Sprung-{}, Rampen-{} und Sinusfunktionen stellen sich wie folgt dar:}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}

\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.29111\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.41898\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.16938\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Eingangssignal u(t) }&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Zeitverhalten des Eingangssignals &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Bildbereich  \endhead  \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Impulsfunktion δ \newline{} (Stoßfunktion, Deltaimpuls) &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Normierter Impuls = {$\int_{0}^\infty \hat u_{\delta} \cdot \,dt=1; $} {$ \qquad $} {$ \qquad $} Impulsdauer = {$\Delta t = \frac 1{\hat u_{\delta}(t)}$} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$U_{\delta}(s) = 1 $} \\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Sprungfunktion σ \newline{}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Einheitssprung: {$ u_{\sigma}(t) = 1;\quad\text{für} \ t > 0;\quad  u_{\sigma}(t) = 0; \quad \text{für}  \ t < 0$} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$U_{\sigma}(s) = \frac 1 {s}$} \newline{}  \\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Anstiegsfunktion A\newline{} (Rampe) &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Anstiegsfunktion: {$ u_A(t) = c \cdot t; $} {$ \qquad $} {$ \qquad $} {$ Gradient \ c = \frac {\Delta \,u_{A}(t)}{\Delta\, t}$} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$U_A(s) = \frac 1{s^2}$} \\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Sinusfunktion {$\sim $} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ u_{\sim}(t) = \hat u_{\sim} \cdot \sin (\omega \cdot t);  \qquad  \omega = 2 \cdot \pi \cdot f; \qquad  T = \frac 1 {f}$} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$U_{\sim}(s) = \frac \omega {s^2+\omega^2}$}   \\ \hline 
\end{longtable}

\subsubsection{Berechnungsbeispiel für ein PT1-{}Verzögerungsglied mit einem Eingangssignal als Sprungfunktion}
\label{25}


\begin{minipage}{1.0\linewidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/7.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{7}{ Sprungantwort eines PT1-{}Verzögerungsgliedes mit T = 2 {$\text{[}$}sec{$\text{]}$}:$\text{ }$\newline{}
 {$G(s) \cdot \frac 1 s = \frac 1{s \cdot (2\cdot s+1)}$}$\text{ }$\newline{}
{$y(t)=1-e^{-t/T}$}
}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}



\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Für die Berechnung des Zeitverhaltens von Übertragungssytemen G(s) mit der Übertragungsfunktion müssen die Eingangssignale (Testsignale) u(t) für den s-{}Bereich definiert werden.{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Gegeben:}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} \begin{myquote}\item{}  Übertragungsfunktion: \item{}  {$G(s)= \frac K{(T\cdot s+1)}$}\end{myquote}\begin{myquote}\item{}  Eingangssignal als normierte Sprungfunktion 1(t):  \item{}  {$u_{\sigma}(t) \ \circ -\bullet \ U_{\sigma}(s) = \mathcal{L}^{-1} \, \{ {1}(t) \} = \frac 1 s$} \end{myquote}{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Gesucht:}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} \begin{myitemize}\item{}  Suchfunktion im s-{}Bereich der Laplace-{}Transformationstabellen:  \end{myitemize}\begin{myquote}\item{} \begin{equation*}y(t)= \mathcal{L}^{-1} \underbrace { \left\{U(s) \cdot G(s)  \right\}}_\text{Suchbegriff}  = K \cdot \mathcal{L}^{-1} \underbrace { \left\{  \frac 1 {s \cdot (T \cdot s + 1)} \right\}}_\text{Suchbegriff}\end{equation*}\end{myquote}\begin{myitemize}\item{}  Übergangsfunktion (Sprungantwort) im Originalbereich: \end{myitemize}\begin{myquote}\item{} Die Gleichung zur Berechnung des Zeitverhaltens des PT1-{}Gliedes kann direkt aus den Laplace-{}Transformationstabellen abgelesen werden. Die Transformationstabellen sind gelegentlich für die Übertragungsfunktionen des s-{}Bereiches in der Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung oder in der Zeitkonstanten-{}Darstellung ausgeführt. Algebraisch sind beide Darstellungsarten identisch. Der Faktor K unterliegt nicht der Transformation und ist deshalb im s-{}Bereich wie auch im Zeitbereich gültig.\end{myquote}\begin{myquote}\item{} \begin{tabular}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$y(t)=K \cdot (1-e^{-t/T})$}\\ \hline \end{tabular}\end{myquote}\begin{myquote}\item{}  Mit dem Einsetzen verschiedener Werte für t in die Gleichung ergibt sich ein geschlossener Funktionsverlauf für y(t).\end{myquote}{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Anmerkung:}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} Bei Übertragungsfunktionen G(s) mit konjugiert komplexen Polen oder Nullstellen können die zugehörigen korrespondierenden Zeitfunktionen sehr aufwendig sein und erfordern für die Lösungen im Zeitbereich gute trigonometrische Kenntnisse. Einfacher bei solchen Systemen ist die numerische Berechnung mit der diskreten Zeit {$ \Delta t$}.\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


→ Siehe das ausführliche Hauptkapitel \symbol{34}\mylref{120}{Einführung in die Systemtheorie/ Übertragungsfunktion}\symbol{34}. 
\subsubsection{Einführung Frequenzgang}
\label{26}
Der Frequenzgang ist ein Spezialfall der Übertragungsfunktion. Er beschreibt das Ausgangs-{} Eingangs-{} Signalverhalten eines Übertragungssystems für ausschließlich periodische sinusförmige Eingangssignale. Setzt man für die komplexe Variable {$s = \delta + j \omega $} den Realteil {$ \delta $} zu Null, so geht die komplexe Übertragungsfunktion G(s) in den komplexen Frequenzgang 

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}G(j \omega) = \frac {Y(j \omega)} {U(j \omega)} \end{equation*}
\end{myquote}


über, der physikalisch interpretiert und gemessen werden kann.

Beide mathematischen Begriffe der Übertragungsfunktion und des Frequenzgangs unterscheiden sich nur durch die Entstehungsweise. Sie können je nach Aufgabenstellung als Übertragungsfunktion im s-{}Bereich {$s = \delta + j \omega $} oder als Frequenzgang mit {$s = j \omega $} geschrieben werden.

Die bekanntesten Anwendungen des Frequenzgangs eines dynamischen Systems sind die grafischen Stabilitätsanalysen mittels des Bode-{}Diagramms und der Ortskurve des Frequenzgangs der vom amerikanischen Physiker Harry Nyquist entwickelten Stabilitätskriterien. Diese Verfahren dienen heute mehr dem Verständnis von Teilgebieten der Systemtheorie, sind aber keine Alternativen zur numerischen Berechnung eines Regelkreises, bei dem tabellarisch das innere Teil-{}Systemverhalten für jede Berechnungsfolge y(k•Δt) dargestellt und grafisch der zeitliche Signalverlauf verschiedener Ausgangsgrößen für eine beliebige Eingangsgröße gezeigt wird. 

Ein wichtiges Anwendungsgebiet bei der experimentelle Systemidentifikation ist das Bode-{}Diagramm, in dem für ein unbekanntes dynamisches System durch eine frequenzvariable Einspeisung der Frequenzgang messtechnisch aufgenommen wird. Durch Bestimmung der Asymptoten an den Eckfrequenzen im Bode-{}Diagramm kann die Übertragungsfunktion G(s) des Systems ermittelt werden.

\subsection{Einführung \symbol{34}Zeitdiskrete Systemmodelle\symbol{34}}
\label{27}
Relativ einfache Übertragungssystem-{}Strukturen mit nichtlinearen Elementen, Begrenzungseffekten und Totzeitsystemen sind durch konventionelle Rechenmethoden im kontinuierlichen Zeitbereich nicht mehr geschlossen lösbar. Abhilfe bietet die numerische Berechnung im diskreten Zeitbereich Δt.
Derartige Modellberechnungen insbesondere bei Systemen höherer Ordnung, linear oder nichtlinear, ohne und mit Anfangswerten sind besonders anschaulich verständlich, weil sie das Zeitverhalten einer Kette von Einzelsystemen für einen kleinen Zeitschritt tabellarisch beschreiben, so wie sich das Übertragungssystem auch in der Realität als Kette von Einzelsystemen darstellt.

Für die Berechnung des Eingangs-{}Ausgangsverhaltens von Übertragungssystemen oder der Simulation von Regelkreisen bieten sich käufliche Rechenprogramme an. Mit den bekannten Programmen wie MATLAB und Simulink stehen umfangreiche Befehlssätze für die theoretische Modellierung von dynamischen Systemen und vielen speziellen regelungstechnischen Befehlen zur Verfügung.

Alternativ können mit selbst erstellten beliebigen Rechenprogrammen für Differenzengleichungen mit der diskreten Zeit Δt (auch Abtastzeit T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{A}) in Verbindung mit logischen Operationen sehr effizient lineare und nichtlineare System-{}Simulationen durchgeführt werden. 

Nichtlineare Übertragungssysteme sind häufig Unikate. In Kombination mit linearen dynamischen Systemen können sie meist als zeitunabhängiges Übertragungssystem vom zeitabhängigen Übertragungssystem abgetrennt und mit logischen Befehlen wie WENN-{}DANN-{}Sonst-{}Anweisungen oder mit Tabellenanweisungen beschrieben werden.  
\subsubsection{Systembeschreibungen: Differenzialgleichungen, Übertragungsfunktionen und Differenzengleichungen}
\label{28}

Die mathematischen Beschreibungen linearer dynamischer Systeme mit Differenzialgleichungen, Übertragungsfunktionen und Differenzengleichungen sind untereinander austauschbar, wenn sie nur je ein totzeitfreies lineares dynamisches System mit konstanten Koeffizienten im Zeitbereich, im komplexen Frequenzbereich und numerisch im zeitdiskreten Bereich beschreiben sollen. Jede mathematische Form der Beschreibungen kann in die jeweils andere Form der partikulären Lösung der DGL, der Übertragungsfunktion (Lösung ist immer partikulär) und der numerisch lösbaren Differenzengleichung übertragen werden. 

Die Lösungswege der mathematischen Gleichungen für den Verlauf des Ausgangssignals bei einem gegebenen Eingangssignal sind wie folgt höchst unterschiedlich und von unterschiedlichen Schwierigkeitsgraden:

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.23526\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.32210\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.32210\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Systembeschreibung }&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Mathematische Lösung im Zeitbereich &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Kommentar\endhead  \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Differenzialgleichung &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}1. Gesamtlösung = Homogene Lösung + Partikuläre Lösung\newline{}2. Homogene Lösung: {$ y_H(t) = C_1 \cdot e^{{\lambda}_1 \cdot t}  + C_2 \cdot e^{{\lambda}_2 \cdot t} + C_3 \cdot e^{{\lambda}_3 \cdot t} + \cdots $} \newline{}3. Partikuläre Lösung für {$ y_p(t) \,$} der DGL über das Faltungsintegral. &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}1. Homogene Lösung bezieht sich nur auf Anfangswerte, \newline{} {$ \quad $} partikuläre Lösung  nur auf Eingangssignale.\newline{} 2. Umständliche Berechnung der Integrationskonstanten C.\newline{} 3. Partik. Lösung mit Faltungsintegral >{} 2. Ordnung sehr schwierig.\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Übertragungsfunktion &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Mit Hilfe der inversen Laplace-{}Transformationstabellen \newline{}oder der Anwendung der Partialbruchzerlegung.&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}* Kann aufwendige trigonometrische Berechnung bei Schwingungsgliedern bedeuten. \newline{}* Die Partialbruchzerlegung erfordert Spezialkenntnisse und Übung .  \\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Differenzengleichung &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Die numerische Berechnung erfolgt schrittweise im Abstand der diskreten Zeit Δt.\newline{} Die Gleichung wird mit {$k = (0; 1; 2; 3 \cdots k_{max})$} Berechnungsfolgen wiederholt berechnet.\newline{} Jede Ausgangsgröße {$ y_{(k)} \,$} wird zur nächsten Berechnungsfolge zur Eingangsgröße {$ y_{(k-1)} \,$}. &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}* Relativ einfach, insbesondere auch bei Systemen höherer Ordnung. \newline{} * Das Gleichungssystem kann leicht erweitert werden für\newline{} nichtlineare Funktionen und Totzeitsysteme.\newline{} * Ergebnis: Tabellarische Darstellung aller Berechnungsfolgen. \newline{} * Berechnung von Anfangswerten über die Regelungsnormalform.\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


Lineare Übertragungsglieder werden gerne bevorzugt als Übertragungsfunktionen G(s) möglichst in Zeitkonstantendarstellung benannt, weil sie als mathematisches Modell sehr einfach und übersichtlich dargestellt werden können, obwohl sie sich nicht auf den Zeitbereich sondern auf den komplexen Frequenzbereich beziehen. 

Die Übertragungsfunktion G(s) entsteht durch die Laplace-{}Transformation von gewöhnlichen systembeschreibenden Differenzialgleichungen. Durch die Zerlegung der Polynome der Übertragungsfunktion im Zähler und Nenner als Linearfaktoren lässt sich nachweisen, dass lineare Übertragungssysteme nur 3 Formen von Linearfaktoren und deren Vielfache je im Zähler und Nenner der Polynomgleichung enthalten.  

Für das einfachste Verfahren der der numerischen Berechnung -{} das \symbol{34}Euler-{}Streckenzugverfahren\symbol{34} -{}  werden nur zwei Formen von Differenzengleichungen 1. Grades -{} Linearfaktor mit und ohne Absolutglied -{} je im Zähler oder Nenner der Übertragungsfunktion benötigt. Für diese 4 Formen der Übertragungsfunktionen in Zeitkonstantendarstellung, die den Differenzialgleichungen 1. Ordnung entsprechen, können zeitdiskrete Differenzengleichungen erstellt werden. Alle linearen Systeme G(s) beliebiger Ordnung -{} auch solche mit konjugiert komplexen Polen und Nullstellen (Beispiel Schwingungsglieder) -{} können mit diesen vier Arten von Differenzengleichungen berechnet werden.  

Ein technisches lineares dynamisches System ohne Totzeit kann durch Teilsysteme (Linearfaktoren 1. Ordnung) vollständig beschrieben werden. Die Teilsysteme können beliebig multiplikativ, additiv oder zurückgekoppelt vermascht sein.     
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\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.23091\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.08802\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.08283\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.09101\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.15365\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.11251\linewidth}|} \hline 
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\end{longtable}

\end{landscape}
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Für jedes dieser genannten zeitabhängigen Teilsysteme kann eine Differenzengleichung erstellt werden. 
\subsubsection{Verfahren der numerischen Berechnung mit Differenzengleichungen}
\label{29}

Viele technische Übertragungssysteme bzw. Modelle der Übertragungssysteme verarbeiten kontinuierliche Eingangssignale und liefern auch kontinuierliche Ausgangssignale, dennoch können diese Übertragungssysteme aus linearen und nichtlinearen Teilsystemen bestehen. 

Zeitdiskrete lineare dynamische Systeme sind dadurch gekennzeichnet, dass die inneren Systemzustände nur zu einzelnen Zeitpunkten definiert sind und an den Ein-{} und Ausgängen zeitdiskrete Signale auftreten. Sie spielen im Rahmen der Informationstechnik und digitalen Signalverarbeitung eine bedeutende Rolle und werden in Form von Berechnungsfolgen beschrieben. 

Berechnungsfolgen mit der Folge {$ k = (0; 1; 2; 3; \cdots k_{MAX}) $} berechnen eine Gleichung mit der Ausgangsgröße {$y_{(k-1)} $} aus einem alten Zustand zu einem neuen Zustand der Ausgangsgröße {$y_{(k)} $} mit dem zeitlichen Abstand der diskreten Zeit {$ \Delta t $}. 

Für jedes Teilsystem ist die Ausgangsgröße die Eingangsgröße des nachfolgenden Systems. Parallelgeschaltete Systeme werden hintereinander berechnet, haben aber das gleiche Eingangssignal, deren Ausgangssignale werden addiert. 

Diese Art der schrittweisen Berechnung eines Systems mit der Annäherung an die analytische Funktion des Systems wird als rekursiv (lat.: recurrere: zurücklaufen) bezeichnet. Die Genauigkeit der Annäherung an die analytische Funktion steigt mit dem Verhältnis des Quotienten der dominanten Systemzeitkonstante {$T_D \,$} zur diskretisierten Zeit Δt.  

Die den Übertragungsfunktionen G(s) zugehörigen Differenzengleichungen berechnen die Systemausgangsgröße {$y_{(k \cdot \Delta t)} $} im Zeitbereich für definierte Zeitintervalle für eine gegebene Eingangsgröße {$u_{(k \cdot \Delta t)} $}. Als vereinfachte Schreibweisen für zeitdiskrete Signale gelten die Indizierungen für die aktuelle Größe {$y_{(k)} $} und für eine zurückliegenden Folge {$y_{(k-1)} $}.
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\begin{myitemize}
\item{}   Die Genauigkeit der numerischen Berechnung eines dynamischen Systems gegenüber der analytischen Funktion bei Anwendung des expliziten Euler-{}Rückwärts-{}Verfahrens steigt linear mit dem kleiner werdenden Zeitintervall {\large ∆t}.  
\item{}   Numerische Stabilität:
\end{myitemize}

\begin{myquote}
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\end{myquote}
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Grund der aufwendigeren Approximationsverfahren ist die erzielbare höhere Genauigkeit und damit Reduzierung der Rekursionsfolgen, was bei langsamen Rechnern bei Echtzeitberechnungen erforderlich sein kann.
\subsubsection{Schreibweise der Differenzengleichungen}
\label{30}
Differenzengleichungen entstehen durch lineare gewöhnliche Differenzialgleichungen, deren Differentialquotienten durch Differenzenquotienten ersetzt werden. 

Bei der Anwendung zur Lösung einer Differenzialgleichung über die Übertragungsfunktion mit Hilfe der inversen Laplace-{}Transformation wird die analytische Lösung im Zeitbereich über den Suchbegriff in der Laplace-{}Transformationstabelle in Operatorenschreibweise gefunden. 

Allgemein gilt für die inverse Transformation vom s-{}Bereich in den Zeitbereich der Suchbegriff: 
\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ y(t) = \mathcal{L}^{-1} \underbrace { \left\{G(s) \cdot U(s)  \right\}}_{Suchbegriff} $}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


Die numerische Berechnung einer Differenzengleichung eines Teilsystems (Linearfaktor) bedeutet eine Annäherung an die analytische Funktion des Systems und wird stets in Operatorenschreibweise dargestellt. Sie wird anders als im Umgang mit der Übertragungsfunktion schrittweise mit der Berechnungsfolge k immer neu berechnet, wobei die Ausgangsgröße des Teilsystems im nächsten Zeitzyklus die Eingangsgröße des gleichen Teilsystems ist. Die Differenzengleichungen als Beschreibung der Teilsysteme können nach einem Signalflussplan beliebig vermascht werden, die Struktur der Differenzengleichung für ein Teilsystem darf nicht verändert werden. 
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Der Integrationsalgorithmus lautet:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}y_{(k)} = y_{(k-1)} + \Delta t \cdot f[u_{(k)}]  \end{equation*}
\end{myquote}
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\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$y_{(k)} = y_{(k-1)} + u_{(k)} \cdot \frac {\Delta t} {T_I}  $}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}

\subsubsection{Beispiel der Entstehungsweise einer Differenzengleichung eines Verzögerungsgliedes (PT1-{}Glied)}
\label{31}



\begin{minipage}{1.0\linewidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/13.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{13}{Rechteck-{}Approximation eines PT1-{}Gliedes durch Berechnung mit einer Differenzengleichung.}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}


{\bfseries
\begin{mydescription}Übertragungsfunktion des PT1-{}Gliedes
\end{mydescription}
}

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} G(s) = \frac {Y(s)}{U(s)} = \frac {K_{PT}} {1+s\cdot T_1} = \frac {\frac {K_{PT}} {T_1}} {s+ \frac 1 {T_1}} \end{equation*}
\end{myquote}

{\bfseries
\begin{mydescription}Zugehörige Differenzialgleichung
\end{mydescription}
}

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} \dot y(t) + \frac 1 {T_1} \cdot y(t) = \frac {K_{PT}} {T_1} \cdot u(t) \end{equation*}
\end{myquote}


Der Differenzialquotient der Differenzialgleichung wird durch den Differenzenquotient ersetzt mit folgendem Ansatz:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} \frac {y_{(k)} - y_{(k-1)}}{\Delta t} + \frac 1 {T_1}\cdot y_{(k)} = \frac {K_{PT}} {T_1} \cdot u_{(k)} \end{equation*}
\end{myquote}


Diese Gleichung wird nach {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k)}} aufgelöst. Die Differenzengleichung des PT1-{}Gliedes lautet:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}y_{(k)} = \frac {T_1}{T_1+\Delta t} \cdot y_{(k-1)} + \frac {\Delta t \cdot K_{PT}}{T_1+\Delta t} \cdot u_{(k)} \end{equation*}
\end{myquote}


{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Differenzengleichung des PT1-{}Gliedes in vereinfachter Schreibweise mit identischer mathematischer Funktion:}
\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$y_{(k)} = y_{(k-1)} + (K_{PT} \cdot u_{(k)}-y_{(k-1)}) \cdot \frac {\Delta t}{T_1+ \Delta t}$}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}
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Die tabellarische Form der numerischen Lösung erlaubt auch die Berechnung nichtlinearer statischer Systeme, indem die nichtlineare Beziehung als Wertetabelle der Tabellenspalte der Folge {\large k} zugeordnet wird. Ebenso ist die Berechnung der Totzeit eines Systems durch Verschiebung der Zeilen mit geeigneten Programmbefehlen möglich.  

→ Siehe das ausführliche Kapitel \symbol{34}\mylref{153}{Einführung in die Systemtheorie/ Numerische Berechnung dynamischer Systeme}\symbol{34}. 
\subsubsection{Digitale Systemberechnung online}
\label{32} 

Offline-{}Berechnungen sind beispielsweise Simulationen eines Modells eines dynamischen Systems, bei dem in Abhängigkeit eines Eingangssignals das Ausgangsverhalten des Systems bei verschiedenen Parametern untersucht wird. Das Zeitverhalten des Rechners -{} die Rechenzeit -{} hat dabei keinen Einfluss auf das Rechenergebnis.

In technischen Prozessen, in denen ein Signal nicht kontinuierlich sondern zeitdiskret ist, bezeichnet man als Abtastung eines Zahlenwertes mit dem Zeittakt T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{A}. Derartige Systeme lassen sich nicht mit kontinuierlichen mathematischen Methoden wie die Differenzialgleichung im Zeitbereich oder mit der Übertragungsfunktion im komplexen Frequenzbereich beschreiben. 

Anstelle von kontinuierlichen Signalen treten die mathematischen Methoden der zeitdiskreten Signale. Die Verfahren der Behandlung kontinuierlicher Signale ändern sich zu Verfahren der zeitdiskreten Behandlung wie folgt: 

\begin{myitemize}
\item{}  Kontinuierliches Signal → abgetastetes Signal 
\item{}  Differenzialgleichung → Differenzengleichung
\item{}  Laplace-{}Transformation → Z-{}Transformation
\item{}  Übertragungsfunktion G(s) → Z-{}Übertragungsfunktion G(z) 
\end{myitemize}


Wird ein Digitalrechner für die Steuerung eines realen stetigen Prozesses in einem Eingrößensystem eingesetzt, so werden 2 Schnittstellen benötigt. Das stetige Eingangssignal erfordert einen Analog-{}Digitalwandler (AD-{}Wandler), das digitale Ausgangssignal des Digitalrechners entweder eine Digitalanzeige oder ein Digital-{}Analogwandler (DA-{}Wandler). Mit einem Zeittakt werden Rechner und Schnittstellen synchronisiert. Der Digitalrechner simuliert mit Hilfe von Differenzengleichungen das dynamische System. 

Bei Echtzeitberechnungen, beispielsweise mit einem programmierbaren digitalen Regler, der auf eine Hardware-{}Regelstrecke wirkt, wird die Diskretisierungszeit {\large ∆t} durch die \symbol{34}Abtastzeit\symbol{34} T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{A} ersetzt, mit der das meist analoge Ausgangssignal der Regelstrecke über Analog-{}Digitalwandler erfasst wird. Der Abtastung des Ausgangssignals ist üblicherweise ein Halteglied (Sample-{}and-{}Hold-{}Schaltung) nachgeschaltet, so dass ein gestufter Verlauf des Ausgangssignals entsteht. Hat das Halteglied kein Zeitverhalten, wird es als Halteglied 0. Ordnung bezeichnet.

Bei schnellen Übertragungssystemen wie Regelstrecken spielen die Systemgeschwindigkeiten des Rechners, der A/D-{}Wandler, die Sample-{}and-{}Hold-{}Schaltung, wie auch die verwendeten Differenzengleichungen beziehungsweise deren Approximations-{}Algorithmen eine große Rolle.

Für die Durchführung der zeitdiskreten Rechenvorgänge am Digitalrechner wird eine spezielle Form der Laplace-{}Transformation, die Z-{}Transformation verwendet.

\subsection{Kurzbeschreibung Zustandsraumdarstellung}
\label{33}


\begin{minipage}{1.0\linewidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/14.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{14}{Symbolisches Blockschaltbild eines Modells eines Übertragungssystems 1. Ordnung in Zustandsraumdarstellung für ein Eingrößensystem.}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}



Die Zustandsgrößen eines linearen dynamischen Systems beschreiben den inneren Bewegungsablauf des Systems.

Die Zustandsraumdarstellung bezieht sich auf ein Zustandsraummodell, welches meist ein Schema der Regelungsnormalform oder der Beobachtungsnormalform  beschreibt. Es symbolisiert die überführte Differenzialgleichung n-{}ter Ordnung in n-{}gekoppelte Zustands-{}Differentialgleichungen erster Ordnung. Dabei werden sämtliche Beziehungen der Zustandsgrößen, der Eingangsgrößen und Ausgangsgrößen in Form von Matrizen und Vektoren dargestellt. Das Zustandsraummodell wird vereinfacht durch die zwei Zustandsgleichungen – der Zustandsdifferenzialgleichung und der Ausgangsgleichung – beschrieben.

Das Zustandsraummodell kann für nicht sprungfähige Systeme direkt aus den Koeffizienten der systembeschreibenden Differenzialgleichung oder der zugehörigen Übertragungsfunktion erstellt werden. Es gilt als ingenieurtechnisch geeignete Methode der Analyse und Synthese dynamischer Systeme im Zeitbereich und ist besonders effizient bei der regelungstechnischen Behandlung von Mehrgrößensystemen, nichtlinearen  und zeitvariablen Übertragungssystemen.
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Wesentliche Begriffe zum Verständnis der Beschreibung eines Übertragungssystems im Zustandsraum  sind  das {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Zustandsraummodell}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} und die angewandte Normalform, nach der die Zustandsgleichungen und zugehörigen Matrizen / Vektoren  ausgelegt sind. 

Bei den Zustandsbeschreibungen mit Normalformen nehmen die Zustandsgleichungen besonders einfache und zweckmäßige Formen für bestimmte Berechnungen an. Für die Normalformen wird von der Systembeschreibung des linearen Übertragungssystems durch die Differenzialgleichung oder zugehörige Übertragungsfunktion ausgegangen.


\begin{minipage}{1.0\linewidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/15.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{15}{Blockschaltbild des Signalflussplanes eines Übertragungssystems 3. Ordnung in der Regelungsnormalform.}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}



Die bekannteste Normalform ist die Regelungsnormalform, welche grafisch die Lösung einer Differenzialgleichung beschreibt. 

Die Signalstruktur der Regelungsnormalform stellt sich als ein stetiges zeitkontinuierliches System dar, dass mit der Eingangsgröße u(t) die Lösung der Differentialgleichung y(t) wiedergibt und gleichzeitig die Zustandsvariablen {$x_1(t), x_2(t) \cdots x_n(t)$} zeigt.

Das Blockschaltbild der Regelungsnormalform zeigt die Umsetzung und Lösung der Differenzialgleichung in die physikalischen analogen Signalflüsse der Zustandsgrößen einschließlich der Ausgangsgröße bei gegebener Eingangsgröße. Man kann sie als eine Weiterentwicklung der in der Analogrechentechnik bekannten Verfahren zur Lösung einer Differentialgleichung n-{}ter Ordnung mit n Integratoren betrachten. Die Signalflüsse können bei Kenntnis der Koeffizienten der Zustandsvariablen direkt mittels numerischer Berechnung für beliebige Eingangssignale ermittelt und grafisch dargestellt werden. 

Enthält die systembeschreibende Differenzialgleichung keine Differentiale der Eingangsgröße, bzw. die zugehörige Übertragungsfunktion hat nur Pole aber keine Nullstellen, so werden die Koeffizienten der Regelungsnormalform laut dargestelltem Blockschaltbild b1 und b2 zu Null.  

Die Regelungsnormalform muss nicht zwingend in die Form von Matrizen und Vektoren dargestellt werden.
\subsubsection{Zustandsdifferenzialgleichung und Ausgangsgleichung}
\label{34}

Das Zustandsraummodell wird anhand der dargestellten Signalflüsse  durch 2 Gleichungen beschrieben,  die Zustandsdifferenzialgleichung  und  die Ausgangsgleichung (auch Ausgabegleichung).

Die Zustandsdifferenzialgleichung ist eine Vektordifferenzialgleichung 1. Ordnung, die die Systemdynamik beschreibt. Sie gibt an, wie das Eingangssignal u(t) die einzelnen Speicher beeinflusst und wie diese Speicher miteinander verkoppelt sind.

Die algebraische Ausgangsgleichung beschreibt, wie das Ausgangssignal y(t) mit den Systemzuständen verbunden ist.

\begin{myquote}
\item{} Gleichungen des Zustandsraummodells:
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.32455\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.27271\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.28220\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Gleichung        }&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Bei Eingrößensystemen     &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Bei  Mehrgrößensystemen\endhead  \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Zustandsdifferenzialgleichung \newline{} (auch Zustandsgleichung) &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$\underline {x}'(t) =\underline {A} \cdot \underline {x}(t) + \underline {b} \cdot u(t)$}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$\underline {x}'(t) = \underline {A} \cdot \underline {x}(t) + \underline {B} \cdot \underline {u}(t)$}\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Ausgangsgleichung  &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$y(t) = \underline {c}^T  \cdot \underline {x}(t) + d \cdot u(t) $} \newline{} d = 0 für n >{} m   &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ \underline {y}(t) = \underline {C}  \cdot \underline {x}(t) + \underline {D} \cdot \underline {u}(t) $} \newline{} {$ \underline {D} \,$} = 0 für n >{} m\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}

\subsubsection{Zustandsregelung}
\label{35}
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\raggedright{}\myfigurewithcaption{16}{Signalflussplan eines einfachen Zustandsreglers für eine Regelstrecke 3. Ordnung eines Eingrößensystems.}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}



Ein Übertragungssystem in der Regelungsnormalform mit ihren Zustandsvariablen kann als Regelstrecke in einen Regelkreis eingebunden werden. 

Durch die Zustandsrückführung kann keine stationäre Genauigkeit der Regelgröße zum Sollwert erreicht werden. Deshalb wird mit einem Vorfilter die Anpassung der Führungsgröße an die stationäre Ausgangsgröße hergestellt.   

Für anspruchsvolle Regelaufgaben mit Systemen im Zustandsraum kann die Einführung eines überlagerten Regelkreises für den Zustandsregelkreis mit einer Ausgangsrückführung erforderlich sein. Damit sind sämtliche stationären Probleme für die Übereinstimmung der Führungsgröße mit der Regelgröße und konstante Störanteile ausgeschaltet. Das Vorfilter entfällt.  

Die Zustandsregelung mit der Rückführung der Zustandsvariablen ist vergleichbar mit einer Kaskadenregelung. 

Die Kaskadenregelung besteht aus hierarchisch hintereinander geschachtelten Folgeregelkreisen, die innerhalb eines überlagerten Regelkreises liegen. Diese effiziente Reglerstruktur der Kaskadenregelung ist möglich, wenn einzelne Signalgrößen von Teilsystemen einer Regelstrecke messbar sind. Diese Teilsysteme mit Verzögerungen niedriger Ordnung sind einfacher und schneller regelbar. Die Ausgangsrückführungen der Teilregelkreise entsprechen angenähert den Zustandsvariablen.

Kaskadenregler sind Hilfsgrößen-{}Regler innerhalb einer Folgekette. Sie erfüllen wie die Zustandsregler eine bessere Dynamik der Regelgröße und tragen zur Verbesserung des Störverhaltens bei.

→ Siehe den ausführlichen Wikipedia-{}Artikel \myhref{http://de.wikibooks.org/wiki/\%3Aw\%3AZustandsraumdarstellung}{Zustandsraumdarstellung}

\section{Einführung \symbol{34}Eingrößen-{} und Mehrgrößensysteme\symbol{34}}
\label{36}



\begin{minipage}{1.0\linewidth}
\begin{center}
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\raggedright{}\myfigurewithcaption{17}{Blockdiagramm eines Mehrgrößensystems in Matrix / Vektor-{}Darstellung.}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}



Es kann ein Signal oder es können mehrere Eingangssignale auf das System einwirken. Das System antwortet mit einem oder mit mehreren Ausgangssignalen. Diese mit einem Eingangs-{} und Ausgangssignal behafteten Systeme werden als Klasse der Eingrößensysteme, die mit mehreren Eingangs-{} und Ausgangssignalen werden als  Mehrgrößensysteme bezeichnet. 

Bei vielen technischen Prozessen müssen mehrere physikalische Größen gleichzeitig geregelt werden, wobei diese Größen voneinander abhängig sind. Bei Änderung einer Eingangsgröße (Stellgröße u(t)) wird zusätzlich eine andere Ausgangsgröße (Regelgröße y(t)) oder auch alle anderen Ausgangsgrößen beeinflusst.

Bei Mehrgrößen-{}Regelstrecken sind die Eingangsgrößen und Ausgangsgrößen untereinander verkoppelt.
Im Regelkreis sind die r Eingangsgrößen der Regelstrecke U1(s) bis Ur(s) die Stellgrößen des Systems, die entsprechend dem Kopplungsgrad mehr oder weniger auf die verschiedene Anzahl m der Regelgrößen Y1(s) bis Ym(s) einwirken können.

Beispiele von einfachen Mehrgrößensystemen:
\begin{myitemize}
\item{}  Bei der Dampferzeugung sind Druck und Temperatur gekoppelt,
\item{}  Bei Klimaanlagen sind Temperatur und Luftfeuchtigkeit gekoppelt.
\end{myitemize}


Für den einfachen Fall der Verkopplung einer Regelstrecke mit 2 Eingängen und 2 Ausgängen treten die häufigsten symmetrischen Verkopplungsarten in P-{} und V-{}Kanonische Form|kanonischer Struktur auf. Bei der P-{}kanonischen Struktur wirkt ein Eingang der Strecke über ein Koppelelement auf den nicht zugehörigen Ausgang der Strecke. Bei der V-{}kanonischen Struktur wirkt ein Ausgang der Strecke über ein Koppelelement auf den nicht zugehörigen Eingang der Strecke.

Je nach Art der gekoppelten Regelstrecken können für den Reglerentwurf 3 Konzepte gewählt werden:

\begin{myitemize}
\item{}  Dezentrale Regelung
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Jedem Stell-{} und Regelgrößenpaar wird ein eigener Regler zugeordnet. Die auf diesen Regelkreis durch die Kopplung einwirkenden Störungen werden durch den Regler kompensiert. Dieses Verfahren ist bei schwacher Kopplung oder bei langsamen Koppelsystemen gegenüber der Hauptregelstrecke akzeptabel.
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}  Regelung mit Entkopplung
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Jedem Stell-{} und Regelgrößenpaar wird ein Hauptregler und für die Kopplungen zwischen den Stell-{} und Regelgrößen je ein Entkopplungsregler zugeordnet. Es ist Aufgabe der Entkopplungsregler, den Einfluss der anderen Stellgrößen auf die jeweilige Regelgröße zu eliminieren oder zumindest zu reduzieren.
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}  Echte Mehrgrößenregelung
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Der Mehrgrößenregler hat so viele Eingänge wie Regelgrößen und so viele Ausgänge wie Stellgrößen. Die Kopplungen zwischen den Komponenten werden in einem einheitlichen Reglerkonzept berücksichtigt. Der Entwurf der Mehrgrößenregler erfolgt über die Matrizen-{} Vektorrechnung.
\end{myquote}



→ Siehe Wikipedia-{}Artikel {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Regler}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}: Abschnitt \myhref{http://de.wikibooks.org/wiki/\%3Aw\%3ARegler\%23Regler\%20f\%C3\%BCr\%20Mehrgr\%C3\%B6\%C3\%9Fensysteme}{Regler für Mehrgrößensysteme} 

→ Siehe Wikipedia-{}Artikel {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Regelstrecke}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}: Abschnitt \myhref{http://de.wikibooks.org/wiki/\%3Aw\%3ARegelstrecke\%23Mehrgr\%C3\%B6\%C3\%9Fensysteme}{Mehrgrößensysteme}

\section{Quellen}
\label{37}


\chapter{Beschreibung linearer Prozesse im Zeitbereich}

\myminitoc
\label{38}

\label{39}
\section{Beschreibung linearer und nichtlinearer Prozesse im Zeitbereich}
\label{40}{\bfseries
\begin{mydescription} Normung der Signalbezeichnungen
\end{mydescription}
}


Die bis zum Jahr 2009 gültige Norm DIN 19226 Leittechnik; Regelungstechnik und Steuerungstechnik wurde zurückgezogen und durch DIN IEC 60050-{}351 ersetzt.

Das deutsche Institut für Normung hat in der DIN EN 60027-{}6 sämtliche Begriffe und Formelzeichen für die Signale in Regelkreisen festgelegt.
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Diese Normen wurden in der deutschen Fachliteratur der Regelungstechnik kaum verwendet. Es darf vermutet werden, dass der Einfluss durch das aus den USA stammende mathematische Verfahren der „Zustandsraumdarstellung“ von dynamischen Systemen den Zwang zu einer gemischten Vereinheitlichung von Signalbezeichnungen mit der Regelungstechnik geführt hat.

Zunehmend wird für die Eingangs-{} Ausgangsbezeichnung eines Systems anstelle von X und Y oder „Xe“ für das Eingangssignal und „Xa“ für das Ausgangssignal in der Fachliteratur der modernen Systemtheorie als Eingangsgröße {\large „U“} und als Ausgangsgröße {\large „Y“} verwendet.

Für die Systemtheorie werden nachfolgend, wie auch in der Regelungstechnik, die Signalgrößen des dargestellten Blockschaltbildes verwendet:

\section{Systembeschreibung}
\label{41}

Die nachfolgenden Systembeschreibungen setzen die Kenntnisse der mathematischen Werkzeuge wie Differenzialgleichung, Laplace-{}Transformation und Übertragungsfunktion voraus. Diese Kenntnisse werden erst in späteren Kapiteln dargestellt. Gewöhnliche systembeschreibende Differenzialgleichungen können jederzeit in die anschaulicheren Übertragungsfunktionen und wieder  zurück gewandelt werden. Übertragungsfunktionen behandeln keine Anfangswerte der physikalischen Systemspeicher.

Ein reales dynamisches System kann durch das Aufstellen von Differenzialgleichungen modelliert werden. Dazu werden für die Energie-{}/Materie-{}Speicher zunächst Bilanzgleichungen benötigt.

Für jeden konzentrierten Speicher entsteht eine Differenzialgleichung erster Ordnung mit der Ableitung der Ausgangsgröße {\large y(t)}.
Das Verhalten eines linearen Systems wird vollständig durch die Lösung der Differenzialgleichung wiedergegeben.
{\bfseries
\begin{mydescription} Beispiele für Differenzialgleichungen erster Ordnung
\end{mydescription}
}


\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}\text{Induktivität:} \, u = L \cdot \frac {di}{dt} \qquad  \text{Wärmespeicher:} \, Q = C_t \cdot \frac {d \vartheta}{dt} \qquad \text{Behälter:} \ q = A \cdot \frac {dh}{dt}  \end{equation*}
\end{myquote}


Die Lösung einer linearen, inhomogenen Differenzialgleichung mit konstanten Koeffizienten setzt sich immer aus den Anteilen der homogenen und der partikulären Lösung zusammen.

\begin{myitemize}
\item{}  Die homogene Lösung bezieht sich auf die Anfangswerte der Systemspeicher. Die Eingangsgröße der Differenzialgleichung ist dabei zu Null gesetzt. Sind die Anfangswerte Null, ist auch die Lösung der Differenzialgleichung die Ausgangsgröße {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{H}(t) = 0}.
\end{myitemize}


\begin{myitemize}
\item{}  Die partikuläre Lösung {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{P}(t)} bezieht sich auf eine von Null verschiedene Eingangsgröße {\large u(t)} bei denen die Systemspeicher den Wert Null haben. Diese Lösung des Eingangs-{} Ausgangsverhaltens eines Systems interessiert in den meisten Anwendungsfällen.
\end{myitemize}


\begin{myitemize}
\item{}  Durch die Laplace-{}Transformation der systembeschreibenden Differenzialgleichung linearer Übertragungssysteme werden Systeme bei verschwindenden Anfangsbedingungen vom Zeitbereich in den sogenannten Bildbereich (s-{}Bereich) mit der komplexen Frequenz s übertragen.
\end{myitemize}


\begin{myquote}
\item{} Das Produkt der Übertragungsfunktion {$ G(s) = \frac Y U (s) $} mit dem Laplace-{}transformierten Eingangssignal {\large U(s)} ergibt das Ausgangssignal {\large Y(s)} des Systems. Mit der inversen Laplace-{}Transformation entsteht die gesuchte Lösung der Ausgangsgröße {\large y(t)} eines Übertragungssystems als Funktion der Eingangsgröße {\large u(t)} im Zeitbereich. Sie entspricht der partikulären Lösung der dem System zugehörigen Differenzialgleichung. Die partikuläre Lösung einer Differenzialgleichung über den Umweg der Laplace-{}Transformation ist einfacher als die direkte Lösung mit dem Faltungsintegral.
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} Signale und Übertragungsfunktionen im s-{}Bereich können entsprechend ihrer Systemstruktur (Reihenschaltung, Parallelschaltung, Rückkopplungsschaltung) beliebig algebraisch behandelt werden.
\item{} Durch die Analyse der Pole und Nullstellen der Übertragungsfunktion ergeben sich wichtige Aussagen über das Systemverhalten wie Eigendynamik, Stabilität und Zeitverhalten.
\end{myquote}


\section{Testsignale}
\label{42}


\begin{minipage}{1.0\linewidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/19.png}
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\raggedright{}\myfigurewithcaption{19}{Impulsantwort Xaδ(t) von 4 hintereinander geschalteten PT1-{}Gliedern mit gleichen Zeitkonstanten}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}



Den nichtperiodischen (deterministischen) Testsignalen kommt in der Regelungstechnik eine zentrale Bedeutung zu. Mit ihrer Hilfe ist es möglich, ein Übertragungssystem zu testen, auf Stabilität zu prüfen oder Eigenschaften des Systems durch Ermittlung der Kennwerte zu analysieren.

Den Testsignalen ist gemeinsam, dass sie zum Zeitpunkt {\large t = 0} beginnen und bei {\large t <{} 0} eine Amplitude = 0 aufweisen. Es wird das Testsignal als Eingangsgröße u(t) an einem Übertragungssystem angelegt und die Systemantwort als Ausgangsgröße y(t) aufgezeichnet und analysiert. Anhand der Kenndaten können mathematische Modelle geschaffen werden. Die häufig verwendete Darstellungsform eines Modells ist die Übertragungsfunktion im s-{}Bereich mit der komplexen Frequenz s.

Zur Unterscheidung der Funktion der Testsignale werden sie mit den Zeichen δ (Impuls), \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/freefont/,UprightFont=FreeSerif.ttf,BoldFont=FreeSerifBold.ttf,ItalicFont=FreeSerifItalic.ttf,BoldItalicFont=FreeSerifBoldItalic.ttf]{FreeSerif.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/freefont/,UprightFont=FreeMono.ttf,BoldFont=FreeMonoBold.ttf,ItalicFont=FreeMonoOblique.ttf,BoldItalicFont=FreeMonoBoldOblique.ttf]{FreeSerif.ttf}Ϭ\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} (Sprung), a (Anstieg) und s (Sinus) indiziert.

Der theoretische Deltaimpuls (δ-{}Impuls, Dirac-{}Impuls)  für {\large t = 0} mit unendlich großer Amplitude ist  technisch nicht realisierbar. An seiner Stelle wird ein Rechteckimpuls mit der Impulsfläche $\text{ }$\newline{}
{\large 1 = Amplitude · Zeit} definiert.  In der Praxis genügt ein Wert für die Impulsbreite von {\large Δt = 1 \% bis 10 \%} der dominanten Zeitkonstante des zu prüfenden Übertragungssystems.

Die  Differentiation der Sprungfunktion entspricht der Impulsfunktion. Die Integration einer Sprungfunktion entspricht der Anstiegsfunktion. Die Differentiation der Sprungantwort eines linearen Übertragungssystems  entspricht der Impulsantwort.
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\includegraphics[width=1.0\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/20.png}
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\raggedright{}\myfigurewithcaption{20}{Die Sprungantworten Xaσ(t) mit 4 PT1-{}Gliedern mit je gleichen Zeitkonstanten mit je T = 1{$\text{[}$}s}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}

{$\text{]}$}

Die Sinusfunktion gehört zur Gruppe der periodischen Signale. Die frequenz-{}variable Einspeisung  eines linearen Übertragungssystems erlaubt die Aufnahme des Amplituden-{} und Phasengangs des Systems. Mit Hilfe des Bode-{}Diagramms  kann die Übertragungsfunktion des Systems bestimmt werden.

\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.22312\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.22312\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.16548\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.22756\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Begriff Testsignal \newline{} Xe(t) }&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Zeitverhalten des Testsignals   &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Bildbereich  &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Systemantwort \newline{}Xa(t)\endhead  \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Impulsfunktion δ oder \newline{} Stoßfunktion, Deltaimpuls &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Normierter Impuls = {$\int_{0}^\infty \hat x_{e\delta} \,dt=1; $} {$ \qquad $} {$ \qquad $} \newline{}  Impulsbreite = {$\Delta t = \frac 1{\hat x_{e\delta}(t)}$} \newline{} Hauptanwendung: Erkennung des Systems, der Ordnung und der Stabilität&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$x_{e\delta}(s) = 1 \,$} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Impulsantwort oder\newline{}Gewichtsfunktion\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Sprungfunktion σ \newline{}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Einheitssprung:  {$ \hat x_{e\sigma}(t) = 1\,  \quad \text{für } t > 0,\qquad  x_{e\sigma}(t) = 0 \quad \text{für}  \ t < 0$} \newline{}   Hauptanwendung: Erkennung des Systems \newline{}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}      {$x_{e\sigma}(s) = \frac 1 {s}$} \newline{} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Sprungantwort oder\newline{}Übergangsfunktion\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Anstiegsfunktion oder\newline{} Rampe  &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Anstiegsfunktion: {$ x_{ea}(t) = c \cdot t; \, $} {$ \qquad $} {$ \qquad $} Gradient: {$c = \frac {\Delta \,x_{ea}(t)}{\Delta\, t}$}  \newline{} Hauptanwendung: Bestimmung der Nachlaufeigenschaften  &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$x_{ea}(s) = \frac 1{s^2}$} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Anstiegsantwort oder \newline{}Rampenantwort\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Sinusfunktion s \newline{}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}  {$ x_{es}(t) = \hat x_{es} \cdot \sin \, \omega \cdot t \, \qquad  \omega = 2 \cdot \pi \cdot f \qquad  T = \frac 1 {f}$} \newline{}   Hauptanwendung: Aufnahme des Amplituden-{} und Phasengang eines Systems \newline{}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}  {$x_{es}(s) = \frac \omega {s^2+\omega^2}$} \newline{} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Frequenzgang\newline{}\\ \hline 
\end{longtable}


\section{Linearitätseigenschaften}
\label{43}
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\includegraphics[width=1.0\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/21.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{21}{Linearisierung im Arbeitspunkt eines nichtlinearen Systems}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}



Die Linearität eines dynamischen Systems bedeutet, dass die systembeschreibende Differenzialgleichung linear ist. Eine lineare Differenzialgleichung enthält die gesuchte Funktion und deren Ableitungen nur in der ersten Potenz. Es dürfen keine Produkte der gesuchten Funktion und ihrer Ableitungen auftreten. Das heißt, die Koeffizienten müssen konstant sein.

Die symbolische Operatorenschreibweise lautet für ein lineares dynamisches System {\large F} mit dem Eingangssignal {\large u(t)} und Ausgangssignal {\large y(t)}:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}y(t) = F[u(t)] \, \end{equation*}
\end{myquote}


Der lineare Operator {\large F} ist die Operation, für die sich aus dem gegebenen Eingangssignal {\large u(t)} das Verhalten des Ausgangssignals {\large y(t)} ergibt.

Die Linearität eines Übertragungssystems bedeutet für alle Systembeschreibungen:
\begin{myitemize}
\item{}  Lineare Kennlinien,
\item{}  Lineare Gleichungen,
\item{}  Lineare Differenzialgleichungen.
\end{myitemize}

{\bfseries
\begin{mydescription} Lineares statisches System
\end{mydescription}
}


Ein statisches System {\large F} mit dem Eingangssignal {\large u} und dem Ausgangssignal {\large y} hat einen linearen Zusammenhang mit {\large y = F(u)} wenn folgende Beziehung gilt:

\begin{myitemize}
\item{}  Superpositionsprinzip:
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} F(u_1 + u_2) = F(u_1) + F(u_2) \, \end{equation*}
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}  Verstärkungsprinzip
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} F(K \cdot u) = K \cdot F(u) \, \end{equation*}
\end{myquote}

{\bfseries
\begin{mydescription} Lineares dynamisches System
\end{mydescription}
}
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\raggedright{}\myfigurewithcaption{22}{Darstellung des Superpositionsprinzips und des Verstärkungsprinzips bei linearen Übertragungssystemen}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}



Ein dynamisches System verhält sich linear, wenn die Wirkungen zweier linear überlagerter Eingangssignale sich am Ausgang des Systems in gleicher Weise linear überlagern.

Wird für ein Eingangssignal
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} u(t) = K_1 \cdot u_1(t) + K_2 \cdot u_2(t) \, \end{equation*}
\end{myquote}


die dargestellte Signalkombination gesetzt, so fordert das Superpositionsprinzip, dass die Ausgangsgröße des linearen Systems sich wie folgt darstellen lässt:
{\bfseries
\begin{mydescription} Superpositionsprinzip
\end{mydescription}
}


\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} y(t) = K_1 \cdot y_1(t) + K_2 \cdot y_2(t) \, \end{equation*}
\end{myquote}

{\bfseries
\begin{mydescription} Verstärkungsprinzip
\end{mydescription}
}


\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} F[K \cdot u(t)] = K \cdot F[u(t)]  \, \end{equation*}
\end{myquote}


Hierbei sind {\large u1(t)} und {\large u2(t)} beliebige Eingänge und {\large K} eine beliebige Konstante.

\section{Nichtlineares Übertragungssystem}
\label{44}

Die lineare Systemeigenschaft ist häufig nicht gegeben, da viele zusammenwirkende Systeme z. B. in der Regelungstechnik bei Ventil-{}Kennlinien, Stellgrößenbegrenzungen oder Schaltvorgängen keine Linearität aufweisen.

Ein nichtlineares System kann entweder in Form nichtlinearer statischer Kennlinien oder in Form nichtlinearer Operationen wie Multiplikation oder Division von Variablen in algebraischen Gleichungen und Differentialgleichungen auftreten.

Ein nichtlineares dynamisches System 2. Ordnung  entsteht beispielsweise durch ein Feder-{}Masse-{}Dämpfer-{}System, wenn das Federsystem oder der Dämpfer ein nichtlineares Verhalten hat. Anhand der Vielzahl der Formen nichtlinearer Systeme ist es schwierig,  diese in bestimmte Klassen einzuordnen. Nichtlineare Systeme kann man als einzigartig einstufen.

Folgende Beziehungen ergeben sich bei nichtlinearen Systemen:
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\begin{myitemize}
\item{}   Wird ein nichtlineares Übertragungssystem in einem festen Arbeitspunkt betrieben, dann kann das nichtlineare Verhalten des Systems durch ein lineares Modell für die nähere Umgebung des Arbeitspunktes ersetzt werden.
\item{}  Jeder nichtlineare Zusammenhang kann im Kleinsignalverhalten näherungsweise linear beschrieben werden. Die Näherung wird umso besser, je kleiner der Differenzenquotient y(t) zu {\large u(t)} am Arbeitspunkt ist.
\item{}   Ist eine nichtlineare Funktion als grafische Kennlinie gegeben, dann kann durch Anlegen einer Tangente im gewünschten Arbeitspunkt die Steigung der Tangente für die linearisierte Beziehung bestimmt werden
\item{}   Ein nichtlineares dynamisches System mit kontinuierlich fallender oder steigender Kennlinie kann auch durch Einbindung in einen eigenen Regelkreis linearisiert und damit auch in seinem dynamischen Verhalten verbessert werden.
\item{}   Nichtlineare Differenzialgleichungen lassen sich meist nur numerisch lösen. Wenn ein  Übertragungssystem in Teilsysteme zerlegt werden kann und das nichtlineare Verhalten einzelner Systeme als analytische Gleichung oder Wertetabelle vorliegt, kann relativ einfach das Verhalten eines nichtlinearen dynamischen Systems berechnet werden.
\end{myitemize}

\subsection{Nachteilige Eigenschaften nichtlinearer Systeme}
\label{45}

Im Gegensatz zu den linearen dynamischen Systemen haben die nichtlinearen dynamischen Systeme folgende nachteiligen Eigenschaften:

\begin{myitemize}
\item{}   Für nichtlineare Systeme gilt das Superpositionsprinzip allgemein nicht.
\item{}   Für nichtlineare Systeme gilt das Verstärkungsprinzip allgemein nicht.
\item{}   Es existiert keine geschlossenen Theorie der mathematischen Behandlung wie bei den linearen Systemen.
\item{}   Funktionsblöcke eines Übertragungssystems können in der Reihenfolge nicht vertauscht werden.
\item{}   Die Betrachtung im Frequenzbereich ist nicht mehr so einfach möglich.
\item{}   Die Laplace-{}Transformation ist nicht mehr anwendbar.
\end{myitemize}




\begin{minipage}{0.75000\textwidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\textwidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/24.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{24}{Allgemeine Darstellung des nichtlinearen Regelkreises}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}



Es sind nichtlineare statische Systeme und nichtlineare dynamische Systeme zu unterscheiden. Gelingt es, von einem dynamischen nichtlinearen System einen Block als nichtlineare statische Funktion (Kennlinienverhalten) und einen Block als lineares dynamisches System zu trennen, entstehen die sogenannten Hammerstein-{}Strukturen Hammerstein-{}Modell oder die Wiener-{}Struktur Wiener-{}Modell als Modelle der Systembeschreibung.

Diese beiden Modelle unterscheiden sich nur durch die Reihenfolge der Funktionsblöcke, haben aber bei größeren Eingangssignalen unterschiedliche Eigenschaften. Für die regelungstechnischen Belange ist das Hammerstein-{}Modell vorzuziehen, weil die Stellgröße des Reglers meist durch Begrenzungseffekte oder der Regler als sogenannter Kennlinienregler ein nichtlineares Verhalten hat.
\subsection{Schwingungseigenschaften beliebiger Systeme bei sinusförmiger Erregung}
\label{46}

Bei einem nichtlinearen statischen System kann die Übertragungskennlinie als eine in weiten Grenzen sich ändernde Verstärkung angesehen werden. Das System antwortet auf ein sinusförmiges Eingangssignal meist mit einer Verzerrung der Schwingung des Eingangssignals gleicher Frequenz und einer Phasenverschiebung. Lediglich ein symmetrisches Zweipunkt-{}Element (Zweipunktregler) ohne Hysterese, ohne Totzone und Signalbegrenzung antwortet auf eine sinusförmige Eingangsschwingung mit einer Rechteckschwingung der gewählten Rechteck-{}Amplitude u(t) der gleichen Frequenz ohne eine Phasenverschiebung.

\begin{myitemize}
\item{}   Ein lineares dynamisches System antwortet auf ein sinusförmiges Eingangssignal {\large u(t) = u\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{MAX} * sin(ωt)} im eingeschwungenen Zustand immer mit der gleichen Frequenz, lediglich die Amplitude des Ausgangssignals y(t) wird verändert.
\item{}   Ein angeregtes  lineares System mit konjugiert komplexen Polen schwingt immer sinusförmig.
\item{}   Ein angeregtes nichtlineares System z.B. ein Regelkreis mit einem Zweipunktregler als nichtlineare Kennlinie schwingt meistens – je nach Ordnung der Regelstrecke  und damit des Tiefpass-{}Verhaltens – nicht sinusförmig oder bei höherer Ordnung der Regelstrecke gut angenähert sinusförmig.
\item{}   Wird ein nichtlineares statisches System mit einem sinusförmigen Eingangssignal {\large e(t)} erregt, kann sich die Frequenz und das Frequenzspektrum des Ausgangssignals {\large u(t)} völlig verändern.
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Beispiel: Nichtlinearität mit quadratischer oder exponentieller Kennlinie:
\item{}  Für eine sinusförmige Erregung mit quadratischer Kennlinie des Systems antwortet das System mit einer doppelten sinusförmigen Frequenz und Gleichanteil (verschobener Arbeitspunkt), das System mit exponentieller Kennlinie antwortet mit einem sinusähnlichen Impuls mit großem Oberwellenanteil.
\end{myquote}

\begin{myitemize}
\item{}   Sogenannte Kennlinienregler antworten bei einer sinusförmiger Erregung mit Rechteckschwingungen gleicher Frequenz und meist einer nacheilenden Phasenverschiebung φ zur Eingangsschwingung. Eine Ausnahme bildet der Zweipunktregler. Er antwortet auf eine sinusförmige Erregung mit einer Rechteckschwingung gleicher Frequenz ohne Phasenverschiebung.
\end{myitemize}

\subsection{Methoden der mathematischen Behandlung nichtlinearer Systeme}
\label{47}
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\begin{myitemize}
\item{}  {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Harmonische Balance}
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}  Im Zustand der Dauerschwingung eines nichtlinearen dynamischen Regelsystems wird das nichtlineare statische System als lineares Übertragungsglied N(A) (A = Eingangsamplitude {\large e\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{MAX}}) betrachtet. Voraussetzung für das lineare dynamische System (Regelstrecke) ist das Tiefpass-{}Verhalten 2. und höherer Ordnung, bei dem die Ausgangsgröße y(t) eine angenäherte harmonische Sinusschwingung ist. Aus der Gleichung der Harmonischen Balance lassen sich die unbekannten Systemgrößen, die Amplitude A der Eingangsschwingung {\large e(t)} und die Frequenz der Dauerschwingung {\large ω = 2*π*f} bestimmen.
\item{} Die Harmonische Balance ist ein sehr anschauliches Verfahren der Systemanalyse, das aber nicht auf die Stabilität der Ruhelage, sondern auf die Instabilität der Ruhelage, also auf stabile Dauerschwingungen zielt. Nur durch Schlussfolgerungen können daraus stabile Regelkreise bestimmt werden.
\end{myquote}


→ Siehe Wikipedia-{}Artikel: \myhref{http://de.wikibooks.org/wiki/\%3Aw\%3AHarmonische\%20Balance}{Harmonische Balance} 

\begin{myitemize}
\item{}   {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Direkte Methode von Ljapunow}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}.\myfootnote{Fachbuch Heinz Unbehauen „Regelungstechnik II“, Nichtlineare Regelsysteme, Kapitel: Stabilitätstheorie nach Ljapunow\symbol{34}, 9. Auflage 2006}
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}   Mit den Stabilitätssätzen von Ljapunow ergibt sich ein breites Anwendungsfeld für die Stabilitätsuntersuchung und der Reglersynthese.$\text{ }$\newline{}

\item{}   Die Sätze lauten: 
\end{myquote}

\begin{myenumerate}
\item{}  Stabilität im Kleinen, 
\item{}  Asymptotische Stabilität im Kleinen, 
\item{}  Asymptotische Stabilität im Großen, 
\item{}  Globale asymptotische Stabilität.
\end{myenumerate}


\begin{myitemize}
\item{}   {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Zustandsebene}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} \myfootnote{Fachbuch Heinz Unbehauen „Regelungstechnik II“, Nichtlineare Regelsysteme, Kapitel: „Analyse nichtlinearer Regelsysteme in der Phasenebene“ und „Untersuchung von Relaisregelsystemen mit der Methode der Phasenebene“, 9. Auflage 2006}
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}   Die Darstellung in der Zustandsebene ist für die Analyse und Reglersynthese geeignet, beschränkt sich aber auf Systeme 2. Ordnung. Die zeitoptimale Regelung ist gut behandelbar.
\end{myquote}
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\begin{myitemize}
\item{}   {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Fuzzy-{}Systeme}
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}  Fuzzy-{}Systeme, wie die Fuzzy-{}Logik und Fuzzy-{}Regler, sind für die experimentelle Modellierung nichtlinearer Systeme und für die Regler-{}Synthese  mit geringem mathematischen Aufwand geeignet.
\end{myquote}


→ Siehe Wikipedia-{}Artikel: \myhref{http://de.wikibooks.org/wiki/\%3Aw\%3AFuzzy-Regler}{Fuzzy-{}Regler} 

\begin{myitemize}
\item{}   {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Numerische Berechnung}
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}Die numerische rekursive Berechnung eines nichtlinearen dynamischen Systems nach dem Euler-{}Streckenzug-{}Verfahren mit der diskreten Zeit Δt und der Berechnungsfolge {\large k = (0, 1, 2, 3, ... k\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{MAX})} erlaubt als einfachstes Verfahren das Zeitverhalten sämtlicher vorkommenden nichtlinearen und totzeitbehafteten Systeme zu bestimmen.
\item{}   Die statische Nichtlinearität kann mit logischen Programm-{}Befehlen oder Wertetabellen berechnet, die Linearfaktoren der linearen Teilsysteme können mit Differenzengleichungen berechnet werden.
\end{myquote}


→ Siehe das ausführliche Hauptkapitel \symbol{34}\mylref{153}{Einführung in die Systemtheorie/ Numerische Berechnung dynamischer Systeme}\symbol{34}. 

\begin{myquote}
\item{}  Alternativ, soweit verfügbar, kommen numerischen Rechenprogramme wie kostenfreie GNU Octave oder kommerzielle Varianten wie Matlab mit Simulink zur Anwendung.
\end{myquote}


\section{Einführung in die Regelungstechnik}
\label{48}

Ein Regelkreis wie auch eine Regelstrecke sind dynamische Systeme. Es gelten die gleichen mathematischen Systembeschreibungen. Eine Regelstrecke ist immer stabil, wenn seine Einzelsysteme stabil sind, d.h. die Pole der Einzelsysteme haben einen negativen Realteil. Systeme mit Integratoren (I-{}Glieder) sind grenzstabil, ihre Pole liegen im Ursprung (Realteil = 0) des s-{}Diagramms (s-{}Ebene). Zwei Integratoren in einer Regelstrecke führen zur monotonen Instabilität. Dennoch können instabile Regelstrecken mit geeigneten Reglern zum stabilen Regelkreisverhalten gebracht werden.

Ein besonderes Phänomen der Stabilität eines offenen (aufgeschnittenen) Regelkreises tritt auf, wenn der Regelkreis geschlossen wird.

Eine der Regelstrecke nicht angepasste zu hohe Kreisverstärkung führt bei Regelstrecken mit Verzögerungsgliedern ab 3. Ordnung oder gar mit Totzeitverhalten zur oszillatorischen Instabilität. Bedingt durch das Zeitverhalten der Regelstrecke wird über den Soll-{}Istwert-{}Vergleich dem Regler eine verspätete Regeldifferenz zugeführt. Reduziert sich diese nacheilende Phasenverschiebung der Regelgröße des offenen Regelkreises um einen Wert kleiner als -{}180°, ergibt sich am Soll-{}Istwert-{}Vergleich anstelle einer Gegenkopplung eine Mitkopplung und der geschlossene Regelkreis wird bei einer Kreisverstärkung >{} 1 instabil.
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\raggedright{}\myfigurewithcaption{27}{Blockschaltbild eines einfachen {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape Standardregelkreises}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}, bestehend aus der {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Regelstrecke}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}, dem {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Regler}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} und einer {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries negativen Rückkopplung}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} der {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Regelgröße}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape y}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} (auch Istwert). Die Regelgröße {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape y}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} wird mit der Führungsgröße ({\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Sollwert}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}) {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape w}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} verglichen. Die Regelabweichung {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape e}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} = {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape w}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} – {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape y}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} wird dem Regler zugeführt, der daraus entsprechend der gewünschten Dynamik des Regelkreises eine Steuergröße {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape u}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} bildet. Die Störgröße {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape d}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} wirkt meistens auf den Ausgang der Regelstrecke, sie kann aber auch auf verschiedene Teile der Regelstrecke Einfluss nehmen.}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}


\subsection{Prinzip der Regelung}
\label{49}
Durch die Subtraktion der negativen Rückführung der Regelgröße y(t) von der Führungsgröße w(t) entsteht die Regeldifferenz e(t), die auf den Regler wirkt. Es ist Aufgabe des Reglers, das Zeitverhalten der Regelgröße bezüglich des statischen und dynamischen Verhaltens gemäß den vorgegebenen Anforderungen festzulegen. Zur Erfüllung widersprechender Anforderungen wie gutes Führungs-{} und Störverhalten sind gegebenenfalls aufwändigere Regelkreisstrukturen erforderlich.
\subsection{Regelkreismodell}
\label{50}
Die Aufgabe eines mathematisches Modells eines realen dynamischen Prozesses oder eines noch zu projektierenden technischen Prozesses dient dem Erkennen und der Vorhersage des Systemverhaltens. 

Das mathematische Modell eines Regelkreises beschreibt alle äußeren Einflussgrößen wie Störgrößen und Eingangssignale auf den geschlossenen Wirkungsablauf des Regelkreises. Das Verhalten der  Ausgangsgrößen wie die Regelgrößen sowie auch interessante Zwischengrößen (Stellgrößen) als Funktion der Eingangssignale und der Parameter von Regler und Regelstrecke sind von besonderem Interesse.  

Je nach Lastenheft der regelungstechnischen Aufgabenstellung ist für die Bestimmung eines geeigneten Reglers das mathematische Modell der Regelstrecke erforderlich. 

Mathematische Modelle können bei einfachen linearen physikalischen Systemen durch eine gewöhnliche Differenzialgleichung exakt eine Regelstrecke beschreiben ({\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries = Theoretische Modellbildung}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}). 

In den meisten Anwendungsfällen haben Übertragungssysteme (Regelstrecken) auch nichtlineare Komponenten und sind totzeitbehaftet. Für solche Systeme wird experimentell durch geeignete Testsignale die Systemantwort aufgezeichnet und ein mathematisches Modell gesucht, das den gemessenen Verlauf der Ausgangsgröße y(t) reproduziert ({\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries = Experimentelle Prozessanalyse}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}).  Ein derartig definiertes Modell ist durch Anwendung numerischer Verfahren einfach berechenbar. Sind nichtlineare Teilsysteme im Gesamtsystem enthalten, müssen diese getrennt erfasst und durch Wertetabellen definiert werden.

Global-{}proportionale Regelstrecken höherer Ordnung mit Totzeit lassen sich relativ  genau durch Modelle als PT2-{}Tt-{}Glieder beschreiben. Global-{}integrale Regelstrecken lassen sich ebenso durch PT2-{}Tt-{}I-{}Glieder beschreiben. 

Zum Modellverständnis eines dynamischen Systems müssen die wichtigsten Begriffe der inneren Systemspeicher verstanden werden. 
\subsection{Anforderung an einen Regelkreis}
\label{51}

\begin{myitemize}
\item{}  Der Regelkreis muss stabil sein.
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Die Stabilität des Regelkreises mit linearen zeitinvarianten Übertragungssystemen hängt von der Ordnung und den Parametern der Strecke, von der Struktur des Reglers und von den Parametern des Reglers ab.
\item{}  Wird eine Steuerstrecke aus linearen zeitinvarianten Systemen in Verbindung mit einem Regler zu einem Regelkreis gestaltet, dann werden in Bezug zum Verhalten der Steuerstrecke folgende Vorteile gewonnen:
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} 
\begin{myitemize}
\item{}  Die Regelgröße y(t) stellt sich auf das Niveau des Sollwertes w(t) ein, 
\item{}  Störgrößen werden minimiert,
\item{}  Die dominante Zeitkonstante der Regelgröße verringert sich ungefähr um den Faktor der Kreisverstärkung.
\end{myitemize}

\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Bei Vorhandensein differenzierender PD-{}Glieder im Regler wird die Verstärkung um einen dynamischen Anteil noch zusätzlich erhöht. Dabei kann die Stellgröße u(t) sehr große Werte annehmen. Dies ergibt sich aus der Berechnung der Schließbedingung des offenen Regelkreises mit der Signalflussalgebra des Regelkreises.
\end{myquote}




\begin{minipage}{0.75000\textwidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\textwidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/28.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{28}{Sprungantwort eines Regelkreises mit verschiedenen Begrenzungen des Stellgliedes bei hoher Kreisverstärkung {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape K}}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}


\begin{myquote}
\item{}  Eine zu einer Regelstrecke umfunktionierte Steuerstrecke lässt sich ohne Energiezufuhr nicht schneller machen. Dieses Beispiel zeigt den Effekt der gerätetechnischen Signalbegrenzung der Stellgröße {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape y}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}({\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape t}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}), die häufig als Schnittstelle von Steuersignalen und Steuerenergie fungiert (z.{\mbox{$~$}}B. Stellantriebe, Ventile, usw.). Es ist Ermessenssache, ob die Leistungsschnittstelle zum Regler oder zur Regelstrecke gehört.
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Die Übertragungsfunktion {$G(s) = \tfrac{Y(s)}{W(s)}$} dieses Beispiels eines einfachen Regelkreises enthält keinen Hinweis auf eine Signalbegrenzung und ist deshalb falsch, wenn eine Signalbegrenzung vorliegt. Übertragungsfunktionen gelten nur für lineare zeitinvariante Systeme.
\item{}  Man kann durchaus Signalbegrenzungen ignorieren und kommt zu einem stabilen Regelkreis. Jedoch entspricht das Übergangsverhalten der Regelgröße {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape y}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}({\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape t}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}) bei Signalbegrenzungen nicht der Übertragungsfunktion des Regelkreises.
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Ein wichtiges Verfahren der Bestimmung der Stabilität ist die Analyse des Nennerpolynoms der Übertragungsfunktion des Regelkreises, ob die Pole (Nullstellen des Nenners, die die Gleichung zu Null machen) in der linken s-{}Halbebene liegen. 
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}  Der Regelkreis soll ein gutes Führungsverhalten und Störverhalten aufweisen.
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Werden keine besonderen regelungstechnischen Maßnahmen getroffen, sind dies widersprechende Anforderungen.
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}  Der Regelkreis soll sich robust verhalten.
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Unter „robust“ versteht man den Einfluss der schleichenden Änderungen der Parameter von Regler und Regelstrecke auf die Dynamik des Regelkreises. Diese durch innere und äußere Umwelteinflüsse wie z.{\mbox{$~$}}B. Alterung, Reibung, Korrosion entstehenden Parameteränderungen müssen innerhalb eines zugelassenen Toleranzbereiches liegen. Das Verhalten der Robustheit wird auch mit Einfluss der „inneren Störgrößen“ eines Regelkreises bezeichnet.
\end{myquote}

\subsection{Auslegungsstrategie}
\label{52}

In Bezug auf die gewünschte Stabilität des Regelkreises und weiteren Anforderungen der Dynamik der Regelgröße sind folgende Auslegungsstrategien des Reglers zu betrachten:

\begin{myitemize}
\item{}  Analyse eines gegebenen Regelkreises:
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Erfüllt die Regelgröße die Anforderungen nach Stabilität, Einschwingverhalten (Regelgüte), Störverhalten?
\end{myquote}

\begin{myitemize}
\item{}  Regelstrecke ist gegeben:
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Synthese der Reglereigenschaften, welche der Regler gemäß der Anforderungen erfüllen muss.
\end{myquote}

\begin{myitemize}
\item{}  Regelstrecke ist gegeben, erhöhte Dynamikforderungen der Regelgröße:
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Ist der höhere Aufwand eines Zustandsreglers mit Nutzung der inneren Systemgrößen (Zustandsvariablen) mit der Zustandsrückführung gegenüber einem konventionellen Regler mit Ausgangsrückführung vertretbar?
\end{myquote}

\subsection{Spezialregler für gegebene bekannte und unbekannte Regelstrecken}
\label{53}

\begin{myitemize}
\item{}   Kombinierter Regler mit Vorsteuerung oder Vorfilter,
\item{}   Regler mit Störgrößenaufschaltung,
\item{}   Kaskadenregler: Einzelne Teilsysteme der Regelstrecke sind messbar:
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Kaskadenregler sind Hilfsgrößen-{}Regler für einen Folgeregelkreis. Sie erfüllen eine bessere Dynamik der Regelgröße und tragen zur Verbesserung des Störverhaltens bei.
\end{myquote}

\begin{myitemize}
\item{}  Regelstrecke mit Totzeit: Smith-{}Prädiktor eliminiert Totzeit.
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Mathematisches Modell der totzeitbehafteten Regelstrecke durch Smith-{}Prädiktor mit „Totzeit Vorhersage“.
\end{myquote}

\begin{myitemize}
\item{}  Regelstrecke unbekannt oder ändert sich:
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Adaptiver Regler erforderlich, der die Regelstrecke identifizieren und in bestimmten Grenzen optimal regeln kann.
\end{myquote}

\begin{myitemize}
\item{}  Regelkreis mit Rückführung der Zustandsvariablen,
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Verbesserte dynamische Regeleigenschaften gegenüber Regelkreisen mit Ausgangsrückführung. Vergleichbar mit Kaskadenreglern.
\end{myquote}


→ Siehe den ausführlichen Wikipedia-{}Artikel: \myhref{http://de.wikibooks.org/wiki/\%3Aw\%3ARegelungstechnik}{Regelungstechnik}

→ Siehe den ausführlichen Wikipedia-{}Artikel: \myhref{http://de.wikibooks.org/wiki/\%3Aw\%3ARegelkreis}{Regelkreis}

→ Siehe den ausführlichen Wikipedia-{}Artikel: \myhref{http://de.wikibooks.org/wiki/\%3Aw\%3ARegler}{Regler}

→ Siehe den ausführlichen Wikipedia-{}Artikel: \myhref{http://de.wikibooks.org/wiki/\%3Aw\%3ARegelstrecke}{Regelstrecke} 

\section{Groß-{} und Kleinsignalverhalten}
\label{54}
\begin{myitemize}
\item{}   Großsignale sind wirklich gemessene Signale
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Beispiel: Maximaler Sollwertsprung an einer Regeleinrichtung. Gemessene Sprungantwort der Regler-{}Stellgröße und der Regelgröße. Analyse der Problematik häufig vorkommender Stellgrößenbegrenzung, die zu nichtlinearem Verhalten führen.
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}  Kleinsignalverhalten
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Kleine Signalabweichungen um den Arbeitspunkt eines linearen Übertragungssystems müssen sich  nicht proportional und identisch mit großen Signalabweichungen verhalten.
\item{}  Beispiel: Für kleine Sollwert-{}Änderungen an einer Regeleinrichtung müssen nicht zwangsläufig Stellgrößenbegrenzungen auftreten.
\end{myquote}

\section{Einzelnachweise}
\label{55}


\chapter{Zeitverhalten elementarer Übertragungsglieder der Übertragungsfunktion}

\myminitoc
\label{56}

\label{57}
\section{Zeitverhalten elementarer Übertragungsglieder}
\label{58}
\subsection{Systeme mit konzentrierten und verteilten Parametern}
\label{59}

Dynamische Systeme ohne räumliche Ausdehnung der Systemspeicher haben konzentrierte Systemparameter. Die System-{}Ausgangssignale sind nur zeitabhängig.

Dynamische Systeme mit räumlicher Verteilung der Systemspeicher enthalten verteilte Systemparameter. Bei diesen Systemen sind die Variablen nicht nur Funktionen der Zeit sondern auch vom Ort. (Beschreibung durch partielle Differenzialgleichungen)

Die nachfolgenden Systembeschreibungen beziehen sich auf Systeme mit konzentrierten Parametern.
\subsection{Zeitinvarianz}
\label{60}

Ein dynamisches Übertragungssystem ist zeitinvariant, wenn es sich über die Zeit nicht ändert.  D.h. die Systemantwort {\large y(t+t\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0})} auf ein identisches Eingangssignal {\large u(t+t\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0})} ist von {\large t\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}} unabhängig. Die Koeffizienten der mathematischen Systembeschreibung sind konstant (zeitlich unveränderlich, invariant).
\subsection{Zeitvarianz}
\label{61}

Ein zeitvariantes System verhält sich zu verschiedenen Zeitpunkten unterschiedlich. Bei technischen Systemen liegt der Grund dafür meist in zeitabhängigen Parameterwerten, zum Beispiel durch Änderung der Koeffizienten der Energiespeicher {$\text{[}$}zeitabhängige Koeffizienten der Ableitungen {\large y(t)}{$\text{]}$}. Bei vielen Prozessen sind die Auswirkungen der Zeitvarianz so klein oder langsam, dass diese Systeme näherungsweise als zeitinvariant behandelt werden können.

Beispiel für ein typisches zeitvariantes Verhalten ist eine startende Rakete, deren Masse sich durch den verbrauchten Treibstoff ändert. Häufig spielt bei kleineren Massen der mechanische Verschleiß eine Rolle.
\subsection{Kausalität}
\label{62}
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\section{Ordnung der Übertragungsfunktion}
\label{63}

Blockschaltbilder erlauben eine übersichtliche Darstellung von dynamischen Prozessen und deren Signalflüsse.

Die häufigste Darstellungsform für das Eingangs-{} Ausgangsverhalten eines linearen Übertragungssystems ist die Übertragungsfunktion. Sie ist eine abstrakte nicht messbare mathematische Beschreibung für das Verhalten eines linearen zeitinvarianten Systems im Frequenzbereich mit der komplexen Variable s.

Der mathematische Begriff einer gebrochenen rationalen Funktion ist definiert als Quotient zweier Polynome, wobei die Ordnung des Systems im Nenner höher als im Zähler sein muss. Solche Systeme sind technisch realisierbar und entsprechen dem Eingangs-{} Ausgangsverhalten eines Übertragungssystems im sogenannten s-{}Bereich (Bildbereich).

Eine systembeschreibende gewöhnliche Differenzialgleichung kann mit der Laplace-{}Transformation in eine Übertragungsfunktion zunächst in Polynom-{}Darstellung als gebrochene rationale Funktion geschrieben werden. Durch Bestimmung der Nullstellen im Zähler und Nenner dieser Funktion kann die Polynomdarstellung in eine Produkt-{}Darstellung mit Linearfaktoren überführt werden. Ein Linearfaktor ist ein Term, in dem die Variable s nur den Grad 1 hat, d. h. keinen höheren Exponenten als 1 besitzt. Quadratische Linearfaktoren mit konjugiert komplexen Nullstellen haben den Grad 2.
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\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} G(s) = K \cdot \frac {\prod\nolimits_{i=1}^m \, (s - s_{0i})} {\prod\nolimits_{i=1}^n \, (s - s_{i})} =       K \cdot \frac {(s-s_{01})(s-s_{02}) } {(s-s_1) (s-s_2)} \cdots \end{equation*}
\end{myquote}


Sind die Werte der Nullstellen bzw. der Pole der Linearfaktoren negativ, dann sind die Produktterme positiv und das System ist stabil. Systeme mit negativen Linearfaktoren im Nenner (mit positiven Polen) streben nach einer Systemerregung exponentiell einen theoretisch unendlich großen Wert an . 
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\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} G(s) = K_T \cdot \frac {\prod\nolimits_{i=1}^m \, (- \frac s {s_{0i}} + 1)} {\prod\nolimits_{i=1}^n \, (- \frac s {s_i} +1)} \, = \, K_T \cdot \frac {\prod\nolimits_{i=1}^m \, (T_{vi} \cdot s + 1)} {\prod\nolimits_{i=1}^n \, (T_i \cdot s + 1)} \end{equation*}
\end{myquote}


In der Produkt-{}Darstellung der Übertragungsfunktion können folgende Terme 1. Ordnung  und 2. Ordnung mit konjugiert komplexen Nullstellen mehrfach auftreten:

\begin{myitemize}
\item{}  Produktterme 1. Ordnung (Linearfaktoren): {\large s-{}s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{1}} oder in Zeitkonstanten-{}Darstellung umgerechnet: {\large T*s+1}
\item{}  Linearfaktoren ohne Absolutglied : {\large s -{} 0 = s}, in Zeitkonstanten-{}Darstellung: {\large T*s}
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\end{myitemize}

\begin{myquote}
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\end{myquote}


Diese 3 nicht mehr aufspaltbaren Teilsysteme (Linearfaktoren bzw. quadratischer Linearfaktor) haben ein völlig unterschiedliches Übertragungsverhalten im Zeit-{} und Bildbereich, ob sie im Nenner oder Zähler der Übertragungsfunktion stehen. Komplizierteste lineare Systeme höherer Ordnung setzen sich aus diesen Teilsystemen zusammen.

Linearfaktoren haben differenzierendes Verhalten, wenn sie im Zähler der Übertragungsfunktion stehen und integrierendes oder zeitverzögerndes Verhalten, wenn sie im Nenner stehen.  Sie werden auch als phasenminimale oder reguläre Systeme bezeichnet. $\text{ }$\newline{}
Phasenminimumsysteme sind rationale Übertragungsfunktionen {\large G(s)} ohne Totzeit, die nur Pole und Nullstellen in der linken s-{}Halbebene haben:

\subsection{Übertragungsglieder als Blockstruktur im Signalflussplan}
\label{64}

Übertragungssysteme können aus Teilsystemen als Blöcke zusammengefasst werden. Es gilt das Superpositionsprinzip. Die Systeme in Produktdarstellung können in der Reihenfolge beliebig verschoben werden. Die Systemausgänge dürfen nicht durch nachfolgende Systemeingänge belastet werden (Rückwirkungsfreiheit).
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\begin{myquote}
\item{}  

\begin{minipage}{1.0\linewidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/29.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithoutcaption{29}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}


\item{}  Gleichung der Übertragungsfunktion der Parallelschaltung:
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$G \left( s\right)  = G_1 \left( s\right) + G_2 \left( s\right)$}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}
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\begin{myquote}
\item{}  

\begin{minipage}{1.0\linewidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/30.png}
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\raggedright{}\myfigurewithoutcaption{30}
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\item{}  Gleichung der Übertragungsfunktion der Reihenschaltung:
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$G \left( s\right) = G_1 \left( s\right) \cdot G_2 \left( s\right)$}}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}
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\end{myitemize}


\begin{myquote}
\item{}  

\begin{minipage}{1.0\linewidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/31.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithoutcaption{31}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}


\item{}  Gleichung der Übertragungsfunktion der Gegenkopplung:
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ G \left( s \right) = \frac{G_1 \left( s \right)}{1+G_1 \left( s \right) \cdot G_2 \left( s \right)}$}}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}



\begin{myitemize}
\item{}  {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Gegenkopplung ohne Teilsystem in der Rückführung:}
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}Bei einem Regelkreis, der in dem Gegenkopplungszweig kein statisches oder dynamisches Teilsystem enthält, wird das System G\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{2}(s) = 1.
\item{}  Damit lautet die Übertragungsfunktion des geschlossenen Regelkreises: 
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$G(s)= \frac {G_1(s)} {1 + G_1(s)}$}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}



\begin{myitemize}
\item{}  {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Mitkopplung:}
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}Eine Mitkopplung ist eine positive additiv wirkende Rückführung des Signalausgangs auf den Systemeingang. Sie führt je nach Größe der Verstärkung von G\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{1}(s) zur monotonen Instabilität oder zu einem Hysterese-{}Effekt. 
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} Gleichung der Übertragungsfunktion der Mitkopplung:
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$G(s)= \frac {G_1(s)} {1 - G_1(s)}$}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} 
\begin{myitemize}
\item{}  Mit G\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{1}(s) als offener Regelkreis werden beliebige algebraische Zusammenführungen der Teilsysteme des Reglers und der Regelstrecke verstanden.
\end{myitemize}

\end{myquote}


\subsection{Lineare Systeme mit verzögerndem Verhalten}
\label{65}

Die nachstehenden Teilsysteme können beliebig im Zähler und Nenner einer Übertragungsfunktion {\large G(s)} entsprechend der Gesamtsystemstruktur multiplikativ und / oder additiv kombiniert werden.
\begin{myitemize}
\item{}  Integrierglied, Kurzform: {\large I-{}Glied}:
\end{myitemize}


\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} G(s) = \frac 1  {T_N \cdot s}  \ \end{equation*}
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}  Verzögerungsglied, Kurzform:  {\large PT1-{}Glied}:
\end{myitemize}


\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} G(s) = \frac K  {T \cdot s + 1}  \ \end{equation*}
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}  Schwingungsglied, Kurzform:  {\large PT2-{}Glied\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{KK}} mit konjugiert komplexen Polen.
\end{myitemize}


\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}G(s) = \frac K  {(T^2 \cdot s^2 + 2 \cdot D \cdot T \cdot s + 1)}\end{equation*}
\end{myquote}

\subsection{Lineare Systeme mit differenzierendem Verhalten}
\label{66}
\begin{myitemize}
\item{}  Differenzierglied, Kurzform: {\large D-{}Glied}
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} G(s) =  T_V \cdot s  \, \end{equation*}
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}  Proportional wirkendes D-{}Glied, Kurzform: {\large PD1-{}Glied}
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} G(s) =  K \cdot (T_V \cdot s + 1)  \, \end{equation*}
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}  Proportional wirkendes D-{}Glied 2. Ordnung mit konjugiert komplexen Polen, Kurzform: {\large PD2-{}Glied\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{KK}}
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}G(s) =  K \cdot (T_V^2 \cdot s^2 + 2 \cdot D \cdot T_v \cdot s + 1)\end{equation*}
\end{myquote}

{\bfseries
\begin{mydescription} Beispiel eines realisierbaren Übertragungssystems 3. Ordnung (Anzahl Pole >{} Nullstellen)
\end{mydescription}
}


Beschreibung einer Übertragungsfunktion G(s) als gebrochene rationale Funktion in Produktdarstellung mit der Verstärkung K:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} G(s) = \frac Y U(s) = \frac {K \cdot (T_{V1} \cdot s+1) \cdot (T_{V2} \cdot s+1)}{(T_1 \cdot s+1) \cdot (T_2 \cdot s+1) \cdot (T_3 \cdot s+1)}  \end{equation*}
\end{myquote}


Die systembeschreibende Differenzialgleichung dieser Systeme zeigt Stabilität an, wenn alle Koeffizienten der einzelnen Terme positiv sind.  (Mindestvoraussetzung der Stabilität).
Die Übertragungsfunktionen dieser linearen Grundsysteme sind stabil, wenn die Vorzeichen der zugehörigen Nullstellen negativ sind.

Gleiche stabile Pole und Nullstellen der 3 Grundformen lassen sich in der Produktform (= Reihenschaltung der Systeme) gegeneinander kürzen und vereinfachen damit die Berechnung des Gesamtsystems. In der Produktform der Zeitkonstanten-{}Darstellung im Zähler und Nenner können die Teilsysteme gegeneinander gekürzt werden, wenn die Zeitkonstanten {\large T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{V} = T} sind.
\subsection{Globales P-{}, I-{}, D-{}Systemverhalten}
\label{67}

Wenn in einer systembeschreibenden Differenzialgleichung oder in der zugehörigen Übertragungsfunktion aus der geschlossenen Reihenfolge der Ableitungen bestimmte Koeffizienten fehlen, bzw. zu Null gesetzt sind, ergibt sich für das Gesamtverhalten im Zeitbereich folgendes typische Verhalten für den Linearfaktor ohne Absolutglied:



\begin{minipage}{1.0\linewidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/32.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{32}{Sprungantworten des globalen P-{}, I-{}, und D-{}Verhaltens}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}


{\bfseries
\begin{mydescription} Globales P-{}Verhalten
\end{mydescription}
}


Im stationären Zustand ergibt diese Form der Übertragungsfunktion nach einem Eingangssprung für das Ausgangssignal mit der Verstärkung K ein P-{}Verhalten im Zeitbereich, weil alle Linearfaktoren vollständig sind:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} G(s) =  \frac {K \cdot (T_{V1} \cdot s+1) \cdot (T_{V2} \cdot s+1)}{(T_1 \cdot s+1) \cdot (T_2 \cdot s+1) \cdot (T_3 \cdot s+1)}  \end{equation*}
\end{myquote}


Nach dem Einschwingvorgang nach genügend langer Zeit ist die Ausgangsgröße:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} y(t) = \lim_{t \to \infty}  K \cdot u(t) \, \end{equation*}
\end{myquote}

{\bfseries
\begin{mydescription} Globales I-{}Verhalten
\end{mydescription}
}


Im stationären Zustand ergibt diese Form der Übertragungsfunktion nach einem Eingangssprung {\large u(t)} für das Ausgangssignal ein stetig wachsendes Ausgangssignal im Zeitbereich. Der Linearfaktor ohne Absolutglied befindet sich im Nenner.
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} G(s) =  \frac {K \cdot (T_{V1} \cdot s+1) \cdot (T_{V2} \cdot s+1)}{T_1 \cdot s \cdot (T_2 \cdot s+1) \cdot (T_3 \cdot s+1)}  \end{equation*}
\end{myquote}


Nach dem Eingangssprung und genügend langer Zeit ist die Ausgangsgröße:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} y(t) = \lim_{t \to \infty} \frac K {T_1} \cdot t \cdot u(t) \, + t_0 \, \end{equation*}
\end{myquote}

{\bfseries
\begin{mydescription} Globales D-{}Verhalten
\end{mydescription}
}


Im stationären Zustand ergibt diese Form der Übertragungsfunktion nach einem Eingangssprung {\large u(t)} für die Ausgangsgröße {\large y(t)} den Wert 0. Der Linearfaktor ohne Absolutglied befindet sich im Zähler.
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} G(s) =  \frac {K \cdot T_{V1} \cdot s \cdot (T_{V2} \cdot s+1)}{(T_1 \cdot s+1) \cdot (T_2 \cdot s+1) \cdot (T_3 \cdot s+1)}  \end{equation*}
\end{myquote}


Das Ausgangssignal {\large y(t)} lautet:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} y(t) = \lim_{t \to \infty} K \cdot T_{V1} \cdot 0 = 0 \, \end{equation*}
\end{myquote}


\section{Stabilität}
\label{68}


\begin{minipage}{1.0\linewidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/33.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{33}{Bedeutung der Pole und der konjugiert komplexen Polpaare in der linken und rechten s-{}Halbebene}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}



\begin{myitemize}
\item{}  Ein dynamisches lineares oder nichtlineares System kann stabil oder instabil (monoton instabil oder oszillatorisch instabil) sein.
\item{}  Ein Regelkreis bestehend aus linearen oder nichtlinearen instabilen Teilsystemen kann mit geeigneten Reglern zum stabilen Verhalten gebracht werden.
\item{}  In einem Regelkreis mit einem Teilsystem mit Totzeit versagen die meisten Stabilitätskriterien, mit Ausnahme des grafischen Nyquist-{}Kriteriums für den \symbol{34}aufgeschnittenen\symbol{34} Regelkreis. Abhilfe: Numerische Berechnung des Systemverhaltens des Regelkreises für ein gegebenes Eingangssignal und tabellarische Darstellung der Berechnungsfolgen des Ausgangssignals im diskreten Zeitbereich. 
\item{}  Der Übertragungsfunktion eines Systems {$G_1(s)$} kann die transzendente Funktion des Totzeitgliedes  {$G_{Tt}(s)= e^{-s\, T_t}$}  multiplikativ angehängt werden zu  {$G(s) = G_1(s)\cdot G_{Tt}(s)$}. Diese Form der Übertragungsfunktion als Gesamtsystem ist nur für Frequenzgang-{}Analysen geeignet. Eine algebraische Berechnung mit dieser Gleichungsform ist nicht möglich.   
\end{myitemize}


Die nachfolgenden Beschreibungen beziehen sich auf Systembeschreibungen der Übertragungsfunktion als gebrochen-{}rationale Funktion, die sich laut Definition immer linear verhalten muss. 
\subsection{Interne Stabilität:}
\label{69}

Wenn die Übertragungsfunktion eines Übertragungssystems oder eines Regelkreises vorliegt:

Die Pole einer Übertragungsfunktion bestimmen die Stabilität und die Geschwindigkeit der Systembewegung. Die Nullstellen einer Übertragungsfunktion haben nur Einfluss auf die Amplituden des Systems.

\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Ein Übertragungssystem ist intern stabil, wenn alle (Teil-{})Übertragungsfunktionen nur Pole in der linken s-{}Halbebene haben.\\ \hline 
\end{longtable}




\begin{minipage}{1.0\linewidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/34.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{34}{Beispiel für die Darstellung der externen Stabilität (BIBO-{}Stabilität) bei verschiedenen Systemen}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}


\subsection{Asymptotische Stabilität:}
\label{70} 

Bedeutung: Das Ausgangssignal eines linearen dynamischen Systems im Zeitbereich strebt nach einer \symbol{34}Einschwingzeit\symbol{34} als Folge eines Eingangssignals einen stabilen Zustand auf das Niveau des Eingangssignals mit der Verstärkung K * u(t) an. 

\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Bedingungen der asymptotischen Stabilität:\begin{myitemize}\item{}  Sämtliche Pole des charakteristischen Polynoms der Übertragungsfunktion müssen negativ sein.  \item{}  Sämtliche Pole des charakteristischen Polynoms müssen von Null verschieden sein, \end{myitemize}\begin{myquote}\item{}  d.h. es dürfen keine Teilsysteme mit I-{}Verhalten (Integrator) enthalten sein. \end{myquote}\begin{myitemize}\item{}  Es dürfen keine Mehrfachpole im Ursprung der s-{}Ebene auftreten (d.h. mehrere Integratoren).\item{}  Die Anzahl der Nullstellen der charakteristischen Polynome im Zähler und Nenner der Übertragungsfunktion muss kleiner als die der Pole sein.\end{myitemize}\\ \hline 
\end{longtable}


{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Bedeutung der Pole für das Systemverhalten bei einfachen Polen und konjugiert komplexen Polenpaaren:}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} 

\begin{myitemize}
\item{}  Lage aller Pole des Übertragungssystems in der linken s-{}Halbebene: 
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  System ist asymptotisch stabil.
\end{myquote}

\begin{myitemize}
\item{}  Lage eines Poles des Übertragungssystems in der rechten s-{}Halbebene: 
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  System ist monoton instabil.
\end{myquote}

\begin{myitemize}
\item{}  Lage eines Poles des Übertragungssystems auf der imaginären Achse (Realteil = 0) der s-{}Ebene: 
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  System ist grenzstabil.
\end{myquote}

\begin{myitemize}
\item{}  Lage mehrfacher Pole auf der imaginären Achse der s-{}Ebene: 
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  System ist instabil. 
\end{myquote}

\begin{myitemize}
\item{}  Konjugiert komplexe Polpaare mit negativem Realteil:
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  System ist asymptotisch stabil, die Schwingneigung ist von der Dämpfung D abhängig.
\end{myquote}

\begin{myitemize}
\item{}  Konjugiert komplexe Polpaare mit einem Realteil gleich oder größer Null: 
\item{}  System verhält sich monoton instabil oder oszillatorisch instabil.
\end{myitemize}

\subsection{Externe Stabilität (BIBO-{}Stabilität)}
\label{71}
Wenn die Hardware eines Übertragungssystems bzw. eines Regelkreises oder eines genauen Modells mit dem Eingangs-{} und Ausgangssignal vorliegt:

\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Ein Übertragungssystem gilt als extern stabil, wenn jedes beliebige beschränkte Eingangssignal an dem System auch ein beschränktes Ausgangssignal hervorruft. \newline{}(BIBO-{}Stabilität)\\ \hline 
\end{longtable}


\section{Lineare phasenminimale und nichtphasenminimale Übertragungssysteme}
\label{72}
{\bfseries
\begin{mydescription} Phasenminimumsystem (reguläres System)
\end{mydescription}
}


Bei stabilen dynamischen Übertragungssystemen sind die Koeffizienten der systembeschreibenden gewöhnlichen Differenzialgleichung positiv bzw. die Nullstellen und Pole der Übertragungsfunktion negativ.

\begin{myitemize}
\item{}  Phasenminimumsysteme sind Übertragungssysteme ohne Totzeit, bei denen die Übertragungsfunktion G(s) nur Pole und Nullstellen in der linken s-{}Halbebene hat.
\end{myitemize}


\begin{myitemize}
\item{}  Für einen gegebenen Amplitudengang hat das Phasenminimumsystem eine minimale Phasenverschiebung. Die Kenntnis des Amplitudengangs genügt, um auf die Übertragungsfunktion des Systems schließen zu können.
\end{myitemize}


\begin{myitemize}
\item{}  Nicht alle Phasenminimumsysteme sind stabil. Sie erfüllen alle den Begriff der \symbol{34}Internen Stabilität\symbol{34} aber nicht alle sind \symbol{34}Extern stabil\symbol{34}.
\end{myitemize}

{\bfseries
\begin{mydescription} Nichtphasenminimumsystem (nichtreguläres System)
\end{mydescription}
}


Ein dynamisches Übertragungssystem hat ein nichtminimales Phasenverhalten, wenn es eine Totzeit enthält oder die Pole oder Nullstellen der Übertragungsfunktion in der rechten Seite der s-{}Halbebene liegen. Der Phasenverlauf des Übertragungssystems ist betragsmäßig größer, als es bei einem phasenminimalen System mit gleichem Amplitudengang wäre.

Zusammenfassung der Eigenschaften der Nichtphasenminimumsysteme:

\begin{myitemize}
\item{}  Nichtphasenminimumsysteme enthalten eine Totzeit oder Pole oder Nullstellen in der rechten s-{}Halbebene.
\item{}  Nichtphasenminimumsysteme mit Polen in der rechten s-{}Halbebene sind instabile Systeme. Dieses System reagiert auf ein Eingangssignal mit einem unbeschränkten Ausgangssignal.
\item{}  Nichtphasenminimumsysteme mit Polen in der rechten s-{}Halbebene und Phasenminimumsysteme sind relativ leicht zu regeln.
\item{}  Nichtphasenminimumsysteme mit Nullstellen in der rechten s-{}Halbebene (Allpass-{}Systeme) sind stabile Systeme aber sehr schwierig zu regeln.
\item{}  Nullstellen in Phasenminimumsystemen und Nichtphasenminimumsystemen haben Einfluss auf die Amplituden der Ausgangssignale. Pole bestimmen das Zeitverhalten.
\end{myitemize}


Nichtphasenminimum-{}Verhalten wird durch Totzeitglieder oder Allpassglieder in Serie mit Phasenminimumsystemen verursacht. Dieses Verhalten kann durch Differenzbildung von phasenminimalen Systemen oder durch positive Rückkopplung in einem Regelkreis entstehen. In der Natur können nichtphasenminimale Systeme entstehen, wenn z.{\mbox{$~$}}B. auf die Lage einer Masse Beschleunigungskräfte einwirken, wie sie  durch die Gravitation oder durch den Magnetismus hervorgerufen werden.  Die Lage der Masse wird zunehmend beschleunigt und wächst progressiv bis zu einer natürlichen Begrenzung. Klassische Beispiele solcher Systeme sind: Invertiertes Pendel, Magnetschwebekörper, Laufkatze am Hebekran.

Ein  nichtminimalphasiges System ist immer zerlegbar in eine Reihenschaltung bestehend aus Phasenminimumsystem und Allpass.

Instabile nichtphasenminimale Systeme beziehen sich auf Verzögerungsglieder {\large 1.}  und {\large 2. Ordnung}:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} G(s) = \frac K {1-T \cdot s}  \qquad \text{und} \quad G(s)= \frac K {1-(T_1+T_2) \cdot s + T_1 \cdot T_2 \cdot s^2} \end{equation*}
\end{myquote}

\section{Allpassglieder}
\label{73}

Allpassglieder sind multiplikative Kombinationen von instabilen PD1-{}Gliedern (positive Nullstelle im Zähler) und stabilen PT1-{}Gliedern (negativer Pole im Nenner) der Übertragungsfunktion.

Sie reagieren auf einen  Eingangssprung {\large u(t)} zunächst mit  einem Sprung entgegengesetzter Polarität, um sich dann asymptotisch auf das Niveau des Sprungs einzustellen.
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} G(s) = K \cdot \frac {1-T_1 \cdot s}{1+T_1 \cdot s} \end{equation*}
\end{myquote}


Allpassglieder können durch Subtraktion eines PT1-{}Gliedes von einem DT1-{}Glied entstanden sein (= Parallelschaltung zweier Übertragungsfunktionen).
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} G(s) = K \cdot \frac {1-T_1 \cdot s}{1+T_1 \cdot s} = K \cdot \left( \frac 1 {1+T_1 \cdot s} - \frac {T_1 \cdot s}{1+T_1 \cdot s}\right)\end{equation*}
\end{myquote}


Allpassglieder sind Systeme, die für alle Frequenzen einen konstanten Amplitudengang haben. Lediglich die Phase eilt mit unterschiedlicher Abhängigkeit von {\large ω} nach.
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} |G (j \omega)| = 1 \, \end{equation*}
\end{myquote}


Die Sprungantwort des Allpassgliedes im Zeitbereich nach der inversen Laplace-{}Transformation lautet:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}g(t) = K \cdot (1 - 2 \cdot e^{- \frac t {T_1}})\end{equation*}
\end{myquote}

\section{Totzeitglied}
\label{74}

Das Totzeitglied verschiebt ein Eingangssignal {\large u(t)} um den Betrag der Totzeit {\large T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{t}}, ohne das Signal zu verformen.

Beispiel von Totzeitsystemen: Fördermengen mit dem Transportband, Lange Gasdruckleitungen, Spiel in Getriebeübersetzungen, Umschaltvorgänge bei Ventilen und andere Schaltvorgänge und Signallaufzeiten.

Im Gegensatz zu den linearen dynamischen Übertragungssystemen kann ein Totzeitsystem nicht mit einer gewöhnlichen Differenzialgleichung, sondern nur mit einer partiellen Differenzialgleichung beschrieben werden. Laufzeitglieder oder Totzeitglieder gehören zu der Klasse der Systeme mit verteilten Parametern. Sie haben keine konzentrierten Speicher und keine Pole und Nullstellen in der endlichen s-{}Ebene.

Einen wesentlich einfacheren Zusammenhang zwischen der Ein-{} und Ausgangsgröße eines Totzeitsystems gewinnt man durch die Darstellung der Totzeit mit der Übertragungsfunktion.

{\large Zeitverhalten des Totzeitgliedes:}
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}\displaystyle y(t) = {u}(t-T_t)\end{equation*}
\end{myquote}


Sprungantwort:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} \text{für} \quad t < T_t  \quad   y(t) = 0  \end{equation*}
\item{} \begin{equation*} \text{für} \quad t \geq T_t \quad  y(t) = 1 \end{equation*}
\end{myquote}


{\large Übertragungsfunktion des Totzeitgliedes}:

Die Beziehung des Eingangs-{} und Ausgangsverhaltens des Totzeitsystems wird durch den Verschiebesatz der Laplace-{}Transformation wiedergegeben:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}G(s)= \frac Y U(s) = e^{-s\cdot T_t}\end{equation*}
\end{myquote}


Für Übertragungssysteme mit einem Totzeitglied wird dem linearen System {\large G\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{1}(s)} die transzendente Funktion des Totzeitgliedes multiplikativ beigefügt:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}G(s)= \frac Y U(s) = G_1(s) \cdot e^{-s\cdot T_t}\end{equation*}
\end{myquote}




\begin{minipage}{1.0\linewidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/35.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{35}{Sprungantwort eines Systems mit Totzeit Tt = 2 s und vier in Reihe geschalteten PT1-{}Gliedern mit je T = 1 s für einen Ansprung und Rücksprung}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}



Diese Darstellungsform eines Totzeitgliedes bzw. Kombinationen linearer dynamischer Systeme mit einem Totzeitverhalten als Übertragungsfunktion eignet sich für Analysen der Stabilität nur im Frequenzbereich. Dabei kommen grafische Stabilitätsverfahren wie das Bode-{}Diagramm oder die Ortskurve des Frequenzgangs zur Anwendung.
{\bfseries
\begin{mydescription} Beispiel
\end{mydescription}
}
\begin{myquote}\item{} 
\end{myquote}

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Gegeben:  System mit 4 Verzögerungsgliedern je T = 1 s und Totzeitglied T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{t} = 2 s\begin{myquote}\item{} \begin{equation*}G(s)=\frac{Y(s)}{U(s)}= \frac 1 {(s+1)^4} \cdot  e^{-2\cdot s}\end{equation*}\end{myquote}Das grafische Beispiel eines Verzögerungssystems mit Totzeit zeigt den numerisch berechneten Verlauf der Ausgangsgröße{\large  y(t)} für einen Eingangssprung {$ u(t) = 1 \quad \left(U(s) = \frac 1 {s}\right) $} \newline{}und Rücksprung {\large u(t) = 0}.\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}

\subsection{Padé-{}Approximation}
\label{75}
Ein Totzeitglied kann als ein Allpassglied unendlicher Ordnung zu einem System mit gebrochener rationaler Übertragungsfunktion angenähert werden. Dieses Verfahren ist unter der Padé-{}Approximation bekannt. Die Genauigkeit der Annäherung hängt von der Ordnung des Allpassgliedes ab.

Padé-{}Approximation 1. und 2. Ordnung:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}G_1(s)= e^{-s \cdot T_t} \, \approx \,  \frac {1 -  \frac {T_t} 2 \cdot s}  {1 +  \frac {T_t} 2 \cdot s}  \qquad G_2(s) = e^{-s \cdot T_t} \, \approx \,  \frac {1 - \frac {T_t} 2 \cdot s + \frac {T_t^2} {12} \cdot s^2 }   {1 + \frac {T_t} 2 \cdot s + \frac {T_t^2} {12} \cdot s^2 }   \end{equation*}
\end{myquote}


Der Nachteil dieser Form der Polynomdarstellung 2. Ordnung ist die erforderliche zusätzliche Rechenarbeit zur faktoriellen Darstellung. Für jede Änderung des Wertes der Totzeit müssen für die faktorielle Darstellung die Nullstellen und Pole berechnet werden. Je nach Größe der Totzeit können auch konjugiert komplexe Pole und Nullstellen entstehen.

Folgende Gleichung der modifizierten Padé-{}Approximation erlaubt die Berechnung der Annäherung an die Totzeit durch gleiche Allpassglieder beliebiger Ordnung n:

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$G_n(s)= e^{-s \cdot T_t} \, \approx \, \biggl ( \frac {1 - \frac {T_t}{2 \cdot n} \cdot s }{1 + \frac {T_t}{2 \cdot n} \cdot s} \biggr)^n$}}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}



\begin{minipage}{1.0\linewidth}
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\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{36}{Totzeitapproximation mit einem Allpass 3. Ordnung.}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}



Die Padé-{}Approximation der Totzeit bringt bereits bei drei identischen Allpassgliedern (n = 3) gute Ergebnisse der Totzeit-{}Annäherung.

Der Allpass mit einem PD-{}Glied im Zähler mit einer positiven Nullstelle kann wie folgt in bekannte Teilsysteme 1. Ordnung als PT1-{}Glied und D-{}Glied zerlegt werden:

Beispiel von drei identischen Allpassgliedern in Reihenschaltung mit dem Proportionalfaktor K:
\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ G_3(s) \approx K \cdot \biggl ( \frac {1- \frac {T_t} 6 \cdot s}{1+ \frac {T_t} 6 \cdot s} \biggr)^3  = K \cdot \biggl ( \frac 1 {1+ \frac {T_t} 6 \cdot s} - \frac {\frac {T_t} 6 \cdot s}{1+ \frac {T_t} 6 \cdot s} \biggr)^3$}}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


Für die numerische Berechnung (Eulersches Streckenzug-{}Verfahren) ergeben sich pro Allpass folgende drei Gleichungen, die hintereinander pro Berechnungsfolge zu berechnen sind: $\text{ }$\newline{}
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\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}\mathrm{PT_1}-\text{Glied:} \quad y1_{(k)} = y_{(k-1)}+[u_{(k)}-y_{(k-1)}] \cdot \frac {6 \cdot \Delta t}{T_t}\end{equation*}
\item{} \begin{equation*}\text{D-Glied:}  \ \ \ \qquad y2_{(k)} = [u_{(k)}-u_{(k-1)}]\cdot  \frac {T_t}{6 \cdot \Delta t}\end{equation*}
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}\text{Subtraktion:} \ \quad y_{(k)} = K \cdot [y1_{(k)}- y2_{(k)}] \,\end{equation*}
\end{myquote}


Für die numerische Berechnung der Reihenschaltung von 3 Allpässen sind damit 9 Gleichungen pro Berechnungsfolge erforderlich.

Bei Anwendung der Tabellenkalkulation durch die INDEX-{}Anweisung: {\large „INDEX (Bezug: Spalte; Bereich)“} wird ein Index verwendet, um aus einem Bezug einen Wert zu wählen. Damit ist für die exakte Totzeit-{}Berechnung nur eine Gleichung pro Berechnungsfolge erforderlich.

\chapter{Mathematische Modelle eines technischen dynamischen Systems}

\myminitoc
\label{76}

\label{77}
\subsection{Mathematische Modelle eines technischen dynamischen Systems}
\label{78}

Die Aufgabe eines mathematischen Modells eines realen dynamischen Prozesses dient dem Erkennen und der Vorhersage des Systemverhaltens bei messtechnisch erfassbaren System-{}Einflussgrößen.  Dazu zählen z.B. durch rechnergesteuerte Simulation:

\begin{myitemize}
\item{}   Systemverhalten bei kritischen Umgebungsbedingungen, bestimmten Testsignalen, Störsignalen,
\item{}   Optimierung des Reglers bei geregelten Systemgrößen,
\item{}   Zerstörungsfreie Systemprüfung im Anlagenbau, in der verfahrenstechnischen Industrie, in der Chemieindustrie bei Großsignalverhalten.
\end{myitemize}


Dynamische Systeme mit konzentrierten Parametern als Eingrößen-{} und Mehrgrößensysteme können sich linear, nichtlinear, zeitinvariant, zeitvariant und global-{}proportional, -{}integral und -{}differenzial verhalten. Systeme mit konzentrierten Parametern (Feder-{}Masse-{}System) haben im Gegensatz zu Systemen mit verteilten Parametern (z. B. Wärmefluss im homogenen Medium) keine räumliche Ausdehnung.

Häufig wird für die lineare Systembeschreibung als sogenannte Bewegungsgleichung die systembeschreibende gewöhnliche Differenzialgleichung mit konstanten Parametern verwendet. Viele ausgeführte technische dynamische Systeme enthalten nichtlineare, totzeitbehaftete und begrenzende Komponenten, so dass mit der Beschreibung der Differenzialgleichung nur eine Annäherung an das tatsächliche Verhalten eines realen Systems sein kann. Die meisten Prozesse sind mit dynamischen Systemen nichtlinear, so dass lineare Annäherungen getroffen werden müssen.

Gut angepasste Modelle aus  vermischten linearen und nichtlinearen Systemen können nur numerisch definiert und mit Computern berechnet werden.
\subsubsection{Begriffsklärungen der konträren Eigenschaften mathematischer Modelle dynamischer  Übertragungssysteme:}
\label{79}

\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.27517\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.15734\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.15578\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.25101\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Modell-{}Eigenschaften }&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Eigenschaft 1&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Eigenschaft 2 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Kommentar\endhead  \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Modell-{}Erstellung &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}analytisch &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} experimentell &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Analytisch durch Differenzialgleichungen und Übertragungsfunktionen\newline{}experimentell meistens durch die Systemsprungantwort.\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Modell-{}Darstellung&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} parametrisch&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} nicht-{}\newline{}parametrisch &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Parametrisch in Form einer Differenzialgleichung entweder analytisch\newline{}  oder experimentelle Identifikation.\newline{}Die Sprungantwort ist ein nichtparametrisches dynamisches Modell\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Modellverhalten &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} linear  &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} nichtlinear  &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Ein lineares System muss der  Linearitätseigenschaft des „Superpositionsprinzips“ \newline{}  entsprechen. \newline{} Nichtlineare Systeme können im Arbeitspunkt linearisiert werden \newline{}oder durch Wertetabellen numerisch berechnet werden.\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Modellverhalten &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} dynamisch  &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} statisch &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Ein dynamisches Modell enthält Energiespeicher, die das Zeitverhalten bestimmen. \newline{}Ein statisches Modell kat kein Zeitverhalten. Es kann in  einem dynamischen Modell enthalten sein, wenn die zeitlichen Ableitungen der Ein-{} und Ausgangsgrößen des\newline{} Modells (Differenzialgleichung) zu Null gesetzt werden.\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Darstellung der Parameter &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}  konzentriert&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} verteilt &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Dynamische Systeme ohne räumliche Ausdehnung der Systemspeicher  haben konzentrierte Systemparameter.  Beispiel: Masse, Kondensator! Die System-{}Ausgangssignale sind nur zeitabhängig.\newline{}Dynamische Systeme mit räumlicher Verteilung der Systemspeicher enthalten verteilte Systemparameter.  Beispiel: Wärmefluss in einem homogenen Medium,  Spannungsabfall in elektrischen Leitungen. Bei diesen Systemen sind die Variablen nicht nur Funktionen der Zeit sondern auch von Ortskoordinaten abhängig. (Beschreibung durch partielle DGL)\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Zeitabhängigkeit der \newline{} Parameter&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} zeitinvariant  &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} zeitvariant  &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Zeitinvariante Systeme werden durch gewöhnliche DGL mit konstanten \newline{}Koeffizienten beschrieben.  \newline{}Bei zeitvarianten Systemen hat die gewöhnliche DGL keine konstanten Parameter.\newline{} Beispiel: Die Masse einer Rakete reduziert sich während des Antriebs.\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Beschreibungsform\newline{} des Modellverhaltens&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} kontinuierlich &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} diskret  &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Die Differenzialgleichung f(t) oder die Übertragungsfunktion F(s) beschreiben\newline{} kontinuierliche Funktionen. \newline{}Differenzengleichungen beschreiben zeitdiskrete Darstellungen für ein kleines\newline{} Zeitintervall Δt. Durch rekursive Berechnung addiert sich für jede Berechnungs-{}\newline{}folge k ein neuer Wert Δy(k) zum alten Wert y(k-{}1). Damit entsteht ein gebrochener\newline{} Zeitverlauf für y(k*Δt). Alle Berechnungsgrößen treten im zeitlichen Abstand Δt auf.\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Modellordnung&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} exakt  &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} reduziert  &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Die Systemidentifikation kann theoretisch anhand physikalischer Grundlagen \newline{}getroffen werden. Damit ist die Ordnung der Systemspeicher exakt erfasst. \newline{} Durch das Verfahren der experimentellen Systemidentifikation ergibt sich häufig \newline{}ein Modell reduzierter Ordnung.\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Modellvarianten&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} vollständig  &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} vereinfacht  &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Je nach Bedeutung eines dynamischen Prozesses wird ein vollständiges oder\newline{} vereinfachtes Modell der Aufgabenstellung angepasst (Kosten-{}Nutzen-{}Bewertung).\\ \hline 
\end{longtable}

\subsection{Modellierung eines unbekannten dynamischen Systems}
\label{80}

Für die Ermittlung eines guten mathematischen Modells eines realen Systems müssen sowohl die Systemstruktur als auch die Parameter (Systemkonstanten) ermittelt werden. Die Aufgabe der Systemidentifikation kann theoretisch (anhand physikalischer Grundlagen) oder experimentell durch Messung des Ein-{} Ausgangsverhaltens mittels geeigneter Testsignale erfolgen:
{\bfseries
\begin{mydescription} Vorgehensweise zur Modellierung eines dynamischen Systems mit Differenzialgleichungen
\end{mydescription}
}


\begin{myitemize}
\item{}  Systemzerlegung in rückwirkungsfreie einfache Teilsysteme,
\item{}   Definition der physikalischen Gesetze der Teilsysteme:
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Mechanische Systeme:  Newtonsches Gesetz, Kräfte-{} und Momenten-{}Gleichgewicht, Erhaltungssätze von Impuls, Drehimpuls und Energie.
\item{}  Elektrische Systeme:  Kirchhoffsche Gesetze, Ohmsches Gesetz, Induktionsgesetz, Maxwellsche Gleichungen (bei Feldern, d.h. örtlich verteilten Systemen),
\item{}  Thermische Systeme:  Wärmeleitungs-{} und Wärmeübertragungsgesetze, Erhaltungssätze der inneren Energie oder Enthalpie.
\item{}  Systeme mit Stofftransport: Gesetz der Gasdynamik, Diffusionsgesetz.
\end{myquote}

\begin{myitemize}
\item{}   Kopplungsbeziehungen bei Mehrgrößensystemen beschreiben,
\item{}   Zusammenfassung aller Gleichungen zu einer Differenzialgleichung, eines  Differenzialgleichungssystems oder einer Übertragungsfunktion.
\end{myitemize}


Systeme mit Energiespeichern wie Spannung an einem Kondensator, Strom in einer Induktivität, bei einem Feder-{}Massesystem die potentiellen und kinetischen Energieanteile führen trotz der unterschiedlichen physikalischen Systemgrößen zu identischen Strukturen der systembeschreibenden Differenzialgleichungen bzw. im komplexen Frequenzbereich zu identischen Übertragungsfunktionen.

Für lineare bzw. angenäherte lineare dynamische Systeme sind verschiedene Methoden der Modellierung bekannt.

Die Analyse eines bestehenden technischen Übertragungssystems erfolgt bei globalen P-{} oder I-{}Verhalten meistens durch die Sprungantwort, Impulsantwort oder durch Einspeisen einer variablen sinusförmigen Frequenz konstanter Amplitude.

Für einfache Ansprüche der schnellen Bestimmung einer Ersatzbeschreibung eines realen Übertragungssystems  existieren verschiedene heuristische Verfahren, die auch unter dem Begriff \symbol{34}Faustformelverfahren\symbol{34} in der Regelungstechnik bekannt sind.  Sie beziehen sich meist auf die grafisch aufgezeichnete Sprungantwort einer Regelstrecke  für nichtschwingende lineare Systeme höherer Ordnung. Häufig werden für diese Verfahren der einfachen Bestimmung der Streckenparameter die für einen Regelkreis erforderlichen Parameter der Standardregler (P-{}, I-{}, PI-{}, PD-{}, und PID-{}Regler) zugehörig mitgeliefert.
\subsubsection{Modellierung eines linearen dynamischen Systems durch die Aufstellung der Differenzialgleichung}
\label{81}

Ein einfaches Beispiel der theoretischen Entwicklung der systembeschreibenden Differenzialgleichung  wird in dem Kapitel „Entstehung einer Differenzialgleichung“ mit einem RLC-{}Netzwerk  gezeigt. Bei diesem Beispiel der Berechnung eines Systems aus Kombinationen von Bauelementen aus Widerständen, Kondensatoren und Induktivitäten  unter Vernachlässigung von parasitären Eigenschaften der Bauelemente (Kapazität einer Induktivität, Induktivität eines gewickelten Widerstandes, Temperatureinfluss) handelt es sich um ein reales  Modell eines linearen Systems mit konzentrierten Energiespeichern und nicht um eine Annäherung.
\subsubsection{Modellierung nach der Frequenzganganalyse}
\label{82}

Die experimentelle Systemidentifikation eines realen Systems erfolgt  durch Messung des Eingangs-{}Ausgangs-{}Verhaltens durch Anregung mit einer Wechselspannung  variabler Frequenz. Anhand der Asymptoten-{}Schnittpunkte des Frequenzgangs im Bode-{}Diagramm kann auf die Übertragungsfunktion des Systems geschlossen werden. Die Prüfung des Phasengangs ist erforderlich, wenn das Gesamtsystem eine Totzeitkomponente enthält.
\subsubsection{Modellierung eines linearen Systems mit Totzeit durch ein PT2-{}Verzögerungsglied und Ersatztotzeit}
\label{83}

Sehr gute Modelle erhält man aus der Sprungantwort eines Systems durch Approximation mit einem PT2-{}Glied und einer Ersatztotzeit. Das {\large PT\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{2}}-{}Glied und das Ersatz-{}Totzeitglied wirken als Reihenschaltung. Details werden in den nachfolgenden Kapiteln behandelt!

\subsection{Mathematische Werkzeuge}
\label{84}

Die Analyse des Verhaltens eines dynamischen Systems zur Erstellung eines Modells und  insbesondere für die experimentelle Systemidentifikation erfordert die Kenntnis der mathematischen Werkzeuge zur Beschreibung der synthetischen  Zusammenstellung unterschiedlicher Teilsysteme wie zum Beispiel entkoppelte Verzögerungssysteme, Integrationen, Totzeitsysteme, nichtlineare statische Systeme.

Wegen des hohen Bekanntheitsgrades und der übersichtlichen Gleichungsdarstellung werden lineare Modelle häufig im s-{}Bereich als Übertragungsfunktionen dargestellt. Lineare gewöhnliche Differenzialgleichungen mit konstanten Koeffizienten können durch die Laplace-{}Transformation beliebig in den s-{}Bereich und umgekehrt können Übertragungsfunktionen  vom s-{}Bereich in den Zeitbereich transformiert werden. Für die Systemberechnung mit Anfangswerten ist die mathematische Form der Differenzialgleichungen vorteilhaft.

Die transzendente Darstellung der Totzeitsysteme {$G_{Tt}(s) = e^{-T_{t} \cdot s}  $} ist nur für die grafische Darstellung im komplexen Frequenzbereich geeignet. Der Systementwurf im Frequenzbereich hat nur eine informative didaktische Bedeutung. Regelkreise mit Totzeitsystemen lassen sich nur numerisch einfach berechnen.

Mit der numerische Behandlung und der diskreten Zeit {\large Δt} lässt sich jede Modellanpassung eines Übertragungssystems oder eines Regelkreises berechnen. Es ist gleichgültig, ob die Systembeschreibungen als Übertragungsfunktion oder Differenzialgleichungen vorliegen.
\subsubsection{Lösung von Differenzialgleichungen mit Anfangswerten:}
\label{85}

Lineare gewöhnliche Differenzialgleichungen mit konstanten Koeffizienten beliebiger Ordnung lassen sich im Gegensatz zur klassischen Lösung sehr einfach mit der numerischen Differenzengleichung der Integration lösen.



\begin{minipage}{1.0\linewidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/37.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{37}{Signalflussplan zur Lösung einer DGL in der expliziten Darstellung. Die Zustandsvariablen {\large x\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{i}} ergeben sich durch die Integrationen.}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}


\subsubsection{Beispiel systembeschreibende DGL 2. Ordnung:}
\label{86}

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} a_2 \cdot \ddot y(t) + a_1 \cdot \dot y(t) + a_0 \cdot y(t) = b_0 \cdot u(t) \,\end{equation*}
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}   Es wird die explizite Form nach der höchsten Ableitung verwendet, d.h. alle Terme der Gleichung werden durch den Koeffizienten a2 dividiert  und dann nach {$ \ddot y(t) \, $} freigestellt.
\end{myitemize}


\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$  \ddot y(t) = \frac 1 {a_2} \cdot (- a_0 \cdot y(t)  -a_1 \cdot \dot y(t) + b_0 \cdot u(t))  $}}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}   Jede Ableitung von y(t) wird nach dem Signalflussplan der expliziten Darstellung numerisch durch die  Differenzengleichung der Integration integriert. Die Differenzengleichung der numerischen Integration mit der Berechnungsfolge {\large k(0, 1, 2 ...k\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{MAX})} und T = 1 (Euler-{}Streckenzugverfahren) lautet:
\end{myitemize}


\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ y_{(k)} = y_{(k-1)} + u_{(k)}\cdot \frac {\Delta t}{T}  $}}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}   Sämtliche Signaloperationen erfolgen algebraisch
\end{myitemize}


\begin{myitemize}
\item{}   Anfangswerte können einfach für jeden Integrator (Energiespeicher) vorgegeben werden. Die Integrationen finden über Integrierglieder mit den gewünschten Anfangswerten  statt. Die Integratoren starten  zum Zeitpunkt {\large t = k*Δt = 0} mit der Rekursionsfolge {\large k = 0} und enden bei {\large k\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{MAX}}. Weil es sich damit um bestimmte Integrale handelt, müssen keine Integrationskonstanten wie bei der klassischen Lösung einer Differenzialgleichung ermittelt werden.
\end{myitemize}


\begin{myitemize}
\item{}   Siehe Beispiel des Hauptkapitels „Numerische Berechnung dynamischer Systeme“ unter Anwendung numerischer Berechnungen.
\end{myitemize}



→ Siehe \symbol{34}Berechnungsbeispiel gewöhnliche DGL 2. Ordnung mit Anfangswerten\symbol{34}  Kapitel: \mylref{153}{Numerische Berechnung dynamischer Systeme} 

\subsubsection{Kombinierte nichtlineare und lineare Systeme}
\label{87}

Die Zusammensetzung unterschiedlicher Teilsysteme mit einer Totzeit und differenzierendem, verzögerndem, begrenzendem und nichtlinearem Verhalten zu Steuerstrecken und Regelkreisen können nur numerisch berechnet werden.

\begin{myitemize}
\item{}  Lineare Systeme: Für die Beschreibung der linearen Systeme stehen Differenzengleichungen zur Verfügung.
\end{myitemize}


\begin{myitemize}
\item{}   Nichtlineare Systeme können mit Werteangaben in tabellarischer Form  benutzt werden.
\end{myitemize}


\begin{myitemize}
\item{}   Begrenzungseffekte erfordern logische zeitunabhängige Gleichungen. (WENN-{}, DANN-{}, SONST-{}Anweisungen)
\end{myitemize}


\begin{myitemize}
\item{}   Totzeitsysteme können durch programmierte Laufzeit-{}Schleifenbildung beliebiger Rechenprogramme nachgebildet werden bzw. bei Anwendung der Tabellenkalkulation durch die INDEX-{}Anweisung:
\end{myitemize}


\begin{myquote}
\item{} Die Anweisung „INDEX ( Bezug: Spalte; Bereich)“ verwendet einen Index, um aus einem Bezug einen Wert zu wählen.
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}  Tabellarische Darstellung der Zwischen-{} und Endergebnisse. Zum Verständnis des Systemverhaltens und insbesondere des inneren System-{}Bewegungsablaufs bei Mit-{} und Rückkopplungen sollten alle Teil-{} und Endergebnisse numerischer Berechnungen tabellarisch pro Berechnungsfolge {\large k=(0, 1, 2, ...k\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{MAX})} pro Zeile abgelegt werden. Die Programmiersprache numerischer Berechnungen ist beliebig. Es empfiehlt sich die Anwendung der Tabellenkalkulation, weil keine Formatierungsaufgaben erforderlich sind und die grafische Darstellung beliebiger Ergebnisse bereits mitgeliefert wird.
\end{myitemize}


\subsection{Modell-{}Bestimmung durch Approximation an die Sprungantwort eines Systems höherer Ordnung}
\label{88}

Das bekannteste Verfahren der Identifikation eines dynamischen Systems mit globalen P-{}Verhalten aus der Sprungantwort ist das Wendetangentenverfahren. Es ist kein Modell im Sinne der Systemtheorie, bei dem sich das Modell ähnlich wie das modellierte Originalsystem verhält, sondern es handelt sich um empirisch gefundene Werte, aus denen sich Parameter für die Anwendung von Standardreglern für Regelkreise geringer Ansprüche bilden lassen.



\begin{minipage}{1.0\linewidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/38.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{38}{Ermittlung der Kennwerte aus der Sprungantwort eines dynamischen Übertragungssystems für das Wendetangentenverfahren.}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}


\subsubsection{Wendetangentenverfahren:}
\label{89}

Industrielle Regelstrecken höherer Ordnung mit globalen P-{}Verhalten mit oder ohne Totzeit lassen sich nach einer messtechnischen Aufzeichnung der System-{}Sprungantwort durch eine grafisch an den Gradienten des Signalanstiegs im Wendepunkt angelegte Tangente für eine Auslegung von Standardregelkreisen identifizieren. Die Abszisse mit dem Zeitmaßstab wird durch die Tangente in die Zeitabschnitte der Verzugszeit {\large T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{U}} und Anstiegszeit {\large T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{g}} zerlegt.

Die genaue Lage des Wendepunktes der Sprungantwort kann – falls erforderlich – durch einfaches  Differenzieren {\large dy / dt} oder manuell {\large Δy / Δt} ermittelt werden.

Die stationäre P-{}Verstärkung {\large Kp} des Systems ergibt sich nach genügend langer Zeit aus dem Ausgangs-{}Eingangssignalverhältnis {\large y(t) / u(t)}.

Das Wendetangentenverfahren liefert Kennwerte einer System-{}Sprungantwort, anhand derer Einstellwerte für regelungstechnische Anwendungen aus einer Tabelle entnommen werden können.

→ Siehe auch Wikipedia-{}Artikel: \myhref{http://de.wikibooks.org/wiki/\%3Aw\%3AFaustformelverfahren\%20\%28Automatisierungstechnik\%29}{Faustformelverfahren (Automatisierungstechnik)} 

\subsection{Synthetische Modell-{}Bestimmung nach der System-{}Sprungantwort}
\label{90}

Für ein bestehendes dynamisches Übertragungssystem höherer Ordnung handelt es sich in den meisten Fällen um ein System mit globalen P-{}Verhalten (Regelstrecke mit Ausgleich) oder globalen I-{}Verhalten mit und ohne Totzeit. Aus der Sprungantwort eines dynamischen Systems mit P-{}Verhalten kann nicht so einfach die Systemordnung und ein mögliches Totzeitverhalten erkannt werden. Deshalb bietet sich für ein derartiges System ein Modell an, das aus der Reihenschaltung eines Totzeitgliedes und eines Verzögerungsgliedes zu wählender Ordnung besteht.

Je nach Ergebnis des Verhaltens der Sprungantwort eines linearen Systems höherer Ordnung mit und ohne Totzeit folgt die synthetische Zusammensetzung eines Modells aus einfachen Komponenten wie die Reihenschaltung von einem Totzeitglied und Verzögerungsgliedern und gegebenenfalls die eines I-{}Gliedes, deren mathematische Schreibweisen bekannt sind.

Das Ziel für die Auslegung des Modells ist, das möglichst identische Zeitverhalten bei der Sprungantwort oder der Impulsantwort mit dem Original zu erreichen. Mit der numerischen Berechnung und grafischen Darstellung können die zu optimierenden Parameter des Modells in weiten Grenzen verändert werden, bis die Sprungantworten des Originals mit dem Modell übereinstimmen.
{\bfseries
\begin{mydescription} Vorgehensweise
\end{mydescription}
}


\begin{myitemize}
\item{}  Die Sprungantwort des Originals mit globalen P-{}Verhalten (Regelstrecke mit Ausgleich) ist bekannt.
\item{}  Als Modell wird die Reihenschaltung eines Ersatz-{}Totzeitgliedes (Ersatztotzeit {\large T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{te}}) mit einem  Verzögerungsglied n-{}ter Ordnung (Ersatz-{}Zeitkonstante {\large T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{e}}) wie folgt gewählt:
\end{myitemize}


\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}G(s) = \frac  {e^{-{T_{te}} \cdot s}} {(T_e \cdot s +1)^n}  \end{equation*}
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}   Durch die vorzugsweise numerische Berechnung wird der Verlauf des Verzögerungsgliedes mit dem Parameter {\large T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{e}} dem Verlauf des Gradienten der Originalfunktion in Übereinstimmung gebracht. Die Ordnung n des Verzögerungsgliedes kann beliebig sein. Es empfiehlt sich die Ordnung 1 oder 2. Die Ordnung 2 erlaubt eine leichtere Anpassung des Modell-{}Verzögerungsgliedes an das Original.
\item{}   Durch zeitliche Verschiebung der Verzögerungsfunktion bis zur Deckung mit der Originalfunktion wird die Ersatztotzeit {\large T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{te}} bestimmt.
\end{myitemize}


Die Übergangsfunktion (Sprungantwort) eines Modells niedriger Ordnung für ein lineares System höherer Ordnung kann natürlich nicht mit dem Original identisch sein. Es stellt sich die Frage, wie exakt die Sprungantwort des Modells mit dem Original übereinstimmen muss, damit der Modellfehler gering bleibt?



\begin{minipage}{1.0\linewidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/39.png}
\end{center}
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\end{minipage}\vspace{0.75cm}



Das Modell wird genauer, wenn der Anstiegsgradient des Verzögerungsgliedes grafisch zeitlich über die Lage des Wendepunktes des Anstiegsgradienten des Originals zu größeren Werten verschoben wird und damit drei kleine Flächen mit dem Original einschließt.
\subsubsection{PT\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{1}-{}T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{te}-{}Modell eines Systems höherer Ordnung aus der Sprungantwort}
\label{91}

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ G(s) = \frac  {e^{-{T_{te}} \cdot s}} {T_e \cdot s +1}   $}}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


In dem dargestellten grafischem Beispiel der Sprungantwort eines dynamischen Systems 5. Ordnung gleicher Zeitkonstanten mit dem PT1-{}T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{te}-{}Modell wurde numerisch berechnet und mit dem im nächsten Kapitel angegebenen Verfahren auf gute Annäherung geprüft. Es handelt sich um ein relativ genaues und geprüftes {\large PT\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{1}-{}T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{te}}-{}Modell, das sich auch in einem Regelkreis – in bestimmten Grenzen – wie das Original verhält.
{\bfseries
\begin{mydescription} Andere PT\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{1}-{}T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{te}-{}Modellierungsverfahren
\end{mydescription}
}
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{$T_e = \frac  {t_2-t_1} {ln \, \frac {Y_{MAX}-Y_1} {Y_{MAX}-Y_2}}  $}

Ersatztotzeit {\large T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{te}}

{$T_{te} = T_e \cdot ln \, (1- \frac  {Y_1} {Y_{MAX}}) + t_1 $}
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\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}y_{PT_1}(t) = 1 - e^{- \frac t {T_e}}   \end{equation*}
\end{myquote}

{\bfseries
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\end{mydescription}
}


\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} y_{PT_1T_{te}}(t) = 1 - e^{- \frac {t-T_{te}} {T_e}} \qquad f\ddot ur \quad y_{PT_1T_{te}}(t) > 0  \end{equation*}
\end{myquote}
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Fazit: Es gibt keine vernünftige Alternative zur genauen Modellbestimmung als die numerische Berechnung.
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\label{92}

Verzögerungen 1. Ordnung haben keinen Wendepunkt, weil das zeitliche Verhalten der Sprungantwort sich kontinuierlich mit abnehmender Geschwindigkeit der Asymptote nähert. Die Sprungantwort einer PT2-{}Verzögerung hat im Bereich des Wendepunktes einen annähernd linearen Bereich konstanter Signal-{}Geschwindigkeit, bei der sich das grafische Anlegen einer Tangente vereinfacht.

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ G(s) = \frac  {e^{-{T_{te}} \cdot s}} {{(T_e \cdot s +1})^2 }   $}}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}
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Das grafische Bild zeigt das optimierte {\large PT\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{2}-{}T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{te}}-{}Modells zur  Sprungantwort eines dynamischen Systems 5. Ordnung mit gleichen Zeitkonstanten und globalen P-{}Verhalten. Das Modell und das Original zeigen in je einem Regelkreis mit gleichem PI-{}Regler weitgehend identische Eigenschaften. Selbst bei Einsatz in je einem Regelkreis mit einem PID-{}Regler bei einer gewählten Dämpfung mit einer Überschwingweite von ca. 5 \% verhält sich das Modell sehr ähnlich gegenüber dem Original. Das ist insofern erstaunlich, weil die zwei in der Reihenstruktur zerlegbaren PD-{}Anteile des PID-{}Reglers bei Pole-{}Nullstellen-{}Kompensation der Regler-{}Auslegung mit der Original-{}Regelstrecke bei dem Modell den Einfluss der Pole reduzieren und damit eine Modell-{}Regelstrecke mit dominanter Totzeit hervorrufen.
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\label{93}

Modell für Systeme mit Totzeit {\large T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{t}}:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} G(s) = \frac  {e^{-{(T_{te}+T_t)} \cdot s}} {{(T_e \cdot s +1})^2 }\end{equation*}
\end{myquote}
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Weil in einer Sprungantwort eines realen Übertragungssystems höherer Ordnung der Anteil der echten Totzeit {\large T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{t}} nicht erkennbar ist, gilt das bewährte Modell mit einer Verzögerung 2. Ordnung und Ersatztotzeit {\large T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{te}} sowohl für Übertragungssysteme mit und ohne Totzeit {\large T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{t}}:

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ G(s) = \frac  {e^{-{T_{te}} \cdot s}} {{(T_e \cdot s +1})^2 }$}}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}
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\subsubsection{Prüfung des Modellverfahrens in einem Regelkreis mit einem I-{}Regler}
\label{94}

Das Verfahren der Erstellung eines Modells kann überprüft werden, indem man durch Abschätzung der Sprungantwort des unbekannten Übertragungssystems ein nicht genaues, aufwendiges, bekanntes, virtuelles Original  mit Totzeit und Verzögerung höherer Ordnung bestimmt. Werden das virtuelle Original und das Modell des virtuellen Originals in je einen Regelkreis mit einem I-{}Regler gleicher Regelparameter eingebunden, dann muss bei einem guten Modell eine weitgehende Übereinstimmung in den Sprungantworten der Regelgrößen erzielt werden.

Die Verstärkung {\large K\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{p}} des I-{}Reglers sollte so groß gewählt werden, dass die Kreisdämpfung mit der Regelstrecke des Originals sehr gering ist und die Regelgröße sehr stark überschwingt. Damit machen sich Modellfehler stärker bemerkbar.
\subsubsection{Beispiel der Prüfung der Modell-{}Güte}
\label{95}

\begin{myitemize}
\item{}   Virtuelles Original 5. Ordnung mit bekannten Parametern ohne Totzeit:
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}G(s) = \frac 1 {(T \cdot s + 1)^5} \end{equation*}
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Gewähltes Modell des virtuellen Originals mit einer Verzögerung 2. Ordnung und Ersatztotzeit {\large T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{te}}:
\item{} {$G(s) = \frac  {e^{-{T_{te}} \cdot s}} {(T_e \cdot s +1)^2} $}
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} Anmerkung: Die Approximation eines Modells an das Original höherer Ordnung mit gleichen Zeitkonstanten ist schwieriger als die Anpassung an ein Original mit unterschiedlichen Zeitkonstanten der gleichen Ordnung!
\end{myquote}
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\begin{myitemize}
\item{}  Vorzugsweise werden die Sprungantworten des virtuellen Originals und des Modells mittels numerischer Berechnungen an einem PC durchgeführt.
\item{}  Die Sprungantwort des virtuellen Originals wird für die gewählte Zeitkonstante {\large T} grafisch am Bildschirm abgebildet.
\item{}  Der Gradient der Sprungantwort des Modells wird durch empirische Wahl der Zeitkonstante T{\large \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{e}} dem Gradienten des virtuellen Originals in Übereinstimmung gebracht.
\item{}  Die Ersatztotzeit {\large T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{te}} des Modells wird im Diagramm wird durch zeitliche Verschiebung der Verzögerungsfunktion zur Deckung mit der Sprungantwort des virtuellen Originals bestimmt. Der Feinabgleich für T{\large \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{e}} und {\large T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{te}} zur korrekten Deckung der beiden Sprungantworten ist noch jederzeit möglich.
\end{myitemize}


Die bevorzugte vereinfachte Modellstruktur des Modells und das virtuelle Original können durch Einbindung in je einem Regelkreis mit einem I-{}Regler und einer eingestellten Kreisdämpfung D <{} 0,1 (d.h. große Überschwingung der Regelgröße) mit gleichen Reglerparametern geprüft werden. Sind für beide Modell-{}Regelkreise die An-{} und Ausregelzeiten und die Überschwingweiten der Regelgrößen näherungsweise identisch, handelt es sich um ein gutes Modell.

\subsection{Modelle für Systeme mit verteilten Energiespeichern}
\label{96}
\subsubsection{Systemspeicher im dynamischen System}
\label{97}

Physikalisch betrachtet ist der Zustand eines dynamischen Systems durch den Energiegehalt der im System vorhandenen Energiespeicher zu einem beliebigen Zeitpunkt bestimmt. Das zeitliche Verhalten der Systemausgangsgröße {\large y(t)} eines Übertragungssystems zu einem beliebigen Zeitpunkt {\large t = t\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}} ist abhängig  vom Energiegehalt der Systemspeicher (Anfangswerte), von den Systemparametern und der Systemeingangsgröße $\text{ }$\newline{}
{\large u(t)}. Die Vorgeschichte des Systems für {\large y(t)} zur Zeit {\large t <{} 0} hat keine Bedeutung für die betrachtete Zeit {\large t >{} 0}.

Lineare zeitinvariante dynamische Systeme mit konzentrierten Speichern (ohne räumliche Ausdehnung!) werden durch gewöhnliche Differenzialgleichungen {\large y =f(t)}  mit konstanten Koeffizienten beschrieben. Konstante Koeffizienten bedeuten, dass sich das Zeitverhalten des Systems nicht ändert.  Diese Systeme können auch in einer  speziellen  Darstellung der Differenzialgleichung im Zustandsraum {\large y = f(t)} oder durch Transformation der Differenzialgleichung zu Übertragungsfunktionen {\large G = f(s)}  beschrieben werden. Übertragungsfunktionen behandeln keine Anfangswerte, das System mit f(s) ist für den Ruhezustand definiert.
\subsubsection{Systeme mit verteilten Energiespeichern}
\label{98}

Dynamische Systeme mit räumlicher Verteilung der Systemspeicher enthalten verteilte Systemparameter. Beispiel: Wärmefluss in einem homogenen Medium, Spannungsabfall in elektrischen Übertragungsleitungen. Bei diesen Systemen sind die Variablen nicht nur Funktionen der Zeit, sondern auch von Ortskoordinaten abhängig. Als Beschreibung eines derartigen Systems gilt allgemein die partielle Differenzialgleichung, bei der die gesuchte Funktion von zwei Variablen abhängt, vom Ort und von der Zeit.

Problematisch ist beispielsweise die zeitabhängige Beschreibung des Wärmeflusses in verschiedenen Medien wie bei Gasen, Flüssigkeiten, Feststoffen und Metallen. Bei einer gewöhnlichen Heizungsregelung handelt es sich bei der Regelstrecke um ein System mit verteilten Energiespeichern in Flüssigkeiten oder Feststoffen.

Kompliziert oder beinahe unmöglich ist die geforderte Systemabgrenzung der in der Praxis bei ausgeführten Übertragungssystemen  verschiedenster geometrischer Formen von der Umgebung. Trifft eine bekannte Strahlungsenergie auf ein System, bei dem die Masse, Oberfläche, Homogenität, Wärmewiderstand, Wärmeableitungen unbekannt sind, so kann nur ein messtechnischer Versuch das zeitliche Verhalten der Temperatur an einem bestimmten Ort des Systems zu bestimmten Umgebungsbedingungen klären.
\subsubsection{Vereinfachtes Ersatzmodell für Systeme mit verteilten Energiespeichern}
\label{99}

Betrachtet man den Temperaturverlauf in einem homogenen Medium an verschiedenen weit entfernten Messorten von der Wärmequelle nach einem positiven Wärme-{}Energiesprung, so erreicht der am weitesten entfernte Messort am spätesten das Temperatur-{}Maximum. Nach genügend langer Zeit ist der stationäre Zustand am Messort erreicht, wenn der Wärmezufluss gleich dem Wärmeabfluss ist. Im stationären Zustand beliebiger Messorte sind die Temperaturwerte nach einem Temperatursprung mit steigender Entfernung vom Systemeingang immer kleiner. Die Ursache liegt darin, dass das Medium ein mehr oder weniger guter Wärmeleiter ist, von dem je nach äußeren Abmessungen die Wärmeenergie durch Konvektion, Strahlung oder Ableitung mit anderen Materialien abfließt.
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Ein elektrisches Modell zum Verständnis dieses Verhaltens ist eine Kombination von gleichen RC-{}Gliedern (Widerstand-{}Kondensator-{}Schaltung T = R * C) mit gleichen Zeitkonstanten T. Die Übergangsfunktion (Sprungantwort)  eines derartigen Systems mit einer Kette von z. B. vier RC-{}Gliedern ohne Abschlussglied in Reihenschaltung lautet:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} G(s) =  \frac 1 {T^4 \cdot s^4 + 7\cdot T^3 \cdot s^3  + 15 \cdot T^2 \cdot s^2 + 10 \cdot T \cdot s +1}  \end{equation*}
\end{myquote}


Durch die Nullstellen-{}Bestimmung und Umrechnung der Pole in Zeitkonstanten  wird ersichtlich, dass die Sprungantwort mit zunehmender Ordnung durch eine kleine Totzeit und eine dominante Zeitkonstante (Verzögerungsglied 1. Ordnung) bestimmt wird. Erst wenn dieses RC-{}Glieder-{}Modell einen Widerstands-{}Abschluss erhält, wird mit der zunehmenden Entfernung von der Einspeisung verständlich, dass im stationären Zustand die Spannungsabfälle ortsabhängig sind und die Spannungen an den Kondensatoren kleiner werden.

Das dargestellte grafische Bild zeigt das Temperaturverhalten einer auf einer Sandsteinplatte aufgestrahlte Wärmeenergie an zwei Messorten. Das Zeitverhalten des Wärmeflusses an beiden Messpunkten entspricht annähernd dem Verhalten eines PT1-{}Gliedes mit einer dominanten Zeitkonstante und der Reihenschaltung eines sehr kleinen Ersatz-{}Totzeitgliedes.

Das System weist unterschiedliche Ersatz-{}Zeitkonstanten {\large T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{E}} für den Anstieg und Abfall des Wärmeflusses auf und verhält sich damit auch zeitvariant. Dies erklärt sich durch die Wärmeflussdifferenz der beiden Oberflächen der Platte links und rechts. Beim Ansprung ist das System im Ruhezustand. Beim Rücksprung (Strahlungsquelle  = 0 W) hat das System am Messpunkt 1 höhere Anfangswerte. Ein bestimmter Teil der gespeicherten Wärmeenergie um den Messpunkt 1 fließt nach Messpunkt 2, was sich als vergrößerte Zeitkonstante bemerkbar macht.

In der praktischen Anwendung wird ein aufzuheizendes Medium eine festzulegende Wärme-{}Isolation aufweisen. In diesem Falle wird für das genannte Experiment eine gewählte Endtemperatur als Ausschnitt einer e-{}Funktion früher erreicht. Beim Energierücksprung ist die Temperatur-{}Differenz der beiden Messpunkte wegen verminderter Verluste geringer, und die Unterschiede der beiden Zeitkonstanten für Temperatur-{}Aufbau und -{}Abbau werden wegen der Isolation größer.

Das mathematische Modell für den Wärmefluss in einem homogenen Medium lässt sich nach der Aufzeichnung der Sprungantwort durch ein einfaches Modell mit einem PT1-{}Glied und einem Totzeitglied annähern. Die Parameter der Ersatztotzeit {\large T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{tE}} und der Ersatzzeitkonstanten {\large T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{E}} sind anhand des Messprotokolls zu bestimmen.

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ G(s)  = \left. \frac  {e^{-{T_{tE}} \cdot s}} {(T_E \cdot s +1)} \right|_{T_E = T_2 \ bei Abfall }^{T_E = T_1 \ bei Anstieg}  $}}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


\subsection{Heuristische Methoden der Modellbeschreibungen}
\label{100}\subsubsection{Ziegler-{}Nichols (Veröffentlichung: 1942):}
\label{101}
\begin{myquote}
\item{}  Ziegler und Nichols haben zwei heuristische Verfahren entwickelt:
\item{} Verfahren 1 bezieht sich auf eine unbekannte Regelstrecke und einen unbekannten Regler mit P-{}, I-{}, D-{}Verhalten. Ohne Kenntnis der Strecken-{} und Reglerparameter werden manuell zunächst in dieser Reihenfolge die P-{}Verstärkung und danach auch die I-{} und D-{}Anteile bis jeweils an die Stabilitätsgrenze des Regelkreises eingestellt. Alle auf diese Weise ermittelten Parameter der Stabilitätsgrenze werden dann halbiert.
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Verfahren 2: Für die aus dem Wendetangentenverfahren ermittelten Streckenparameter werden tabellarisch Reglerparameter für P-{}, PI, PD-{} und PID-{}Regler angegeben.
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Chien, Hrones und Reswick (1952)  haben später überarbeitete empfohlene Parameter-{}Einstellungen für die Standard-{}Regler in verschiedenen Varianten festgelegt.
\end{myquote}

\subsubsection{T-{}Summen-{}Regel mit einer Ersatz-{}Summen-{}Zeitkonstante (nach Udo Kuhn 1995)}
\label{102}
\begin{myquote}
\item{}  Wenn die Übertragungsfunktion der Strecke vorliegt:
\item{}  Summe über alle n Verzögerungszeitkonstanten minus Summe aller m Nullstellenzeitkonstanten plus Totzeit.
\item{} {$T_\Sigma = T_1 + T_2 + \ldots T_n - (T_{v1} +  T_{v2} + \ldots T_{vm}) + T_t$}
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Damit lautet die Übertragungsfunktion des Modells mit {\large K\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{p}} als statische Verstärkung:
\item{} {$G(s) = \frac {K_p} {T_\Sigma \cdot s +1} $}
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Wenn die Sprungantwort vorliegt:
\item{}  Bei der T-{}Summen-{}Regel zur Identifikation einer PTn-{}Regelstrecke (ohne Totzeit) eignet sich für lineare Systeme höherer Ordnung ähnlicher Zeitkonstanten. Das Verfahren teilt mit einer senkrechten Linie die Anstiegsfunktion der Sprungantwort in zwei gleiche Flächen. Der Wert der so getroffenen  Zeitachse entspricht der Summenzeitkonstante {$T_\Sigma \, $}.
\end{myquote}

\subsubsection{Zeit-{}Prozent-{}Verfahren für nicht schwingende Übertragungssysteme}
\label{103}
(Veröffentlichungen: G. Schwarze 1962 und Wolfgang Latzel: Einstellregeln 1993)

\begin{myquote}
\item{} Aus der positiven normierten Sprungantwort (Sprungeingang {\large u(t) = 1})  werden aus dem Verlauf der Ausgangsgröße  {\large y(t)} die Werte {\large y(t) = 10 \%}, 50 \% und {\large 90 \%} des  Maximalwertes {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{MAX}(t)}  die zugehörigen Zeitwerte {\large T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{10}}, {\large T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{50}} und {\large T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{90}} erfasst und daraus eine Modell-{}Übertragungsfunktion aus n gleichen Verzögerungsgliedern gebildet. Es wird eine Tabelle benötigt, die in jedem guten Fachbuch der Regelungstechnik zu entnehmen ist. Die Tabelle gibt die Systemordnung und benötigten Faktoren nach folgender Gleichung für die  Ersatzzeitkonstante {\large T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{M}} an:
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} Bestimmung der Ersatzzeitkonstanten {\large T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{M}}:
\item{} {$Tm = \frac 13\cdot (\alpha10\cdot T10+\alpha50\cdot T50+\alpha90\cdot T90)$}
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} Bestimmung des Modells mit {\large K\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{p}} als statische Verstärkung:
\item{} {$Gs(s) = \frac  {K_p} {(T_M \cdot s +1)^{n}}$}
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Anmerkung:}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} Dieses Verfahren ergibt eine erstaunlich gute Anpassung des Modells an ein lineares Übertragungssystem ohne Totzeit.
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Die Tabellen dieses Verfahrens sind in jedem guten Fachbuch der Regelungstechnik enthalten, z.{\mbox{$~$}}B.:
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}   Gerd Schulz: \symbol{34}Regelungstechnik 1\symbol{34} Verlag Oldenbourg, 3. Auflage 2004
\item{}   Manfred Reuter -{} Serge Zacher: \symbol{34}Regelungstechnik für Ingenieure\symbol{34} Verlag Vieweg, 11. Auflage 2003
\end{myitemize}



→ Siehe auch Wikipedia-{}Artikel: \myhref{http://de.wikibooks.org/wiki/\%3Aw\%3AFaustformelverfahren\%20\%28Automatisierungstechnik\%29}{Faustformelverfahren (Automatisierungstechnik)} 

\section{Einzelnachweise}
\label{104}


\chapter{Gewöhnliche Differenzialgleichungen}

\myminitoc
\label{105}

\label{106}
\section{Gewöhnliche Differenzialgleichungen}
\label{107}

Eine Differentialgleichung (kurz DGL) ist eine Gleichung, die eine oder mehrere Ableitungen einer unbekannten Funktion enthält.\myfootnote{Prof. Dr. May-{}Britt Kallenrode, Universität  Osnabrück, Fachbereich Physik: Vorlesungsmanuskript „Mathematik für Physiker“, Kapitel: „Differentialgleichungen“, 611 Seiten, ausgestellt 2007.}

Kommen Ableitungen nur bezüglich einer Variablen vor, spricht man von „gewöhnlichen Differentialgleichungen“, wobei der Begriff  „gewöhnlich“ sich darauf bezieht, dass die betrachtete Funktionen nur von einer Veränderlichen abhängt.

Mit den gewöhnlichen DGL-{}en lassen sich viele dynamische Systeme aus der Technik, Natur und Gesellschaft beschreiben. Viele auf den ersten Blick sehr verschiedene physikalische Probleme lassen sich mit der DGL jedoch formal identisch darstellen.

Gleichungen, deren Lösungen Funktionen mehrerer Variablen sind und die partielle  Ableitungen dieser Funktionen enthalten, sind  „partielle Differentialgleichungen“.

Eine lineare DGL enthält die gesuchte Funktion und deren Ableitungen nur in der ersten Potenz. Es dürfen keine Produkte der gesuchten Funktion und ihren Ableitungen auftreten. Die gesuchte Funktion darf auch nicht in Argumenten von Winkelfunktionen, Logarithmen usw. erscheinen.

Nichtlineare Differenzialgleichungen sind nur in sehr seltenen Ausnahmefällen analytisch lösbar. Sie können mittels der numerischen zeitdiskreten Methoden gelöst werden

Ein dynamisches System kann durch das Aufstellen von Differenzialgleichungen modelliert werden. Dazu werden  für sämtliche Energiespeicher des Systems die zugehörigen Bilanzgleichungen benötigt, die  durch eine  Differenzialgleichung 1. Ordnung beschrieben werden. Für jeden konzentrierten Energiespeicher entsteht eine Differenzialgleichung erster Ordnung. Das Ergebnis ist eine lineare zeitinvariante gewöhnliche DGL mit konstanten Koeffizienten.

Nach der Systemtheorie wird ein lineares dynamisches System {\large g(t)} durch einen oder mehrere Eingänge {\large u(t)} und einen oder mehrere Ausgänge {\large y(t)} beschrieben. Lineare Systeme mit mehreren Ein-{} und Ausgängen werden durch ein System von Differenzialgleichungen beschrieben.
\subsection{Grundlagen der Differenzialgleichung}
\label{108}{\bfseries
\begin{mydescription} Notation zur Darstellung der Ableitungen\myfootnote{Prof. Dr. May-{}Britt Kallenrode, Universität  Osnabrück, Fachbereich Physik: Vorlesungsmanuskript „Mathematik für Physiker“, Kapitel: „Differentialrechnung“, 611 Seiten, ausgestellt 2007.}
\end{mydescription}
}


In der Differentialrechnung gibt es keine einheitliche Notation für Differentiale!

\begin{myitemize}
\item{}   Die formal korrekte Darstellung einer Ableitung einer Funktion f(x) lautet:
\end{myitemize}


\begin{myquote}
\item{} {$ \frac {d}{dx}f(x)$} oder
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} {$\left(\frac{\operatorname{d}}{\operatorname{d}x}\right) y\, = \,\frac{\operatorname{d}y}{\operatorname{d}x}$} (Leibnizsche Notation)
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}   Die gleiche Funktion in Kurzform: {$ f'(x) = \frac {d}{dx}f(x)$}. (Lagrangesche Notation)
\end{myitemize}


\begin{myitemize}
\item{}   Die 2. Ableitung dieser Funktion lautet: {$ f''(x) = \frac {d^2}{dx^2}f(x)$}
\end{myitemize}


\begin{myitemize}
\item{}   Bei höheren Ableitungen ist diese Kurzform nicht geeignet, stattdessen wird n = Zahl der Ableitungen in Klammern angegeben:
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} f^{(n)}(x) = \frac {d^{n}}{dx^{n}}f(x)\end{equation*}
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}   Bei physikalischen Prozessen wird häufig nach der Zeit abgeleitet und dies bei der Kurzform durch Punkte gekennzeichnet.
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Beispiel:  Geschwindigkeit {\large v =  Weg Δs / Zeit Δt}.$\text{ }$\newline{}

\item{} Bestimmung der Geschwindigkeit:   {$ v = \frac {d}{dt}s(t)$}
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}   Bestimmung der Geschwindigkeit in Kurzform: {$ v = \dot {s}(t) = \frac {d}{dt}s(t)$}. (Newton\textquotesingle{}sche Notation)
\end{myitemize}


\begin{myitemize}
\item{}   Bestimmung der Beschleunigung {\large a} als 2. Ableitung des Weges {\large s}: {$ a = \dot {v}(t) = \ddot {s}(t) = \frac {d^2}{dt^2}s(t)$}
\end{myitemize}

{\bfseries
\begin{mydescription} Allgemeine Definition
\end{mydescription}
}


Eine Differenzialgleichung ist eine Gleichung, in der eine Funktion {\large y(x)} und deren Ableitungen auftreten. Gesucht ist die Funktion.

Beispiele für Formen gewöhnlicher DGL:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} x(t) = c \cdot \dot {x}; \qquad  \dot {x}(t) = -c \cdot \ddot {x}; \qquad x(t) = c_1 \cdot \dot {x} + c_2 \cdot \ddot {x} + c_3 \cdot x^{3} + \cdots    \end{equation*}
\end{myquote}


Eine gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung ist eine DGL, die nur die Ableitung erster Ordnung der gesuchten Funktion enthält, nicht jedoch höhere Ableitungen. Außerdem kann die DGL erster Ordnung noch die Funktion selbst, einen konstanten Term oder die unabhängige Variable enthalten.

Eine DGL erster Ordnung ist linear, wenn sie in folgender Form darstellbar ist.

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} \dot {x} = a \cdot x(t) + g(t) \end{equation*}
\end{myquote}


Die Funktion g(t) wird als Störfunktion oder Störglied bezeichnet. Fehlt das Störglied, so handelt es sich um eine homogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung. Ist g(t) von Null verschieden, so wird die DGL als inhomogen bezeichnet. Der Zusatzterm g(t) ist
die Inhomogenität.
{\bfseries
\begin{mydescription} Mathematische Definition der Differenzialgleichung mit der Systemausgangsgröße y(t) als Variable
\end{mydescription}
}


Eine gewöhnliche Differenzialgleichung (DGL) ist eine Bestimmungsgleichung für eine Funktion einer Variablen. Die Ordnung der DGL ist bestimmt durch die höchste auftretende Ableitung:

Eine Gleichung, in der gewöhnliche Ableitungen einer unbekannten Funktion y(t) bis zur n-{}ten Ordnung auftreten, wird als gewöhnliche DGL n-{}ter Ordnung bezeichnet. Eine gewöhnliche DGL n-{}ter Ordnung enthält als höchste Ableitung die n-{}te Ableitung y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsuperscript{(n)}(t) der unbekannten Funktion y(t). Sie kann auch Ableitungen niedrigerer Ordnung sowie die Funktion y(t) und deren unabhängige Variable t enthalten.

Eine DGL erster Ordnung heißt linear, wenn sie in der Form je nach Art der Variable wie folgt darstellbar ist:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}y' = \frac {dy}{dx} = g(y) * f(x) \quad oder \quad  x' = a \cdot x(t) + g(t) \, \end{equation*}
\end{myquote}


Die DGL können in impliziter oder expliziter Form dargestellt werden.

In der impliziten Form lässt sich eine DGL n-{}ter Ordnung wie folgt beschreiben:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}F(t; \ y; \ \dot {y}; \ \ddot {y} \ \cdots y^{(n)}) \, = 0   \end{equation*}
\end{myquote}


Ist die implizit dargestellte DGL nach der höchsten Ableitung y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsuperscript{(n)} auflösbar, so
ergibt sich die explizite Form:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} y^{(n)} = f(t; \ y; \ \dot {y}; \ \ddot {y} \ \cdots y^{(n-1)}) \,  \end{equation*}
\end{myquote}

{\bfseries
\begin{mydescription} Lösung einer Differenzialgleichung durch Separation der Variablen
\end{mydescription}
}


Eines der bekanntesten Verfahren zum expliziten Lösen der DGL ist das Lösen durch Trennung der Variablen. Für die homogene DGL erster Ordnung ist das Standardlösungsverfahren die Trennung bzw. Separation der Variablen. Dabei wird die DGL auf eine Form gebracht, bei der die Variablen {\large x} und {\large y} nur noch in voneinander getrennten Termen auftreten. Die entstehende Gleichung kann dann sofort integriert werden.

Dazu werden alle Terme mit {\large y} auf die eine Seite der Gleichung gebracht, alle Terme mit {\large x} auf die andere.
{\bfseries
\begin{mydescription} Beispiel der Lösung einer linearen DGL 1. Ordnung
\end{mydescription}
}


\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.24472\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.67492\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Differenzialgleichung }&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Rechenschritte\endhead  \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$y' = \frac {dy}{dx} = y^{2} \cdot x $} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Aufgabenstellung: Lösung der DGL nach dem Separationsverfahren.\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ \frac 1 {y^2} \cdot dy = x \cdot dx $} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Die Gleichung wurde durch {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsuperscript{2}} dividiert und mit {\large dx} multipliziert.\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ \int \frac 1 {y^2} \cdot dy = \int x  \cdot dx $} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Beide Seiten der DGL wurden integriert.\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ - \frac 1 {y} + C_1 = \frac 1 {2} \cdot x^2 + C_2 $} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Lösung des Integrals.\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ - \frac 1 y  = \frac 1 {2} \cdot x^2 + C $} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {\large C\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{1}} auf beiden Seiten subtrahiert und {\large C = C\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{2} -{} C\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{1}} eingesetzt.\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ y = - \frac 1 {x^2/2 - C} $} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Gleichung wurde nach y aufgelöst mit {$ C  \in \mathbb R  \,  $}. \newline{}(C ist ein Element der reellen Zahlen)\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}

\subsection{Entstehung einer Differenzialgleichung}
\label{109}
Eine DGL ist eine Bestimmungsgleichung für eine unbekannte Funktion. Die Lösung einer DGL ist keine Zahl, sondern eine Funktion!
{\bfseries
\begin{mydescription} Beispiel elektrischer Schwingkreis
\end{mydescription}
}


Spannungsbilanz:  Nach dem 2. Kirchhoffschen Satz ist Summe aller Spannungen einer Masche gleich Null.

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}  U_R +  U_L + y = u \, \end{equation*}
\end{myquote}


Der Spannungsabfall am Widerstand R ergibt sich zu U\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{R} = i * R. Nach dem Induktionsgesetz ist die Spannung an der Induktivität U\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{L} = L * di / dt. Der Ladestrom am Kondensator ist proportional der Spannungsänderung am Kondensator i(t) = C * dy / dt.



\begin{minipage}{1.0\linewidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/44.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{44}{Signalflussplan eines elektrischen Schwingkreises}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}



Die Anwendung des Maschensatzes führt zunächst zu einer Differenzialgleichung 1. Ordnung:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}  R \cdot i(t) + L \cdot \frac {di(t)} {dt} + u_C(t) = u_E(t) \end{equation*}
\end{myquote}


Setzt man in die DGL für i(t):

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}  i(t) = C \cdot \frac {dU_C(t)}{dt}   \end{equation*}
\end{myquote}


ein, dann ergibt sich die Schwingungsgleichung:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}  L \cdot C \cdot \ddot u_C(t) + R \cdot C \cdot \dot u_C(t) + u_C(t) = u_E(t) \, \end{equation*}
\end{myquote}


Es können Zeitkonstanten wie T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{1} = R * C und T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{2}² = L * C eingeführt werden. Ersetzt man auch die in der Systembeschreibung übliche Darstellung der Eingangsgröße {\large u(t)} und Ausgangsgröße {\large y(t)}, dann lautet die bekannte DGL für einen Reihenschwingkreis:

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ T_2^2 \cdot \ddot y(t) + T_1 \cdot \dot y(t) + y(t) = u(t) \, $}}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


oder in allgemeiner Darstellung:  {$ \quad a_2 = 1;  \quad  a_1 = \frac R L;  \quad  a_0 = \frac 1 {L \cdot C}; \quad  b_0 = \frac 1 {L \cdot C}  \, $}

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$  \ddot y(t) + a_1 \cdot \dot y(t) + a_0 \cdot y(t) = b_0 \cdot u(t) \, $}}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


Aus der Mechanik existiert das bekannte Beispiel einer linearen gewöhnlichen DGL eines schwingfähigen Systems mit der Federkraft c, Masse m und Dämpfung d. Eingangsgröße: Kraft F, Ausgangsgröße: Weg x

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}  \ddot x(t) + \frac d m \cdot \dot x(t) + \frac c m \cdot x(t) = \frac 1 m \cdot F(t)  \end{equation*}
\end{myquote}


Es handelt sich hier in beiden Fällen um eine lineare gewöhnliche DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Befinden sich beide Systeme in Ruhe, d. h. die Anfangswerte der Energiespeicher sind Null, dann ist der Verlauf einer Sprungantwort abhängig von der Größe der Koeffizienten {\large a\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{1}} und {\large a\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}}, ob der Systemausgang y(t) aperiodisch oder gedämpft schwingend das Niveau des Eingangssprungs {\large u(t)} erreicht.

Derartige DGL-{}en können in eine allgemeine Form beliebiger Ordnung dargestellt werden für die in der Systembeschreibung üblichen Signalbezeichnungen der Ausgangsgröße {\large y(t)} und der Eingangsgröße {\large u(t)}.
{\bfseries
\begin{mydescription} Allgemeine Form einer DGL mit konstanten Koeffizienten {\large a\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{i}} der System-{}Ausgangsgröße und mit {\large b\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{i}} der System-{}Eingangsgröße
\end{mydescription}
}


\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}a_n \cdot y^{(n)}(t)+ \ \cdots \ + a_2\cdot \ddot y(t)+a_1\cdot \dot y(t)+a_0\cdot y(t)= b_0\cdot u(t)+b_1\cdot \dot u(t)+b_2\cdot \ddot u(t) + \ \cdots \ + b_m\cdot u^{(m)}(t)\end{equation*}
\end{myquote}

{\bfseries
\begin{mydescription} Anmerkungen zur Form einer DGL aus der Sicht der Systemtheorie
\end{mydescription}
}


\begin{myitemize}
\item{}  Die Koeffizienten der Terme der DGL enthalten die Parameter, aus denen die DGL entstanden ist. Es kann für die verschiedenen Lösungswege der DGL sinnvoll sein, den Koeffizienten der höchsten Ableitung {\large a\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{n} auf 1} zu beziehen, in dem sämtliche Terme durch {\large a\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{n}} dividiert werden.
\item{}  Die Koeffizienten {\large a\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{i}} beziehen sich auf die Ableitungen der Ausgangsgröße {\large y(t)}, deren Terme  üblicherweise links des Gleichheitszeichens stehen.
\item{}   Die Koeffizienten {\large b\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{i}} beziehen sich auf die Ableitungen der Eingangsgröße {\large u(t)}, deren Terme rechts des Gleichheitszeichens stehen.
\item{}   Die Ein-{} und Ausgangsgrößen {\large y(t)} und {\large u(t)} sind die Variablen der DGL.
\item{}   Der höchste Grad der Ableitung von {$y(t)$} gibt die Anzahl der Speicherelemente des Übertragungssystems wieder. Das Verhältnis der maximalen Ableitungen der Ausgangsgröße zur Eingangsgröße eines Übertragungssystems bezieht sich auf {\large n \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/freefont/,UprightFont=FreeSerif.ttf,BoldFont=FreeSerifBold.ttf,ItalicFont=FreeSerifItalic.ttf,BoldItalicFont=FreeSerifBoldItalic.ttf]{FreeSerif.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/freefont/,UprightFont=FreeMono.ttf,BoldFont=FreeMonoBold.ttf,ItalicFont=FreeMonoOblique.ttf,BoldItalicFont=FreeMonoBoldOblique.ttf]{FreeSerif.ttf}≥\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} m}. In der Praxis sind nur Systeme {\large n >{} m} realisierbar.
\end{myitemize}

\subsection{Lösung gewöhnlicher linearer Differentialgleichungen}
\label{110}

\begin{myitemize}
\item{}  Gesamtlösung einer inhomogenen DGL
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Ein lineares dynamisches Übertragungssystem mit dem Eingangssignal {\large u(t)} und dem Ausgangssignal {\large y(t)} wird durch eine gewöhnliche inhomogene DGL mit konstanten Koeffizienten beschrieben.
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Die Lösung einer inhomogenen DGL besteht aus der allgemeinen Lösung der homogenen DGL und einer speziellen Lösung (partikuläre Lösung) der inhomogenen DGL. Deshalb erfolgt das Lösungsverfahren der inhomogenen DGL unabhängig von der Ordnung in zwei Stufen. Die Gesamtlösung ist die Summe der beiden Lösungen:
\end{myquote}

\begin{myenumerate}
\item{}   Die homogene Lösung der DGL beschreibt das Systemverhalten mit Anfangswerten der Systemspeicher zum Zeitpunkt {\large t = 0} und dem Eingangssignal {\large u(t) = 0}. Die homogene Lösung der DGL ist 0, wenn alle Anfangsbedingungen von {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(0)} = 0} sind.
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Ist die Übertragungsfunktion {\large G(s)} als Laplace-{}transformierte DGL gegeben, so ist die Berechnung des System-{}Ausgangssignals {\large y(t)} für ein gegebenes Eingangssignal {\large Y(s)} bei Anwendung der inversen Laplace-{}Transformation immer  eine partikuläre Lösung. $\text{ }$\newline{}
Die partikuläre Lösung der DGL ist in der Regelungstechnik meist von hauptsächlichem Interesse.
\end{myenumerate}


\begin{myquote}
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\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}   Integrationskonstante
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Die Lösung einer DGL erfolgt durch Integration. Die Integration ist keine eindeutige Rechenoperation, denn man erhält zu jeder Funktion {\large f(x)} verschiedene Stammfunktionen {\large F(x)} mit dem Begriff des unbestimmten Integrals.
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Bei der Integration wird zwischen dem bestimmten und dem unbestimmten Integral unterschieden. Die Stammfunktion {\large F(x)} ist Lösung des unbestimmten Integrals:
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} \int f(x) dx = F(x) + C  \end{equation*}
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} Diese Lösung ist  unbestimmt wegen der unbestimmten Integrationskonstante {\large C}.
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} Jede Integration ergibt Integrationskonstanten, deren Anzahl durch die Ordnung der DGL bestimmt ist. Die Lösung einer DGL n-{}ter Ordnung enthält {\large n} voneinander unabhängige Integrationskonstanten. Diese sind  für eine spezielle Lösung der DGL, abhängig von den Eigenwerten und gegebenen Anfangsbedingungen des Übertragungssystems, zu bestimmen.
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}  Anfangsbedingungen
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Als Übertragungsverhalten eines dynamischen Systems ist die Bewegung des Ausgangssignals {\large y(t)} dieses Systems in Abhängigkeit vom Eingangssignal {\large u(t)} bei verschwindenden Anfangsbedingungen definiert. Dieses Verhalten kennzeichnet die partikuläre Lösung der systembeschreibenden DGL.
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} Die Anfangsbedingungen  beschreiben einen speziellen Zustand des Übertragungssystems.
\end{myquote}


\begin{myquote}
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\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}   Die Lösung der homogenen DGL entspricht der freien Bewegung des Systems und ist abhängig von den Anfangswerten {\large y(t = 0) = y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(0)}} zum Zeitpunkt {\large t = 0}. Sind keine Anfangswerte gegeben, ist die homogene Lösung der DGL {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{H} = 0}.
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}   Lösungsschema der gewöhnlichen linearen DGL
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Die homogene (charakteristische) DGL beschreibt das Verhalten ohne Eingangsgröße (also für {\large u(t) = 0)}, das sog. Eigenverhalten, d. h. das System bleibt, ausgehend von den Anfangswerten, sich selbst überlassen:
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}a_n \cdot y^{(n)}(t)+ \ \cdots \ + a_2\cdot y''(t)+a_1\cdot y'(t)+a_0\cdot y(t)= 0 \end{equation*}
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} Für diese DGL ist die homogene Lösung für {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{H}(t)} zu bestimmen.
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} Mit Hilfe des Exponentialansatzes und der sich daraus ergebenden charakteristischen Gleichung lassen sich auch DGL höherer Ordnung lösen. Er gilt als universelles Lösungsverfahren für homogene DGL beliebiger Ordnungen mit konstanten Koeffizienten.
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} Folgender Exponentialansatz für {\large y(t)} liefert Ableitungen der Form:
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}y = e^{\lambda \cdot t}\end{equation*}
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} Die Ableitungen des Lösungsansatzes ergeben sich zu:
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}\dot {y} = \lambda \cdot e^{\lambda \cdot t} = \lambda \cdot y; \qquad \ddot {y} ={\lambda}^2 \cdot e^{\lambda \cdot t} ={\lambda}^2  \cdot y; \qquad y^{(n)} = {\lambda}^{(n)} \cdot e^{\lambda \cdot t} = {\lambda}^n \cdot y\end{equation*}
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} Werden diese Ableitungen in die oben stehende homogene DGL eingesetzt, entsteht die charakteristische Gleichung als Polynom n-{}ter Ordnung:
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} Die homogene Lösung einer inhomogenen Differenzialgleichung lautet damit allgemein für den Fall reeller ungleicher Nullstellen {\large λ\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{i}}:
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ y_H(t) = C_1 \cdot e^{{\lambda}_1 \cdot t}  + C_2 \cdot e^{{\lambda}_2 \cdot t} + C_3 \cdot e^{{\lambda}_3 \cdot t} + \cdots   $}}\\ \hline 
\end{longtable}

\item{}  Anmerkung: Das Verfahren der Separation der Variablen auf lineare homogene DGL-{}gen ist auf DGL-{}gen 1. Ordnung beschränkt.
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}   Eigenwerte (Nullstellen)
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Unter der Nullstelle einer Funktion versteht man den Wert, der die Funktion zu Null macht. Zu unterscheiden sind reelle und konjugiert komplexe Nullstellen.
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} Die Lösungen der Ableitungen des Exponentialansatzes für ein Beispiel 2. Ordnung lauten:
\item{} {$\dot {y} = \lambda \cdot e^{\lambda \cdot t} = \lambda \cdot y; \qquad \ddot {y} ={\lambda}^2 \cdot e^{\lambda \cdot t} ={\lambda}^2  \cdot y$}
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} Die Lösungen werden in die folgende homogene DGL 2. Ordnung eingesetzt:
\item{} {$ a_2\cdot \ddot y(t)+a_1\cdot \dot y(t)+a_0\cdot y(t)= 0 $}
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} Damit entsteht die allgemeine Bestimmungsgleichung beliebiger Ordnung für die Eigenwerte von {\large λ\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{i}}.
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$a_n \cdot {\lambda}^n + a_{n-1} \cdot {\lambda}^{n-1} + \cdots + {\lambda} \cdot a_1 + a_0 = 0 \, $}}\\ \hline 
\end{longtable}

\item{} Polynome mit {\large λ} zweiter Ordnung werden mit der Formel der gemischt-{}quadratische Gleichung gelöst. Für die Berechnung der Nullstellen von Polynomen höherer Ordnung sind gegebenenfalls aufwendige Rechenverfahren anzuwenden. Beispiele mit DGL-{}gen 2. Ordnung siehe nachfolgende Kapitel!
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}   Bestimmung der Integrationskonstanten
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Aus der charakteristischen  DGL  lassen sich bei gegebenen Koeffizienten mittels verschiedener Methoden die Nullstellen {\large λ\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{i}} des Polynoms bestimmen.
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Die Berechnung der Integrationskonstanten {\large C\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{i}} erfolgt durch Einsetzen der Anfangswerte von anstelle {\large y(t)} durch {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(0)}(t)} und {\large y\textquotesingle{}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(0)}(t)} in die Gleichung der allgemeinen homogene Lösung mit dem Lösungsansatz
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} y_H(t) = C_1 \cdot e^{{\lambda}_1 \cdot t}  + C_2 \cdot e^{{\lambda}_2 \cdot t} \end{equation*}
\end{myquote}

\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Für ein Beispiel 2. Ordnung ergeben sich folgende zwei Gleichungen:
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} Für {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{H}(t)} wird der Anfangswert von {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(0)}(t)} eingesetzt und die Gleichung für {\large t = 0} gerechnet. Damit verschwinden die exponentiellen Funktionen:
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ y_{(0)}(t) = C_1 \cdot e^{{\lambda}_1 \cdot t}  + C_2 \cdot e^{{\lambda}_2 \cdot t} \quad  \xrightarrow {t=0} \quad  y_{(0)}(t) = C_1 + C_2 $}}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} In der zweiten Gleichung wird anstelle von {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{H}(t)} der Anfangswert der Ableitung {\large y\textquotesingle{}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(0)}(t)} eingesetzt. Danach folgen 2 mathematische Operationen:
\begin{myitemize}
\item{}   Die zwei Terme der Exponentialfunktionen werden einmal differenziert. {$[ f'(e^{- \lambda \cdot t}) = - \lambda \cdot e^{- \lambda \cdot t}] $}
\item{}   Für die so behandelten zwei Terme wird  {\large t = 0} eingegeben, damit die Exponentialfunktionen verschwinden.
\end{myitemize}

\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$\dot y_{(0)}(t) = C_1 \cdot e^{{\lambda}_1 \cdot t}  + C_2 \cdot e^{{\lambda}_2 \cdot t} \quad  \xrightarrow {f',\ t=0} \quad  \dot y_{(0)}(t) = C_1 \cdot \lambda_1 + C_2 \cdot \lambda_2$}}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} Aus diesen zwei Gleichungen lassen sich die beiden Integrationskonstanten {\large C\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{1}} und {\large C\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{2}} algebraisch berechnen.
\end{myquote}

\subsubsection{Homogene Lösung einer DGL 1. Ordnung}
\label{111}

Die DGL der Beschreibung einer elektrischen Beschaltung mit einem Widerstands {\large R} im Eingang und einem Kondensator {\large C} mit dem Eingangssignal {\large u(t)} und dem Ausgangssignal {\large y(t)} am Kondensator lautet: \myfootnote{Prof. Dr.-{}Ing. Oliver Nelles, Universität Siegen: Vorlesungskonzept Mess-{} und Regelungstechnik I, Kapitel: „Lösung der DGL 1. Ordnung“, 446 Seiten vom 8. Oktober 2009.}

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}R \cdot C \cdot \dot {y}(t) + y(t) =  u(t) \end{equation*}
\end{myquote}


Diese Gleichung wird so umgeformt, dass der Koeffizient der Ableitung {\large R * C = 1} ist, in dem sämtliche Terme der Gleichung durch {\large R*C} dividiert werden und die Koeffizienten neu geordnet werden. Damit verschwindet der Koeffizient der Ableitung und wird zu {\large 1}. $\text{ }$\newline{}
 Die Normalform der inhomogenen DGL 1. Ordnung lautet:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}\dot {y}(t) + a_0 \cdot y(t) = b_0 \cdot u(t) \end{equation*}
\end{myquote}

{\bfseries
\begin{mydescription} {\large Lösung der DGL 1. Ordnung}
\end{mydescription}
}


Die Gesamtlösung der gewöhnlichen DGL ergibt sich aus der Überlagerung der Systemantworten für die Anfangsbedingung und dem Eingangssignal:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} y(t) = y_H(t) + y_P(t) \, \end{equation*}
\end{myquote}


Für die homogene Lösung der DGL wird das Eingangssignal {\large u(t)} gleich {\large 0} gesetzt. Die Ausgangsgröße {\large y(t)} beschreibt das Verhalten des Systems {\large g(t)} für einen Anfangswert {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(0)}} des Systemspeichers zum Zeitpunkt {\large t \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/freefont/,UprightFont=FreeSerif.ttf,BoldFont=FreeSerifBold.ttf,ItalicFont=FreeSerifItalic.ttf,BoldItalicFont=FreeSerifBoldItalic.ttf]{FreeSerif.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/freefont/,UprightFont=FreeMono.ttf,BoldFont=FreeMonoBold.ttf,ItalicFont=FreeMonoOblique.ttf,BoldItalicFont=FreeMonoBoldOblique.ttf]{FreeSerif.ttf}≥\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} 0}:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}\dot {y}(t) + a_0 \cdot y(t) = 0 \, \end{equation*}
\end{myquote}


Die homogene Lösung der DGL mit einem Anfangswert {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(0)}}  z.B. = 1 = 100 \% lautet:

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ y_H(t) = e^{-a_0 \cdot t} \cdot y_{0}   $}}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}
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Die partikuläre Lösung der DGL geschieht mit Hilfe des Faltungsintegrals. Das Faltungsintegral beschreibt die Beziehung des Eingangssignals zum Ausgangssignal des Übertragungssystems {\large g(t)} im Zeitbereich.

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}  y(t) = g(t) \circledast u(t) =  \int_{0}^t  {g(t - \tau) \cdot u(\tau) \cdot d(\tau)}\end{equation*}
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} {$ \circledast $} {\large = Faltungsoperator}
\end{myquote}


Das Faltungsintegral der DGL 1. Ordnung lautet:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} y_P(t) = b_0 \underbrace {\int_{0}^t e^{-a_0 \cdot (t- \tau)} \cdot u(\tau) \cdot d \tau}_{Faltungsintegral} \end{equation*}
\end{myquote}


Die partikuläre Lösung der DGL für einen Einheitssprung {\large 1} für {\large t \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/freefont/,UprightFont=FreeSerif.ttf,BoldFont=FreeSerifBold.ttf,ItalicFont=FreeSerifItalic.ttf,BoldItalicFont=FreeSerifBoldItalic.ttf]{FreeSerif.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/freefont/,UprightFont=FreeMono.ttf,BoldFont=FreeMonoBold.ttf,ItalicFont=FreeMonoOblique.ttf,BoldItalicFont=FreeMonoBoldOblique.ttf]{FreeSerif.ttf}≥\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} 0} als Eingangssignal {\large u(t)} lautet:

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$  y_P(t) = b_0 \int_{0}^t e^{-a_0 \cdot (t- \tau)} \cdot d \tau \quad   =\begin{cases}   \frac {b_0}{a_0} \cdot (1- e^{-a_0 \cdot t}),  & \text{wenn }a_0 \not= 0 \\   b_0 \cdot t, & \text{wenn }a_0 = 0 \end{cases}   $}}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


Es ergeben sich für den normierten Eingangssignal-{}Sprung {\large 1(t)} mit dem Koeffizienten {\large a\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}} je drei Fälle des Verhaltens des Ausgangssignal {\large y(t)} der homogenen und partikulären Lösung der DGL:

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.25273\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.66691\linewidth}|} \hline 
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\end{longtable}

\end{myquote}

\subsubsection{Homogene Lösung einer DGL 2. Ordnung}
\label{112}

Eine Differentialgleichung zweiter Ordnung ist eine Erweiterung der DGL erster Ordnung, bei der eine zusätzliche 2. Ableitung der gesuchten Funktion auftritt. Die technische Realisierung entspricht, abhängig von den Koeffizienten {\large a\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{i}}, untereinander einem Übertragungssystem mit zwei in Reihe geschalteten Verzögerungsgliedern 1. Ordnung (2 PT1-{}Glieder) mit reellen Polen oder einem Schwingungsglied mit konjugiert komplexen Polen und einer Dämpfung {\large 1 >{} D >{} 0}.

Eine DGL einer elektrischen Schaltung folgender Art ist gegeben:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} T_2^2 \cdot \ddot y(t) + T_1 \cdot \dot y(t) + y(t) = u(t) \, \end{equation*}
\end{myquote}


Diese Gleichung wird so umgeformt, dass der Koeffizient der höchsten Ableitung {\large a\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{2} = 1} ist, indem sämtliche Terme der Gleichung durch a2 dividiert werden und die Koeffizienten neu geordnet werden. Damit verschwindet {\large a\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{2}}.

{\large Die homogene Lösung der DGL 2. Ordnung lautet:}
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} \ddot {y}(t) +  a_1 \cdot \dot {y}(t) + a_0 \cdot y(t) = 0 \end{equation*}
\end{myquote}


Die Ableitungen des Exponentialansatz werden in die homogene DGL eingesetzt

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} {\lambda}^2 \cdot y  + a_1 \cdot {\lambda} \cdot y + a_0 \cdot y = 0\end{equation*}
\end{myquote}


Diese charakteristische Gleichung ist für beliebige y erfüllt, wenn das charakteristische Polynom verschwindet.

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} {\lambda}^2  + a_1 \cdot {\lambda} + a_0 = 0\end{equation*}
\end{myquote}


Die Ermittlung der Eigenwerte (Nullstellen) erfolgt mit der bekannten Lösung der gemischt quadratischen Gleichung:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} {\lambda}_{1;2} = - \frac {a_1}2 \pm \sqrt {\frac {{a_1}^2} {4} - a_0}\end{equation*}
\end{myquote}

\subsubsection{Anfangswertproblem der Integrationskonstanten C\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{n}}
\label{113}

Eine homogene DGL n-{}ter Ordnung hat mindestens einen Anfangswert bis n Anfangswerte. Für die homogene DGL zweiter Ordnung mit zwei vorzugebenden Anfangswerten {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0} >{} 0 } und {\large y\textquotesingle{}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0} >{} 0} können die Integrationskonstanten {\large C\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{1} } und {\large C\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{2} } errechnet werden, wenn die Wurzeln der homogen DGL bekannt sind.

Die Integrationskonstanten {\large C\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{1}} und {\large C\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{2}} errechnen sich durch Vorgabe von Anfangswerten {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}} und {\large y\textquotesingle{}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}}, die anstelle von {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{H}(t)} der Lösungsgleichung der homogenen DGL 2. Ordnung eingesetzt werden. Damit ergeben sich zwei Gleichungen für die zwei Anfangswerte. Für {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{H}} = {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}} wird die erste Gleichung für t = 0 bestimmt. Für die zweite Gleichung mit {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{H}} = {\large y\textquotesingle{}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}} wird erst die Ableitung der Gleichung und dann die Gleichung für t = 0 errechnet.

Beispiel für eine homogene DGL mit zwei reellen Wurzeln {\large λ\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{1} = -{}0,5 und λ\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{2} = -{}1} und Anfangswerten der Energiespeicher {\large y\textquotesingle{}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}(t) = 1;  y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}(t) = 1}:

Lösung der homogenen DGL 2. Ordnung:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} y_H(t) = C_1 \cdot e^{{-0,5} \cdot t}  + C_2 \cdot e^{{-1} \cdot t}  \end{equation*}
\end{myquote}


Berechnung der Integrationskonstanten:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} y_0 \ \xrightarrow {t=0} \ \ 1 =  C_1  + C_2 \, \end{equation*}
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} \dot y_0  \ \xrightarrow {d / dt} \ 1 = C_1 \cdot -0,5 \cdot e^{{-0,5} \cdot t}  + C_2 \cdot -1 \cdot  e^{{-1} \cdot t}   \end{equation*}
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} \dot y_0  \ \xrightarrow {t=0} \ \ 1  =  C_1 \cdot -0,5   + C_2 \cdot -1 \quad = \quad -0,5 \cdot C_1 - C_2  \end{equation*}
\end{myquote}


Aus den beiden Gleichungen von {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}(t=0)} und {\large y\textquotesingle{}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}(t=0)} lassen sich die Integrationskonstanten {\large C\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{1}} und {\large C\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{2}} bestimmen.

Anmerkung: Die Ableitung d / dt von {$ e^{-a \cdot t} = -a \cdot e^{-a \cdot t} \, $}

Tabelle: Durch die verschiedenen Arten der Lösungen der Wurzel, bedingt durch die Größe des Radikanden, ergeben sich drei unterschiedliche Fälle der Eigenwerte {\large λ} der DGL wie:

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.39500\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.25969\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.22478\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Lösung der homogenen linearen Differenzialgleichung \newline{} 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Wurzeln (Nullstellen) &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Anfangswertproblem \newline{} Bestimmung C1, C2\endhead  \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Der Radikand >{} 0 hat 2 reelle Wurzeln \newline{} {$ y_H(t) = C_1 \cdot e^{{\lambda}_1 \cdot t}  + C_2 \cdot e^{{\lambda}_2 \cdot t} $}    &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ {\lambda}_{1;2} = - \frac {a_1}2 \pm \sqrt {\frac {{a_1}^2} {4} - a_0}$}  &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$  C_1 = \frac {\dot {y}_{(0)}- y_{(0)} \cdot \lambda_2} {\lambda_1 - \lambda_2} \, $} \newline{} {$  C_2 = y_{(0)}- C_1 \, $}\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Der Radikand = 0 hat 2 gleiche Wurzeln \newline{}  {$ y_H(t) = C_1 \cdot e^{{\lambda}_1 \cdot t}  + C_2 \cdot t \cdot e^{{\lambda}_1 \cdot t} $} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$\lambda = \lambda_{1;2} = - \frac {a_1}2 $} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$  C_1 = y_{(0)} \, $}\newline{} {$  C_2 = \dot {y}_{(0)}- y_{(0)} \cdot \lambda \, $}\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Der Radikand <{} 0 führt zu konjugiert komplexen Wurzeln \newline{} {$ y_H(t) =  e^{\alpha \cdot t} \cdot [C_1 \cdot cos (\beta \cdot t) + C_2 \cdot sin (\beta \cdot t)] $}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ {\lambda}_{1;2} =  \alpha \pm i \cdot \beta $}  \newline{}  {$ \alpha = - a_1 / 2 \, $} \newline{}{$ \beta = \sqrt {a_0 - \frac {{a_1}^2} {4}}$}  &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$  C_1 = \frac {\dot {y}_{(0)} - \alpha \cdot  y_{(0)}} {\beta} $} \newline{}{$  C_2 = y_{(0)} \, $}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


\subsubsection{Berechnungsbeispiel der Lösung einer homogenen DGL 2. Ordnung mit reellen Nullstellen}
\label{114}


\begin{minipage}{0.50000\textwidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\textwidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/46.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{46}{Sprungantwort eines PT2-{}Gliedes durch die homogene und partikuläre Lösung einer DGL mit System-{}Anfangswerten.}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}



\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{\bfseries\begin{mydescription} Übertragungsfunktion\end{mydescription}}\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} G(s) = \frac {Y(s)} {U(s)} = \frac 1 {(2 \cdot s+1)\cdot (s+1)} \end{equation*}\end{myquote}{\bfseries\begin{mydescription} Zugehörige systembeschreibende DGL\end{mydescription}}\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} 2 \cdot \ddot y(t) + 3 \cdot \dot y(t) + y(t) = u(t) \, \end{equation*}\end{myquote}\begin{myitemize}\item{}  Vorgegeben: Anfangswerte der Energiespeicher (Integratoren): {\large y\textquotesingle{}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}(t) = 1;  y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}(t) = 1};\item{}  Vorgegeben: Eingangsgröße {\large u(t)} ist eine normierte Sprungfunktion 1 für {\large t >{} 0}.\end{myitemize}\begin{myquote}\item{} Für die homogene Lösung wird {\large u(t) = 0} gesetzt.\end{myquote}\begin{myitemize}\item{}  Errechnet: Es ergeben sich zwei reelle Wurzeln: {$ {\lambda}_1 = - 2; \quad {\lambda}_2 = - 0,5 \,$}\item{}  Errechnet:  Die Integrationskonstanten errechnen sich laut Tabelle mit {\large C\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{1} = -{}1; C\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{2} = 2}\item{}  Analytische homogene Lösung laut Tabelle für zwei reelle Wurzeln:\end{myitemize}\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} y_H(t) = C_1 \cdot e^{{\lambda}_1 \cdot t}  + C_2 \cdot e^{{\lambda}_2 \cdot t}  \end{equation*}\end{myquote}\begin{myquote}\item{} Mit den eingesetzten Zahlenwerten lautet die analytische Lösung der homogenen DGL wie folgt:\item{} {$\underline{\underline{ y_H(t) = -e^{-0,5 \cdot t} + 2 \cdot e^{- t}  }} $}\end{myquote}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}

\subsubsection{Berechnungsbeispiel der partikulären Lösung einer DGL 2. Ordnung mit der Laplace-{}Transformationstabelle}
\label{115}

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}\begin{myitemize}\item{}  {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Vorgegeben:}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} \end{myitemize}\begin{myquote}\item{}  Eingangssignal: Sprungfunktion U(s) = {\large 1 / s}\end{myquote}\begin{myquote}\item{}  Übertragungsfunktion des Systems:\item{} {$ G(s) = \frac {Y(s)} {U(s)} = \frac 1 {(2 \cdot s+1)\cdot (s+1)} \qquad T_1 = 2; \, T_2 = 1$}\end{myquote}\begin{myquote}\item{}  {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Gesucht:}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} Partikuläre Lösung y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{P}(t) für die gegebene Übertragungsfunktion: \end{myquote}\begin{myquote}\item{}  {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Suchbegriff}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} für die Laplace-{}Transformationstabelle: \item{} {$ G(s) = \frac {Y(s)} {U(s)} = \frac 1 {s \cdot (2 \cdot s+1)\cdot (s+1)} \qquad T_1 = 2; \, T_2 = 1$}\end{myquote}\begin{myitemize}\item{}  {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Errechnet:}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}  \end{myitemize}\begin{myquote}\item{}  Die gefundene analytische Gleichung {\large f(t)} der partikulären Lösung laut Transformationstabelle durch Eingabe der Koeffizienten lautet:\end{myquote}\begin{myquote}\item{} \begin{equation*}\underline{\underline{ y_P(t) = 1 - \frac 1 {T_1 - T_2} \cdot [T_1 \cdot e^{- \frac t {T_1}} - T_2 \cdot e^{- \frac t {T_2}}] }} \end{equation*}\end{myquote}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


\subsubsection{Allgemeine Lösung der DGL 2. Ordnung mit Hilfe der Laplace-{}Transformation}
\label{116}

Die partikuläre Lösung beschreibt das Übertragungsverhalten des Systems als Funktion des Eingangssignals {\large u(t)} und ist meist von hauptsächlichem Interesse. Die Anfangsbedingungen {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(0)}} und {\large y\textquotesingle{}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(0)}} haben dabei den Wert 0.\myfootnote{Prof. Dr.-{}Ing. Oliver Nelles, Universität Siegen: Vorlesungskonzept Mess-{} und Regelungstechnik I, Kapitel: „Laplace-{}Transformation“, 446 Seiten vom 8. Oktober 2009.}

Die bereits durchgeführte partikuläre Lösung der DGL 1. Ordnung erfolgte über das Faltungsintegral. Die Berechnung des Faltungsintegrals ist jedoch aufwendig für Systeme höherer Ordnung. Die Zeitfunktionen {\large g(t)} und {\large u(t)} können sehr kompliziert werden, und damit ist das Faltungsintegral schwierig zu lösen.

Deshalb gestaltet sich der partikuläre Lösungsweg der DGL über die Laplace-{}Transformation mit anschließender Rücktransformation einfacher.

Lösung der gegebenen DGL 2. Ordnung:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}a_2 \cdot \ddot {y}(t) +  a_1 \cdot \dot {y}(t) + a_0 \cdot y(t) = b_0 \cdot u(t) \end{equation*}
\end{myquote}


Die Gleichung wird so umgeformt, dass der Koeffizient der höchsten Ableitung {\large a\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{2}} = 1 wird, indem die restlichen Terme der Gleichung durch  {\large a\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{2}} dividiert wird und die Bezeichnung der übrigen Koeffizienten beibehalten wird.
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} \ddot {y}(t) +  a_1 \cdot \dot {y}(t) + a_0 \cdot y(t) = b_0 \cdot u(t) \end{equation*}
\end{myquote}


Die Übertragungsfunktion eines Systems entsteht z.B. durch Austausch der zeitabhängigen Terme einer DGL mit den Laplace-{}Transformierten. Voraussetzung ist, dass die Anfangsbedingung des Systems Null ist. Je nach Grad der Ableitungen einer Funktion y(t) entstehen nach der Transformation folgende Laplace-{}Transformierte y(s):

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} s^2 \cdot y(s) +  a_1 \cdot s \cdot y(s) + a_0 \cdot y(s) = b_0 \cdot u(s) \end{equation*}
\end{myquote}


Mit den transformierten Termen kann die Übertragungsfunktion des dynamischen Systems G(s) aufgestellt werden:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} G(s) = \frac y u (s) = \frac {b_0} {s^2  +  a_1 \cdot s  + a_0} \end{equation*}
\end{myquote}


Polynome einer Übertragungsfunktion werden durch Nullstellenbestimmungen in Linearfaktoren  (Grundpolynome: Monom, Binom und Trinom) zerlegt. Liegen Zahlenwerte der Koeffizienten einer Übertragungsfunktion 2. Ordnung vor, können die Pole (= Nullstellen im Nenner der Übertragungsfunktion) durch die bekannte Formel zur Lösung einer gemischt-{}quadratischen Gleichung ermittelt werden.

Durch die verschiedenen Arten der Lösungen der Pole bedingt durch die Größe des Radikanden der Wurzel ergeben sich drei unterschiedliche Fälle der Eigenwerte {\large s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{i}} der Übertragungsfunktion. Nachfolgend ist eine Korrespondenztabelle des s-{}Bereichs mit {\large y(s) = u(s) * G(s)} und des Zeitbereichs für {\large y(t)} für einen transformierten Eingangssprung {\large u(t) = 1 →  u(s) = 1 / s}

Folgende Grundpolynome (Binome und Trinome bei konjugiert komplexen Polen) entstehen in Abhängigkeit von den Nullstellen. Die Lösungen der Übertragungsfunktionen als Sprungantwort im Zeitbereich sind einer Laplace-{}Transformationstabelle entnommen worden:

Die Laplace-{}Transformationstabellen können in zwei Formen der Produkt-{}Darstellung aufgeführt sein, wobei unterschiedliche Faktoren {\large a\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}} und {\large K} berücksichtigt werden müssen. Die Umrechnung der Pole-{} Nullstellen in Zeitkonstanten ist einfach:

\begin{myitemize}
\item{}   Pole-{} Nullstellen-{}Darstellung (Stabiles System): {$ G(s) = \frac {a_0} {(s + s_1) \cdot (s  + s_2)} $}
\end{myitemize}


\begin{myitemize}
\item{}   Zeitkonstanten-{}Darstellung (Stabiles System):  {$ G(s) = \frac K {(T_1 \cdot s + 1) \cdot (T_2 \cdot s  + 1)} $}
\end{myitemize}


\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.29315\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.29315\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.29315\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} f(s)\newline{}Übertragungsfunktion 2. Ordnung \newline{} Eingangssprung u(t) = 1 = Multiplikation mit 1/s}&{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}f(t)\newline{}Partikuläre Lösung \newline{} Sprungantwort im Zeitbereich  }&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Bestimmung der Pole s1 und s2  \newline{} aus der Polynom-{}Darstellung\endhead  \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Der Radikand >{} 0 hat 2 reelle Wurzeln\newline{} \newline{} {$ y(s) = \frac 1 {s \cdot (T_1 \cdot s +1) \cdot (T_2 \cdot s + 1)} $}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ y(t) = 1 - \frac 1 {T_1-T_2} \cdot $} \newline{} {$ \cdot (T_1 \cdot e^{-\frac t {T_1}} - {T_2 \cdot e^{-\frac t {T_2}}})  $}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ s_{1;2} = - \frac {a_1}2 \pm \sqrt {\frac {{a_1}^2} {4} - a_0} $}\newline{}{$  T_1  = - \frac 1 {s_1} \quad T_2  = - \frac 1 {s_2} $}\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Der Radikand = 0 hat 2 gleiche Wurzeln \newline{}  {$ y(s) = \frac 1 {s \cdot (T \cdot s +1)^2} $}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ y(t) = 1 - \frac {T+t}{T} \cdot e^{-\frac t T}  $}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ s_{1=2} = - \frac {a_1}2 \, $}\newline{} {$  T = - \frac 1 {s_{1=2}} $}\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Der Radikand <{} 0 hat konjugiert komplexe Wurzeln \newline{}\newline{} {$ y(s) =  \frac {{\omega_0}^2}{ s \cdot (s^2 + 2 \cdot D \cdot \omega_0 \cdot s + {\omega_0}^2)} $}\newline{} \newline{}{\large ω\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}} = Kreisfrequenz (ungedämpft) = 1 / T&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ y(t) = 1 -\frac 1 {\sqrt {1 - D^2}} \cdot $} \newline{}  {$ \cdot  e^{-D \cdot \omega_0 \cdot t} \cdot sin(\omega_e \cdot t + \phi) $} \newline{} \newline{} {$ \omega_e = \omega_0 \cdot \sqrt {1 - D^2} $} \newline{} {$ \phi = arc cos(D) \, $}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Dämpfung D\newline{} \newline{}{$ -1 < D < 1 \, $} \newline{}\newline{} {$ D = \frac {a_1} {2 \cdot \sqrt {a_0}} $} \newline{}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


Wird für den Fall der zwei reellen Wurzeln in die Gleichung für {\large f(t) T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{1} = T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{2}} eingesetzt, entsteht eine Division durch 0 (1 / (T1-{}T1), was nicht zulässig ist. Als „verschiedene“ Nullstellen gelten bereits Nullstellen, wenn sie sich in einer theoretisch unendlichen Dezimalstelle eines Wertes unterscheiden.

Die Gesamtlösung einer DGL ergibt sich aus der Überlagerung der Systemantworten auf die Anfangsbedingungen und auf das Eingangssignal:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} y(t) = y_H(t) + y_p(t) \,  \end{equation*}
\end{myquote}

\subsubsection{Homogene Lösung einer DGL höherer Ordnung}
\label{117}

Bei DGL-{}en höherer Ordnung wird muss ebenfalls unterschieden werden, ob es sich um gleiche oder verschiedene Nullstellen handelt.
\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Für die homogene Lösung der DGL höherer Ordnung mit {\large n} verschiedenen Nullstellen:\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} y_H(t) = C_1 \cdot e^{{\lambda}_1 \cdot t}  + C_2 \cdot e^{{\lambda}_2 \cdot t} + \dots + C_n \cdot e^{\lambda_n \cdot t} \end{equation*}\end{myquote}Für die homogene Lösung der DGL höherer Ordnung mit {\large n} gleichen Nullstellen:\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} y_H(t) = e^{\lambda_1 \cdot t} \cdot (C_1 + C_2 \cdot t + C_3 \cdot t^2  +  \dots + C_n \cdot t^{n-1}) \end{equation*}\end{myquote}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}

\section{Einzelnachweise}
\label{118}


\chapter{Übertragungsfunktion}

\myminitoc
\label{119}

\label{120}


\begin{minipage}{1.0\linewidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/47.png}
\end{center}
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\end{minipage}\vspace{0.75cm}


Eine {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Übertragungsfunktion}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} beschreibt die Abhängigkeit des Ausgangssignals eines linearen, zeitinvarianten Systems (LZI-{}System) von dessen Eingangssignal im Bildbereich (Frequenzbereich, s-{}Bereich).  Sie wird definiert als Quotient der transformierten Ausgangsgröße {$Y(s)$} zur transformierten Eingangsgröße {$U(s)$}:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} G(s)  = \frac {Y(s)} {U(s)} \end{equation*}
\end{myquote}


Die Übertragungsfunktion G(s) beschreibt das Eigenverhalten des Übertragungssystems vollständig und unabhängig von den Signalen. Eine Übertragungsfunktion ermöglicht es somit, das Ausgangssignal des Übertragungssystems aus dem Eingangssignal und der Übertragungsfunktion zu berechnen. 

Dynamische zeitinvariante Systeme mit konzentrierten Energiespeichern (z.{\mbox{$~$}}B.  Feder-{}Masse-{}Dämpfer-{}Systeme oder elektrische L-{}, C-{} und R-{}Glieder)  werden durch gewöhnliche Differenzialgleichungen mit konstanten Koeffizienten beschrieben. Wenn sich das System im Ruhezustand befindet, haben die  Energiespeicher den Wert Null. Unter dieser Bedingung, dass die Anfangsbedingungen der systembeschreibenden  Differenzialgleichung zu dem betrachteten Zeitpunkt {$t = 0$} gleich Null sind, ist die Übertragungsfunktion des Systems gleich der laplacetransformierten Differenzialgleichung des Systems. Durch Anwendung des Differentiationssatzes und des Integrationssatzes der Laplace-{}Transformation kann jeder Term der Differenzialgleichung einzeln transformiert und daraus die Übertragungsfunktion gebildet werden. Es können auch die Differenzialgleichungen einzelner Komponenten des Übertragungssystems transformiert werden und daraus die Übertragungsfunktion berechnet werden.

Die Übertragungsfunktion {$G(s)$} kann immer als gebrochen-{}rationale Funktion geschrieben werden. Durch die Nullstellenbestimmung des Polynoms im Zähler und des Polynoms im Nenner (= Pole) lässt sich die Übertragungsfunktion in Linearfaktoren aufteilen. Bestimmte Eigenschaften des Systems lassen sich bereits ohne Rücktransformation in den Zeitbereich direkt aus dieser Darstellung der Übertragungsfunktion ableiten.

Im Zeitbereich betrachtet, haben die Terme {$f(s)$} im Zähler ein differenzierendes Verhalten, im Nenner haben sie ein global verzögerndes oder integrierendes Verhalten. Dies gilt auch für die Behandlung linearer nicht-{}phasenminimaler, instabiler Übertragungssysteme mit Polen in der rechten s-{}Halbebene.  

Der Übertragungsfunktion eines Systems {$G_1(s)$} kann die transzendente Funktion des Totzeitgliedes  {$G_{Tt}(s)= e^{-s\, T_t}$}  multiplikativ angehängt werden zu  {$G(s) = G_1(s)\, G_{Tt}(s)$}. Diese Form der Übertragungsfunktion als Gesamtsystem ist nur für Frequenzgang-{}Analysen geeignet.
\section{Grundlagen Laplace-{}Transformation}
\label{121}
Die Übertragungsfunktion G(s) eines linearen dynamischen Systems g(t) entsteht z. B. aus der Laplace-{}Transformation einer systembeschreibenden gewöhnlichen Differenzialgleichung. Sie ist in der Regelungstechnik die häufigste Darstellungsform des Eingangs-{} und Ausgangsverhaltens von linearen Übertragungssystemen im komplexen Frequenzbereich.

Die Laplace-{}Transformation dient ähnlich wie die Fourier-{}Transformation der Zerlegung einer nicht sinusförmigen Funktion f(t) in sehr viele sinusförmige Teilfunktionen. Weil nach der Fourier-{}Transformation die Funktion f(t) für große Zeiten t gegen Null gehen muss, können instabile Systeme mit wachsender Ausgangsgröße y(t) nicht transformiert werden. Auch für die in der Systemtheorie und Regelungstechnik häufig benutzte System-{}Eingangsgröße u(t) der Sprungfunktion {$u_{\sigma}$}(t) existiert keine Fourier-{}Transformierte. Die Laplace-{}Transformierte F(s) entsteht aus der Fourier-{}Transformierten  {$F(j \omega)$} indem {$j \omega$} durch {$\delta+j \omega$} ersetzt wird. \myfootnote{Fachbuch: Lunze \symbol{34}Regelungstechnik 1\symbol{34}, Systemtheoretische Grundlagen, Analyse und Entwurf einschleifiger Regelungen. Kapitel: „Laplace-{}Transformation\symbol{34}, 7. Auflage,  Springer, 2008, ISBN 978-{}3-{}540-{}68907-{}2.}

Die Laplace-{}Transformation ist eine Integraltransformation, mit deren Anwendung sich eine Zeitfunktion f(t) in die Bildfunktionen F(s) mit der komplexen Frequenz {$s=\delta+j \cdot \omega$} übertragen lässt. 

Die folgende Gleichung der einseitigen Laplace-{}Transformation einer Zeitfunktion f(t) ist gültig unter der Voraussetzung, dass alle Signale für t <{} 0 verschwinden. Die Integrationsgrenze -{}0 berücksichtigt auch die Impulsfunktion (Diracimpuls) bei t = 0.

Laplace-{}Transformation einer Zeitfunktion:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} F(s) = \mathcal {L} \{f(t) \}  = \int \limits_{-0}^\infty f(t) \cdot e^{-s \cdot t} dt \end{equation*}
\end{myquote}


Laplace-{}Rücktransformation einer Funktion F(s) des komplexen Frequenzbereichs:      
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} f(t) = \mathcal {L}^{-1} \{F(s) \}  = \frac 1 {2 \cdot \pi \cdot j} \int \limits_{\delta -j \infty}^{\delta + \infty} F(s) \cdot e^{s \cdot t} ds \end{equation*}
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}  t bezeichnet die unabhängige Variable im Originalbereich.
\item{}  {$s=\delta +j \omega$} mit {$\delta$} = Realteil und {$j \omega$} = Imaginärteil ist die unabhängige Variable im Bildbereich.
\item{}  {$  \mathcal {L}^{-1} $} ist das Symbol für die inverse Laplace-{}Transformation des Bildbereichs.
\end{myitemize}


Das Laplace-{}Integral muss nicht für jede Zeitfunktion g(t) mit der Ausgangsgröße y(t) und der Eingangserregung u(t) neu berechnet werden, die Standardfunktionen sind bekannt. Eine der wichtigsten Anwendungen der Laplace-{}Transformation ist die Bestimmung der Übertragungsfunktion G(s) aus der einem dynamischen System zugehörigen Differenzialgleichung f(t). 
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Nach dem Differentiationssatz oder dem Integrationssatz erfolgt die Transformation der Zeitfunktion f(t) zur Variablen s:$\text{ }$\newline{}
 {$ \text {Ableitung} \ \mathcal{L} \left\{\frac{d^k f(t)}{dt^k} \right\} =  s^k \cdot F(s) \qquad \text {Integral} \ \mathcal{L} \left\{\int_0^t {f(\tau)d \tau} \right\} = \frac 1s \cdot F(s)$}$\text{ }$\newline{}

\begin{myquote}
\item{}  k bedeutet die jeweilige Ordnung der Ableitung.
\end{myquote}


Ebenso werden zur Bestimmung des Systemverhaltens Laplace-{}transformierte Eingangssignale U(s) als Erregung des Systems verwendet wie Impuls-{}, Sprung-{} und Sinusfunktionen, deren Schreibweisen im Bildbereich bekannt sind. Die Funktionen des Bildbereiches und des Originalbereiches können je nach Aufgabenstellung von dem einen in den anderen Zustand transformiert werden.  
\section{Allgemeine Darstellungsformen der Übertragungsfunktion}
\label{122}
Aus der Laplace-{}Transformation einer systembeschreibenden Differenzialgleichung entsteht die Grundform der Übertragungsfunktion G(s) in Polynom-{}Darstellung.  Daraus lassen sich weitere bekannte Schreibweisen der Übertragungsfunktionen errechnen, die unterschiedliche Eigenschaften für die Berechnung der Ausgangsgröße y(t) im Zeitbereich des Übertragungssystems G(s) bei gegebenem  Eingangssignal U(s) aufweisen.  Alle Formen der Übertragungsfunktionen sind mathematisch bei Rückrechnung mit der Polynomdarstellung identisch. 

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.28361\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.63604\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Übertragungsfunktion }&{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Darstellungsform im s-{}Bereich }\endhead  \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Polynom-{}Darstellung &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ G(s) = \frac{b_{m}s^{m} + \dotsb + b_{1}s + b_{0}}{a_{n}s^{n} + a_{n-1}s^{n-1} + \dotsb + a_{1}s + a_{0}}$}  \\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$G(s) =  k \cdot \frac{(s - s_{n1})(s - s_{n2} ) \dotsm (s - s_{nm})}{(s - s_{p1})(s - s_{p2} ) \dotsm (s - s_{pn} )}$} \newline{}(Darstellung für reelle Pole und Nullstellen)\newline{} s = Laplace-{}Operator, s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{n} = Zahlenwert der Nullstelle, s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{p} = Zahlenwert der Polstelle\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Zeitkonstanten-{}Darstellung &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$G(s) = K \cdot \frac{{(T_{V1}\cdot s + 1)(T_{V2}\cdot s + 1) \dotsm (T_{Vm}\cdot s + 1)}}{{(T_1\cdot s + 1)(T_2\cdot s + 1) \dotsm (T_n \cdot s + 1)}}$}\newline{} (Für reelle Pole und Nullstellen mit Absolutglied und negativen Zahlenwerten)  \\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Partialbruch-{}Darstellung &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ G(s) = \frac {A_1}{s-s_{p1}} +  \frac {A_2}{s-s_{p2}} + \dotsb + \frac {A_n}{s-s_{pn}} $}\newline{}(Für reelle Pole und Nullstellen mit Absolutglied)\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


Die  Zerlegung der Zähler-{} und Nennerpolynome der Übertragungsfunktion in je eine Produktform  (Linearfaktoren) gestattet eine einfache detaillierte Interpretation des Systemverhaltens und der Bestimmung der Koeffizienten des Übertragungssystems. Diese Zerlegung in Linearfaktoren  (Faktorisierung von Polynomen) erfolgt durch die Bestimmung der Nullstellen der Polynome.

Ein lineares zeitinvariantes Übertragungssystem ohne Totzeit ist durch Pole, Nullstellen und Proportionalitätsfaktoren der Übertragungsfunktion vollständig bestimmt. 

Die Linearfaktoren symbolisieren als kleinste Übertragungseinheit ein typisches System-{}Zeitverhalten, das sich zusätzlich konträr verhält, ob die Linearfaktoren im Nenner oder Zähler der Übertragungsfunktion stehen. 

Die Übertragungsfunktion {$G(s) = Y(s) / U(s) = Z(s) / N(s)$} eines dynamischen Übertragungssystems kann einfache und mehrfache Linearfaktoren im Zähler und Nenner enthalten. Derartige Systeme beschreiben das Frequenzverhalten mit der komplexen Frequenz {$s = \delta + j\omega$} mit einem Systemeingang {$U(s)$} und einen Systemausgang {$Y(s)$}. Sie wird erfolgreich eingesetzt für Systemanalyse, Systemsynthese, Systemstabilität und erlaubt die algebraische Behandlung von beliebig geschalteten rückwirkungsfreien Teilsystemen.

Die komplexe Frequenz {$s = \delta + j \omega  = Re(s) + j \cdot Im(s)$} ist eine unabhängige Variable des Laplace-{} oder Bildbereichs. Sie tritt mit einem ganzzahligen Exponenten als Potenz im Zähler und Nenner einer Übertragungsfunktion auf, ist aber nur ein Symbol für eine vollzogene Transformation einer Ableitung bestimmter Ordnung der gewöhnlichen Differenzialgleichung. Die Größe s in der Übertragungsfunktion kann beliebig algebraisch behandelt werden, enthält aber keinen Zahlenwert. (Imaginäre Einheit: {$\mathrm{j} = \sqrt{-1}$}; Re = Realteil, Im = Imaginärteil)

Elektrische, mechanische, biologische und andere dynamische Systeme können durch die gleiche Form der Übertragungsfunktion beschrieben werden, wenn die Anzahl und die Struktur der Systemspeicher identisch sind. 

Die Übertragungsfunktion eines dynamischen Systems kann algebraisch für die  multiplikative  (Reihenstruktur), subtraktive, additive und zurückgekoppelte Struktur (Regelkreis) beliebig zusammengestellt werden. Dabei kann es sich um einen industriellen Prozess, um eine Steuerstrecke,  eine Regelstrecke, einen Regler oder einen Regelkreis handeln. Zum Beispiel kann  die Übertragungsfunktion des sehr bekannten PID-{}Reglers in der Reihenstruktur oder Parallelstruktur beschrieben werden, die sich äußerlich nicht gleichen, aber bei unterschiedlichen Koeffizienten ein identisches Frequenz-{} und Zeitverhalten haben. Beide Schreibweisen haben technische Vorteile.  

Die folgenden idealen PID-{}Reglerstrukturen sind mathematisch identisch. Die Koeffizienten T1 und T2 ergeben sich durch Faktorenvergleich mit den Koeffizienten {$K_P$}, {$T_N$} und {$T_V$}:
\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.29738\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.62226\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} PID-{}Reglerstruktur }&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Übertragungsfunktion mit Nullstellenüberschuss\endhead  \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Reihenstruktur &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$G(s)= \frac {K_P} {T_N}  \cdot \frac{(T_1\cdot s+1)(T_2\cdot s+1)}{s}$}\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Parallelstruktur &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$G(s) = K_P \cdot \left(1+\frac 1{T_N\cdot s}+T_V\cdot s\right)$}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}

\subsection{Polynom-{}Darstellung}
\label{123}
Die Anwendung der Laplace-{}Transformation einer systembeschreibenden Differenzialgleichung führt zu der Übertragungsfunktion als gebrochen-{}rationale Funktion in die Polynom-{}Darstellung. Dabei werden die Koeffizienten der Differenzialgleichung in die Übertragungsfunktion vollständig übernommen. Anstelle der Ableitungen der Differenzialgleichung tritt der Laplace-{}Operator {$s$} entsprechend dem Grad der Ableitung als Potenz von {$s$} auf.

Erst die Aufspaltung der  Polynome im Nenner und Zähler der Übertragungsfunktion in Linearfaktoren (Teilsysteme, Produktterme) 1. Ordnung und 2. Ordnung (mit konjugiert komplexen Polen) zeigt anschaulich im nächsten Kapitel jeweils im Zähler und Nenner maximal drei verschiedene Linearfaktoren, mit fundamental unterschiedlichen Eigenschaften im Zeitbereich.
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\label{124}

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$a_{n}y^{(n)} + \dotsb + a_{1}y^{(1)} + a_{0}y = b_{m}u^{(m)} + \dotsb + b_{1}u^{(1)} + b_{0}u$} }\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}

{$y \,$} ist Ausgangs-{} und {$u \,$} Eingangssignal als Funktion der Zeit, {$y^{(1)} = y'(t) \,$} die 1. Ableitung nach der Zeit.

Wenn die Koeffizienten {$a_i \,$} und {$b_i \,$} konstant (also zeitunabhängig) sind, ist die Laplace-{}Transformation ausführbar.

Mit den vorgegebenen Anfangsbedingungen für das Ein-{} und Ausgangssignal (Werte zum Zeitpunkt {$t=0 \,$} )
\begin{myquote}
\item{} {$y^{(i)}(0)=0$} für alle {$0\leq i \leq n \,$}
\item{} {$u^{(i)}(0)=0$} für alle {$0\leq i \leq m \,$}
\end{myquote}

lautet die Laplace-{}Transformierte der Ein-{} und Ausgangsgrößen 
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}\int\limits_0^\infty y^{(i)}(t)e^{-st}dt=s^i\cdot Y(s) \,\end{equation*}
\item{} \begin{equation*}\int\limits_0^\infty u^{(i)}(t)e^{-st}dt=s^i\cdot U(s) \,\end{equation*}
\end{myquote}


{$U(s) \,$} und {$Y(s)\,$} sind die komplexe Eingangs-{} bzw. Ausgangsfunktion in Abhängigkeit von der komplexen Variablen {$s = \delta + \mathrm{j}\omega \,$} im Bildbereich.

Die Laplace-{}Transformierte der Differenzialgleichung ist
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}Y(s)(a_{n}s^{n} + \dotsb + a_{1}s + a_{0})=U(s)(b_{m}s^{m} + \dotsb + b_{1}s + b_{0})\end{equation*}
\end{myquote}


Es handelt sich anstelle der Differenzialgleichung um eine algebraische Gleichung, deren Analyse mit Methoden der Algebra möglich ist.
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\label{125}
ist das Verhältnis der Laplace-{}Transformierten der Wirkung (Ausgang) durch die Laplacetransformierte der Ursache (Eingang):

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ G(s) =\frac{Y(s)}{U(s)} = \frac{b_{m}s^{m} + \dotsb + b_{1}s + b_{0}}{a_{n}s^{n} + \dotsb + a_{1}s + a_{0}}$}}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


Die statische Verstärkung {$K$} des Übertragungssystems ist durch das Verhältnis der Koeffizienten {$K = b_0 / a_0$} bestimmt.

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} G(s) = \frac{b_0}{a_0} \cdot \frac { 1 + \frac{b_1}{b_0}s + \dotsb + \frac{b_m}{b_0}s^{m} } { 1 + \frac{a_1}{a_0}s + \dotsb + \frac{a_n}{a_0}s^{n} }\end{equation*}
\end{myquote}


Alle Koeffizienten der Differenzialgleichung, die das Zeitverhalten bestimmen, sind in der Übertragungsfunktion im Nenner enthalten. Die Koeffizienten des Zählers bestimmen die Größe der Amplitude {$f(t)$}. Die Übertragungsfunktion beschreibt das Verhalten des Systems vollständig. Damit ist es möglich, Aussagen über das Verhalten des Systems ohne Lösung der Differenzialgleichung zu erhalten.

Die Übertragungsfunktion ist eine analytische Funktion. Da sie Funktion der komplexen Variablen {$s=\delta +\mathrm{j}\omega \,$} ist, kann sie als

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}G(s)=u(\delta,\omega) + \mathrm{j}v(\delta,\omega)\end{equation*}
\end{myquote}


geschrieben werden. Das ist eine Abbildung der von {$\delta, \omega \,$} aufgespannten {$s$}-{}Ebene in die von {$u, v \,$} aufgespannte {$G$}-{}Ebene. Alle Methoden der Funktionentheorie können zur Analyse eingesetzt werden. Das Erstellen einer Grafik ist wegen der vier Dimensionen nur in zwei dreidimensionalen Grafiken möglich, z.{\mbox{$~$}}B. als
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}\mathrm{Betrag}(\delta,\omega)=\sqrt{u^2(\delta,\omega)+v^2(\delta,\omega)}\end{equation*}
\item{} \begin{equation*}\mathrm{Phase}(\delta,\omega)=\arctan\left(\frac{v(\delta,\omega)}{u(\delta,\omega)}\right).\end{equation*}
\end{myquote}


\subsection{Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung}
\label{126}
Unter dem Begriff Nullstellen versteht man jene Werte, die in eine Funktion {$f$} eingesetzt, den Funktionswert Null liefern. Nullstellen von Polynomen werden in der Mathematik auch häufig mit Wurzeln oder Nullstellen bezeichnet. In der Regelungstechnik werden die Nullstellen des Zählerpolynoms mit Wurzeln oder Nullstellen, die des Nennerpolynoms mit Polen bezeichnet.

Ein Polynom {$n$}-{}ten Grades hat genau {$n$} Nullstellen bzw. {$n$} Pole. Diese Nullstellen und Pole können reelle oder komplexe Zahlen sein. 

Die Nullstellen eines Polynoms 2. Ordnung lassen sich durch die bekannte Formel der quadratischen Gleichung lösen. Für Polynome bis 4. Ordnung existieren Rechenprogramme, die auch im Internet unter dem Suchbegriff \symbol{34}Nullstellen (Lösungen) von Polynomen\symbol{34} zu finden sind. Polynome noch höherer Ordnung können numerisch mit dem Newton-{}Verfahren gelöst werden.

Die Nullstellen eines Polynoms sind unabhängig von Polynomfaktoren. Der System-{}Verstärkungsfaktor der Übertragungsfunktion in der Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung beträgt {$k = b_m / a_n$}.  

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra gilt für ein Polynom:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}P(x)=b_{m}x^{m} + \dotsb + b_{1}x + b_{0}=b_m\cdot \prod_{i=1}^m (x-x_i) \,\end{equation*}
\end{myquote}

mit dessen Nullstellen {$x_i \,$}. Sie können einfach oder mehrfach, reell oder paarweise konjugiert komplex sein.

Die Übertragungsfunktion in Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung lautet:

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$G(s) = k \cdot \frac{(s - s_{n1})(s - s_{n2}) \dotsm (s - s_{nm})}{(s - s_{p1})(s - s_{p2}) \dotsm (s - s_{pn})} $}}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


In dieser allgemeinen Darstellung ist noch nicht definiert, um welche Art von Linearfaktoren es sich bei der Übertragungsfunktion handelt. Das Systemverhalten wird erst deutlich, wenn Zahlenwerte für die Nullstellen, Pole und Verstärkung {$k$} vorliegen.  

Bei gegebenen Zahlenwerten mit den {$s_n$} (Nullstellen) und den {$s_p$} (Polen, Nullstellen des Nennerpolynoms) ist die Übertragungsfunktion vollständig bestimmt und mit der Polynom-{}Darstellung identisch. Diese Darstellung ist für allgemeine Aussagen über das System  z.{\mbox{$~$}}B. für Stabilitätsuntersuchungen wichtig. 

\subsection{Linearfaktoren}
\label{127}
Linearfaktoren\myfootnote{Prof.  Manfred Ottens, TFH Berlin: Vorlesungsmanuskript \symbol{34}Grundlagen der Systemtheorie\symbol{34}, Kapitel: „Die Übertragungungsfunktion\symbol{34}, 227 Seiten,  2008.} sind Produktterme eines Polynoms im Zähler und Nenner einer Übertragungsfunktion G(s). 

Sind die Nullstellen bzw. die Pole einer Übertragungsfunktion G(s) in der Polynomdarstellung bekannt, kann das Zähler-{} und Nennerpolynom in Produktterme (Linearfaktoren) zerlegt werden, z.{\mbox{$~$}}B.: 

\begin{myitemize}
\item{}  im Zähler mit der Nullstelle {$s_{n} $} der Linearfaktor {$s - s_{n}$} und  
\item{}  im Nenner mit dem Pol {$s_{p}$} der Linearfaktor {$s - s_{p}$} gebildet werden.
\end{myitemize}


Weil die Nullstellen aus zu Null gesetzten Polynomen berechnet werden, muss sichergestellt werden, dass keine Faktoren gekürzt worden sind. Es empfiehlt sich eine Prüfung vorzunehmen, ob die Pol-{} Nullstellendarstellung (= Produktdarstellung) durch Ausmultiplizieren auch mit dem Polynom identisch ist. 

Eine Nullstelle des Zählerpolynoms s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{n} oder ein Pol des Nennerpolynoms s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{p} kann folgende drei stabile Formen von Zahlenwerten einnehmen: 

\begin{myitemize}
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\item{}  {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries \{s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\textsubscript{n}; s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\textsubscript{p}\} = {$- \delta  \pm j \omega $}}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} (konjugiert komplexer Wert der Pole oder Nullstellen). 
\end{myitemize}


Sind die Realteile von Nullstellen und Polen negativ, handelt es sich um ein stabiles System. Negative Realteile der Pole bedeuten asymptotische Stabilität des Teilsystems.

Bei reellen Nullstellen entsteht der Produktterm 1. Ordnung {$s-s_p$}. Ist der Wert der Nullstelle s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{p} negativ, lässt sich dafür auch {$s+a$} schreiben, wenn a ein negativer Wert der Nullstelle ist (stabiles System).

Bezeichnet man bei konjugiert komplexen Nullstellen bzw. Polen den Realteil mit {$ \delta $} und den Imaginärteil mit {$ j \omega $}, dann ergeben sich bei Übertragungsfunktionen in der Produktdarstellung bei reellen und konjugiert komplexen Nullstellen und Polen unterschiedliche Gleichungen, die durch die Größe der Zahlenwerte der Koeffizienten der Polynomdarstellung bestimmt werden. Die angegebenen 3 Formen der Linearfaktoren können einfach und mehrfach auftreten.   

In der linearen Regelungstechnik und Systemtheorie ist es eine willkommene Tatsache, dass praktisch alle vorkommenden regulären (stabilen) Übertragungsfunktionen bzw. Frequenzgänge von Regelkreisgliedern auf drei Grundformen geschrieben bzw. zurückgeführt werden können. Die Linearfaktoren haben eine völlig unterschiedliche Bedeutung, je nachdem ob sie im Zähler oder im Nenner einer Übertragungsfunktion stehen. 

Stehen die Linearfaktoren im Zähler, haben sie eine differenzierende Wirkung, stehen sie im Nenner, haben sie eine verzögernde (speichernde) Wirkung:

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.20982\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.20982\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.20982\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.20982\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Typ Linearfaktor\newline{}Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Typ Linearfaktor \newline{}Zeitkonstanten-{}Darstellung&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Bedeutung im Zähler &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Bedeutung im Nenner\endhead  \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$G_1= s-0 = s$}\newline{} Absolutglied a\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0} oder b\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0} fehlt&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$G_1(s)=s$}\newline{}Nullstelle oder Pol {$ \{s_{n1}; s_{p1} \}=0 $} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Differenzierer, D-{}Glied &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Integrator, I-{}Glied\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$G_2(s)=s-s_n \ oder \ G_2(s)=s-s_p $} \newline{} Pole und Nullstellen sind reell\newline{} Negative Werte = stabile Systeme &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$G_2(s)=T\cdot s+1$} \newline{} T = 1 / s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{n} oder T = 1 / s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{p} \newline{} {$ \{s_{n2}; s_{p2} \} = -\delta \ \mathrel{\hat=}$} \symbol{34}reelle Zahl\symbol{34}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} PD1-{}Glied &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Verzögerung, PT1-{}Glied\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Polynom:\newline{}{$ G_3(s) = [s - (\delta +j \omega)] \cdot [s - (\delta -j \omega)]$}\newline{}{$=s^2 - 2 \cdot \delta \cdot s + \delta^2 + \omega^2$}\newline{}{$ :=s^2 - p \cdot s + q=$}\newline{}{$mit \ p =  2 \cdot \delta $} und {$ q =  \delta^2 + \omega^2$}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Normalform:\newline{}{$G_3(s)=T^2 \cdot s^2+2\cdot D\cdot T\cdot s+1$}\newline{} T = 1 / s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{n} oder T = 1 / s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{p} \newline{}{$s_{n3_1}= - \delta + j \omega; \ s_{n3_2}= -\delta -j \omega $} \newline{}{$s_{p3_1}= -\delta +j \omega; \ s_{p3_2}= -\delta -j \omega $}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} PD2-{}Glied:\newline{} für -{}1 <{} {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape D}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} <{} 1\newline{}mit konjugiert komplexen Nullstellen &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Schwingungsglied PT2-{}Glied:\newline{} für -{}1 <{} {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape D}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} <{} 1\newline{} mit konjugiert komplexen Polen\\ \hline 
\end{longtable}
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\end{myquote}

\subsection{Globales Systemverhalten}
\label{128}
Die Linearfaktoren in der Pol-{} Nullstellen-{}Darstellung mit den Bezeichnungen s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{n} und s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{p} müssen negativen Zahlenwerten entsprechen, wenn es sich um sogenannte phasenminimale (stabile) Systeme handelt. Dies kann zu Missverständnissen führen, deshalb werden anstelle der Bezeichnungen der Pole und Nullstellen Hilfsgrößen eingeführt (wie a, b, c. ...), die negativen Zahlenwerten entsprechen. Daraus folgt, dass die Linearfaktoren in der Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung z. B. (s + a) mit a einen positiven Zahlenwert darstellen, die zugehörigen Pole s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{p} oder Nullstellen s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{n} des Linearfaktors negativen Zahlenwerten entsprechen.

{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Beispiel:}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} Bestimmung des Pols eines Linearfaktors G(s) = s + 3 im Nennerpolynom:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}s+3 = 0; \quad s \ \mathrel{\hat=} \ s_p=-3 \end{equation*}
\end{myquote}


Sind Zahlenwerte einer Übertragungsfunktion in der Polynomdarstellung gegeben, können mit verschiedenen Methoden, wie mit der pq-{}Formel {$ x^2 + px + q = 0 $} für Systeme zweiter Ordnung, oder fertige im Internet verfügbare Programme bis 4. Ordnung mit dem Aufruf -{} \symbol{34}Nullstellen (Lösungen) von Polynomen bestimmen\symbol{34} -{} die Pole und Nullstellen bestimmt werden. 

Für Systeme mit Polynomen 2. Ordnung der Form {$ s^2 + p\cdot s + q = 0 \, $} errechnen sich die Nullstellen bzw. die Pole: 

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} s_{p1;2} = - \frac p 2 \pm \sqrt {\frac {p^2} 4 -q} \end{equation*}
\end{myquote}


Wenn das Polynom 2. Ordnung mit konjugiert komplexen Polen {$ (s^2 - 2 \cdot \delta \cdot s + \delta^2 + \omega^2) = 0 $} in die Form zur Lösung einer gemischt quadratischen Gleichung gebracht wird, lassen sich die Nullstellen für p und q durch Faktorenvergleich bestimmen. {$ p = 2 \cdot \delta $} wird positiv, wenn negative Realteile von {$ s_p $} oder {$ s_n $} vorliegen. 

Die Pol-{} Nullstellendarstellung der Übertragungsfunktion für ein asymptotisch stabiles System enthält immer positive Zahlenwerte, was voraussetzt, dass die Pole und Nullstellen negative Realteile enthalten. 

Wenn in einer systembeschreibenden Differenzialgleichung oder in der zugehörigen Übertragungsfunktion aus der geschlossenen Reihenfolge der Ableitungen bestimmte Koeffizienten fehlen, bzw. zu Null gesetzt sind, ergibt sich für das Gesamtverhalten im Zeitbereich folgendes typische Systemverhalten:


\begin{myitemize}
\item{}  {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Beispiel einer Übertragungsfunktion der Polynomdarstellung und der Zerlegung in die Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung mit reellen Linearfaktoren:}
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$G_1(s) =\frac{Y(s)}{U(s)} = \frac{b_{m}s^{m} + \ldots  + b_2s^2 + b_{1}s + b_{0}}{a_n s^{n} + \ldots + a_2s^2 +a_{1}s + a_{0}} := k \cdot \frac{(s - s_{n1})(s - s_{n2}) \dotsm (s - s_{nm})}{(s -s_{p1})(s - s_{p2}) \dotsm (s - s_{pn})} $}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}

\item{} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} Sind in der Polynomdarstellung alle Ableitungen und zugehörige Koeffizienten lückenlos mit positivem Vorzeichen vorhanden, stellt die Übertragungsfunktion für die Exponenten n >{} m ein zeitverzögerndes asymptotisch stabiles System dar. Werden negative Werte der Pole und Nullstellen eingesetzt, entstehen positive Linearfaktoren.
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Das Gesamtsystem wird als \symbol{34}{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries globales proportionales Systemverhalten}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\symbol{34} bezeichnet.
\end{myquote}



\begin{myitemize}
\item{}  {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Beispiel einer Übertragungsfunktion der Polynomdarstellung ohne Absolutglied im Nennerpolynom und der Zerlegung in die Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung mit reellen Linearfaktoren:}
\end{myitemize}
\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}

\begin{myquote}
\item{}  Der Term der gewöhnlichen Differenzialgleichung oder eines transformierten Polynoms im Zähler und Nenner der Übertragungsfunktion mit den Koeffizienten  {$ a_0 $} und {$ b_0 $} wird allgemein als Absolutglied bezeichnet. Für {$ a_0 = 0 $} oder {$ b_0 = 0$} gilt:
\item{}  {$ G(s) = s - 0 = s $}
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Linearfaktor ohne Absolutglied {$a_0$} des Polynoms im Nenner, Pol {$ s_{p1} = 0$}. 
\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$G_2(s) =\frac{Y(s)}{U(s)} = \frac{b_{m}s^{m} + \ldots  + b_2s^2 + b_{1}s + b_{0}}{a_n s^{n} + \ldots + a_2s^2 +a_{1}s} := k \cdot \frac{(s - s_{n1})(s - s_{n2}) \dotsm (s - s_{nm})}{s(s - s_{p2}) \dotsm (s - s_{pn})} $}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}

\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Fehlt das Absolutglied a\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0} im Nennerpolynom (a\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0} = 0), kann die Variable s aus dem Nennerpolynom ausgeklammert werden. Dieses Gesamtverhalten des Systems wird als \symbol{34}{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries globales integrierendes Systemverhalten}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\symbol{34} bezeichnet. Fehlt das Absolutglied b\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0} im Zählerpolynom (b\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0} = 0), kann die Variable s aus dem Zählerpolynom ausgeklammert werden. Dieses Gesamtverhalten des Systems wird als \symbol{34}{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries globales differenzierendes Systemverhalten}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\symbol{34} bezeichnet. 
\end{myquote}



\begin{myitemize}
\item{}  {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Beispiel einer Übertragungsfunktion in der Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung mit einem konjugiert komplexen Pol im Nennerpolynom:}
\end{myitemize}
\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}

\begin{myquote}
\item{}  Bei dynamischen Systemen 2. Ordnung (z.B. Feder-{}Masse-{}Dämpfungssystem) oder bei Systemen 1. Ordnung, die eine positive Rückführung enthalten (Regelkreise), kann ein Energieaustausch  stattfinden. Solche Systeme mit konjugiert komplexen Lösungen der Pole und Nullstellenkönnen können in einem Gesamtsystem enthalten sein und treten immer paarweise -{} meist im Nenner der Übertragungsfunktion -{} mit einem identischen Realteil {$ \delta $} auf.
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} {$ s_{n1} = - \delta + j \omega $} {$ \ $} und {$ \ $} {$ s_{n2} = -\delta - j \omega  \, $}, oder zusammengefasst
\item{} {$ s_{n1;2} = -\delta  \pm j \omega $} 
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Die Polynome mit konjugiert komplexen Nullstellen werden zur einfacheren Berechenbarkeit zu quadratischen Termen zusammengefasst, in denen nur reelle Koeffizienten auftreten. Deshalb lässt sich ein Elementarsystem 2. Ordnung mit konjugiert komplexen Polen und Nullstellen nicht in 2 Linearfaktoren 1. Ordnung mit nur reellen Koeffizienten zerlegen.
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}G_3(s) =\frac{Y(s)}{U(s)} = \frac{b_{m}s^{m} + \ldots  + b_2s^2 + b_{1}s + b_{0}}{a_n s^{n} + \ldots + a_2s^2 +a_{1}s + a_{0}} := k \cdot \frac{(s - s_{n1})(s - s_{n2}) \dotsm (s - s_{nm})}{[s - (\delta +j \omega)] \cdot [s - (\delta -j \omega)] \dotsm (s - s_{pn})} \end{equation*}
\end{myquote}

\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} Wird der Klammerausdruck mit den komplexen Größen im Nenner aufgelöst, entsteht:
\item{} {$ G(s) = [s - (\delta +j \omega)] \cdot [s - (\delta -j \omega)] = s^2 - 2 \cdot \delta \cdot s + \delta^2 + \omega^2 \ :=s^2 - p \cdot s + q \ \bigg| \qquad p =  2 \cdot \delta $} und {$ q =  \delta^2 + \omega^2$}
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} 
\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$G_3(s) =\frac{Y(s)}{U(s)} = \frac{b_{m}s^{m} + \ldots  + b_2s^2 + b_{1}s + b_{0}}{a_n s^{n} + \ldots + a_2s^2 +a_{1}s + a_{0}} :=  k \cdot \frac{(s - s_{n1})(s - s_{n2}) \dotsm (s - s_{nm})} {(s^2 - 2 \cdot \delta \cdot s + \delta^2 + \omega^2) \dotsm (s - s_{pn})} :=  k \cdot \frac{(s - s_{n1})(s - s_{n2}) \dotsm (s - s_{nm})} {(s^2 - p \cdot s + q) \dotsm (s - s_{pn})}$}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}

\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Sind in der Polynomdarstellung alle Ableitungen und zugehörige Koeffizienten lückenlos mit positivem Vorzeichen vorhanden, stellt diese Übertragungsfunktion für die Exponenten n >{} m und einem Polynom mit konjugiert komplexen Polen ein {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries zeitverzögerndes asymptotisch stabiles, gedämpft schwingendes System}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} dar. 
\end{myquote}


\subsection{Zeitkonstantendarstellung}
\label{129}
Es existieren 2 faktorielle  Darstellungsformen, die Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung und die Zeitkonstanten-{}Darstellung. Die Zeitkonstanten-{}Darstellung hat einen höheren Anschauungswert und den Vorteil, dass bei Änderung der Zeitkonstante sich die Systemverstärkung nicht ändert. 

Die Zeitkonstanten-{}Darstellung errechnet sich direkt aus der Pol-{}Nullstellendarstellung, indem der Produktterm so umgeformt wird, dass beide Formen mathematisch identisch sind: {$s + a = a\cdot(\tfrac{1}{a}\cdot s + 1) = a\cdot(T\cdot s + 1)$} mit {$T = 1 / a$}. Der Produktterm s -{} s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{n} wird so umgestellt, dass der Reziprokwert 1/s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{n} = T gebildet wird.

Der Produktterm in der Zeitkonstanten-{}Darstellung mit negativem Wert der Polstelle s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{P} (Term im Nenner asymptotisch stabiles System) lautet damit: 

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}\underbrace {(s - s_p)}_{Produktterm} \ :=\underbrace {(s+a)}_{Produktterm} = \ \underbrace { a \cdot (\frac 1 a \cdot s+1) }_{a \, = \, negativer \ Wert} \quad :=  \underbrace {K \cdot (T \cdot s + 1) }_{Zeitkonstantendarstellung} \end{equation*}
\end{myquote}


Bei der Zeitkonstantendarstellung des Linearfaktors werden die Terme positiv dargestellt. Dies setzt voraus, dass die Realanteile der zugehörigen Nullstellen und Pole negativ sind.  

Dabei bedeutet a eine Hilfsgröße für die negative Nullstelle (-{}s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{n}) oder Polstelle (-{}s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{p}). 

Übertragungsfunktion in Zeitkonstanten-{}Darstellung mit dem Linearfaktor 1. Ordnung mit Absolutglied eines phasenminimalen Systems:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}G(s) = \frac{{ b_0 \cdot s_{n1} \cdot s_{n2} \dotsm s_{nm} \cdot( \frac 1{s_{n1}}\cdot s + 1)(\frac 1{s_{n2}}\cdot s + 1) \dotsm (\frac 1{s_{nm}}\cdot s + 1)}}{{a_0 \cdot s_{p1} \cdot s_{p2} \dotsm s_{pn} \cdot(\frac 1{s_{p1}}\cdot s + 1)(\frac 1{s_{p2}}\cdot s + 1) \dotsm (\frac 1{s_{pn}}\cdot s + 1)}} =  \end{equation*}
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$G(s) = \frac{{ K \cdot (T_{V1}\cdot s + 1)(T_{V2}\cdot s + 1) \dotsm (T_{Vm}\cdot s + 1)}}{{(T_1\cdot s + 1)(T_2\cdot s + 1) \dotsm (T_n \cdot s + 1)}} $}{\small Globales Proportionalverhalten für {$m < n$} und {$t \to \infty$}.}}\\ \hline 
\end{longtable}
 
\end{myquote}

\subsubsection{Vorteil der Zeitkonstanten-{}Darstellung}
\label{130}
\begin{myitemize}
\item{}  Das Zeitverhalten ist direkt ablesbar.
\item{}  Die statische Verstärkung ändert sich nicht, wenn eine Zeitkonstante geändert wird.
\end{myitemize}

\subsubsection{Zeitliches Verhalten in Abhängigkeit von der Pol-{}Nullstellen-{}Anzahl}
\label{131}

Je nach Anzahl der Pole {$n$} und Nullstellen {$m$} einer Übertragungsfunktion ergibt sich folgendes Systemverhalten für Linearfaktoren 1. Ordnung mit Absolutglied:

\begin{myitemize}
\item{}   {$m < n $}
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Bei dieser Übertragungsfunktion ist das Systemverhalten im Zeitbereich bei Polüberschuss definiert. Die Sprungantwort {$y(t)$} nähert sich asymptotisch dem Maximum.
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}  {$n = m$}
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Bei gleicher Anzahl von Polen und Nullstellen hängt das Systemverhalten von der Größe der Zeitkonstanten ab. Die Sprungantwort kann ein differenzierendes oder verzögerndes Verhalten zeigen.
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}  {$m > n$}
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Nullstellenüberschuss ist technisch nicht realisierbar.
\end{myquote}


{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Tabelle wichtiger regulärer (phasenminimaler) Übertragungsfunktionen in Zeitkonstanten-{}Darstellung:}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}  \begin{landscape}

\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.08729\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.07169\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.06746\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.07412\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.08729\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.09163\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.10107\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.09801\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Übertragungsfunktion \newline{} G(s)}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ K $}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ \frac 1{T\cdot s}$}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ T\cdot s $}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ K_{PD1}(T\cdot s+1)$}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ \frac {K_{PT1}}{T\cdot s+1}$}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ \frac {K_{PT2}} {T^2 s^2+2 D T s+1}$}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ K_{T_t}\cdot e^{-T_t\cdot s} $}\\ \hline {\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Übergangsfunktion \newline{} (Sprungantwort)}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} \includegraphics[width=1.00000\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/48.\SVGExtension} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} \includegraphics[width=1.00000\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/49.\SVGExtension} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} \includegraphics[width=1.00000\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/50.\SVGExtension} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} \includegraphics[width=1.00000\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/51.\SVGExtension}  &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} \includegraphics[width=1.00000\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/52.\SVGExtension} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} \includegraphics[width=1.00000\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/53.\SVGExtension} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} \includegraphics[width=1.00000\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/54.\SVGExtension} \\ \hline {\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Benennung}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} P-{}Glied &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} I-{}Glied &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} D-{}Glied &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} PD\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{1}-{}Glied &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} PT\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{1}-{}Glied &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} PT\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{2}-{}Glied &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Totzeitglied\\ \hline 
\end{longtable}

\end{landscape}

Die praktische Bedeutung des Linearfaktors 2. Ordnung mit konjugiert komplexen Nullstellen im Zähler der Übertragungsfunktion liegt z.{\mbox{$~$}}B. in der Anwendung als Vorfilter. Ein {\large PD2\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{KK}}-{}Glied im Eingang eines Regelkreises kann das gedämpfte Schwingungsverhalten der Regelgröße (Einschwingvorgang) vollständig kompensieren. 
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\label{132}
Erst durch die Kenntnis der Produktform mit Linearfaktoren ist eine Rücktransformation des Systemverhaltens in den Zeitbereich möglich.\myfootnote{Prof. Dr.-{}Ing. Oliver Nelles, Universität Siegen: Vorlesungsmanuskript \symbol{34}Mess-{} und Regelungstechnik I\symbol{34}, Kapitel 5: „Übertragungsfunktion“, 446 Seiten vom 8. Oktober 2009.}\myfootnote{Prof. Dr.-{}Ing. W. Schumacher, Technische Universität Braunschweig, Institut für Regelungstechnik, Vorlesungsmanuskript \symbol{34}Grundlagen der Regelungstechnik\symbol{34}, Kapitel: „4.3 ¨Ubertragungsfunktion und Differenzialgleichung“, 309 Seiten 24. Oktober 2008.}

In den Laplace-{}Transformationstabellen zur Berechnung des System-{}Zeitverhaltens werden für die Linearfaktoren in der Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung die Werte von Polen und Nullstellen meistens die Buchstaben {$a, b, c, \dotsc$} verwendet. In der Zeitkonstanten-{}Darstellung treten anstelle der Nullstellen und Pole deren Reziprokwerte als Zeitkonstanten. In beiden Darstellungsformen sind Faktoren zu berücksichtigen, die im s-{}Bereich und Zeitbereich identisch sind, d.{\mbox{$~$}}h. nicht transformiert werden.

Die Verstärkungsfaktoren der Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung {$k$} und der Zeitkonstanten-{}Darstellung {$K$} sind unterschiedlich.  Da sich die Verstärkungsfaktoren aus der Polynomdarstellung der Übertragungsfunktion errechnen, müssen im Falle der Rückrechnung der beiden Formen in die Polynom-{}Darstellung identische Polynome ergeben.

\begin{myitemize}
\item{}   Der Verstärkungsfaktor der Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung {$k = b_m / a_n$} errechnet sich aus den Koeffizienten der Polynom-{}Darstellung.  
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Wenn sich in der Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung ein Pol oder Nullstelle ändert, dann ändert sich auch die Verstärkung {$k$}.
\end{myquote}

\begin{myitemize}
\item{}   Der statische Verstärkungsfaktor {$K$} der Zeitkonstanten-{}Darstellung berechnet sich aus {$K = b_0 / a_0$} der Polynom-{}Darstellung oder mit den Polen und Nullstellen aus der Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung. Siehe Tabelle!
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Wenn sich in der Zeitkonstanten-{}Darstellung eine Zeitkonstante ändert, bleibt die statische Verstärkung {$K$} konstant. 
\end{myquote}


Maximal existieren drei unterschiedliche Linearfaktoren für phasenminimale Übertragungssysteme. Bei nichtphasenminimalen Systemen mit Absolutglied  (positive Pole und / oder Nullstellen) existieren 2 weitere Linearfaktoren, die sich an dem negativen Vorzeichen erkennen lassen. 
\subsubsection{Phasenminimumsysteme und Nichtphasenminimumsysteme}
\label{133}
Ein Phasenminimumsystem kann aus mehreren Teilsystemen bestehen und hat für einen gegebenen Amplitudengang eine minimale Phasenverschiebung. Bei Phasenminimumsystemen besteht zwischen Amplitudengang und Phasengang ein eindeutiger Zusammenhang. 
\begin{myitemize}
\item{}   Phasenminimumsysteme sind Systeme ohne Totzeit, deren rationale Übertragungsfunktionen G(s) keine Pole und keine Nullstellen in der rechten s-{}Halbebene haben.
\item{}   Nicht alle Phasenminimumsysteme sind stabil. Sie erfüllen alle den Begriff der \symbol{34}Internen Stabilität\symbol{34} aber nicht alle sind \symbol{34}Extern stabil\symbol{34}.  
\item{}   Nichtphasenminimale Systeme haben ein Minuszeichen in der Übertragungsfunktion.
\item{}   Nichtphasenminimumsysteme enthalten eine Totzeit oder Pole oder Nullstellen in der rechten s-{}Halbebene.
\item{}   Nichtphasenminimumsysteme mit Polen in der rechten s-{}Halbebene sind instabile Systeme. Dieses System reagiert auf ein Eingangssignal mit einem unbeschränkten Ausgangssignal. 
\item{}   Nichtphasenminimumsysteme mit Polen in der rechten s-{}Halbebene und Phasenminimumsysteme sind relativ leicht zu regeln. 
\item{}   Nichtphasenminimumsysteme mit Nullstellen in der rechten s-{}Halbebene (Allpass-{}Systeme) sind stabile Systeme aber sehr schwierig zu regeln.
\item{}   Nullstellen in Phasenminimumsystemen und Nichtphasenminimumsystemen haben Einfluss auf die Amplituden der Ausgangssignale. Pole bestimmen das Zeitverhalten.
\end{myitemize}




\begin{minipage}{0.50000\textwidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\textwidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/55.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{55}{Sprungantwort der Linearfaktoren im Nenner der Übertragungsfunktion.}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}
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\label{134}
Das Zeitverhalten der drei Formen der Linearfaktoren im Nenner der Übertragungsfunktion ist für gleiche Zahlenwerte der Zeitkonstanten im nebenstehenden Diagramm als Sprungantwort des normierten Eingangssignal {$U(s) = 1/s$}  dargestellt. Dem Linearfaktor {\large PT2\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{KK}}-{}Glied  mit den konjugiert-{}komplexen Polen (Schwingungsglied) wurde ein willkürlich bestimmter Wert der Dämpfung mit {$D = 0{,}25$} vorgegeben. Wenn die Dämpfung {$D \ge 1$} beträgt, ergeben sich zwei reelle Pole, und das Nenner-{}Polynom lässt sich in zwei PT1-{}Verzögerungsglieder aufspalten.  


\begin{minipage}{0.50000\textwidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\textwidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/56.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{56}{Rampenantwort der Linearfaktoren im Zähler der Übertragungsfunktion.}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}



Das Zeitverhalten der drei Formen der Linearfaktoren im Zähler der Übertragungsfunktion mit differenzierender Wirkung ist in dem nächsten Diagramm dargestellt. Differenzierende ideale Systeme ({$m > n =$} Nullstellen-{}Überschuss) kann man nicht als Sprungantwort darstellen, weil die Differentiation eines Sprunges zur Zeit {$t = 0_{(+)}$} stattfindet.

Die Einheits-{}Sprungantwort (für {$u(t) = 1$}) eines D-{}Gliedes ({$m > n$} oder {$m = n$}) verläuft nach der Einschwingzeit auf {$y(t) = 0$}. Die Einheits-{}Sprungantwort (für {$u(t) = 1$}) eines PD-{}Gliedes oder PD2-{}Gliedes ({$m > n$} oder {$m = n$}) verläuft nach der Einschwingzeit auf {$y(t) = 1$}.

Eine Anstiegsfunktion (Rampe) im {$s$}-{}Bereich: {$U(s) = K_I / s^2$} und im Zeitbereich: {$u(t) = K_I \cdot t$}  (gewählt: {$u(t) = 2 \cdot t$}) eignet sich zur Darstellung des Systemverhaltens (Rampenantwort) mit Nullstellen-{}Überschuss. 

Linearfaktoren mit PD-{}Verhalten verlaufen nach dem Einschwingen parallel zur Anstiegsfunktion mit steigendem Abstand der Ordnung wie dargestellt. {\large PD2\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{KK}}-{}Glieder mit konjugiert komplexen Nullstellen verlaufen nach dem Einschwingen parallel zur Rampe und nähern sich mit kleiner werdenden Dämpfung der Rampe an. Begründung: Mit kleiner werdender Dämpfung {$D \to 0$} nähert sich die Übertragungsfunktion {$G_\text{PD2}(s) = a \cdot s^2 + 1$} an. Der Term {$b \cdot s$} ist in dem Polynom bei {$D = 0$} verschwunden.

\subsection{Partialbruch-{}Darstellung zur Rücktransformation in den Zeitbereich}
\label{135}
Mit der Partialbruchzerlegung einer Übertragungsfunktion G(s) in der Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung wird die faktorisierte Darstellung in additive Teilbrüche überführt, die sich relativ einfach ohne Anwendung von Laplace-{}Transformationstabellen in den Zeitbereich {$f(t)$} übertragen lassen. 
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Eine Übertragungsfunktion G(s) als gebrochen-{}rationale Funktion lässt sich durch die Partialbruchzerlegung in einfache additive Funktionen zerlegen, die einer Parallelschaltung der Teilsysteme entsprechen:  

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}G(s) = G_1(s) + G_2(s) + G_3 (s) + \cdots + G_n(s)\end{equation*}
\end{myquote}


Die Überführung in den Zeitbereich auf einfache bekannte Grundfunktionen der inversen Laplace-{}Transformation erfolgt durch:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} \mathcal{L}^{-1} \{G(s)\} = \mathcal{L}^{-1} \{G_1(s)\} +\mathcal{L}^{-1} \{G_2(s)\} + \mathcal{L}^{-1} \{G_3(s)\} + \cdots  + \mathcal{L}^{-1} \{G_n(s)\} \end{equation*}
\end{myquote}


Dazu muss das Nennerpolynom N(s) einer Übertragungsfunktion G(s) in folgende Form faktorisiert werden. Die Pole der Übertragungsfunktion bestimmen die Partialbrüche: 
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}G(s) = \frac {Z(s)} {N(s)} = \frac {Z(s)} {{(s - s_{p1})(s - s_{p2}) \ldots (s - s_{pn})}} =\sum_{i=1} ^n \frac{A_i}{(s-s_{pi})}\end{equation*}
\end{myquote}


Ein Produktterm eines einfachen PT1-{}Verzögerungsgliedes des Nenners einer Übertragungsfunktion mit der Polstelle a kann unmittelbar in den Zeitbereich überführt werden: 
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}\frac 1 {s+a} \ \bullet -\circ \ e^{-at} \end{equation*}
\end{myquote}


Die Nenner der Partialbruchterme im s-{}Bereich bestimmen das Systemverhalten im Zeitbereich und können auf einfache Laplace-{}Korrespondenzen zurückgeführt werden. Dabei bedeutet a im s-{}Bereich einen reellen negativen Wert der Polstelle. Es ergeben sich additive Komponenten der Übertragungsfunktion, deren Signalanteile einer Parallelschaltung von Einzelsystemen entsprechen. Die inverse Transformation der additiven Komponenten f(s) in f(t) ist einfach und hat einen hohen Bekanntheitsgrad.
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Die Partialbruchzerlegung dient der einfachen Überführung eines Systemausgangssignals Y(s) in den Zeitbereich y(t) für ein gegebenes Eingangssignal U(s). Deshalb bezieht sich die Partialbruchzerlegung auf das Produkt G(s)*U(s).  

Bei der Partialbruchzerlegung sind 3 Fälle zu unterscheiden:\myfootnote{Lutz / Wendt: Taschenbuch der Regelungstechnik, Kapitel: Laplace-{}Transformation, Unterkapitel \symbol{34}Partialbruchzerlegung\symbol{34}.}
\begin{myitemize}
\item{}  Die Pole sind reell und verschieden
\item{}  Die Pole sind reell und gleich
\item{}  Die Pole sind konjugiert komplex
\end{myitemize}
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Das Systemausgangssignal y(t) ergibt sich durch die Suchfunktion der Laplace-{}Transformationstabellen Y(s) = G(s) * U(s). 

U(s) kann z.{\mbox{$~$}}B. ein Testsignal als Impulsfunktion, Sprungfunktion oder Anstiegsfunktion sein.  

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} y(t) = \mathcal{L}^{-1} \{G(s) \cdot U(s)\} =  \mathcal{L}^{-1} \{G_1(s) \cdot U(s)\} +\mathcal{L}^{-1} \{G_2(s)\cdot U(s)\} + \mathcal{L}^{-1} \{G_3(s)\cdot U(s)\} + \cdots  + \mathcal{L}^{-1} \{G_n(s)\cdot U(s)\} \end{equation*}
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}Y(s) = \frac {Z(s)} {{(s - s_{p1})(s - s_{p2}) \ldots (s - s_{pn})}} = \frac {A_1}{s-s_{p1}} +  \frac {A_2}{s-s_{p2}} + \ldots + \frac {A_n}{s-s_{pn}}\end{equation*}
\end{myquote}
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\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} A_i = \left. [G(s) \cdot (s - s_{pi})]  \right|_{s = s_{pi}} \,  \end{equation*}
\end{myquote}

{\bfseries
\begin{mydescription} Lösung im Zeitbereich
\end{mydescription}
}


\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}y(t) = A_1 \cdot e^{s_{p1} \cdot t} + A_2 \cdot e^{s_{p2} \cdot t} + \ldots + A_n \cdot e^{s_{pn} \cdot t}  \end{equation*}
\end{myquote}

{\bfseries
\begin{mydescription} Anwendungsbeispiel der Partialbruchzerlegung einer Übertragungsfunktion {\large G(s)} mit 2 PT1-{}Gliedern
\end{mydescription}
}

Beispiel: Übertragungsfunktion ohne differenzielle Anteile (Nullstellen).\myfootnote{Prof. Dr.-{}Ing. H. Peter Jörgel, TU  Wien: Vorlesungsmanuskript Mess-{} und Regelungstechnik VT, Kapitel: „Laplace-{}Transformation“, 164  Seiten, ausgestellt 2006.}

Das Eingangssignal U(s) = 1/s ist ein normierter Eingangssprung f(t) = 1:

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Fall: Die Pole sind reell und verschieden!\newline{}Das Produkt {\large U(s) * G(s)} wird mittels der Partialbruchzerlegung von der Reihendarstellung \newline{}der Einzelkomponenten in eine Paralleldarstellung zerlegt:\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} Y(s) =  \frac 6 {s \cdot (s + 2)\cdot (s + 4)} = \frac {A_1}{s} + \frac {A_2}{s+2} + \frac {A_3}{s+4}  \end{equation*}\end{myquote}Die Gleichung der Lösung der Residuen lautet:\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} A_i = \left. [G(s) \cdot (s - s_{pi})]  \right|_{s = s_{pi}} \,  \end{equation*}\end{myquote}\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} A_1 = \left. \frac {6}{(s+2) \cdot (s+4)} \right|_{s = 0}  = 0{,}75 \end{equation*}\end{myquote}\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} A_2 = \left. \frac {6}{(s) \cdot (s+4)} \right|_{s = -2}  = -1{,}5 \end{equation*}\end{myquote}\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} A_3 = \left. \frac {6}{(s) \cdot (s+2)} \right|_{s = -4}  = 0{,}75 \end{equation*}\end{myquote}Daraus folgt:\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} Y(s) =  \frac 6 {s \cdot (s + 2)\cdot (s + 4)} = \frac {0{,}75}{s} + \frac {-1{,}5}{s+2} + \frac {0{,}75}{s+4}  \end{equation*}\end{myquote}Damit erhält man durch die inverse Transformation einfacher Komponenten des s-{}Bereichs\newline{} die Gleichung der Ausgangsgröße y(t) für den Zeitbereich:\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} \underline{\underline{y(t) = 0{,}75 - 1{,}5 \cdot e^{-2 \cdot t} + 0{,}75 \cdot e^{-4 \cdot t} }}  \, \end{equation*}\end{myquote}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}
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\subsection{Frequenzgang und Übertragungsfunktion}
\label{136}{\bfseries
\begin{mydescription} Übertragungsfunktion
\end{mydescription}
}

Die Übertragungsfunktion G(s) ist eine abstrakte nicht messbare Form der Systembeschreibung zur mathematischen Behandlung linearer dynamischer Systeme. Sie bestimmt das Eingangs-{}Ausgangssignal-{}Verhalten eines Übertragungssystems für beliebige Eingangssignale im komplexen Frequenzbereich. Die Übertragungsfunktion G(s) mit dem Laplace-{}Operator {$ s = \delta  + j \omega $} kann in Realteil und Imaginärteil oder in Betrag und Phase zerlegt werden.

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}G(s) = \operatorname{Re}[G(s)] + j \cdot \operatorname{Im}[G(s)] = |G(s)|\cdot e^{j \cdot \varphi} \end{equation*}
\end{myquote}


Mit Ausnahme der Anfangsbedingungen enthält die Übertragungsfunktion alle Informationen über ein lineares dynamisches System.

Typische aperiodische Eingangssignale als Testsignale sind Sprungfunktion, Anstiegsfunktion und Impulsfunktion. Für diese aperiodischen Eingangssignale U(s) kann das Systemausgangssignal y(t) im Zeitbereich mit der Suchfunktion G(s) * U(s) über die Laplace-{}Transformationstabellen bestimmt werden. 
{\bfseries
\begin{mydescription} Frequenzgang \myfootnote{ Fachbuch: Lutz / Wendt: Taschenbuch der Regelungstechnik, 9. Auflage. Verlag Harri Deutsch, 2012, ISBN 978-{}3-{}8171-{}1895-{}3. Kapitel: \symbol{34}Frequenzgang von Übertragungselementen\symbol{34}.}
\end{mydescription}
}


Der Frequenzgang G(jω) ist eine frequenzabhängige komplexe Größe und beschreibt ein Übertragungssystem im eingeschwungenen Zustand. Er definiert das Verhältnis der Ausgangs-{} zur Eingangsamplitude und berücksichtigt den Phasenwinkel. Er ist ein Spezialfall der Übertragungsfunktion als messbare Beschreibungsform, die zur empirischen Systemidentifikation eines unbekannten linearen technischen Übertragungssystems genutzt werden kann. 

Der Frequenzgang kennzeichnet das Verhalten eines Systems mit erzwungener Dauerschwingung und der imaginären Frequenz {$ s = p = j \omega $} (p = Differentialoperator).  

Wird der Realteil des Laplace-{}Operators {$ \delta  $} der Übertragungsfunktion G(s) zu Null gesetzt, geht die komplexe Übertragungsfunktion G(s) in den komplexen Frequenzgang 

\begin{myquote}
\item{} {$ G(j \omega) = \operatorname{Re}(\omega) + j \cdot \operatorname{Im}(\omega) $} über. 
\end{myquote}


Beide mathematischen Begriffe der Übertragungsfunktion und des Frequenzgangs unterscheiden sich nur durch die Entstehungsweise. Sie können je nach Aufgabenstellung  als Übertragungsfunktion im s-{}Bereich {$ s = \delta  + j \omega $} oder als Frequenzgang mit {$ s = p = j \omega \, $} geschrieben werden.

Der Frequenzgang eines Übertragungssystems beschreibt das Signalverhalten des Systems für eine Erregung des Systemeingangs mit einer sinusförmigen Frequenz.
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\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}u(t) = \hat u \cdot \sin (\omega \cdot t)\end{equation*}
\end{myquote}
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Für ein Eingangssignal u(t) konstanter Amplitude und variabler Kreisfrequenz ω ist die Systemantwort eines zeitabhängigen linearen Systems in Abhängigkeit des Eingangssignals frequenzabhängig und phasenverschoben.   
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\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}y(t) = \hat y(\omega) \cdot \sin [\omega  \cdot t + \varphi(\omega) ]\end{equation*}
\end{myquote}
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Ist der Einschwingvorgang abgeklungen, ändert sich die Systemausgangsgröße mit der gleichen harmonischen Frequenz der Eingangsgröße aber mit einer anderen Amplitude und einer Phasenverschiebung. 

Das Verhältnis der Scheitelwerte der Amplituden {$ \frac {\hat y} {\hat u} $} und die Phasenverschiebung {$ \varphi $} hängen von der
Kreisfrequenz {$ \omega$} ab.
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Aus dem sinusförmigen Eingangssignal im Zeitbereich {$u(t) = \hat u \cdot sin (\omega \cdot t)$} wird die komplexe Funktion im Frequenzbereich:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}U(j \omega) = \hat U \cdot [\cos (\omega t) + j \cdot \sin (\omega t)]\end{equation*}
\end{myquote}


Nach der Eulerschen Formel (= Beziehung der trigonometrischen Funktionen mit den Exponentialfunktionen) wird das Eingangssignal:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}U(j\omega) = \hat U \cdot e^{\, j \cdot \omega \cdot t} \end{equation*}
\end{myquote}


Für das Ausgangssignal gilt in gleicher Weise:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}Y(j\omega) = \hat Y \cdot e^{\, j \cdot (\omega \cdot t + \varphi)} = \hat Y \cdot e^{\, j \cdot \omega \cdot t} \cdot e^{\, j \cdot \varphi } \end{equation*}
\end{myquote}


Der Frequenzgang G(jω) ergibt sich aus dem Quotient der beiden Gleichungen des Ausgangs-{} zum Eingangssignal:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}G(j \omega) = \frac{Y(j \omega)}{U(j \omega)} = \frac {\hat Y \cdot e^{\, j \omega t} \cdot e^{\,j \varphi }} {\hat U \cdot e^{\,j \omega t}} = \frac {\hat Y } {\hat U} \cdot e^{j \varphi} \end{equation*}
\end{myquote}


Der Frequenzgang G(jω) eines Übertragungssystems gibt das Verhältnis der sinusförmigen Ausgangsschwingung zur sinusförmigen Eingangsschwingung in der komplexen Form für alle Werte der Kreisfrequenzen ω an. Der Betrag |G(jω)| ist ein Maß für die Amplitudenänderung in Abhängigkeit von ω. 

Der Frequenzgang wird entweder in Real-{} und Imaginärteil: 
\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$G(j \omega) = \operatorname{Re}[G(j \omega)] + j \cdot \operatorname{Im}[G(j \omega)] $}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


oder in Betrag und Phase angegeben:    
\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$G(j\omega) = |G(j \omega)|\cdot e^{j \cdot \varphi} $}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}

{\bfseries
\begin{mydescription} Herleitung des Frequenzgangs aus der Übertragungsfunktion
\end{mydescription}
}


Der  Frequenzgang kann aus der systembeschreibenden Differenzialgleichung, aus der Übertragungsfunktion oder über empirische Messungen eines linearen Hardware-{}Systems mit sinusförmiger Erregung und der Systemantwort bestimmt werden.

Die Herleitung des Frequenzgangs {\large G(jω)} aus der Übertragungsfunktion G(s) ist besonders einfach. Der Frequenzgang geht durch den Grenzübergang mit {\large s → jω} aus der Übertragungsfunktion hervor. Es muss nur {$ j \omega $} gegen {$  \delta  + j \omega $} ausgetauscht werden.

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}\begin{aligned} G(j \omega) = \lim_{s \to j \omega} \end{aligned} \ G(s)\end{equation*}
\end{myquote}

{\bfseries
\begin{mydescription} Übertragungsfunktion G(s) eines linearen Übertragungssystems in der Zeitkonstantendarstellung
\end{mydescription}
}


\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}G(s) = \frac{Y(s)}{U(s)} = K \cdot \frac{{(T_{V1}\cdot s + 1)(T_{V2}\cdot s + 1) \dotsm (T_{Vm}\cdot s + 1)}}{{(T_1\cdot s + 1)(T_2\cdot s + 1) \dotsm (T_n \cdot s + 1)}}\end{equation*}
\end{myquote}

{\bfseries
\begin{mydescription} Frequenzgang G(jω) eines linearen Übertragungssystems in der Zeitkonstanten-{}Darstellung
\end{mydescription}
}


\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}G(j\omega) = \frac{Y(j\omega)}{U(j\omega)} = K \cdot \frac{{(T_{V1}\cdot (j\omega) + 1)(T_{V2}\cdot (j\omega) + 1) \ldots (T_{Vm}\cdot (j\omega) + 1)}}{{(T_1\cdot (j\omega) + 1)(T_2\cdot (j\omega) + 1) \ldots (T_n\cdot (j \omega) + 1)}} \end{equation*}
\end{myquote}


\subsubsection{Grafische Darstellung des Frequenzgangs (Kurzdarstellung)}
\label{137}


\begin{minipage}{0.75000\textwidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\textwidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/57.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{57}{Ortskurve des Frequenzgangs für 3 PT1-{}Verzögerungsglieder.}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}


{\bfseries
\begin{mydescription} Ortskurve
\end{mydescription}
}


Der Wert des Frequenzgangs  für (jω) ist eine komplexe Größe mit einem  Real-{} und Imaginärteil.

Für die Ermittlung der Ortskurve wird der Frequenzgang in Realteil und Imaginärteil zerlegt und für verschiedene Frequenzen in der Gaußschen Zahlenebene eingetragen.

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}G(j \omega) = \operatorname{Re}[G(j \omega)] + j \cdot \operatorname{Im}[G(j \omega)] \,\end{equation*}
\end{myquote}

{\bfseries
\begin{mydescription} Bodediagramm
\end{mydescription}
}


Eine häufige Anwendung ist die grafische Beurteilung des Frequenzgangs durch Zerlegung in Betrag und Phase. Dabei werden die Frequenzganggleichungen in Produktform mit „Kompensationsgliedern“ z.{\mbox{$~$}}B. mit dem konjugiert komplexen Wert eines Produktes im Zähler und Nenner so erweitert, dass der Realteil und Imaginärteil getrennt dargestellt werden können.

Es wird eine Wertetabelle aufgestellt, bei der für den Realteil und für den Imaginärteil  der Frequenzganggleichung G(jω) mehrere Werte als Funktion der Kreisfrequenz ω berechnet werden.

Der mit Amplitudengang bezeichnete Betrag G(jω) lautet:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}|G(j \omega)| = \sqrt {(\operatorname{Re}{[G(j \omega)])}^2 + {(\operatorname{Im}{[G(j \omega)}])}^2} \end{equation*}
\end{myquote}


Der Phasengang (jω) lautet:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} \varphi(j \omega) = \arctan \frac {\operatorname{Im} [G(j \omega)]} {\operatorname{Re} [G(j \omega)]}\end{equation*}
\end{myquote}




\begin{minipage}{0.75000\textwidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\textwidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/58.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{58}{Bodediagramm eines PT\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{2}-{}Schwingungsgliedes $\text{ }$\newline{}
(K = 2, T = 1; Varianten: D = 0,2; D = 1; D = 5).}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}


{\bfseries
\begin{mydescription} Prinzipielle Anwendung des Frequenzgangs für den Reglerentwurf
\end{mydescription}
}

\begin{myitemize}
\item{}   Bodediagramm zur Stabilitätsbetrachtung
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Betrag  und Phasenwinkel des Frequenzgangs des offenen Kreises werden in 2 getrennten Diagrammen aufgetragen, als Amplitudengang und Phasengang. Ein geschlossener Regelkreis ist stabil, wenn die nacheilende Phasenverschiebung φ vom Ausgangs-{} zum Eingangssignal des offenen Kreises bei der Kreisverstärkung K = 1 und φ >{} −180° beträgt. 
\item{}  Die Ermittlung der Stabilität eines Übertragungssystems mit dem Bodediagramm dient dem mathematischen Systemverständnis, hat aber heutzutage keine Bedeutung mehr. Mit geeigneten Rechenprogrammen kann das Systemverhalten für ein Test-{}Eingangssignal direkt im Zeitbereich dargestellt werden. 
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}  Bodediagramm zur Systemanalyse
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Das Bodediagramm kann für die Systemanalyse eines linearen unbekannten dynamischen Systems benutzt werden, indem das unbekannte System mit einer elektrischen Spannung mit variabler sinusförmiger Frequenz konstanter Amplitude erregt und die Systemantwort gemessen wird. Mit Hilfe des Bodediagramms können die Eckfrequenzen und damit auch die Übertragungsfunktion G(s) und gegebenenfalls auch eine vorhandene Totzeit über den Phasengang festgestellt werden.      
\end{myquote}

\begin{myitemize}
\item{}   Ortskurve zur Stabilitätsbetrachtung
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Die Frequenzganggleichung des offenen Kreises wird nach Realteil und Imaginärteil aufgelöst und in ein Koordinatensystem eingetragen. In Richtung steigender Werte von ω darf der kritische Punkt (-{}1; j0) auf der linken (negativen) Seite der Achse der Realteile nicht umschlungen bzw. berührt werden, dann ist der geschlossene Regelkreis stabil.
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Die Ermittlung der Stabilität eines Übertragungssystems mit der Ortskurve des Frequenzgangs dient dem mathematischen Systemverständnis, hat aber für die Stabilitätsbetrachtung keine Bedeutung mehr.
\end{myquote}


\subsection{Grundlagen Mehrgrößensysteme}
\label{138}
Industrielle Prozesse können unterschiedliche abgegrenzte dynamische Systeme enthalten, die untereinander vermascht sind und mehrere Ausgangssignale und Eingangssignale haben. Solche Systeme werden im Gegensatz zu Eingrößensystemen als Mehrgrößensysteme bezeichnet. Die zugehörigen  Übertragungsfunktionen stellen sich als Grafik symbolisch durch einen Block dar.  Die Pfeile an den Ein-{} und Ausgängen  eines Blockes zeigen die Richtung und die Verknüpfung des Signalflusses an. Das Gesamtsystem entspricht einem mathematischen Modell. 


\begin{minipage}{1.0\linewidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/59.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{59}{Blockdiagramm eines Mehrgrößensystems in Matrix / Vektor-{}Darstellung.}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}



Hat ein Gesamtsystem beispielsweise je 2 Ein-{} und Ausgänge, deren Teilsysteme miteinander additiv vermascht sind, so kann die Übertragungsfunktion als Übertragungsmatrix geschrieben werden. Es werden P-{}kanonische und V-{}kanonische Strukturen unterschieden. 

In Matrix-{}Vektor-{}Schreibweise ergibt sich folgende Darstellung als Übertragungsmatrix:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}\begin{bmatrix}      Y_{1}(s)\\      Y_{2}(s)\\        \end{bmatrix}        =     \begin{bmatrix}       G_{11}(s)&   G_{12}(s) \\       G_{21}(s)&   G_{22}(s) \\     \end{bmatrix}       \cdot     \begin{bmatrix}       U_{1}(s) \\       U_{2}(s) \\  \end{bmatrix} \end{equation*}
\end{myquote}


Allgemein lässt sich ein Mehrgrößensystem z. B. eine Regelstrecke mit beliebiger Anzahl von  Eingängen (Stellgrößen) und Ausgängen (Regelgrößen) durch folgende Matrixgleichung beschreiben:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} \underline {Y}(s) = \underline {G}(s) \cdot \underline {U}(s) \, \end{equation*}
\end{myquote}


Die genannten Größen haben folgende Bedeutung:
\begin{myitemize}
\item{}  {$ \underline {Y}(s) \, $} = Ausgangsgrößenvektor,
\item{}  {$ \underline {G}(s) \, $} = Strecken-{}Übertragungsmatrix,
\item{}  {$ \underline {U}(s) \, $} = Eingangsgrößenvektor.
\end{myitemize}


\section{Anwendung der Korrespondenztabelle {$ F(s) \bullet -\circ f(t)$} der Laplace-{}Transformation}
\label{139}
Einschwingvorgänge dynamischer Systeme, die sich im Ruhezustand befinden und in einen bewegten Zustand überführt werden, können durch Differenzialgleichungen beschrieben werden. Ein wirksames Mittel, diese Differenzialgleichungen zu lösen, ist die Laplace-{}Transformation für den Fall leerer Energiespeicher (Anfangswerte = 0). Mit der Durchführung der Laplace-{}Transformation entsteht die Übertragungsfunktion mit G(s) = Y(s) / U(s) als das Verhältnis der Ausgangsgröße zur Eingangsgröße im sogenannte Bildbereich (s-{}Bereich). G(s) ist eine algebraische Gleichung in Form einer gebrochen-{}rationalen Funktion. Die Rücktransformation vom Bildbereich F(s) in den Zeitbereich f(t) wird als inverse Laplace-{}Transformation bezeichnet.

Die Korrespondenztabellen der Laplace-{}Transformation geben je nach Ausführlichkeit die Lösung der inversen Transformation vom Bildbereich in den Zeitbereich für zahlreiche Formen der Übertragungsfunktionen wieder. Das Zeitverhalten für die Systemausgangsgröße y(t) eines dynamischen linearen Übertragungssystems kann für ein gegebenes Eingangssignal u(t) aus den Laplace-{}Korrespondenztabellen für die entsprechende Funktion im Bldbereich F(s) (Produkt {$ G(s) \cdot U(s)$}) für den Zeitbereich f(t) bestimmt und berechnet werden.

Diese Korrespondenztabellen können im Fachbuchhandel erworben werden, stehen aber im eingeschränkten Umfang in fast jedem Fachbuch der Mathematik oder der Regelungstechnik zur Verfügung. Die korrespondierenden Gleichungen f(t) höherer Ordnung mit konjugiert komplexen Polen und Nullstellen sind zur leichteren Berechenbarkeit in mehrere Gleichungen aufgeteilt, weshalb in der Fachliteratur leider häufig unterschiedliche Formen und Gleichungssymbole verwendet werden.

Die Funktionen im Bildbereich F(s) der Transformationstafeln sind im Nenner und Zähler der Übertragungsfunktion G(s) als Linearfaktoren in Produktform dargestellt. 

\begin{myitemize}
\item{}  Bei der Produktform der Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung werden der Einfachheit halber anstelle der Bezeichnungen für Pole und Nullstellen die Anfangsbuchstaben des Alphabetes benutzt und negative Werte als stabile Systeme vorausgesetzt. Diese Buchstaben entsprechen Pole und Nullstellen gleichermaßen und unterscheiden sich als Pole oder Nullstellen dadurch, ob sie im Nenner oder Zähler der Übertragungsfunktion stehen.
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\item{}  Die Linearfaktoren mit konjugiert komplexen Nullstellen werden zu einem Polynom so umgerechnet, das keine imaginären Größen entstehen.
\end{myitemize}

\subsection{Linearfaktoren der Laplace-{}Transformationstabellen}
\label{140} 
Die Darstellung der Linearfaktoren ist in den Laplace-{}Korrespondenztabellen ist nicht einheitlich. Sie unterscheiden sich in der Pol-{} Nullstellendarstellung und insbesondere bei der Produktform mit konjugiert-{}komplexen Nullstellen. Es existieren in den Laplace-{}Transformationstabellen zwei verschiedene Schreibweisen in der Zeitkonstanten-{}Darstellung mit {$T=1 / \omega_0$}  und der Frequenzdarstellung mit {$ \omega_0 = 1 / T$}. Häufig werden für den Dämpfungsgrad D und im Zeitbereich zur Reduzierung der großen Gleichungen verschiedene griechische Buchstaben für Teillösungen verwendet.

Die korrespondierenden Gleichungen im Zeitbereich mit reellen Polen und Nullstellen sind sehr einfach zu berechnen. Dagegen führt das Produkt der Linearfaktoren mit konjugiert komplexen Nullstellen und Polen zu umfangreichen Gleichungen des Zeitbereichs.  

Das Produkt der Linearfaktoren mit konjugiert komplexen Nullstellen oder Polen ist ein Polynom 2. Ordnung, das keine imaginären Anteile enthält und auch nicht in Linearfaktoren ohne imaginäre Größen zerlegbar ist.   

Im Zähler und Nenner einer Übertragungsfunktion existieren folgende drei Formen von Linearfaktoren:

\begin{myitemize}
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\end{myitemize}


Negative Realteile der Pole bedeuten asymptotische Stabilität des Teilsystems. 
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In den Transformationstabellen sind keine negativen Zeichen in den Produktformen der Übertragungsfunktionen enthalten. Die reellen Pole und Nullstellen in den Linearfaktoren werden mit den Anfangsbuchstaben des Alphabetes bezeichnet und entsprechen negativen Realteilen. Negative Zahlenwerte für die Zeichen (a, b, c, ...) würden positive Pole und Nullstellen bedeuten und damit Systeminstabilität. 

Die Linearfaktoren in der Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung der Transformationstabellen für reelle Pole und Nullstellen lauten: s + a.

Die Linearfaktoren in der Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung der Transformationstabellen für konjugiert komplexe Pole und Nullstellen lauten wie folgt: 
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\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} \text {Realteil} \ -\delta := \alpha; \qquad \text{Imaginärteil} :=j \omega\end{equation*}
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}[s - (- \delta+j \omega)] \cdot [s -(-\delta-j\omega)] \ :=[s-(\alpha+j \omega)] \cdot [s-(\alpha-j \omega)] \ = s^2 + 2 \cdot \alpha \cdot s + \alpha^2 + \beta^2 \ := s^2 + p\cdot s + q \ \bigg| \qquad mit \ p = 2 \cdot \alpha; \ q = \alpha^2 + \omega^2 \end{equation*}
\end{myquote}


Damit entstehen keine negative Zeichen in der Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung des Polynoms.  
\subsubsection{Tabelle der drei Formen der Linearfaktoren in den Transformationstabellen}
\label{141}

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.29315\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.29315\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.29315\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Linearfaktoren\newline{}Ordnung des Polynoms  }&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Zeitkonstanten-{}Darstellung\endhead  \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Linearfaktor \newline{}ohne Absolutglied {$a_0$}\newline{} oder {$b_0$} der DGL &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ s + 0 = s \,$}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ s $}  \\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Linearfaktor \newline{}(Reeller Pol\newline{} oder Nullstelle) &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ s + a \,$} \newline{} (a; b; c...) entsprechen negativen\newline{} Werten der Pole oder Nullstellen &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ T \cdot s + 1 \ \bigg | \qquad \ mit \ T = 1/a$}. \newline{} Verstärkungsfaktoren K unterliegen nicht der Transformation.\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Polynom 2. Ordnung \newline{}\newline{} Produkt zweier Linearfaktoren\newline{}  mit konjugiert komplexen\newline{} Polen oder Nullstellen &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ [s-(\alpha +j \omega)] \cdot [s-(\alpha -j\omega)] = $} \newline{} {$ = s^2 + 2 \cdot \alpha \cdot s + \alpha^2 + \omega^2 $} \newline{} \newline{}{$ := s^2 + p\cdot s + q  $}\newline{} {$ mit \ p = 2 \cdot \alpha, \ q = \alpha^2  + \omega^2 $}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Normalform im Nenner oder Zähler:\newline{} {$ T^2 \cdot s^2 + 2 \cdot D \cdot T \cdot s + 1 \ \bigg| \qquad \text {mit} \ -1<D<1 $} \newline{} Schreibweise mit {$\omega_0:$} \newline{}{$ \frac 1 {\omega_0^2} \cdot s^2 + 2 \cdot D \cdot \frac 1 {\omega_0} \cdot s + 1 \ \bigg | \qquad \text {mit} \ T = 1 / \omega_0 $} \newline{} \newline{}Beispiel Verzögerungsglied PT2\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{KK}: \newline{} {$\frac {\omega_0^2} {s^2 + 2 \cdot D \cdot \omega_0 \cdot s +\omega_0^2} =  \frac 1 {\frac 1 {\omega_0^2} \cdot s^2 + 2 \cdot D \cdot \frac 1 {\omega_0} \cdot s + 1}$}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


\subsection{Suchbegriff der Laplace-{}Korrespondenztabelle}
\label{142}
Für die Ermittlung des Zeitverhaltens eines dynamischen Systems wird die Übertragungsfunktion G(s) mit dem transformierten Eingangssignal U(s) multipliziert. 

Die direkte Überführung einer Übertragungsfunktion F(s) über die Laplace-{}Korrespondenztabelle -{} ohne Multiplikation mit einem transformierten Testsignal -{} in den Zeitbereich f(t) ist immer die Impulsantwort (Gewichtsfunktion) y(t), weil 1 das transformierte Signal der Impulsfunktion {$u_{\delta}(t) \ \circ -\bullet \ U_{\delta}(s) = 1 $} ist.  

Allgemein gilt für die inverse Transformation vom s-{}Bereich in den Zeitbereich der Suchbegriff: 
\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ y(t) = \mathcal{L}^{-1} \underbrace { \left\{G(s) \cdot U(s)  \right\}}_\text{Suchbegriff} $}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}

{\bfseries
\begin{mydescription} Transformierte Eingangssignale 
\end{mydescription}
}


Die üblichen Eingangssignale U(s) als Testsignale sind:
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\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}u_{\delta}(t) \ \circ -\bullet \ U_{\delta}(s) = \mathcal{L}^{-1} \, \{u_{\delta}(t) \} = 1 \end{equation*}
\end{myquote}
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\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}u_{\sigma}(t) \ \circ -\bullet \ U_{\sigma}(s) = \mathcal{L}^{-1} \, \{u_{\sigma}(t) \} = 1 / s\end{equation*}
\end{myquote}


{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Anstiegsfunktion (Rampe):}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} 
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}u_{\alpha}(t) \ \circ -\bullet \ U_{\alpha}(s) = \mathcal{L}^{-1} \, \{u_{\alpha}(t) \} = 1 / s^2 \end{equation*}
\end{myquote}


\subsection{Korrespondenzen zur Laplace-{}Transformation (Auszüge)}
\label{143}
Laplace-{}Transformation-{}Korrespondenztabelle \myfootnote{ Siehe Fachbuch: Lutz / Wendt: Taschenbuch der Regelungstechnik, Kapitel: \symbol{34}Mathematische Methoden zur Berechnung von Regelkreisen\symbol{34}, Unterkapitel: \symbol{34}Tabellen für die Laplace-{}Transformation\symbol{34}, Auszüge.}

\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.16806\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.26502\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.02708\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.16947\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.16947\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} s-{}Bereich F(s)\newline{} }&{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Zeitbereich {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries y(t)}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}; t >{} 0 }&{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} }&{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} s-{}Bereich F(s)\newline{} }&{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Zeitbereich {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries y(t)}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}; t >{} 0}\endhead  \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} 1 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Dirac-{}Impuls &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ \frac 1 {s \cdot (1 + T \cdot s)} $} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ 1 - e^{- \frac t T} $}\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} 1 / s  &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Sprung σ(t) = 1 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ \frac 1 {s \cdot (1 + T \cdot s)^2} $} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ 1 - (1+ \frac t {T}) \cdot e^{- \frac t T} $}\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} 1 / s² &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Rampe t&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ \frac 1 {(1 + T_1 \cdot s)\cdot (1+T_2 \cdot s)}  \quad  T_1 \ne T_2$} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ \frac 1  {T_1 - T_2} \cdot (e^{- \frac t {T_1}} - e^{- \frac t {T_2}}) $}\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$\frac 1 {s+a} $} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$\ e^{-a \cdot t} $}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ \frac 1 {s \cdot (1 + T_1 \cdot s)\cdot (1+T_2 \cdot s)}  \quad  T_1 \ne T_2$} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ 1- \frac 1  {T_1 - T_2} \cdot (T_1 \cdot e^{- \frac t {T_1}} - T_2 \cdot  e^{- \frac t {T_2}}) $}\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$\frac {1} {s+a^2} $} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$\ t \cdot e^{-a \cdot t} $}  &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ \frac {1+T_V \cdot s} {(1 + T_1 \cdot s)\cdot (1+T_2 \cdot s)}  \quad  T_1 \ne T_2$} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ \frac 1  {T_1 - T_2} \cdot (\frac {T_1-T_V} {T_1} \cdot e^{- \frac {t} {T_1}} - \frac {T_2-T_V}{T_2} \cdot e^{- \frac t {T_2}}) $}\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ \frac {\omega} {s^2 + \omega^2} $} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ \sin \,(\omega \cdot t) $}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ \frac {1+T_V \cdot s} {s \cdot (1 + T_1 \cdot s)\cdot (1+T_2 \cdot s)}  \quad  T_1 \ne T_2$} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ 1- \frac {T_1-T_V}  {T_1 - T_2} \cdot  e^{- \frac {t} {T_1}} + \frac {T_2-T_V}{T_1-T_2} \cdot e^{- \frac {t} {T_2}} $}\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ \frac {1} {s \cdot (s^2 + \omega^2)} $} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ \frac 1 {\omega^2} \cdot ( 1- \cos \,(\omega \cdot t) $} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} -{} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} -{}\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ \frac 1 {1 + T \cdot s} $} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ \frac 1 {T} \cdot e^{- \frac t T} $} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}  &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ \frac {\omega_0^2} {s^2 + 2\cdot D \cdot \omega_0 \cdot s + \omega_0^2} $} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$\frac {\omega_0^2} {\omega_e}  \cdot e^{-D \cdot \omega_0 \cdot t} \cdot \sin \,(\omega_e \cdot t) ; $}  \newline{} \newline{} {$  \omega_e = \omega_0 \cdot \sqrt{1-D^2}; \quad  -1 <D <1 $} \\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ \frac 1 {(1 + T \cdot s)^2} $} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ \frac 1 {T^2} \cdot e^{- \frac t T} $} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ \frac {\omega_0^2} {s \cdot (s^2 + 2\cdot D \cdot \omega_0 \cdot s + \omega_0^2)} $} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ 1- \frac 1 {\sqrt{1-D^2}} \cdot e^{-D \cdot \omega_0 \cdot t} \cdot \sin \,(\omega_e \cdot t + \phi) ; $} \newline{} \newline{} {$  \omega_e = \omega_0 \cdot \sqrt{1-D^2}; \quad \phi = \arccos \,(D); \quad -1 < D < 1$} \\ \hline 
\end{longtable}


{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Anmerkung:}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} Die Systemantwort von Übertragungssystemen höherer Ordnung Ordnung mit konjugiert komplexen Polen und Nullstellen sind durch die analytischen Gleichungen f(t) der Laplace-{}Korrespondenztabellen wegen der zahlreichen trigonometrischen und exponentiellen Funktionen nur sehr zeitaufwendig zu berechnen. Die Anwendung der numerischen Berechnung mit Differenzengleichungen der Teilsysteme mittels eines Computers ist erheblich einfacher.
\subsection{Berechnungsbeispiele mit den Laplace-{}Transformationstabellen}
\label{144}
Während das Zeitverhalten von dynamischen Systemen mit einfachen Polstellen sich leicht berechnen lässt, sind Übertragungssysteme mit Schwingungsanteilen wie beim PT2\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{KK}-{}Glied in der Korrespondenztabelle für f(t) manchmal schwierig zu lesen. Manche Korrespondenztabellen für F(s) beziehen sich auf die Pol-{}Nullstellen-{}Darstellungen, andere auf die Zeitkonstanten-{}Darstellungen. Instabile Übertragungsglieder 2. Ordnung mit positiven Nullstellen (d.{\mbox{$~$}}h. Minuszeichen in der Übertragungsfunktion in Zeitkonstanten-{}Darstellung) sind in den Korrespondenztabellen der Fachliteratur selten -{} praktisch nie -{} angegeben. 

Die grafische Darstellung der Sprungantwort (Übergangsfunktion) eines dynamischen Systems ist die häufigste bekannte Darstellung des System-{}Zeitverhaltens. Wird die korrespondierende Zeitfunktion in den Laplace-{}Korrespondenztabellen gefunden, kann durch Einsetzen verschiedener Werte für t das Systemverhalten für ein gegebenes Eingangssignal grafisch dargestellt werden. 

Die Anwendung der Impulsantwort (Gewichtsfunktion) hat insbesondere Vorteile bei der Systemanalyse einer empirisch aufgenommenen Impulsantwort einer Regelstrecke durch Modellvergleiche. 


{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries  Beispiel der Anwendung der Laplace-{}Korrespondenztabelle für ein dynamisches System mit reellen Polen}\myfootnote{\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}Lutz / Wendt: Taschenbuch der Regelungstechnik, Kapitel: {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape Laplace-{}Transformation}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}.}

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Es ist darauf zu achten, dass manche Korrespondenztabellen im s-{}Bereich in der Pol-{}Nullstellen-{}\newline{}Darstellung oder Zeitkonstanten-{}Darstellung definiert sind. Verstärkungsfaktoren werden nicht \newline{}transformiert und sind im s-{}Bereich und Zeitbereich identisch.{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Gegeben:}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} Übertragungsfunktion für zwei PT1-{}Glieder in Reihenschaltung:\begin{myquote}\item{} \begin{equation*}G(s) = \frac 1 {(s + a)\cdot (s + b)} \quad   a \not= b \end{equation*}\end{myquote}{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Eingangssignal:}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} Sprungfunktion U(s) = 1/s{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Gesucht:}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} Zeitverhalten der Systemausgangsgröße y(t) :\begin{myquote}\item{} \begin{equation*}y(t)= \mathcal{L}^{-1} \underbrace { \left\{G(s) \cdot U(s)  \right\}}_\text{Suchbegriff}  = \mathcal{L}^{-1} \underbrace { \left\{  \frac 1 {s \cdot (s + a)\cdot (s + b)} \right\}}_\text{Suchbegriff} \qquad \text{für} \quad a \not= b\end{equation*}\end{myquote}{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Lösung:}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} Übergangsfunktion (Sprungantwort)Die nachfolgende Gleichung für y(t) ergibt sich aus der Korrespondenztabelle:\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} y(t) = \frac 1 {a \cdot b}\cdot [1 - \frac b {b-a}\cdot e^{-a \cdot t} + \frac a {b-a}\cdot e^{-b \cdot t}] \end{equation*}\end{myquote}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} Anmerkung: Für {\large a \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/freefont/,UprightFont=FreeSerif.ttf,BoldFont=FreeSerifBold.ttf,ItalicFont=FreeSerifItalic.ttf,BoldItalicFont=FreeSerifBoldItalic.ttf]{FreeSerif.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/freefont/,UprightFont=FreeMono.ttf,BoldFont=FreeMonoBold.ttf,ItalicFont=FreeMonoOblique.ttf,BoldItalicFont=FreeMonoBoldOblique.ttf]{FreeSerif.ttf}≠\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} b} gelten auch für Zahlenwerte der Pole und Nullstellen, die  sich z.{\mbox{$~$}}B. nur in der 10. Dezimalstelle nach dem Komma unterscheiden, vorausgesetzt es wird genau gerechnet! Diese Anwendung der Korrespondenztabelle ist erheblich einfacher, als die Ermittlung der Residuen (lat.: „das Zurückgebliebene“) über die Partialbruchzerlegung!
\end{myquote}


{\bfseries
\begin{mydescription} Beispiel der Umrechnung des Zeitverhaltens der Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung zur Zeitkonstanten-{}Darstellung eines PT1-{}Gliedes
\end{mydescription}
}


\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
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\end{longtable}

\end{myquote}
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\item{} 
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\end{longtable}

\end{myquote}
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\section{Bedeutung der Pole und Nullstellen der Übertragungsfunktion für das Zeitverhalten}
\label{145}\subsection{Bedeutung der Lage der Pole und Polpaare bei Verzögerungs-{}Systemen 1. und 2. Ordnung}
\label{146}
Die Nullstellen eines Nennerpolynoms bezeichnet man als Pole. Die Zeitkonstanten-{}Darstellung einer Übertragungsfunktion errechnet sich aus den Polen und Nullstellen der faktoriellen Darstellung der verschiedenen Linearfaktoren.

Die Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung und die Zeitkonstanten-{}Darstellung zeigen einen wesentlichen Unterschied in der Anwendung: 
\begin{myitemize}
\item{}   Die Pole-{} Nullstellen-{}Darstellung der Übertragungsfunktion bedeutet für die Änderung von Zahlenwerten der Pole und Nullstellen, dass sich die Verstärkungsfaktoren gleichzeitig ändern. 
\item{}   Die Zeitkonstanten-{}Darstellung der Übertragungsfunktion bezieht sich nur auf die Größe der Zeitkonstanten, die Verstärkung K der Übertragungsfunktion ändert sich nicht.  
\end{myitemize}


Die Übertragungsfunktion G(s) ist eine Funktion, welche die komplexe Variable {$ s = \delta + j\omega \, $} auf einen komplexen Wert abbildet. G(s) kann in einen Realteil und einen Imaginärteil zerlegt werden.  

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} G(s) = \operatorname{Re}[G(s)] \ + \ j \cdot \operatorname{Im}[G(s)]  \quad \Vert \qquad  \text{mit} \quad \operatorname{Re}(s) = \delta; \quad \text{und} \quad \operatorname{Im}(s) = j \cdot \omega.  \end{equation*}
\end{myquote}


Die Lage der reellen und komplexen Pole und Nullstellen lässt sich im s-{}Diagramm darstellen.

Die Pole eines Nennerpolynoms einer Übertragungsfunktion sind gleichzeitig die Lösung des Systems. Die Pole bzw. die Lage der Pole im s-{}Diagramm bestimmen unter anderem das Zeitverhalten und die Stabilität des Systems, die Nullstellen im Zähler der Übertragungsfunktion bestimmen die Größe der Amplituden. 
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Ein Verzögerungsglied 2. Ordnung hat die Übertragungsfunktion:

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ G(s) = \frac 1 {T^2 \cdot s^2 + 2 \cdot D \cdot T \cdot s + 1} $}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}
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\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ G(s) = \frac 1 {\frac 1 {\omega_0^2} \cdot s^2 + \frac {2 \cdot D} {\omega_0} \cdot s + 1} $}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}
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Die Pole bzw. Polpaare des PT2-{}Gliedes lassen sich durch die nachfolgende Gleichung in Realteile und Imaginärteile zerlegen:

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ s_{1;2} = - \omega_0 \cdot D \pm j \cdot \omega_0 \cdot \sqrt{1-D^2} $}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


Wie aus der Gleichung sichtbar, sind Realteil und Imaginärteil von ω\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0} und D abhängig und können nicht beliebig unabhängig voneinander für eine Übertragungsfunktion gewählt werden. Das Systemverhalten mit Schwingungsanteilen ist durch die Lage der Polpaare im s-{}Diagramm auf der Re(s)-{}Achse und Im(s)-{}Achse bestimmt. 
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Folgende Dämpfungswerte bestimmen das Zeitverhalten und die Normalform der Gleichung der Übertragungsfunktion:

\begin{myitemize}
\item{}  Dämpfung D >{} 1: {$ \quad $} {$ G(s) = \frac 1 {(T_1 \cdot s +1) \cdot (T_2 \cdot s + 1) } $}
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Die Übertragungsfunktion lässt sich in zwei PT1-{}Glieder mit zwei unterschiedlichen Zeitkonstanten aufspalten. Sie enthält zwei negative reelle Pole.
\end{myquote}

\begin{myitemize}
\item{}  Dämpfung D = 1: {$ \quad $} {$ G(s) = \frac 1 {(T \cdot s + 1)^2} $}
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Grenzwert für einen Doppelpol. Die Übertragungsfunktion lässt sich in zwei PT1-{}Glieder mit zwei gleichen Zeitkonstanten aufspalten. Sie enthält einen negativen Doppelpol.
\end{myquote}

\begin{myitemize}
\item{}  Dämpfung 0 <{} D <{} 1: {$ \quad $} {$ G(s) = \frac 1 {T^2 \cdot s^2 + 2 \cdot D \cdot T \cdot s + 1} $}
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Die Übertragungsfunktion enthält ein konjugiert komplexes Polpaar mit negativem Realteil. Das System schwingt gedämpft.  
\end{myquote}

\begin{myitemize}
\item{}  Dämpfung D = 0: {$ \quad $} {$ G(s) = \frac 1 {T^2 \cdot s^2 +1} $}
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Die Übertragungsfunktion hat nur ein Polpaar ohne Realteil. Das System schwingt ungedämpft mit konstanter Amplitude. 
\end{myquote}

\begin{myitemize}
\item{}  Dämpfung -{}1 <{} D <{} 0: {$ \quad $} {$ G(s) = \frac 1 {T^2 \cdot s^2 - 2 \cdot D \cdot T \cdot s + 1} $}
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Das System ist instabil mit positivem konjugiert komplexem Polpaar. Das System schwingt mit zunehmender Amplitude. 
\end{myquote}

\begin{myitemize}
\item{}  Dämpfung D = -{} 1: {$ \quad $} {$ G(s) = \frac 1 {(T \cdot s - 1)^2} $}
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Das System enthält einen instabilen positiven reellen Doppelpol. Die Systemantwort steigt progressiv bis zu einer endlichen Begrenzung.     
\end{myquote}

\begin{myitemize}
\item{}  Dämpfung D = <{} -{}1: {$ \quad $} {$ G(s) = \frac 1 {(T_1 \cdot s -1) \cdot (T_2 \cdot s - 1) } $}
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Das System enthält zwei instabile positive reelle Pole. Die Systemantwort steigt progressiv bis zu einer endlichen Begrenzung.
\end{myquote}
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Zunehmende Zahlenwerte der Lage der Realteile der Polpaare bei konstanten Imaginärteilen in der negativen s-{}Halbebene:
\begin{myitemize}
\item{}   Der Dämpfungswert wird größer und damit die Überschwingung kleiner,
\item{}   Die Schwingungsperioden bleiben gleich bei konstanten Imaginäranteilen.
\end{myitemize}


Zunehmende Zahlenwerte der Lage der Imaginärteile der Polpaare bei konstanten Realteilen in der negativen s-{}Halbebene:
\begin{myitemize}
\item{}  Der Dämpfungswert wird kleiner und damit die Überschwingung größer,
\item{}  Die Periodendauer wird kleiner und damit die Schwingfrequenz größer.
\end{myitemize}
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Die in der Tabelle dargestellten grafischen Sprungantworten wie auch die nicht dargestellten Impulsantworten sind messbar und berechenbar.
\subsection{Tabellarische Darstellung der Polstellen-{} und Polpaar-{}Lage der Übertragungsfunktionen und des System-{}Zeitverhaltens für Verzögerungssysteme 1. und 2. Ordnung:}
\label{147}
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\subsection{Bedeutung der Lage der Pole und Polpaare von Verzögerungs-{}Systemen höherer Ordnung}
\label{148}
Übertragungsfunktionen höherer Ordnung in Polynomdarstellung lassen sich durch die Nullstellenbestimmung in Linearfaktoren zerlegen. Für die Bestimmung der Pole und Nullstellen von Übertragungsfunktionen kann man sich fertiger Rechenprogramme für Polynome bis 4. Ordnung bedienen. Derartige Programme findet man auch im Internet unter dem Suchbegriff „Nullstellen von Polynomen“.

Die Überführung der faktorisierten Übertragungsfunktion {$G(s)$} für ein gegebenes Eingangssignal {$U(s)$} in den Zeitbereich erfolgt über Laplace-{}Transformationstabellen. Enthalten die Übertragungsfunktionen mehrfache Pole und Nullstellen oder auch konjugiert komplexe Pole, können umfangreiche trigonometrische Berechnungen zur Ermittlung der Systemausgangsgröße {$y(t)$} erforderlich werden.   

Bei Verwendung der Übertragungsfunktion der Partialbruchform ist die Übertragung der Teilbrüche in den Zeitbereich sehr einfach, dafür ist die Durchführung der Partialbruch-{}Zerlegung bei Systemen höherer Ordnung aufwändig. Dies gilt besonders bei Linearfaktoren 1. und 2. Ordnung im Zähler der Übertragungsfunktion.

Identische phasenminimale Linearfaktoren im Zähler und Nenner einer Übertragungsfunktion können gegeneinander gekürzt werden (Pol-{}Nullstellen-{}Kompensation). Damit vereinfacht sich die Übertragungsfunktion. Dies gilt nicht für nichtphasenminimale Linearfaktoren.

Grundsätzlich interessiert für das Zeitverhalten folgende globale Pol-{}Eigenschaft:
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\begin{myitemize}
\item{}   Alle Pole sind negativ, d.{\mbox{$~$}}h. {$s_{pi} < 0$} für alle {$i = 1, \dotsc, n$}.
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}   Die Sprungantwort der Systemausgangsgröße {$y(t)$} in Abhängigkeit vom Eingangssignal {$u(t)$} strebt exponentiell gegen einen Maximalwert. → Stabiles globales P-{}Verhalten!
\end{myquote}

\begin{myitemize}
\item{}   Ein Pol {$s_{p}$} ist gleich Null, alle anderen sind negativ.
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}   Die Sprungantwort der Systemausgangsgröße {$y(t)$} in Abhängigkeit vom Eingangssignal {$u(t)$} verläuft erst exponentiell, dann linear gegen unendlich. → Grenzstabiles globales I-{}Verhalten!
\end{myquote}

\begin{myitemize}
\item{}   Mindestens ein Pol {$s_{p}$} ist positiv, alle anderen sind beliebig.
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}   Die Sprungantwort der Systemausgangsgröße {$y(t)$} in Abhängigkeit vom Eingangssignal {$u(t)$} strebt exponentiell gegen unendlich. → Global instabiles Verhalten!
\end{myquote}
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\begin{myitemize}
\item{}   Alle Pole haben einen negativen Realteil:
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}   Die Sprungantwort der Systemausgangsgröße {$y(t)$} in Abhängigkeit vom Eingangssignal {$u(t)$} strebt als gedämpfte Schwingung gegen einen Maximalwert. → Global stabiles P-{}Verhalten!
\end{myquote}

\begin{myitemize}
\item{}   Konjugiert komplexes Polpaar hat einen Realteil gleich Null: 
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}   Die Sprungantwort der Systemausgangsgröße {$y(t)$} in Abhängigkeit vom Eingangssignal {$u(t)$} verläuft als Dauerschwingung mit der Kreisfrequenz ω. → Oszillatorisch grenzstabiles Verhalten!
\end{myquote}

\begin{myitemize}
\item{}   Mindestens ein Pol hat einen positiven Realteil für das konjugiert komplexe Polpaar: 
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}   Die Sprungantwort der Systemausgangsgröße {$y(t)$} in Abhängigkeit vom Eingangssignal {$u(t)$} verläuft als eine exponentiell aufklingende Dauerschwingung mit der Kreisfrequenz {$\omega$} aus. → Oszillatorisch instabiles Verhalten!
\end{myquote}
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Mit der Gewichtsfunktion (Impulsantwort) mit {$s_{pk}=\delta_k+j\cdot \omega_k$} sind folgende Schlussfolgerungen für das Zeitverhalten und die Stabilität des Systems ableitbar:

\begin{myenumerate}
\item{}  Bedeutung des Realteils {$\delta_k \,$} und Imaginärteils {$\omega_k \,$} der Polstellen:
\begin{myitemize}
\item{}  Ist mindestens ein {$\omega_k \ne 0 \,$}, so schwingt das System.
\item{}  Sind alle {$\delta_k < 0 \,$}, so ist das System stabil. Der Eingangsimpuls klingt zeitlich ab.
\item{}  Mit mindestens einem {$\delta_k > 0 \,$} ist das System instabil. Der Eingangsimpuls wächst zeitlich unbegrenzt an.
\item{}  Ist mindestens ein {$\delta_k = 0 \,$} und alle anderen {$\delta_k < 0 \,$}, so ist das System grenzstabil. Es geht asymptotisch in einen konstanten Wert oder eine ungedämpfte Schwingung über.
\item{}  Je weiter links {$\delta_k \,$} in der negativen Halbene von {$s \,$} liegt, desto schneller klingt der entsprechende Anteil der Gewichtsfunktion ab.
\item{}  Die Lage des Realteils der Polstellen bestimmt die Dynamik, und der Imaginärteil bestimmt die Frequenz der Schwingungen des Systems.
\end{myitemize}

\item{}  Bedeutung der Nullstellen:
\begin{myitemize}
\item{}  Je weiter die Nullstellen {$s_{nk} \,$} von der Polstelle {$s_{pi} \,$} in der {$s$}-{}Ebene liegen, desto stärker wird der Anteil {$A_i \,$} an der Gewichtsfunktion.
\item{}  Nullstellen mit positivem Realteil (nichtpasenminimales Verhalten) führen zu einem schwer regelbaren Verhalten.
\end{myitemize}

\end{myenumerate}

\section{Experimentelle Ermittlung}
\label{149}
Die Übertragungsfunktion ist im Gegensatz zum Frequenzgang nicht direkt messbar, kann aber mit Methoden der Systemidentifikation unter anderem aus der Sprungantwort bestimmt werden.
\section{Einzelnachweise}
\label{150}
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\chapter{Numerische Berechnung dynamischer Systeme}

\myminitoc
\label{152}

\label{153}
\section{Numerische Berechnung dynamischer Systeme}
\label{154}

Relativ einfache Übertragungssystem-{}Strukturen mit nichtlinearen Elementen sind durch konventionelle Rechenmethoden im kontinuierlichen Zeitbereich nicht mehr geschlossen lösbar. Mit handelsüblichen Personal-{}Computern kann das Verhalten beliebig vermaschter Systemstrukturen mittels numerischer Berechnung relativ einfach ausgeführt werden.

Vorteile der Simulation von Systemen mit Differenzengleichungen

\begin{myitemize}
\item{}  Einfache mathematische Anforderungen durch algebraische Operationen,
\item{}  Behandlung kombinierter LZI-{}Systeme mit nichtlinearen Systemen,
\item{}  Darstellung eines Regelkreises als Blockschaltbild mit Eintrag der Differenzengleichung und logischen Operatoren,
\item{}  Behandlung von mehrschleifigen Systemen (MIMO-{}Systeme),
\item{}  Einfache Lösung einer gewöhnlichen Differenzialgleichung höherer Ordnung mit Anfangswerten. Da es sich um bestimmte Integrale handelt, müssen keine Integrationskonstanten wie bei der klassischen Lösung einer homogenen Differenzialgleichung ermittelt werden.
\item{}  Bei tabellarischer Darstellung der Berechnung der einzelnen Teilsysteme völlige Durchsicht des inneren System-{}Bewegungsablaufs zum Beispiel eines Regelkreises. Bei Anwendung der Tabellenkalkulation unmittelbare grafische Darstellung der Systemausgangsgröße {\large y(k) = f(k*∆t)} mittels verfügbarer grafischer Werkzeuge.
\end{myitemize}


\subsection{Methode der numerischen Berechnung}
\label{155}{\bfseries
\begin{mydescription}Simulation dynamischer Systeme
\end{mydescription}
}


Dynamische zeitinvariante Systeme mit konzentrierten Energiespeichern werden durch gewöhnliche Differenzialgleichungen vollständig beschrieben. Die Lösung der Differenzialgleichung, die Ausgangsgröße {\large y(t)}, ist für ein gegebenes Eingangssignal {\large u(t)} eine Funktion der Zeit.

Werden die Differenziale der Ausgangsgröße {\large y(t)} einer Differenzialgleichung durch kleine Zeit-{}Differenzen (Differenzenquozienten {\large Δy / Δt}) als diskretisierte Zeit ersetzt, entsteht eine numerisch lösbare Differenzengleichung in Annäherung an die Differenzialgleichung.

Differenzengleichungen oder eine Kette von Differenzengleichungen, die mehrere hintereinander geschaltete Teilsysteme beschreiben, lassen die Ausgangsgröße algebraisch für einen kleinen Zeitschritt errechnen. Die numerische Gesamtlösung des Systems erfolgt -{} bei einfachen Differenzengleichungen -{} rekursiv (sich selbst aufrufend) über viele Berechnungsfolgen in je kleinen konstanten Zeit-{}Stufen. Die Form der Gesamt-{}Lösung ist damit tabellarisch. Alle Zeilen enthalten die gleichen Differenzengleichungen, alle Spalten berechnen die Folgen {\large k (0, 1, 2, 3, ...k\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{MAX})}. Der gesamte betrachtete Zeitraum der numerischen Lösung beträgt {\large k\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{MAX} * Δt}. Die Ausgangsgröße {\large y(k, Δt)} folgt in Amplituden-{}Stufen im zeitlichen Abstand {\large Δt} einer jeden Berechnungsfolge.

Die tabellarische Form der numerischen Lösung erlaubt auch die Berechnung nichtlinearer statischer Systeme, indem die nichtlineare Beziehung als Wertetabelle der Tabellenspalte der Folge {\large k} zugeordnet wird. Ebenso ist die Berechnung der Totzeit eines Systems durch Verschiebung der Zeilen mit geeigneten Programmbefehlen möglich.

Andere Methoden bedienen sich zur besseren Approximation z.{\mbox{$~$}}B. an Stelle des Rechteck-{}Verfahrens (Explizites Eulerverfahren) des Trapezflächenverfahrens (Heun-{}Verfahren), des Mehrschrittverfahrens (Runge-{}Kutta-{}Verfahren) und anderer Verfahren.

Grund der aufwendigeren Approximationsverfahren ist die erzielbare höhere Genauigkeit und damit Reduzierung der Rekursionsfolgen, was bei langsamen Rechnern bei Echtzeitberechnungen erforderlich sein kann.
{\bfseries
\begin{mydescription}Digitale Regelung online
\end{mydescription}
}


Bei Echtzeitberechnungen,  beispielsweise mit einem programmierbaren digitalen Regler, der auf eine Hardware-{}Regelstrecke wirkt, wird die Diskretisierungszeit {\large ∆t} durch die \symbol{34}Abtastzeit\symbol{34} ersetzt, mit der das meist analoge Ausgangssignal der Regelstrecke über Analog-{}Digitalwandler erfasst wird. Der Abtastung des Ausgangssignals ist üblicherweise ein Halteglied (Sample-{}and-{}Hold-{}Verfahren) nachgeschaltet, so dass ein gestufter Verlauf des Ausgangssignal entsteht.

Bei schnellen Regelstrecken spielen die Systemgeschwindigkeiten des Rechners, der A/D-{}Wandler, die Sample-{}and-{}Hold-{}Schaltung, wie auch die verwendeten Differenzengleichungen beziehungsweise deren Approximations-{}Algorithmen eine große Rolle.

\subsection{Zeitdiskretisierung}
\label{156}


\begin{minipage}{0.75000\textwidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\textwidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/67.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{67}{Einfluss der Größe des Zeitintervalls ∆t auf die Berechnung (Euler rückwärts) eines Regelkreises mit Differenzengleichungen.}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}



Die Zeitdiskretisierung eines dynamischen zeitinvarianten Übertragungssystems bedeutet der Übergang der Berechnung eines kontinuierlichen Systems {\large f(t)} mit unendlicher hoher Auflösung zu einem System {\large f(k; ∆t)} mit einer endlichen Auflösung eines fortlaufenden konstanten Zeitintervalls {\large ∆t}.

Bei der Simulation von dynamischen Übertragungsmodellen ist das diskrete Zeitintervall {\large ∆t} ein konstanter Zahlenwert, der unabhängig von der tatsächlichen Rechengeschwindigkeit des Rechners ist und mit der Berechnungsfolge {\large k = (0, 1, 2, 3, ...k\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{MAX})} ständig fortlaufend aufgerufen wird. Die aktuelle Zeit einer bestimmten Folge beträgt: {\large t = k * ∆t}

Das Zeitintervall {\large ∆t} muss genügend klein sein, damit dominante Systembewegungen auch erfasst werden können, bzw. der Approximationsfehler  gegenüber dem Verlauf der analytische Funktion gering ist. {\large ∆t} muss kleiner sein als die kleinste Systemzeitkonstante {\large T} sein, anderenfalls muss mit numerischer Instabilität gerechnet werden.

\subsection{Berechnungsfolge}
\label{157}
Die Folge ist bestimmt, wenn die Beziehung der Anwendung (Bildungsgesetz) bekannt ist. Differenzengleichungen des Verfahrens \symbol{34}Euler-{}Rückwärts\symbol{34} werden rekursiv für ein Zeitintervall von {\large k = 0} bis {\large k\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{MAX}} fortlaufend berechnet.

In einer Folge {\large k = (0, 1, 2, 3,…k\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{MAX})} werden beliebig viele zeitdiskrete Einzelsysteme eines Gesamtsystems hintereinander für ein gleiches, konstantes Zeitintervall {\large ∆t} mittels Differenzengleichungen berechnet. Danach erfolgt die gleiche Berechnung der Einzelsysteme des Gesamtsystems mit der nächst höheren Folge und bezieht sich dabei auf die vorhergehende Folge {\large (k-{}1)}.
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\begin{myitemize}
\item{} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} Die mit Folge {\large k} bezeichnete Größe wird auch gelegentlich in der Fachliteratur auch mit {\large n} und das Zeitintervall {\large ∆t} mit {\large T} bezeichnet.
\end{myitemize}


\begin{myitemize}
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\end{myitemize}


\subsection{Analyse eines linearen zeitinvarianten Übertragungssystems}
\label{158}
Ein dynamisches zeitinvariantes System g(t) wird durch eine gewöhnliche Differenzialgleichungen mit konstanten Koeffizienten vollständig beschrieben. 

Beispiel einer gewöhnlichen systembeschreibenden Differenzialgleichung n-{}ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten a und b für ein System mit dem Ausgangssignal y(t) und Eingangssignal u(t).
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\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ a_n y^{(n)} + \dotsm + a_2 \ddot y + a_1 \dot y + a_0 y = b_{m}u^{(m)} + \dotsm + b_2 \ddot u + b_1 \dot u + b_0 u \, $}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


Unter der Voraussetzung, dass die Anfangsbedingungen der systembeschreibenden Differenzialgleichung zu einem betrachteten Zeitpunkt gleich Null sind, kann die Übertragungsfunktion G(s) des Systems aus der Laplace-{}transformierten Differenzialgleichung gebildet werden. Die Übertragungsfunktion ist eine mathematische Beschreibung für das Übertragungsverhalten eines linearen, zeitinvarianten Übertragungssystems im komplexen Frequenzbereich.
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\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$G(s) =\frac{Y(s)}{U(s)} = \frac{b_{m}s^{m} + \dotsm + b_2s^2 + b_{1}s + b_{0}}{a_n s^{n} + \dotsm + a_2s^2 +a_{1}s + a_{0}} = k \cdot \frac{(s - s_{n1})(s - s_{n2}) \dotsm (s - s_{nm})}{(s -s_{p1})(s - s_{p2}) \dotsm (s - s_{pn})} $}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}
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Sind in der Polynomdarstellung alle Ableitungen und zugehörige Koeffizienten lückenlos mit positivem Vorzeichen vorhanden, stellt die Übertragungsfunktion für die Exponenten n >{} m ein zeitverzögerndes asymptotisch stabiles System dar. 
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\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.19383\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.29793\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.38770\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Nullstellen; Pole }&{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Linearfaktoren in \newline{}Pol-{} Nullstellendarstellung }&{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Erklärung }\endhead  \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {${s_n; s_p} = 0 $} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$G_1(s) = s$}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Absolutglied {$ a_0 \ \text {oder} \ b_0 $} des Polynoms fehlt\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {${s_n; s_p} = -\delta $}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$G_2(s) = s - \delta $}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Reeller Wert {$\delta$} der Pole oder Nullstellen\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {${s_n; s_p} = -\delta  \pm j \omega $}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$G_3(s) = s - (\delta \pm j \omega)$}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Konjugiert komplexer Wert der Pole oder Nullstellen\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


Der Realteil einer Nullstelle oder eines Poles wird üblich mit {$ \delta $} und der Imaginärteil mit {$ \omega $} bezeichnet. Die angegebenen 3 Formen der Linearfaktoren können einfach und mehrfach auftreten.
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Bei der Berechnung der Pole und Nullstellen aus Polynomen beispielsweise aus der gemischt quadratischen Gleichung (pq-{}Gleichung) können je nach Zahlenwerten reelle und konjugiert komplexe Werte entstehen.  

Die Polynome mit konjugiert komplexen Nullstellen oder Polen werden zur einfacheren Berechenbarkeit zu quadratischen Termen zusammengefasst, in denen nur reelle Koeffizienten auftreten.
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\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} G(s) = \frac 1 {[s - (\delta +j \omega)] \cdot [s - (\delta -j \omega)]} = \frac 1 {s^2 - 2 \cdot \delta \cdot s + \delta^2 + \omega^2} \ \mathrel {\hat=} \ \frac 1 {s^2 - p \cdot s + q}\end{equation*}
\end{myquote}
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\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$G(s) = \frac{{ K \cdot (T_{V1}\cdot s + 1)(T_{V2}\cdot s + 1) \dotsm (T_{Vm}\cdot s + 1)}}{{(T_1\cdot s + 1)(T_2\cdot s + 1) \dotsm (T_n\cdot s + 1)}} $}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}
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Es wird aus der Systemtheorie der Analyse der Übertragungsfunktion gezeigt, dass nur drei verschiedene nicht mehr zerlegbare Polynom-{}Produkte entstehen, die ein unterschiedliches Verhalten haben, ob sie im Nenner oder Zähler der Übertragungsfunktion stehen. Alle Übertragungsfunktionen G(s) höherer Ordnung setzen sich aus diesen drei unterschiedlichen Polynomprodukten zusammen. Bereits aus den zwei Linearfaktoren 1. Ordnung {$ (G_1(s) $}) und {$G_2(s)) $}, jeweils im Zähler oder im Nenner stehend, lassen sich sämtliche Übertragungssysteme G(s) nachbilden.
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\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.29315\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.29315\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.29315\linewidth}|} \hline 
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\end{longtable}

\end{myquote}


Die Berechnung der Ausgangsgröße y(t) einer gegebenen Übertragungsfunktion G(s) und gegebenen Eingangssignal U(s) erfolgt über die inverse Laplace-{}Transformation. 

Für y(t) lautet der Suchbegriff für die inverse Transformation in der Laplace-{}Transformationstabelle für den Zeitbereich: 
\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ y(t) = \mathcal{L}^{-1} \underbrace {\left\{G(s) \cdot U(s)  \right\}}_\text{Suchbegriff} $}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


Damit ergeben sich 4 elementare Übertragungsglieder erster Ordnung, mit denen sich sämtliche phasenminimale lineare Übertragungssysteme oder verschachtelte Übertragungsfunktionen oder Regelsysteme mit Rückführungen nachbilden lassen. Mittels eines Hilfsregelkreises kann das PT2-{}Schwingungsglied mit einem PT1-{}Glied und einem I-{}Glied nachgebildet werden. 

Verstärkungsfaktoren {\large K} einzelner Teilsysteme im s-{}Bereich haben kein Zeitverhalten und können zusammengefasst werden.
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\begin{myquote}
\item{} \begin{landscape}

\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.09528\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.10347\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.11223\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.12991\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.17157\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.14647\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} I-{}Glied }&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}D-{}Glied \newline{}  &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}PT1-{}Glied, \newline{} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}PD1-{}Glied\newline{}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}PT2\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{kk}-{}Glied&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}PD2\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{kk}-{}Glied\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ \frac Y U(s) = \frac 1{T_I \cdot s}$} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$\frac Y U (s) = T_v \cdot s $}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$\frac Y U(s) = \frac 1{T_1 \cdot s + 1} $}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ \frac Y U (s) = T_v \cdot s + 1 $} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ \frac Y U (s) = \frac 1 {T_1^2 \cdot s^2 + 2 \cdot D \cdot T_1 \cdot s + 1} $}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ \frac Y U (s) = T_v^2 \cdot s^2 + 2 \cdot D \cdot T_v \cdot s + 1 $} \\ \hline 
\end{longtable}

\end{landscape}
\end{myquote}


Die dargestellten Systeme mit differenzierender Wirkung, wie das PD1-{}Glied, D-{}Glied und PD2\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{KK}-{}Glied, sind ideale Übertragungsglieder, die technisch so nicht realisierbar sind. Für eine Simulation am Computer lässt sich aber mit den idealen differenzierenden Übertragungssystemen vortrefflich rechnen.

Das Modell eines beliebigen Übertragungssystems wird üblicherweise zum besseren Verständnis in Funktionsblöcken dargestellt. In Reihe geschaltete Teilsysteme in Blockstruktur wirken multiplikativ, parallelgeschaltete Teilsysteme additiv. Wird das Ausgangssignal eines Teilsystems in den Eingang des von links nach rechts angeordneten nächsten Teilsystems gegeben und das Ausgangssignal der Systemkette auf den System-{}Eingang zurückgeführt, handelt es sich um eine Kreisschaltung mit positiver (nichtphasenminimale) oder negativer (phasenminimale) Rückkopplung.

Für die numerische Berechnung der dargestellten Übertragungsglieder G(s) des s-{}Bereiches in den Zeitbereich werden Differenzengleichungen verwendet, die aus den Differenzialgleichungen der zugehörigen Übertragungsfunktionen entwickelt werden.
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Es existieren nur 3 Formen von Linearfaktoren -{} jeweils im Zähler und Nenner der Übertragungsfunktion -{} also 6 Formen von Elementarsystemen oder deren Vielfache in einem linearen dynamischen System. Gleiche Formen von Linearfaktoren mit gleichen Zeitkonstanten im Zähler und Nenner der Übertragungsfunktion G(s) stehend, kompensieren sich vollständig zu 1. 

Das gilt auch für die Anwendung von Differenzengleichungen zur Berechnung der Ausgangsgröße für ein Zeitintervall im diskreten Zeitbereich bei gegebener Eingangsgröße. In diesem Fall existieren je drei Formen von Differenzengleichungen mit verzögerndem  oder differenzierendem Systemverhalten. Die gleiche Form der Differenzengleichung mit differenzierenden und verzögerndem Verhalten bei gleichen Zeitkonstanten kompensiert sich vollständig.   

\subsection{Differenzengleichungen}
\label{159}
Differenzengleichungen der einfachsten Art beziehen sich auf die Differenzialgleichungen der Linearfaktoren G(s) erster Ordnung, deren Differentialquotienten durch Differenzenquotienten ersetzt wurden. Das Ergebnis der Ausgangsgröße eines Systems für eine gegebene Eingangsgröße wird rekursiv für die Folgen {$ k=(0, 1, 2, 3, \cdots k_{MAX}) $} im zeitlichen Abstand {\large ∆t} berechnet. Die kontinuierlichen mathematischen Operationen der Integration und Differentiation werden zeitdiskret durch Summen-{} und Differenzenbildung angenähert.

Je nach Anwendung des expliziten oder impliziten Eulerverfahrens erfolgt die Approximation (Annäherung) an die Integrationsfunktion schrittweise durch einen über Differenzengleichungen errechneten Wert zwischen zwei Rekursionsfolgen k-{}1 zu k oder k+1 zu k. 

Meistens wird zur Aufstellung der Differenzengleichungen das explizite Euler-{}Rückwärtsverfahren verwendet. Nach diesem Verfahren können aus den zugehörigen Differenzialgleichungen der 4 Elementarsysteme G(s) erster Ordnung der Übertragungsfunktionen Differenzengleichungen gebildet werden, indem an Stelle des Differenzialquotienten mit {\large dy / dt} der Differenzenquotient {$ \frac {\Delta y} {\Delta t} = \frac {y_{(k)}- y_{(k-1)}} {\Delta t} $} näherungsweise eingeführt wird.

Die Differenzengleichungen beschreiben mit dem Approximationsalgorithmus für ein kleines Zeitintervall {\large ∆t} die Signaländerungen nach jedem Zeitintervall als Funktion des betreffenden Teilsystems (Linearfaktoren) und des Eingangssignals. Mit der fortlaufenden Wiederholung der Berechnung mit dem Zeitintervalls {\large ∆t} und Addition der Änderungsergebnisse {$ f(u_{(k)}; \Delta t; T) $} ergibt sich der Signalverlauf eines Systems über die Zeit {$ k_{MAX} \cdot \Delta t $}.

Für eine Berechnung des Ausgangssignals y(t) eines dynamischen Systems mit Differenzengleichungen werden die Linearfaktoren ersten Grades der Übertragungsfunktion G(s) berücksichtigt. Jede Berechnung einer Differenzengleichung ist die Lösung im Zeitbereich für ein Zeitintervall {$ \Delta t$}.
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\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} y_{(k)} = f(y_{(k-1)}; u_{(k)}; \Delta t; T ) \end{equation*}
\end{myquote}
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Jede aktuelle Berechnungsfolge {$ y_{(k)} $} bezieht sich auf das vorhergehende Ergebnis {$ y_{(k-1)} $} und addiert die Änderung des Eingangssignals u\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k)} unter Berücksichtigung der Zeitkonstante T und des Zeitintervalls {$ \Delta t $}.

Verzögerungssysteme zweiter Ordnung mit konjugiert komplexen Poilen (im Nenner der Übertragungsfunktion = PT2\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{KK}-{}Glied, Schwingungsglied) können durch einen einfachen Hilfsregelkreis mit der Reihenschaltung eines I-{}Gliedes und eines PT1-{}Gliedes und der negativen Rückführung nachgebildet werden. Für die Nachbildung mit diesen beiden Elementarsystemen sind die zugehörigen Differenzengleichungen erforderlich.

Instabile nicht phasenminimale elementare Übertragungsfunktionen enthalten ein negatives Zeichen in der Übertragungsfunktion und in der zugehörigen Differenzengleichung.

Die Genauigkeit der numerischen Berechnung eines dynamischen Systems mit dem Euler-{}Verfahren steigt linear mit dem kleiner werdenden Zeitintervall {\large ∆t}. 

Der numerische Berechnungsalgorithmus nach dem Euler-{}Rückwärts-{}Verfahren ist in den nachfolgen Kapiteln mit der Tabelle \symbol{34}Tabellarische Darstellung der Differenzengleichungen\symbol{34} aufgestellt.

\section{Theorie der Rechteckapproximation des Eulerverfahrens}
\label{160}
\subsection{Eulerverfahren}
\label{161}


\begin{minipage}{0.75000\textwidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\textwidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/68.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{68}{Definition der Obersumme und Untersumme der numerischen Integration.}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}



Die einfachste Methode ist die Rechteckapproximation mit dem Zeitintervall {\large ∆t} (Integrationsintervall) an eine analytische Funktion {\large f(t)}. \myfootnote{Lutz / Wendt: Taschenbuch der Regelungstechnik, Kapitel: {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape Basisalgorithmen Digitale Regelungen}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}.}

Die numerische Integration einer monoton steigenden analytischen Funktion für ein Zeitintervall entspricht der Fläche des berechneten Ausgangssignals {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k)}} einer beliebigen Folge für die Zeit {\large Δt}, also {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k)}} * {\large Δt}. Je nach verwendetem Verfahren der numerischen Annäherung an die rechte oder linke Intervallgrenze der Folge k-{}1, k, k+1 spricht man von der Annäherung als Obersumme oder Untersumme der Integration.

Die Funktion einer einfachen Integration wird durch die Summe der Folgen des Produktes {\large u\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k)} * ∆t} nachgebildet:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}y(t)=\frac1{T_I} \cdot \int u(t)\cdot dt \quad \rightarrow \quad y_{(k)} = \frac 1{T_I} \cdot \sum_{i} u_{(i \cdot \Delta t)} \cdot \Delta t\end{equation*}
\end{myquote}


Bei der numerischen Berechnung der Sprungantwort der Integrations-{}Funktion zur Annäherung an die analytischen Funktion {\large f(t)} wird als Treppenkurve dargestellt. Es wird unterschieden, ob die Rechteck-{}Annäherung mit der rechten oder linken Intervallgrenze erfolgt und sich als Obersumme oder Untersumme zeigt.
\subsection{Explizites Eulerverfahren}
\label{162}

Das einfachste numerische Verfahren der Berechnung des Ausgangssignals {\large y(t)} eines linearen Übertragungssystems als Funktion des Eingangssignals {\large u(t)} ist das sogenannte explizite Eulerverfahren (auch Euler-{}Vorwärtsverfahren, Streckenzugverfahren, Rechteckverfahren, Tangentenverfahren genannt), bei dem durch wiederholte Berechnungen für eine kleines Zeitintervall {\large Δt} eine Annäherung an die analytische Funktion des Systems durchgeführt wird.

Diese  Annäherung bezieht sich auf die linke Seite des Streckenzuges der (Rechteckapproximation)  und  liegt unterhalb einer ansteigenden Originalfunktion. Deshalb wird diese Annäherung auch mit Untersumme bezeichnet.

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}y_{(k+1)} = y_{(k)} + \Delta t \cdot f[y_{(k)},u_{(k)}]  \end{equation*}
\end{myquote}

\subsection{Implizites Eulerverfahren}
\label{163}

Alternativ  kann das Eulerverfahren (Euler-{}Rückwärts) auch an der rechten Seite des Streckenzuges am Ende des Integrationsintervalls definiert werden.

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}y_{(k+1)} = y_{(k)} + \Delta t \cdot f[y_{(k+1)},u_{(k+1)}]  \end{equation*}
\end{myquote}


Diese Anwendung führt zu dem implizierten Euler-{}Verfahren, weil der nicht bekannte Wert {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k+1)}} auch in der rechten Seite der Gleichung steht. Nur in sehr einfachen Fällen kann diese Gleichung in eine explizite Gleichung überführt werden. Die Anwendung des Verfahrens führt zu einer Annäherung oberhalb der Originalfunktion und wird deshalb mit Obersumme bezeichnet.

Das implizite Euler-{}Verfahren gilt als das genauere, rechenintensivere aber auch als numerisch stabilere Verfahren.
\subsection{Modifiziertes explizites Euler-{}Rückwärtsverfahren}
\label{164}

Ein modifiziertes explizites Euler-{}Rückwärts-{}Verfahren als Integrationsalgorithmus bezieht sich auf die Zurücksetzung der Integrationsgrenzen des implizierten Euler-{}Verfahrens des Streckenzuges {\large k} und {\large k+1} um {\large (-{}1)}. Die Annäherung an die Originalfunktion wirkt als Obersumme.

Damit lautet die Annäherung des Differenzen-{}Quotienten an den Differential-{}Quotient: 

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} \frac {dy} {dt} = \lim_{\Delta t \, \to \, 0} \underbrace {\frac {y_{(k)} - y_{(k-1)}} {\Delta t} }_{Differenzenquotient} \end{equation*}
\end{myquote}


Der Wert für {$ \Delta t $} wird in der Praxis wie folgt gewählt:
\begin{myitemize}
\item{}  {$ \Delta t $} <{}<{} als die dominante Zeitkonstante des dynamischen Systems,
\item{}  {$ \Delta t $} <{} als die kleinste System-{}Zeitkonstante, anderenfalls entsteht numerische Instabilität.
\end{myitemize}


Der Integrationsalgorithmus lautet:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}y_{(k)} = y_{(k-1)} + \Delta t \cdot f[u_{(k)}] \end{equation*}
\end{myquote}


Die nachfolgenden Definitionen der Differenzengleichungen beziehen sich auf diese Form. Der Vorteil:
\begin{myitemize}
\item{}  leichteres Verständnis der numerischen Integration. Sie bezieht sich auf eine Folge der Addition einer zurückliegenden Berechnung und einem aktuellen additiven Anteil als Funktion von (Übertragungsglied; {\large u\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{k}}; Δt.
\item{}  Teilsysteme mit gleichen Polen und Nullstellen kompensieren sich.
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Zum Zeitpunkt {\large t = 0 = k\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(0)} * Δt} hat eine Funktion 1. Ordnung beispielsweise ein Verzögerungsglied einen Anfangswert proportional {\large u\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k)}}, der differenzierbar ist. Damit kann in einer Reihenschaltung von Teilsystemen 1. Ordnung mit verzögerndem und differenzierendem Verhalten bei gleichen Polen und Nullstellen innerhalb der Berechnung jeder Folge {\large k} eine vollständige Systemkompensation stattfinden. Beispielsweise kompensieren sich die Ergebnisse der Differenzengleichungen eines PT1-{}Gliedes mit dem eines PD1-{}Gliedes bei gleichen Zeitkonstanten vollständig.
\end{myquote}


\section{Ableitung der Differenzengleichungen nach dem modifizierten Euler-{}Rückwärtsverfahren}
\label{165} 
\subsection{Differenzengleichung der Integration (I-{}Glied)}
\label{166}

Die Übertragungsfunktion lautet:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}\ G(s)=\frac {Y(s)} {U(s)}=\frac 1{T_I\cdot s}\end{equation*}
\end{myquote}


Die zugehörige Differenzialgleichung lautet:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} T_I \cdot \dot y(t) = u(t) \end{equation*}
\end{myquote}


Der Differenzenquotient wird an Stelle des Differenzialquotienten {$\dot y(t)$} eingesetzt:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} T_I \cdot \frac {y_{(k)} - y_{(k-1)}} {\Delta t} = u_{(k)} \end{equation*}
\end{myquote}


Damit lautet die nach {$y_{(k)}$} umgestellte Differenzengleichung des I-{}Gliedes:
\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$y_{(k)} = y_{(k-1)} + u_{(k)} \cdot \frac {\Delta t} {T_I}  $}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}

\subsection{Differenzengleichung des Differenzierers (ideales D-{}Glied)}
\label{167}
Mit der Zeitdiskretisierung wird der Übergang einer Differenzialgleichung in eine Differenzengleichung von einer zeitkontinuierlichen Systembeschreibung in eine Systembeschreibung mit kleinen Zeitintervallen {\large Δt} der diskreten Zeit geschaffen. Der Differentialquotient wird durch einen Differenzenquotient ersetzt.

Die Übertragungsfunktion des idealen Differenzierers lautet:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} G(s) = \frac {Y(s)} {U(s)} = T_V \cdot s \end{equation*}
\end{myquote}


Differenzialgleichung des idealen Differenzierers:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}y(t) = T_V \cdot \frac d{dt} {u(t)} \end{equation*}
\end{myquote}


Der Differenzialquotient {$\dot u(t)$} wird durch einen Differenzenquotient mit der Anpassung an die linke Intervallgrenze ersetzt. Für eine Anpassung an die rechte Intervallgrenze steht der Wert {\large u\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k+1)}} nicht zur Verfügung.

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} \dot u(t) = \frac {du} {dt} \approx  \frac {\Delta u} {\Delta t} = \frac {u_{(k)} - u_{(k-1)}}   {\Delta t } \end{equation*}
\end{myquote}

{\bfseries
\begin{mydescription}Differenzengleichung der Differentiation (Ideales D-{}Glied)
\end{mydescription}
}


\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$y_{(k)} = (u_{(k)} - u_{(k-1)}) \cdot \frac {T_V}{\Delta t}$}}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}

\subsection{Differenzengleichung der Verzögerung (PT1-{}Glied)}
\label{168}


\begin{minipage}{0.75000\textwidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\textwidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/69.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{69}{Rechteck-{}Approximation eines PT1-{}Gliedes durch Berechnung mit einer Differenzengleichung.}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}


{\bfseries
\begin{mydescription}Übertragungsfunktion des PT1-{}Gliedes
\end{mydescription}
}

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} G(s) = \frac {Y(s)}{U(s)} = \frac {K_{PT}} {1+s\cdot T_1} = \frac {\frac {K_{PT}} {T_1}} {s+ \frac 1 {T_1}} \end{equation*}
\end{myquote}

{\bfseries
\begin{mydescription}Zugehörige Differenzialgleichung
\end{mydescription}
}

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} \dot y(t) + \frac 1 {T_1} \cdot y(t) = \frac {K_{PT}} {T_1} \cdot u(t) \end{equation*}
\end{myquote}


Der Differenzialquotient der Differenzialgleichung wird durch den Differenzenquotient ersetzt mit folgendem Ansatz:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} \frac {y_{(k)} - y_{(k-1)}}{\Delta t} + \frac 1 {T_1}\cdot y_{(k)} = \frac {K_{PT}} {T_1} \cdot u_{(k)} \end{equation*}
\end{myquote}


Diese Gleichung wird nach {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k)}} aufgelöst.
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}y_{(k)}+\frac {\Delta t} {T_1} \cdot y_{(k)} = y_{(k-1)} + \frac {K_{PT} \cdot \Delta t}{T_1} \cdot u_{(k)}\end{equation*}
\end{myquote}


{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Die Differenzengleichung des PT1-{}Gliedes lautet:}
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}y_{(k)} = \frac {T_1}{T_1+\Delta t} \cdot y_{(k-1)} + \frac {\Delta t \cdot K_{PT}}{T_1+\Delta t} \cdot u_{(k)} \end{equation*}
\end{myquote}
\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}

{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Differenzengleichung des PT1-{}Gliedes in vereinfachter Schreibweise mit identischer mathematischer Funktion:}
\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$y_{(k)} = y_{(k-1)} + (K_{PT} \cdot u_{(k)}-y_{(k-1)}) \cdot \frac {\Delta t}{T_1+ \Delta t}$}}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}
\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}
\subsection{Differenzengleichung der Proportional-{}Differenzialfunktion (Ideales PD1-{}Glied)}
\label{169}

Übertragungsfunktion PD1-{}Glied:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}G(s) = \frac {Y(s)}{U(s)} = K_{PD} \cdot (T_V \cdot s+1)\end{equation*}
\end{myquote}


Die zugehörige Differenzialgleichung lautet:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}y(t) = K_{PD} \cdot T_V \cdot \dot u(t) + K_{PD} \cdot u(t)\end{equation*}
\end{myquote}


Der Differenzialquotient der Differenzialgleichung wird ersetzt durch den Differenzialalgorithmus mit folgendem Ansatz:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} y_{(k)} = K_{PD} \cdot T_V \cdot \frac {u_{(k)}- u_{(k-1)}}{\Delta t} + K_{PD} \cdot u_{(k)}\end{equation*}
\end{myquote}


{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Die Differenzengleichung des idealen PD1-{}Gliedes lautet:}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$y_{(k)} = K_{PD} \cdot [u_{(k)} + (u_{(k)}- u_{(k-1)})\cdot \frac {T_V}{\Delta t}] $}\newline{}}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Anmerkung:}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} Differenzierende Systeme ohne sogenannte parasitäre Zeitkonstanten von PT1-{}Gliedern lassen sich als Hardware technisch nicht herstellen. Die parasitäre Zeitkonstante ist wesentlich kleiner, als die Zeitkonstante des Differenzierers. Dennoch kann man mit idealen Differenzierern rechnen, dabei ist die Größe des Impulses der Sprungantwort umgekehrt proportional der Größe von Δt.

\section{Zusammenfassung der Berechnung mit Differenzengleichungen}
\label{170}

\begin{myitemize}
\item{}  Euler-{}Rechteck-{}Verfahren
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Durch unterschiedliche Verfahren der Approximation (Annäherung) an eine zeitabhängige Funktion wie zum Beispiel für ein Verzögerungsglied 1. Ordnung existieren unterschiedliche Differenzengleichungen.
\item{} Das einfachste Verfahren ist das Euler-{}Rechteck-{}Verfahren. Für die genannten vier linearen Teilsysteme wurden aus den zugehörigen DGL Differenzengleichungen abgeleitet.
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}   Berechnungsfolge
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Eine Berechnungsfolge bezieht sich auf das gesamte Übertragungssystem für das Zeitintervall ∆t.
\item{} In einer Folge {\large k = (0, 1, 2, 3, … k\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{MAX})} werden beliebig viele Einzelsysteme eines Gesamtsystems hintereinander für ein konstantes Zeitintervall {\large ∆t} mittels Differenzengleichungen berechnet.
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}   Reihendarstellung
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Jeder Signalausgang eines Teilsystems ist in der Reihendarstellung der Signaleingang des nächsten Teilsystems (multiplikative Funktion).
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}  Maximale Folge {\large k\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{MAX}}
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Der Endwert der Folge {\large k\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{MAX}} ergibt sich für den gewünschten Betrachtungszeitraum {\large t\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{MAX}}:
\item{} {\large k\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{MAX} = t\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{MAX} / ∆t}.
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}  Testsignale
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Das Eingangstestsignal eines Übertragungssystems ist eine Funktion von {\large ∆t} und bezieht sich meistens auf die Testsignale: Impulsfunktion, Sprungfunktion und Anstiegsfunktion.
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}   Nichtlineare Systeme
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Nichtlineare statische Systeme in Verbindung mit linearen dynamischen Systemen benötigen analytische Gleichungen oder Wertetabellen.
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}   Tabellarische Anordnung der Differenzengleichungen
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Für die Anwendung der Differenzengleichungen empfiehlt sich eine tabellarische Anordnung der Gleichungen, indem entsprechend einem Blockdiagramm der Signalflüsse beginnend von einer Spalte {\large k * ∆t} von links nach rechts die multiplikativen Zusammenhänge der Teilsysteme in den Zellen einer Zeile stehen.
\item{} Damit steht in der ersten Spalte der absolute Zeitmaßstab {\large k * ∆t}, in der 2. Spalte die Eingangsgröße (das zeitdiskrete Testsignal) und für alle weiteren Zellen der Spalten der gleichen Zeile die Differenzengleichungen, für die jeweils jede Berechnungsfolge mit {\large k * ∆t} durchgeführt wird.
\item{} Es können auch unstetige sprungartige Eingangssignale als Wertetabelle in die 2. Spalte eingetragen werden.
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}   PT2-{}Glieder mit konjugiert komplexen Polen können durch einen unterlagerten Regelkreis mit einem PT1-{}Glied und einem I-{}Glied nachgebildet werden.
\end{myitemize}


\begin{myitemize}
\item{}   PD2-{}Glieder mit konjugiert komplexen Nullstellen
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Sie entstehen durch Produktbildung zweier PD1-{}Glieder und Subtraktion mit einem D-{}Glied.
\item{} Anwendung: Als Vorfilter an einem Regelkreis zur Reduzierung von Schwinganteilen der Ausgangsgröße {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k)}}.
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}   Die Differenzengleichung eines nichtregulären (instabilen) PT1-{}Gliedes {\large G\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{PT1}(s) = 1 / (T*s-{}1)} entsteht durch Vorzeichenumkehr der betreffenden Differenzengleichung.
\end{myitemize}


\begin{myitemize}
\item{}   Nichtlineares Verhalten einer Signalbegrenzung
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Die Signalbegrenzung kann mit einem logischen Operator als WENN-{}DANN-{}SONST-{}Anweisung realisiert werden. Zum Beispiel mit Zelleneintrag einer Spalte: Wenn {\large u\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k)}} >{} Bezugswert, dann {\large u\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k)}} = Bezugswert (positive Begrenzung)
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}   Nichtlineares Verhalten einer Geräte-{}Kennlinie erfordert eine Wertetabelle als Tabellenspalte, die der Folge {\large k} zugeordnet werden muss. Dies gilt für den Fall, dass eine analytische Gleichung das nichtlinearem Systemverhalten nicht beschreiben kann.
\end{myitemize}


\begin{myitemize}
\item{}   Totzeitsysteme
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Totzeitsysteme lassen sich mit einer Programmschleife beschreiben.
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} Bei Anwendung der Tabellenkalkulation gilt die Rechenanweisung:
\item{} {\large INDEX(F20; F200; 180 -{} Tt / Δt)} und bedeutet: Diese Gleichung steht in der obersten Spalte {\large G200} für {\large k = 0} und k * Δt = 0 und bezieht sich auf die Spalte F20 bis F200. Es dürfen keine Zei-{}chen innerhalb der Zellen 20 bis 200 dieses Spaltenbereichs stehen.
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}   Numerische Stabilität
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Zur Vermeidung der numerischen Instabilität gelten 2 Bedingungen:
\item{} 1. {\large Δt} muss kleiner sein, als die kleinste System-{}Zeitkonstante innerhalb einer Berechnungsfolge.
\item{} 2. Bei sehr großer Kreisverstärkung {\large K} einer Regelkreisnachbildung: $\text{ }$\newline{}
 Δt <{} Dominante Zeitkonstante {\large T / K}. Die Kreisverstärkung {\large K} ist das Produkt aller Einzelverstärkungen.
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}   Eingangssignale / Testsignale:
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Die Eingangssignale {\large u\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k)}} einer Systemblockstruktur müssen einen Bezug zu {\large Δt} haben.
\item{} Normierte Sprungfunktion: {\large u\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k)} = 1}
\item{} Normierter δ-{}Impuls: {\large u\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k=0)} = 1 / Δt ;    u\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k >{} 0)} = 0}
\item{} Anstiegsfunktion: {\large u\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k)} = u\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k-{}1)} + c * Δt ;    c = Δu / Δt}
\end{myquote}

{\bfseries
\begin{mydescription} Kommerzielle Programme
\end{mydescription}
}


Kommerzielle Programme zur numerischen Berechnungen wie {\large MatLab} unterscheiden sich von selbst entwickelten numerischen Berechnungen in drei wesentlichen Punkten:

\begin{myitemize}
\item{}   Es kann eine gewünschte Berechnungsgenauigkeit durch ausgewählte Verfahren bestimmt werden,
\item{}   Die gewählten Verfahren sind adaptiv, d.h. es muss keine diskrete Zeit und maximale Folge vorgegeben werden. Die Größe des Zeitintervalls ist auch nicht über alle Folgen konstant,
\item{}   Die gewählten Verfahren kontrollieren die Stabilität der Lösung.
\end{myitemize}


\subsection{Tabellarische Darstellung der Differenzengleichungen}
\label{171}

In der folgenden Tabelle sind die Differenzengleichungen der vier elementaren Übertragungssysteme und einige nichtlineare Funktionen und Signale als {\large f(∆t)} dargestellt.

Die numerischen Berechnungen mit den Differenzengleichungen können mit jeder Programmiersprache durchgeführt werden. Es empfiehlt sich aber der Einfachheit halber die Anwendung der Tabellenkalkulation, mit der auch die grafische Darstellung des Systemverhaltens für ein beliebiges Testsignal hergestellt werden kann. Programmierfehler anderer Programmiersprachen werden vermieden.
{\bfseries
\begin{mydescription} Tabelle der Differenzengleichungen und logischen Operationen für die Simulation von Übertragungssystemen
\end{mydescription}
}


\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.06728\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.25734\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.25734\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.25734\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Typ }&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Übertragungsfunktionen \newline{} Definition der Testsignale und Operatoren &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Differenzengleichungen, \newline{} Operatoren als Funktion von k*Δt&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Hinweise\newline{}\endhead  \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}1 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} P-{}Glied: \newline{}\newline{} {$ \frac Y U (s) = K $}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$y_{(k)} = u_{(k)}\cdot K \,$}\newline{}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Die Einzelfaktoren K1, K2 ... der Übertragungsglieder werden sinnvollerweise zu einem Faktor K multipliziert. \newline{}\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} 2 \newline{} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} I-{}Glied: \newline{}\newline{} {$ \frac Y U (s) = \frac 1{T\cdot s}$}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ y_{(k)} = y_{(k-1)} + u_{(k)}\cdot \frac {\Delta t}{T}$} \newline{} {\large k} = Nummer der Folge \newline{}{\large Δt} = konstante diskretisierte Zeit \newline{}{\large k * Δt = t =} aktuelle Zeit&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k)} =} aktueller Ausgangswert \newline{} {\large u\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k)} =} aktueller Eingangswert \newline{} {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k-{}1)} =} Ausgangswert einer zurückliegenden Folge \newline{} {\large k = 0}: Rechenfolge aller Anfangswerte\newline{} Normale Anfangswerte sind meist Null\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}3 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} PT1-{}Glied: \newline{}\newline{}{$ \frac Y U (s) = \frac {K_{PT1}}{T\cdot s+1}$}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$y_{(k)} = \,$}\newline{}{$ y_{(k-1)}+[K_{PT1}\cdot u_{(k)}-y_{(k-1)}] \cdot \frac {\Delta t}{T+\Delta t}$} \newline{}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} \newline{}\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}4 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Instabiles PT1-{}Glied:\newline{} \newline{}{$ \frac  Y U (s) = \frac {K_{PT1}}{T\cdot s - 1}$} \newline{}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$y_{(k)} = \,$}\newline{}{$ u_{(k-1)}+[K_{PT1}\cdot u_{(k)}+y_{(k-1)}] \cdot \frac {\Delta t}{T+\Delta t}$} \newline{} \newline{}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Pole-{}Nullstellenkompensation bei instabilen PT1-{}Gliedern ist nicht erlaubt!\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}5 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} D-{}Glied: \newline{}\newline{} {$ \frac Y U (s) = T\cdot s $}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$y_{(k)} = [u_{(k)}-u_{(k-1)}]\cdot  \frac {T}{\Delta t}$}\newline{}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} \newline{}\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}6 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} PD1-{}Glied (Regler): \newline{}\newline{} {$ \frac Y U (s) = K_{PD1}\cdot (T\cdot s+1)$}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$y_{(k)} =  K_{PD1} \cdot [u_{(k)} + [u_{(k)}-u_{(k-1)}]\cdot  \frac {T}{\Delta t}]$}\newline{} \newline{}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} \newline{}\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}7 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Totzeitglied: \newline{} \newline{}\newline{}{$ \frac Y U (s) = K_{T_t}\cdot e^{-Tt\cdot s} $}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Schleife im Rechenprogramm oder: \newline{} \newline{} Anwendung Tabellenkalkulation: \newline{} INDEX(F20; F200; 180 -{} Tt / Δt)\newline{} Maximale Totzeit:\newline{} {$ T_{t \ max} = (200 - 20) \cdot \Delta t \, $} \newline{}Für {\large K\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{Tt}} ist eine eigene Spalte erforderlich&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Tabellenkalkulation: \newline{} F20;F200 bedeutet Bezug der Spalte F für Zellen F20 bis F200.Sämtliche Gleichungen für INDEX stehen z.{\mbox{$~$}}B. in der Spalte G ab G200 bis z.{\mbox{$~$}}B. G1200. In F200 bis F1200 stehen die Eingangswerte bzw. Gleichungen. \newline{} Spalte F20 bis F200 darf keine Zeichen enthalten, sonst entsteht eine fehlerhafte Zuweisung.\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}8 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Regelabweichung: \newline{} {$E(s) = W(s) - Y(s) \,$}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$e_{(k)} = W_{(k)} - Y_{(k-1)} \,$}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Regelabweichung = Sollwert – Istwert\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}9 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Symmetrische Signalbegrenzung: \newline{}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}  WENN-{}, DANN-{}; SONST-{}Anweisung: \newline{} WENN(X >{} A; DANN A; WENN(X <{} -{}A; DANN -{}A; SONST X))&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} X = Zahlenwert einer Zelle \newline{} A = Parameter der Begrenzung\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}10 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Nichtlineare Kennlinie: \newline{}als Funktion der Eingangsgröße, Kontinuierliche Funktion:\newline{}\newline{} Nichtkontinuierliche Funktion:\newline{} zum Beispiel Sprung und Rücksprung als Funktion der Zeit (k*Δt)&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Anwendung der Tabellenkalkulation: \newline{} Zelleneintrag einer Gleichung y(k) = f(k; u(k))\newline{}\newline{} \newline{}Zelleneintrag einer Tabelle:\newline{} Allen Zellen einer Spalte muss ein Wert zugewiesen werden: y(k) = f(k*Δt)&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Für alle Gleichungen gilt: \newline{}\newline{} Gleichungen werden pro Zelle z.{\mbox{$~$}}B. in Zeile 201 einmal geschrieben und beliebig oft entsprechend der gewünschten Signalauflösung z.{\mbox{$~$}}B. 1000 mal in der Spalte kopiert.\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}11 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Testsignale: Impulsfunktion \newline{}{$\hat u_{e\delta}(t) = \frac 1{\Delta t}$}\newline{} U(s) = 1&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Amplitude: {$ u_{(k=0)} = \frac 1{\Delta t} \,$} \newline{}\newline{} Amplitude: {$ u_{(k>0)} = 0 \,$}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Normierter Impuls!\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}12 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Testsignal Sprungfunktion: \newline{} U(s) = 1 / s&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Sprungfunktion: {$u_{(k)} = 1   \,$}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Normierter Sprung! \newline{}\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}13 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Testsignal Anstiegsfunktion: \newline{} U(s) = 1 / s²&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Anstieg: {$ u_{(k)} = u_{(k-1)} + c \cdot \Delta t \, $}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Anstiegskonstante c = Δ u / Δ t \newline{}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


\section{Anwendung numerischer Berechnungen}
\label{172}
Dynamische Systeme, deren Zeitverhalten in Form einer gewöhnlichen Differenzialgleichung g(t) oder durch die Laplace-{}transformierte Übertragungsfunktion G(s) beschrieben werden, lassen sich sehr vorteilhaft numerisch mit Differenzengleichungen berechnen. Ein dynamisches System besteht häufig aus einer in Funktionsblöcken dargestellten Reihenschaltung, Parallelschaltung oder Zurückkopplung von Teilsystemen, die durch zugehörige Differenzengleichungen beschrieben werden können. Zur besseren Übersicht werden die Rechenergebnisse der einzelnen Differenzengleichungen tabellarisch dargestellt. Mit jeder neuen Berechnungsfolge k des Gesamtsystems einer Tabellenzeile mit beliebig vielen Teilsystemen wird mit den zugehörigen Differenzengleichungen ein neues Gesamtergebnis y(k) für ein Zeitintervall Δt berechnet.   

Dabei wird die These vertreten, die Differenzengleichungen nur für Linearfaktoren der Übertragungsfunktion ersten Grades zu verwenden, weil nur 4 solcher Formen (2 im Nenner und 2 im Zähler der Übertragungsfunktion) existieren. Eine 5. und 6. Form von Übertragungssystemen zweiter Ordnung mit konjugiert komplexen Polen können mit den Linearfaktoren erster Ordnung simuliert werden. Es macht wenig Sinn, z.B. einen PID-{}Regler mit einer mittels z-{}Transformation gefundenen Differenzengleichung als eine einzige spezielle Gleichung zu benutzen, während es bei Verwendung mit Differenzengleichungen 1. Ordnung 3 einfache Differenzengleichungen für den P-{}I-{} D-{}Anteil eine völlige tabellarische Systemübersicht auf überprüfbare Richtigkeit gegeben ist. 

Die numerische Berechnung allgemein erlaubt die Berechnung verschiedenster Problemstellungen, die mit konventionellen Methoden sehr schwierig oder analytisch gar nicht zu lösen sind, wie: 

\begin{myitemize}
\item{}  Dynamischer Systeme, die sich linear und nichtlinear verhalten. 
\item{}  Verhalten dynamischer Systeme als Folge logischer Befehle oder Wertetabellen.
\item{}  Lösen von Differenzialgleichungen ohne und mit Anfangswerten der Systemspeicher.
\item{}  Systeme ohne Zeitverhalten, bei denen z.B. die kleinste Einheit Δu eine Funktion der dimensionslosen Eingangsgröße u ist (Beispiel: Mehrpunktregler, oder kombinierte Mehrpunktregler mit zeitabhängigen Rückführungen).  
\end{myitemize}


Die Hauptanwendung der numerischen Berechnung mit Differenzengleichungen bezieht sich auf die Berechnung des Ausgangs-{} Eingangsverhalten von dynamischen Systemen, die gesteuert oder geregelt werden. Da bestimmte Übertragungssysteme sich nichtlinear verhalten, können mittels der numerischen Behandlung logische Operationen (Z.B. WENN -{} DANN -{} SONST-{} Anweisung) mit den Differenzengleichungen kombiniert werden. 

Das Eingangs-{} Ausgangsverhalten eines Dreipunktreglers mit Schaltkriterien als Funktion der Hysterese und der Totzone lässt sich mit logischen Befehlen numerisch beschreiben und grafisch darstellen. 

Sehr nützlich ist die Anwendung der numerischen Behandlung in der Regelungstechnik. Durch die Simulation eines Regelkreises -{} bestehend aus dem Regler und der Regelstrecke -{}  können die Systemparameter des Reglers für eine gegebene Regelstrecke optimiert und das Verhalten der Regelgröße grafisch dargestellt werden. 
{\bfseries
\begin{mydescription} Gesamtsystem als gewöhnliche Differenzialgleichung
\end{mydescription}
}


\begin{myitemize}
\item{}   Das Modell eines linearen Systems mit n Systemspeichern, dass durch eine gewöhnliche Differenzialgleichung mit konstanten Koeffizienten beschrieben ist, kann durch n-{}fache numerische Integration berechnet werden.
\item{}   Von der höchsten Ableitung der Ausgangsgröße {\large y(t)} werden über Integratoren erzeugte n Zustandsvariablen {\large x(t)} subtrahiert. Die numerische Berechnung bezieht sich fortlaufend auf ein kleines Zeitintervall.
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Dieses numerische Verfahren ist erheblich einfacher als die Lösung einer DGL mit konventionellen Methoden, weil es sich um die Lösung einfacher algebraischer Gleichungen handelt.
\end{myquote}

\begin{myitemize}
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\item{}  Es sind keine Integrationskonstanten zu berechnen.
\end{myitemize}


\subsection{Numerische Berechnung von Übertragungssystemen mit linearen und nichtlinearen Teilsystemen}
\label{173}
Lineare zeitinvariante Übertragungssysteme werden durch DGL-{}en und Übertragungsfunktionen beschrieben. Durch Zerlegung der Polynome der Übertragungsfunktion in Linearfaktoren 1. Ordnung mit und ohne Grundglied ergeben sich 4 elementare Übertragungsfunktionen mit den Funktionseigenschaften I-{}Glied, PT1-{}Glied, D-{}Glied und PD1-{}Glied, mit denen in beliebiger Reihen-{}, Parallel-{} und Kreisstruktur sich alle phasenminimale Übertragungsfunktionen nachbilden lassen. Für diese elementaren Teilsysteme lassen sich aus den zugehörigen DGL-{}en je eine Differenzengleichung bilden. Der Approximationsalgorithmus dieser 4 Differenzengleichungen ist aus den zugehörigen DGL abgeleitet. Von den verschiedenen Verfahren ist die Euler-{}Rechteckannäherung die einfachste.



\begin{minipage}{0.75000\textwidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\textwidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/70.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{70}{Sprungantwort eines Regelkreises mit PI-{}Regler und Stellgrößenbegrenzung.}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}


Numerische Stabilität ist gegeben, wenn:
\begin{myitemize}
\item{}  die diskrete Zeit {\large Δt} kleiner als die kleinste System-{}Zeitkonstante ist,
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\end{myitemize}


Für nichtlineare speicherlose Übertragungssysteme wie Signalbegrenzer, nichtlineare oder gebrochene Kennlinien, Totzeitsysteme und diskontinuierliche Eingangssignale lassen sich analytische Gleichungen oder Wertetabellen finden.

Die numerische Berechnung eines Übertragungssystems von linearen und nichtlinearen Einzelsystemen erfolgt sinnvoller Weise in Form einer Tabelle mit den Zeilen der Rekursion der Folge {\large k = 0} bis {\large k = k\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{MAX}} untereinander für je einen kleinen Berechnungszeitschritt {\large Δt} mit den Spaltenzellen der numerischen Gleichungen.

Da statische Gleichungen wie auch Differenzengleichungen nur einmal in die Zelle einer Spalte eingetragen und dann zum Beispiel für k\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{MAX} = 1000 die Gleichungen 1000-{}mal kopiert werden, muss eine Wertetabelle je nach gewünschter Auflösung von Hand in die Spalte einer Tabelle eingetragen werden.

Sämtliche Systemgleichungen können mit jeder Programmiersprache berechnet werden. Es wird die Anwendung der Tabellenkalkulation wegen der Einfachheit der Anwendung und der einfachen  Möglichkeit der grafischen Darstellung der Berechnungsergebnisse empfohlen.
{\bfseries
\begin{mydescription}Berechnungsbeispiel eines Modells aus verschiedenen Teilsystemen bestehenden Übertragungssystems
\end{mydescription}
}


\begin{myquote}
\item{} 

\begin{minipage}{1.0\linewidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/71.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{71}{Blockschaltbild eines Regelkreises mit Stellgrößenbegrenzung in der zeitdiskreten Darstellung.}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}


\end{myquote}

{\bfseries
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\end{mydescription}
}


\begin{myquote}
\item{} \begin{landscape}
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\end{landscape}
\end{myquote}


\begin{myquote}
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\end{myquote}
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\label{174}

Ein {\large PT2\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{KK}}-{}Schwingungsglied hat konjugiert komplexe Pole und kann deshalb nicht in Linearfaktoren ersten Grades ohne komplexe Anteile von Zahlenwerten zerlegt werden. Für die Bildung der Differenzengleichung eines Übertragungssystems zweiter Ordnung mit konjugiert komplexen Polen kann mit Hilfe eines einfachen Hilfsregelkreises und Anwendung von zwei Differenzengleichungen erster Ordnung erreicht werden.   
{\bfseries
\begin{mydescription}Berechnung der Koeffizienten eines Hilfsregelkreises aus der Übertragungsfunktion
\end{mydescription}
}
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{$G_0 (s) = \frac Y W (s) =  \frac {K_H} {s \cdot (T_H \cdot s +1)}$}

Wird der Ausgang Y(s) von {\large G\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}}(s) in Blocksymbol-{}Darstellung negativ auf den Systemeingang W(s) zurückgeführt, entsteht der Hilfsregelkreis G(s).
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{$G_H(s) = \frac Y W(s) = \frac {G_0} {1 + G_0} = \frac 1 {{\frac {T_H} {K_H}} \cdot s^2 + {\frac 1 {K_H}} \cdot s + 1} \ \mathrel{\hat=} \ \frac 1 {T^2 \cdot s^2 + 2 \cdot D \cdot T \cdot s + 1} = \frac 1 {a \cdot s^2 + b \cdot s + 1}$}
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Durch Koeffizientenvergleich lassen sich die gewünschten Parameter {$ K_H $} und {$ T_H $} des offenen Hilfsregelkreises bestimmen:

{$ \frac {T_H} {K_H} = a; \qquad \frac 1 {K_H} = b; \qquad T = \sqrt a$}

Mit diesen Parametern kann die numerische Berechnung mit den nachstehend aufgeführten Differenzengleichungen durchgeführt werden.

{$ T_H = a \cdot K_H = \frac a b; \qquad K_H = \frac 1 b; \qquad \text {Dämpfung} \ D = \frac b {2 \cdot T}$}



\begin{minipage}{0.75000\textwidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\textwidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/72.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{72}{Sprungantwort eines PT2\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{KK}-{}Gliedes,$\text{ }$\newline{}
 G(s) = 1 / (0,25 s² + 0,125 s +1)$\text{ }$\newline{}
 Dämpfung D = 0,125.}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}
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\begin{myquote}
\item{} 
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\end{longtable}

\end{myquote}


{\bfseries
\begin{mydescription} Numerische Nachbildung des Hilfsregelkreises für ein Schwingungsglied im zeitdiskreten Bereich f(k*Δt)
\end{mydescription}
}
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\begin{minipage}{1.0\linewidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/73.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{73}{Blockschaltbild eines Hilfsregelkreises zur Simulation eines PT2\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{KK}-{}Schwingungsgliedes.}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}



\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.34030\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.57935\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Systembezeichnung }&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Differenzengleichung Schwingungsglied\endhead  \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} \newline{}Regelabweichung e(k) &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}\newline{}{$e_{(k)} = w_{(k)} - y_{(k-1)}$}\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} I-{}Glied u(k) &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$u_{(k)}= u_{(k-1)} + e_{(k)}\cdot K_H \cdot \Delta t$}\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} PT1-{}Glied y(k) &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$y_{(k)}= y_{(k-1)}+[u_{(k)}-y_{(k-1)}] \cdot \frac {\Delta t}{T_H+\Delta t}$}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


Sollte das zu berechnende Zeitverhalten des Schwingungsgliedes G(s) einen Verstärkungsfaktor K im Zähler der Übertragungsfunktion enthalten, so wird dieser Faktor separat vor oder nach dem Hilfsregelkreis algebraisch {$y(k) = K \cdot u(k)$} berücksichtigt.  

\subsection{Numerische Lösung einer systembeschreibenden Differenzialgleichung}
\label{175}

Die partikuläre Lösung (Eingangs-{} Ausgangsverhalten) einer gewöhnlichen DGL mit konstanten Koeffizienten ist abhängig von der Zahl {\large n} der Ableitungen der Ausgangsgröße {\large y(t)}, der Ableitungen der Eingangsgröße {\large u(t)}, der Größe der Koeffizienten und der Funktion des Eingangssignals {\large u(t)}. Sie geht von Anfangswerten gleich Null aus. Dabei wird die Differenzialgleichung in die explizite Form nach der höchsten Ableitung umgestellt und grafisch in der Regelungsnormalform der Zustandsraumdarstellung dargestellt. 

Sind Anfangswerte der Differenzialgleichung gegeben, werden die Integratoren der Regelungsnormalform auf diese Anfangswerte gesetzt.

Die Differenzialgleichung eines Übertragungssystems in der allgemeinen Form ohne Ableitungen der Eingangsgröße lautet:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}a_n \cdot y^{(n)}(t)+ \ \cdots \ + a_2\cdot \ddot y(t)+a_1\cdot \dot y(t)+a_0\cdot y(t)= b_0\cdot u(t)\end{equation*}
\end{myquote}


{\bfseries
\begin{mydescription}Beispiel
\end{mydescription}
}
\begin{myquote}\item{} Erstellung des Signalflussplanes zur Lösung der DGL 2. Ordnung:
\end{myquote}




\begin{minipage}{0.87500\textwidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\textwidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/74.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{74}{Signalflussplan zur Lösung einer DGL in der expliziten Darstellung. Die Zustandsvariablen {\large x\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{i}} ergeben sich durch die Integrationen.}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}



\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{\bfseries\begin{mydescription} Systembeschreibende DGL\end{mydescription}}\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} a_2 \cdot \ddot y(t) + a_1 \cdot \dot y(t) + a_0 \cdot y(t) = b_0 \cdot u(t) \,\end{equation*}\end{myquote}Für die numerische Lösung einer gewöhnlichen DGL wird die explizite Form nach der höchsten Ableitung verwendet, d.h. in dem alle Terme der Gleichung durch den Koeffizienten {\large a\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{2}} dividiert werden und dann {$ \ddot y(t) \,$} freigestellt wird. \myfootnote{{\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape Zustandsgleichungen von Eingrößensystemen.}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} In: Gerd Schulz: {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape Regelungstechnik 2.}}\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} \ddot y(t) = \frac 1 {a_2} \cdot [- a_0 \cdot y(t)  -a_1 \cdot \dot y(t) + b_0 \cdot u(t)]  \end{equation*}\end{myquote}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}Der in dem Strukturbild dargestellte Signalflussplan zeigt anschaulich die Umsetzung der DGL in ein Modell mit Zustandsvariablen {\large x\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{i}} zur Lösung der DGL.\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


Dieses Modell entspricht auch der Lösung einer DGL mit Hilfe der Analogrechentechnik und ist seit langem bekannt. Das Interesse galt weniger den dargestellten Zustandsvariablen sondern nur dem Verhalten der Ausgangsgröße {\large y(t)}.

Hat die Übertragungsfunktion oder die zugehörige DGL auch differentielle Anteile, d. h. Ableitungen der Eingangsgröße {\large u(t)},  eignet sich als Signalflussdiagramm der DGL besser die Regelungsnormalform der Zustandsraumdarstellung.

Die numerische Lösung dieser DGL mit n-{}fachen Ableitungen erfolgt durch n-{}fache numerische  Integrationen, die sich auf ein diskretes Zeitintervall {\large Δt} und rekursive Berechnung der Folgen {\large k = (0, 1, 2, 3, ...k\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{MAX})} bezieht.

Die Differenzengleichung zur numerischen Lösung einer Integration lautet (hier T = 1):
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} y_{(k)} = y_{(k-1)} + u_{(k)}\cdot \frac {\Delta t}{T}\end{equation*}
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}  Partikuläre Lösung {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{P(k)}}:
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Für ein gegebenes Eingangssignal {\large u(Δt)} zur Zeit {\large k * Δt = 0} und den Anfangswerten der Integratoren {\large y\textquotesingle{}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0} = 0} und {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0} = 0} ergibt sich eine geschlossene Lösung für {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k)}} für {\large k = 0} bis {\large k\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{MAX}}.
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}  Homogene Lösung {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{H(k)}}:
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Für ein gegebenes Eingangssignal {\large u(Δt) = 0} zur Zeit {\large k * Δt = 0} werden Anfangswerte der Integratoren für {\large y\textquotesingle{}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}} und {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}} eingesetzt. Es müssen dabei keine Integrationskonstanten {\large C\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{i}} ermittelt werden, weil die Integratoren als bestimmte Integrale mit den Integralgrenzen der Anfangswerte bis zum Ende des Betrachtungszeitraumes {\large k * Δt} wirken.
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}  Gesamtlösung {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k)}}:
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Sie ergibt sich automatisch, wenn ein Eingangssignal {\large u(k) \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/freefont/,UprightFont=FreeSerif.ttf,BoldFont=FreeSerifBold.ttf,ItalicFont=FreeSerifItalic.ttf,BoldItalicFont=FreeSerifBoldItalic.ttf]{FreeSerif.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/freefont/,UprightFont=FreeMono.ttf,BoldFont=FreeMonoBold.ttf,ItalicFont=FreeMonoOblique.ttf,BoldItalicFont=FreeMonoBoldOblique.ttf]{FreeSerif.ttf}≠\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} 0} und gleichzeitig Anfangswerte der Integratoren  {\large y\textquotesingle{}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/freefont/,UprightFont=FreeSerif.ttf,BoldFont=FreeSerifBold.ttf,ItalicFont=FreeSerifItalic.ttf,BoldItalicFont=FreeSerifBoldItalic.ttf]{FreeSerif.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/freefont/,UprightFont=FreeMono.ttf,BoldFont=FreeMonoBold.ttf,ItalicFont=FreeMonoOblique.ttf,BoldItalicFont=FreeMonoBoldOblique.ttf]{FreeSerif.ttf}≠\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} 0} und {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/freefont/,UprightFont=FreeSerif.ttf,BoldFont=FreeSerifBold.ttf,ItalicFont=FreeSerifItalic.ttf,BoldItalicFont=FreeSerifBoldItalic.ttf]{FreeSerif.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/freefont/,UprightFont=FreeMono.ttf,BoldFont=FreeMonoBold.ttf,ItalicFont=FreeMonoOblique.ttf,BoldItalicFont=FreeMonoBoldOblique.ttf]{FreeSerif.ttf}≠\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} 0} vorliegen.
\end{myquote}


\subsection{Berechnungsbeispiel einer gewöhnlichen Differenzialgleichung 2. Ordnung mit Anfangswerten}
\label{176}



\begin{minipage}{0.75000\textwidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\textwidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/75.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{75}{Sprungantwort eines PT2-{}Gliedes durch numerische Lösung einer DGL mit System-{}Anfangswerten.}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}


\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Übertragungsfunktion gegeben:\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} G(s) = \frac {Y(s)} {U(s)} = \frac 1 {(2 \cdot s+1)\cdot (s+1)} \end{equation*}\end{myquote}Zugehörige systembeschreibende DGL in expliziter Darstellung:\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} \ddot y(t) = 0,5 \cdot u(t) - 1,5 \cdot \dot y(t) - 0,5 \cdot y(t) \, \end{equation*}\end{myquote}\begin{myitemize}\item{}  Anfangswerte der Energiespeicher (Integratoren): {\large y\textquotesingle{}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}(t) = 1;  y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}(t) = 1};\item{}  Eingangsgröße {\large u(k)} ist eine normierte Sprungfunktion 1 für {\large t >{} 0}. Die zu berechnenden Gleichungen ergeben sich aus dem dargestellten Signalflussplan.\end{myitemize}\begin{myquote}\item{} In der Tabellendarstellung erfolgt die Berechnung der Zellen einer Zeile von links nach rechts und danach von einer oberen Zeile zu den unteren Zeilen. Benötigte Werte, die an einer bestimmten Stelle einer Zeile noch nicht bekannt sind, werden aus einer vorhergehenden Zeile der gleichen Spalte entnommen.\end{myquote}\begin{myitemize}\item{}   Gleichung 1 bildet die Differenzen der noch zu berechnenden Ableitungen von {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k)}} in Spalte E der Tabelle laut Signalflussplan:\end{myitemize}\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} E2 = C2 \cdot D2 - F1 \cdot G2 - H1 \cdot I2 \, \end{equation*}\end{myquote}\begin{myitemize}\item{}   Gleichung 2 ist eine Differenzengleichung der Integration in Spalte F (mit {\large T = 1}):\end{myitemize}\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} y_{(k)} = y_{(k-1)} + u_{(k)}\cdot \frac {\Delta t}{T} \quad = \quad F2 = E1 + E2 \cdot \Delta t  \qquad (T = 1) \end{equation*}\end{myquote}\begin{myitemize}\item{}   Gleichung 3 ist eine Differenzengleichung der Integration in Spalte H (mit {\large T = 1}):\end{myitemize}\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} y_{(k)} = y_{(k-1)} + u_{(k)}\cdot \frac {\Delta t}{T} \quad = \quad H2 = F1 + F2 \cdot \Delta t \qquad (T = 1)  \end{equation*}\end{myquote}\begin{myitemize}\item{}   Die Spalte B der diskreten Zeit {\large (k * Δt)} berechnet sich ab Zeile B3: {\large B3 = B2 + Δt} und kann beliebig oft kopiert werden!\end{myitemize}\begin{myitemize}\item{}   Die Lösung der DGL liefert die Spalte {\large H} mit der Ausgangsgröße {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k*Δt)}}!\end{myitemize}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


{\bfseries
\begin{mydescription} Tabellarische Darstellung der numerischen Gesamtlösung {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k*Δt)} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/freefont/,UprightFont=FreeSerif.ttf,BoldFont=FreeSerifBold.ttf,ItalicFont=FreeSerifItalic.ttf,BoldItalicFont=FreeSerifBoldItalic.ttf]{FreeSerif.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/freefont/,UprightFont=FreeMono.ttf,BoldFont=FreeMonoBold.ttf,ItalicFont=FreeMonoOblique.ttf,BoldItalicFont=FreeMonoBoldOblique.ttf]{FreeSerif.ttf}≈\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} y(t)} einer Differenzialgleichung 2. Ordnung.
\end{mydescription}
}


\begin{myquote}
\item{} \begin{landscape}

\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.06234\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.06234\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.06234\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.06234\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.06234\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.06234\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.06234\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.06234\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.06234\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.06234\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.06234\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} }&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Spalte A&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Spalte B&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Spalte C&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Spalte D&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Spalte E&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Spalte F&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Spalte G&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Spalte H&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Spalte I &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Spalte J\\ \hline {\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} }&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Folge k &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Zeit \newline{} Δt &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Eingangs\newline{}Signal  &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Koeffiz. \newline{}b0 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Differenz\newline{}Gl. 1 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}I-{}Glied\newline{}Gl. 2 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Koeffiz.\newline{}a1 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}I-{}Glied\newline{}Gl. 3 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Koeffiz.\newline{}a0 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Bemerkungen\\ \hline {\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Zeile 1  }&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}-{}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}-{} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}-{}  &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} -{} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}-{} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}1 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} -{}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}1 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}-{} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Anfangswerte\\ \hline {\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Zeile 2 }&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} 0 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}0*Δt&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} 1 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} 0,5 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Gl. 1 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Gl. 2 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} 1,5 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Gl. 3 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} 0,5 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Gleichungen\\ \hline {\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Zeile 3 }&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}1 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}1*Δt&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} 1 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} 0,5 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Gl. 1 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Gl. 2&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} 1,5 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Gl. 3 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} 0,5 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Kopie Zeile 2\\ \hline {\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Zeile 4 }&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}2 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}2*Δt &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} 1 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} 0,5 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Gl. 1 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Gl. 2 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} 1,5 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Gl. 3 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} 0,5 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Kopie Zeile 2\\ \hline {\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Endzeile  }&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{\large k\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{MAX}}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {\large k\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{MAX}*Δt} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} 1 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} 0,5 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Gl. 1 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Gl.2 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} 1,5 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}  Gl. 3&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} 0,5 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Kopie Zeile 2\\ \hline 
\end{longtable}

\end{landscape}
\end{myquote}


Anmerkung:
\begin{myitemize}
\item{}  Bei der homogenen Lösung sind in Spalte C sämtliche Werte auf 0 gesetzt mit Anfangswerten in Zeile 1.
\item{}  Bei der partikulären Lösung sind in Spalte C sämtliche Werte auf 1 gesetzt ohne Anfangswerte in Zeile 1.
\item{}  Der Approximationsfehler der Annäherung an die analytische Lösung beträgt ungefähr Δt / T = 0,003 / 2 = 0,0015 = 0,15 \%.
\end{myitemize}
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\section {GNU GENERAL PUBLIC LICENSE}
\begin{multicols}{4}

Version 3, 29 June 2007

Copyright © 2007 Free Software Foundation, Inc. <http://fsf.org/>

Everyone is permitted to copy and distribute verbatim copies of this license document, but changing it is not allowed.
Preamble

The GNU General Public License is a free, copyleft license for software and other kinds of works.

The licenses for most software and other practical works are designed to take away your freedom to share and change the works. By contrast, the GNU General Public License is intended to guarantee your freedom to share and change all versions of a program--to make sure it remains free software for all its users. We, the Free Software Foundation, use the GNU General Public License for most of our software; it applies also to any other work released this way by its authors. You can apply it to your programs, too.

When we speak of free software, we are referring to freedom, not price. Our General Public Licenses are designed to make sure that you have the freedom to distribute copies of free software (and charge for them if you wish), that you receive source code or can get it if you want it, that you can change the software or use pieces of it in new free programs, and that you know you can do these things.

To protect your rights, we need to prevent others from denying you these rights or asking you to surrender the rights. Therefore, you have certain responsibilities if you distribute copies of the software, or if you modify it: responsibilities to respect the freedom of others.

For example, if you distribute copies of such a program, whether gratis or for a fee, you must pass on to the recipients the same freedoms that you received. You must make sure that they, too, receive or can get the source code. And you must show them these terms so they know their rights.

Developers that use the GNU GPL protect your rights with two steps: (1) assert copyright on the software, and (2) offer you this License giving you legal permission to copy, distribute and/or modify it.

For the developers' and authors' protection, the GPL clearly explains that there is no warranty for this free software. For both users' and authors' sake, the GPL requires that modified versions be marked as changed, so that their problems will not be attributed erroneously to authors of previous versions.

Some devices are designed to deny users access to install or run modified versions of the software inside them, although the manufacturer can do so. This is fundamentally incompatible with the aim of protecting users' freedom to change the software. The systematic pattern of such abuse occurs in the area of products for individuals to use, which is precisely where it is most unacceptable. Therefore, we have designed this version of the GPL to prohibit the practice for those products. If such problems arise substantially in other domains, we stand ready to extend this provision to those domains in future versions of the GPL, as needed to protect the freedom of users.

Finally, every program is threatened constantly by software patents. States should not allow patents to restrict development and use of software on general-purpose computers, but in those that do, we wish to avoid the special danger that patents applied to a free program could make it effectively proprietary. To prevent this, the GPL assures that patents cannot be used to render the program non-free.

The precise terms and conditions for copying, distribution and modification follow.
TERMS AND CONDITIONS
0. Definitions.

“This License” refers to version 3 of the GNU General Public License.

“Copyright” also means copyright-like laws that apply to other kinds of works, such as semiconductor masks.

“The Program” refers to any copyrightable work licensed under this License. Each licensee is addressed as “you”. “Licensees” and “recipients” may be individuals or organizations.

To “modify” a work means to copy from or adapt all or part of the work in a fashion requiring copyright permission, other than the making of an exact copy. The resulting work is called a “modified version” of the earlier work or a work “based on” the earlier work.

A “covered work” means either the unmodified Program or a work based on the Program.

To “propagate” a work means to do anything with it that, without permission, would make you directly or secondarily liable for infringement under applicable copyright law, except executing it on a computer or modifying a private copy. Propagation includes copying, distribution (with or without modification), making available to the public, and in some countries other activities as well.

To “convey” a work means any kind of propagation that enables other parties to make or receive copies. Mere interaction with a user through a computer network, with no transfer of a copy, is not conveying.

An interactive user interface displays “Appropriate Legal Notices” to the extent that it includes a convenient and prominently visible feature that (1) displays an appropriate copyright notice, and (2) tells the user that there is no warranty for the work (except to the extent that warranties are provided), that licensees may convey the work under this License, and how to view a copy of this License. If the interface presents a list of user commands or options, such as a menu, a prominent item in the list meets this criterion.
1. Source Code.

The “source code” for a work means the preferred form of the work for making modifications to it. “Object code” means any non-source form of a work.

A “Standard Interface” means an interface that either is an official standard defined by a recognized standards body, or, in the case of interfaces specified for a particular programming language, one that is widely used among developers working in that language.

The “System Libraries” of an executable work include anything, other than the work as a whole, that (a) is included in the normal form of packaging a Major Component, but which is not part of that Major Component, and (b) serves only to enable use of the work with that Major Component, or to implement a Standard Interface for which an implementation is available to the public in source code form. A “Major Component”, in this context, means a major essential component (kernel, window system, and so on) of the specific operating system (if any) on which the executable work runs, or a compiler used to produce the work, or an object code interpreter used to run it.

The “Corresponding Source” for a work in object code form means all the source code needed to generate, install, and (for an executable work) run the object code and to modify the work, including scripts to control those activities. However, it does not include the work's System Libraries, or general-purpose tools or generally available free programs which are used unmodified in performing those activities but which are not part of the work. For example, Corresponding Source includes interface definition files associated with source files for the work, and the source code for shared libraries and dynamically linked subprograms that the work is specifically designed to require, such as by intimate data communication or control flow between those subprograms and other parts of the work.

The Corresponding Source need not include anything that users can regenerate automatically from other parts of the Corresponding Source.

The Corresponding Source for a work in source code form is that same work.
2. Basic Permissions.

All rights granted under this License are granted for the term of copyright on the Program, and are irrevocable provided the stated conditions are met. This License explicitly affirms your unlimited permission to run the unmodified Program. The output from running a covered work is covered by this License only if the output, given its content, constitutes a covered work. This License acknowledges your rights of fair use or other equivalent, as provided by copyright law.

You may make, run and propagate covered works that you do not convey, without conditions so long as your license otherwise remains in force. You may convey covered works to others for the sole purpose of having them make modifications exclusively for you, or provide you with facilities for running those works, provided that you comply with the terms of this License in conveying all material for which you do not control copyright. Those thus making or running the covered works for you must do so exclusively on your behalf, under your direction and control, on terms that prohibit them from making any copies of your copyrighted material outside their relationship with you.

Conveying under any other circumstances is permitted solely under the conditions stated below. Sublicensing is not allowed; section 10 makes it unnecessary.
3. Protecting Users' Legal Rights From Anti-Circumvention Law.

No covered work shall be deemed part of an effective technological measure under any applicable law fulfilling obligations under article 11 of the WIPO copyright treaty adopted on 20 December 1996, or similar laws prohibiting or restricting circumvention of such measures.

When you convey a covered work, you waive any legal power to forbid circumvention of technological measures to the extent such circumvention is effected by exercising rights under this License with respect to the covered work, and you disclaim any intention to limit operation or modification of the work as a means of enforcing, against the work's users, your or third parties' legal rights to forbid circumvention of technological measures.
4. Conveying Verbatim Copies.

You may convey verbatim copies of the Program's source code as you receive it, in any medium, provided that you conspicuously and appropriately publish on each copy an appropriate copyright notice; keep intact all notices stating that this License and any non-permissive terms added in accord with section 7 apply to the code; keep intact all notices of the absence of any warranty; and give all recipients a copy of this License along with the Program.

You may charge any price or no price for each copy that you convey, and you may offer support or warranty protection for a fee.
5. Conveying Modified Source Versions.

You may convey a work based on the Program, or the modifications to produce it from the Program, in the form of source code under the terms of section 4, provided that you also meet all of these conditions:

    * a) The work must carry prominent notices stating that you modified it, and giving a relevant date.
    * b) The work must carry prominent notices stating that it is released under this License and any conditions added under section 7. This requirement modifies the requirement in section 4 to “keep intact all notices”.
    * c) You must license the entire work, as a whole, under this License to anyone who comes into possession of a copy. This License will therefore apply, along with any applicable section 7 additional terms, to the whole of the work, and all its parts, regardless of how they are packaged. This License gives no permission to license the work in any other way, but it does not invalidate such permission if you have separately received it.
    * d) If the work has interactive user interfaces, each must display Appropriate Legal Notices; however, if the Program has interactive interfaces that do not display Appropriate Legal Notices, your work need not make them do so.

A compilation of a covered work with other separate and independent works, which are not by their nature extensions of the covered work, and which are not combined with it such as to form a larger program, in or on a volume of a storage or distribution medium, is called an “aggregate” if the compilation and its resulting copyright are not used to limit the access or legal rights of the compilation's users beyond what the individual works permit. Inclusion of a covered work in an aggregate does not cause this License to apply to the other parts of the aggregate.
6. Conveying Non-Source Forms.

You may convey a covered work in object code form under the terms of sections 4 and 5, provided that you also convey the machine-readable Corresponding Source under the terms of this License, in one of these ways:

    * a) Convey the object code in, or embodied in, a physical product (including a physical distribution medium), accompanied by the Corresponding Source fixed on a durable physical medium customarily used for software interchange.
    * b) Convey the object code in, or embodied in, a physical product (including a physical distribution medium), accompanied by a written offer, valid for at least three years and valid for as long as you offer spare parts or customer support for that product model, to give anyone who possesses the object code either (1) a copy of the Corresponding Source for all the software in the product that is covered by this License, on a durable physical medium customarily used for software interchange, for a price no more than your reasonable cost of physically performing this conveying of source, or (2) access to copy the Corresponding Source from a network server at no charge.
    * c) Convey individual copies of the object code with a copy of the written offer to provide the Corresponding Source. This alternative is allowed only occasionally and noncommercially, and only if you received the object code with such an offer, in accord with subsection 6b.
    * d) Convey the object code by offering access from a designated place (gratis or for a charge), and offer equivalent access to the Corresponding Source in the same way through the same place at no further charge. You need not require recipients to copy the Corresponding Source along with the object code. If the place to copy the object code is a network server, the Corresponding Source may be on a different server (operated by you or a third party) that supports equivalent copying facilities, provided you maintain clear directions next to the object code saying where to find the Corresponding Source. Regardless of what server hosts the Corresponding Source, you remain obligated to ensure that it is available for as long as needed to satisfy these requirements.
    * e) Convey the object code using peer-to-peer transmission, provided you inform other peers where the object code and Corresponding Source of the work are being offered to the general public at no charge under subsection 6d.

A separable portion of the object code, whose source code is excluded from the Corresponding Source as a System Library, need not be included in conveying the object code work.

A “User Product” is either (1) a “consumer product”, which means any tangible personal property which is normally used for personal, family, or household purposes, or (2) anything designed or sold for incorporation into a dwelling. In determining whether a product is a consumer product, doubtful cases shall be resolved in favor of coverage. For a particular product received by a particular user, “normally used” refers to a typical or common use of that class of product, regardless of the status of the particular user or of the way in which the particular user actually uses, or expects or is expected to use, the product. A product is a consumer product regardless of whether the product has substantial commercial, industrial or non-consumer uses, unless such uses represent the only significant mode of use of the product.

“Installation Information” for a User Product means any methods, procedures, authorization keys, or other information required to install and execute modified versions of a covered work in that User Product from a modified version of its Corresponding Source. The information must suffice to ensure that the continued functioning of the modified object code is in no case prevented or interfered with solely because modification has been made.

If you convey an object code work under this section in, or with, or specifically for use in, a User Product, and the conveying occurs as part of a transaction in which the right of possession and use of the User Product is transferred to the recipient in perpetuity or for a fixed term (regardless of how the transaction is characterized), the Corresponding Source conveyed under this section must be accompanied by the Installation Information. But this requirement does not apply if neither you nor any third party retains the ability to install modified object code on the User Product (for example, the work has been installed in ROM).

The requirement to provide Installation Information does not include a requirement to continue to provide support service, warranty, or updates for a work that has been modified or installed by the recipient, or for the User Product in which it has been modified or installed. Access to a network may be denied when the modification itself materially and adversely affects the operation of the network or violates the rules and protocols for communication across the network.

Corresponding Source conveyed, and Installation Information provided, in accord with this section must be in a format that is publicly documented (and with an implementation available to the public in source code form), and must require no special password or key for unpacking, reading or copying.
7. Additional Terms.

“Additional permissions” are terms that supplement the terms of this License by making exceptions from one or more of its conditions. Additional permissions that are applicable to the entire Program shall be treated as though they were included in this License, to the extent that they are valid under applicable law. If additional permissions apply only to part of the Program, that part may be used separately under those permissions, but the entire Program remains governed by this License without regard to the additional permissions.

When you convey a copy of a covered work, you may at your option remove any additional permissions from that copy, or from any part of it. (Additional permissions may be written to require their own removal in certain cases when you modify the work.) You may place additional permissions on material, added by you to a covered work, for which you have or can give appropriate copyright permission.

Notwithstanding any other provision of this License, for material you add to a covered work, you may (if authorized by the copyright holders of that material) supplement the terms of this License with terms:

    * a) Disclaiming warranty or limiting liability differently from the terms of sections 15 and 16 of this License; or
    * b) Requiring preservation of specified reasonable legal notices or author attributions in that material or in the Appropriate Legal Notices displayed by works containing it; or
    * c) Prohibiting misrepresentation of the origin of that material, or requiring that modified versions of such material be marked in reasonable ways as different from the original version; or
    * d) Limiting the use for publicity purposes of names of licensors or authors of the material; or
    * e) Declining to grant rights under trademark law for use of some trade names, trademarks, or service marks; or
    * f) Requiring indemnification of licensors and authors of that material by anyone who conveys the material (or modified versions of it) with contractual assumptions of liability to the recipient, for any liability that these contractual assumptions directly impose on those licensors and authors.

All other non-permissive additional terms are considered “further restrictions” within the meaning of section 10. If the Program as you received it, or any part of it, contains a notice stating that it is governed by this License along with a term that is a further restriction, you may remove that term. If a license document contains a further restriction but permits relicensing or conveying under this License, you may add to a covered work material governed by the terms of that license document, provided that the further restriction does not survive such relicensing or conveying.

If you add terms to a covered work in accord with this section, you must place, in the relevant source files, a statement of the additional terms that apply to those files, or a notice indicating where to find the applicable terms.

Additional terms, permissive or non-permissive, may be stated in the form of a separately written license, or stated as exceptions; the above requirements apply either way.
8. Termination.

You may not propagate or modify a covered work except as expressly provided under this License. Any attempt otherwise to propagate or modify it is void, and will automatically terminate your rights under this License (including any patent licenses granted under the third paragraph of section 11).

However, if you cease all violation of this License, then your license from a particular copyright holder is reinstated (a) provisionally, unless and until the copyright holder explicitly and finally terminates your license, and (b) permanently, if the copyright holder fails to notify you of the violation by some reasonable means prior to 60 days after the cessation.

Moreover, your license from a particular copyright holder is reinstated permanently if the copyright holder notifies you of the violation by some reasonable means, this is the first time you have received notice of violation of this License (for any work) from that copyright holder, and you cure the violation prior to 30 days after your receipt of the notice.

Termination of your rights under this section does not terminate the licenses of parties who have received copies or rights from you under this License. If your rights have been terminated and not permanently reinstated, you do not qualify to receive new licenses for the same material under section 10.
9. Acceptance Not Required for Having Copies.

You are not required to accept this License in order to receive or run a copy of the Program. Ancillary propagation of a covered work occurring solely as a consequence of using peer-to-peer transmission to receive a copy likewise does not require acceptance. However, nothing other than this License grants you permission to propagate or modify any covered work. These actions infringe copyright if you do not accept this License. Therefore, by modifying or propagating a covered work, you indicate your acceptance of this License to do so.
10. Automatic Licensing of Downstream Recipients.

Each time you convey a covered work, the recipient automatically receives a license from the original licensors, to run, modify and propagate that work, subject to this License. You are not responsible for enforcing compliance by third parties with this License.

An “entity transaction” is a transaction transferring control of an organization, or substantially all assets of one, or subdividing an organization, or merging organizations. If propagation of a covered work results from an entity transaction, each party to that transaction who receives a copy of the work also receives whatever licenses to the work the party's predecessor in interest had or could give under the previous paragraph, plus a right to possession of the Corresponding Source of the work from the predecessor in interest, if the predecessor has it or can get it with reasonable efforts.

You may not impose any further restrictions on the exercise of the rights granted or affirmed under this License. For example, you may not impose a license fee, royalty, or other charge for exercise of rights granted under this License, and you may not initiate litigation (including a cross-claim or counterclaim in a lawsuit) alleging that any patent claim is infringed by making, using, selling, offering for sale, or importing the Program or any portion of it.
11. Patents.

A “contributor” is a copyright holder who authorizes use under this License of the Program or a work on which the Program is based. The work thus licensed is called the contributor's “contributor version”.

A contributor's “essential patent claims” are all patent claims owned or controlled by the contributor, whether already acquired or hereafter acquired, that would be infringed by some manner, permitted by this License, of making, using, or selling its contributor version, but do not include claims that would be infringed only as a consequence of further modification of the contributor version. For purposes of this definition, “control” includes the right to grant patent sublicenses in a manner consistent with the requirements of this License.

Each contributor grants you a non-exclusive, worldwide, royalty-free patent license under the contributor's essential patent claims, to make, use, sell, offer for sale, import and otherwise run, modify and propagate the contents of its contributor version.

In the following three paragraphs, a “patent license” is any express agreement or commitment, however denominated, not to enforce a patent (such as an express permission to practice a patent or covenant not to sue for patent infringement). To “grant” such a patent license to a party means to make such an agreement or commitment not to enforce a patent against the party.

If you convey a covered work, knowingly relying on a patent license, and the Corresponding Source of the work is not available for anyone to copy, free of charge and under the terms of this License, through a publicly available network server or other readily accessible means, then you must either (1) cause the Corresponding Source to be so available, or (2) arrange to deprive yourself of the benefit of the patent license for this particular work, or (3) arrange, in a manner consistent with the requirements of this License, to extend the patent license to downstream recipients. “Knowingly relying” means you have actual knowledge that, but for the patent license, your conveying the covered work in a country, or your recipient's use of the covered work in a country, would infringe one or more identifiable patents in that country that you have reason to believe are valid.

If, pursuant to or in connection with a single transaction or arrangement, you convey, or propagate by procuring conveyance of, a covered work, and grant a patent license to some of the parties receiving the covered work authorizing them to use, propagate, modify or convey a specific copy of the covered work, then the patent license you grant is automatically extended to all recipients of the covered work and works based on it.

A patent license is “discriminatory” if it does not include within the scope of its coverage, prohibits the exercise of, or is conditioned on the non-exercise of one or more of the rights that are specifically granted under this License. You may not convey a covered work if you are a party to an arrangement with a third party that is in the business of distributing software, under which you make payment to the third party based on the extent of your activity of conveying the work, and under which the third party grants, to any of the parties who would receive the covered work from you, a discriminatory patent license (a) in connection with copies of the covered work conveyed by you (or copies made from those copies), or (b) primarily for and in connection with specific products or compilations that contain the covered work, unless you entered into that arrangement, or that patent license was granted, prior to 28 March 2007.

Nothing in this License shall be construed as excluding or limiting any implied license or other defenses to infringement that may otherwise be available to you under applicable patent law.
12. No Surrender of Others' Freedom.

If conditions are imposed on you (whether by court order, agreement or otherwise) that contradict the conditions of this License, they do not excuse you from the conditions of this License. If you cannot convey a covered work so as to satisfy simultaneously your obligations under this License and any other pertinent obligations, then as a consequence you may not convey it at all. For example, if you agree to terms that obligate you to collect a royalty for further conveying from those to whom you convey the Program, the only way you could satisfy both those terms and this License would be to refrain entirely from conveying the Program.
13. Use with the GNU Affero General Public License.

Notwithstanding any other provision of this License, you have permission to link or combine any covered work with a work licensed under version 3 of the GNU Affero General Public License into a single combined work, and to convey the resulting work. The terms of this License will continue to apply to the part which is the covered work, but the special requirements of the GNU Affero General Public License, section 13, concerning interaction through a network will apply to the combination as such.
14. Revised Versions of this License.

The Free Software Foundation may publish revised and/or new versions of the GNU General Public License from time to time. Such new versions will be similar in spirit to the present version, but may differ in detail to address new problems or concerns.

Each version is given a distinguishing version number. If the Program specifies that a certain numbered version of the GNU General Public License “or any later version” applies to it, you have the option of following the terms and conditions either of that numbered version or of any later version published by the Free Software Foundation. If the Program does not specify a version number of the GNU General Public License, you may choose any version ever published by the Free Software Foundation.

If the Program specifies that a proxy can decide which future versions of the GNU General Public License can be used, that proxy's public statement of acceptance of a version permanently authorizes you to choose that version for the Program.

Later license versions may give you additional or different permissions. However, no additional obligations are imposed on any author or copyright holder as a result of your choosing to follow a later version.
15. Disclaimer of Warranty.

THERE IS NO WARRANTY FOR THE PROGRAM, TO THE EXTENT PERMITTED BY APPLICABLE LAW. EXCEPT WHEN OTHERWISE STATED IN WRITING THE COPYRIGHT HOLDERS AND/OR OTHER PARTIES PROVIDE THE PROGRAM “AS IS” WITHOUT WARRANTY OF ANY KIND, EITHER EXPRESSED OR IMPLIED, INCLUDING, BUT NOT LIMITED TO, THE IMPLIED WARRANTIES OF MERCHANTABILITY AND FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE. THE ENTIRE RISK AS TO THE QUALITY AND PERFORMANCE OF THE PROGRAM IS WITH YOU. SHOULD THE PROGRAM PROVE DEFECTIVE, YOU ASSUME THE COST OF ALL NECESSARY SERVICING, REPAIR OR CORRECTION.
16. Limitation of Liability.

IN NO EVENT UNLESS REQUIRED BY APPLICABLE LAW OR AGREED TO IN WRITING WILL ANY COPYRIGHT HOLDER, OR ANY OTHER PARTY WHO MODIFIES AND/OR CONVEYS THE PROGRAM AS PERMITTED ABOVE, BE LIABLE TO YOU FOR DAMAGES, INCLUDING ANY GENERAL, SPECIAL, INCIDENTAL OR CONSEQUENTIAL DAMAGES ARISING OUT OF THE USE OR INABILITY TO USE THE PROGRAM (INCLUDING BUT NOT LIMITED TO LOSS OF DATA OR DATA BEING RENDERED INACCURATE OR LOSSES SUSTAINED BY YOU OR THIRD PARTIES OR A FAILURE OF THE PROGRAM TO OPERATE WITH ANY OTHER PROGRAMS), EVEN IF SUCH HOLDER OR OTHER PARTY HAS BEEN ADVISED OF THE POSSIBILITY OF SUCH DAMAGES.
17. Interpretation of Sections 15 and 16.

If the disclaimer of warranty and limitation of liability provided above cannot be given local legal effect according to their terms, reviewing courts shall apply local law that most closely approximates an absolute waiver of all civil liability in connection with the Program, unless a warranty or assumption of liability accompanies a copy of the Program in return for a fee.

END OF TERMS AND CONDITIONS
How to Apply These Terms to Your New Programs

If you develop a new program, and you want it to be of the greatest possible use to the public, the best way to achieve this is to make it free software which everyone can redistribute and change under these terms.

To do so, attach the following notices to the program. It is safest to attach them to the start of each source file to most effectively state the exclusion of warranty; and each file should have at least the “copyright” line and a pointer to where the full notice is found.

    <one line to give the program's name and a brief idea of what it does.>
    Copyright (C) <year>  <name of author>

    This program is free software: you can redistribute it and/or modify
    it under the terms of the GNU General Public License as published by
    the Free Software Foundation, either version 3 of the License, or
    (at your option) any later version.

    This program is distributed in the hope that it will be useful,
    but WITHOUT ANY WARRANTY; without even the implied warranty of
    MERCHANTABILITY or FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE.  See the
    GNU General Public License for more details.

    You should have received a copy of the GNU General Public License
    along with this program.  If not, see <http://www.gnu.org/licenses/>.

Also add information on how to contact you by electronic and paper mail.

If the program does terminal interaction, make it output a short notice like this when it starts in an interactive mode:

    <program>  Copyright (C) <year>  <name of author>
    This program comes with ABSOLUTELY NO WARRANTY; for details type `show w'.
    This is free software, and you are welcome to redistribute it
    under certain conditions; type `show c' for details.

The hypothetical commands `show w' and `show c' should show the appropriate parts of the General Public License. Of course, your program's commands might be different; for a GUI interface, you would use an “about box”.

You should also get your employer (if you work as a programmer) or school, if any, to sign a “copyright disclaimer” for the program, if necessary. For more information on this, and how to apply and follow the GNU GPL, see <http://www.gnu.org/licenses/>.

The GNU General Public License does not permit incorporating your program into proprietary programs. If your program is a subroutine library, you may consider it more useful to permit linking proprietary applications with the library. If this is what you want to do, use the GNU Lesser General Public License instead of this License. But first, please read <http://www.gnu.org/philosophy/why-not-lgpl.html>.
\end{multicols}

\section{GNU Free Documentation License}
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Version 1.3, 3 November 2008

Copyright © 2000, 2001, 2002, 2007, 2008 Free Software Foundation, Inc. <http://fsf.org/>

Everyone is permitted to copy and distribute verbatim copies of this license document, but changing it is not allowed.
0. PREAMBLE

The purpose of this License is to make a manual, textbook, or other functional and useful document "free" in the sense of freedom: to assure everyone the effective freedom to copy and redistribute it, with or without modifying it, either commercially or noncommercially. Secondarily, this License preserves for the author and publisher a way to get credit for their work, while not being considered responsible for modifications made by others.

This License is a kind of "copyleft", which means that derivative works of the document must themselves be free in the same sense. It complements the GNU General Public License, which is a copyleft license designed for free software.

We have designed this License in order to use it for manuals for free software, because free software needs free documentation: a free program should come with manuals providing the same freedoms that the software does. But this License is not limited to software manuals; it can be used for any textual work, regardless of subject matter or whether it is published as a printed book. We recommend this License principally for works whose purpose is instruction or reference.
1. APPLICABILITY AND DEFINITIONS

This License applies to any manual or other work, in any medium, that contains a notice placed by the copyright holder saying it can be distributed under the terms of this License. Such a notice grants a world-wide, royalty-free license, unlimited in duration, to use that work under the conditions stated herein. The "Document", below, refers to any such manual or work. Any member of the public is a licensee, and is addressed as "you". You accept the license if you copy, modify or distribute the work in a way requiring permission under copyright law.

A "Modified Version" of the Document means any work containing the Document or a portion of it, either copied verbatim, or with modifications and/or translated into another language.

A "Secondary Section" is a named appendix or a front-matter section of the Document that deals exclusively with the relationship of the publishers or authors of the Document to the Document's overall subject (or to related matters) and contains nothing that could fall directly within that overall subject. (Thus, if the Document is in part a textbook of mathematics, a Secondary Section may not explain any mathematics.) The relationship could be a matter of historical connection with the subject or with related matters, or of legal, commercial, philosophical, ethical or political position regarding them.

The "Invariant Sections" are certain Secondary Sections whose titles are designated, as being those of Invariant Sections, in the notice that says that the Document is released under this License. If a section does not fit the above definition of Secondary then it is not allowed to be designated as Invariant. The Document may contain zero Invariant Sections. If the Document does not identify any Invariant Sections then there are none.

The "Cover Texts" are certain short passages of text that are listed, as Front-Cover Texts or Back-Cover Texts, in the notice that says that the Document is released under this License. A Front-Cover Text may be at most 5 words, and a Back-Cover Text may be at most 25 words.

A "Transparent" copy of the Document means a machine-readable copy, represented in a format whose specification is available to the general public, that is suitable for revising the document straightforwardly with generic text editors or (for images composed of pixels) generic paint programs or (for drawings) some widely available drawing editor, and that is suitable for input to text formatters or for automatic translation to a variety of formats suitable for input to text formatters. A copy made in an otherwise Transparent file format whose markup, or absence of markup, has been arranged to thwart or discourage subsequent modification by readers is not Transparent. An image format is not Transparent if used for any substantial amount of text. A copy that is not "Transparent" is called "Opaque".

Examples of suitable formats for Transparent copies include plain ASCII without markup, Texinfo input format, LaTeX input format, SGML or XML using a publicly available DTD, and standard-conforming simple HTML, PostScript or PDF designed for human modification. Examples of transparent image formats include PNG, XCF and JPG. Opaque formats include proprietary formats that can be read and edited only by proprietary word processors, SGML or XML for which the DTD and/or processing tools are not generally available, and the machine-generated HTML, PostScript or PDF produced by some word processors for output purposes only.

The "Title Page" means, for a printed book, the title page itself, plus such following pages as are needed to hold, legibly, the material this License requires to appear in the title page. For works in formats which do not have any title page as such, "Title Page" means the text near the most prominent appearance of the work's title, preceding the beginning of the body of the text.

The "publisher" means any person or entity that distributes copies of the Document to the public.

A section "Entitled XYZ" means a named subunit of the Document whose title either is precisely XYZ or contains XYZ in parentheses following text that translates XYZ in another language. (Here XYZ stands for a specific section name mentioned below, such as "Acknowledgements", "Dedications", "Endorsements", or "History".) To "Preserve the Title" of such a section when you modify the Document means that it remains a section "Entitled XYZ" according to this definition.

The Document may include Warranty Disclaimers next to the notice which states that this License applies to the Document. These Warranty Disclaimers are considered to be included by reference in this License, but only as regards disclaiming warranties: any other implication that these Warranty Disclaimers may have is void and has no effect on the meaning of this License.
2. VERBATIM COPYING

You may copy and distribute the Document in any medium, either commercially or noncommercially, provided that this License, the copyright notices, and the license notice saying this License applies to the Document are reproduced in all copies, and that you add no other conditions whatsoever to those of this License. You may not use technical measures to obstruct or control the reading or further copying of the copies you make or distribute. However, you may accept compensation in exchange for copies. If you distribute a large enough number of copies you must also follow the conditions in section 3.

You may also lend copies, under the same conditions stated above, and you may publicly display copies.
3. COPYING IN QUANTITY

If you publish printed copies (or copies in media that commonly have printed covers) of the Document, numbering more than 100, and the Document's license notice requires Cover Texts, you must enclose the copies in covers that carry, clearly and legibly, all these Cover Texts: Front-Cover Texts on the front cover, and Back-Cover Texts on the back cover. Both covers must also clearly and legibly identify you as the publisher of these copies. The front cover must present the full title with all words of the title equally prominent and visible. You may add other material on the covers in addition. Copying with changes limited to the covers, as long as they preserve the title of the Document and satisfy these conditions, can be treated as verbatim copying in other respects.

If the required texts for either cover are too voluminous to fit legibly, you should put the first ones listed (as many as fit reasonably) on the actual cover, and continue the rest onto adjacent pages.

If you publish or distribute Opaque copies of the Document numbering more than 100, you must either include a machine-readable Transparent copy along with each Opaque copy, or state in or with each Opaque copy a computer-network location from which the general network-using public has access to download using public-standard network protocols a complete Transparent copy of the Document, free of added material. If you use the latter option, you must take reasonably prudent steps, when you begin distribution of Opaque copies in quantity, to ensure that this Transparent copy will remain thus accessible at the stated location until at least one year after the last time you distribute an Opaque copy (directly or through your agents or retailers) of that edition to the public.

It is requested, but not required, that you contact the authors of the Document well before redistributing any large number of copies, to give them a chance to provide you with an updated version of the Document.
4. MODIFICATIONS

You may copy and distribute a Modified Version of the Document under the conditions of sections 2 and 3 above, provided that you release the Modified Version under precisely this License, with the Modified Version filling the role of the Document, thus licensing distribution and modification of the Modified Version to whoever possesses a copy of it. In addition, you must do these things in the Modified Version:

    * A. Use in the Title Page (and on the covers, if any) a title distinct from that of the Document, and from those of previous versions (which should, if there were any, be listed in the History section of the Document). You may use the same title as a previous version if the original publisher of that version gives permission.
    * B. List on the Title Page, as authors, one or more persons or entities responsible for authorship of the modifications in the Modified Version, together with at least five of the principal authors of the Document (all of its principal authors, if it has fewer than five), unless they release you from this requirement.
    * C. State on the Title page the name of the publisher of the Modified Version, as the publisher.
    * D. Preserve all the copyright notices of the Document.
    * E. Add an appropriate copyright notice for your modifications adjacent to the other copyright notices.
    * F. Include, immediately after the copyright notices, a license notice giving the public permission to use the Modified Version under the terms of this License, in the form shown in the Addendum below.
    * G. Preserve in that license notice the full lists of Invariant Sections and required Cover Texts given in the Document's license notice.
    * H. Include an unaltered copy of this License.
    * I. Preserve the section Entitled "History", Preserve its Title, and add to it an item stating at least the title, year, new authors, and publisher of the Modified Version as given on the Title Page. If there is no section Entitled "History" in the Document, create one stating the title, year, authors, and publisher of the Document as given on its Title Page, then add an item describing the Modified Version as stated in the previous sentence.
    * J. Preserve the network location, if any, given in the Document for public access to a Transparent copy of the Document, and likewise the network locations given in the Document for previous versions it was based on. These may be placed in the "History" section. You may omit a network location for a work that was published at least four years before the Document itself, or if the original publisher of the version it refers to gives permission.
    * K. For any section Entitled "Acknowledgements" or "Dedications", Preserve the Title of the section, and preserve in the section all the substance and tone of each of the contributor acknowledgements and/or dedications given therein.
    * L. Preserve all the Invariant Sections of the Document, unaltered in their text and in their titles. Section numbers or the equivalent are not considered part of the section titles.
    * M. Delete any section Entitled "Endorsements". Such a section may not be included in the Modified Version.
    * N. Do not retitle any existing section to be Entitled "Endorsements" or to conflict in title with any Invariant Section.
    * O. Preserve any Warranty Disclaimers.

If the Modified Version includes new front-matter sections or appendices that qualify as Secondary Sections and contain no material copied from the Document, you may at your option designate some or all of these sections as invariant. To do this, add their titles to the list of Invariant Sections in the Modified Version's license notice. These titles must be distinct from any other section titles.

You may add a section Entitled "Endorsements", provided it contains nothing but endorsements of your Modified Version by various parties—for example, statements of peer review or that the text has been approved by an organization as the authoritative definition of a standard.

You may add a passage of up to five words as a Front-Cover Text, and a passage of up to 25 words as a Back-Cover Text, to the end of the list of Cover Texts in the Modified Version. Only one passage of Front-Cover Text and one of Back-Cover Text may be added by (or through arrangements made by) any one entity. If the Document already includes a cover text for the same cover, previously added by you or by arrangement made by the same entity you are acting on behalf of, you may not add another; but you may replace the old one, on explicit permission from the previous publisher that added the old one.

The author(s) and publisher(s) of the Document do not by this License give permission to use their names for publicity for or to assert or imply endorsement of any Modified Version.
5. COMBINING DOCUMENTS

You may combine the Document with other documents released under this License, under the terms defined in section 4 above for modified versions, provided that you include in the combination all of the Invariant Sections of all of the original documents, unmodified, and list them all as Invariant Sections of your combined work in its license notice, and that you preserve all their Warranty Disclaimers.

The combined work need only contain one copy of this License, and multiple identical Invariant Sections may be replaced with a single copy. If there are multiple Invariant Sections with the same name but different contents, make the title of each such section unique by adding at the end of it, in parentheses, the name of the original author or publisher of that section if known, or else a unique number. Make the same adjustment to the section titles in the list of Invariant Sections in the license notice of the combined work.

In the combination, you must combine any sections Entitled "History" in the various original documents, forming one section Entitled "History"; likewise combine any sections Entitled "Acknowledgements", and any sections Entitled "Dedications". You must delete all sections Entitled "Endorsements".
6. COLLECTIONS OF DOCUMENTS

You may make a collection consisting of the Document and other documents released under this License, and replace the individual copies of this License in the various documents with a single copy that is included in the collection, provided that you follow the rules of this License for verbatim copying of each of the documents in all other respects.

You may extract a single document from such a collection, and distribute it individually under this License, provided you insert a copy of this License into the extracted document, and follow this License in all other respects regarding verbatim copying of that document.
7. AGGREGATION WITH INDEPENDENT WORKS

A compilation of the Document or its derivatives with other separate and independent documents or works, in or on a volume of a storage or distribution medium, is called an "aggregate" if the copyright resulting from the compilation is not used to limit the legal rights of the compilation's users beyond what the individual works permit. When the Document is included in an aggregate, this License does not apply to the other works in the aggregate which are not themselves derivative works of the Document.

If the Cover Text requirement of section 3 is applicable to these copies of the Document, then if the Document is less than one half of the entire aggregate, the Document's Cover Texts may be placed on covers that bracket the Document within the aggregate, or the electronic equivalent of covers if the Document is in electronic form. Otherwise they must appear on printed covers that bracket the whole aggregate.
8. TRANSLATION

Translation is considered a kind of modification, so you may distribute translations of the Document under the terms of section 4. Replacing Invariant Sections with translations requires special permission from their copyright holders, but you may include translations of some or all Invariant Sections in addition to the original versions of these Invariant Sections. You may include a translation of this License, and all the license notices in the Document, and any Warranty Disclaimers, provided that you also include the original English version of this License and the original versions of those notices and disclaimers. In case of a disagreement between the translation and the original version of this License or a notice or disclaimer, the original version will prevail.

If a section in the Document is Entitled "Acknowledgements", "Dedications", or "History", the requirement (section 4) to Preserve its Title (section 1) will typically require changing the actual title.
9. TERMINATION

You may not copy, modify, sublicense, or distribute the Document except as expressly provided under this License. Any attempt otherwise to copy, modify, sublicense, or distribute it is void, and will automatically terminate your rights under this License.

However, if you cease all violation of this License, then your license from a particular copyright holder is reinstated (a) provisionally, unless and until the copyright holder explicitly and finally terminates your license, and (b) permanently, if the copyright holder fails to notify you of the violation by some reasonable means prior to 60 days after the cessation.

Moreover, your license from a particular copyright holder is reinstated permanently if the copyright holder notifies you of the violation by some reasonable means, this is the first time you have received notice of violation of this License (for any work) from that copyright holder, and you cure the violation prior to 30 days after your receipt of the notice.

Termination of your rights under this section does not terminate the licenses of parties who have received copies or rights from you under this License. If your rights have been terminated and not permanently reinstated, receipt of a copy of some or all of the same material does not give you any rights to use it.
10. FUTURE REVISIONS OF THIS LICENSE

The Free Software Foundation may publish new, revised versions of the GNU Free Documentation License from time to time. Such new versions will be similar in spirit to the present version, but may differ in detail to address new problems or concerns. See http://www.gnu.org/copyleft/.

Each version of the License is given a distinguishing version number. If the Document specifies that a particular numbered version of this License "or any later version" applies to it, you have the option of following the terms and conditions either of that specified version or of any later version that has been published (not as a draft) by the Free Software Foundation. If the Document does not specify a version number of this License, you may choose any version ever published (not as a draft) by the Free Software Foundation. If the Document specifies that a proxy can decide which future versions of this License can be used, that proxy's public statement of acceptance of a version permanently authorizes you to choose that version for the Document.
11. RELICENSING

"Massive Multiauthor Collaboration Site" (or "MMC Site") means any World Wide Web server that publishes copyrightable works and also provides prominent facilities for anybody to edit those works. A public wiki that anybody can edit is an example of such a server. A "Massive Multiauthor Collaboration" (or "MMC") contained in the site means any set of copyrightable works thus published on the MMC site.

"CC-BY-SA" means the Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 license published by Creative Commons Corporation, a not-for-profit corporation with a principal place of business in San Francisco, California, as well as future copyleft versions of that license published by that same organization.

"Incorporate" means to publish or republish a Document, in whole or in part, as part of another Document.

An MMC is "eligible for relicensing" if it is licensed under this License, and if all works that were first published under this License somewhere other than this MMC, and subsequently incorporated in whole or in part into the MMC, (1) had no cover texts or invariant sections, and (2) were thus incorporated prior to November 1, 2008.

The operator of an MMC Site may republish an MMC contained in the site under CC-BY-SA on the same site at any time before August 1, 2009, provided the MMC is eligible for relicensing.
ADDENDUM: How to use this License for your documents

To use this License in a document you have written, include a copy of the License in the document and put the following copyright and license notices just after the title page:

    Copyright (C)  YEAR  YOUR NAME.
    Permission is granted to copy, distribute and/or modify this document
    under the terms of the GNU Free Documentation License, Version 1.3
    or any later version published by the Free Software Foundation;
    with no Invariant Sections, no Front-Cover Texts, and no Back-Cover Texts.
    A copy of the license is included in the section entitled "GNU
    Free Documentation License".

If you have Invariant Sections, Front-Cover Texts and Back-Cover Texts, replace the "with … Texts." line with this:

    with the Invariant Sections being LIST THEIR TITLES, with the
    Front-Cover Texts being LIST, and with the Back-Cover Texts being LIST.

If you have Invariant Sections without Cover Texts, or some other combination of the three, merge those two alternatives to suit the situation.

If your document contains nontrivial examples of program code, we recommend releasing these examples in parallel under your choice of free software license, such as the GNU General Public License, to permit their use in free software.
\end{multicols}

\section{GNU Lesser General Public License}
\begin{multicols}{4}


GNU LESSER GENERAL PUBLIC LICENSE

Version 3, 29 June 2007

Copyright © 2007 Free Software Foundation, Inc. <http://fsf.org/>

Everyone is permitted to copy and distribute verbatim copies of this license document, but changing it is not allowed.

This version of the GNU Lesser General Public License incorporates the terms and conditions of version 3 of the GNU General Public License, supplemented by the additional permissions listed below.
0. Additional Definitions.

As used herein, “this License” refers to version 3 of the GNU Lesser General Public License, and the “GNU GPL” refers to version 3 of the GNU General Public License.

“The Library” refers to a covered work governed by this License, other than an Application or a Combined Work as defined below.

An “Application” is any work that makes use of an interface provided by the Library, but which is not otherwise based on the Library. Defining a subclass of a class defined by the Library is deemed a mode of using an interface provided by the Library.

A “Combined Work” is a work produced by combining or linking an Application with the Library. The particular version of the Library with which the Combined Work was made is also called the “Linked Version”.

The “Minimal Corresponding Source” for a Combined Work means the Corresponding Source for the Combined Work, excluding any source code for portions of the Combined Work that, considered in isolation, are based on the Application, and not on the Linked Version.

The “Corresponding Application Code” for a Combined Work means the object code and/or source code for the Application, including any data and utility programs needed for reproducing the Combined Work from the Application, but excluding the System Libraries of the Combined Work.
1. Exception to Section 3 of the GNU GPL.

You may convey a covered work under sections 3 and 4 of this License without being bound by section 3 of the GNU GPL.
2. Conveying Modified Versions.

If you modify a copy of the Library, and, in your modifications, a facility refers to a function or data to be supplied by an Application that uses the facility (other than as an argument passed when the facility is invoked), then you may convey a copy of the modified version:

    * a) under this License, provided that you make a good faith effort to ensure that, in the event an Application does not supply the function or data, the facility still operates, and performs whatever part of its purpose remains meaningful, or
    * b) under the GNU GPL, with none of the additional permissions of this License applicable to that copy.

3. Object Code Incorporating Material from Library Header Files.

The object code form of an Application may incorporate material from a header file that is part of the Library. You may convey such object code under terms of your choice, provided that, if the incorporated material is not limited to numerical parameters, data structure layouts and accessors, or small macros, inline functions and templates (ten or fewer lines in length), you do both of the following:

    * a) Give prominent notice with each copy of the object code that the Library is used in it and that the Library and its use are covered by this License.
    * b) Accompany the object code with a copy of the GNU GPL and this license document.

4. Combined Works.

You may convey a Combined Work under terms of your choice that, taken together, effectively do not restrict modification of the portions of the Library contained in the Combined Work and reverse engineering for debugging such modifications, if you also do each of the following:

    * a) Give prominent notice with each copy of the Combined Work that the Library is used in it and that the Library and its use are covered by this License.
    * b) Accompany the Combined Work with a copy of the GNU GPL and this license document.
    * c) For a Combined Work that displays copyright notices during execution, include the copyright notice for the Library among these notices, as well as a reference directing the user to the copies of the GNU GPL and this license document.
    * d) Do one of the following:
          o 0) Convey the Minimal Corresponding Source under the terms of this License, and the Corresponding Application Code in a form suitable for, and under terms that permit, the user to recombine or relink the Application with a modified version of the Linked Version to produce a modified Combined Work, in the manner specified by section 6 of the GNU GPL for conveying Corresponding Source.
          o 1) Use a suitable shared library mechanism for linking with the Library. A suitable mechanism is one that (a) uses at run time a copy of the Library already present on the user's computer system, and (b) will operate properly with a modified version of the Library that is interface-compatible with the Linked Version.
    * e) Provide Installation Information, but only if you would otherwise be required to provide such information under section 6 of the GNU GPL, and only to the extent that such information is necessary to install and execute a modified version of the Combined Work produced by recombining or relinking the Application with a modified version of the Linked Version. (If you use option 4d0, the Installation Information must accompany the Minimal Corresponding Source and Corresponding Application Code. If you use option 4d1, you must provide the Installation Information in the manner specified by section 6 of the GNU GPL for conveying Corresponding Source.)

5. Combined Libraries.

You may place library facilities that are a work based on the Library side by side in a single library together with other library facilities that are not Applications and are not covered by this License, and convey such a combined library under terms of your choice, if you do both of the following:

    * a) Accompany the combined library with a copy of the same work based on the Library, uncombined with any other library facilities, conveyed under the terms of this License.
    * b) Give prominent notice with the combined library that part of it is a work based on the Library, and explaining where to find the accompanying uncombined form of the same work.

6. Revised Versions of the GNU Lesser General Public License.

The Free Software Foundation may publish revised and/or new versions of the GNU Lesser General Public License from time to time. Such new versions will be similar in spirit to the present version, but may differ in detail to address new problems or concerns.

Each version is given a distinguishing version number. If the Library as you received it specifies that a certain numbered version of the GNU Lesser General Public License “or any later version” applies to it, you have the option of following the terms and conditions either of that published version or of any later version published by the Free Software Foundation. If the Library as you received it does not specify a version number of the GNU Lesser General Public License, you may choose any version of the GNU Lesser General Public License ever published by the Free Software Foundation.

If the Library as you received it specifies that a proxy can decide whether future versions of the GNU Lesser General Public License shall apply, that proxy's public statement of acceptance of any version is permanent authorization for you to choose that version for the Library.
\end{multicols}
}
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document/headers/options.tex

% Festlegungen für minitoc
% \renewcommand{\myminitoc}{\minitoc}
% \renewcommand{\mtctitle}{Überblick}
% \setcounter{minitocdepth}{1}
% \dominitoc   % diese Zeile aktiviert das Erstellen der minitocs, sie muss vor \tableofcontents kommen

% Seitenformat
% ------------
%\KOMAoption{paper}{A5}          % zulässig: letter, legal, executive; A-, B-, C-, D-Reihen
\KOMAoption{open}{right}			% zulässig: right (jedes Kapitel beginnt rechts), left, any
\KOMAoption{numbers}{auto}
% Satzspiegel jetzt neu berechnen, damit er bei Kopf- und Fußzeilen beachtet wird
\KOMAoptions{DIV=13}

% Kopf- und Fusszeilen
% --------------------
% Breite und Trennlinie
%\setheadwidth[-6mm]{textwithmarginpar}
%\setheadsepline[textwithmarginpar]{0.4pt}
\setheadwidth{text}
\setheadsepline[text]{0.4pt}

% Variante 1: Kopf: links Kapitel, rechts Abschnitt (ohne Nummer); Fuß: außen die Seitenzahl
\ohead{\headmark}
\renewcommand{\chaptermark}[1]{\markleft{#1}{}}
\renewcommand{\sectionmark}[1]{\markright{#1}{}}
\ofoot[\pagemark]{\pagemark}

% Variante 2: Kopf außen die Seitenzahl, Fuß nichts
%\ohead{\pagemark}
%\ofoot{}

% Standardschriften
% -----------------
%\KOMAoption{fontsize}{18pt}
\addtokomafont{disposition}{\rmfamily}
\addtokomafont{title}{\rmfamily} 
\setkomafont{pageheadfoot}{\normalfont\rmfamily\mdseries}

% vertikaler Ausgleich
% -------------------- 
% nein -> \raggedbottom
% ja   -> \flushbottom    aber ungeeignet bei Fußnoten
%\raggedbottom
\flushbottom

% Tiefe des Inhaltsverzeichnisses bestimmen
% -----------------------------------------
% -1   nur \part{}
%  0   bis \chapter{}
%  1   bis \section{}
%  2   bis \subsection{} usw.
\newcommand{\mytocdepth}{1}

% mypart - Teile des Buches und Inhaltsverzeichnis
% ------------------------------------------------
% Standard: nur im Inhaltsverzeichnis, zusätzlicher Eintrag ohne Seitenzahl
% Variante: nur im Inhaltsverzeichnis, zusätzlicher Eintrag mit Seitenzahl 
%\renewcommand{\mypart}[1]{\addcontentsline{toc}{part}{#1}}
% Variante: mit eigener Seite vor dem ersten Kapitel, mit Eintrag und Seitenzahl im Inhaltsverzeichnis
\renewcommand{\mypart}[1]{\part{#1}}


% maketitle
% -----------------------------------------------
% Bestandteile des Innentitels
%\title{Einführung in SQL}
%\author{Jürgen Thomas}
%\subtitle{Datenbanken bearbeiten}
\date{}
% Bestandteile von Impressum und CR
% Bestandteile von Impressum und CR

\uppertitleback{
%Detaillierte Daten zu dieser Publikation sind bei Wikibooks zu erhalten:\newline{} \url{http://de.wikibooks.org/}
%Diese Publikation ist bei der Deutschen Nationalbibliothek registriert. Detaillierte Daten sind im Internet  zu erhalten: \newline{}\url{https://portal.d-nb.de/opac.htm?method=showSearchForm#top}
%Diese Publikation ist bei der Deutschen Nationalbibliothek registriert. Detaillierte Daten sind im Internet unter der Katalog-Nr. 1008575860 zu erhalten: \newline{}\url{http://d-nb.info/1008575860}

%Namen von Programmen und Produkten sowie sonstige Angaben sind häufig geschützt. Da es auch freie Bezeichnungen gibt, wird das Symbol \textregistered{} nicht verwendet.

%Erstellt am 
\today{}
}

\lowertitleback{
{\footnotesize
On the 28th of April 2012 the contents of the English as well as German Wikibooks and Wikipedia projects were licensed under Creative Commons Attribution-ShareAlike 3.0 Unported license.
A URI to this license is given in the list of figures on page \pageref{ListOfFigures}.
If this document is a derived work from the contents of one of these projects and the content was still licensed by the project under this license at the time of derivation this document has to be licensed under the same, a similar or a compatible license, as stated in section 4b of the license.
The list of contributors is included in chapter Contributors on page \pageref{Contributors}.
The licenses GPL, LGPL and GFDL are included in chapter Licenses on page \pageref{Licenses}, since this book and/or parts of it may or may not be licensed under one or more of these licenses, and thus require inclusion of these licenses.
The licenses of the figures are given in the list of figures on page \pageref{ListOfFigures}.
This PDF was generated by the \LaTeX{} typesetting  software.
The \LaTeX{} source code is included as an attachment ({\tt source.7z.txt}) in this PDF file.
To extract the source from the PDF file, you can use the \texttt{pdfdetach} tool
including in the \texttt{poppler} suite, or the
\url{http://www.pdflabs.com/tools/pdftk-the-pdf-toolkit/} utility.
Some PDF viewers may also let you save the attachment to a file.
After extracting it from the PDF file you have to rename it to {\tt source.7z}.
To uncompress the resulting archive we recommend the use of \url{http://www.7-zip.org/}.
The \LaTeX{} source itself was generated by a program written by Dirk Hünniger, which is freely available under an open source license from \url{http://de.wikibooks.org/wiki/Benutzer:Dirk_Huenniger/wb2pdf}.
}}


\renewcommand{\mysubtitle}[1]{}
\renewcommand{\mymaintitle}[1]{}
\renewcommand{\myauthor}[1]{}

\newenvironment{myshaded}{%
  \def\FrameCommand{ \hskip-2pt \fboxsep=\FrameSep \colorbox{shadecolor}}%
  \MakeFramed {\advance\hsize-\width \FrameRestore}}%
 {\endMakeFramed}








document/headers/packages1.tex

% Standard für Formatierung
%\usepackage[utf8]{inputenc} % use \usepackage[utf8]{inputenc} for tex4ht
\usepackage[usenames]{color}
\usepackage{textcomp} 
\usepackage{parskip} 
\usepackage[normalem]{ulem}
\usepackage[unicode=true]{hyperref}
\usepackage{tocstyle}
\usepackage[defblank]{paralist}
\usepackage{trace}
% Minitoc
%\usepackage{minitoc}

% Keystroke
\usepackage{keystroke}









document/headers/packages2.tex

% für Zeichensätze


%replacemnt for pslatex
\usepackage{mathptmx}
\usepackage[scaled=.92]{helvet}
\usepackage{courier}


\usepackage[T1]{fontenc} % disable this line for tex4ht

% für Tabellen
\usepackage{multirow}
\usepackage{multicol}
\usepackage{array,ragged2e}
\usepackage{longtable}

% für Kopf- und Fußzeilen, Fußnoten
\usepackage{scrpage2}
\usepackage{footnote}

% für Rahmen
\usepackage{verbatim}
\usepackage{framed}

% für Symbole
\usepackage{amsmath}
\usepackage{amssymb}
\usepackage{amsfonts}

\usepackage{pifont}
\usepackage{marvosym}
\let\Cross\undefined 
\usepackage{fourier-orns}  % disable this line for tex4ht   % für weitere Logos, z.B. \danger

% für Grafik-Einbindung
\usepackage[pdftex]{graphicx}
\usepackage{wasysym}
\let\Square\undefined 

% unklare Verwendung
\usepackage{bbm}
\usepackage{skull}

%arabtex
\usepackage[T1]{tipa}  % disable this line for tex4ht

\usepackage{fancyvrb}
\usepackage{bbding} 
\usepackage{textcomp}
\usepackage[table]{xcolor}
%\usepackage{microtype} disabled for xelatex
\usepackage{lscape}
\usepackage{tocstyle}
\usepackage{amsthm}
\usepackage{index}
\makeindex







document/headers/paper.tex

\KOMAoption{paper}{A4}






document/headers/svg.tex

\newcommand{\SVGExtension}{png}






document/headers/templates-chemie.tex

\newcommand{\TemplateEnergieerhaltung}[1]{
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{\linewidth}|} \hline
{\bfseries Gesetz von der Erhaltung der Energie}\\ \hline
{\bfseries Albert Einstein (14.3. 1879 - 18.4.1955)}: Umwandlung von Energie in Masse und von Masse in Energie ist möglich.\\ 
$E = m \cdot c^2$ (c = Lichtgeschwindigkeit = 300.000 km/s)\\ \hline
{\bfseries 
Bei einer chemischen Reaktion ist die Summe aus Masse und Energie der Ausgangsstoffe gleich der Summe aus Masse und Energie der Endstoffe.
}\\\hline
Wird Energie frei, tritt ein unwägbar kleiner Massenverlust auf. Wird Energie investiert, tritt Massenzunahme auf. Dieses kann allerdings mit herkömmlichen Waagen nicht gemessen werden. \\ \hline
\end{longtable}
}

\newcommand{\TemplatePeriodensystem}[1]{
Hier sollte das Periodensystem stehen. Ein solches wird sehr wahrscheinlich von Orlando Camargo Rodriguez frei zur Verfügung gestellt werden. Dateiname: tabela_periodica.tex ist bereits online. Lizenz aber noch nicht genau genug definiert.
}

\newcommand{\TemplateMassenerhaltung}[1]{
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{\linewidth}|} \hline
{\bfseries Gesetz von der Erhaltung der Masse}\\ \hline
{\bfseries Antoine Lavoisier (1743 - 1794)}: Rien ne se perd, rien ne se crée\\ 
Die Gesamtmasse ändert sich bei chemischen Reaktionen (im Rahmen der Messgenauigkeiten) nicht.\\ \hline
Masse der Ausgangsstoffe=Masse der Produkte \\ \hline
\end{longtable}
}

\newcommand{\TemplateDaltonsAtomhyposthese}[1]{
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{\linewidth}|} \hline
\begin{enumerate}
\item Materie besteht aus extrem kleinen, bei Reaktion ungeteilt bleibenden Teilchen, den Atomen.
\item Die Masse der Atome eines bestimmten Elements sind gleich (alle Atome eines Elements sind gleich). Die Atome verschiedener Elemente unterscheiden sich in ihren Eigenschaften (zum Beispiel in Größe, Masse, usw.).
\item Es existieren so viele Atomsorten wie Elemente.
\item Bei chemischen Reaktionen werden Atome in neuer Kombination vereinigt oder voneinander getrennt.
\item Eine bestimmte Verbindung wird von den Atomen der betreffenden Elemente in einem bestimmten, einfachen Zahlenverhältnis gebildet.
\end{enumerate}
\\ \hline
\end{longtable}
}

\newcommand{\TemplateUnveraenderlicheMassenverhaeltnisse}[1]{
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{\linewidth}|} \hline
{\bfseries Gesetz der unveränderlichen Massenverhältnisse}\\ \hline
Louis Proust (1799) \\ \hline
Bei chemischen Reaktionen, also Vereinigung beziehungsweise Zersetzung, reagieren die Reinstoffe immer in einem von der Natur vorgegebenen festen Verhältnis miteinander.
\\ \hline
\end{longtable}
}
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\newenvironment{TemplateCodeInside}[6]
{
\def\leftbox{#5}
\def\rightbox{}
\def\framecolor{shadecolor}
\ifstr{#4}{e}{ \def\framecolor{red} 
               \def\rightbox{Falsch} } {}
\ifstr{#4}{v}{ \def\framecolor{mydarkgreen} 
               \def\rightbox{Richtig} } {}

\begin{scriptsize}
\begin{framed} 
\ttfamily

\ifstr{\leftbox} {} {
  % Ausgabe nur, wenn rechte Box Inhalt hat, dann links mit Standardtext
  \ifstr{\rightbox}{}{}
  { \fbox{Quelltext} \hfill \textbf{\color{\framecolor} \fcolorbox{black}{white}{\rightbox} }
  }
} {
\fbox{\leftbox}
% und bei Bedarf zusätzlich rechts die zweite Box
  \ifstr{\rightbox}{}{}
  { \hfill \textbf{\color{\framecolor} \fcolorbox{black}{white}{\rightbox} }
  } 
}

\begin{flushleft}
}  % Ende der begin-Anweisungen, es folgen die end-Anweisungen
{\end{flushleft}\end{framed}\end{scriptsize} }

\newcommand{\TemplateCode}[9]
% **************************************************
{

\ifstr{#1}{}{~}{
\minisec{\normalfont \scriptsize \centering \textbf{\textit{#1}} \medskip } }

\begin{scriptsize}

% Code-Abschnitt mit #4
\begin{TemplateCodeInside} {} {0pt} {0pt} {#3} {#5} {}
#6
\end{TemplateCodeInside}

% Ausgabetext mit #4
#4
 
% #2   Fußzeile ausgeben, sofern vorgesehen
\ifstr{#2} {} {} { \centering \textit{#2} \medskip \\ } 

\end{scriptsize}
}
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\newcommand{\LaTeXJa}{Ja}
\newcommand{\LaTeXNein}{Nein}
\newcommand{\wbtempcolora}{white}
\newcommand{\wbtempcolorb}{white}
\newcommand{\wbtempcolorc}{white}
\newcommand{\wbtemptexta}{}
\newcommand{\wbtemptextb}{}
\newcommand{\wbtemptextc}{}
\newlength{\wbtemplengtha}
\setlength{\wbtemplengtha}{0pt}
\newlength{\wbtemplengthb}
\setlength{\wbtemplengthb}{0pt}
\newlength{\wbtemplengthc}
\setlength{\wbtemplengthc}{0pt}
\newlength{\wbtemplengthd}
\setlength{\wbtemplengthd}{0pt}
\newlength{\wbtemplengthe}
\setlength{\wbtemplengthe}{0pt}
\newcount\wbtempcounta
\wbtempcounta=0
\newcount\wbtempcountb
\wbtempcountb=0
\newcount\wbtempcountc
\wbtempcountc=0

\newcommand{\CPPAuthorsTemplate}[4]{
\LaTeXZeroBoxTemplate{
The following people are authors to this book:

#3

You can verify who has contributed to this book by examining the history logs at Wikibooks (http://en.wikibooks.org/).

Acknowledgment is given for using some contents from other works like #1, as from the authors #2.

The above authors release their work under the following license:

This work is licensed under the Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported license. In short: you are free to share and to make derivatives of this work under the conditions that you appropriately attribute it, and that you only distribute it under the same, similar or a compatible license. Any of the above conditions can be waived if you get permission from the copyright holder.
Unless otherwise noted, #4 used in this book have their own copyright, may use different licenses than the one used here, and were not created by the above authors. The authors, contributors, and licenses used should be acknowledged separately.}
}


\newcommand{\tlTemplate}[1]{{\{\{{\ttfamily #1}\}\}}}

\newcommand{\matrixdimTemplate}[1]{
\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}
\begin{myshaded}
{\bfseries Matrix Dimensions: }\\
A: $p \times p$ \\
B:  $p \times q$\\
C:  $r \times p$\\
D:  $r \times q$\\
\end{myshaded}
}

\newcommand{\matlabTemplate}[1]{
\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}
\begin{myshaded}
This operation can be performed using this MATLAB command:
{\ttfamily #1}
\end{myshaded}}

\newcommand{\PrintUnitPage}[3]{\pagebreak
\begin{flushleft}
{\bfseries \Large #1}
\end{flushleft}

\begin{longtable}{>{\RaggedRight}p{0.5\linewidth}>{\RaggedRight}p{0.5\linewidth}}
& #2
\end{longtable}}

\newcommand{\LaTeXCodeTipTemplate}[3]{

\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}
\begin{myshaded}
#1 \\
#2 \\
#3
\end{myshaded}
}

\newcommand{\DisassemblySyntax}[1]{

\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}
\begin{myshaded}
This code example uses #1 Syntax
\end{myshaded}}


\newcommand{\LaTeXDeutschTemplate}[1]{ {\bfseries deutsch:} #1 }



\newcommand{\LaTeXNullTemplate}[1]{}
\newcommand{\LatexSymbol}[1]{\LaTeX}

\newcommand{\LaTeXDoubleBoxTemplate}[2]{

\begin{minipage}{\linewidth}\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}\begin{myshaded}{\bfseries #1} \\
#2
\end{myshaded}
\end{minipage}

}


\newcommand{\LaTeXSimpleBoxTemplate}[2]{
{\bfseries #1} \\
#2
}

\newcommand{\SolutionBoxTemplate}[2]{
#2
}


\newcommand{\LaTeXDoubleBoxOpenTemplate}[2]{

\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}\begin{myshaded}{\bfseries #1} \\
#2
\end{myshaded}

}


\newcommand{\LaTeXLatinExcerciseTemplate}[3]{

\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}\begin{myshaded}{\bfseries Excercise: #1} \\
#2 \\
{\bfseries Solution}
#3
\end{myshaded}

}


\newcommand{\LaTeXShadedColorBoxTemplate}[2]{
{\linewidth}#1\begin{myshaded}
#2
\end{myshaded}
}

\newcommand{\PGP}[1]{PGP:#1}


\newcommand{\DETAILS}[1]{For more details on this topic, see #1}

\newcommand{\ADAFile}[1]{\LaTeXZeroBoxTemplate{File: #1}}
\newcommand{\ADASample}[1]{\LaTeXZeroBoxTemplate{This code sample is also available in #1}}


\newcommand{\LaTeXZeroBoxTemplate}[1]{
\begin{minipage}{\linewidth}\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}\begin{myshaded}
#1
\end{myshaded}
\end{minipage}
}

\newcommand{\LaTeXZeroBoxOpenTemplate}[1]{
\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}\begin{myshaded}
#1
\end{myshaded}
}

\newcommand{\PDFLink}[1]{
\textbf{PDF} #1
}

\newcommand{\Lysippos}[1]{Lysippos}


\newcommand{\SonnensystemFakten}[3]{
#1 \\
\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}\begin{myshaded}{\bfseries #2}  \\
#3 \\
\end{myshaded}
}


\newcommand{\VorlageReferenzenEintrag}[3]{
\begin{longtable}{p{0.2\linewidth}p{0.8\linewidth}}

{[\bfseries #1]} & {\itshape #2} #3 \\
\end{longtable}

}

\newcommand{\MBOX}[2]{\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}
\begin{myshaded}
\begin{longtable}{p{0.2\linewidth}p{0.7\linewidth}}
#1 & #2 \\
\end{longtable}
\end{myshaded}}



\newcommand{\LaTeXIdentityTemplate}[1]{#1
}

\newcommand{\AdaRM}[3]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/05rm/html/RM-#1-#2.html}{#1.#2 #3}}

\newcommand{\AdaEightThreeRM}[2]{\myfnhref{http://archive.adaic.com/standards/83lrm/html/lrm-#1.html}{Annex #1: #2}}

\newcommand{\AdaRMThree}[4]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/05rm/html/RM-#1-#2-#3.html}{#1.#2.#3 #4}}

\newcommand{\AdaRMAThree}[4]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/05rm/html/RM-#1-#2-#3.html}{Annex #1.#2.#3 #4}}

\newcommand{\AdaRMATwo}[3]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/05rm/html/RM-#1-#2.html}{Annex #1.#2 #3}}





\newcommand{\AdaNiveFiveRMThree}[4]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/95lrm/ARM_HTML/RM-#1-#2-#3.html}{#1.#2.#3 #4}}


\newcommand{\AdaSGThree}[4]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/docs/95style/html/sec_#1/#1-#2-#3.html}{#1.#2.#3 #4}}

\newcommand{\AdaSGTwo}[3]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/docs/95style/html/sec_#1/#1-#2.html}{#1.#2 #3}}


\newcommand{\AdaSGOne}[2]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/docs/95style/html/sec_#1/}{Chapter #1: #2}}



\newcommand{\AdaRMNineFive}[3]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/95lrm/ARM_HTML/RM-#1-#2.html}{#1.#2 #3}}


\newcommand{\AdaRMCiteFive}[7]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/05rm/html/RM-#1-#2-#3.html}{ISO/IEC 8652:2007. #1.#2.#3 #4 (#5). Ada 2005 Reference Manual. #7 }}


\newcommand{\AdaTwentyZeroFive}[1]{{\itshape This language feature is only available in Ada 2005}}

\newcommand{\ADANFAI}[2]{\myfnhref{http://www.ada-auth.org/cgi-bin/cvsweb.cgi/AIs/AI-00#1.TXT}{AI95-00#1-01 #2}}

\newcommand{\ADARMAONE}[2]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/05rm/html/RM-#1.html}{Annex #1 #2}}

\newcommand{\ADARMONE}[2]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/05rm/html/RM-#1.html}{Section #1: #2}}
\newcommand{\ADANiveFiveRMONE}[2]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/95lrm/ARM_HTML/RM-#1.html}{Section #1: #2}}

\newcommand{\AdaNiveFiveRMAThree}[4]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/95lrm/ARM_HTML/RM-#1-#2-#3.html}{Annex #1.#2-#3 #4}}

\newcommand{\AdaNiveFiveRMATwo}[4]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/95lrm/ARM_HTML/RM-#1-#2.html}{Annex #1.#2 #3}}

\newcommand{\AdaNiveFiveR}[3]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/95rat/rat95html/rat95-p#3-#1.html}{#1 #2}}

\newcommand{\AdaNiveFiveRTwo}[4]{\myfnhref{http://www.adaic.org/resources/add_content/standards/95rat/rat95html/rat95-p#4-#1.html}{#1.#2 #3}}



\newcommand{\AdaPragma}[1]{\LaTeXTTBF{pragma} }



\newcommand{\TychoBrahe}[1]{Tycho Brahe}

\newcommand{\LaTeXPlainBoxTemplate}[1]{
\begin{minipage}{\linewidth}\definecolor{shadecolor}{gray}{0.9}\begin{myshaded} 
#1
\end{myshaded}
\end{minipage}
}


\newcommand{\Hinweis}[1]{
\begin{TemplateInfo}{{\Huge \textcircled{\LARGE !}}}{Hinweis}
#1
\end{TemplateInfo}}



\newcommand{\LaTexInfoTemplateOne}[1]{
\begin{TemplateInfo}{\Info}{Information}
#1
\end{TemplateInfo}}

\newcommand{\EqnTemplate}[1]{
\begin{flushright}
\textbf{[#1]}
\end{flushright}}

\newcommand{\RefTemplate}[1]{[#1]}


\newcommand{\LaTeXGCCTakeTemplate}[1]{
\LaTeXDoubleBoxTemplate{Take home:}{#1}
}

\newcommand{\LaTeXEditorNote}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Editor's note}{#1}}

\newcommand{\BNPForVersion}[1]{
\LaTeXInfoTemplateOne{Applicable Blender version: #1}
}

\newcommand{\LaTeXInfoTemplateOne}[1]{
\begin{TemplateInfo}{\Info}{Information}
#1
\end{TemplateInfo}
}


\newcommand{\LaTexHelpFulHintTemplate}[1]{
\LaTeXDoubleBoxTemplate{Helpful Hint:}{#1}
}

\newcommand{\MyLaTeXTemplate}[3]{
\LaTeXDoubleBoxTemplate{MyLaTeXTemplate1:}{#1 \\ #2 \\ #3}
}

\newcommand{\TemplatePreformat}[1]{
\par
\begin{scriptsize}
%\setlength{\baselineskip}{0.9\baselineskip}
\ttfamily
#1
\par
\end{scriptsize}
}

\newcommand{\TemplateSpaceIndent}[1]{
\begin{scriptsize}
\begin{framed}
\ttfamily
#1
\end{framed}
\end{scriptsize}
}

\newcommand{\GenericColorBox}[2]
{
\newline
\begin{tabular}[t]{p{0.6cm}p{4cm}}
#1&#2\\  
\end{tabular}
}

\newcommand{\legendNamedColorBox}[2]
{
  \GenericColorBox{
    \parbox[t]{0.5\linewidth}{
      \textsuperscript{
        \fcolorbox{black}{#1}{
          \Huge{\,\,}
        }
      }
    }
  }{
    #2
  } 
}

\newcommand{\legendColorBox}[2]
{
  \GenericColorBox{
    \definecolor{tempColor}{rgb}{#1}
    \parbox[t]{0.5\linewidth}{
      \textsuperscript{
        \fcolorbox{black}{tempColor}{
           \Huge{\,\,}
        }
      }
    }
  }{
    #2
  } 
}



%\newcommand{\ubung} {{\LARGE $\triangleright$}}
\newcommand{\ubung}{\ding{228} \textbf{Aufgabe:}\,}

\newcommand{\TemplateSource}[1]
{
%\begin{TemplateCodeInside}{}{\baselineskip}{\baselineskip}{}{}{true}
\begin{scriptsize}
\begin{myshaded}\ttfamily
#1
\end{myshaded}
\end{scriptsize}
%\end{TemplateCodeInside}
}


\newenvironment{TemplateInfo}[2]
% no more parameters
%****************************************************
% Template Info
% Kasten mit Logo, Titelzeile, Text
% kann für folgende Wiki-Vorlagen benutzt werden:
%          Vorlage:merke, Vorlage:Achtung u.ä.
%
% #1 Logo  (optional) default: \Info
% #2 Titel (optional) default: Information; könnte theoretisch auch leer sein,
%                     das ist aber wegen des Logos nicht sinnvoll
%****************************************************
{
% Definition des Kastens mit Standardwerten
% u.U. ist linewidth=1pt erorderlich
\begin{framed}
% linksbündig ist besser, weil es in der Regel wenige Zeilen sind, die teilweise kurz sind
\begin{flushleft}
% Überschrift größer darstellen
\begin{Large}
% #1 wird als Logo verwendet, Vorgabe ist \Info aus marvosym
%    für andere Logos muss ggf. das Package eingebunden werden
%    das Logo kann auch mit einer Größe verbunden werden, z.B. \LARGE\danger als #1
{#1 } \
% #2 wird als Titelzeile verwendet, Vorgabe ist 'Information'
{\bfseries #2}
\medskip \end{Large} \\
} % Ende der begin-Anweisungen, es folgenden die end-Anweisungen
{ \end{flushleft}\end{framed} }


\newcommand{\TemplateHeaderExercise}[3]
% no more parameters
%****************************************************
% Template Header Exercise
% Rahmen als minisec mit Nummer der Aufgabe und Titel und grauem Hintergrund
% ist gedacht für folgende Wiki-Vorlage:
%          Vorlage:Übung4
% kann genauso für den Aufgaben-Teil folgender Vorlagen verwendet werden:
%          Vorlage:Übung    (wird zz. nur einmal benutzt)
%          Vorlage:Übung2   (wird zz. gar nicht benutzt)
%          Vorlage:Übung3   (wird zz. in 2 Büchern häufig benutzt)
%          C++-Programmierung/ Vorlage:Aufgabe  (wird zz. nur selten benutzt,
%                            ist in LatexRenderer.hs schon erledigt)
%
% #1 Text   (optional) 'Aufgabe' oder 'Übung', kann auch leer sein
% #2 Nummer (Pflicht)  könnte theoretisch auch leer sein, aber dann sieht die Zeile
%                      seltsam aus; oder die if-Abfragen wären unnötig komplex
% #3 Titel  (optional) Inhaltsangabe der Aufgabe, kann auch leer sein
%****************************************************
{
\minisec{\normalfont \fcolorbox{black}{shadecolor}{\large \, #1 #2 \ifx{#3}{}{}\else{-- #3}\fi \,} \medskip }
}
 
\newcommand{\TemplateHeaderSolution}[3]
% no more parameters
%****************************************************
% Template Header Solution
% Rahmen als minisec mit Nummer der Aufgabe und Titel und grauem Hintergrund
%
% ist gedacht für den Lösungen-Teil der Vorlagen und wird genauso
% verwendet wie \TemplateHeaderExercise
%****************************************************
{
\minisec{\normalfont \fcolorbox{black}{shadecolor}{\large \, Lösung zu #1 #2 \ifx{#3}{}{}\else{-- #3}\fi \,} \medskip }
}

\newcommand{\TemplateUbungDrei}[4]
{
\TemplateHeaderExercise{Übung}{#1}{#2}
#3
\TemplateHeaderSolution{Übung}{#1}{#2}
#4
}

\newcommand{\Mywrapfigure}[2]
{
\begin{wrapfigure}{r}{#1\textwidth}
\begin{center}
#2
\end{center}
\end{wrapfigure}
}



\newcommand{\Mymakebox}[2]
{
\begin{minipage}{#1\textwidth}
#2
\end{minipage}
}

\newcommand{\MyBlau}[1]{
\textcolor{darkblue}{#1}
} 
\newcommand{\MyRot}[1]{
\textcolor{red}{#1}
} 
\newcommand{\MyGrun}[1]{
\textcolor{mydarkgreen}{#1}
} 
\newcommand{\MyBg}[2]{
\fcolorbox{#1}{#1}{#2} 
} 

\newcommand{\BNPModule}[1]{
the "#1" module
} 


\newcommand{\LaTeXMerkeZweiTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Merke}{#1}}

\newcommand{\LaTeXDefinitionTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Definition}{#1}}

\newcommand{\LaTeXAnorganischeChemieFuerSchuelerVorlageMerksatzTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Merksatz}{#1}}

\newcommand{\LaTeXTextTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{}{#1}}

\newcommand{\LaTeXExampleTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Example:}{#1}}

\newcommand{\LaTeXexampleTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Example:}{#1}}

\newcommand{\LaTeXPTPBoxTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Points to ponder:}{#1}}

\newcommand{\LaTeXNOTETemplate}[2]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Note:}{#1 #2}}

\newcommand{\LaTeXNotizTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Notiz:}{#1}}

\newcommand{\LaTeXbodynoteTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Note:}{#1}}

\newcommand{\LaTeXecebcite}[1]{\textsuperscript{[#1]}}

\newcommand{\LaTeXAPDIPpreface}[1]{
Roberto R. Romulo \newline
Chairman (2000-2002) \newline
e-ASEAN Task Force \newline
Manila, Philippines \newline
$\text{ }$\newline
Shahid Akhtar \newline
Program Coordinator\newline 
UNDP-APDIP \newline
Kuala Lumpur, Malaysia\newline 
http://www.apdip.net\newline}


\newcommand{\LaTeXcquoteTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Quote:}{#1}}

\newcommand{\LaTeXCquoteTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Quote:}{#1}}

\newcommand{\LaTeXSideNoteTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Note:}{#1}}

\newcommand{\LaTeXsideNoteTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Note:}{#1}}

\newcommand{\LaTeXExercisesTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Exercises:}{#1}}

\newcommand{\LaTeXCppProgrammierungVorlageTippTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Tip}{#1}}

\newcommand{\LaTeXTipTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Tip}{#1}}
\newcommand{\LaTeXUnknownTemplate}[1]{unknown}

\newcommand{\LaTeXCppProgrammierungVorlageHinweisTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Hinweis}{#1}}

\newcommand{\LaTeXCppProgrammierungVorlageSpaeterImBuchTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Thema wird später näher erläutert...}{#1}}

\newcommand{\SGreen}[1]{This page uses material from Dr. Sheldon Green's Hypertext Help with LaTeX.}
\newcommand{\ARoberts}[1]{This page uses material from Andy Roberts' Getting to grips with LaTeX with permission from the author.}

\newcommand{\LaTeXCppProgrammierungVorlageAnderesBuchTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Buchempfehlung}{#1}}

\newcommand{\LaTeXCppProgrammierungVorlageNichtNaeherBeschriebenTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Nicht Thema dieses Buches...}{#1}}

\newcommand{\LaTeXPythonUnterLinuxVorlagenVorlageDetailsTemplate}[1]{\LaTeXDoubleBoxTemplate{Details}{#1}}

\newcommand{\LaTeXChapterTemplate}[1]{\chapter{#1}
\myminitoc
}

\newcommand{\Sample}[2]{
\begin{longtable}{|p{\linewidth}|}
\hline
#1 \\ \hline
#2 \\ \hline
\end{longtable}
}

\newcommand{\Syntax}[1]{
\LaTeXDoubleBoxTemplate{Syntax}{#1}}


\newcommand{\LaTeXTT}[1]{{\ttfamily #1}}
\newcommand{\LaTeXBF}[1]{{\bfseries #1}}
\newcommand{\ADAPK}[3]{{#1.#2}}
\newcommand{\LaTeXTTBF}[1]{{\bfseries \ttfamily #1}}
\newcommand{\LaTeXIT}[1]{{\itshape #1}}
\newcommand{\ADACOM}[1]{{\itshape -{}-#1}}

\newcommand{\LaTeXCenter}[1]{
\begin{center}
#1
\end{center}}


\newcommand{\BNPManual}[2]{The Blender Manual page on #1 at \url{http://wiki.blender.org/index.php/Doc:Manual/#1}}
\newcommand{\BNPWeb}[2]{#1 at \url{#2}}

\newcommand{\Noframecenter}[2]{
\begin{tablular}{p{\linewidth}}
#2\\ 
#1 
\end{tabluar}
}


\newcommand{\LaTeXTTUlineTemplate}[1]{{\ttfamily \uline{#1}}
}



\newcommand{\PythonUnterLinuxDenulltails}[1]{
\begin{tabular}{|p{\linewidth}|}\hline
\textbf{Denulltails} \\ \hline
#1 \\ \hline 
\end{tabular}}

\newcommand{\GNURTip}[1]{
\begin{longtable}{|p{\linewidth}|}\hline
\textbf{Tip} \\ \hline
#1 \\ \hline 
\end{longtable}}

\newcommand{\PerlUebung}[1]{
\begin{longtable}{|p{\linewidth}|}\hline
#1 \\ \hline 
\end{longtable}}

\newcommand{\PerlNotiz}[1]{
\begin{table}{|p{\linewidth}|}\hline
#1 \\ \hline 
\end{table}}

\newcommand{\ACFSZusatz}[1]{\textbf{ Zusatzinformation }}
\newcommand{\ACFSVorlageB}[1]{\textbf{ Beobachtung }}
\newcommand{\ACFSVorlageV}[1]{\textbf{ Versuchsbeschreibung }}
\newcommand{\TemplateHeaderSolutionUebung}[2]{\TemplateHeaderSolution{Übung}{#1}{#2}}
\newcommand{\TemplateHeaderExerciseUebung}[2]{\TemplateHeaderExercise{Übung}{#1}{#2}}

\newcommand{\ChemTemplate}[9]{\texttt{     
#1#2#3#4#5#6#7#8#9}}


\newcommand{\WaningTemplate}[1]{     
\begin{TemplateInfo}{\danger}{Warning}
#1
\end{TemplateInfo}}


\newcommand{\WarnungTemplate}[1]{     
\begin{TemplateInfo}{\danger}{Warnung}
#1
\end{TemplateInfo}}


\newcommand{\BlenderAlignedToViewIssue}[1]{     
\begin{TemplateInfo}{\danger}{Blender3d Aligned to view issue}
This tutorial relies on objects being created so that they are aligned to the view that you’re looking through. Versions 2.48 and above have changed the way this works. Visit Aligned (\url{http://en.wikibooks.org/wiki/Blender_3D:_Noob_to_Pro/Aligned_to_view_issue}) to view issue to understand the settings that need to be changed.
\end{TemplateInfo}}
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\chapter{Dynamische Systeme}

\myminitoc
\label{0}

\label{1}
\section{Methoden der Systemtheorie}
\label{2}
Schwerpunkt der Systemtheorie ist die Behandlung der verschiedenen dynamischen Systeme, deren Signale, die verschiedenen mathematischen Beschreibungen als Systemmodelle und die Systemberechnung. Folgende detaillierte Aufgabenbereiche und Systemdefinitionen sind damit verbunden:

\begin{myitemize}
\item{}   Definition dynamischer Systeme als Modell,
\item{}   Definition von Ein-{} und Mehrgrößensystemen,
\item{}   Identifikation der Systemstruktur,
\item{}   Verhalten linearer und nichtlinearer Systeme, 
\item{}   Zeitverhalten: Systeme mit Zeitinvarianz und Zeitvarianz,
\item{}   Arten der mathematischen Beschreibung des Systemverhaltens:
\begin{myitemize}
\item{} Gewöhnliche Differenzialgleichung im Zeitbereich f(t)
\item{} Übertragungsfunktion im komplexen Frequenzbereich F(s)
\item{} Systemdarstellung im Zustandsraum f(t)
\item{} Zeitdiskrete Systembeschreibung und Systemberechnung f(k*Δt)
\end{myitemize}

\item{}   Modellbildung eines Systems, 
\item{}   Definition geeigneter Testsignale, 
\item{}   Allgemeine Definition der Systemstabilität
\end{myitemize}



Zum wirklichen Verständnis des Zeitverhaltens der dynamischen Systeme sind die Kenntnisse der gängigen mathematischen Berechnungsmethoden erforderlich. Dazu gehören die Kenntnisse der Entstehung und Lösung der gewöhnlichen Differenzialgleichung, die Anwendung der Laplace-{}Transformation, die Systembeschreibung mit der Übertragungsfunktion, für fachlich Fortgeschrittene die Systembehandlung im Zustandsraum und nicht zuletzt die numerische Berechnung dynamischer Systeme mit der diskreten Zeit Δt. 

Totzeitbehaftete und nichtlineare dynamische Systeme und deren zugehörige Signale lassen sich zu einem vernünftigen Aufwand nur numerisch berechnen, alle anderen genannten mathematischen Beschreibungen sind nur bedingt brauchbar. Ist einer Übertragungsfunktion G(s) die transzendente Funktion des Totzeitgliedes {$ e^{-s\cdot T_t}$} multiplikativ angehängt, dann kann das Gesamtsystem nicht mehr algebraisch behandelt werden. {$\text{[}$}transzendent (Mathematik): über das algebraische hinausgehend{$\text{]}$}.

Dieses vorliegende Kapitel \symbol{34}Dynamische Systeme\symbol{34} zeigt mit seinen Unterkapiteln vereinfacht den Einstieg in die mathematischen Beschreibungen, um den vorgezogenen Begriff \symbol{34}Dynamisches System\symbol{34} verstehen zu können. 
\section{Definition dynamisches System}
\label{3}
Ein dynamisches System ist eine abgegrenzte zeitabhängige Funktionseinheit, die durch ihre Signaleingänge und Signalausgänge in einer Wechselwirkung mit der Umwelt steht. Das System kann beispielsweise ein mechanisches Gebilde, ein elektrisches Netzwerk aber auch ein biologischer Vorgang oder ein Bestandteil der Volkswirtschaft sein. Es hat mindestens einen Signaleingang und einen Signalausgang. 

Dynamische Systeme werden mit Hilfe mathematischer Werkzeuge als Modelle eines realen Übertragungssystems beschrieben. Damit lässt sich für gegebene Eingangssignale der Verlauf der Ausgangssignale von einem bestimmten Zeitpunkt {\large t = 0 = t\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(0)} }an für {\large t >{} t\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(0)}} bestimmen. Ebenso eignen sich die Modelle zur Systemanalyse. 

Systeme lassen sich in nichttechnische, natürliche oder künstliche -{} von Menschenhand geschaffene Einrichtungen -{} einteilen. Dennoch zeigen diese unterschiedlichen Systeme bei ähnlichen Strukturen als Modelle prinzipiell ähnliche mathematische Eigenschaften.

Ein technisches dynamisches System enthält einen oder mehrere Energiespeicher, die konzentriert oder räumlich verteilt angeordnet sind. Häufig werden bei Systemberechnungen zur Vereinfachung konzentrierte Energiespeicher angenommen. Systembeispiele: Feder-{}Masse-{}Dämpfungssystem, Elektrischer Schwingkreis. 

Dynamische Systeme mit konzentrierten Systemspeichern enthalten Variablen als Funktion der Zeit. Dynamische Systeme mit räumlicher Verteilung der Systemspeicher enthalten Variablen als Funktionen der Zeit und des Ortes. 

Das Ausgangs-{} Eingangsverhalten dieser Systeme kann linear, kontinuierlich nichtlinear, diskontinuierlich nichtlinear, zeitinvariant, zeitvariant und totzeitbehaftet sein. Dies gilt für Eingrößen-{} und Mehrgrößensysteme. 

Ferner können die internen Energiespeicher Anfangswerte enthalten, wenn das Signalverhalten eines Systems zu einem bestimmten Zeitpunkt {$ t_0 \, $} innerhalb eines Einschwingvorgangs für {$ t > 0 \, $} betrachtete werden sollen.

Statische lineare oder nichtlineare Systeme haben keine Energiespeicher und damit kein Zeitverhalten. Das Ausgangs-{} Eingangsverhalten wird durch algebraische oder transzendente (Trigonometrische oder exponentielle) Funktionen oder Wertetabellen beschrieben. 

Viele technische dynamische Systeme enthalten Komponenten von mechanischen, elektrischen, elektronischen, hydraulischen und fluidischen (Fluidik = Elemente mit pneumatischer bzw. hydraulischer Hilfsenergie) Elementen. Bei gleicher Systemstruktur gelten die gleichen mathematischen Systembeschreibungen. 


\begin{myitemize}
\item{} {\bfseries
\begin{mydescription}Systeme mit konzentrierten und verteilten Energiespeichern
\end{mydescription}
}

\end{myitemize}


\begin{myquote}
\item{}  Ein technisches dynamisches System enthält einen oder mehrere Energiespeicher, die konzentriert oder räumlich verteilt angeordnet sind. Häufig werden bei Systemberechnungen zur Vereinfachung konzentrierte Energiespeicher angenommen.
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Das zeitliche Verhalten des dynamischen Systems ist durch die inneren Systemgrößen bestimmt, die als Energiespeicher vorhanden sind und sich nicht sprunghaft ändern können. Sie bedeuten zum Beispiel \symbol{34}Spannung an einem Kondensator\symbol{34}, \symbol{34}Strom in einer Induktivität\symbol{34}, bei einem \symbol{34}Feder-{}Masse-{}Dämpfungssystem die potentiellen und kinetischen Energieanteile\symbol{34}. Diese dynamischen Systemteile entsprechen den konzentrierten Energiespeichern.
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Dynamische Systeme mit konzentrierten Systemspeichern enthalten Variablen als Funktion der Zeit.
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Dynamische Systeme mit räumlicher Verteilung der Systemspeicher enthalten verteilte Systemparameter. Bei diesen Systemen sind die Variablen nicht nur Funktionen der Zeit sondern auch vom Ort. (Beschreibung durch partielle Differenzialgleichungen oder Näherungsmodelle)
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Beispiele für kontinuierliche Systeme mit räumlich verteilten Energiespeichern stellen elektrische Leitungen im Rahmen der Leitungstheorie dar oder ein anderes Beispiel der Thermodynamik ist die räumliche oder flächenmäßige Wärmeenergie-{}Ausbreitung als Folge eines Energiesprunges in einem homogenen Medium (Metall, Flüssigkeit, Stein usw.). 
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{} {\bfseries
\begin{mydescription} System mit Anfangswerten
\end{mydescription}
}

\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Technische dynamische Systeme besitzen Speicher (Gedächtnis) der Materie, der Energie oder der Information. Die Gedächtniswirkung bezieht sich auf einen transienten Einschwingvorgang des Systems als Folge einer vorangegangenen Eingangserregung. Zu einem festgelegten beliebigen Zeitpunkt t = {\large t\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}} innerhalb des Einschwingvorgangs hat das System, das mehrere Energiespeicher enthalten kann, einen oder mehrere sogenannte Anfangswerte in den Speichern. 
\end{myquote}




\begin{minipage}{1.0\linewidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/1.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{1}{Signalflussplan zur Lösung einer DGL mit Anfangswerten in der expliziten Darstellung}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}


\begin{myquote}
\item{}  Die Anfangswerte {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{01}...y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0n}} sind die inneren Systemgrößen eines dynamischen Systems während eines Einschwingvorgangs zu einem beliebigen Zeitpunkt {\large t\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}}, zu dem das System betrachtet werden soll. Die Lösung einer systembeschreibenden Differenzialgleichung je nach Anzahl der Differenziale der Systemordnung beruht immer auf Anwendung von Integrationsfunktionen. Ein einzelner Anfangswert ist der Ausgangswert jeder der möglichen Integratoren, die zur Lösung der Differenzialgleichung zum Zeitpunkt {\large t\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}} notwendig sind. 
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Im Zustandsraum betrachtet, sind die Anfangswerte die Zustandsvariablen {\large x\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{1}...x\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{n}} eines dynamischen Systems zum Zeitpunkt {\large t\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}} in dem Signalflussplan der \symbol{34}Regelungsnormalform\symbol{34} dargestellt. Dabei entsprechen die jeweiligen Ausgänge der Integratoren zum Zeitpunkt {\large t\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}} den Zustandsvariablen und sind gleichzeitig die Anfangswerte. 
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Die bis in die 1960-{}er Jahre bevorzugte Lösung einer systembeschreibenden Differenzialgleichung durch einen Analogrechner ähnelt sehr stark der Regelungsnormalform des Zustandsraumes. Die Ausgangswerte der Integratoren zum beliebig wählbaren Zeitpunkt {\large t\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}} während des Einschwingvorgangs sind die Anfangswerte. Der Signalflussplan als mathematisches Modell eines Analogrechners ist heute in gleicher Weise gültig. Die Berechnung des Signalflussplans wird numerisch durchgeführt und bezieht sich auf die explizite (deutlich, eindeutig) Form der Differenzialgleichung, bei der die höchste Ableitung der Ausgangsgröße {\large y(t)} von der Gleichung freigestellt wird. 
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Die Integratoren des Modells starten mit dem Rechenprogramm bei der Eingangserregung z.B. u(t) = 0 von den eingestellten Anfangswerten. Siehe Signalflussplan an der Summenstelle für die höchste Ableitung {$ \ddot {y}(t) \, $}. Die Lösung der Differenzialgleichung für y(t) wird so erzwungen.  
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Befindet sich das System nach genügend langer Zeit im Ruhezustand -{} d. h. der Einschwingvorgang ist abgeschlossen und das System-{}Eingangssignal hat den Wert Null -{} dann sind auch die Anfangswerte zu einem wählbaren Zeitpunkt t\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0} gleich Null. 
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Hat das System eine Eingangserregung u(t) >{} 0, und der Einschwingvorgang ist nach genügend langer Zeit abgeschlossen, dann nimmt die Ausgangsgröße y(t) = x1(t) entsprechend der Proportionalverstärkung K den Wert der Eingangsgröße u(t) * K an. Zwingend notwendig ist dazu, dass die Variable x2(t) laut Signalflussplan den Wert Null annimmt, anderenfalls könnte sich kein statischer Wert für y(t) ergeben.
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{} {\bfseries
\begin{mydescription} Eingangserregung und Anfangswerte
\end{mydescription}
}

\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  In der Systemtheorie ist es üblich, den Beginn des Beobachtungszeitraumes eines dynamischen Vorganges formal bei {\large t = 0} festzulegen, daher sind Testsignale am Eingang des Systems für den Zeitraum {\large t <{} 0} gleich Null. Zu dem bestimmten Zeitpunkt {\large t\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0} }, ab dem man das Verhalten des dynamischen Systems betrachten möchte, können die Energiespeicher des Systems Anfangswerte enthalten. Erhält das System zu diesem definierten Zeitpunkt {\large t\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}} eine Erregung, überlagern sich die Anfangswerte und die Wirkung der Eingangserregung für den Zeitraum {$t > 0 $}. 
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Ist die Eingangserregung zum Zeitpunkt {\large t\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}} gleich Null, ist das System mit Anfangswerten sich selbst überlassen und die Ausgangsgröße strebt zeitlich -{} ein stabiles System vorausgesetzt -{} einen Wert gegen Null bzw. die Ruhelage an. Handelt es sich um ein instabiles System (z.B. um ein System mit Rückkopplung), wird je nach Systemordnung zwischen monotoner und oszillatorischer Instabilität unterschieden. Dabei strebt die System-{}Ausgangsgröße zeitlich einen Maximalwert an. (Siehe Kapitel \symbol{34}\mylref{120}{Systemtheorie/ Übertragungsfunktion}\symbol{34})
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Für die Analyse und Ermittlung des Eingangs-{} Ausgangsverhalten von Systemen der regelungstechnischen Anlagen ist häufig das Systemverhalten ohne Anfangswerte von Interesse. Die Systemspeicher befinden sich bei {\large t\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}} im Ruhezustand und haben den Wert Null.
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{} {\bfseries
\begin{mydescription} Mathematisches Modell
\end{mydescription}
}

\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Das dynamische System ist meist ein mathematisches Modell eines realen Übertragungssystems, welches mit Hilfe mathematischer Werkzeuge für gegebene Eingangssignale den Verlauf der Ausgangssignale von einem bestimmten Zeitpunkt {\large t\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(0)}  = 0 }an für {\large t >{} t\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(0)}} bestimmt. Die häufigsten mathematischen Systembeschreibungen sind die Differenzialgleichung, die Übertragungsfunktion, der Frequenzgang und die zeitdiskrete Differenzengleichung. Enthalten die Systeme eine Totzeit (Transportzeit, Getriebespiele), Begrenzungseffekte oder andere Nichtlinearitäten kommt für die Systemberechnung praktisch nur die zeitdiskrete Differenzengleichung als Systembeschreibung infrage.
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Ausnahmsweise werden auch physikalische materielle Modelle verwendet. Beispiele: Hydraulischer Strömungskanal im verkleinerten Maßstab,  Regelkreisnachbildung mit einem Analogrechner.
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Alle diese Systeme können sich linear, kontinuierlich nichtlinear, diskontinuierlich nichtlinear, zeitinvariant, zeitvariant und totzeitbehaftet als Eingrößen-{} und Mehrgrößensystem verhalten.
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{} {\bfseries
\begin{mydescription} Statisches System
\end{mydescription}
}

\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Im Gegensatz zu den dynamischen Systemen hat ein statisches System im Sinne der Systemtheorie verschwindend kleine Energiespeicher und damit angenähert kein Zeitverhalten, sondern wird durch das Eingangs-{}Ausgangsverhalten des Systems definiert. Dieses Verhalten kann proportional, kontinuierlich linear, kontinuierlich nichtlinear oder diskontinuierlich (gebrochene Funktion) auftreten und wird – soweit möglich – durch eine mathematische Modellbeschreibung oder durch Wertetabellen angenähert beschrieben.
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{} {\bfseries
\begin{mydescription} System mit verzögerndem und voreilendem Ausgangsverhalten 
\end{mydescription}
}

\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Allgemein reagieren dynamische Systeme ohne Hilfsenergie bzw. ohne Verstärker, die aus mehreren Systemteilen bestehen können, signaltechnisch je nach System-{}Übertragungsverhalten mit einem meist verzögertem Signal des Systemausgangs. Enthält das System einen \symbol{34}Energieverstärker\symbol{34}, kann statt einer verzögernden Wirkung eine vorauseilende Signalwirkung erreicht werden. Beispiele dafür sind die in der Regelungstechnik eingesetzten PD-{} und PID-{}Regler, aber auch gewollte Frequenzgang-{}Korrekturen des Systemverhaltens.
\end{myquote}


\section{Einführung der mathematischen Systembeschreibung}
\label{4}
\subsection{Übersicht der mathematischen Systembeschreibung}
\label{5}
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\raggedright{}\myfigurewithcaption{2}{Methoden der Beschreibung dynamischer Systeme}
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Ein dynamisches System hat ein Zeitverhalten und soll als Vereinfachung als ein System mit konzentrierten Energiespeichern beschrieben werden. Sind die physikalischen Komponenten eines beispielsweise schwingfähigen Systems -{} wie Feder-{}Masse-{}Dämpfungssystem -{} oder elektrisch -{} Kapazität-{}Induktivität-{}Widerstandssystem bekannt, können diese Systeme mit einer gewöhnlichen Differenzialgleichungen mit konstanten Koeffizienten beschrieben werden.

Da dieses genannte System zwei Energiespeicher (z.B. Feder und Masse) enthält, wird es durch eine gewöhnliche Differenzialgleichung zweiter Ordnung beschrieben.

Je nach vorhandenen Informationen und Systemverhalten eines dynamischen Systems existieren noch verschiedene andere mathematische Systembeschreibungen, die sich zur Systemanalyse, Systemidentifikation und Systemberechnung besser eignen.

Zum Verständnis der verschiedenen Arten der Systeme und des Systemverhaltens sind mathematische Beschreibungen von Teilsystemen, die in verschiedensten Strukturen auftreten können, erforderlich. Dazu gehört die Kenntnis der wichtigsten Begriffe der Systembeschreibung, die gewöhnliche Differenzialgleichung und Laplace-{}Übertragungsfunktion, die aus der Differenzialgleichung mittels der Laplace-{}Transformation bestimmt werden kann. Beide Methoden setzen lineare dynamische Systeme voraus. Weitere Systembeschreibungen wie die Differenzengleichungen und die Systembeschreibungen im Zustandsraum werden aus den Differenzialgleichungen abgeleitet.

Obwohl die Übertragungsfunktion G(s) eine Systembeschreibung linearer Systeme im komplexen Frequenzbereich {\large s = δ + jω} darstellt, kennzeichnet sie an Hand der symbolischen Darstellung einfacher algebraischer Gleichungen das charakteristische Systemverhalten im Zeitbereich. Es existieren nur 6 verschiedene Formen einfacher oder mehrfacher Kombinationen davon. 

Totzeitbehaftete nichtlineare dynamische Übertragungssysteme lassen sich meist in statische nichtlineare Systeme und dynamische lineare Systeme aufteilen und beschreiben. Das Zeitverhalten dieser Systeme kann nur numerisch errechnet werden, weil Nichtlinearitäten Unikate sind, die mit logischen Programmbefehlen oder Datentabellen beschrieben werden können.    

Nachfolgend findet eine Kurzdarstellung dieser Systembeschreibungen statt. 
\subsection{Einführung der Systembeschreibung mit Differenzialgleichungen}
\label{6}

Die wichtigste mathematische Systembeschreibung ist die Differenzialgleichung, welche die speziellen physikalischen Grundgesetze des zeitlichen Verhaltens eines bestimmten dynamischen Systems beschreibt. Mit den Differenzialgleichungen lassen sich viele dynamische Systeme aus der Technik, Natur und Gesellschaft darstellen. Viele scheinbar sehr verschiedene physikalische Probleme lassen sich mit der Differenzialgleichung jedoch formal identisch berechnen.  

Eine systembeschreibende Differenzialgleichung ist durch die Differentiale der Energiespeicher und der Ein-{}Ausgangssignale bestimmt. Die Differenzialgleichung eines dynamischen Systems beschreibt den Zusammenhang zu jedem Zeitpunkt zwischen der Ausgangsgröße y(t) und der Eingangsgröße u(t). Die Ordnung der Differentialgleichung ist durch die Ordnung der höchsten vorkommenden Ableitung gegeben.

Andere bekannte Systembeschreibungen der dynamischen Systeme lassen sich von den Differenzialgleichungen entwickeln, wie die Übertragungsfunktion mit dem komplexen Frequenzbereich f(s), der Frequenzgang f(jω), die Zustandsraumdarstellung und die für die numerische Berechnung benötigten Differenzengleichungen.

Mathematische Modelle der dynamischen Systeme werden je nach Kenntnis und Verfügbarkeit der Systemparameter durch verschiedene mathematische Beschreibungsmethoden gekennzeichnet, bzw. angenähert. 



\begin{minipage}{0.75000\textwidth}
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\raggedright{}\myfigurewithcaption{3}{Systemtrennung in statisches nichtlineares System und lineares dynamisches System.}
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Nichtlineare dynamische Systeme können zur einfacheren Berechnung auch durch Modelle in Kombinationen von nichtlinearen Systemen ohne Zeitverhalten und linearen dynamischen Systemen aufgeteilt werden, z.B. nach dem Hammerstein-{}Modell. Nichtlineare statische Modelle sind meist Unikate.

Die Berechnung dynamischer Systeme dient der Kenntnis des Ausgangs-{}Eingangsverhaltens und der Systemanalyse. Je nach Art des dynamischen Systems eignen sich verschiedene mathematische Beschreibungs-{} und Berechnungsverfahren: 
\subsubsection{Gewöhnliche Differenzialgleichung höherer Ordnung mit konstanten Koeffizienten}
\label{7}
\begin{myquote}
\item{}  Eine Differentialgleichung ist eine Gleichung, die eine oder mehrere Ableitungen einer unbekannten Funktion enthält. Die Bezeichnung \symbol{34}gewöhnlich\symbol{34} bezieht sich darauf, dass die gesuchte Funktion nur von einer Variablen abhängt. Es wird nur nach einer Variablen abgeleitet. Eine lineare gewöhnliche Differenzialgleichung enthält die gesuchte Funktion und deren Ableitungen nur in der ersten Potenz. Die gesuchte Funktion darf auch nicht in Argumenten von Winkelfunktionen, Logarithmen usw. erscheinen, anderenfalls wird die Differenzialgleichung nichtlinear. Nichtlineare Differenzialgleichungen mit den verschiedenen Arten der Nichtlinearität sind nur in sehr seltenen Ausnahmefällen analytisch lösbar. Solche dynamischen Systeme können mittels der numerischen zeitdiskreten Methoden beschrieben und berechnet werden. 
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Die häufigsten mathematischen Systembeschreibungen linearer Systeme sind gewöhnliche Differenzialgleichungen mit konstanten Koeffizienten. Zur Aufstellung der Differenzialgleichungen höherer Ordnung werden Bilanzgleichungen der Energie / Materie-{}Speicher benötigt. Systeme mit konzentrierten Speichern erfordern für jede Speicherfunktion eine Differenzialgleichung 1. Ordnung. Diese Differenzialgleichungen mit den Anfangsbedingungen = Null können am einfachsten über die Laplace-{}Transformation gelöst werden.  
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Bei dynamischen Systemen in Form ausgeführter technischer Anlagen stehen Differentialgleichungen selten zur Verfügung. Das Systemverhalten muss erst noch analysiert und dann formuliert werden. 
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Beispiel einer gewöhnliche Differenzialgleichung n-{}ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten a und b für ein System mit dem Ausgangssignal y(t) und Eingangssignal u(t): 
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ a_n y^{(n)} + \ldots + a_2 \ddot y + a_1 \dot y + a_0 y = b_{m}u^{(m)} + \ldots + b_2 \ddot u + b_1 \dot u + b_0 u \, $}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}

\subsubsection{Differenzialgleichung höherer Ordnung mit variablen Koeffizienten}
\label{8}
\begin{myitemize}
\item{}   Sind diese Koeffizienten oder nur ein Koeffizient dieser Differenzialgleichung variabel, dann ändert sich das Zeitverhalten des dynamischen Systems, d.h. eine Sprungantwort des Systems für einen gegebenen Eingangssprung nimmt einen anderen zeitlichen Verlauf. Dieses Verhalten wird leicht verständlich, wenn man die Laplace-{}transformierte Differenzialgleichung als Übertragungsfunktion betrachtet.
\item{}  Sind die Koeffizienten zeitabhängig, führt dieses zu zeitvariantem Systemverhalten, d.h. das Zeitverhalten des Systems ist zu unterschiedlichen Zeitpunkten für t >{} t\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0} unterschiedlich. Systembeispiel: Wenn bei einer beschleunigten Rakete die Masse des Treibstoffs sich ändert.  
\end{myitemize}

\subsubsection{Partielle Differenzialgleichung}
\label{9}
\begin{myquote}
\item{}  Bei partiellen Differenzialgleichungen hängt die gesuchte Funktion von mehreren Variablen ab. Es wird nach mehreren Variablen abgeleitet. Die Anwendung dieser Gleichung erfolgt z.B. bei dynamischen Systemen mit Zeit-{} und Ortskoordinaten. 
\item{}  Systembeispiel: Signalübertragung bei langen elektrischen Leitungen oder Wärmefluss in homogenen Medien.
\end{myquote}

\subsubsection{Beispiel der Entstehung einer Differenzialgleichung mit elektrischen Bauelementen}
\label{10}


\begin{minipage}{1.0\linewidth}
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\raggedright{}\myfigurewithcaption{4}{Schaltplan eines elektrischen Schwingkreises}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}



\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}\begin{myquote}\item{}  L = Induktivität, C = Kondensator, R = Widerstand, U\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{C} = Spannung am Kondensator = Ausgangsgröße, U\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{E} = Eingangsspannung \end{myquote}\begin{myquote}\item{} \begin{equation*}  L \cdot C \cdot \ddot U_C(t) + R \cdot C \cdot \dot U_C(t) + U_C(t) = U_E(t) \, \end{equation*}\end{myquote}Es können Zeitkonstanten wie T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{1} = R * C und T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{2}² = L * C eingeführt werden mit y(t) = Ausgangsgröße, u(t) = Eingangsgröße.\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} T_2^2 \cdot \ddot y(t) + T_1 \cdot \dot y(t) + y(t) = u(t) \, \end{equation*}\end{myquote}oder in allgemeiner Koeffizienten-{}Darstellung:  {$ \quad a_2 = 1;  \quad  a_1 = \frac R L;  \quad  a_0 = \frac 1 {L \cdot C}; \quad  b_0 = \frac 1 {L \cdot C}  \, $}\begin{myquote}\item{} \begin{tabular}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$  \ddot y(t) + a_1 \cdot \dot y(t) + a_0 \cdot y(t) = b_0 \cdot u(t) \, $}\\ \hline \end{tabular}\end{myquote}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}

\subsubsection{Einführung der konventionellen Lösung einer gewöhnlichen Differenzialgleichung}
\label{11}
Die Lösung einer Differenzialgleichung (DGL) erfolgt immer durch Integration und ist eine Funktion, nicht ein Wert. Natürlich kann auch ein bestimmter Wert der Ausgangsgröße für eine bestimmte Zeit errechnet werden. 

Die Lösung der Differenzialgleichung ist die Ausgangsgröße y(t) in Abhängigkeit der Art und Größe des gegebenen Eingangssignals u(t). Eingangssignale sind häufig Testsignale wie die Sprung-{} und Impulsfunktion, die charakteristische Signalantworten des Systems hervorrufen, die der Systemdiagnose dienen können.   

Die gewöhnliche Differenzialgleichung (DGL) beschreibt ein lineares Übertragungssystem mit n Energiespeichern durch n Ableitungen der Systemausgangsgröße y(t) und m Ableitungen der Eingangsgröße u(t) des Systems. Die Lösung einer DGL erfolgt durch Integration. Jede unbestimmte Integration ergibt Integrationskonstanten {\large C\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{n}}, deren Anzahl durch die Ordnung {\large n} der DGL festgelegt  ist. 

Für ein gegebenes Eingangssignal an dem linearen dynamischen System mit Anfangswerten ergibt sich als Lösung der systembeschreibenden gewöhnlichen DGL eine Addition aus zwei Lösungsanteilen, der homogenen und partikulären Lösung, die einen Funktionsverlauf {\large f(t)} der Ausgangsgröße des Systems darstellen. Die konventionelle  Lösung einer inhomogenen DGL besteht aus der allgemeinen Lösung der homogenen DGL mit der Ausgangsgröße {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{H}(t)} mit der Eingangsgröße {\large u(t) = 0} sowie einer speziellen partikulären Lösung der inhomogenen DGL {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{P}(t)} mit {\large u(t) \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/freefont/,UprightFont=FreeSerif.ttf,BoldFont=FreeSerifBold.ttf,ItalicFont=FreeSerifItalic.ttf,BoldItalicFont=FreeSerifBoldItalic.ttf]{FreeSerif.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/freefont/,UprightFont=FreeMono.ttf,BoldFont=FreeMonoBold.ttf,ItalicFont=FreeMonoOblique.ttf,BoldItalicFont=FreeMonoBoldOblique.ttf]{FreeSerif.ttf}≠\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}  0}. 

Inhomogene DGL = DGL mit u(t) \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/freefont/,UprightFont=FreeSerif.ttf,BoldFont=FreeSerifBold.ttf,ItalicFont=FreeSerifItalic.ttf,BoldItalicFont=FreeSerifBoldItalic.ttf]{FreeSerif.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/freefont/,UprightFont=FreeMono.ttf,BoldFont=FreeMonoBold.ttf,ItalicFont=FreeMonoOblique.ttf,BoldItalicFont=FreeMonoBoldOblique.ttf]{FreeSerif.ttf}≠\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} 0)

\begin{myitemize}
\item{}  Bei der homogenen Lösung der DGL liegen Anfangswerte vor. Die Systemeingangsgröße u(t) ist dabei gleich Null. Das System ist sich selbst überlassen und strebt einen stabilen Ruhezustand an, Systemstabilität vorausgesetzt.
\item{}  Bei der partikulären Lösung der DGL sind die Anfangswerte gleich Null und die Systemeingangsgröße u(t) \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/freefont/,UprightFont=FreeSerif.ttf,BoldFont=FreeSerifBold.ttf,ItalicFont=FreeSerifItalic.ttf,BoldItalicFont=FreeSerifBoldItalic.ttf]{FreeSerif.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/freefont/,UprightFont=FreeMono.ttf,BoldFont=FreeMonoBold.ttf,ItalicFont=FreeMonoOblique.ttf,BoldItalicFont=FreeMonoBoldOblique.ttf]{FreeSerif.ttf}≠\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} Null.
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\end{myitemize}

\subsubsection{Differenzialgleichung mit Anfangswerten}
\label{12}
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\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} y_H(t) = C_1 \cdot e^{{\lambda}_1 \cdot t}  + C_2 \cdot e^{{\lambda}_2 \cdot t} + C_3 \cdot e^{{\lambda}_3 \cdot t} + \cdots   \end{equation*}
\end{myquote}


Die partikuläre Lösung der DGL eines Systems höherer Ordnung (>{} 2. Ordnung) über das Faltungsintegral gestaltet sich schwierig. Einfacher wird die Lösung über die Laplace-{}Transformation und noch einfacher und übersichtlicher mit Hilfe der numerischen Berechnung.
\subsubsection{Definition  Anfangswertproblem}
\label{13}
(Anfangswertproblem = Differenzialgleichung mit ihren zugehörigen  Anfangswerten)
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Die Berechnung der Integrationskonstanten ist leider sehr umständlich, gehört aber zur klassischen Lösung der DGL. 
\subsubsection{Anwendung dynamisches System mit Anfangswerten}
\label{14}
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Verzichtet man auf die Berechnung einer DGL mit Anfangswerten eines Übertragungssystems, kann mit Hilfe der Übertragungsfunktion G(s) und Laplace-{}Transformationstabellen die Lösung der Differenzialgleichung für gegebene Eingangssignale im Zeitbereich bestimmt werden.

Ist die Übertragungsfunktion {\large G(s)} als Laplace-{}transformierte Differenzialgleichung gegeben, so ist die Berechnung des System-{}Ausgangssignals {\large y(t)} für ein gegebenes Eingangssignal {\large Y(s)} bei Anwendung der inversen Laplace-{}Transformation immer  eine partikuläre Lösung. Die partikuläre Lösung der Differenzialgleichung ist in der Regelungstechnik meist von hauptsächlichem Interesse.

In der Regelungstechnik werden häufig Übertragungssysteme durch Aufzeichnung der Sprungantwort analysiert. Dabei wird meistens  vorausgesetzt, dass sich das System in Ruhe befindet. Es gibt aber Anwendungen, bei denen die Speicher \symbol{34}Anfangswerte\symbol{34} haben oder das System bei Anfangswerten getestet werden sollen, um spezielle Aussagen zu treffen. 
\subsubsection{Numerische Lösung der Differenzialgleichung mit Anfangswerten}
\label{15}
Für viele dynamische Systeme sind nicht immer die physikalischen Einzelkomponenten bekannt und damit kann auch keine Differenzialgleichung aufgestellt werden. Außerdem ist die Lösung einer gewöhnlichen Differenzialgleichung höherer Ordnung schwierig.

Mit Hilfe von Testsignalen und Aufzeichnung der Systemreaktion kann ein dynamisches System identifiziert werden. Bei linearen Systemen wird vorzugsweise die Übertragungsfunktion G(s) als Funktion der komplexen Frequenz s benutzt. Die Zerlegung in Teilsysteme -{} Linearfaktoren -{} entspricht der kleinsten Systemeinheit G(s) der gewöhnlichen Differenzialgleichungen 1. Ordnung. 

Die numerische Berechnung bezieht sich auf ein konstantes kleines Zeitintervall Δt, der diskreten Zeit. Für dieses Zeitintervall wird an Hand von Differenzengleichungen rekursiv (Rekursion = zurücklaufen) das Systemausgangssignal mit der Folge (k*Δt) neu berechnet und bildet damit einen fein gestuften Signalverlauf als Funktion der Zeit.  

Es bestehen mehrere Methoden der Bildung von Differenzengleichungen. Die einfachste Methode ist das Verfahren nach dem \symbol{34}Euler-{}Streckenzugverfahren\symbol{34}, das mit 4 verschiedenen Differenzengleichungen sämtliche lineare Übertragungssysteme approximieren (annähern) kann.
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Sind keine Anfangswerte des Systems gegeben, so können die Systemteile numerisch durch Anwendung von Differenzengleichungen sehr einfach gelöst werden.   

→ Siehe das ausführliche Kapitel \symbol{34}\mylref{153}{Einführung in die Systemtheorie/ Numerische Berechnung dynamischer Systeme}\symbol{34}. 

→ Siehe das ausführliche Kapitel \symbol{34}\mylref{106}{Einführung in die Systemtheorie/ Gewöhnliche Differenzialgleichungen}\symbol{34}. 

\subsection{Einführung der Systembeschreibung mit der Übertragungsfunktion G(s)}
\label{16}
Der Begriff Übertragungsfunktion hat verschiedene Bedeutungen und kennzeichnet allgemein die Abhängigkeit des Ausgangssignals Y eines Übertragungssystems G von dessen Eingangssignal U.

Neben dem Begriff Laplace-{}Übertragungsfunktion G(s) -{} in der Regelungstechnik vereinfacht \symbol{34}Übertragungsfunktion\symbol{34} genannt -{}  existiert auch der Begriff der \symbol{34}Z-{}Übertragungsfunktion\symbol{34}, die aus der Übertragungsfunktion G(s) entstanden ist. Während Differenzialgleichungen für kontinuierliche Signale mit der Laplace-{}Transformation gelöst werden können, hat die Z-{}Transformation für zeitdiskrete Signale bei abgetasteten Signalfolgen eine ähnliche Bedeutung. Die Anwendung der Z-{}Übertragungsfunktion bei abgetastete Signalfolgen ist nicht zwingend, es können auch zur numerischen Systemberechnung Differenzengleichungen des Systems verwendet werden. Die Z-{}Übertragungsfunktion ist nicht Gegenstand dieses Kapitels.

Die Übertragungsfunktion G(s) eines linearen dynamischen Systems g(t) entsteht z. B. aus der Laplace-{}Transformation einer systembeschreibenden gewöhnlichen Differenzialgleichung. Sie ist in der Regelungstechnik die häufigste Darstellungsform des Eingangs-{} und Ausgangsverhaltens von linearen Übertragungssystemen im komplexen Frequenzbereich.

Die Übertragungsfunktion G(s) ist eine abstrakte nicht messbare Größe und beschreibt das mathematische Verhalten eines linearen zeitinvarianten Systems im Frequenzbereich mit der komplexen Variable s. Sie wird nach der Zerlegung der Zähler-{} und Nennerpolynome durch Nullstellenbestimmung in Produktterme (Linearfaktoren) erfolgreich eingesetzt für Systemanalyse, Systemsynthese, Systemstabilität und erlaubt die algebraische Behandlung von beliebig geschalteten rückwirkungsfreien Teilsystemen. 

Die Übertragungsfunktion G(s) beschreibt das Verhältnis der Ausgangsgröße Y(s) zu der Eingangsgröße U(s) im Bildbereich, ist unabhängig von seinen Signalen und gültig in einem linearen und zeitinvarianten System (d. h., das Systems zeigt zu jeder Zeit -{} bei gleicher Erregung -{} das gleiche Verhalten). 
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\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} G(s)  = \frac {Y(s)} {U(s)}:= \frac{b_{m}s^{m} + \ldots  + b_2s^2 + b_{1}s + b_{0}}{a_n s^{n} + \ldots + a_2s^2 +a_{1}s + a_{0}} := \frac {\text{Zählerpolynom (s)}} {\text{Nennerpolynom (s)}}\end{equation*}
\end{myquote}
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\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} G(s) = \frac {Y(s)} {U(s)} := \frac {b_2 \cdot s^2 + b_1 \cdot s + b_0} {a_3 \cdot s^3 + a_2 \cdot s^2 + a_1 \cdot s + a_0} \end{equation*}
\end{myquote}
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\begin{myitemize}
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\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  {$G(s)= \mathcal{L} \{g(t) \} \quad \text {oder als inverse Laplace-Transformation} \quad g(t)=\mathcal{L}^{-1}\{G(s)\}$}
\item{}  G(s) beschreibt das dynamische System mit einer Gleichung in Form einer gebrochen-{}rationalen Funktion unter der Voraussetzung, dass die internen Energiespeicher des dynamischen Systems gleich Null sind (d. h. verschwindende Anfangsbedingungen). Die Übertragungsfunktion kann über die Laplace-{}Transformation der systembeschreibenden gewöhnlichen Differenzialgleichung entstehen. Andere Entstehungsweisen sind die empirische Messung und Auswertung des Frequenzgangs {$G(j \omega)$}, die Systemanalyse mit Hilfe der Impuls-{} oder der Sprungantwort oder die Bildung des Impedanzverhältnisses  des unbekannten linearen Systems. 
\end{myquote}

\begin{myitemize}
\item{}  Y(s) ist das Systemausgangssignal,
\item{}  U(s) ist das Eingangssignal, welches als Testsignal häufig die Funktion eines Signalsprungs, eines Signalimpulses oder einer sinusförmigen Erregung hat.
\item{}  Die komplexe Frequenz {$s = \delta + j \omega  = Re(s) + j \cdot Im(s)$} ist eine unabhängige Variable des Laplace-{} oder Bildbereichs. Sie tritt mit einem ganzzahligen Exponenten als Potenz im Zähler und Nenner einer Übertragungsfunktion auf, ist aber nur ein Symbol für eine vollzogene Transformation einer Ableitung bestimmter Ordnung n oder eines Integrals der gewöhnlichen Differenzialgleichung. Die Variable s in verschiedenen Darstellungsarten der Übertragungsfunktion kann beliebig algebraisch behandelt werden, enthält aber keinen Zahlenwert.   
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\item{}  n und m bedeuten jeweils den Grad des Nennerpolynoms und des Zählerpolynoms (Ordnung des Systems). In der Produktdarstellung bedeutet n die Anzahl der Pole im Nenner, m die Anzahl der Nullstellen im Zähler. Sind alle Koeffizienten der Polynomdarstellung in der geordneten Reihenfolge vorhanden, positiv und die Systemordnung n >{} m, handelt es sich um ein asymptotisch stabiles Übertragungssystem.
\end{myitemize}


Wird die Übertragungsfunktion der Polynomdarstellung in die Produktdarstellung gebracht, können sämtliche Systemeigenschaften wie die Kriterien der Stabilität, Pole, Nullstellen, Verstärkung und Zeitkonstanten aus der Übertragungsfunktion abgeleitet werden. Durch die Rücktransformation mittels der inversen Laplace-{}Transformation kann das zeitliche Verhalten eines Übertragungssystems als Funktion des Eingangssignals berechnet werden.
\subsubsection{Entstehung der Übertragungsfunktion}
\label{17}
Die Übertragungsfunktion G(s) beschreibt nach der Systemtheorie die mathematische Beziehung zwischen einem dynamischen System und den zugehörigen Ein-{} und Ausgangssignalen im sogenannten s-{}Bereich. Elektrische, mechanische, biologische und andere dynamische Systeme können durch die gleiche Form der Übertragungsfunktion beschrieben werden, wenn die Anzahl und die Struktur der Systemspeicher identisch sind. 


\begin{minipage}{1.0\linewidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/5.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{5}{Beispiel für eine Identifikation eines PT2-{}Schwingungsgliedes durch die Amplituden der 1. und 2. Halbwelle}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}



Es bestehen mehrere Wege, die zu einer Übertragungsfunktion G(s) führen: 

\begin{myitemize}
\item{}  Laplace-{}Transformation der systembeschreibenden gewöhnlichen Differenzialgleichung,
\item{}  aus dem Signalverhältnis Y(s) / U(s), wenn dieses bekannt ist.
\item{}  durch Messen des Frequenzgangs G(jω),
\item{}  Spannungsteiler aus einem rückwirkungsfreien Impedanzverhältnis, (Beispiel: RC-{}beschalteter Operationsverstärker),
\item{}  durch Systemidentifikation mittels Sprung-{} oder Impulsantwort 
\end{myitemize}


Die \symbol{34}klassische\symbol{34} Entstehungsweise der Übertragungsfunktion  ergibt sich über die Laplace-{}Transformation der systembeschreibenden Differenzialgleichung mit konstanten Koeffizienten. Das Ergebnis ist eine Polynomgleichung mit der komplexen Frequenz s, die als Stellvertreter für jeden Differentialquotienten steht. Diese Transformation erfolgt nach dem Differentiationssatz der Laplace-{}Transformation. Der Grad, d.h. die Ordnung des Differentialquotienten entspricht dem Exponenten von s. 

Enthält die Differenzialgleichung auch Ableitungen der Systemeingangsgröße, dann entsteht durch die Transformation eine gebrochene rationale Funktion G(s) als Quotient mit Polynomen im Nenner und Zähler. Sind keine Ableitungen der Eingangsgröße gegeben, existiert nach der Transformation nur ein Nennerpolynom der Übertragungsfunktion. Im Zähler der Übertragungsfunktion steht für diesen Fall die Verstärkung K, die auch die Größe 1 betragen kann.
\subsubsection{Laplace-{}Transformation einer linearen gewöhnlichen Differenzialgleichung}
\label{18}
Die Übertragungsfunktion entsteht durch die Laplace-{}Transformation, eine Integraltransformation, aller zeitabhängigen Terme der System-{}Differenzialgleichung und beschreibt das Übertragungsverhalten im sogenannten Bild-{} oder Frequenzbereich (s-{}Bereich) mit der der komplexen Variablen s.

Die Übertragungsfunktion eines Systems entsteht z.B. durch Austausch der zeitabhängigen Terme einer systembeschreibenden Differentialgleichung mit den Laplace-{}Transformierten. Voraussetzung ist, dass die Anfangsbedingung des Systems Null ist. 

Je nach Grad der Ableitungen einer Funktion x(t) entstehen mit Hilfe des Laplace-{}Differentiationssatzes nach der Transformation folgende Laplace-{}Transformierte:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}\mathcal{L} \left\{ \frac{}{}x(t) \right\} =x(s)\end{equation*}
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}\mathcal{L} \left\{ \frac{d}{dt}x(t) \right\} =s \cdot x(s)\end{equation*}
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}\mathcal{L} \left\{ \frac{d^2}{dt^2}x(t) \right\} =s^2 \cdot x(s)\end{equation*}
\end{myquote}


Der Grad der Ableitung im Zeitbereich und die zugehörige Transformierte im Bildbereich kann in dieser Weise beliebig fortgesetzt werden. Der Laplace-{}Operator {\large s} entspricht also der 1. Ableitung einer Funktion f(t), {\large s²} entspricht der 2. Ableitung einer Funktion f(t) und so weiter.

Für das Integral gilt die Laplace-{}Transformierte:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}\mathcal{L} \left\{ \int{x(t)dt} \right\} =\frac 1s \cdot x(s)\end{equation*}
\end{myquote}


Das dynamische Verhalten von linearen Übertragungssystemen (LZI-{}Systeme)  wird durch gewöhnliche Differenzialgleichungen beschrieben. Der Wert der Ordnung n gibt die höchste Ableitung der Ausgangsgröße y(t) und damit allgemein die Anzahl der Energiespeicher des Übertragungssystems wieder.
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\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} a_n y^{(n)} + \ldots + a_2 \ddot y + a_1 \dot y + a_0 y = b_{m}u^{(m)} + \ldots + b_2 \ddot u + b_1 \dot u + b_0 u \, \end{equation*}
\end{myquote}


Falls die Koeffizienten {$a_{i}$} und {$b_{k}$} alle konstant sind, ist die Laplace-{}Transformation ausführbar. Allgemein gilt für die Signale {\large u(t)} und {\large y(t)} mit den zu Null gesetzten Anfangsbedingungen:

\begin{myquote}
\item{} {$y^{(i)}(0)=0 \,$} für alle {$0\leq i \leq n \,$}
\end{myquote}
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\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}Y(s)(a_{n}s^{n} + \ldots + a_{2}s^2 + a_{1}s + a_{0}) = U(s)(b_{m}s^{m} + \ldots + b_{2}s^2 + b_{1}s + b_{0})\end{equation*}
\end{myquote}


Die Polynomgleichung kann so umgestellt werden, dass ein Verhältnis der Ausgangsgröße Y(s) zur Eingangsgröße U(s) gebildet werden kann. Der Rest der Terme der Polynomgleichung entspricht dem Übertragungssystem G(s) in Form einer gebrochen-{}rationalen Funktion, also einem Verhältnis aus Zähler und Nenner. 
{\bfseries
\begin{mydescription} Die Übertragungsfunktion als eine rational gebrochene Funktion in Polynom-{}Darstellung lautet
\end{mydescription}
}


\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ G(s) =\frac{Y(s)}{U(s)} = \frac{b_{m}s^{m} + \ldots  + b_2s^2 + b_{1}s + b_{0}}{a_n s^{n} + \ldots + a_2s^2 +a_{1}s + a_{0}}$}.\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


Für die Anwendung der Übertragungsfunktion zur Systemberechnung wird der Zustand der Energiespeicher des dynamischen Systems zum Zeitpunkt t = 0 als energiefrei angesehen. Damit werden die Anfangswerte des Systems zu Null.

Eine wesentliche nützliche Eigenschaft der Laplace-{}Übertragungsfunktion besteht darin, dass zwischen allen Komponenten ein algebraischer Zusammenhang besteht. Ein weiterer Vorteil besteht darin, dass mit Hilfe von Laplace-{}Transformationstabellen die Umwandlung vom s-{}Bereich in den Zeitbereich überführt werden kann und somit eine gewöhnliche Differenzialgleichung gelöst werden kann. 
\subsubsection{Definition Nullstellen und Pole}
\label{19}
Ein lineares zeitinvariantes Übertragungssystem ohne Totzeit ist durch Pole, Nullstellen und Proportionalitätsfaktoren der Übertragungsfunktion vollständig bestimmt. 

Die Ermittlung der Pole und Nullstellen der Polynome einer Übertragungsfunktion erlaubt die Umwandlung der Polynomdarstellung in eine Produktdarstellung. Die Übertragungsfunktion in der Produktdarstellung führt bei einem gegebenen Eingangssignal über die Laplace-{}Rücktransformation direkt zu einer Lösung im Zeitbereich. Die Produktdarstellung einer Übertragungsfunktion entspricht einer multiplikativ angeordneten Reihendarstellung von Teilsystemen (Elementarsystemen, Linearfaktoren), wobei ein Teilsystem nicht durch nachfolgende Teilsysteme belastet sein darf.    

Zur Nullstellenbestimmung eines Polynoms mit Zahlenwerten werden die Polynome des Zählers und des Nenners der Übertragungsfunktion jeweils gleich Null gesetzt. Bei der Darstellung der Übertragungsfunktion als eine rational gebrochene Funktion werden die Nullstellen des Zählerpolynoms, die das Polynom zu Null machen, als Nullstellen {$s_{n}$} bezeichnet. Die Nullstellen des Nennerpolynoms bezeichnet man als Pole {$s_{p}$}. 

Polynome des 2. Grades können mit Hilfe der bekannten \symbol{34}pq-{}Gleichung\symbol{34} zur Lösung von gemischt-{}quadratischen Gleichungen gelöst werden. Es existieren noch weitere Verfahren zur Nullstellenbestimmung von Polynomen höheren Grades. 

In dieser allgemeinen Darstellung ist noch nicht definiert, um welche Art von elementaren Produkten (= Linearfaktoren) es sich bei der Übertragungsfunktion handelt. Das Systemverhalten wird erst deutlich, wenn Zahlenwerte für die Nullstellen, Pole und Verstärkung {$k$} vorliegen. 

Ein Polynom hat so viele Nullstellen (bzw. Pole), wie es dem höchsten Grad der Ordnung entspricht. Je nach Größe und Anzahl der Koeffizienten der Polynome ergeben sich bei der Pol-{} Nullstellenbestimmung für die zu bestimmenden Werte der Pole und Nullstellen unterschiedliche mathematische Formen für {$s_{n}$} und {$s_{p}$}, die Null, ± reell und ± konjugiert komplex sein können.

Die Werte von Polen und Nullstellen stabiler Elementarsysteme sind immer negativ. Positive Werte von Polen und Nullstellen führen zur monotonen oder oszillatorischen Instabilität des Gesamtsystems. Pole und Nullstellen haben die Maßeinheit einer Frequenz.

Die Pole bestimmen das Zeitverhalten des Systems, Nullstellen die Systemamplituden. Sind alle Realteile der Pole eines zeitinvarianten dynamischen Systems negativ und von Null verschieden, so ist das Übertragungsverhalten asymptotisch stabil. Bei einem Produktterm mit einem Pol, dessen Realteil und Imaginärteil Null ist, verhält sich das Gesamtsystem semistabil (integrierendes Verhalten).
\subsubsection{Linearfaktoren}
\label{20}
Sind die Nullstellen bzw. die Pole eines Polynoms bekannt, kann das Zähler-{} und Nennerpolynom in Produktterme (Linearfaktoren) zerlegt werden.  Weil die Nullstellen aus zu Null gesetzten Polynomen berechnet werden, muss sichergestellt werden, dass keine Faktoren gekürzt worden sind. Es empfiehlt sich eine Prüfung vorzunehmen, ob die Pol-{} Nullstellendarstellung (= Produktdarstellung) durch Ausmultiplizieren auch mit dem Polynom identisch ist. 
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\end{myitemize}


Bezeichnet man den Realteil einer Nullstelle oder eines Poles mit {$ \delta $} und den Imaginärteil mit {$ \omega $}, dann ergeben sich bei Übertragungsfunktionen in der Produktdarstellung bei reellen und konjugiert komplexen Nullstellen und Polen unterschiedliche Gleichungen, die durch die Größe der Zahlenwerte der Koeffizienten der Polynomdarstellung bestimmt werden. Die angegebenen 3 Formen der Linearfaktoren können einfach und mehrfach auftreten.   

In der linearen Regelungstechnik und Systemtheorie ist es eine willkommene Tatsache, dass praktisch alle vorkommenden regulären (stabilen) Übertragungsfunktionen bzw. Frequenzgänge von Regelkreisgliedern auf drei Grundformen geschrieben bzw. zurückgeführt werden können. Die Linearfaktoren haben eine völlig unterschiedliche Bedeutung, je nachdem ob sie im Zähler oder im Nenner einer Übertragungsfunktion stehen. 

Stehen die Linearfaktoren im Zähler, haben sie eine differenzierende Wirkung, stehen sie im Nenner, haben sie eine verzögernde (speichernde) Wirkung:

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.29315\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.29315\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.29315\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Typ Linearfaktor (Zeitkonstanten-{}Darstellung)}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Bedeutung im Zähler &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Bedeutung im Nenner\endhead  \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$G_1(s)=T\cdot s$}\newline{}Nullstelle {$s_{n1}=0 \ \mathrel{\hat=} \ $} \symbol{34}Absolutglied fehlt\symbol{34}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Differenzierer, D-{}Glied &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Integrator, I-{}Glied\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$G_2(s)=T\cdot s+1$}\newline{}Nullstelle {$s_{n2}= -\delta \ \mathrel{\hat=}$} \symbol{34}reelle Zahl\symbol{34}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} PD1-{}Glied &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Verzögerung, PT1-{}Glied\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$G_3(s)=T^2 \cdot s^2+2\cdot D\cdot T\cdot s+1$}\newline{}{$s_{n3_1}= - \delta + j \omega;\ s_{n3_2}= -\delta -j \omega $}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} PD2-{}Glied: für 0 <{} {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape D}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} <{} 1\newline{}mit konjugiert komplexen Nullstellen &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Schwingungsglied PT2-{}Glied: für 0 <{} {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape D}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} <{} 1\newline{} mit konjugiert komplexen Polen\\ \hline 
\end{longtable}

\item{} Dabei ist {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape T}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} die Zeitkonstante, {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape s}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} die komplexe Frequenz, {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape D}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} der Dämpfungsgrad.
\end{myquote}



\begin{myitemize}
\item{}  {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Beispiel einer Übertragungsfunktion der Polynomdarstellung und der Zerlegung in die Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung mit reellen Linearfaktoren:}
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$G_1(s) =\frac{Y(s)}{U(s)} = \frac{b_{m}s^{m} + \ldots  + b_2s^2 + b_{1}s + b_{0}}{a_n s^{n} + \ldots + a_2s^2 +a_{1}s + a_{0}} := k \cdot \frac{(s - s_{n1})(s - s_{n2}) \dotsm (s - s_{nm})}{(s -s_{p1})(s - s_{p2}) \dotsm (s - s_{pn})} $}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}

\item{} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} Sind in der Polynomdarstellung alle Ableitungen und zugehörige Koeffizienten lückenlos mit positivem Vorzeichen vorhanden, stellt die Übertragungsfunktion für die Exponenten n >{} m ein zeitverzögerndes asymptotisch stabiles System dar. Werden negative Werte der Pole und Nullstellen eingesetzt, entstehen positive Linearfaktoren.
\item{}  Das Gesamtsystem wird als \symbol{34}{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries globales proportionales Systemverhalten}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\symbol{34} bezeichnet.
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Beispiel:}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} Bestimmung des Pols eines Linearfaktors G(s) = s + 3 im Nennerpolynom:
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} 
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}s+3 = 0; \quad s \ \mathrel{\hat=} \ s_p=-3 \end{equation*}
\end{myquote}

\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}  {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Beispiel einer Übertragungsfunktion der Polynomdarstellung ohne Absolutglied im Nennerpolynom und der Zerlegung in die Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung mit reellen Linearfaktoren:}
\end{myitemize}
\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}

\begin{myquote}
\item{}  Der Term der gewöhnlichen Differenzialgleichung oder eines transformierten Polynoms im Zähler und Nenner der Übertragungsfunktion mit den Koeffizienten  {$ a_0 $} und {$ b_0 $} wird allgemein als Absolutglied bezeichnet. Für {$ a_0 = 0 $} oder {$ b_0 = 0$} gilt:
\item{}  {$ G(s) = s - 0 = s $}
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Linearfaktor ohne Absolutglied {$a_0$} des Polynoms im Nenner, Pol {$ s_{p1} = 0$}. 
\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$G_2(s) =\frac{Y(s)}{U(s)} = \frac{b_{m}s^{m} + \ldots  + b_2s^2 + b_{1}s + b_{0}}{a_n s^{n} + \ldots + a_2s^2 +a_{1}s} := k \cdot \frac{(s - s_{n1})(s - s_{n2}) \dotsm (s - s_{nm})}{s(s - s_{p2}) \dotsm (s - s_{pn})} $}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}

\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Fehlt das Absolutglied a\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0} im Nennerpolynom (a\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0} = 0), kann die Variable s aus dem Nennerpolynom ausgeklammert werden. Dieses Gesamtverhalten des Systems wird als \symbol{34}{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries globales integrierendes Systemverhalten}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\symbol{34} bezeichnet. Fehlt das Absolutglied b\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0} im Zählerpolynom (b\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0} = 0), kann die Variable s aus dem Zählerpolynom ausgeklammert werden. Dieses Gesamtverhalten des Systems wird als \symbol{34}{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries globales differenzierendes Systemverhalten}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\symbol{34} bezeichnet. 
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}  {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Beispiel einer Übertragungsfunktion in der Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung mit einem konjugiert komplexen Pol im Nennerpolynom:}
\end{myitemize}
\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}

\begin{myquote}
\item{}  Bei dynamischen Systemen 2. Ordnung (z.B. Feder-{}Masse-{}Dämpfungssystem) oder bei Systemen 1. Ordnung, die eine positive Rückführung enthalten (Regelkreise), kann ein Energieaustausch  stattfinden. Solche Systeme mit konjugiert komplexen Lösungen der Pole und Nullstellenkönnen können in einem Gesamtsystem enthalten sein und treten immer paarweise -{} meist im Nenner der Übertragungsfunktion -{} mit einem identischen Realteil {$ \delta $} auf.
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} {$ s_{n1} = - \delta + j \omega $} {$ \ $} und {$ \ $} {$ s_{n2} = -\delta - j \omega  \, $}, oder zusammengefasst
\item{} {$ s_{n1;2} = -\delta  \pm j \omega $} 
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Die Polynome mit konjugiert komplexen Nullstellen werden zur einfacheren Berechenbarkeit zu quadratischen Termen zusammengefasst, in denen nur reelle Koeffizienten auftreten. Deshalb lässt sich ein Elementarsystem 2. Ordnung mit konjugiert komplexen Polen und Nullstellen nicht in 2 Linearfaktoren 1. Ordnung mit nur reellen Koeffizienten zerlegen.
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}G_3(s) =\frac{Y(s)}{U(s)} = \frac{b_{m}s^{m} + \ldots  + b_2s^2 + b_{1}s + b_{0}}{a_n s^{n} + \ldots + a_2s^2 +a_{1}s + a_{0}} := k \cdot \frac{(s - s_{n1})(s - s_{n2}) \dotsm (s - s_{nm})}{[s - (\delta +j \omega)] \cdot [s - (\delta -j \omega)] \dotsm (s - s_{pn})} \end{equation*}
\end{myquote}

\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} Wird der Klammerausdruck mit den komplexen Größen im Nenner aufgelöst, entsteht:
\item{} {$ G(s) = [s - (\delta +j \omega)] \cdot [s - (\delta -j \omega)] = s^2 - 2 \cdot \delta \cdot s + \delta^2 + \omega^2 \ :=s^2 - p \cdot s + q \ \bigg| \qquad p =  2 \cdot \delta $} und {$ q =  \delta^2 + \omega^2$}
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} 
\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$G_3(s) =\frac{Y(s)}{U(s)} = \frac{b_{m}s^{m} + \ldots  + b_2s^2 + b_{1}s + b_{0}}{a_n s^{n} + \ldots + a_2s^2 +a_{1}s + a_{0}} :=  k \cdot \frac{(s - s_{n1})(s - s_{n2}) \dotsm (s - s_{nm})} {(s^2 - 2 \cdot \delta \cdot s + \delta^2 + \omega^2) \dotsm (s - s_{pn})} :=  k \cdot \frac{(s - s_{n1})(s - s_{n2}) \dotsm (s - s_{nm})} {(s^2 - p \cdot s + q) \dotsm (s - s_{pn})}$}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}

\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Wenn Zahlenwerte vorliegen, können mit verschiedenen Methoden, wie mit der pq-{}Formel {$ x^2 + px + q = 0 $} für Systeme 2. Ordnung, oder fertige im Internet verfügbare Programme bis 4. Ordnung mit dem Aufruf -{} \symbol{34}Nullstellen (Lösungen) von Polynomen bestimmen\symbol{34} -{} die Pole und Nullstellen bestimmt werden. 
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Für Systeme mit Polynomen 2. Ordnung der Form {$ s^2 + p\cdot s + q = 0 \, $} errechnen sich die Nullstellen bzw. die Pole: 
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} 
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} s_{p1;2} = - \frac p 2 \pm \sqrt {\frac {p^2} 4 -q} \end{equation*}
\end{myquote}

\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Wenn das Polynom 2. Ordnung {$ (s^2 - 2 \cdot \delta \cdot s + \delta^2 + \omega^2) = 0 $} in die Form zur Lösung einer gemischt quadratischen Gleichung gebracht wird, lassen sich die Nullstellen für p und q durch Faktorenvergleich bestimmen. {$ p = 2 \cdot \delta $} wird positiv, wenn negative Realteile von {$ s_p $} oder {$ s_n $} vorliegen. 
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Die Pol-{} Nullstellendarstellung der Übertragungsfunktion für ein asymptotisch stabiles System enthält immer positive Zahlenwerte, was voraussetzt, dass die Pole und Nullstellen negative Realteile enthalten. 
\end{myquote}

\subsubsection{Zeitkonstantendarstellung}
\label{21}

Es existieren 2 faktorielle  Darstellungsformen, die Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung und die Zeitkonstanten-{}Darstellung. Die Zeitkonstanten-{}Darstellung hat einen höheren Anschauungswert und den Vorteil, dass bei Änderung der Zeitkonstante sich die Systemverstärkung nicht ändert. 

Bei der Zeitkonstantendarstellung wird der Produktterm s -{} s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{n} so umgestellt, dass der Reziprokwert 1/s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{n} = T gebildet wird.

Der Produktterm in der Zeitkonstanten-{}Darstellung mit negativem Wert der Polstelle s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{P} (Term im Nenner asymptotisch stabiles System) lautet damit: 
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}\underbrace {(s - s_p)}_{Produktterm}  = \ \underbrace { s_p \cdot (\frac 1 {s_p} \cdot s+1) }_{s_p \, = \, negativer \ Wert} \quad :=  \underbrace {K \cdot (T \cdot s + 1) }_{Zeitkonstantendarstellung} \end{equation*}
\end{myquote}


Bei der Zeitkonstanten-{}Darstellung des Linearfaktors werden die zwei Terme positiv dargestellt. Dies setzt voraus, dass die Realanteile der zugehörigen Nullstellen und Pole negativ sind.  

{\bfseries
\begin{mydescription}Rechenbeispiel einer Übertragungsfunktion G(s) 3. Ordnung mit konjugiert komplexen Polen im Nenner
\end{mydescription}
}

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Gegeben:}\begin{myitemize}\item{} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} Übertragungsfunktion 3. Ordnung in Polynomdarstellung\end{myitemize}\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} G(s) = \frac {Y(s)} {U(s)} = \frac {s+5} {s^3 + 8 \cdot s^2 + 37 \cdot s + 50} \end{equation*}\end{myquote}{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Gesucht:}\begin{myitemize}\item{} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} Übertragungsfunktion in der Pol-{} Nullstellendarstellung.\item{}  Übertragungsfunktion in der Zeitkonstanten-{}Darstellung.\end{myitemize}{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Lösung:}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Bestimmung der Nullstellen und Polstellen der Polynome:}\newline{}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}durch Anwendung eines Rechenprogrammes aus dem Internet.\newline{}{$\text{[}$}Suchbegriff: \symbol{34}Nullstellen (Lösungen) von Polynomen\symbol{34} unter Google{$\text{]}$}: Nullstelle: {$ s_{n1} = -5 $}Polstelle: {$ s_{p1} = -2 $}Polpaar: {$ s_{p2;3} = -\delta \pm j \omega = -3 \pm j 4 $}Bei einem Polynom mit konjugiert komplexen Polen im Nenner einer Übertragungsfunktion handelt es sich um ein \newline{}Teilsystem mit der Bezeichnung {$ PT2_{kk} \, $} -{}Schwingungsglied.Bestimmung der Linearfaktoren aus den Polen und Nullstellen:  \begin{myquote}\item{} \begin{tabular}{|>{\RaggedRight}p{0.36271\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.55693\linewidth}|} \hline {\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Nullstellen und Pole }&{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Linearfaktoren}\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Nullstelle: {$ s_{n1} = -5 $}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ G_{n1}(s) = s+5 $}\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Polstelle: {$ s_{p1} = -2 $}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ G_{p1}(s) = s+2 $}\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Polpaar: {$ s_{p2;3} = -3 \pm j 4 $}\newline{} mit {$ p = 2 \cdot \delta = 2 \cdot -3 = -6 $}\newline{} mit {$ q = \delta^2 + \omega^2 = 3^3 + 4^2 = 25 $} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ G_{p2;3}(s) =s^2 - 2 \cdot \delta \cdot s + \delta^2 + \omega^2 \ = \ s^2 + 6 \cdot s + 25 $} \\ \hline \end{tabular}\end{myquote}{\bfseries\begin{mydescription} Übertragungsfunktion in der Pol-{} Nullstellen-{}Darstellung\end{mydescription}}\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} G(s) = \frac {Y(s)} {U(s)} = \frac {s + 5} {(s+2) \cdot (s^2 + 6 \cdot s + 25)} \end{equation*}\end{myquote}{\bfseries\begin{mydescription}Übertragungsfunktion in der Zeitkonstanten-{}Darstellung\end{mydescription}}\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} G(s) = \frac {Y(s)} {U(s)} = \frac {5 \cdot (0,2 \cdot s+1)} {2 \cdot 25 \cdot (0,5 \cdot s+1) \cdot (0,04 \cdot s^2 + 0,24 \cdot s + 1)} = \frac {0,1 \cdot (0,2 \cdot s+1)} {(0,5 \cdot s+1) \cdot (0,04 \cdot s^2 + 0,24 \cdot s + 1)}\end{equation*}\end{myquote}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}
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Ein zu Null gesetztes Polynom kann beliebig mit Zahlen multipliziert oder dividiert werden, die Nullstellen sind immer identisch. Faktoren von zerlegten Polynomen in Produkte müssen berücksichtigt werden, anderenfalls sind Polynom und Produkte nicht identisch.

Negative reelle Pole und Nullstellen bedeuten Systemstabilität des betreffenden Übertragungsgliedes im s-{}Bereich. Negative konjugiert komplexe Polpaare bedeuten Systemstabilität als schwingendes Übertragungsglied innerhalb eines bestimmten Dämpfungsbereichs D.

Die Art der Pole einer Übertragungsfunktion bestimmt das Zeitverhalten eines Systems. Nullstellen der Übertragungsfunktion haben nur Einfluss auf die Systemamplituden.
\subsubsection{Darstellungsformen der Übertragungsfunktion}
\label{22}

Aus der Laplace-{}Transformation einer systembeschreibenden Differenzialgleichung entsteht die Grundform der Übertragungsfunktion G(s) in Polynom-{}Darstellung.  Daraus lassen sich weitere bekannte Schreibweisen der Übertragungsfunktionen errechnen, die unterschiedliche Eigenschaften für die Berechnung der Ausgangsgröße y(t) im Zeitbereich des Übertragungssystems G(s) bei gegebenem  Eingangssignal U(s) aufweisen.  Alle Formen der Übertragungsfunktionen sind mathematisch bei Rückrechnung mit der Polynomdarstellung identisch. 

Die Übertragungsfunktion stellt sich in 4 mathematische Schreibweisen mit gleichem mathematischen Inhalt dar.

\begin{myitemize}
\item{}  Polynomdarstellung
\item{}  Produktdarstellung (Linearfaktoren)
\item{}  Zeitkonstantendarstellung 
\item{}  Partialbruchdarstellung 
\end{myitemize}


Diese nicht mehr aufspaltbare Produkte in Zeitkonstantendarstellung sind: {\large (Ts)}, {\large (Ts+1)} und {\large (T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsuperscript{2}s + 2DTs + 1)\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{KK}}. Sie haben ein völlig unterschiedliches Übertragungsverhalten, ob sie im Nenner (integrierend, verzögernd) oder Zähler (differenzierend) einer Übertragungsfunktion stehen.

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.28361\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.63604\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Übertragungsfunktion }&{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Darstellungsform im s-{}Bereich }\endhead  \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Polynom-{}Darstellung &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ G(s) = \frac{b_{m}s^{m} + \dotsb + b_{1}s + b_{0}}{s^{n} + a_{n-1}s^{n-1} + \dotsb + a_{1}s + a_{0}}$}  \\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung\newline{}(Produktdarstellung)&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$G(s) =  k \cdot \frac{(s - s_{n1})(s - s_{n1} ) \dotsm (s - s_{nm})}{(s - s_{p1})(s - s_{p2} ) \dotsm (s - s_{pn} )}$} \newline{} s = Laplace-{}Operator, s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{n} = Zahlenwert der Nullstelle, s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{p} = Zahlenwert der Polstelle\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Zeitkonstanten-{}Darstellung &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$G(s) = K \cdot \frac{{(T_{V1}\cdot s + 1)(T_{V2}\cdot s + 1) \dotsm (T_{Vm}\cdot s + 1)}}{{(T_1\cdot s + 1)(T_2\cdot s + 1) \dotsm (T_n \cdot s + 1)}}$}\newline{} Für reelle Linearfaktoren 1. Grades mit Absolutglied und negativen Pol-{} Nullstellen.  \\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Partialbruch-{}Darstellung &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ G(s) = \frac {A_1}{s-s_{p1}} +  \frac {A_2}{s-s_{p2}} + \dotsb + \frac {A_n}{s-s_{pn}} $}\newline{}Für reelle Linearfaktoren 1. Grades mit Absolutglied.\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


Die  Zerlegung der Zähler-{} und Nennerpolynome der Übertragungsfunktion in je eine Produktform  (Linearfaktoren) gestattet eine einfache detaillierte Interpretation des Systemverhaltens und der Bestimmung der Koeffizienten des Übertragungssystems. Diese Zerlegung in Linearfaktoren erfolgt durch die Bestimmung der Nullstellen der Polynome.

Die Linearfaktoren, als kleinste Systemeinheit der Produktdarstellung der Polynome, haben konträre Signaleigenschaften, je nachdem, ob sie im Zähler oder im Nenner der Übertragungsfunktion stehen. Stehen sie im Zähler, haben sie eine differenzielle voreilende Signalwirkung des Systemausgangs, stehen sie im Nenner haben sie eine integrierende bzw. verzögernde Signalwirkung. 

Linearfaktoren mit gleichen Zeitkonstanten und gleicher Verstärkung im Zähler und Nenner können sich theoretisch zum Übertragungsverhalten G(s) = 1 kompensieren. In der Regelungstechnik wird dieses Verhalten zum Reglerentwurf in einem Regelkreis als sogenannte Pol-{} Nullstellenkompensation genutzt.   

Die Übertragungsfunktion: 

{$G(s) = \frac {Y(s)} {U(s)} := \frac {\text {Zähler} (s)} {\text {Nenner} (s)}$} 

eines dynamischen Übertragungssystems kann einfache und mehrfache Linearfaktoren im Zähler und Nenner enthalten. Derartige Systeme beschreiben das Frequenzverhalten mit der komplexen Frequenz {$s = \delta + j\omega$} mit einem Systemeingang {$U(s)$} und einen Systemausgang {$Y(s)$}.
\subsubsection{Darstellung der Übertragungsfunktion als Produktterme (Linearfaktoren)}
\label{23} 
Der eigentliche Vorteil der Produkt-{}Darstellung von Übertragungsfunktionen G(s) mittels Nullstellenbestimmung liegt darin, dass praktisch alle vorkommenden regulären (stabilen) und nichtregulären (instabilen) Übertragungsfunktionen bzw. Frequenzgänge von Übertragungsgliedern {\large G} auf folgende drei Grundformen  1. und 2. Ordnung geschrieben bzw. zurückgeführt werden können. Stehen die Grundglieder im Zähler, haben sie eine differenzierende Wirkung, stehen sie im Nenner, haben sie eine verzögernde (speichernde) Wirkung:

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.29315\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.29315\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.29315\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Typ Übertragungsfunktion        }&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Bedeutung im Zähler             &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Bedeutung im Nenner\endhead  \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$G1(s)=T\cdot s$}\newline{}Linearfaktor ohne Absolutglied     &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Differenzierer, D-{}Glied         &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Integrator, I-{}Glied\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$G2(s)=T\cdot s+1$}\newline{}Linearfaktor mit Absolutglied   &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} PD-{}Glied                        &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Verzögerung, PT1-{}Glied\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$G3(s)=T^2 \cdot s^2+2\cdot D\cdot T\cdot s+1$} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}   PD2-{}Glied: für 0 <{} D <{} 1 \newline{}mit konjugiert komplexen Nullstellen  &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}  Schwingungsglied PT2-{}Glied: \newline{}für 0 <{} D <{} 1 \newline{} mit konjugiert komplexen Polen\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Nichtphasenminimales (nichtreguläres) System \newline{} {$G2^*(s)=T\cdot s-1$}   &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} PD-{}Glied mit positiver Nullstelle \newline{} (hat keine technische Bedeutung) &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Instabile  Verzögerung  PT1-{}Glied \newline{} mit einer positiven Polstelle\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Nichtphasenminimales (nichtreguläres) System \newline{} {$G3^*(s)=T^2 \cdot s^2+2\cdot D\cdot T\cdot s-1$} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} PD-{}Glied 2. Ordnung \newline{}mit einer negativen und positiven Nullstelle \newline{}(hat eine Bedeutung als Vorfilter i. d. Regelungstechnik) &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Instabiles Schwingungsglied PT2-{}Glied\newline{} mit einer negativen und positiven Polstelle\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


Dabei ist {\large T} die Zeitkonstante, {\large s} die  komplexe Frequenz bzw. der Laplace-{}Operator, {\large D} der  Dämpfungsgrad. {\bfseries
\begin{mydescription} Prinzipielle Anwendung der Übertragungsfunktion für den Reglerentwurf 
\end{mydescription}
}


Die Übertragungsfunktion des geschlossenen Regelkreises ergibt sich durch algebraische Berechnung der Regelkreiskomponenten für die Kreis-{}Schließbedingung.  Die sich so ergebenden Polynome der Übertragungsfunktion werden durch Bestimmung der Pole und Nullstellen in die Produktdarstellung überführt.  Die Lage der Pole im s-{}Diagramm bestimmt die Stabilität des Regelkreises.
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\raggedright{}\myfigurewithcaption{6}{Darstellung der Sprungantwort eines PT2-{}Schwingungsgliedes,$\text{ }$\newline{}
 Dämpfung D = 0,125.}
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\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Differenzialgleichung 3. Ordnung gegeben:}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} 0,5 \cdot y^{(3)}(t) + 0,5 \cdot \ddot y(t) + 2,125 \cdot \dot y(t) + y(t) = 2 \cdot \dot u(t)+ u(t) \, \end{equation*}\end{myquote}{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Gesucht}\begin{myitemize}\item{} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} Übertragungsfunktion in Zeitkonstantendarstellung,\item{}  Beschreibung des Systemverhaltens im Zeitbereich,\item{}  Sprungantwort des Systems im Zeitbereich\end{myitemize}Die Polynomgleichung ergibt sich durch die Anwendung der Laplace-{}Transformation der Differenzialgleichung.\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} 0,5 \cdot s^3 \cdot Y(s) + 0,5 \cdot s^2 \cdot Y(s) + 2,125 \cdot s \cdot Y(s) +  Y(s) \quad = \quad 2 \cdot s \cdot U(s) + U(s) \,\end{equation*}\end{myquote}Durch Ausklammern des Verhältnisses von Ausgangs-{} zum Eingangssignal der Polynomgleichung entsteht die Übertragungsfunktion. \newline{}Die verbleibenden Terme der Polynomgleichung bilden die Übertragungsfunktion G(s).\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} G(s) = \frac {Y(s)} {U(s)} = \frac {2 \cdot s +1} {0,5 \cdot s^3 + 0,5 \cdot s^2 + 2,125 \cdot s + 1} \end{equation*}\end{myquote}{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Bestimmung der Nullstellen und Polstellen der Polynome}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}durch Anwendung eines Rechenprogrammes aus dem Internet.\newline{}{$\text{[}$}Suchbegriff: \symbol{34}Nullstellen (Lösungen) von Polynomen unter Google{$\text{]}$}: Nullstelle: {\large s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{n1}} = -{} 0,5Polstelle: {\large s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{P1}} = -{} 0,5;  Polpaar:  {\large s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{P2/3}} = -{} 0,25 ± j*1,984{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Bildung der Produktdarstellung der Übertragungsfunktion:}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} \newline{}Reelle Pole und Nullstellen bilden Linearfaktoren 1. Ordnung. \newline{}Konjugiert komplexe Polpaare bilden Linearfaktoren 2. Ordnung. Sie lassen sich nicht weiter aufspalten.Allgemeine Form der Produktdarstellung mit Linearfaktoren 1. Ordnung:\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} G(s) = \frac {Y(s)} {U(s)} = \frac {(s-s_{n1}) \cdot (s-s_{n2}) \cdot (s-s_{n3}) ... } {(s-s_{P1}) \cdot (s-s_{P2}) \cdot (s-s_{P3}) ... }  \end{equation*}\end{myquote}Werden negative Zahlenwerte der Nullstellen und Polstellen in diese Gleichung eingesetzt, werden die Produkte (Linearfaktoren) positiv und die Übertragungsfunktion verhält sich im Zeitbereich stabil. Der noch nicht bekannte Produktterm mit dem  Linearfaktor 2. Ordnung kann errechnet werden, in dem das ursprüngliche Nennerpolynom durch den Term mit dem bekannten reellen Pol (s+0,5) dividiert wird. Das gesuchte Ergebnis ergibt sich durch normales Bruchrechnen, bei dem jeder Produktterm nacheinander durch den Diviser dividiert wird. \begin{myquote}\item{} \begin{equation*} \frac {0,5 \cdot s^3 + 0,5 \cdot s^2 + 2,125 \cdot s + 1}  {s+0,5} = 0,5 \cdot s^2 +0,25 \cdot s + 2 \end{equation*}\end{myquote}Damit entsteht die Übertragungsfunktion G(s) aus der systembeschreibenden Differenzialgleichung in Zeitkonstantendarstellung:\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} G(s) = \frac {2 \cdot s+1}  {0,5 \cdot (2 \cdot s+1) \cdot 2 \cdot (0,25 \cdot s^2 +0,125 \cdot s + 1)}\end{equation*}\end{myquote}Das PD1-{}Glied im Zähler der Übertragungsfunktion kompensiert sich mit dem PT1-{}Glied im Nenner der Übertragungsfunktion zu 1. \newline{}Aus der Differenzialgleichung 3. Ordnung entsteht (zufällig oder gewollt) durch Kompensation ein Übertragungssystem 2. Ordnung, das als PT2-{}Schwingungsglied oder PT2\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{KK}-{}Glied (kk = konjugiert komplex)) bezeichnet wird.{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Übertragungsfunktion G(s) der systembeschreibenden Differenzialgleichung in Zeitkonstantendarstellung:}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\begin{myquote}\item{} \begin{tabular}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ G(s) = \frac 1  {0,25 \cdot s^2 +0,125 \cdot s + 1}   $}\\ \hline \end{tabular}\end{myquote}Aus der allgemeinen Übertragungsfunktion G(s) des schwingfähigen Verzögerungsgliedes mit konjugiert komplexem Polpaar lassen sich weitere Kennwerte des Systems ermitteln:Wenn das Nennerpolynom der oben genannten Form für die Dämpfung D einen Wert {\large 0<{}D<{}1} aufweist, hat es konjugiert komplexe Pole. Diese Form des PT2-{}Gliedes bezeichnet man als Schwingungsglied. Schwingungsglieder entstehen durch Energieaustausch von zwei speicherfähigen Verzögerungsgliedern 1. Ordnung, wie Feder-{}Masse-{}Systeme, LC-{}Schwingkreis.Allgemeine Form der Übertragungsfunktion der Schwingungsgleichung in Zeitkonstantendarstellung:\begin{myquote}\item{} \begin{tabular}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ G(s) = \frac 1  {T^2 \cdot s^2 + 2 \cdot D \cdot T \cdot s +1}   $}\\ \hline \end{tabular}\end{myquote}Durch Koeffizientenvergleich lassen sich folgende Werte aus der Schwingungsgleichung ermitteln.{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Zeitkonstante T:}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} \begin{myquote}\item{} \begin{equation*} T = \sqrt {0,25} = 0,5   \end{equation*}\end{myquote}{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Dämpfungswert D:}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} 2 \cdot D \cdot T = 0,125 \, \end{equation*}\end{myquote}\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} D = \frac {0,125} {2 \cdot 0,5} = 0,125 \end{equation*}\end{myquote}Aus der Polynomdarstellung einer Übertragungsfunktion 2. Ordnung kann nicht erkannt werden, ob es sich um ein schwingfähiges System (Schwingungsglied) oder um ein System mit 2 Verzögerungsgliedern je 1. Ordnung handelt. Ergibt die Nullstellenbestimmung anstelle von konjugiert komplexen Polen zwei reelle Pole, dann lautet die Übertragungsfunktion in Zeitkonstantendarstellung: Beispiel der Übertragungsfunktion in Zeitkonstantendarstellung mit reellen Polen und der Verstärkung K: \begin{myquote}\item{} \begin{equation*}G(s) = K\cdot \frac 1{(T_1\cdot s + 1)\cdot (T_2\cdot s + 1)}\end{equation*}\end{myquote}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}

\subsubsection{Testsignale}
\label{24}
Den Testsignalen ist gemeinsam, dass sie zum Zeitpunkt t = 0 beginnen und bei t <{} 0 eine Amplitude = 0 aufweisen. Es wird das Testsignal im s-{}Bereich als Eingangsgröße U(s) an einem Übertragungssystem und die Systemantwort als Ausgangsgröße Y(s) in der nachfolgenden Tabelle dargestellt. Zur Unterscheidung der Funktion der Signale werden sie mit den Zeichen δ (Impulsfunktion), \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/freefont/,UprightFont=FreeSerif.ttf,BoldFont=FreeSerifBold.ttf,ItalicFont=FreeSerifItalic.ttf,BoldItalicFont=FreeSerifBoldItalic.ttf]{FreeSerif.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/freefont/,UprightFont=FreeMono.ttf,BoldFont=FreeMonoBold.ttf,ItalicFont=FreeMonoOblique.ttf,BoldItalicFont=FreeMonoBoldOblique.ttf]{FreeSerif.ttf}Ϭ\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} (Sprungfunktion), a (Rampenfunktion) und {$\sim $} (Sinusfunktion) indiziert.

Die Ausgangsgröße y(t) eines linearen dynamischen Systems kann für ein gegebenes Eingangssignal u(t) bestimmt werden, wenn {$ Y(s)=U(s) \cdot G(s) $} berechnet wird und in Laplace-{}Transformationstabellen für Y(s) z. B. in Zeitkonstanten-{}Darstellung die korrespondierende Gleichung der Zeitfunktion ermittelt wird.
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\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.29111\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.41898\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.16938\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Eingangssignal u(t) }&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Zeitverhalten des Eingangssignals &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Bildbereich  \endhead  \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Impulsfunktion δ \newline{} (Stoßfunktion, Deltaimpuls) &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Normierter Impuls = {$\int_{0}^\infty \hat u_{\delta} \cdot \,dt=1; $} {$ \qquad $} {$ \qquad $} Impulsdauer = {$\Delta t = \frac 1{\hat u_{\delta}(t)}$} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$U_{\delta}(s) = 1 $} \\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Sprungfunktion σ \newline{}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Einheitssprung: {$ u_{\sigma}(t) = 1;\quad\text{für} \ t > 0;\quad  u_{\sigma}(t) = 0; \quad \text{für}  \ t < 0$} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$U_{\sigma}(s) = \frac 1 {s}$} \newline{}  \\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Anstiegsfunktion A\newline{} (Rampe) &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Anstiegsfunktion: {$ u_A(t) = c \cdot t; $} {$ \qquad $} {$ \qquad $} {$ Gradient \ c = \frac {\Delta \,u_{A}(t)}{\Delta\, t}$} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$U_A(s) = \frac 1{s^2}$} \\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Sinusfunktion {$\sim $} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ u_{\sim}(t) = \hat u_{\sim} \cdot \sin (\omega \cdot t);  \qquad  \omega = 2 \cdot \pi \cdot f; \qquad  T = \frac 1 {f}$} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$U_{\sim}(s) = \frac \omega {s^2+\omega^2}$}   \\ \hline 
\end{longtable}

\subsubsection{Berechnungsbeispiel für ein PT1-{}Verzögerungsglied mit einem Eingangssignal als Sprungfunktion}
\label{25}


\begin{minipage}{1.0\linewidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/7.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{7}{ Sprungantwort eines PT1-{}Verzögerungsgliedes mit T = 2 {$\text{[}$}sec{$\text{]}$}:$\text{ }$\newline{}
 {$G(s) \cdot \frac 1 s = \frac 1{s \cdot (2\cdot s+1)}$}$\text{ }$\newline{}
{$y(t)=1-e^{-t/T}$}
}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}



\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Für die Berechnung des Zeitverhaltens von Übertragungssytemen G(s) mit der Übertragungsfunktion müssen die Eingangssignale (Testsignale) u(t) für den s-{}Bereich definiert werden.{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Gegeben:}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} \begin{myquote}\item{}  Übertragungsfunktion: \item{}  {$G(s)= \frac K{(T\cdot s+1)}$}\end{myquote}\begin{myquote}\item{}  Eingangssignal als normierte Sprungfunktion 1(t):  \item{}  {$u_{\sigma}(t) \ \circ -\bullet \ U_{\sigma}(s) = \mathcal{L}^{-1} \, \{ {1}(t) \} = \frac 1 s$} \end{myquote}{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Gesucht:}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} \begin{myitemize}\item{}  Suchfunktion im s-{}Bereich der Laplace-{}Transformationstabellen:  \end{myitemize}\begin{myquote}\item{} \begin{equation*}y(t)= \mathcal{L}^{-1} \underbrace { \left\{U(s) \cdot G(s)  \right\}}_\text{Suchbegriff}  = K \cdot \mathcal{L}^{-1} \underbrace { \left\{  \frac 1 {s \cdot (T \cdot s + 1)} \right\}}_\text{Suchbegriff}\end{equation*}\end{myquote}\begin{myitemize}\item{}  Übergangsfunktion (Sprungantwort) im Originalbereich: \end{myitemize}\begin{myquote}\item{} Die Gleichung zur Berechnung des Zeitverhaltens des PT1-{}Gliedes kann direkt aus den Laplace-{}Transformationstabellen abgelesen werden. Die Transformationstabellen sind gelegentlich für die Übertragungsfunktionen des s-{}Bereiches in der Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung oder in der Zeitkonstanten-{}Darstellung ausgeführt. Algebraisch sind beide Darstellungsarten identisch. Der Faktor K unterliegt nicht der Transformation und ist deshalb im s-{}Bereich wie auch im Zeitbereich gültig.\end{myquote}\begin{myquote}\item{} \begin{tabular}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$y(t)=K \cdot (1-e^{-t/T})$}\\ \hline \end{tabular}\end{myquote}\begin{myquote}\item{}  Mit dem Einsetzen verschiedener Werte für t in die Gleichung ergibt sich ein geschlossener Funktionsverlauf für y(t).\end{myquote}{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Anmerkung:}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} Bei Übertragungsfunktionen G(s) mit konjugiert komplexen Polen oder Nullstellen können die zugehörigen korrespondierenden Zeitfunktionen sehr aufwendig sein und erfordern für die Lösungen im Zeitbereich gute trigonometrische Kenntnisse. Einfacher bei solchen Systemen ist die numerische Berechnung mit der diskreten Zeit {$ \Delta t$}.\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


→ Siehe das ausführliche Hauptkapitel \symbol{34}\mylref{120}{Einführung in die Systemtheorie/ Übertragungsfunktion}\symbol{34}. 
\subsubsection{Einführung Frequenzgang}
\label{26}
Der Frequenzgang ist ein Spezialfall der Übertragungsfunktion. Er beschreibt das Ausgangs-{} Eingangs-{} Signalverhalten eines Übertragungssystems für ausschließlich periodische sinusförmige Eingangssignale. Setzt man für die komplexe Variable {$s = \delta + j \omega $} den Realteil {$ \delta $} zu Null, so geht die komplexe Übertragungsfunktion G(s) in den komplexen Frequenzgang 

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}G(j \omega) = \frac {Y(j \omega)} {U(j \omega)} \end{equation*}
\end{myquote}


über, der physikalisch interpretiert und gemessen werden kann.

Beide mathematischen Begriffe der Übertragungsfunktion und des Frequenzgangs unterscheiden sich nur durch die Entstehungsweise. Sie können je nach Aufgabenstellung als Übertragungsfunktion im s-{}Bereich {$s = \delta + j \omega $} oder als Frequenzgang mit {$s = j \omega $} geschrieben werden.

Die bekanntesten Anwendungen des Frequenzgangs eines dynamischen Systems sind die grafischen Stabilitätsanalysen mittels des Bode-{}Diagramms und der Ortskurve des Frequenzgangs der vom amerikanischen Physiker Harry Nyquist entwickelten Stabilitätskriterien. Diese Verfahren dienen heute mehr dem Verständnis von Teilgebieten der Systemtheorie, sind aber keine Alternativen zur numerischen Berechnung eines Regelkreises, bei dem tabellarisch das innere Teil-{}Systemverhalten für jede Berechnungsfolge y(k•Δt) dargestellt und grafisch der zeitliche Signalverlauf verschiedener Ausgangsgrößen für eine beliebige Eingangsgröße gezeigt wird. 

Ein wichtiges Anwendungsgebiet bei der experimentelle Systemidentifikation ist das Bode-{}Diagramm, in dem für ein unbekanntes dynamisches System durch eine frequenzvariable Einspeisung der Frequenzgang messtechnisch aufgenommen wird. Durch Bestimmung der Asymptoten an den Eckfrequenzen im Bode-{}Diagramm kann die Übertragungsfunktion G(s) des Systems ermittelt werden.

\subsection{Einführung \symbol{34}Zeitdiskrete Systemmodelle\symbol{34}}
\label{27}
Relativ einfache Übertragungssystem-{}Strukturen mit nichtlinearen Elementen, Begrenzungseffekten und Totzeitsystemen sind durch konventionelle Rechenmethoden im kontinuierlichen Zeitbereich nicht mehr geschlossen lösbar. Abhilfe bietet die numerische Berechnung im diskreten Zeitbereich Δt.
Derartige Modellberechnungen insbesondere bei Systemen höherer Ordnung, linear oder nichtlinear, ohne und mit Anfangswerten sind besonders anschaulich verständlich, weil sie das Zeitverhalten einer Kette von Einzelsystemen für einen kleinen Zeitschritt tabellarisch beschreiben, so wie sich das Übertragungssystem auch in der Realität als Kette von Einzelsystemen darstellt.

Für die Berechnung des Eingangs-{}Ausgangsverhaltens von Übertragungssystemen oder der Simulation von Regelkreisen bieten sich käufliche Rechenprogramme an. Mit den bekannten Programmen wie MATLAB und Simulink stehen umfangreiche Befehlssätze für die theoretische Modellierung von dynamischen Systemen und vielen speziellen regelungstechnischen Befehlen zur Verfügung.

Alternativ können mit selbst erstellten beliebigen Rechenprogrammen für Differenzengleichungen mit der diskreten Zeit Δt (auch Abtastzeit T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{A}) in Verbindung mit logischen Operationen sehr effizient lineare und nichtlineare System-{}Simulationen durchgeführt werden. 

Nichtlineare Übertragungssysteme sind häufig Unikate. In Kombination mit linearen dynamischen Systemen können sie meist als zeitunabhängiges Übertragungssystem vom zeitabhängigen Übertragungssystem abgetrennt und mit logischen Befehlen wie WENN-{}DANN-{}Sonst-{}Anweisungen oder mit Tabellenanweisungen beschrieben werden.  
\subsubsection{Systembeschreibungen: Differenzialgleichungen, Übertragungsfunktionen und Differenzengleichungen}
\label{28}

Die mathematischen Beschreibungen linearer dynamischer Systeme mit Differenzialgleichungen, Übertragungsfunktionen und Differenzengleichungen sind untereinander austauschbar, wenn sie nur je ein totzeitfreies lineares dynamisches System mit konstanten Koeffizienten im Zeitbereich, im komplexen Frequenzbereich und numerisch im zeitdiskreten Bereich beschreiben sollen. Jede mathematische Form der Beschreibungen kann in die jeweils andere Form der partikulären Lösung der DGL, der Übertragungsfunktion (Lösung ist immer partikulär) und der numerisch lösbaren Differenzengleichung übertragen werden. 

Die Lösungswege der mathematischen Gleichungen für den Verlauf des Ausgangssignals bei einem gegebenen Eingangssignal sind wie folgt höchst unterschiedlich und von unterschiedlichen Schwierigkeitsgraden:

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.23526\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.32210\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.32210\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Systembeschreibung }&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Mathematische Lösung im Zeitbereich &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Kommentar\endhead  \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Differenzialgleichung &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}1. Gesamtlösung = Homogene Lösung + Partikuläre Lösung\newline{}2. Homogene Lösung: {$ y_H(t) = C_1 \cdot e^{{\lambda}_1 \cdot t}  + C_2 \cdot e^{{\lambda}_2 \cdot t} + C_3 \cdot e^{{\lambda}_3 \cdot t} + \cdots $} \newline{}3. Partikuläre Lösung für {$ y_p(t) \,$} der DGL über das Faltungsintegral. &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}1. Homogene Lösung bezieht sich nur auf Anfangswerte, \newline{} {$ \quad $} partikuläre Lösung  nur auf Eingangssignale.\newline{} 2. Umständliche Berechnung der Integrationskonstanten C.\newline{} 3. Partik. Lösung mit Faltungsintegral >{} 2. Ordnung sehr schwierig.\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Übertragungsfunktion &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Mit Hilfe der inversen Laplace-{}Transformationstabellen \newline{}oder der Anwendung der Partialbruchzerlegung.&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}* Kann aufwendige trigonometrische Berechnung bei Schwingungsgliedern bedeuten. \newline{}* Die Partialbruchzerlegung erfordert Spezialkenntnisse und Übung .  \\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Differenzengleichung &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Die numerische Berechnung erfolgt schrittweise im Abstand der diskreten Zeit Δt.\newline{} Die Gleichung wird mit {$k = (0; 1; 2; 3 \cdots k_{max})$} Berechnungsfolgen wiederholt berechnet.\newline{} Jede Ausgangsgröße {$ y_{(k)} \,$} wird zur nächsten Berechnungsfolge zur Eingangsgröße {$ y_{(k-1)} \,$}. &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}* Relativ einfach, insbesondere auch bei Systemen höherer Ordnung. \newline{} * Das Gleichungssystem kann leicht erweitert werden für\newline{} nichtlineare Funktionen und Totzeitsysteme.\newline{} * Ergebnis: Tabellarische Darstellung aller Berechnungsfolgen. \newline{} * Berechnung von Anfangswerten über die Regelungsnormalform.\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


Lineare Übertragungsglieder werden gerne bevorzugt als Übertragungsfunktionen G(s) möglichst in Zeitkonstantendarstellung benannt, weil sie als mathematisches Modell sehr einfach und übersichtlich dargestellt werden können, obwohl sie sich nicht auf den Zeitbereich sondern auf den komplexen Frequenzbereich beziehen. 

Die Übertragungsfunktion G(s) entsteht durch die Laplace-{}Transformation von gewöhnlichen systembeschreibenden Differenzialgleichungen. Durch die Zerlegung der Polynome der Übertragungsfunktion im Zähler und Nenner als Linearfaktoren lässt sich nachweisen, dass lineare Übertragungssysteme nur 3 Formen von Linearfaktoren und deren Vielfache je im Zähler und Nenner der Polynomgleichung enthalten.  

Für das einfachste Verfahren der der numerischen Berechnung -{} das \symbol{34}Euler-{}Streckenzugverfahren\symbol{34} -{}  werden nur zwei Formen von Differenzengleichungen 1. Grades -{} Linearfaktor mit und ohne Absolutglied -{} je im Zähler oder Nenner der Übertragungsfunktion benötigt. Für diese 4 Formen der Übertragungsfunktionen in Zeitkonstantendarstellung, die den Differenzialgleichungen 1. Ordnung entsprechen, können zeitdiskrete Differenzengleichungen erstellt werden. Alle linearen Systeme G(s) beliebiger Ordnung -{} auch solche mit konjugiert komplexen Polen und Nullstellen (Beispiel Schwingungsglieder) -{} können mit diesen vier Arten von Differenzengleichungen berechnet werden.  

Ein technisches lineares dynamisches System ohne Totzeit kann durch Teilsysteme (Linearfaktoren 1. Ordnung) vollständig beschrieben werden. Die Teilsysteme können beliebig multiplikativ, additiv oder zurückgekoppelt vermascht sein.     
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\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.23091\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.08802\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.08283\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.09101\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.15365\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.11251\linewidth}|} \hline 
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\end{longtable}

\end{landscape}
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Für jedes dieser genannten zeitabhängigen Teilsysteme kann eine Differenzengleichung erstellt werden. 
\subsubsection{Verfahren der numerischen Berechnung mit Differenzengleichungen}
\label{29}

Viele technische Übertragungssysteme bzw. Modelle der Übertragungssysteme verarbeiten kontinuierliche Eingangssignale und liefern auch kontinuierliche Ausgangssignale, dennoch können diese Übertragungssysteme aus linearen und nichtlinearen Teilsystemen bestehen. 

Zeitdiskrete lineare dynamische Systeme sind dadurch gekennzeichnet, dass die inneren Systemzustände nur zu einzelnen Zeitpunkten definiert sind und an den Ein-{} und Ausgängen zeitdiskrete Signale auftreten. Sie spielen im Rahmen der Informationstechnik und digitalen Signalverarbeitung eine bedeutende Rolle und werden in Form von Berechnungsfolgen beschrieben. 

Berechnungsfolgen mit der Folge {$ k = (0; 1; 2; 3; \cdots k_{MAX}) $} berechnen eine Gleichung mit der Ausgangsgröße {$y_{(k-1)} $} aus einem alten Zustand zu einem neuen Zustand der Ausgangsgröße {$y_{(k)} $} mit dem zeitlichen Abstand der diskreten Zeit {$ \Delta t $}. 

Für jedes Teilsystem ist die Ausgangsgröße die Eingangsgröße des nachfolgenden Systems. Parallelgeschaltete Systeme werden hintereinander berechnet, haben aber das gleiche Eingangssignal, deren Ausgangssignale werden addiert. 

Diese Art der schrittweisen Berechnung eines Systems mit der Annäherung an die analytische Funktion des Systems wird als rekursiv (lat.: recurrere: zurücklaufen) bezeichnet. Die Genauigkeit der Annäherung an die analytische Funktion steigt mit dem Verhältnis des Quotienten der dominanten Systemzeitkonstante {$T_D \,$} zur diskretisierten Zeit Δt.  

Die den Übertragungsfunktionen G(s) zugehörigen Differenzengleichungen berechnen die Systemausgangsgröße {$y_{(k \cdot \Delta t)} $} im Zeitbereich für definierte Zeitintervalle für eine gegebene Eingangsgröße {$u_{(k \cdot \Delta t)} $}. Als vereinfachte Schreibweisen für zeitdiskrete Signale gelten die Indizierungen für die aktuelle Größe {$y_{(k)} $} und für eine zurückliegenden Folge {$y_{(k-1)} $}.
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\begin{myitemize}
\item{}   Die Genauigkeit der numerischen Berechnung eines dynamischen Systems gegenüber der analytischen Funktion bei Anwendung des expliziten Euler-{}Rückwärts-{}Verfahrens steigt linear mit dem kleiner werdenden Zeitintervall {\large ∆t}.  
\item{}   Numerische Stabilität:
\end{myitemize}

\begin{myquote}
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\end{myquote}
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Grund der aufwendigeren Approximationsverfahren ist die erzielbare höhere Genauigkeit und damit Reduzierung der Rekursionsfolgen, was bei langsamen Rechnern bei Echtzeitberechnungen erforderlich sein kann.
\subsubsection{Schreibweise der Differenzengleichungen}
\label{30}
Differenzengleichungen entstehen durch lineare gewöhnliche Differenzialgleichungen, deren Differentialquotienten durch Differenzenquotienten ersetzt werden. 

Bei der Anwendung zur Lösung einer Differenzialgleichung über die Übertragungsfunktion mit Hilfe der inversen Laplace-{}Transformation wird die analytische Lösung im Zeitbereich über den Suchbegriff in der Laplace-{}Transformationstabelle in Operatorenschreibweise gefunden. 

Allgemein gilt für die inverse Transformation vom s-{}Bereich in den Zeitbereich der Suchbegriff: 
\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ y(t) = \mathcal{L}^{-1} \underbrace { \left\{G(s) \cdot U(s)  \right\}}_{Suchbegriff} $}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


Die numerische Berechnung einer Differenzengleichung eines Teilsystems (Linearfaktor) bedeutet eine Annäherung an die analytische Funktion des Systems und wird stets in Operatorenschreibweise dargestellt. Sie wird anders als im Umgang mit der Übertragungsfunktion schrittweise mit der Berechnungsfolge k immer neu berechnet, wobei die Ausgangsgröße des Teilsystems im nächsten Zeitzyklus die Eingangsgröße des gleichen Teilsystems ist. Die Differenzengleichungen als Beschreibung der Teilsysteme können nach einem Signalflussplan beliebig vermascht werden, die Struktur der Differenzengleichung für ein Teilsystem darf nicht verändert werden. 
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Der Integrationsalgorithmus lautet:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}y_{(k)} = y_{(k-1)} + \Delta t \cdot f[u_{(k)}]  \end{equation*}
\end{myquote}
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\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$y_{(k)} = y_{(k-1)} + u_{(k)} \cdot \frac {\Delta t} {T_I}  $}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}

\subsubsection{Beispiel der Entstehungsweise einer Differenzengleichung eines Verzögerungsgliedes (PT1-{}Glied)}
\label{31}



\begin{minipage}{1.0\linewidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/13.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{13}{Rechteck-{}Approximation eines PT1-{}Gliedes durch Berechnung mit einer Differenzengleichung.}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}


{\bfseries
\begin{mydescription}Übertragungsfunktion des PT1-{}Gliedes
\end{mydescription}
}

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} G(s) = \frac {Y(s)}{U(s)} = \frac {K_{PT}} {1+s\cdot T_1} = \frac {\frac {K_{PT}} {T_1}} {s+ \frac 1 {T_1}} \end{equation*}
\end{myquote}

{\bfseries
\begin{mydescription}Zugehörige Differenzialgleichung
\end{mydescription}
}

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} \dot y(t) + \frac 1 {T_1} \cdot y(t) = \frac {K_{PT}} {T_1} \cdot u(t) \end{equation*}
\end{myquote}


Der Differenzialquotient der Differenzialgleichung wird durch den Differenzenquotient ersetzt mit folgendem Ansatz:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} \frac {y_{(k)} - y_{(k-1)}}{\Delta t} + \frac 1 {T_1}\cdot y_{(k)} = \frac {K_{PT}} {T_1} \cdot u_{(k)} \end{equation*}
\end{myquote}


Diese Gleichung wird nach {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k)}} aufgelöst. Die Differenzengleichung des PT1-{}Gliedes lautet:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}y_{(k)} = \frac {T_1}{T_1+\Delta t} \cdot y_{(k-1)} + \frac {\Delta t \cdot K_{PT}}{T_1+\Delta t} \cdot u_{(k)} \end{equation*}
\end{myquote}


{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Differenzengleichung des PT1-{}Gliedes in vereinfachter Schreibweise mit identischer mathematischer Funktion:}
\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$y_{(k)} = y_{(k-1)} + (K_{PT} \cdot u_{(k)}-y_{(k-1)}) \cdot \frac {\Delta t}{T_1+ \Delta t}$}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}
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Die tabellarische Form der numerischen Lösung erlaubt auch die Berechnung nichtlinearer statischer Systeme, indem die nichtlineare Beziehung als Wertetabelle der Tabellenspalte der Folge {\large k} zugeordnet wird. Ebenso ist die Berechnung der Totzeit eines Systems durch Verschiebung der Zeilen mit geeigneten Programmbefehlen möglich.  

→ Siehe das ausführliche Kapitel \symbol{34}\mylref{153}{Einführung in die Systemtheorie/ Numerische Berechnung dynamischer Systeme}\symbol{34}. 
\subsubsection{Digitale Systemberechnung online}
\label{32} 

Offline-{}Berechnungen sind beispielsweise Simulationen eines Modells eines dynamischen Systems, bei dem in Abhängigkeit eines Eingangssignals das Ausgangsverhalten des Systems bei verschiedenen Parametern untersucht wird. Das Zeitverhalten des Rechners -{} die Rechenzeit -{} hat dabei keinen Einfluss auf das Rechenergebnis.

In technischen Prozessen, in denen ein Signal nicht kontinuierlich sondern zeitdiskret ist, bezeichnet man als Abtastung eines Zahlenwertes mit dem Zeittakt T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{A}. Derartige Systeme lassen sich nicht mit kontinuierlichen mathematischen Methoden wie die Differenzialgleichung im Zeitbereich oder mit der Übertragungsfunktion im komplexen Frequenzbereich beschreiben. 

Anstelle von kontinuierlichen Signalen treten die mathematischen Methoden der zeitdiskreten Signale. Die Verfahren der Behandlung kontinuierlicher Signale ändern sich zu Verfahren der zeitdiskreten Behandlung wie folgt: 

\begin{myitemize}
\item{}  Kontinuierliches Signal → abgetastetes Signal 
\item{}  Differenzialgleichung → Differenzengleichung
\item{}  Laplace-{}Transformation → Z-{}Transformation
\item{}  Übertragungsfunktion G(s) → Z-{}Übertragungsfunktion G(z) 
\end{myitemize}


Wird ein Digitalrechner für die Steuerung eines realen stetigen Prozesses in einem Eingrößensystem eingesetzt, so werden 2 Schnittstellen benötigt. Das stetige Eingangssignal erfordert einen Analog-{}Digitalwandler (AD-{}Wandler), das digitale Ausgangssignal des Digitalrechners entweder eine Digitalanzeige oder ein Digital-{}Analogwandler (DA-{}Wandler). Mit einem Zeittakt werden Rechner und Schnittstellen synchronisiert. Der Digitalrechner simuliert mit Hilfe von Differenzengleichungen das dynamische System. 

Bei Echtzeitberechnungen, beispielsweise mit einem programmierbaren digitalen Regler, der auf eine Hardware-{}Regelstrecke wirkt, wird die Diskretisierungszeit {\large ∆t} durch die \symbol{34}Abtastzeit\symbol{34} T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{A} ersetzt, mit der das meist analoge Ausgangssignal der Regelstrecke über Analog-{}Digitalwandler erfasst wird. Der Abtastung des Ausgangssignals ist üblicherweise ein Halteglied (Sample-{}and-{}Hold-{}Schaltung) nachgeschaltet, so dass ein gestufter Verlauf des Ausgangssignals entsteht. Hat das Halteglied kein Zeitverhalten, wird es als Halteglied 0. Ordnung bezeichnet.

Bei schnellen Übertragungssystemen wie Regelstrecken spielen die Systemgeschwindigkeiten des Rechners, der A/D-{}Wandler, die Sample-{}and-{}Hold-{}Schaltung, wie auch die verwendeten Differenzengleichungen beziehungsweise deren Approximations-{}Algorithmen eine große Rolle.

Für die Durchführung der zeitdiskreten Rechenvorgänge am Digitalrechner wird eine spezielle Form der Laplace-{}Transformation, die Z-{}Transformation verwendet.

\subsection{Kurzbeschreibung Zustandsraumdarstellung}
\label{33}


\begin{minipage}{1.0\linewidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/14.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{14}{Symbolisches Blockschaltbild eines Modells eines Übertragungssystems 1. Ordnung in Zustandsraumdarstellung für ein Eingrößensystem.}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}



Die Zustandsgrößen eines linearen dynamischen Systems beschreiben den inneren Bewegungsablauf des Systems.

Die Zustandsraumdarstellung bezieht sich auf ein Zustandsraummodell, welches meist ein Schema der Regelungsnormalform oder der Beobachtungsnormalform  beschreibt. Es symbolisiert die überführte Differenzialgleichung n-{}ter Ordnung in n-{}gekoppelte Zustands-{}Differentialgleichungen erster Ordnung. Dabei werden sämtliche Beziehungen der Zustandsgrößen, der Eingangsgrößen und Ausgangsgrößen in Form von Matrizen und Vektoren dargestellt. Das Zustandsraummodell wird vereinfacht durch die zwei Zustandsgleichungen – der Zustandsdifferenzialgleichung und der Ausgangsgleichung – beschrieben.

Das Zustandsraummodell kann für nicht sprungfähige Systeme direkt aus den Koeffizienten der systembeschreibenden Differenzialgleichung oder der zugehörigen Übertragungsfunktion erstellt werden. Es gilt als ingenieurtechnisch geeignete Methode der Analyse und Synthese dynamischer Systeme im Zeitbereich und ist besonders effizient bei der regelungstechnischen Behandlung von Mehrgrößensystemen, nichtlinearen  und zeitvariablen Übertragungssystemen.

Die {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape Zustandsvariablen}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} beschreiben physikalisch den Energiegehalt der in einem technischen dynamischen System enthaltenen Speicherelemente. Sie bedeuten z.{\mbox{$~$}}B. Spannung an einem Kondensator, Strom in einer Induktivität, bei einem Feder-{}Massesystem die potentiellen und kinetischen Energieanteile. Die Anzahl der Zustandsvariablen {$ x_1(t) \cdots x_n(t) \,$}  des Zustandsvektors {$ \underline {x}(t) \, $} ist die Dimension des Zustandsraumes. Im Zustandsvektor {$ \underline {x}(t) \, $} zum beliebigen Zeitpunkt t\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(0)}  sind alle Informationen des dynamischen Übertragungssystems enthalten.

Wesentliche Begriffe zum Verständnis der Beschreibung eines Übertragungssystems im Zustandsraum  sind  das {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Zustandsraummodell}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} und die angewandte Normalform, nach der die Zustandsgleichungen und zugehörigen Matrizen / Vektoren  ausgelegt sind. 

Bei den Zustandsbeschreibungen mit Normalformen nehmen die Zustandsgleichungen besonders einfache und zweckmäßige Formen für bestimmte Berechnungen an. Für die Normalformen wird von der Systembeschreibung des linearen Übertragungssystems durch die Differenzialgleichung oder zugehörige Übertragungsfunktion ausgegangen.


\begin{minipage}{1.0\linewidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/15.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{15}{Blockschaltbild des Signalflussplanes eines Übertragungssystems 3. Ordnung in der Regelungsnormalform.}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}



Die bekannteste Normalform ist die Regelungsnormalform, welche grafisch die Lösung einer Differenzialgleichung beschreibt. 

Die Signalstruktur der Regelungsnormalform stellt sich als ein stetiges zeitkontinuierliches System dar, dass mit der Eingangsgröße u(t) die Lösung der Differentialgleichung y(t) wiedergibt und gleichzeitig die Zustandsvariablen {$x_1(t), x_2(t) \cdots x_n(t)$} zeigt.

Das Blockschaltbild der Regelungsnormalform zeigt die Umsetzung und Lösung der Differenzialgleichung in die physikalischen analogen Signalflüsse der Zustandsgrößen einschließlich der Ausgangsgröße bei gegebener Eingangsgröße. Man kann sie als eine Weiterentwicklung der in der Analogrechentechnik bekannten Verfahren zur Lösung einer Differentialgleichung n-{}ter Ordnung mit n Integratoren betrachten. Die Signalflüsse können bei Kenntnis der Koeffizienten der Zustandsvariablen direkt mittels numerischer Berechnung für beliebige Eingangssignale ermittelt und grafisch dargestellt werden. 

Enthält die systembeschreibende Differenzialgleichung keine Differentiale der Eingangsgröße, bzw. die zugehörige Übertragungsfunktion hat nur Pole aber keine Nullstellen, so werden die Koeffizienten der Regelungsnormalform laut dargestelltem Blockschaltbild b1 und b2 zu Null.  

Die Regelungsnormalform muss nicht zwingend in die Form von Matrizen und Vektoren dargestellt werden.
\subsubsection{Zustandsdifferenzialgleichung und Ausgangsgleichung}
\label{34}

Das Zustandsraummodell wird anhand der dargestellten Signalflüsse  durch 2 Gleichungen beschrieben,  die Zustandsdifferenzialgleichung  und  die Ausgangsgleichung (auch Ausgabegleichung).

Die Zustandsdifferenzialgleichung ist eine Vektordifferenzialgleichung 1. Ordnung, die die Systemdynamik beschreibt. Sie gibt an, wie das Eingangssignal u(t) die einzelnen Speicher beeinflusst und wie diese Speicher miteinander verkoppelt sind.

Die algebraische Ausgangsgleichung beschreibt, wie das Ausgangssignal y(t) mit den Systemzuständen verbunden ist.

\begin{myquote}
\item{} Gleichungen des Zustandsraummodells:
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.32455\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.27271\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.28220\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Gleichung        }&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Bei Eingrößensystemen     &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Bei  Mehrgrößensystemen\endhead  \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Zustandsdifferenzialgleichung \newline{} (auch Zustandsgleichung) &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$\underline {x}'(t) =\underline {A} \cdot \underline {x}(t) + \underline {b} \cdot u(t)$}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$\underline {x}'(t) = \underline {A} \cdot \underline {x}(t) + \underline {B} \cdot \underline {u}(t)$}\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Ausgangsgleichung  &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$y(t) = \underline {c}^T  \cdot \underline {x}(t) + d \cdot u(t) $} \newline{} d = 0 für n >{} m   &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ \underline {y}(t) = \underline {C}  \cdot \underline {x}(t) + \underline {D} \cdot \underline {u}(t) $} \newline{} {$ \underline {D} \,$} = 0 für n >{} m\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}

\subsubsection{Zustandsregelung}
\label{35}
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\raggedright{}\myfigurewithcaption{16}{Signalflussplan eines einfachen Zustandsreglers für eine Regelstrecke 3. Ordnung eines Eingrößensystems.}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}



Ein Übertragungssystem in der Regelungsnormalform mit ihren Zustandsvariablen kann als Regelstrecke in einen Regelkreis eingebunden werden. 

Durch die Zustandsrückführung kann keine stationäre Genauigkeit der Regelgröße zum Sollwert erreicht werden. Deshalb wird mit einem Vorfilter die Anpassung der Führungsgröße an die stationäre Ausgangsgröße hergestellt.   

Für anspruchsvolle Regelaufgaben mit Systemen im Zustandsraum kann die Einführung eines überlagerten Regelkreises für den Zustandsregelkreis mit einer Ausgangsrückführung erforderlich sein. Damit sind sämtliche stationären Probleme für die Übereinstimmung der Führungsgröße mit der Regelgröße und konstante Störanteile ausgeschaltet. Das Vorfilter entfällt.  

Die Zustandsregelung mit der Rückführung der Zustandsvariablen ist vergleichbar mit einer Kaskadenregelung. 

Die Kaskadenregelung besteht aus hierarchisch hintereinander geschachtelten Folgeregelkreisen, die innerhalb eines überlagerten Regelkreises liegen. Diese effiziente Reglerstruktur der Kaskadenregelung ist möglich, wenn einzelne Signalgrößen von Teilsystemen einer Regelstrecke messbar sind. Diese Teilsysteme mit Verzögerungen niedriger Ordnung sind einfacher und schneller regelbar. Die Ausgangsrückführungen der Teilregelkreise entsprechen angenähert den Zustandsvariablen.

Kaskadenregler sind Hilfsgrößen-{}Regler innerhalb einer Folgekette. Sie erfüllen wie die Zustandsregler eine bessere Dynamik der Regelgröße und tragen zur Verbesserung des Störverhaltens bei.

→ Siehe den ausführlichen Wikipedia-{}Artikel \myhref{http://de.wikibooks.org/wiki/\%3Aw\%3AZustandsraumdarstellung}{Zustandsraumdarstellung}

\section{Einführung \symbol{34}Eingrößen-{} und Mehrgrößensysteme\symbol{34}}
\label{36}
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\raggedright{}\myfigurewithcaption{17}{Blockdiagramm eines Mehrgrößensystems in Matrix / Vektor-{}Darstellung.}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}



Es kann ein Signal oder es können mehrere Eingangssignale auf das System einwirken. Das System antwortet mit einem oder mit mehreren Ausgangssignalen. Diese mit einem Eingangs-{} und Ausgangssignal behafteten Systeme werden als Klasse der Eingrößensysteme, die mit mehreren Eingangs-{} und Ausgangssignalen werden als  Mehrgrößensysteme bezeichnet. 

Bei vielen technischen Prozessen müssen mehrere physikalische Größen gleichzeitig geregelt werden, wobei diese Größen voneinander abhängig sind. Bei Änderung einer Eingangsgröße (Stellgröße u(t)) wird zusätzlich eine andere Ausgangsgröße (Regelgröße y(t)) oder auch alle anderen Ausgangsgrößen beeinflusst.

Bei Mehrgrößen-{}Regelstrecken sind die Eingangsgrößen und Ausgangsgrößen untereinander verkoppelt.
Im Regelkreis sind die r Eingangsgrößen der Regelstrecke U1(s) bis Ur(s) die Stellgrößen des Systems, die entsprechend dem Kopplungsgrad mehr oder weniger auf die verschiedene Anzahl m der Regelgrößen Y1(s) bis Ym(s) einwirken können.

Beispiele von einfachen Mehrgrößensystemen:
\begin{myitemize}
\item{}  Bei der Dampferzeugung sind Druck und Temperatur gekoppelt,
\item{}  Bei Klimaanlagen sind Temperatur und Luftfeuchtigkeit gekoppelt.
\end{myitemize}


Für den einfachen Fall der Verkopplung einer Regelstrecke mit 2 Eingängen und 2 Ausgängen treten die häufigsten symmetrischen Verkopplungsarten in P-{} und V-{}Kanonische Form|kanonischer Struktur auf. Bei der P-{}kanonischen Struktur wirkt ein Eingang der Strecke über ein Koppelelement auf den nicht zugehörigen Ausgang der Strecke. Bei der V-{}kanonischen Struktur wirkt ein Ausgang der Strecke über ein Koppelelement auf den nicht zugehörigen Eingang der Strecke.

Je nach Art der gekoppelten Regelstrecken können für den Reglerentwurf 3 Konzepte gewählt werden:

\begin{myitemize}
\item{}  Dezentrale Regelung
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Jedem Stell-{} und Regelgrößenpaar wird ein eigener Regler zugeordnet. Die auf diesen Regelkreis durch die Kopplung einwirkenden Störungen werden durch den Regler kompensiert. Dieses Verfahren ist bei schwacher Kopplung oder bei langsamen Koppelsystemen gegenüber der Hauptregelstrecke akzeptabel.
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}  Regelung mit Entkopplung
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Jedem Stell-{} und Regelgrößenpaar wird ein Hauptregler und für die Kopplungen zwischen den Stell-{} und Regelgrößen je ein Entkopplungsregler zugeordnet. Es ist Aufgabe der Entkopplungsregler, den Einfluss der anderen Stellgrößen auf die jeweilige Regelgröße zu eliminieren oder zumindest zu reduzieren.
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}  Echte Mehrgrößenregelung
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Der Mehrgrößenregler hat so viele Eingänge wie Regelgrößen und so viele Ausgänge wie Stellgrößen. Die Kopplungen zwischen den Komponenten werden in einem einheitlichen Reglerkonzept berücksichtigt. Der Entwurf der Mehrgrößenregler erfolgt über die Matrizen-{} Vektorrechnung.
\end{myquote}



→ Siehe Wikipedia-{}Artikel {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Regler}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}: Abschnitt \myhref{http://de.wikibooks.org/wiki/\%3Aw\%3ARegler\%23Regler\%20f\%C3\%BCr\%20Mehrgr\%C3\%B6\%C3\%9Fensysteme}{Regler für Mehrgrößensysteme} 

→ Siehe Wikipedia-{}Artikel {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Regelstrecke}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}: Abschnitt \myhref{http://de.wikibooks.org/wiki/\%3Aw\%3ARegelstrecke\%23Mehrgr\%C3\%B6\%C3\%9Fensysteme}{Mehrgrößensysteme}

\section{Quellen}
\label{37}


\chapter{Beschreibung linearer Prozesse im Zeitbereich}

\myminitoc
\label{38}

\label{39}
\section{Beschreibung linearer und nichtlinearer Prozesse im Zeitbereich}
\label{40}{\bfseries
\begin{mydescription} Normung der Signalbezeichnungen
\end{mydescription}
}


Die bis zum Jahr 2009 gültige Norm DIN 19226 Leittechnik; Regelungstechnik und Steuerungstechnik wurde zurückgezogen und durch DIN IEC 60050-{}351 ersetzt.

Das deutsche Institut für Normung hat in der DIN EN 60027-{}6 sämtliche Begriffe und Formelzeichen für die Signale in Regelkreisen festgelegt.
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Diese Normen wurden in der deutschen Fachliteratur der Regelungstechnik kaum verwendet. Es darf vermutet werden, dass der Einfluss durch das aus den USA stammende mathematische Verfahren der „Zustandsraumdarstellung“ von dynamischen Systemen den Zwang zu einer gemischten Vereinheitlichung von Signalbezeichnungen mit der Regelungstechnik geführt hat.

Zunehmend wird für die Eingangs-{} Ausgangsbezeichnung eines Systems anstelle von X und Y oder „Xe“ für das Eingangssignal und „Xa“ für das Ausgangssignal in der Fachliteratur der modernen Systemtheorie als Eingangsgröße {\large „U“} und als Ausgangsgröße {\large „Y“} verwendet.

Für die Systemtheorie werden nachfolgend, wie auch in der Regelungstechnik, die Signalgrößen des dargestellten Blockschaltbildes verwendet:

\section{Systembeschreibung}
\label{41}

Die nachfolgenden Systembeschreibungen setzen die Kenntnisse der mathematischen Werkzeuge wie Differenzialgleichung, Laplace-{}Transformation und Übertragungsfunktion voraus. Diese Kenntnisse werden erst in späteren Kapiteln dargestellt. Gewöhnliche systembeschreibende Differenzialgleichungen können jederzeit in die anschaulicheren Übertragungsfunktionen und wieder  zurück gewandelt werden. Übertragungsfunktionen behandeln keine Anfangswerte der physikalischen Systemspeicher.

Ein reales dynamisches System kann durch das Aufstellen von Differenzialgleichungen modelliert werden. Dazu werden für die Energie-{}/Materie-{}Speicher zunächst Bilanzgleichungen benötigt.

Für jeden konzentrierten Speicher entsteht eine Differenzialgleichung erster Ordnung mit der Ableitung der Ausgangsgröße {\large y(t)}.
Das Verhalten eines linearen Systems wird vollständig durch die Lösung der Differenzialgleichung wiedergegeben.
{\bfseries
\begin{mydescription} Beispiele für Differenzialgleichungen erster Ordnung
\end{mydescription}
}


\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}\text{Induktivität:} \, u = L \cdot \frac {di}{dt} \qquad  \text{Wärmespeicher:} \, Q = C_t \cdot \frac {d \vartheta}{dt} \qquad \text{Behälter:} \ q = A \cdot \frac {dh}{dt}  \end{equation*}
\end{myquote}


Die Lösung einer linearen, inhomogenen Differenzialgleichung mit konstanten Koeffizienten setzt sich immer aus den Anteilen der homogenen und der partikulären Lösung zusammen.

\begin{myitemize}
\item{}  Die homogene Lösung bezieht sich auf die Anfangswerte der Systemspeicher. Die Eingangsgröße der Differenzialgleichung ist dabei zu Null gesetzt. Sind die Anfangswerte Null, ist auch die Lösung der Differenzialgleichung die Ausgangsgröße {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{H}(t) = 0}.
\end{myitemize}


\begin{myitemize}
\item{}  Die partikuläre Lösung {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{P}(t)} bezieht sich auf eine von Null verschiedene Eingangsgröße {\large u(t)} bei denen die Systemspeicher den Wert Null haben. Diese Lösung des Eingangs-{} Ausgangsverhaltens eines Systems interessiert in den meisten Anwendungsfällen.
\end{myitemize}


\begin{myitemize}
\item{}  Durch die Laplace-{}Transformation der systembeschreibenden Differenzialgleichung linearer Übertragungssysteme werden Systeme bei verschwindenden Anfangsbedingungen vom Zeitbereich in den sogenannten Bildbereich (s-{}Bereich) mit der komplexen Frequenz s übertragen.
\end{myitemize}


\begin{myquote}
\item{} Das Produkt der Übertragungsfunktion {$ G(s) = \frac Y U (s) $} mit dem Laplace-{}transformierten Eingangssignal {\large U(s)} ergibt das Ausgangssignal {\large Y(s)} des Systems. Mit der inversen Laplace-{}Transformation entsteht die gesuchte Lösung der Ausgangsgröße {\large y(t)} eines Übertragungssystems als Funktion der Eingangsgröße {\large u(t)} im Zeitbereich. Sie entspricht der partikulären Lösung der dem System zugehörigen Differenzialgleichung. Die partikuläre Lösung einer Differenzialgleichung über den Umweg der Laplace-{}Transformation ist einfacher als die direkte Lösung mit dem Faltungsintegral.
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} Signale und Übertragungsfunktionen im s-{}Bereich können entsprechend ihrer Systemstruktur (Reihenschaltung, Parallelschaltung, Rückkopplungsschaltung) beliebig algebraisch behandelt werden.
\item{} Durch die Analyse der Pole und Nullstellen der Übertragungsfunktion ergeben sich wichtige Aussagen über das Systemverhalten wie Eigendynamik, Stabilität und Zeitverhalten.
\end{myquote}


\section{Testsignale}
\label{42}


\begin{minipage}{1.0\linewidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/19.png}
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\raggedright{}\myfigurewithcaption{19}{Impulsantwort Xaδ(t) von 4 hintereinander geschalteten PT1-{}Gliedern mit gleichen Zeitkonstanten}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}



Den nichtperiodischen (deterministischen) Testsignalen kommt in der Regelungstechnik eine zentrale Bedeutung zu. Mit ihrer Hilfe ist es möglich, ein Übertragungssystem zu testen, auf Stabilität zu prüfen oder Eigenschaften des Systems durch Ermittlung der Kennwerte zu analysieren.

Den Testsignalen ist gemeinsam, dass sie zum Zeitpunkt {\large t = 0} beginnen und bei {\large t <{} 0} eine Amplitude = 0 aufweisen. Es wird das Testsignal als Eingangsgröße u(t) an einem Übertragungssystem angelegt und die Systemantwort als Ausgangsgröße y(t) aufgezeichnet und analysiert. Anhand der Kenndaten können mathematische Modelle geschaffen werden. Die häufig verwendete Darstellungsform eines Modells ist die Übertragungsfunktion im s-{}Bereich mit der komplexen Frequenz s.

Zur Unterscheidung der Funktion der Testsignale werden sie mit den Zeichen δ (Impuls), \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/freefont/,UprightFont=FreeSerif.ttf,BoldFont=FreeSerifBold.ttf,ItalicFont=FreeSerifItalic.ttf,BoldItalicFont=FreeSerifBoldItalic.ttf]{FreeSerif.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/freefont/,UprightFont=FreeMono.ttf,BoldFont=FreeMonoBold.ttf,ItalicFont=FreeMonoOblique.ttf,BoldItalicFont=FreeMonoBoldOblique.ttf]{FreeSerif.ttf}Ϭ\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} (Sprung), a (Anstieg) und s (Sinus) indiziert.

Der theoretische Deltaimpuls (δ-{}Impuls, Dirac-{}Impuls)  für {\large t = 0} mit unendlich großer Amplitude ist  technisch nicht realisierbar. An seiner Stelle wird ein Rechteckimpuls mit der Impulsfläche $\text{ }$\newline{}
{\large 1 = Amplitude · Zeit} definiert.  In der Praxis genügt ein Wert für die Impulsbreite von {\large Δt = 1 \% bis 10 \%} der dominanten Zeitkonstante des zu prüfenden Übertragungssystems.

Die  Differentiation der Sprungfunktion entspricht der Impulsfunktion. Die Integration einer Sprungfunktion entspricht der Anstiegsfunktion. Die Differentiation der Sprungantwort eines linearen Übertragungssystems  entspricht der Impulsantwort.



\begin{minipage}{1.0\linewidth}
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\includegraphics[width=1.0\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/20.png}
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\raggedright{}\myfigurewithcaption{20}{Die Sprungantworten Xaσ(t) mit 4 PT1-{}Gliedern mit je gleichen Zeitkonstanten mit je T = 1{$\text{[}$}s}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}

{$\text{]}$}

Die Sinusfunktion gehört zur Gruppe der periodischen Signale. Die frequenz-{}variable Einspeisung  eines linearen Übertragungssystems erlaubt die Aufnahme des Amplituden-{} und Phasengangs des Systems. Mit Hilfe des Bode-{}Diagramms  kann die Übertragungsfunktion des Systems bestimmt werden.

\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.22312\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.22312\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.16548\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.22756\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Begriff Testsignal \newline{} Xe(t) }&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Zeitverhalten des Testsignals   &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Bildbereich  &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Systemantwort \newline{}Xa(t)\endhead  \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Impulsfunktion δ oder \newline{} Stoßfunktion, Deltaimpuls &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Normierter Impuls = {$\int_{0}^\infty \hat x_{e\delta} \,dt=1; $} {$ \qquad $} {$ \qquad $} \newline{}  Impulsbreite = {$\Delta t = \frac 1{\hat x_{e\delta}(t)}$} \newline{} Hauptanwendung: Erkennung des Systems, der Ordnung und der Stabilität&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$x_{e\delta}(s) = 1 \,$} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Impulsantwort oder\newline{}Gewichtsfunktion\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Sprungfunktion σ \newline{}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Einheitssprung:  {$ \hat x_{e\sigma}(t) = 1\,  \quad \text{für } t > 0,\qquad  x_{e\sigma}(t) = 0 \quad \text{für}  \ t < 0$} \newline{}   Hauptanwendung: Erkennung des Systems \newline{}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}      {$x_{e\sigma}(s) = \frac 1 {s}$} \newline{} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Sprungantwort oder\newline{}Übergangsfunktion\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Anstiegsfunktion oder\newline{} Rampe  &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Anstiegsfunktion: {$ x_{ea}(t) = c \cdot t; \, $} {$ \qquad $} {$ \qquad $} Gradient: {$c = \frac {\Delta \,x_{ea}(t)}{\Delta\, t}$}  \newline{} Hauptanwendung: Bestimmung der Nachlaufeigenschaften  &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$x_{ea}(s) = \frac 1{s^2}$} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Anstiegsantwort oder \newline{}Rampenantwort\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Sinusfunktion s \newline{}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}  {$ x_{es}(t) = \hat x_{es} \cdot \sin \, \omega \cdot t \, \qquad  \omega = 2 \cdot \pi \cdot f \qquad  T = \frac 1 {f}$} \newline{}   Hauptanwendung: Aufnahme des Amplituden-{} und Phasengang eines Systems \newline{}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}  {$x_{es}(s) = \frac \omega {s^2+\omega^2}$} \newline{} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Frequenzgang\newline{}\\ \hline 
\end{longtable}


\section{Linearitätseigenschaften}
\label{43}


\begin{minipage}{1.0\linewidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/21.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{21}{Linearisierung im Arbeitspunkt eines nichtlinearen Systems}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}



Die Linearität eines dynamischen Systems bedeutet, dass die systembeschreibende Differenzialgleichung linear ist. Eine lineare Differenzialgleichung enthält die gesuchte Funktion und deren Ableitungen nur in der ersten Potenz. Es dürfen keine Produkte der gesuchten Funktion und ihrer Ableitungen auftreten. Das heißt, die Koeffizienten müssen konstant sein.

Die symbolische Operatorenschreibweise lautet für ein lineares dynamisches System {\large F} mit dem Eingangssignal {\large u(t)} und Ausgangssignal {\large y(t)}:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}y(t) = F[u(t)] \, \end{equation*}
\end{myquote}


Der lineare Operator {\large F} ist die Operation, für die sich aus dem gegebenen Eingangssignal {\large u(t)} das Verhalten des Ausgangssignals {\large y(t)} ergibt.

Die Linearität eines Übertragungssystems bedeutet für alle Systembeschreibungen:
\begin{myitemize}
\item{}  Lineare Kennlinien,
\item{}  Lineare Gleichungen,
\item{}  Lineare Differenzialgleichungen.
\end{myitemize}

{\bfseries
\begin{mydescription} Lineares statisches System
\end{mydescription}
}


Ein statisches System {\large F} mit dem Eingangssignal {\large u} und dem Ausgangssignal {\large y} hat einen linearen Zusammenhang mit {\large y = F(u)} wenn folgende Beziehung gilt:

\begin{myitemize}
\item{}  Superpositionsprinzip:
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} F(u_1 + u_2) = F(u_1) + F(u_2) \, \end{equation*}
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}  Verstärkungsprinzip
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} F(K \cdot u) = K \cdot F(u) \, \end{equation*}
\end{myquote}

{\bfseries
\begin{mydescription} Lineares dynamisches System
\end{mydescription}
}
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\raggedright{}\myfigurewithcaption{22}{Darstellung des Superpositionsprinzips und des Verstärkungsprinzips bei linearen Übertragungssystemen}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}



Ein dynamisches System verhält sich linear, wenn die Wirkungen zweier linear überlagerter Eingangssignale sich am Ausgang des Systems in gleicher Weise linear überlagern.

Wird für ein Eingangssignal
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} u(t) = K_1 \cdot u_1(t) + K_2 \cdot u_2(t) \, \end{equation*}
\end{myquote}


die dargestellte Signalkombination gesetzt, so fordert das Superpositionsprinzip, dass die Ausgangsgröße des linearen Systems sich wie folgt darstellen lässt:
{\bfseries
\begin{mydescription} Superpositionsprinzip
\end{mydescription}
}


\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} y(t) = K_1 \cdot y_1(t) + K_2 \cdot y_2(t) \, \end{equation*}
\end{myquote}

{\bfseries
\begin{mydescription} Verstärkungsprinzip
\end{mydescription}
}


\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} F[K \cdot u(t)] = K \cdot F[u(t)]  \, \end{equation*}
\end{myquote}


Hierbei sind {\large u1(t)} und {\large u2(t)} beliebige Eingänge und {\large K} eine beliebige Konstante.

\section{Nichtlineares Übertragungssystem}
\label{44}

Die lineare Systemeigenschaft ist häufig nicht gegeben, da viele zusammenwirkende Systeme z. B. in der Regelungstechnik bei Ventil-{}Kennlinien, Stellgrößenbegrenzungen oder Schaltvorgängen keine Linearität aufweisen.

Ein nichtlineares System kann entweder in Form nichtlinearer statischer Kennlinien oder in Form nichtlinearer Operationen wie Multiplikation oder Division von Variablen in algebraischen Gleichungen und Differentialgleichungen auftreten.

Ein nichtlineares dynamisches System 2. Ordnung  entsteht beispielsweise durch ein Feder-{}Masse-{}Dämpfer-{}System, wenn das Federsystem oder der Dämpfer ein nichtlineares Verhalten hat. Anhand der Vielzahl der Formen nichtlinearer Systeme ist es schwierig,  diese in bestimmte Klassen einzuordnen. Nichtlineare Systeme kann man als einzigartig einstufen.

Folgende Beziehungen ergeben sich bei nichtlinearen Systemen:
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\raggedright{}\myfigurewithcaption{23}{Beispiele nichtlinearer Übertragungssysteme}
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\begin{myitemize}
\item{}   Wird ein nichtlineares Übertragungssystem in einem festen Arbeitspunkt betrieben, dann kann das nichtlineare Verhalten des Systems durch ein lineares Modell für die nähere Umgebung des Arbeitspunktes ersetzt werden.
\item{}  Jeder nichtlineare Zusammenhang kann im Kleinsignalverhalten näherungsweise linear beschrieben werden. Die Näherung wird umso besser, je kleiner der Differenzenquotient y(t) zu {\large u(t)} am Arbeitspunkt ist.
\item{}   Ist eine nichtlineare Funktion als grafische Kennlinie gegeben, dann kann durch Anlegen einer Tangente im gewünschten Arbeitspunkt die Steigung der Tangente für die linearisierte Beziehung bestimmt werden
\item{}   Ein nichtlineares dynamisches System mit kontinuierlich fallender oder steigender Kennlinie kann auch durch Einbindung in einen eigenen Regelkreis linearisiert und damit auch in seinem dynamischen Verhalten verbessert werden.
\item{}   Nichtlineare Differenzialgleichungen lassen sich meist nur numerisch lösen. Wenn ein  Übertragungssystem in Teilsysteme zerlegt werden kann und das nichtlineare Verhalten einzelner Systeme als analytische Gleichung oder Wertetabelle vorliegt, kann relativ einfach das Verhalten eines nichtlinearen dynamischen Systems berechnet werden.
\end{myitemize}

\subsection{Nachteilige Eigenschaften nichtlinearer Systeme}
\label{45}

Im Gegensatz zu den linearen dynamischen Systemen haben die nichtlinearen dynamischen Systeme folgende nachteiligen Eigenschaften:

\begin{myitemize}
\item{}   Für nichtlineare Systeme gilt das Superpositionsprinzip allgemein nicht.
\item{}   Für nichtlineare Systeme gilt das Verstärkungsprinzip allgemein nicht.
\item{}   Es existiert keine geschlossenen Theorie der mathematischen Behandlung wie bei den linearen Systemen.
\item{}   Funktionsblöcke eines Übertragungssystems können in der Reihenfolge nicht vertauscht werden.
\item{}   Die Betrachtung im Frequenzbereich ist nicht mehr so einfach möglich.
\item{}   Die Laplace-{}Transformation ist nicht mehr anwendbar.
\end{myitemize}
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\raggedright{}\myfigurewithcaption{24}{Allgemeine Darstellung des nichtlinearen Regelkreises}
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Es sind nichtlineare statische Systeme und nichtlineare dynamische Systeme zu unterscheiden. Gelingt es, von einem dynamischen nichtlinearen System einen Block als nichtlineare statische Funktion (Kennlinienverhalten) und einen Block als lineares dynamisches System zu trennen, entstehen die sogenannten Hammerstein-{}Strukturen Hammerstein-{}Modell oder die Wiener-{}Struktur Wiener-{}Modell als Modelle der Systembeschreibung.

Diese beiden Modelle unterscheiden sich nur durch die Reihenfolge der Funktionsblöcke, haben aber bei größeren Eingangssignalen unterschiedliche Eigenschaften. Für die regelungstechnischen Belange ist das Hammerstein-{}Modell vorzuziehen, weil die Stellgröße des Reglers meist durch Begrenzungseffekte oder der Regler als sogenannter Kennlinienregler ein nichtlineares Verhalten hat.
\subsection{Schwingungseigenschaften beliebiger Systeme bei sinusförmiger Erregung}
\label{46}

Bei einem nichtlinearen statischen System kann die Übertragungskennlinie als eine in weiten Grenzen sich ändernde Verstärkung angesehen werden. Das System antwortet auf ein sinusförmiges Eingangssignal meist mit einer Verzerrung der Schwingung des Eingangssignals gleicher Frequenz und einer Phasenverschiebung. Lediglich ein symmetrisches Zweipunkt-{}Element (Zweipunktregler) ohne Hysterese, ohne Totzone und Signalbegrenzung antwortet auf eine sinusförmige Eingangsschwingung mit einer Rechteckschwingung der gewählten Rechteck-{}Amplitude u(t) der gleichen Frequenz ohne eine Phasenverschiebung.

\begin{myitemize}
\item{}   Ein lineares dynamisches System antwortet auf ein sinusförmiges Eingangssignal {\large u(t) = u\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{MAX} * sin(ωt)} im eingeschwungenen Zustand immer mit der gleichen Frequenz, lediglich die Amplitude des Ausgangssignals y(t) wird verändert.
\item{}   Ein angeregtes  lineares System mit konjugiert komplexen Polen schwingt immer sinusförmig.
\item{}   Ein angeregtes nichtlineares System z.B. ein Regelkreis mit einem Zweipunktregler als nichtlineare Kennlinie schwingt meistens – je nach Ordnung der Regelstrecke  und damit des Tiefpass-{}Verhaltens – nicht sinusförmig oder bei höherer Ordnung der Regelstrecke gut angenähert sinusförmig.
\item{}   Wird ein nichtlineares statisches System mit einem sinusförmigen Eingangssignal {\large e(t)} erregt, kann sich die Frequenz und das Frequenzspektrum des Ausgangssignals {\large u(t)} völlig verändern.
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Beispiel: Nichtlinearität mit quadratischer oder exponentieller Kennlinie:
\item{}  Für eine sinusförmige Erregung mit quadratischer Kennlinie des Systems antwortet das System mit einer doppelten sinusförmigen Frequenz und Gleichanteil (verschobener Arbeitspunkt), das System mit exponentieller Kennlinie antwortet mit einem sinusähnlichen Impuls mit großem Oberwellenanteil.
\end{myquote}

\begin{myitemize}
\item{}   Sogenannte Kennlinienregler antworten bei einer sinusförmiger Erregung mit Rechteckschwingungen gleicher Frequenz und meist einer nacheilenden Phasenverschiebung φ zur Eingangsschwingung. Eine Ausnahme bildet der Zweipunktregler. Er antwortet auf eine sinusförmige Erregung mit einer Rechteckschwingung gleicher Frequenz ohne Phasenverschiebung.
\end{myitemize}

\subsection{Methoden der mathematischen Behandlung nichtlinearer Systeme}
\label{47}
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\raggedright{}\myfigurewithcaption{25}{Kennlinie Dreipunktregler mit Ortskurve der Beschreibungsfunktion N(A)}
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\begin{myitemize}
\item{}  {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Harmonische Balance}
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}  Im Zustand der Dauerschwingung eines nichtlinearen dynamischen Regelsystems wird das nichtlineare statische System als lineares Übertragungsglied N(A) (A = Eingangsamplitude {\large e\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{MAX}}) betrachtet. Voraussetzung für das lineare dynamische System (Regelstrecke) ist das Tiefpass-{}Verhalten 2. und höherer Ordnung, bei dem die Ausgangsgröße y(t) eine angenäherte harmonische Sinusschwingung ist. Aus der Gleichung der Harmonischen Balance lassen sich die unbekannten Systemgrößen, die Amplitude A der Eingangsschwingung {\large e(t)} und die Frequenz der Dauerschwingung {\large ω = 2*π*f} bestimmen.
\item{} Die Harmonische Balance ist ein sehr anschauliches Verfahren der Systemanalyse, das aber nicht auf die Stabilität der Ruhelage, sondern auf die Instabilität der Ruhelage, also auf stabile Dauerschwingungen zielt. Nur durch Schlussfolgerungen können daraus stabile Regelkreise bestimmt werden.
\end{myquote}


→ Siehe Wikipedia-{}Artikel: \myhref{http://de.wikibooks.org/wiki/\%3Aw\%3AHarmonische\%20Balance}{Harmonische Balance} 

\begin{myitemize}
\item{}   {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Direkte Methode von Ljapunow}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}.\myfootnote{Fachbuch Heinz Unbehauen „Regelungstechnik II“, Nichtlineare Regelsysteme, Kapitel: Stabilitätstheorie nach Ljapunow\symbol{34}, 9. Auflage 2006}
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}   Mit den Stabilitätssätzen von Ljapunow ergibt sich ein breites Anwendungsfeld für die Stabilitätsuntersuchung und der Reglersynthese.$\text{ }$\newline{}

\item{}   Die Sätze lauten: 
\end{myquote}

\begin{myenumerate}
\item{}  Stabilität im Kleinen, 
\item{}  Asymptotische Stabilität im Kleinen, 
\item{}  Asymptotische Stabilität im Großen, 
\item{}  Globale asymptotische Stabilität.
\end{myenumerate}


\begin{myitemize}
\item{}   {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Zustandsebene}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} \myfootnote{Fachbuch Heinz Unbehauen „Regelungstechnik II“, Nichtlineare Regelsysteme, Kapitel: „Analyse nichtlinearer Regelsysteme in der Phasenebene“ und „Untersuchung von Relaisregelsystemen mit der Methode der Phasenebene“, 9. Auflage 2006}
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}   Die Darstellung in der Zustandsebene ist für die Analyse und Reglersynthese geeignet, beschränkt sich aber auf Systeme 2. Ordnung. Die zeitoptimale Regelung ist gut behandelbar.
\end{myquote}
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\begin{myitemize}
\item{}   {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Fuzzy-{}Systeme}
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}  Fuzzy-{}Systeme, wie die Fuzzy-{}Logik und Fuzzy-{}Regler, sind für die experimentelle Modellierung nichtlinearer Systeme und für die Regler-{}Synthese  mit geringem mathematischen Aufwand geeignet.
\end{myquote}


→ Siehe Wikipedia-{}Artikel: \myhref{http://de.wikibooks.org/wiki/\%3Aw\%3AFuzzy-Regler}{Fuzzy-{}Regler} 

\begin{myitemize}
\item{}   {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Numerische Berechnung}
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}Die numerische rekursive Berechnung eines nichtlinearen dynamischen Systems nach dem Euler-{}Streckenzug-{}Verfahren mit der diskreten Zeit Δt und der Berechnungsfolge {\large k = (0, 1, 2, 3, ... k\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{MAX})} erlaubt als einfachstes Verfahren das Zeitverhalten sämtlicher vorkommenden nichtlinearen und totzeitbehafteten Systeme zu bestimmen.
\item{}   Die statische Nichtlinearität kann mit logischen Programm-{}Befehlen oder Wertetabellen berechnet, die Linearfaktoren der linearen Teilsysteme können mit Differenzengleichungen berechnet werden.
\end{myquote}


→ Siehe das ausführliche Hauptkapitel \symbol{34}\mylref{153}{Einführung in die Systemtheorie/ Numerische Berechnung dynamischer Systeme}\symbol{34}. 

\begin{myquote}
\item{}  Alternativ, soweit verfügbar, kommen numerischen Rechenprogramme wie kostenfreie GNU Octave oder kommerzielle Varianten wie Matlab mit Simulink zur Anwendung.
\end{myquote}


\section{Einführung in die Regelungstechnik}
\label{48}

Ein Regelkreis wie auch eine Regelstrecke sind dynamische Systeme. Es gelten die gleichen mathematischen Systembeschreibungen. Eine Regelstrecke ist immer stabil, wenn seine Einzelsysteme stabil sind, d.h. die Pole der Einzelsysteme haben einen negativen Realteil. Systeme mit Integratoren (I-{}Glieder) sind grenzstabil, ihre Pole liegen im Ursprung (Realteil = 0) des s-{}Diagramms (s-{}Ebene). Zwei Integratoren in einer Regelstrecke führen zur monotonen Instabilität. Dennoch können instabile Regelstrecken mit geeigneten Reglern zum stabilen Regelkreisverhalten gebracht werden.

Ein besonderes Phänomen der Stabilität eines offenen (aufgeschnittenen) Regelkreises tritt auf, wenn der Regelkreis geschlossen wird.

Eine der Regelstrecke nicht angepasste zu hohe Kreisverstärkung führt bei Regelstrecken mit Verzögerungsgliedern ab 3. Ordnung oder gar mit Totzeitverhalten zur oszillatorischen Instabilität. Bedingt durch das Zeitverhalten der Regelstrecke wird über den Soll-{}Istwert-{}Vergleich dem Regler eine verspätete Regeldifferenz zugeführt. Reduziert sich diese nacheilende Phasenverschiebung der Regelgröße des offenen Regelkreises um einen Wert kleiner als -{}180°, ergibt sich am Soll-{}Istwert-{}Vergleich anstelle einer Gegenkopplung eine Mitkopplung und der geschlossene Regelkreis wird bei einer Kreisverstärkung >{} 1 instabil.
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\raggedright{}\myfigurewithcaption{27}{Blockschaltbild eines einfachen {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape Standardregelkreises}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}, bestehend aus der {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Regelstrecke}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}, dem {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Regler}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} und einer {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries negativen Rückkopplung}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} der {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Regelgröße}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape y}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} (auch Istwert). Die Regelgröße {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape y}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} wird mit der Führungsgröße ({\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Sollwert}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}) {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape w}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} verglichen. Die Regelabweichung {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape e}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} = {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape w}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} – {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape y}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} wird dem Regler zugeführt, der daraus entsprechend der gewünschten Dynamik des Regelkreises eine Steuergröße {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape u}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} bildet. Die Störgröße {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape d}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} wirkt meistens auf den Ausgang der Regelstrecke, sie kann aber auch auf verschiedene Teile der Regelstrecke Einfluss nehmen.}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}


\subsection{Prinzip der Regelung}
\label{49}
Durch die Subtraktion der negativen Rückführung der Regelgröße y(t) von der Führungsgröße w(t) entsteht die Regeldifferenz e(t), die auf den Regler wirkt. Es ist Aufgabe des Reglers, das Zeitverhalten der Regelgröße bezüglich des statischen und dynamischen Verhaltens gemäß den vorgegebenen Anforderungen festzulegen. Zur Erfüllung widersprechender Anforderungen wie gutes Führungs-{} und Störverhalten sind gegebenenfalls aufwändigere Regelkreisstrukturen erforderlich.
\subsection{Regelkreismodell}
\label{50}
Die Aufgabe eines mathematisches Modells eines realen dynamischen Prozesses oder eines noch zu projektierenden technischen Prozesses dient dem Erkennen und der Vorhersage des Systemverhaltens. 

Das mathematische Modell eines Regelkreises beschreibt alle äußeren Einflussgrößen wie Störgrößen und Eingangssignale auf den geschlossenen Wirkungsablauf des Regelkreises. Das Verhalten der  Ausgangsgrößen wie die Regelgrößen sowie auch interessante Zwischengrößen (Stellgrößen) als Funktion der Eingangssignale und der Parameter von Regler und Regelstrecke sind von besonderem Interesse.  

Je nach Lastenheft der regelungstechnischen Aufgabenstellung ist für die Bestimmung eines geeigneten Reglers das mathematische Modell der Regelstrecke erforderlich. 

Mathematische Modelle können bei einfachen linearen physikalischen Systemen durch eine gewöhnliche Differenzialgleichung exakt eine Regelstrecke beschreiben ({\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries = Theoretische Modellbildung}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}). 

In den meisten Anwendungsfällen haben Übertragungssysteme (Regelstrecken) auch nichtlineare Komponenten und sind totzeitbehaftet. Für solche Systeme wird experimentell durch geeignete Testsignale die Systemantwort aufgezeichnet und ein mathematisches Modell gesucht, das den gemessenen Verlauf der Ausgangsgröße y(t) reproduziert ({\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries = Experimentelle Prozessanalyse}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}).  Ein derartig definiertes Modell ist durch Anwendung numerischer Verfahren einfach berechenbar. Sind nichtlineare Teilsysteme im Gesamtsystem enthalten, müssen diese getrennt erfasst und durch Wertetabellen definiert werden.

Global-{}proportionale Regelstrecken höherer Ordnung mit Totzeit lassen sich relativ  genau durch Modelle als PT2-{}Tt-{}Glieder beschreiben. Global-{}integrale Regelstrecken lassen sich ebenso durch PT2-{}Tt-{}I-{}Glieder beschreiben. 

Zum Modellverständnis eines dynamischen Systems müssen die wichtigsten Begriffe der inneren Systemspeicher verstanden werden. 
\subsection{Anforderung an einen Regelkreis}
\label{51}

\begin{myitemize}
\item{}  Der Regelkreis muss stabil sein.
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Die Stabilität des Regelkreises mit linearen zeitinvarianten Übertragungssystemen hängt von der Ordnung und den Parametern der Strecke, von der Struktur des Reglers und von den Parametern des Reglers ab.
\item{}  Wird eine Steuerstrecke aus linearen zeitinvarianten Systemen in Verbindung mit einem Regler zu einem Regelkreis gestaltet, dann werden in Bezug zum Verhalten der Steuerstrecke folgende Vorteile gewonnen:
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} 
\begin{myitemize}
\item{}  Die Regelgröße y(t) stellt sich auf das Niveau des Sollwertes w(t) ein, 
\item{}  Störgrößen werden minimiert,
\item{}  Die dominante Zeitkonstante der Regelgröße verringert sich ungefähr um den Faktor der Kreisverstärkung.
\end{myitemize}

\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Bei Vorhandensein differenzierender PD-{}Glieder im Regler wird die Verstärkung um einen dynamischen Anteil noch zusätzlich erhöht. Dabei kann die Stellgröße u(t) sehr große Werte annehmen. Dies ergibt sich aus der Berechnung der Schließbedingung des offenen Regelkreises mit der Signalflussalgebra des Regelkreises.
\end{myquote}




\begin{minipage}{0.75000\textwidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\textwidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/28.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{28}{Sprungantwort eines Regelkreises mit verschiedenen Begrenzungen des Stellgliedes bei hoher Kreisverstärkung {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape K}}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}


\begin{myquote}
\item{}  Eine zu einer Regelstrecke umfunktionierte Steuerstrecke lässt sich ohne Energiezufuhr nicht schneller machen. Dieses Beispiel zeigt den Effekt der gerätetechnischen Signalbegrenzung der Stellgröße {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape y}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}({\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape t}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}), die häufig als Schnittstelle von Steuersignalen und Steuerenergie fungiert (z.{\mbox{$~$}}B. Stellantriebe, Ventile, usw.). Es ist Ermessenssache, ob die Leistungsschnittstelle zum Regler oder zur Regelstrecke gehört.
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Die Übertragungsfunktion {$G(s) = \tfrac{Y(s)}{W(s)}$} dieses Beispiels eines einfachen Regelkreises enthält keinen Hinweis auf eine Signalbegrenzung und ist deshalb falsch, wenn eine Signalbegrenzung vorliegt. Übertragungsfunktionen gelten nur für lineare zeitinvariante Systeme.
\item{}  Man kann durchaus Signalbegrenzungen ignorieren und kommt zu einem stabilen Regelkreis. Jedoch entspricht das Übergangsverhalten der Regelgröße {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape y}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}({\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape t}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}) bei Signalbegrenzungen nicht der Übertragungsfunktion des Regelkreises.
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Ein wichtiges Verfahren der Bestimmung der Stabilität ist die Analyse des Nennerpolynoms der Übertragungsfunktion des Regelkreises, ob die Pole (Nullstellen des Nenners, die die Gleichung zu Null machen) in der linken s-{}Halbebene liegen. 
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}  Der Regelkreis soll ein gutes Führungsverhalten und Störverhalten aufweisen.
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Werden keine besonderen regelungstechnischen Maßnahmen getroffen, sind dies widersprechende Anforderungen.
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}  Der Regelkreis soll sich robust verhalten.
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Unter „robust“ versteht man den Einfluss der schleichenden Änderungen der Parameter von Regler und Regelstrecke auf die Dynamik des Regelkreises. Diese durch innere und äußere Umwelteinflüsse wie z.{\mbox{$~$}}B. Alterung, Reibung, Korrosion entstehenden Parameteränderungen müssen innerhalb eines zugelassenen Toleranzbereiches liegen. Das Verhalten der Robustheit wird auch mit Einfluss der „inneren Störgrößen“ eines Regelkreises bezeichnet.
\end{myquote}

\subsection{Auslegungsstrategie}
\label{52}

In Bezug auf die gewünschte Stabilität des Regelkreises und weiteren Anforderungen der Dynamik der Regelgröße sind folgende Auslegungsstrategien des Reglers zu betrachten:

\begin{myitemize}
\item{}  Analyse eines gegebenen Regelkreises:
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Erfüllt die Regelgröße die Anforderungen nach Stabilität, Einschwingverhalten (Regelgüte), Störverhalten?
\end{myquote}

\begin{myitemize}
\item{}  Regelstrecke ist gegeben:
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Synthese der Reglereigenschaften, welche der Regler gemäß der Anforderungen erfüllen muss.
\end{myquote}

\begin{myitemize}
\item{}  Regelstrecke ist gegeben, erhöhte Dynamikforderungen der Regelgröße:
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Ist der höhere Aufwand eines Zustandsreglers mit Nutzung der inneren Systemgrößen (Zustandsvariablen) mit der Zustandsrückführung gegenüber einem konventionellen Regler mit Ausgangsrückführung vertretbar?
\end{myquote}

\subsection{Spezialregler für gegebene bekannte und unbekannte Regelstrecken}
\label{53}

\begin{myitemize}
\item{}   Kombinierter Regler mit Vorsteuerung oder Vorfilter,
\item{}   Regler mit Störgrößenaufschaltung,
\item{}   Kaskadenregler: Einzelne Teilsysteme der Regelstrecke sind messbar:
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Kaskadenregler sind Hilfsgrößen-{}Regler für einen Folgeregelkreis. Sie erfüllen eine bessere Dynamik der Regelgröße und tragen zur Verbesserung des Störverhaltens bei.
\end{myquote}

\begin{myitemize}
\item{}  Regelstrecke mit Totzeit: Smith-{}Prädiktor eliminiert Totzeit.
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Mathematisches Modell der totzeitbehafteten Regelstrecke durch Smith-{}Prädiktor mit „Totzeit Vorhersage“.
\end{myquote}

\begin{myitemize}
\item{}  Regelstrecke unbekannt oder ändert sich:
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Adaptiver Regler erforderlich, der die Regelstrecke identifizieren und in bestimmten Grenzen optimal regeln kann.
\end{myquote}

\begin{myitemize}
\item{}  Regelkreis mit Rückführung der Zustandsvariablen,
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Verbesserte dynamische Regeleigenschaften gegenüber Regelkreisen mit Ausgangsrückführung. Vergleichbar mit Kaskadenreglern.
\end{myquote}


→ Siehe den ausführlichen Wikipedia-{}Artikel: \myhref{http://de.wikibooks.org/wiki/\%3Aw\%3ARegelungstechnik}{Regelungstechnik}

→ Siehe den ausführlichen Wikipedia-{}Artikel: \myhref{http://de.wikibooks.org/wiki/\%3Aw\%3ARegelkreis}{Regelkreis}

→ Siehe den ausführlichen Wikipedia-{}Artikel: \myhref{http://de.wikibooks.org/wiki/\%3Aw\%3ARegler}{Regler}

→ Siehe den ausführlichen Wikipedia-{}Artikel: \myhref{http://de.wikibooks.org/wiki/\%3Aw\%3ARegelstrecke}{Regelstrecke} 

\section{Groß-{} und Kleinsignalverhalten}
\label{54}
\begin{myitemize}
\item{}   Großsignale sind wirklich gemessene Signale
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Beispiel: Maximaler Sollwertsprung an einer Regeleinrichtung. Gemessene Sprungantwort der Regler-{}Stellgröße und der Regelgröße. Analyse der Problematik häufig vorkommender Stellgrößenbegrenzung, die zu nichtlinearem Verhalten führen.
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}  Kleinsignalverhalten
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Kleine Signalabweichungen um den Arbeitspunkt eines linearen Übertragungssystems müssen sich  nicht proportional und identisch mit großen Signalabweichungen verhalten.
\item{}  Beispiel: Für kleine Sollwert-{}Änderungen an einer Regeleinrichtung müssen nicht zwangsläufig Stellgrößenbegrenzungen auftreten.
\end{myquote}

\section{Einzelnachweise}
\label{55}


\chapter{Zeitverhalten elementarer Übertragungsglieder der Übertragungsfunktion}

\myminitoc
\label{56}

\label{57}
\section{Zeitverhalten elementarer Übertragungsglieder}
\label{58}
\subsection{Systeme mit konzentrierten und verteilten Parametern}
\label{59}

Dynamische Systeme ohne räumliche Ausdehnung der Systemspeicher haben konzentrierte Systemparameter. Die System-{}Ausgangssignale sind nur zeitabhängig.

Dynamische Systeme mit räumlicher Verteilung der Systemspeicher enthalten verteilte Systemparameter. Bei diesen Systemen sind die Variablen nicht nur Funktionen der Zeit sondern auch vom Ort. (Beschreibung durch partielle Differenzialgleichungen)

Die nachfolgenden Systembeschreibungen beziehen sich auf Systeme mit konzentrierten Parametern.
\subsection{Zeitinvarianz}
\label{60}

Ein dynamisches Übertragungssystem ist zeitinvariant, wenn es sich über die Zeit nicht ändert.  D.h. die Systemantwort {\large y(t+t\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0})} auf ein identisches Eingangssignal {\large u(t+t\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0})} ist von {\large t\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}} unabhängig. Die Koeffizienten der mathematischen Systembeschreibung sind konstant (zeitlich unveränderlich, invariant).
\subsection{Zeitvarianz}
\label{61}

Ein zeitvariantes System verhält sich zu verschiedenen Zeitpunkten unterschiedlich. Bei technischen Systemen liegt der Grund dafür meist in zeitabhängigen Parameterwerten, zum Beispiel durch Änderung der Koeffizienten der Energiespeicher {$\text{[}$}zeitabhängige Koeffizienten der Ableitungen {\large y(t)}{$\text{]}$}. Bei vielen Prozessen sind die Auswirkungen der Zeitvarianz so klein oder langsam, dass diese Systeme näherungsweise als zeitinvariant behandelt werden können.

Beispiel für ein typisches zeitvariantes Verhalten ist eine startende Rakete, deren Masse sich durch den verbrauchten Treibstoff ändert. Häufig spielt bei kleineren Massen der mechanische Verschleiß eine Rolle.
\subsection{Kausalität}
\label{62}
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\section{Ordnung der Übertragungsfunktion}
\label{63}

Blockschaltbilder erlauben eine übersichtliche Darstellung von dynamischen Prozessen und deren Signalflüsse.

Die häufigste Darstellungsform für das Eingangs-{} Ausgangsverhalten eines linearen Übertragungssystems ist die Übertragungsfunktion. Sie ist eine abstrakte nicht messbare mathematische Beschreibung für das Verhalten eines linearen zeitinvarianten Systems im Frequenzbereich mit der komplexen Variable s.

Der mathematische Begriff einer gebrochenen rationalen Funktion ist definiert als Quotient zweier Polynome, wobei die Ordnung des Systems im Nenner höher als im Zähler sein muss. Solche Systeme sind technisch realisierbar und entsprechen dem Eingangs-{} Ausgangsverhalten eines Übertragungssystems im sogenannten s-{}Bereich (Bildbereich).

Eine systembeschreibende gewöhnliche Differenzialgleichung kann mit der Laplace-{}Transformation in eine Übertragungsfunktion zunächst in Polynom-{}Darstellung als gebrochene rationale Funktion geschrieben werden. Durch Bestimmung der Nullstellen im Zähler und Nenner dieser Funktion kann die Polynomdarstellung in eine Produkt-{}Darstellung mit Linearfaktoren überführt werden. Ein Linearfaktor ist ein Term, in dem die Variable s nur den Grad 1 hat, d. h. keinen höheren Exponenten als 1 besitzt. Quadratische Linearfaktoren mit konjugiert komplexen Nullstellen haben den Grad 2.

{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Die Übertragungsfunktion in Polynom-{}Darstellung}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} wird mit Hilfe der Nullstellenbestimmung nach folgender Gleichung in die Produkt-{}Darstellung überführt.
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\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} G(s) = K \cdot \frac {\prod\nolimits_{i=1}^m \, (s - s_{0i})} {\prod\nolimits_{i=1}^n \, (s - s_{i})} =       K \cdot \frac {(s-s_{01})(s-s_{02}) } {(s-s_1) (s-s_2)} \cdots \end{equation*}
\end{myquote}


Sind die Werte der Nullstellen bzw. der Pole der Linearfaktoren negativ, dann sind die Produktterme positiv und das System ist stabil. Systeme mit negativen Linearfaktoren im Nenner (mit positiven Polen) streben nach einer Systemerregung exponentiell einen theoretisch unendlich großen Wert an . 
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\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} G(s) = K_T \cdot \frac {\prod\nolimits_{i=1}^m \, (- \frac s {s_{0i}} + 1)} {\prod\nolimits_{i=1}^n \, (- \frac s {s_i} +1)} \, = \, K_T \cdot \frac {\prod\nolimits_{i=1}^m \, (T_{vi} \cdot s + 1)} {\prod\nolimits_{i=1}^n \, (T_i \cdot s + 1)} \end{equation*}
\end{myquote}


In der Produkt-{}Darstellung der Übertragungsfunktion können folgende Terme 1. Ordnung  und 2. Ordnung mit konjugiert komplexen Nullstellen mehrfach auftreten:

\begin{myitemize}
\item{}  Produktterme 1. Ordnung (Linearfaktoren): {\large s-{}s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{1}} oder in Zeitkonstanten-{}Darstellung umgerechnet: {\large T*s+1}
\item{}  Linearfaktoren ohne Absolutglied : {\large s -{} 0 = s}, in Zeitkonstanten-{}Darstellung: {\large T*s}
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\end{myitemize}

\begin{myquote}
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\end{myquote}


Diese 3 nicht mehr aufspaltbaren Teilsysteme (Linearfaktoren bzw. quadratischer Linearfaktor) haben ein völlig unterschiedliches Übertragungsverhalten im Zeit-{} und Bildbereich, ob sie im Nenner oder Zähler der Übertragungsfunktion stehen. Komplizierteste lineare Systeme höherer Ordnung setzen sich aus diesen Teilsystemen zusammen.

Linearfaktoren haben differenzierendes Verhalten, wenn sie im Zähler der Übertragungsfunktion stehen und integrierendes oder zeitverzögerndes Verhalten, wenn sie im Nenner stehen.  Sie werden auch als phasenminimale oder reguläre Systeme bezeichnet. $\text{ }$\newline{}
Phasenminimumsysteme sind rationale Übertragungsfunktionen {\large G(s)} ohne Totzeit, die nur Pole und Nullstellen in der linken s-{}Halbebene haben:

\subsection{Übertragungsglieder als Blockstruktur im Signalflussplan}
\label{64}

Übertragungssysteme können aus Teilsystemen als Blöcke zusammengefasst werden. Es gilt das Superpositionsprinzip. Die Systeme in Produktdarstellung können in der Reihenfolge beliebig verschoben werden. Die Systemausgänge dürfen nicht durch nachfolgende Systemeingänge belastet werden (Rückwirkungsfreiheit).
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\begin{myquote}
\item{}  

\begin{minipage}{1.0\linewidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/29.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithoutcaption{29}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}


\item{}  Gleichung der Übertragungsfunktion der Parallelschaltung:
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$G \left( s\right)  = G_1 \left( s\right) + G_2 \left( s\right)$}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}
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\begin{myquote}
\item{}  
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\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/30.png}
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\raggedright{}\myfigurewithoutcaption{30}
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\item{}  Gleichung der Übertragungsfunktion der Reihenschaltung:
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$G \left( s\right) = G_1 \left( s\right) \cdot G_2 \left( s\right)$}}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}
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\begin{myquote}
\item{}  
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\item{}  Gleichung der Übertragungsfunktion der Gegenkopplung:
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ G \left( s \right) = \frac{G_1 \left( s \right)}{1+G_1 \left( s \right) \cdot G_2 \left( s \right)}$}}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}
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\end{myitemize}

\begin{myquote}
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\item{}  Damit lautet die Übertragungsfunktion des geschlossenen Regelkreises: 
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$G(s)= \frac {G_1(s)} {1 + G_1(s)}$}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}



\begin{myitemize}
\item{}  {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Mitkopplung:}
\end{myitemize}

\begin{myquote}
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\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} Gleichung der Übertragungsfunktion der Mitkopplung:
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$G(s)= \frac {G_1(s)} {1 - G_1(s)}$}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} 
\begin{myitemize}
\item{}  Mit G\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{1}(s) als offener Regelkreis werden beliebige algebraische Zusammenführungen der Teilsysteme des Reglers und der Regelstrecke verstanden.
\end{myitemize}

\end{myquote}


\subsection{Lineare Systeme mit verzögerndem Verhalten}
\label{65}

Die nachstehenden Teilsysteme können beliebig im Zähler und Nenner einer Übertragungsfunktion {\large G(s)} entsprechend der Gesamtsystemstruktur multiplikativ und / oder additiv kombiniert werden.
\begin{myitemize}
\item{}  Integrierglied, Kurzform: {\large I-{}Glied}:
\end{myitemize}


\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} G(s) = \frac 1  {T_N \cdot s}  \ \end{equation*}
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}  Verzögerungsglied, Kurzform:  {\large PT1-{}Glied}:
\end{myitemize}


\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} G(s) = \frac K  {T \cdot s + 1}  \ \end{equation*}
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}  Schwingungsglied, Kurzform:  {\large PT2-{}Glied\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{KK}} mit konjugiert komplexen Polen.
\end{myitemize}


\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}G(s) = \frac K  {(T^2 \cdot s^2 + 2 \cdot D \cdot T \cdot s + 1)}\end{equation*}
\end{myquote}

\subsection{Lineare Systeme mit differenzierendem Verhalten}
\label{66}
\begin{myitemize}
\item{}  Differenzierglied, Kurzform: {\large D-{}Glied}
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} G(s) =  T_V \cdot s  \, \end{equation*}
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}  Proportional wirkendes D-{}Glied, Kurzform: {\large PD1-{}Glied}
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} G(s) =  K \cdot (T_V \cdot s + 1)  \, \end{equation*}
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}  Proportional wirkendes D-{}Glied 2. Ordnung mit konjugiert komplexen Polen, Kurzform: {\large PD2-{}Glied\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{KK}}
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}G(s) =  K \cdot (T_V^2 \cdot s^2 + 2 \cdot D \cdot T_v \cdot s + 1)\end{equation*}
\end{myquote}

{\bfseries
\begin{mydescription} Beispiel eines realisierbaren Übertragungssystems 3. Ordnung (Anzahl Pole >{} Nullstellen)
\end{mydescription}
}


Beschreibung einer Übertragungsfunktion G(s) als gebrochene rationale Funktion in Produktdarstellung mit der Verstärkung K:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} G(s) = \frac Y U(s) = \frac {K \cdot (T_{V1} \cdot s+1) \cdot (T_{V2} \cdot s+1)}{(T_1 \cdot s+1) \cdot (T_2 \cdot s+1) \cdot (T_3 \cdot s+1)}  \end{equation*}
\end{myquote}


Die systembeschreibende Differenzialgleichung dieser Systeme zeigt Stabilität an, wenn alle Koeffizienten der einzelnen Terme positiv sind.  (Mindestvoraussetzung der Stabilität).
Die Übertragungsfunktionen dieser linearen Grundsysteme sind stabil, wenn die Vorzeichen der zugehörigen Nullstellen negativ sind.

Gleiche stabile Pole und Nullstellen der 3 Grundformen lassen sich in der Produktform (= Reihenschaltung der Systeme) gegeneinander kürzen und vereinfachen damit die Berechnung des Gesamtsystems. In der Produktform der Zeitkonstanten-{}Darstellung im Zähler und Nenner können die Teilsysteme gegeneinander gekürzt werden, wenn die Zeitkonstanten {\large T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{V} = T} sind.
\subsection{Globales P-{}, I-{}, D-{}Systemverhalten}
\label{67}

Wenn in einer systembeschreibenden Differenzialgleichung oder in der zugehörigen Übertragungsfunktion aus der geschlossenen Reihenfolge der Ableitungen bestimmte Koeffizienten fehlen, bzw. zu Null gesetzt sind, ergibt sich für das Gesamtverhalten im Zeitbereich folgendes typische Verhalten für den Linearfaktor ohne Absolutglied:



\begin{minipage}{1.0\linewidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/32.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{32}{Sprungantworten des globalen P-{}, I-{}, und D-{}Verhaltens}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}


{\bfseries
\begin{mydescription} Globales P-{}Verhalten
\end{mydescription}
}


Im stationären Zustand ergibt diese Form der Übertragungsfunktion nach einem Eingangssprung für das Ausgangssignal mit der Verstärkung K ein P-{}Verhalten im Zeitbereich, weil alle Linearfaktoren vollständig sind:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} G(s) =  \frac {K \cdot (T_{V1} \cdot s+1) \cdot (T_{V2} \cdot s+1)}{(T_1 \cdot s+1) \cdot (T_2 \cdot s+1) \cdot (T_3 \cdot s+1)}  \end{equation*}
\end{myquote}


Nach dem Einschwingvorgang nach genügend langer Zeit ist die Ausgangsgröße:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} y(t) = \lim_{t \to \infty}  K \cdot u(t) \, \end{equation*}
\end{myquote}

{\bfseries
\begin{mydescription} Globales I-{}Verhalten
\end{mydescription}
}


Im stationären Zustand ergibt diese Form der Übertragungsfunktion nach einem Eingangssprung {\large u(t)} für das Ausgangssignal ein stetig wachsendes Ausgangssignal im Zeitbereich. Der Linearfaktor ohne Absolutglied befindet sich im Nenner.
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} G(s) =  \frac {K \cdot (T_{V1} \cdot s+1) \cdot (T_{V2} \cdot s+1)}{T_1 \cdot s \cdot (T_2 \cdot s+1) \cdot (T_3 \cdot s+1)}  \end{equation*}
\end{myquote}


Nach dem Eingangssprung und genügend langer Zeit ist die Ausgangsgröße:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} y(t) = \lim_{t \to \infty} \frac K {T_1} \cdot t \cdot u(t) \, + t_0 \, \end{equation*}
\end{myquote}

{\bfseries
\begin{mydescription} Globales D-{}Verhalten
\end{mydescription}
}


Im stationären Zustand ergibt diese Form der Übertragungsfunktion nach einem Eingangssprung {\large u(t)} für die Ausgangsgröße {\large y(t)} den Wert 0. Der Linearfaktor ohne Absolutglied befindet sich im Zähler.
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} G(s) =  \frac {K \cdot T_{V1} \cdot s \cdot (T_{V2} \cdot s+1)}{(T_1 \cdot s+1) \cdot (T_2 \cdot s+1) \cdot (T_3 \cdot s+1)}  \end{equation*}
\end{myquote}


Das Ausgangssignal {\large y(t)} lautet:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} y(t) = \lim_{t \to \infty} K \cdot T_{V1} \cdot 0 = 0 \, \end{equation*}
\end{myquote}


\section{Stabilität}
\label{68}


\begin{minipage}{1.0\linewidth}
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\raggedright{}\myfigurewithcaption{33}{Bedeutung der Pole und der konjugiert komplexen Polpaare in der linken und rechten s-{}Halbebene}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}



\begin{myitemize}
\item{}  Ein dynamisches lineares oder nichtlineares System kann stabil oder instabil (monoton instabil oder oszillatorisch instabil) sein.
\item{}  Ein Regelkreis bestehend aus linearen oder nichtlinearen instabilen Teilsystemen kann mit geeigneten Reglern zum stabilen Verhalten gebracht werden.
\item{}  In einem Regelkreis mit einem Teilsystem mit Totzeit versagen die meisten Stabilitätskriterien, mit Ausnahme des grafischen Nyquist-{}Kriteriums für den \symbol{34}aufgeschnittenen\symbol{34} Regelkreis. Abhilfe: Numerische Berechnung des Systemverhaltens des Regelkreises für ein gegebenes Eingangssignal und tabellarische Darstellung der Berechnungsfolgen des Ausgangssignals im diskreten Zeitbereich. 
\item{}  Der Übertragungsfunktion eines Systems {$G_1(s)$} kann die transzendente Funktion des Totzeitgliedes  {$G_{Tt}(s)= e^{-s\, T_t}$}  multiplikativ angehängt werden zu  {$G(s) = G_1(s)\cdot G_{Tt}(s)$}. Diese Form der Übertragungsfunktion als Gesamtsystem ist nur für Frequenzgang-{}Analysen geeignet. Eine algebraische Berechnung mit dieser Gleichungsform ist nicht möglich.   
\end{myitemize}


Die nachfolgenden Beschreibungen beziehen sich auf Systembeschreibungen der Übertragungsfunktion als gebrochen-{}rationale Funktion, die sich laut Definition immer linear verhalten muss. 
\subsection{Interne Stabilität:}
\label{69}

Wenn die Übertragungsfunktion eines Übertragungssystems oder eines Regelkreises vorliegt:

Die Pole einer Übertragungsfunktion bestimmen die Stabilität und die Geschwindigkeit der Systembewegung. Die Nullstellen einer Übertragungsfunktion haben nur Einfluss auf die Amplituden des Systems.

\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Ein Übertragungssystem ist intern stabil, wenn alle (Teil-{})Übertragungsfunktionen nur Pole in der linken s-{}Halbebene haben.\\ \hline 
\end{longtable}




\begin{minipage}{1.0\linewidth}
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\includegraphics[width=1.0\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/34.png}
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\raggedright{}\myfigurewithcaption{34}{Beispiel für die Darstellung der externen Stabilität (BIBO-{}Stabilität) bei verschiedenen Systemen}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}


\subsection{Asymptotische Stabilität:}
\label{70} 

Bedeutung: Das Ausgangssignal eines linearen dynamischen Systems im Zeitbereich strebt nach einer \symbol{34}Einschwingzeit\symbol{34} als Folge eines Eingangssignals einen stabilen Zustand auf das Niveau des Eingangssignals mit der Verstärkung K * u(t) an. 

\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Bedingungen der asymptotischen Stabilität:\begin{myitemize}\item{}  Sämtliche Pole des charakteristischen Polynoms der Übertragungsfunktion müssen negativ sein.  \item{}  Sämtliche Pole des charakteristischen Polynoms müssen von Null verschieden sein, \end{myitemize}\begin{myquote}\item{}  d.h. es dürfen keine Teilsysteme mit I-{}Verhalten (Integrator) enthalten sein. \end{myquote}\begin{myitemize}\item{}  Es dürfen keine Mehrfachpole im Ursprung der s-{}Ebene auftreten (d.h. mehrere Integratoren).\item{}  Die Anzahl der Nullstellen der charakteristischen Polynome im Zähler und Nenner der Übertragungsfunktion muss kleiner als die der Pole sein.\end{myitemize}\\ \hline 
\end{longtable}
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\begin{myitemize}
\item{}  Lage aller Pole des Übertragungssystems in der linken s-{}Halbebene: 
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  System ist asymptotisch stabil.
\end{myquote}

\begin{myitemize}
\item{}  Lage eines Poles des Übertragungssystems in der rechten s-{}Halbebene: 
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  System ist monoton instabil.
\end{myquote}

\begin{myitemize}
\item{}  Lage eines Poles des Übertragungssystems auf der imaginären Achse (Realteil = 0) der s-{}Ebene: 
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  System ist grenzstabil.
\end{myquote}

\begin{myitemize}
\item{}  Lage mehrfacher Pole auf der imaginären Achse der s-{}Ebene: 
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  System ist instabil. 
\end{myquote}

\begin{myitemize}
\item{}  Konjugiert komplexe Polpaare mit negativem Realteil:
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  System ist asymptotisch stabil, die Schwingneigung ist von der Dämpfung D abhängig.
\end{myquote}

\begin{myitemize}
\item{}  Konjugiert komplexe Polpaare mit einem Realteil gleich oder größer Null: 
\item{}  System verhält sich monoton instabil oder oszillatorisch instabil.
\end{myitemize}

\subsection{Externe Stabilität (BIBO-{}Stabilität)}
\label{71}
Wenn die Hardware eines Übertragungssystems bzw. eines Regelkreises oder eines genauen Modells mit dem Eingangs-{} und Ausgangssignal vorliegt:

\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Ein Übertragungssystem gilt als extern stabil, wenn jedes beliebige beschränkte Eingangssignal an dem System auch ein beschränktes Ausgangssignal hervorruft. \newline{}(BIBO-{}Stabilität)\\ \hline 
\end{longtable}


\section{Lineare phasenminimale und nichtphasenminimale Übertragungssysteme}
\label{72}
{\bfseries
\begin{mydescription} Phasenminimumsystem (reguläres System)
\end{mydescription}
}


Bei stabilen dynamischen Übertragungssystemen sind die Koeffizienten der systembeschreibenden gewöhnlichen Differenzialgleichung positiv bzw. die Nullstellen und Pole der Übertragungsfunktion negativ.

\begin{myitemize}
\item{}  Phasenminimumsysteme sind Übertragungssysteme ohne Totzeit, bei denen die Übertragungsfunktion G(s) nur Pole und Nullstellen in der linken s-{}Halbebene hat.
\end{myitemize}


\begin{myitemize}
\item{}  Für einen gegebenen Amplitudengang hat das Phasenminimumsystem eine minimale Phasenverschiebung. Die Kenntnis des Amplitudengangs genügt, um auf die Übertragungsfunktion des Systems schließen zu können.
\end{myitemize}


\begin{myitemize}
\item{}  Nicht alle Phasenminimumsysteme sind stabil. Sie erfüllen alle den Begriff der \symbol{34}Internen Stabilität\symbol{34} aber nicht alle sind \symbol{34}Extern stabil\symbol{34}.
\end{myitemize}

{\bfseries
\begin{mydescription} Nichtphasenminimumsystem (nichtreguläres System)
\end{mydescription}
}


Ein dynamisches Übertragungssystem hat ein nichtminimales Phasenverhalten, wenn es eine Totzeit enthält oder die Pole oder Nullstellen der Übertragungsfunktion in der rechten Seite der s-{}Halbebene liegen. Der Phasenverlauf des Übertragungssystems ist betragsmäßig größer, als es bei einem phasenminimalen System mit gleichem Amplitudengang wäre.

Zusammenfassung der Eigenschaften der Nichtphasenminimumsysteme:

\begin{myitemize}
\item{}  Nichtphasenminimumsysteme enthalten eine Totzeit oder Pole oder Nullstellen in der rechten s-{}Halbebene.
\item{}  Nichtphasenminimumsysteme mit Polen in der rechten s-{}Halbebene sind instabile Systeme. Dieses System reagiert auf ein Eingangssignal mit einem unbeschränkten Ausgangssignal.
\item{}  Nichtphasenminimumsysteme mit Polen in der rechten s-{}Halbebene und Phasenminimumsysteme sind relativ leicht zu regeln.
\item{}  Nichtphasenminimumsysteme mit Nullstellen in der rechten s-{}Halbebene (Allpass-{}Systeme) sind stabile Systeme aber sehr schwierig zu regeln.
\item{}  Nullstellen in Phasenminimumsystemen und Nichtphasenminimumsystemen haben Einfluss auf die Amplituden der Ausgangssignale. Pole bestimmen das Zeitverhalten.
\end{myitemize}


Nichtphasenminimum-{}Verhalten wird durch Totzeitglieder oder Allpassglieder in Serie mit Phasenminimumsystemen verursacht. Dieses Verhalten kann durch Differenzbildung von phasenminimalen Systemen oder durch positive Rückkopplung in einem Regelkreis entstehen. In der Natur können nichtphasenminimale Systeme entstehen, wenn z.{\mbox{$~$}}B. auf die Lage einer Masse Beschleunigungskräfte einwirken, wie sie  durch die Gravitation oder durch den Magnetismus hervorgerufen werden.  Die Lage der Masse wird zunehmend beschleunigt und wächst progressiv bis zu einer natürlichen Begrenzung. Klassische Beispiele solcher Systeme sind: Invertiertes Pendel, Magnetschwebekörper, Laufkatze am Hebekran.

Ein  nichtminimalphasiges System ist immer zerlegbar in eine Reihenschaltung bestehend aus Phasenminimumsystem und Allpass.

Instabile nichtphasenminimale Systeme beziehen sich auf Verzögerungsglieder {\large 1.}  und {\large 2. Ordnung}:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} G(s) = \frac K {1-T \cdot s}  \qquad \text{und} \quad G(s)= \frac K {1-(T_1+T_2) \cdot s + T_1 \cdot T_2 \cdot s^2} \end{equation*}
\end{myquote}

\section{Allpassglieder}
\label{73}

Allpassglieder sind multiplikative Kombinationen von instabilen PD1-{}Gliedern (positive Nullstelle im Zähler) und stabilen PT1-{}Gliedern (negativer Pole im Nenner) der Übertragungsfunktion.

Sie reagieren auf einen  Eingangssprung {\large u(t)} zunächst mit  einem Sprung entgegengesetzter Polarität, um sich dann asymptotisch auf das Niveau des Sprungs einzustellen.
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} G(s) = K \cdot \frac {1-T_1 \cdot s}{1+T_1 \cdot s} \end{equation*}
\end{myquote}


Allpassglieder können durch Subtraktion eines PT1-{}Gliedes von einem DT1-{}Glied entstanden sein (= Parallelschaltung zweier Übertragungsfunktionen).
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} G(s) = K \cdot \frac {1-T_1 \cdot s}{1+T_1 \cdot s} = K \cdot \left( \frac 1 {1+T_1 \cdot s} - \frac {T_1 \cdot s}{1+T_1 \cdot s}\right)\end{equation*}
\end{myquote}


Allpassglieder sind Systeme, die für alle Frequenzen einen konstanten Amplitudengang haben. Lediglich die Phase eilt mit unterschiedlicher Abhängigkeit von {\large ω} nach.
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} |G (j \omega)| = 1 \, \end{equation*}
\end{myquote}


Die Sprungantwort des Allpassgliedes im Zeitbereich nach der inversen Laplace-{}Transformation lautet:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}g(t) = K \cdot (1 - 2 \cdot e^{- \frac t {T_1}})\end{equation*}
\end{myquote}

\section{Totzeitglied}
\label{74}

Das Totzeitglied verschiebt ein Eingangssignal {\large u(t)} um den Betrag der Totzeit {\large T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{t}}, ohne das Signal zu verformen.

Beispiel von Totzeitsystemen: Fördermengen mit dem Transportband, Lange Gasdruckleitungen, Spiel in Getriebeübersetzungen, Umschaltvorgänge bei Ventilen und andere Schaltvorgänge und Signallaufzeiten.

Im Gegensatz zu den linearen dynamischen Übertragungssystemen kann ein Totzeitsystem nicht mit einer gewöhnlichen Differenzialgleichung, sondern nur mit einer partiellen Differenzialgleichung beschrieben werden. Laufzeitglieder oder Totzeitglieder gehören zu der Klasse der Systeme mit verteilten Parametern. Sie haben keine konzentrierten Speicher und keine Pole und Nullstellen in der endlichen s-{}Ebene.

Einen wesentlich einfacheren Zusammenhang zwischen der Ein-{} und Ausgangsgröße eines Totzeitsystems gewinnt man durch die Darstellung der Totzeit mit der Übertragungsfunktion.

{\large Zeitverhalten des Totzeitgliedes:}
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}\displaystyle y(t) = {u}(t-T_t)\end{equation*}
\end{myquote}


Sprungantwort:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} \text{für} \quad t < T_t  \quad   y(t) = 0  \end{equation*}
\item{} \begin{equation*} \text{für} \quad t \geq T_t \quad  y(t) = 1 \end{equation*}
\end{myquote}


{\large Übertragungsfunktion des Totzeitgliedes}:

Die Beziehung des Eingangs-{} und Ausgangsverhaltens des Totzeitsystems wird durch den Verschiebesatz der Laplace-{}Transformation wiedergegeben:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}G(s)= \frac Y U(s) = e^{-s\cdot T_t}\end{equation*}
\end{myquote}


Für Übertragungssysteme mit einem Totzeitglied wird dem linearen System {\large G\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{1}(s)} die transzendente Funktion des Totzeitgliedes multiplikativ beigefügt:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}G(s)= \frac Y U(s) = G_1(s) \cdot e^{-s\cdot T_t}\end{equation*}
\end{myquote}




\begin{minipage}{1.0\linewidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/35.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{35}{Sprungantwort eines Systems mit Totzeit Tt = 2 s und vier in Reihe geschalteten PT1-{}Gliedern mit je T = 1 s für einen Ansprung und Rücksprung}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}



Diese Darstellungsform eines Totzeitgliedes bzw. Kombinationen linearer dynamischer Systeme mit einem Totzeitverhalten als Übertragungsfunktion eignet sich für Analysen der Stabilität nur im Frequenzbereich. Dabei kommen grafische Stabilitätsverfahren wie das Bode-{}Diagramm oder die Ortskurve des Frequenzgangs zur Anwendung.
{\bfseries
\begin{mydescription} Beispiel
\end{mydescription}
}
\begin{myquote}\item{} 
\end{myquote}

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Gegeben:  System mit 4 Verzögerungsgliedern je T = 1 s und Totzeitglied T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{t} = 2 s\begin{myquote}\item{} \begin{equation*}G(s)=\frac{Y(s)}{U(s)}= \frac 1 {(s+1)^4} \cdot  e^{-2\cdot s}\end{equation*}\end{myquote}Das grafische Beispiel eines Verzögerungssystems mit Totzeit zeigt den numerisch berechneten Verlauf der Ausgangsgröße{\large  y(t)} für einen Eingangssprung {$ u(t) = 1 \quad \left(U(s) = \frac 1 {s}\right) $} \newline{}und Rücksprung {\large u(t) = 0}.\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}

\subsection{Padé-{}Approximation}
\label{75}
Ein Totzeitglied kann als ein Allpassglied unendlicher Ordnung zu einem System mit gebrochener rationaler Übertragungsfunktion angenähert werden. Dieses Verfahren ist unter der Padé-{}Approximation bekannt. Die Genauigkeit der Annäherung hängt von der Ordnung des Allpassgliedes ab.

Padé-{}Approximation 1. und 2. Ordnung:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}G_1(s)= e^{-s \cdot T_t} \, \approx \,  \frac {1 -  \frac {T_t} 2 \cdot s}  {1 +  \frac {T_t} 2 \cdot s}  \qquad G_2(s) = e^{-s \cdot T_t} \, \approx \,  \frac {1 - \frac {T_t} 2 \cdot s + \frac {T_t^2} {12} \cdot s^2 }   {1 + \frac {T_t} 2 \cdot s + \frac {T_t^2} {12} \cdot s^2 }   \end{equation*}
\end{myquote}


Der Nachteil dieser Form der Polynomdarstellung 2. Ordnung ist die erforderliche zusätzliche Rechenarbeit zur faktoriellen Darstellung. Für jede Änderung des Wertes der Totzeit müssen für die faktorielle Darstellung die Nullstellen und Pole berechnet werden. Je nach Größe der Totzeit können auch konjugiert komplexe Pole und Nullstellen entstehen.

Folgende Gleichung der modifizierten Padé-{}Approximation erlaubt die Berechnung der Annäherung an die Totzeit durch gleiche Allpassglieder beliebiger Ordnung n:

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$G_n(s)= e^{-s \cdot T_t} \, \approx \, \biggl ( \frac {1 - \frac {T_t}{2 \cdot n} \cdot s }{1 + \frac {T_t}{2 \cdot n} \cdot s} \biggr)^n$}}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}



\begin{minipage}{1.0\linewidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/36.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{36}{Totzeitapproximation mit einem Allpass 3. Ordnung.}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}



Die Padé-{}Approximation der Totzeit bringt bereits bei drei identischen Allpassgliedern (n = 3) gute Ergebnisse der Totzeit-{}Annäherung.

Der Allpass mit einem PD-{}Glied im Zähler mit einer positiven Nullstelle kann wie folgt in bekannte Teilsysteme 1. Ordnung als PT1-{}Glied und D-{}Glied zerlegt werden:

Beispiel von drei identischen Allpassgliedern in Reihenschaltung mit dem Proportionalfaktor K:
\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ G_3(s) \approx K \cdot \biggl ( \frac {1- \frac {T_t} 6 \cdot s}{1+ \frac {T_t} 6 \cdot s} \biggr)^3  = K \cdot \biggl ( \frac 1 {1+ \frac {T_t} 6 \cdot s} - \frac {\frac {T_t} 6 \cdot s}{1+ \frac {T_t} 6 \cdot s} \biggr)^3$}}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


Für die numerische Berechnung (Eulersches Streckenzug-{}Verfahren) ergeben sich pro Allpass folgende drei Gleichungen, die hintereinander pro Berechnungsfolge zu berechnen sind: $\text{ }$\newline{}

(Jedes Ausgangssignal {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k)}} ist das Eingangssignal {\large u\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k)}} der nächsten Gleichung innerhalb einer Folge)

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}\mathrm{PT_1}-\text{Glied:} \quad y1_{(k)} = y_{(k-1)}+[u_{(k)}-y_{(k-1)}] \cdot \frac {6 \cdot \Delta t}{T_t}\end{equation*}
\item{} \begin{equation*}\text{D-Glied:}  \ \ \ \qquad y2_{(k)} = [u_{(k)}-u_{(k-1)}]\cdot  \frac {T_t}{6 \cdot \Delta t}\end{equation*}
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}\text{Subtraktion:} \ \quad y_{(k)} = K \cdot [y1_{(k)}- y2_{(k)}] \,\end{equation*}
\end{myquote}


Für die numerische Berechnung der Reihenschaltung von 3 Allpässen sind damit 9 Gleichungen pro Berechnungsfolge erforderlich.

Bei Anwendung der Tabellenkalkulation durch die INDEX-{}Anweisung: {\large „INDEX (Bezug: Spalte; Bereich)“} wird ein Index verwendet, um aus einem Bezug einen Wert zu wählen. Damit ist für die exakte Totzeit-{}Berechnung nur eine Gleichung pro Berechnungsfolge erforderlich.

\chapter{Mathematische Modelle eines technischen dynamischen Systems}

\myminitoc
\label{76}

\label{77}
\subsection{Mathematische Modelle eines technischen dynamischen Systems}
\label{78}

Die Aufgabe eines mathematischen Modells eines realen dynamischen Prozesses dient dem Erkennen und der Vorhersage des Systemverhaltens bei messtechnisch erfassbaren System-{}Einflussgrößen.  Dazu zählen z.B. durch rechnergesteuerte Simulation:

\begin{myitemize}
\item{}   Systemverhalten bei kritischen Umgebungsbedingungen, bestimmten Testsignalen, Störsignalen,
\item{}   Optimierung des Reglers bei geregelten Systemgrößen,
\item{}   Zerstörungsfreie Systemprüfung im Anlagenbau, in der verfahrenstechnischen Industrie, in der Chemieindustrie bei Großsignalverhalten.
\end{myitemize}


Dynamische Systeme mit konzentrierten Parametern als Eingrößen-{} und Mehrgrößensysteme können sich linear, nichtlinear, zeitinvariant, zeitvariant und global-{}proportional, -{}integral und -{}differenzial verhalten. Systeme mit konzentrierten Parametern (Feder-{}Masse-{}System) haben im Gegensatz zu Systemen mit verteilten Parametern (z. B. Wärmefluss im homogenen Medium) keine räumliche Ausdehnung.

Häufig wird für die lineare Systembeschreibung als sogenannte Bewegungsgleichung die systembeschreibende gewöhnliche Differenzialgleichung mit konstanten Parametern verwendet. Viele ausgeführte technische dynamische Systeme enthalten nichtlineare, totzeitbehaftete und begrenzende Komponenten, so dass mit der Beschreibung der Differenzialgleichung nur eine Annäherung an das tatsächliche Verhalten eines realen Systems sein kann. Die meisten Prozesse sind mit dynamischen Systemen nichtlinear, so dass lineare Annäherungen getroffen werden müssen.

Gut angepasste Modelle aus  vermischten linearen und nichtlinearen Systemen können nur numerisch definiert und mit Computern berechnet werden.
\subsubsection{Begriffsklärungen der konträren Eigenschaften mathematischer Modelle dynamischer  Übertragungssysteme:}
\label{79}

\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.27517\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.15734\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.15578\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.25101\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Modell-{}Eigenschaften }&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Eigenschaft 1&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Eigenschaft 2 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Kommentar\endhead  \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Modell-{}Erstellung &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}analytisch &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} experimentell &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Analytisch durch Differenzialgleichungen und Übertragungsfunktionen\newline{}experimentell meistens durch die Systemsprungantwort.\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Modell-{}Darstellung&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} parametrisch&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} nicht-{}\newline{}parametrisch &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Parametrisch in Form einer Differenzialgleichung entweder analytisch\newline{}  oder experimentelle Identifikation.\newline{}Die Sprungantwort ist ein nichtparametrisches dynamisches Modell\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Modellverhalten &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} linear  &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} nichtlinear  &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Ein lineares System muss der  Linearitätseigenschaft des „Superpositionsprinzips“ \newline{}  entsprechen. \newline{} Nichtlineare Systeme können im Arbeitspunkt linearisiert werden \newline{}oder durch Wertetabellen numerisch berechnet werden.\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Modellverhalten &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} dynamisch  &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} statisch &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Ein dynamisches Modell enthält Energiespeicher, die das Zeitverhalten bestimmen. \newline{}Ein statisches Modell kat kein Zeitverhalten. Es kann in  einem dynamischen Modell enthalten sein, wenn die zeitlichen Ableitungen der Ein-{} und Ausgangsgrößen des\newline{} Modells (Differenzialgleichung) zu Null gesetzt werden.\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Darstellung der Parameter &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}  konzentriert&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} verteilt &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Dynamische Systeme ohne räumliche Ausdehnung der Systemspeicher  haben konzentrierte Systemparameter.  Beispiel: Masse, Kondensator! Die System-{}Ausgangssignale sind nur zeitabhängig.\newline{}Dynamische Systeme mit räumlicher Verteilung der Systemspeicher enthalten verteilte Systemparameter.  Beispiel: Wärmefluss in einem homogenen Medium,  Spannungsabfall in elektrischen Leitungen. Bei diesen Systemen sind die Variablen nicht nur Funktionen der Zeit sondern auch von Ortskoordinaten abhängig. (Beschreibung durch partielle DGL)\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Zeitabhängigkeit der \newline{} Parameter&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} zeitinvariant  &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} zeitvariant  &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Zeitinvariante Systeme werden durch gewöhnliche DGL mit konstanten \newline{}Koeffizienten beschrieben.  \newline{}Bei zeitvarianten Systemen hat die gewöhnliche DGL keine konstanten Parameter.\newline{} Beispiel: Die Masse einer Rakete reduziert sich während des Antriebs.\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Beschreibungsform\newline{} des Modellverhaltens&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} kontinuierlich &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} diskret  &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Die Differenzialgleichung f(t) oder die Übertragungsfunktion F(s) beschreiben\newline{} kontinuierliche Funktionen. \newline{}Differenzengleichungen beschreiben zeitdiskrete Darstellungen für ein kleines\newline{} Zeitintervall Δt. Durch rekursive Berechnung addiert sich für jede Berechnungs-{}\newline{}folge k ein neuer Wert Δy(k) zum alten Wert y(k-{}1). Damit entsteht ein gebrochener\newline{} Zeitverlauf für y(k*Δt). Alle Berechnungsgrößen treten im zeitlichen Abstand Δt auf.\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Modellordnung&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} exakt  &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} reduziert  &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Die Systemidentifikation kann theoretisch anhand physikalischer Grundlagen \newline{}getroffen werden. Damit ist die Ordnung der Systemspeicher exakt erfasst. \newline{} Durch das Verfahren der experimentellen Systemidentifikation ergibt sich häufig \newline{}ein Modell reduzierter Ordnung.\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Modellvarianten&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} vollständig  &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} vereinfacht  &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Je nach Bedeutung eines dynamischen Prozesses wird ein vollständiges oder\newline{} vereinfachtes Modell der Aufgabenstellung angepasst (Kosten-{}Nutzen-{}Bewertung).\\ \hline 
\end{longtable}

\subsection{Modellierung eines unbekannten dynamischen Systems}
\label{80}

Für die Ermittlung eines guten mathematischen Modells eines realen Systems müssen sowohl die Systemstruktur als auch die Parameter (Systemkonstanten) ermittelt werden. Die Aufgabe der Systemidentifikation kann theoretisch (anhand physikalischer Grundlagen) oder experimentell durch Messung des Ein-{} Ausgangsverhaltens mittels geeigneter Testsignale erfolgen:
{\bfseries
\begin{mydescription} Vorgehensweise zur Modellierung eines dynamischen Systems mit Differenzialgleichungen
\end{mydescription}
}


\begin{myitemize}
\item{}  Systemzerlegung in rückwirkungsfreie einfache Teilsysteme,
\item{}   Definition der physikalischen Gesetze der Teilsysteme:
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Mechanische Systeme:  Newtonsches Gesetz, Kräfte-{} und Momenten-{}Gleichgewicht, Erhaltungssätze von Impuls, Drehimpuls und Energie.
\item{}  Elektrische Systeme:  Kirchhoffsche Gesetze, Ohmsches Gesetz, Induktionsgesetz, Maxwellsche Gleichungen (bei Feldern, d.h. örtlich verteilten Systemen),
\item{}  Thermische Systeme:  Wärmeleitungs-{} und Wärmeübertragungsgesetze, Erhaltungssätze der inneren Energie oder Enthalpie.
\item{}  Systeme mit Stofftransport: Gesetz der Gasdynamik, Diffusionsgesetz.
\end{myquote}

\begin{myitemize}
\item{}   Kopplungsbeziehungen bei Mehrgrößensystemen beschreiben,
\item{}   Zusammenfassung aller Gleichungen zu einer Differenzialgleichung, eines  Differenzialgleichungssystems oder einer Übertragungsfunktion.
\end{myitemize}


Systeme mit Energiespeichern wie Spannung an einem Kondensator, Strom in einer Induktivität, bei einem Feder-{}Massesystem die potentiellen und kinetischen Energieanteile führen trotz der unterschiedlichen physikalischen Systemgrößen zu identischen Strukturen der systembeschreibenden Differenzialgleichungen bzw. im komplexen Frequenzbereich zu identischen Übertragungsfunktionen.

Für lineare bzw. angenäherte lineare dynamische Systeme sind verschiedene Methoden der Modellierung bekannt.

Die Analyse eines bestehenden technischen Übertragungssystems erfolgt bei globalen P-{} oder I-{}Verhalten meistens durch die Sprungantwort, Impulsantwort oder durch Einspeisen einer variablen sinusförmigen Frequenz konstanter Amplitude.

Für einfache Ansprüche der schnellen Bestimmung einer Ersatzbeschreibung eines realen Übertragungssystems  existieren verschiedene heuristische Verfahren, die auch unter dem Begriff \symbol{34}Faustformelverfahren\symbol{34} in der Regelungstechnik bekannt sind.  Sie beziehen sich meist auf die grafisch aufgezeichnete Sprungantwort einer Regelstrecke  für nichtschwingende lineare Systeme höherer Ordnung. Häufig werden für diese Verfahren der einfachen Bestimmung der Streckenparameter die für einen Regelkreis erforderlichen Parameter der Standardregler (P-{}, I-{}, PI-{}, PD-{}, und PID-{}Regler) zugehörig mitgeliefert.
\subsubsection{Modellierung eines linearen dynamischen Systems durch die Aufstellung der Differenzialgleichung}
\label{81}

Ein einfaches Beispiel der theoretischen Entwicklung der systembeschreibenden Differenzialgleichung  wird in dem Kapitel „Entstehung einer Differenzialgleichung“ mit einem RLC-{}Netzwerk  gezeigt. Bei diesem Beispiel der Berechnung eines Systems aus Kombinationen von Bauelementen aus Widerständen, Kondensatoren und Induktivitäten  unter Vernachlässigung von parasitären Eigenschaften der Bauelemente (Kapazität einer Induktivität, Induktivität eines gewickelten Widerstandes, Temperatureinfluss) handelt es sich um ein reales  Modell eines linearen Systems mit konzentrierten Energiespeichern und nicht um eine Annäherung.
\subsubsection{Modellierung nach der Frequenzganganalyse}
\label{82}

Die experimentelle Systemidentifikation eines realen Systems erfolgt  durch Messung des Eingangs-{}Ausgangs-{}Verhaltens durch Anregung mit einer Wechselspannung  variabler Frequenz. Anhand der Asymptoten-{}Schnittpunkte des Frequenzgangs im Bode-{}Diagramm kann auf die Übertragungsfunktion des Systems geschlossen werden. Die Prüfung des Phasengangs ist erforderlich, wenn das Gesamtsystem eine Totzeitkomponente enthält.
\subsubsection{Modellierung eines linearen Systems mit Totzeit durch ein PT2-{}Verzögerungsglied und Ersatztotzeit}
\label{83}

Sehr gute Modelle erhält man aus der Sprungantwort eines Systems durch Approximation mit einem PT2-{}Glied und einer Ersatztotzeit. Das {\large PT\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{2}}-{}Glied und das Ersatz-{}Totzeitglied wirken als Reihenschaltung. Details werden in den nachfolgenden Kapiteln behandelt!

\subsection{Mathematische Werkzeuge}
\label{84}

Die Analyse des Verhaltens eines dynamischen Systems zur Erstellung eines Modells und  insbesondere für die experimentelle Systemidentifikation erfordert die Kenntnis der mathematischen Werkzeuge zur Beschreibung der synthetischen  Zusammenstellung unterschiedlicher Teilsysteme wie zum Beispiel entkoppelte Verzögerungssysteme, Integrationen, Totzeitsysteme, nichtlineare statische Systeme.

Wegen des hohen Bekanntheitsgrades und der übersichtlichen Gleichungsdarstellung werden lineare Modelle häufig im s-{}Bereich als Übertragungsfunktionen dargestellt. Lineare gewöhnliche Differenzialgleichungen mit konstanten Koeffizienten können durch die Laplace-{}Transformation beliebig in den s-{}Bereich und umgekehrt können Übertragungsfunktionen  vom s-{}Bereich in den Zeitbereich transformiert werden. Für die Systemberechnung mit Anfangswerten ist die mathematische Form der Differenzialgleichungen vorteilhaft.

Die transzendente Darstellung der Totzeitsysteme {$G_{Tt}(s) = e^{-T_{t} \cdot s}  $} ist nur für die grafische Darstellung im komplexen Frequenzbereich geeignet. Der Systementwurf im Frequenzbereich hat nur eine informative didaktische Bedeutung. Regelkreise mit Totzeitsystemen lassen sich nur numerisch einfach berechnen.

Mit der numerische Behandlung und der diskreten Zeit {\large Δt} lässt sich jede Modellanpassung eines Übertragungssystems oder eines Regelkreises berechnen. Es ist gleichgültig, ob die Systembeschreibungen als Übertragungsfunktion oder Differenzialgleichungen vorliegen.
\subsubsection{Lösung von Differenzialgleichungen mit Anfangswerten:}
\label{85}

Lineare gewöhnliche Differenzialgleichungen mit konstanten Koeffizienten beliebiger Ordnung lassen sich im Gegensatz zur klassischen Lösung sehr einfach mit der numerischen Differenzengleichung der Integration lösen.



\begin{minipage}{1.0\linewidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/37.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{37}{Signalflussplan zur Lösung einer DGL in der expliziten Darstellung. Die Zustandsvariablen {\large x\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{i}} ergeben sich durch die Integrationen.}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}


\subsubsection{Beispiel systembeschreibende DGL 2. Ordnung:}
\label{86}

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} a_2 \cdot \ddot y(t) + a_1 \cdot \dot y(t) + a_0 \cdot y(t) = b_0 \cdot u(t) \,\end{equation*}
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}   Es wird die explizite Form nach der höchsten Ableitung verwendet, d.h. alle Terme der Gleichung werden durch den Koeffizienten a2 dividiert  und dann nach {$ \ddot y(t) \, $} freigestellt.
\end{myitemize}


\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$  \ddot y(t) = \frac 1 {a_2} \cdot (- a_0 \cdot y(t)  -a_1 \cdot \dot y(t) + b_0 \cdot u(t))  $}}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}   Jede Ableitung von y(t) wird nach dem Signalflussplan der expliziten Darstellung numerisch durch die  Differenzengleichung der Integration integriert. Die Differenzengleichung der numerischen Integration mit der Berechnungsfolge {\large k(0, 1, 2 ...k\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{MAX})} und T = 1 (Euler-{}Streckenzugverfahren) lautet:
\end{myitemize}


\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ y_{(k)} = y_{(k-1)} + u_{(k)}\cdot \frac {\Delta t}{T}  $}}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}   Sämtliche Signaloperationen erfolgen algebraisch
\end{myitemize}


\begin{myitemize}
\item{}   Anfangswerte können einfach für jeden Integrator (Energiespeicher) vorgegeben werden. Die Integrationen finden über Integrierglieder mit den gewünschten Anfangswerten  statt. Die Integratoren starten  zum Zeitpunkt {\large t = k*Δt = 0} mit der Rekursionsfolge {\large k = 0} und enden bei {\large k\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{MAX}}. Weil es sich damit um bestimmte Integrale handelt, müssen keine Integrationskonstanten wie bei der klassischen Lösung einer Differenzialgleichung ermittelt werden.
\end{myitemize}


\begin{myitemize}
\item{}   Siehe Beispiel des Hauptkapitels „Numerische Berechnung dynamischer Systeme“ unter Anwendung numerischer Berechnungen.
\end{myitemize}



→ Siehe \symbol{34}Berechnungsbeispiel gewöhnliche DGL 2. Ordnung mit Anfangswerten\symbol{34}  Kapitel: \mylref{153}{Numerische Berechnung dynamischer Systeme} 

\subsubsection{Kombinierte nichtlineare und lineare Systeme}
\label{87}

Die Zusammensetzung unterschiedlicher Teilsysteme mit einer Totzeit und differenzierendem, verzögerndem, begrenzendem und nichtlinearem Verhalten zu Steuerstrecken und Regelkreisen können nur numerisch berechnet werden.

\begin{myitemize}
\item{}  Lineare Systeme: Für die Beschreibung der linearen Systeme stehen Differenzengleichungen zur Verfügung.
\end{myitemize}


\begin{myitemize}
\item{}   Nichtlineare Systeme können mit Werteangaben in tabellarischer Form  benutzt werden.
\end{myitemize}


\begin{myitemize}
\item{}   Begrenzungseffekte erfordern logische zeitunabhängige Gleichungen. (WENN-{}, DANN-{}, SONST-{}Anweisungen)
\end{myitemize}


\begin{myitemize}
\item{}   Totzeitsysteme können durch programmierte Laufzeit-{}Schleifenbildung beliebiger Rechenprogramme nachgebildet werden bzw. bei Anwendung der Tabellenkalkulation durch die INDEX-{}Anweisung:
\end{myitemize}


\begin{myquote}
\item{} Die Anweisung „INDEX ( Bezug: Spalte; Bereich)“ verwendet einen Index, um aus einem Bezug einen Wert zu wählen.
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}  Tabellarische Darstellung der Zwischen-{} und Endergebnisse. Zum Verständnis des Systemverhaltens und insbesondere des inneren System-{}Bewegungsablaufs bei Mit-{} und Rückkopplungen sollten alle Teil-{} und Endergebnisse numerischer Berechnungen tabellarisch pro Berechnungsfolge {\large k=(0, 1, 2, ...k\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{MAX})} pro Zeile abgelegt werden. Die Programmiersprache numerischer Berechnungen ist beliebig. Es empfiehlt sich die Anwendung der Tabellenkalkulation, weil keine Formatierungsaufgaben erforderlich sind und die grafische Darstellung beliebiger Ergebnisse bereits mitgeliefert wird.
\end{myitemize}


\subsection{Modell-{}Bestimmung durch Approximation an die Sprungantwort eines Systems höherer Ordnung}
\label{88}

Das bekannteste Verfahren der Identifikation eines dynamischen Systems mit globalen P-{}Verhalten aus der Sprungantwort ist das Wendetangentenverfahren. Es ist kein Modell im Sinne der Systemtheorie, bei dem sich das Modell ähnlich wie das modellierte Originalsystem verhält, sondern es handelt sich um empirisch gefundene Werte, aus denen sich Parameter für die Anwendung von Standardreglern für Regelkreise geringer Ansprüche bilden lassen.



\begin{minipage}{1.0\linewidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/38.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{38}{Ermittlung der Kennwerte aus der Sprungantwort eines dynamischen Übertragungssystems für das Wendetangentenverfahren.}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}


\subsubsection{Wendetangentenverfahren:}
\label{89}

Industrielle Regelstrecken höherer Ordnung mit globalen P-{}Verhalten mit oder ohne Totzeit lassen sich nach einer messtechnischen Aufzeichnung der System-{}Sprungantwort durch eine grafisch an den Gradienten des Signalanstiegs im Wendepunkt angelegte Tangente für eine Auslegung von Standardregelkreisen identifizieren. Die Abszisse mit dem Zeitmaßstab wird durch die Tangente in die Zeitabschnitte der Verzugszeit {\large T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{U}} und Anstiegszeit {\large T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{g}} zerlegt.

Die genaue Lage des Wendepunktes der Sprungantwort kann – falls erforderlich – durch einfaches  Differenzieren {\large dy / dt} oder manuell {\large Δy / Δt} ermittelt werden.

Die stationäre P-{}Verstärkung {\large Kp} des Systems ergibt sich nach genügend langer Zeit aus dem Ausgangs-{}Eingangssignalverhältnis {\large y(t) / u(t)}.

Das Wendetangentenverfahren liefert Kennwerte einer System-{}Sprungantwort, anhand derer Einstellwerte für regelungstechnische Anwendungen aus einer Tabelle entnommen werden können.

→ Siehe auch Wikipedia-{}Artikel: \myhref{http://de.wikibooks.org/wiki/\%3Aw\%3AFaustformelverfahren\%20\%28Automatisierungstechnik\%29}{Faustformelverfahren (Automatisierungstechnik)} 

\subsection{Synthetische Modell-{}Bestimmung nach der System-{}Sprungantwort}
\label{90}

Für ein bestehendes dynamisches Übertragungssystem höherer Ordnung handelt es sich in den meisten Fällen um ein System mit globalen P-{}Verhalten (Regelstrecke mit Ausgleich) oder globalen I-{}Verhalten mit und ohne Totzeit. Aus der Sprungantwort eines dynamischen Systems mit P-{}Verhalten kann nicht so einfach die Systemordnung und ein mögliches Totzeitverhalten erkannt werden. Deshalb bietet sich für ein derartiges System ein Modell an, das aus der Reihenschaltung eines Totzeitgliedes und eines Verzögerungsgliedes zu wählender Ordnung besteht.

Je nach Ergebnis des Verhaltens der Sprungantwort eines linearen Systems höherer Ordnung mit und ohne Totzeit folgt die synthetische Zusammensetzung eines Modells aus einfachen Komponenten wie die Reihenschaltung von einem Totzeitglied und Verzögerungsgliedern und gegebenenfalls die eines I-{}Gliedes, deren mathematische Schreibweisen bekannt sind.

Das Ziel für die Auslegung des Modells ist, das möglichst identische Zeitverhalten bei der Sprungantwort oder der Impulsantwort mit dem Original zu erreichen. Mit der numerischen Berechnung und grafischen Darstellung können die zu optimierenden Parameter des Modells in weiten Grenzen verändert werden, bis die Sprungantworten des Originals mit dem Modell übereinstimmen.
{\bfseries
\begin{mydescription} Vorgehensweise
\end{mydescription}
}


\begin{myitemize}
\item{}  Die Sprungantwort des Originals mit globalen P-{}Verhalten (Regelstrecke mit Ausgleich) ist bekannt.
\item{}  Als Modell wird die Reihenschaltung eines Ersatz-{}Totzeitgliedes (Ersatztotzeit {\large T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{te}}) mit einem  Verzögerungsglied n-{}ter Ordnung (Ersatz-{}Zeitkonstante {\large T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{e}}) wie folgt gewählt:
\end{myitemize}


\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}G(s) = \frac  {e^{-{T_{te}} \cdot s}} {(T_e \cdot s +1)^n}  \end{equation*}
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}   Durch die vorzugsweise numerische Berechnung wird der Verlauf des Verzögerungsgliedes mit dem Parameter {\large T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{e}} dem Verlauf des Gradienten der Originalfunktion in Übereinstimmung gebracht. Die Ordnung n des Verzögerungsgliedes kann beliebig sein. Es empfiehlt sich die Ordnung 1 oder 2. Die Ordnung 2 erlaubt eine leichtere Anpassung des Modell-{}Verzögerungsgliedes an das Original.
\item{}   Durch zeitliche Verschiebung der Verzögerungsfunktion bis zur Deckung mit der Originalfunktion wird die Ersatztotzeit {\large T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{te}} bestimmt.
\end{myitemize}


Die Übergangsfunktion (Sprungantwort) eines Modells niedriger Ordnung für ein lineares System höherer Ordnung kann natürlich nicht mit dem Original identisch sein. Es stellt sich die Frage, wie exakt die Sprungantwort des Modells mit dem Original übereinstimmen muss, damit der Modellfehler gering bleibt?



\begin{minipage}{1.0\linewidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/39.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{39}{{\large PT\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{1}-{}T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{te}}-{}Modellapproximation an die Sprungantwort eines {\large PT\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{5}}-{}Verzögerungsgliedes}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}



Das Modell wird genauer, wenn der Anstiegsgradient des Verzögerungsgliedes grafisch zeitlich über die Lage des Wendepunktes des Anstiegsgradienten des Originals zu größeren Werten verschoben wird und damit drei kleine Flächen mit dem Original einschließt.
\subsubsection{PT\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{1}-{}T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{te}-{}Modell eines Systems höherer Ordnung aus der Sprungantwort}
\label{91}

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ G(s) = \frac  {e^{-{T_{te}} \cdot s}} {T_e \cdot s +1}   $}}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


In dem dargestellten grafischem Beispiel der Sprungantwort eines dynamischen Systems 5. Ordnung gleicher Zeitkonstanten mit dem PT1-{}T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{te}-{}Modell wurde numerisch berechnet und mit dem im nächsten Kapitel angegebenen Verfahren auf gute Annäherung geprüft. Es handelt sich um ein relativ genaues und geprüftes {\large PT\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{1}-{}T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{te}}-{}Modell, das sich auch in einem Regelkreis – in bestimmten Grenzen – wie das Original verhält.
{\bfseries
\begin{mydescription} Andere PT\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{1}-{}T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{te}-{}Modellierungsverfahren
\end{mydescription}
}
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Die Berechnung setzt voraus, dass eine Annahme getroffen wird, wie der Verlauf des {\large PT\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{1}}-{}Gliedes um die Ersatztotzeit {\large T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{te}} versetzt erfolgen muss, damit die Schnittpunkte zwischen Original und Modell entstehen können.
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{$T_e = \frac  {t_2-t_1} {ln \, \frac {Y_{MAX}-Y_1} {Y_{MAX}-Y_2}}  $}
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{$T_{te} = T_e \cdot ln \, (1- \frac  {Y_1} {Y_{MAX}}) + t_1 $}
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\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}y_{PT_1}(t) = 1 - e^{- \frac t {T_e}}   \end{equation*}
\end{myquote}

{\bfseries
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\end{mydescription}
}


\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} y_{PT_1T_{te}}(t) = 1 - e^{- \frac {t-T_{te}} {T_e}} \qquad f\ddot ur \quad y_{PT_1T_{te}}(t) > 0  \end{equation*}
\end{myquote}
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Fazit: Es gibt keine vernünftige Alternative zur genauen Modellbestimmung als die numerische Berechnung.
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\label{92}

Verzögerungen 1. Ordnung haben keinen Wendepunkt, weil das zeitliche Verhalten der Sprungantwort sich kontinuierlich mit abnehmender Geschwindigkeit der Asymptote nähert. Die Sprungantwort einer PT2-{}Verzögerung hat im Bereich des Wendepunktes einen annähernd linearen Bereich konstanter Signal-{}Geschwindigkeit, bei der sich das grafische Anlegen einer Tangente vereinfacht.

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ G(s) = \frac  {e^{-{T_{te}} \cdot s}} {{(T_e \cdot s +1})^2 }   $}}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}
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Das grafische Bild zeigt das optimierte {\large PT\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{2}-{}T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{te}}-{}Modells zur  Sprungantwort eines dynamischen Systems 5. Ordnung mit gleichen Zeitkonstanten und globalen P-{}Verhalten. Das Modell und das Original zeigen in je einem Regelkreis mit gleichem PI-{}Regler weitgehend identische Eigenschaften. Selbst bei Einsatz in je einem Regelkreis mit einem PID-{}Regler bei einer gewählten Dämpfung mit einer Überschwingweite von ca. 5 \% verhält sich das Modell sehr ähnlich gegenüber dem Original. Das ist insofern erstaunlich, weil die zwei in der Reihenstruktur zerlegbaren PD-{}Anteile des PID-{}Reglers bei Pole-{}Nullstellen-{}Kompensation der Regler-{}Auslegung mit der Original-{}Regelstrecke bei dem Modell den Einfluss der Pole reduzieren und damit eine Modell-{}Regelstrecke mit dominanter Totzeit hervorrufen.
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\label{93}
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\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} G(s) = \frac  {e^{-{(T_{te}+T_t)} \cdot s}} {{(T_e \cdot s +1})^2 }\end{equation*}
\end{myquote}
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Weil in einer Sprungantwort eines realen Übertragungssystems höherer Ordnung der Anteil der echten Totzeit {\large T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{t}} nicht erkennbar ist, gilt das bewährte Modell mit einer Verzögerung 2. Ordnung und Ersatztotzeit {\large T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{te}} sowohl für Übertragungssysteme mit und ohne Totzeit {\large T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{t}}:

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ G(s) = \frac  {e^{-{T_{te}} \cdot s}} {{(T_e \cdot s +1})^2 }$}}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}
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\subsubsection{Prüfung des Modellverfahrens in einem Regelkreis mit einem I-{}Regler}
\label{94}

Das Verfahren der Erstellung eines Modells kann überprüft werden, indem man durch Abschätzung der Sprungantwort des unbekannten Übertragungssystems ein nicht genaues, aufwendiges, bekanntes, virtuelles Original  mit Totzeit und Verzögerung höherer Ordnung bestimmt. Werden das virtuelle Original und das Modell des virtuellen Originals in je einen Regelkreis mit einem I-{}Regler gleicher Regelparameter eingebunden, dann muss bei einem guten Modell eine weitgehende Übereinstimmung in den Sprungantworten der Regelgrößen erzielt werden.

Die Verstärkung {\large K\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{p}} des I-{}Reglers sollte so groß gewählt werden, dass die Kreisdämpfung mit der Regelstrecke des Originals sehr gering ist und die Regelgröße sehr stark überschwingt. Damit machen sich Modellfehler stärker bemerkbar.
\subsubsection{Beispiel der Prüfung der Modell-{}Güte}
\label{95}

\begin{myitemize}
\item{}   Virtuelles Original 5. Ordnung mit bekannten Parametern ohne Totzeit:
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}G(s) = \frac 1 {(T \cdot s + 1)^5} \end{equation*}
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Gewähltes Modell des virtuellen Originals mit einer Verzögerung 2. Ordnung und Ersatztotzeit {\large T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{te}}:
\item{} {$G(s) = \frac  {e^{-{T_{te}} \cdot s}} {(T_e \cdot s +1)^2} $}
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} Anmerkung: Die Approximation eines Modells an das Original höherer Ordnung mit gleichen Zeitkonstanten ist schwieriger als die Anpassung an ein Original mit unterschiedlichen Zeitkonstanten der gleichen Ordnung!
\end{myquote}
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\begin{myitemize}
\item{}  Vorzugsweise werden die Sprungantworten des virtuellen Originals und des Modells mittels numerischer Berechnungen an einem PC durchgeführt.
\item{}  Die Sprungantwort des virtuellen Originals wird für die gewählte Zeitkonstante {\large T} grafisch am Bildschirm abgebildet.
\item{}  Der Gradient der Sprungantwort des Modells wird durch empirische Wahl der Zeitkonstante T{\large \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{e}} dem Gradienten des virtuellen Originals in Übereinstimmung gebracht.
\item{}  Die Ersatztotzeit {\large T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{te}} des Modells wird im Diagramm wird durch zeitliche Verschiebung der Verzögerungsfunktion zur Deckung mit der Sprungantwort des virtuellen Originals bestimmt. Der Feinabgleich für T{\large \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{e}} und {\large T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{te}} zur korrekten Deckung der beiden Sprungantworten ist noch jederzeit möglich.
\end{myitemize}


Die bevorzugte vereinfachte Modellstruktur des Modells und das virtuelle Original können durch Einbindung in je einem Regelkreis mit einem I-{}Regler und einer eingestellten Kreisdämpfung D <{} 0,1 (d.h. große Überschwingung der Regelgröße) mit gleichen Reglerparametern geprüft werden. Sind für beide Modell-{}Regelkreise die An-{} und Ausregelzeiten und die Überschwingweiten der Regelgrößen näherungsweise identisch, handelt es sich um ein gutes Modell.

\subsection{Modelle für Systeme mit verteilten Energiespeichern}
\label{96}
\subsubsection{Systemspeicher im dynamischen System}
\label{97}

Physikalisch betrachtet ist der Zustand eines dynamischen Systems durch den Energiegehalt der im System vorhandenen Energiespeicher zu einem beliebigen Zeitpunkt bestimmt. Das zeitliche Verhalten der Systemausgangsgröße {\large y(t)} eines Übertragungssystems zu einem beliebigen Zeitpunkt {\large t = t\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}} ist abhängig  vom Energiegehalt der Systemspeicher (Anfangswerte), von den Systemparametern und der Systemeingangsgröße $\text{ }$\newline{}
{\large u(t)}. Die Vorgeschichte des Systems für {\large y(t)} zur Zeit {\large t <{} 0} hat keine Bedeutung für die betrachtete Zeit {\large t >{} 0}.

Lineare zeitinvariante dynamische Systeme mit konzentrierten Speichern (ohne räumliche Ausdehnung!) werden durch gewöhnliche Differenzialgleichungen {\large y =f(t)}  mit konstanten Koeffizienten beschrieben. Konstante Koeffizienten bedeuten, dass sich das Zeitverhalten des Systems nicht ändert.  Diese Systeme können auch in einer  speziellen  Darstellung der Differenzialgleichung im Zustandsraum {\large y = f(t)} oder durch Transformation der Differenzialgleichung zu Übertragungsfunktionen {\large G = f(s)}  beschrieben werden. Übertragungsfunktionen behandeln keine Anfangswerte, das System mit f(s) ist für den Ruhezustand definiert.
\subsubsection{Systeme mit verteilten Energiespeichern}
\label{98}

Dynamische Systeme mit räumlicher Verteilung der Systemspeicher enthalten verteilte Systemparameter. Beispiel: Wärmefluss in einem homogenen Medium, Spannungsabfall in elektrischen Übertragungsleitungen. Bei diesen Systemen sind die Variablen nicht nur Funktionen der Zeit, sondern auch von Ortskoordinaten abhängig. Als Beschreibung eines derartigen Systems gilt allgemein die partielle Differenzialgleichung, bei der die gesuchte Funktion von zwei Variablen abhängt, vom Ort und von der Zeit.

Problematisch ist beispielsweise die zeitabhängige Beschreibung des Wärmeflusses in verschiedenen Medien wie bei Gasen, Flüssigkeiten, Feststoffen und Metallen. Bei einer gewöhnlichen Heizungsregelung handelt es sich bei der Regelstrecke um ein System mit verteilten Energiespeichern in Flüssigkeiten oder Feststoffen.

Kompliziert oder beinahe unmöglich ist die geforderte Systemabgrenzung der in der Praxis bei ausgeführten Übertragungssystemen  verschiedenster geometrischer Formen von der Umgebung. Trifft eine bekannte Strahlungsenergie auf ein System, bei dem die Masse, Oberfläche, Homogenität, Wärmewiderstand, Wärmeableitungen unbekannt sind, so kann nur ein messtechnischer Versuch das zeitliche Verhalten der Temperatur an einem bestimmten Ort des Systems zu bestimmten Umgebungsbedingungen klären.
\subsubsection{Vereinfachtes Ersatzmodell für Systeme mit verteilten Energiespeichern}
\label{99}

Betrachtet man den Temperaturverlauf in einem homogenen Medium an verschiedenen weit entfernten Messorten von der Wärmequelle nach einem positiven Wärme-{}Energiesprung, so erreicht der am weitesten entfernte Messort am spätesten das Temperatur-{}Maximum. Nach genügend langer Zeit ist der stationäre Zustand am Messort erreicht, wenn der Wärmezufluss gleich dem Wärmeabfluss ist. Im stationären Zustand beliebiger Messorte sind die Temperaturwerte nach einem Temperatursprung mit steigender Entfernung vom Systemeingang immer kleiner. Die Ursache liegt darin, dass das Medium ein mehr oder weniger guter Wärmeleiter ist, von dem je nach äußeren Abmessungen die Wärmeenergie durch Konvektion, Strahlung oder Ableitung mit anderen Materialien abfließt.



\begin{minipage}{1.0\linewidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/43.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{43}{Messtechnische Erfassung des Wärmeflusses als Sprungantwort einer Sandsteinplatte an zwei Messorten}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}



Ein elektrisches Modell zum Verständnis dieses Verhaltens ist eine Kombination von gleichen RC-{}Gliedern (Widerstand-{}Kondensator-{}Schaltung T = R * C) mit gleichen Zeitkonstanten T. Die Übergangsfunktion (Sprungantwort)  eines derartigen Systems mit einer Kette von z. B. vier RC-{}Gliedern ohne Abschlussglied in Reihenschaltung lautet:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} G(s) =  \frac 1 {T^4 \cdot s^4 + 7\cdot T^3 \cdot s^3  + 15 \cdot T^2 \cdot s^2 + 10 \cdot T \cdot s +1}  \end{equation*}
\end{myquote}


Durch die Nullstellen-{}Bestimmung und Umrechnung der Pole in Zeitkonstanten  wird ersichtlich, dass die Sprungantwort mit zunehmender Ordnung durch eine kleine Totzeit und eine dominante Zeitkonstante (Verzögerungsglied 1. Ordnung) bestimmt wird. Erst wenn dieses RC-{}Glieder-{}Modell einen Widerstands-{}Abschluss erhält, wird mit der zunehmenden Entfernung von der Einspeisung verständlich, dass im stationären Zustand die Spannungsabfälle ortsabhängig sind und die Spannungen an den Kondensatoren kleiner werden.

Das dargestellte grafische Bild zeigt das Temperaturverhalten einer auf einer Sandsteinplatte aufgestrahlte Wärmeenergie an zwei Messorten. Das Zeitverhalten des Wärmeflusses an beiden Messpunkten entspricht annähernd dem Verhalten eines PT1-{}Gliedes mit einer dominanten Zeitkonstante und der Reihenschaltung eines sehr kleinen Ersatz-{}Totzeitgliedes.

Das System weist unterschiedliche Ersatz-{}Zeitkonstanten {\large T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{E}} für den Anstieg und Abfall des Wärmeflusses auf und verhält sich damit auch zeitvariant. Dies erklärt sich durch die Wärmeflussdifferenz der beiden Oberflächen der Platte links und rechts. Beim Ansprung ist das System im Ruhezustand. Beim Rücksprung (Strahlungsquelle  = 0 W) hat das System am Messpunkt 1 höhere Anfangswerte. Ein bestimmter Teil der gespeicherten Wärmeenergie um den Messpunkt 1 fließt nach Messpunkt 2, was sich als vergrößerte Zeitkonstante bemerkbar macht.

In der praktischen Anwendung wird ein aufzuheizendes Medium eine festzulegende Wärme-{}Isolation aufweisen. In diesem Falle wird für das genannte Experiment eine gewählte Endtemperatur als Ausschnitt einer e-{}Funktion früher erreicht. Beim Energierücksprung ist die Temperatur-{}Differenz der beiden Messpunkte wegen verminderter Verluste geringer, und die Unterschiede der beiden Zeitkonstanten für Temperatur-{}Aufbau und -{}Abbau werden wegen der Isolation größer.

Das mathematische Modell für den Wärmefluss in einem homogenen Medium lässt sich nach der Aufzeichnung der Sprungantwort durch ein einfaches Modell mit einem PT1-{}Glied und einem Totzeitglied annähern. Die Parameter der Ersatztotzeit {\large T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{tE}} und der Ersatzzeitkonstanten {\large T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{E}} sind anhand des Messprotokolls zu bestimmen.

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ G(s)  = \left. \frac  {e^{-{T_{tE}} \cdot s}} {(T_E \cdot s +1)} \right|_{T_E = T_2 \ bei Abfall }^{T_E = T_1 \ bei Anstieg}  $}}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


\subsection{Heuristische Methoden der Modellbeschreibungen}
\label{100}\subsubsection{Ziegler-{}Nichols (Veröffentlichung: 1942):}
\label{101}
\begin{myquote}
\item{}  Ziegler und Nichols haben zwei heuristische Verfahren entwickelt:
\item{} Verfahren 1 bezieht sich auf eine unbekannte Regelstrecke und einen unbekannten Regler mit P-{}, I-{}, D-{}Verhalten. Ohne Kenntnis der Strecken-{} und Reglerparameter werden manuell zunächst in dieser Reihenfolge die P-{}Verstärkung und danach auch die I-{} und D-{}Anteile bis jeweils an die Stabilitätsgrenze des Regelkreises eingestellt. Alle auf diese Weise ermittelten Parameter der Stabilitätsgrenze werden dann halbiert.
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Verfahren 2: Für die aus dem Wendetangentenverfahren ermittelten Streckenparameter werden tabellarisch Reglerparameter für P-{}, PI, PD-{} und PID-{}Regler angegeben.
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Chien, Hrones und Reswick (1952)  haben später überarbeitete empfohlene Parameter-{}Einstellungen für die Standard-{}Regler in verschiedenen Varianten festgelegt.
\end{myquote}

\subsubsection{T-{}Summen-{}Regel mit einer Ersatz-{}Summen-{}Zeitkonstante (nach Udo Kuhn 1995)}
\label{102}
\begin{myquote}
\item{}  Wenn die Übertragungsfunktion der Strecke vorliegt:
\item{}  Summe über alle n Verzögerungszeitkonstanten minus Summe aller m Nullstellenzeitkonstanten plus Totzeit.
\item{} {$T_\Sigma = T_1 + T_2 + \ldots T_n - (T_{v1} +  T_{v2} + \ldots T_{vm}) + T_t$}
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Damit lautet die Übertragungsfunktion des Modells mit {\large K\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{p}} als statische Verstärkung:
\item{} {$G(s) = \frac {K_p} {T_\Sigma \cdot s +1} $}
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Wenn die Sprungantwort vorliegt:
\item{}  Bei der T-{}Summen-{}Regel zur Identifikation einer PTn-{}Regelstrecke (ohne Totzeit) eignet sich für lineare Systeme höherer Ordnung ähnlicher Zeitkonstanten. Das Verfahren teilt mit einer senkrechten Linie die Anstiegsfunktion der Sprungantwort in zwei gleiche Flächen. Der Wert der so getroffenen  Zeitachse entspricht der Summenzeitkonstante {$T_\Sigma \, $}.
\end{myquote}

\subsubsection{Zeit-{}Prozent-{}Verfahren für nicht schwingende Übertragungssysteme}
\label{103}
(Veröffentlichungen: G. Schwarze 1962 und Wolfgang Latzel: Einstellregeln 1993)

\begin{myquote}
\item{} Aus der positiven normierten Sprungantwort (Sprungeingang {\large u(t) = 1})  werden aus dem Verlauf der Ausgangsgröße  {\large y(t)} die Werte {\large y(t) = 10 \%}, 50 \% und {\large 90 \%} des  Maximalwertes {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{MAX}(t)}  die zugehörigen Zeitwerte {\large T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{10}}, {\large T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{50}} und {\large T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{90}} erfasst und daraus eine Modell-{}Übertragungsfunktion aus n gleichen Verzögerungsgliedern gebildet. Es wird eine Tabelle benötigt, die in jedem guten Fachbuch der Regelungstechnik zu entnehmen ist. Die Tabelle gibt die Systemordnung und benötigten Faktoren nach folgender Gleichung für die  Ersatzzeitkonstante {\large T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{M}} an:
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} Bestimmung der Ersatzzeitkonstanten {\large T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{M}}:
\item{} {$Tm = \frac 13\cdot (\alpha10\cdot T10+\alpha50\cdot T50+\alpha90\cdot T90)$}
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} Bestimmung des Modells mit {\large K\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{p}} als statische Verstärkung:
\item{} {$Gs(s) = \frac  {K_p} {(T_M \cdot s +1)^{n}}$}
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Anmerkung:}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} Dieses Verfahren ergibt eine erstaunlich gute Anpassung des Modells an ein lineares Übertragungssystem ohne Totzeit.
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Die Tabellen dieses Verfahrens sind in jedem guten Fachbuch der Regelungstechnik enthalten, z.{\mbox{$~$}}B.:
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}   Gerd Schulz: \symbol{34}Regelungstechnik 1\symbol{34} Verlag Oldenbourg, 3. Auflage 2004
\item{}   Manfred Reuter -{} Serge Zacher: \symbol{34}Regelungstechnik für Ingenieure\symbol{34} Verlag Vieweg, 11. Auflage 2003
\end{myitemize}



→ Siehe auch Wikipedia-{}Artikel: \myhref{http://de.wikibooks.org/wiki/\%3Aw\%3AFaustformelverfahren\%20\%28Automatisierungstechnik\%29}{Faustformelverfahren (Automatisierungstechnik)} 

\section{Einzelnachweise}
\label{104}


\chapter{Gewöhnliche Differenzialgleichungen}

\myminitoc
\label{105}

\label{106}
\section{Gewöhnliche Differenzialgleichungen}
\label{107}

Eine Differentialgleichung (kurz DGL) ist eine Gleichung, die eine oder mehrere Ableitungen einer unbekannten Funktion enthält.\myfootnote{Prof. Dr. May-{}Britt Kallenrode, Universität  Osnabrück, Fachbereich Physik: Vorlesungsmanuskript „Mathematik für Physiker“, Kapitel: „Differentialgleichungen“, 611 Seiten, ausgestellt 2007.}

Kommen Ableitungen nur bezüglich einer Variablen vor, spricht man von „gewöhnlichen Differentialgleichungen“, wobei der Begriff  „gewöhnlich“ sich darauf bezieht, dass die betrachtete Funktionen nur von einer Veränderlichen abhängt.

Mit den gewöhnlichen DGL-{}en lassen sich viele dynamische Systeme aus der Technik, Natur und Gesellschaft beschreiben. Viele auf den ersten Blick sehr verschiedene physikalische Probleme lassen sich mit der DGL jedoch formal identisch darstellen.

Gleichungen, deren Lösungen Funktionen mehrerer Variablen sind und die partielle  Ableitungen dieser Funktionen enthalten, sind  „partielle Differentialgleichungen“.

Eine lineare DGL enthält die gesuchte Funktion und deren Ableitungen nur in der ersten Potenz. Es dürfen keine Produkte der gesuchten Funktion und ihren Ableitungen auftreten. Die gesuchte Funktion darf auch nicht in Argumenten von Winkelfunktionen, Logarithmen usw. erscheinen.

Nichtlineare Differenzialgleichungen sind nur in sehr seltenen Ausnahmefällen analytisch lösbar. Sie können mittels der numerischen zeitdiskreten Methoden gelöst werden

Ein dynamisches System kann durch das Aufstellen von Differenzialgleichungen modelliert werden. Dazu werden  für sämtliche Energiespeicher des Systems die zugehörigen Bilanzgleichungen benötigt, die  durch eine  Differenzialgleichung 1. Ordnung beschrieben werden. Für jeden konzentrierten Energiespeicher entsteht eine Differenzialgleichung erster Ordnung. Das Ergebnis ist eine lineare zeitinvariante gewöhnliche DGL mit konstanten Koeffizienten.

Nach der Systemtheorie wird ein lineares dynamisches System {\large g(t)} durch einen oder mehrere Eingänge {\large u(t)} und einen oder mehrere Ausgänge {\large y(t)} beschrieben. Lineare Systeme mit mehreren Ein-{} und Ausgängen werden durch ein System von Differenzialgleichungen beschrieben.
\subsection{Grundlagen der Differenzialgleichung}
\label{108}{\bfseries
\begin{mydescription} Notation zur Darstellung der Ableitungen\myfootnote{Prof. Dr. May-{}Britt Kallenrode, Universität  Osnabrück, Fachbereich Physik: Vorlesungsmanuskript „Mathematik für Physiker“, Kapitel: „Differentialrechnung“, 611 Seiten, ausgestellt 2007.}
\end{mydescription}
}


In der Differentialrechnung gibt es keine einheitliche Notation für Differentiale!

\begin{myitemize}
\item{}   Die formal korrekte Darstellung einer Ableitung einer Funktion f(x) lautet:
\end{myitemize}


\begin{myquote}
\item{} {$ \frac {d}{dx}f(x)$} oder
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} {$\left(\frac{\operatorname{d}}{\operatorname{d}x}\right) y\, = \,\frac{\operatorname{d}y}{\operatorname{d}x}$} (Leibnizsche Notation)
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}   Die gleiche Funktion in Kurzform: {$ f'(x) = \frac {d}{dx}f(x)$}. (Lagrangesche Notation)
\end{myitemize}


\begin{myitemize}
\item{}   Die 2. Ableitung dieser Funktion lautet: {$ f''(x) = \frac {d^2}{dx^2}f(x)$}
\end{myitemize}


\begin{myitemize}
\item{}   Bei höheren Ableitungen ist diese Kurzform nicht geeignet, stattdessen wird n = Zahl der Ableitungen in Klammern angegeben:
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} f^{(n)}(x) = \frac {d^{n}}{dx^{n}}f(x)\end{equation*}
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}   Bei physikalischen Prozessen wird häufig nach der Zeit abgeleitet und dies bei der Kurzform durch Punkte gekennzeichnet.
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Beispiel:  Geschwindigkeit {\large v =  Weg Δs / Zeit Δt}.$\text{ }$\newline{}

\item{} Bestimmung der Geschwindigkeit:   {$ v = \frac {d}{dt}s(t)$}
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}   Bestimmung der Geschwindigkeit in Kurzform: {$ v = \dot {s}(t) = \frac {d}{dt}s(t)$}. (Newton\textquotesingle{}sche Notation)
\end{myitemize}


\begin{myitemize}
\item{}   Bestimmung der Beschleunigung {\large a} als 2. Ableitung des Weges {\large s}: {$ a = \dot {v}(t) = \ddot {s}(t) = \frac {d^2}{dt^2}s(t)$}
\end{myitemize}

{\bfseries
\begin{mydescription} Allgemeine Definition
\end{mydescription}
}


Eine Differenzialgleichung ist eine Gleichung, in der eine Funktion {\large y(x)} und deren Ableitungen auftreten. Gesucht ist die Funktion.

Beispiele für Formen gewöhnlicher DGL:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} x(t) = c \cdot \dot {x}; \qquad  \dot {x}(t) = -c \cdot \ddot {x}; \qquad x(t) = c_1 \cdot \dot {x} + c_2 \cdot \ddot {x} + c_3 \cdot x^{3} + \cdots    \end{equation*}
\end{myquote}


Eine gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung ist eine DGL, die nur die Ableitung erster Ordnung der gesuchten Funktion enthält, nicht jedoch höhere Ableitungen. Außerdem kann die DGL erster Ordnung noch die Funktion selbst, einen konstanten Term oder die unabhängige Variable enthalten.

Eine DGL erster Ordnung ist linear, wenn sie in folgender Form darstellbar ist.

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} \dot {x} = a \cdot x(t) + g(t) \end{equation*}
\end{myquote}


Die Funktion g(t) wird als Störfunktion oder Störglied bezeichnet. Fehlt das Störglied, so handelt es sich um eine homogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung. Ist g(t) von Null verschieden, so wird die DGL als inhomogen bezeichnet. Der Zusatzterm g(t) ist
die Inhomogenität.
{\bfseries
\begin{mydescription} Mathematische Definition der Differenzialgleichung mit der Systemausgangsgröße y(t) als Variable
\end{mydescription}
}


Eine gewöhnliche Differenzialgleichung (DGL) ist eine Bestimmungsgleichung für eine Funktion einer Variablen. Die Ordnung der DGL ist bestimmt durch die höchste auftretende Ableitung:

Eine Gleichung, in der gewöhnliche Ableitungen einer unbekannten Funktion y(t) bis zur n-{}ten Ordnung auftreten, wird als gewöhnliche DGL n-{}ter Ordnung bezeichnet. Eine gewöhnliche DGL n-{}ter Ordnung enthält als höchste Ableitung die n-{}te Ableitung y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsuperscript{(n)}(t) der unbekannten Funktion y(t). Sie kann auch Ableitungen niedrigerer Ordnung sowie die Funktion y(t) und deren unabhängige Variable t enthalten.

Eine DGL erster Ordnung heißt linear, wenn sie in der Form je nach Art der Variable wie folgt darstellbar ist:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}y' = \frac {dy}{dx} = g(y) * f(x) \quad oder \quad  x' = a \cdot x(t) + g(t) \, \end{equation*}
\end{myquote}


Die DGL können in impliziter oder expliziter Form dargestellt werden.

In der impliziten Form lässt sich eine DGL n-{}ter Ordnung wie folgt beschreiben:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}F(t; \ y; \ \dot {y}; \ \ddot {y} \ \cdots y^{(n)}) \, = 0   \end{equation*}
\end{myquote}


Ist die implizit dargestellte DGL nach der höchsten Ableitung y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsuperscript{(n)} auflösbar, so
ergibt sich die explizite Form:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} y^{(n)} = f(t; \ y; \ \dot {y}; \ \ddot {y} \ \cdots y^{(n-1)}) \,  \end{equation*}
\end{myquote}

{\bfseries
\begin{mydescription} Lösung einer Differenzialgleichung durch Separation der Variablen
\end{mydescription}
}


Eines der bekanntesten Verfahren zum expliziten Lösen der DGL ist das Lösen durch Trennung der Variablen. Für die homogene DGL erster Ordnung ist das Standardlösungsverfahren die Trennung bzw. Separation der Variablen. Dabei wird die DGL auf eine Form gebracht, bei der die Variablen {\large x} und {\large y} nur noch in voneinander getrennten Termen auftreten. Die entstehende Gleichung kann dann sofort integriert werden.

Dazu werden alle Terme mit {\large y} auf die eine Seite der Gleichung gebracht, alle Terme mit {\large x} auf die andere.
{\bfseries
\begin{mydescription} Beispiel der Lösung einer linearen DGL 1. Ordnung
\end{mydescription}
}


\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.24472\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.67492\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Differenzialgleichung }&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Rechenschritte\endhead  \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$y' = \frac {dy}{dx} = y^{2} \cdot x $} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Aufgabenstellung: Lösung der DGL nach dem Separationsverfahren.\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ \frac 1 {y^2} \cdot dy = x \cdot dx $} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Die Gleichung wurde durch {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsuperscript{2}} dividiert und mit {\large dx} multipliziert.\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ \int \frac 1 {y^2} \cdot dy = \int x  \cdot dx $} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Beide Seiten der DGL wurden integriert.\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ - \frac 1 {y} + C_1 = \frac 1 {2} \cdot x^2 + C_2 $} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Lösung des Integrals.\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ - \frac 1 y  = \frac 1 {2} \cdot x^2 + C $} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {\large C\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{1}} auf beiden Seiten subtrahiert und {\large C = C\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{2} -{} C\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{1}} eingesetzt.\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ y = - \frac 1 {x^2/2 - C} $} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Gleichung wurde nach y aufgelöst mit {$ C  \in \mathbb R  \,  $}. \newline{}(C ist ein Element der reellen Zahlen)\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}

\subsection{Entstehung einer Differenzialgleichung}
\label{109}
Eine DGL ist eine Bestimmungsgleichung für eine unbekannte Funktion. Die Lösung einer DGL ist keine Zahl, sondern eine Funktion!
{\bfseries
\begin{mydescription} Beispiel elektrischer Schwingkreis
\end{mydescription}
}


Spannungsbilanz:  Nach dem 2. Kirchhoffschen Satz ist Summe aller Spannungen einer Masche gleich Null.

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}  U_R +  U_L + y = u \, \end{equation*}
\end{myquote}


Der Spannungsabfall am Widerstand R ergibt sich zu U\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{R} = i * R. Nach dem Induktionsgesetz ist die Spannung an der Induktivität U\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{L} = L * di / dt. Der Ladestrom am Kondensator ist proportional der Spannungsänderung am Kondensator i(t) = C * dy / dt.



\begin{minipage}{1.0\linewidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/44.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{44}{Signalflussplan eines elektrischen Schwingkreises}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}



Die Anwendung des Maschensatzes führt zunächst zu einer Differenzialgleichung 1. Ordnung:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}  R \cdot i(t) + L \cdot \frac {di(t)} {dt} + u_C(t) = u_E(t) \end{equation*}
\end{myquote}


Setzt man in die DGL für i(t):

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}  i(t) = C \cdot \frac {dU_C(t)}{dt}   \end{equation*}
\end{myquote}


ein, dann ergibt sich die Schwingungsgleichung:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}  L \cdot C \cdot \ddot u_C(t) + R \cdot C \cdot \dot u_C(t) + u_C(t) = u_E(t) \, \end{equation*}
\end{myquote}


Es können Zeitkonstanten wie T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{1} = R * C und T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{2}² = L * C eingeführt werden. Ersetzt man auch die in der Systembeschreibung übliche Darstellung der Eingangsgröße {\large u(t)} und Ausgangsgröße {\large y(t)}, dann lautet die bekannte DGL für einen Reihenschwingkreis:

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ T_2^2 \cdot \ddot y(t) + T_1 \cdot \dot y(t) + y(t) = u(t) \, $}}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


oder in allgemeiner Darstellung:  {$ \quad a_2 = 1;  \quad  a_1 = \frac R L;  \quad  a_0 = \frac 1 {L \cdot C}; \quad  b_0 = \frac 1 {L \cdot C}  \, $}

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$  \ddot y(t) + a_1 \cdot \dot y(t) + a_0 \cdot y(t) = b_0 \cdot u(t) \, $}}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


Aus der Mechanik existiert das bekannte Beispiel einer linearen gewöhnlichen DGL eines schwingfähigen Systems mit der Federkraft c, Masse m und Dämpfung d. Eingangsgröße: Kraft F, Ausgangsgröße: Weg x

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}  \ddot x(t) + \frac d m \cdot \dot x(t) + \frac c m \cdot x(t) = \frac 1 m \cdot F(t)  \end{equation*}
\end{myquote}


Es handelt sich hier in beiden Fällen um eine lineare gewöhnliche DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Befinden sich beide Systeme in Ruhe, d. h. die Anfangswerte der Energiespeicher sind Null, dann ist der Verlauf einer Sprungantwort abhängig von der Größe der Koeffizienten {\large a\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{1}} und {\large a\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}}, ob der Systemausgang y(t) aperiodisch oder gedämpft schwingend das Niveau des Eingangssprungs {\large u(t)} erreicht.

Derartige DGL-{}en können in eine allgemeine Form beliebiger Ordnung dargestellt werden für die in der Systembeschreibung üblichen Signalbezeichnungen der Ausgangsgröße {\large y(t)} und der Eingangsgröße {\large u(t)}.
{\bfseries
\begin{mydescription} Allgemeine Form einer DGL mit konstanten Koeffizienten {\large a\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{i}} der System-{}Ausgangsgröße und mit {\large b\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{i}} der System-{}Eingangsgröße
\end{mydescription}
}


\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}a_n \cdot y^{(n)}(t)+ \ \cdots \ + a_2\cdot \ddot y(t)+a_1\cdot \dot y(t)+a_0\cdot y(t)= b_0\cdot u(t)+b_1\cdot \dot u(t)+b_2\cdot \ddot u(t) + \ \cdots \ + b_m\cdot u^{(m)}(t)\end{equation*}
\end{myquote}

{\bfseries
\begin{mydescription} Anmerkungen zur Form einer DGL aus der Sicht der Systemtheorie
\end{mydescription}
}


\begin{myitemize}
\item{}  Die Koeffizienten der Terme der DGL enthalten die Parameter, aus denen die DGL entstanden ist. Es kann für die verschiedenen Lösungswege der DGL sinnvoll sein, den Koeffizienten der höchsten Ableitung {\large a\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{n} auf 1} zu beziehen, in dem sämtliche Terme durch {\large a\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{n}} dividiert werden.
\item{}  Die Koeffizienten {\large a\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{i}} beziehen sich auf die Ableitungen der Ausgangsgröße {\large y(t)}, deren Terme  üblicherweise links des Gleichheitszeichens stehen.
\item{}   Die Koeffizienten {\large b\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{i}} beziehen sich auf die Ableitungen der Eingangsgröße {\large u(t)}, deren Terme rechts des Gleichheitszeichens stehen.
\item{}   Die Ein-{} und Ausgangsgrößen {\large y(t)} und {\large u(t)} sind die Variablen der DGL.
\item{}   Der höchste Grad der Ableitung von {$y(t)$} gibt die Anzahl der Speicherelemente des Übertragungssystems wieder. Das Verhältnis der maximalen Ableitungen der Ausgangsgröße zur Eingangsgröße eines Übertragungssystems bezieht sich auf {\large n \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/freefont/,UprightFont=FreeSerif.ttf,BoldFont=FreeSerifBold.ttf,ItalicFont=FreeSerifItalic.ttf,BoldItalicFont=FreeSerifBoldItalic.ttf]{FreeSerif.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/freefont/,UprightFont=FreeMono.ttf,BoldFont=FreeMonoBold.ttf,ItalicFont=FreeMonoOblique.ttf,BoldItalicFont=FreeMonoBoldOblique.ttf]{FreeSerif.ttf}≥\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} m}. In der Praxis sind nur Systeme {\large n >{} m} realisierbar.
\end{myitemize}

\subsection{Lösung gewöhnlicher linearer Differentialgleichungen}
\label{110}

\begin{myitemize}
\item{}  Gesamtlösung einer inhomogenen DGL
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Ein lineares dynamisches Übertragungssystem mit dem Eingangssignal {\large u(t)} und dem Ausgangssignal {\large y(t)} wird durch eine gewöhnliche inhomogene DGL mit konstanten Koeffizienten beschrieben.
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Die Lösung einer inhomogenen DGL besteht aus der allgemeinen Lösung der homogenen DGL und einer speziellen Lösung (partikuläre Lösung) der inhomogenen DGL. Deshalb erfolgt das Lösungsverfahren der inhomogenen DGL unabhängig von der Ordnung in zwei Stufen. Die Gesamtlösung ist die Summe der beiden Lösungen:
\end{myquote}

\begin{myenumerate}
\item{}   Die homogene Lösung der DGL beschreibt das Systemverhalten mit Anfangswerten der Systemspeicher zum Zeitpunkt {\large t = 0} und dem Eingangssignal {\large u(t) = 0}. Die homogene Lösung der DGL ist 0, wenn alle Anfangsbedingungen von {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(0)} = 0} sind.
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Ist die Übertragungsfunktion {\large G(s)} als Laplace-{}transformierte DGL gegeben, so ist die Berechnung des System-{}Ausgangssignals {\large y(t)} für ein gegebenes Eingangssignal {\large Y(s)} bei Anwendung der inversen Laplace-{}Transformation immer  eine partikuläre Lösung. $\text{ }$\newline{}
Die partikuläre Lösung der DGL ist in der Regelungstechnik meist von hauptsächlichem Interesse.
\end{myenumerate}


\begin{myquote}
\item{} Die Gesamtlösung der inhomogenen DGL ist {\large y(t) = y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{H}(t) + y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{P}(t)}
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}   Integrationskonstante
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Die Lösung einer DGL erfolgt durch Integration. Die Integration ist keine eindeutige Rechenoperation, denn man erhält zu jeder Funktion {\large f(x)} verschiedene Stammfunktionen {\large F(x)} mit dem Begriff des unbestimmten Integrals.
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Bei der Integration wird zwischen dem bestimmten und dem unbestimmten Integral unterschieden. Die Stammfunktion {\large F(x)} ist Lösung des unbestimmten Integrals:
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} \int f(x) dx = F(x) + C  \end{equation*}
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} Diese Lösung ist  unbestimmt wegen der unbestimmten Integrationskonstante {\large C}.
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} Jede Integration ergibt Integrationskonstanten, deren Anzahl durch die Ordnung der DGL bestimmt ist. Die Lösung einer DGL n-{}ter Ordnung enthält {\large n} voneinander unabhängige Integrationskonstanten. Diese sind  für eine spezielle Lösung der DGL, abhängig von den Eigenwerten und gegebenen Anfangsbedingungen des Übertragungssystems, zu bestimmen.
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}  Anfangsbedingungen
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Als Übertragungsverhalten eines dynamischen Systems ist die Bewegung des Ausgangssignals {\large y(t)} dieses Systems in Abhängigkeit vom Eingangssignal {\large u(t)} bei verschwindenden Anfangsbedingungen definiert. Dieses Verhalten kennzeichnet die partikuläre Lösung der systembeschreibenden DGL.
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} Die Anfangsbedingungen  beschreiben einen speziellen Zustand des Übertragungssystems.
\end{myquote}


\begin{myquote}
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\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}   Die Lösung der homogenen DGL entspricht der freien Bewegung des Systems und ist abhängig von den Anfangswerten {\large y(t = 0) = y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(0)}} zum Zeitpunkt {\large t = 0}. Sind keine Anfangswerte gegeben, ist die homogene Lösung der DGL {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{H} = 0}.
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}   Lösungsschema der gewöhnlichen linearen DGL
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Die homogene (charakteristische) DGL beschreibt das Verhalten ohne Eingangsgröße (also für {\large u(t) = 0)}, das sog. Eigenverhalten, d. h. das System bleibt, ausgehend von den Anfangswerten, sich selbst überlassen:
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}a_n \cdot y^{(n)}(t)+ \ \cdots \ + a_2\cdot y''(t)+a_1\cdot y'(t)+a_0\cdot y(t)= 0 \end{equation*}
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} Für diese DGL ist die homogene Lösung für {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{H}(t)} zu bestimmen.
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} Mit Hilfe des Exponentialansatzes und der sich daraus ergebenden charakteristischen Gleichung lassen sich auch DGL höherer Ordnung lösen. Er gilt als universelles Lösungsverfahren für homogene DGL beliebiger Ordnungen mit konstanten Koeffizienten.
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} Folgender Exponentialansatz für {\large y(t)} liefert Ableitungen der Form:
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}y = e^{\lambda \cdot t}\end{equation*}
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} Die Ableitungen des Lösungsansatzes ergeben sich zu:
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}\dot {y} = \lambda \cdot e^{\lambda \cdot t} = \lambda \cdot y; \qquad \ddot {y} ={\lambda}^2 \cdot e^{\lambda \cdot t} ={\lambda}^2  \cdot y; \qquad y^{(n)} = {\lambda}^{(n)} \cdot e^{\lambda \cdot t} = {\lambda}^n \cdot y\end{equation*}
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} Werden diese Ableitungen in die oben stehende homogene DGL eingesetzt, entsteht die charakteristische Gleichung als Polynom n-{}ter Ordnung:
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} Die homogene Lösung einer inhomogenen Differenzialgleichung lautet damit allgemein für den Fall reeller ungleicher Nullstellen {\large λ\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{i}}:
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ y_H(t) = C_1 \cdot e^{{\lambda}_1 \cdot t}  + C_2 \cdot e^{{\lambda}_2 \cdot t} + C_3 \cdot e^{{\lambda}_3 \cdot t} + \cdots   $}}\\ \hline 
\end{longtable}

\item{}  Anmerkung: Das Verfahren der Separation der Variablen auf lineare homogene DGL-{}gen ist auf DGL-{}gen 1. Ordnung beschränkt.
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}   Eigenwerte (Nullstellen)
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Unter der Nullstelle einer Funktion versteht man den Wert, der die Funktion zu Null macht. Zu unterscheiden sind reelle und konjugiert komplexe Nullstellen.
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} Die Lösungen der Ableitungen des Exponentialansatzes für ein Beispiel 2. Ordnung lauten:
\item{} {$\dot {y} = \lambda \cdot e^{\lambda \cdot t} = \lambda \cdot y; \qquad \ddot {y} ={\lambda}^2 \cdot e^{\lambda \cdot t} ={\lambda}^2  \cdot y$}
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} Die Lösungen werden in die folgende homogene DGL 2. Ordnung eingesetzt:
\item{} {$ a_2\cdot \ddot y(t)+a_1\cdot \dot y(t)+a_0\cdot y(t)= 0 $}
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} Damit entsteht die allgemeine Bestimmungsgleichung beliebiger Ordnung für die Eigenwerte von {\large λ\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{i}}.
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$a_n \cdot {\lambda}^n + a_{n-1} \cdot {\lambda}^{n-1} + \cdots + {\lambda} \cdot a_1 + a_0 = 0 \, $}}\\ \hline 
\end{longtable}

\item{} Polynome mit {\large λ} zweiter Ordnung werden mit der Formel der gemischt-{}quadratische Gleichung gelöst. Für die Berechnung der Nullstellen von Polynomen höherer Ordnung sind gegebenenfalls aufwendige Rechenverfahren anzuwenden. Beispiele mit DGL-{}gen 2. Ordnung siehe nachfolgende Kapitel!
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}   Bestimmung der Integrationskonstanten
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Aus der charakteristischen  DGL  lassen sich bei gegebenen Koeffizienten mittels verschiedener Methoden die Nullstellen {\large λ\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{i}} des Polynoms bestimmen.
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Die Berechnung der Integrationskonstanten {\large C\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{i}} erfolgt durch Einsetzen der Anfangswerte von anstelle {\large y(t)} durch {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(0)}(t)} und {\large y\textquotesingle{}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(0)}(t)} in die Gleichung der allgemeinen homogene Lösung mit dem Lösungsansatz
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} y_H(t) = C_1 \cdot e^{{\lambda}_1 \cdot t}  + C_2 \cdot e^{{\lambda}_2 \cdot t} \end{equation*}
\end{myquote}

\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Für ein Beispiel 2. Ordnung ergeben sich folgende zwei Gleichungen:
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} Für {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{H}(t)} wird der Anfangswert von {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(0)}(t)} eingesetzt und die Gleichung für {\large t = 0} gerechnet. Damit verschwinden die exponentiellen Funktionen:
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ y_{(0)}(t) = C_1 \cdot e^{{\lambda}_1 \cdot t}  + C_2 \cdot e^{{\lambda}_2 \cdot t} \quad  \xrightarrow {t=0} \quad  y_{(0)}(t) = C_1 + C_2 $}}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} In der zweiten Gleichung wird anstelle von {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{H}(t)} der Anfangswert der Ableitung {\large y\textquotesingle{}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(0)}(t)} eingesetzt. Danach folgen 2 mathematische Operationen:
\begin{myitemize}
\item{}   Die zwei Terme der Exponentialfunktionen werden einmal differenziert. {$[ f'(e^{- \lambda \cdot t}) = - \lambda \cdot e^{- \lambda \cdot t}] $}
\item{}   Für die so behandelten zwei Terme wird  {\large t = 0} eingegeben, damit die Exponentialfunktionen verschwinden.
\end{myitemize}

\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$\dot y_{(0)}(t) = C_1 \cdot e^{{\lambda}_1 \cdot t}  + C_2 \cdot e^{{\lambda}_2 \cdot t} \quad  \xrightarrow {f',\ t=0} \quad  \dot y_{(0)}(t) = C_1 \cdot \lambda_1 + C_2 \cdot \lambda_2$}}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} Aus diesen zwei Gleichungen lassen sich die beiden Integrationskonstanten {\large C\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{1}} und {\large C\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{2}} algebraisch berechnen.
\end{myquote}

\subsubsection{Homogene Lösung einer DGL 1. Ordnung}
\label{111}

Die DGL der Beschreibung einer elektrischen Beschaltung mit einem Widerstands {\large R} im Eingang und einem Kondensator {\large C} mit dem Eingangssignal {\large u(t)} und dem Ausgangssignal {\large y(t)} am Kondensator lautet: \myfootnote{Prof. Dr.-{}Ing. Oliver Nelles, Universität Siegen: Vorlesungskonzept Mess-{} und Regelungstechnik I, Kapitel: „Lösung der DGL 1. Ordnung“, 446 Seiten vom 8. Oktober 2009.}

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}R \cdot C \cdot \dot {y}(t) + y(t) =  u(t) \end{equation*}
\end{myquote}


Diese Gleichung wird so umgeformt, dass der Koeffizient der Ableitung {\large R * C = 1} ist, in dem sämtliche Terme der Gleichung durch {\large R*C} dividiert werden und die Koeffizienten neu geordnet werden. Damit verschwindet der Koeffizient der Ableitung und wird zu {\large 1}. $\text{ }$\newline{}
 Die Normalform der inhomogenen DGL 1. Ordnung lautet:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}\dot {y}(t) + a_0 \cdot y(t) = b_0 \cdot u(t) \end{equation*}
\end{myquote}

{\bfseries
\begin{mydescription} {\large Lösung der DGL 1. Ordnung}
\end{mydescription}
}


Die Gesamtlösung der gewöhnlichen DGL ergibt sich aus der Überlagerung der Systemantworten für die Anfangsbedingung und dem Eingangssignal:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} y(t) = y_H(t) + y_P(t) \, \end{equation*}
\end{myquote}


Für die homogene Lösung der DGL wird das Eingangssignal {\large u(t)} gleich {\large 0} gesetzt. Die Ausgangsgröße {\large y(t)} beschreibt das Verhalten des Systems {\large g(t)} für einen Anfangswert {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(0)}} des Systemspeichers zum Zeitpunkt {\large t \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/freefont/,UprightFont=FreeSerif.ttf,BoldFont=FreeSerifBold.ttf,ItalicFont=FreeSerifItalic.ttf,BoldItalicFont=FreeSerifBoldItalic.ttf]{FreeSerif.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/freefont/,UprightFont=FreeMono.ttf,BoldFont=FreeMonoBold.ttf,ItalicFont=FreeMonoOblique.ttf,BoldItalicFont=FreeMonoBoldOblique.ttf]{FreeSerif.ttf}≥\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} 0}:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}\dot {y}(t) + a_0 \cdot y(t) = 0 \, \end{equation*}
\end{myquote}


Die homogene Lösung der DGL mit einem Anfangswert {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(0)}}  z.B. = 1 = 100 \% lautet:

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ y_H(t) = e^{-a_0 \cdot t} \cdot y_{0}   $}}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}
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Die partikuläre Lösung der DGL geschieht mit Hilfe des Faltungsintegrals. Das Faltungsintegral beschreibt die Beziehung des Eingangssignals zum Ausgangssignal des Übertragungssystems {\large g(t)} im Zeitbereich.

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}  y(t) = g(t) \circledast u(t) =  \int_{0}^t  {g(t - \tau) \cdot u(\tau) \cdot d(\tau)}\end{equation*}
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} {$ \circledast $} {\large = Faltungsoperator}
\end{myquote}


Das Faltungsintegral der DGL 1. Ordnung lautet:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} y_P(t) = b_0 \underbrace {\int_{0}^t e^{-a_0 \cdot (t- \tau)} \cdot u(\tau) \cdot d \tau}_{Faltungsintegral} \end{equation*}
\end{myquote}


Die partikuläre Lösung der DGL für einen Einheitssprung {\large 1} für {\large t \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/freefont/,UprightFont=FreeSerif.ttf,BoldFont=FreeSerifBold.ttf,ItalicFont=FreeSerifItalic.ttf,BoldItalicFont=FreeSerifBoldItalic.ttf]{FreeSerif.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/freefont/,UprightFont=FreeMono.ttf,BoldFont=FreeMonoBold.ttf,ItalicFont=FreeMonoOblique.ttf,BoldItalicFont=FreeMonoBoldOblique.ttf]{FreeSerif.ttf}≥\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} 0} als Eingangssignal {\large u(t)} lautet:

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$  y_P(t) = b_0 \int_{0}^t e^{-a_0 \cdot (t- \tau)} \cdot d \tau \quad   =\begin{cases}   \frac {b_0}{a_0} \cdot (1- e^{-a_0 \cdot t}),  & \text{wenn }a_0 \not= 0 \\   b_0 \cdot t, & \text{wenn }a_0 = 0 \end{cases}   $}}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


Es ergeben sich für den normierten Eingangssignal-{}Sprung {\large 1(t)} mit dem Koeffizienten {\large a\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}} je drei Fälle des Verhaltens des Ausgangssignal {\large y(t)} der homogenen und partikulären Lösung der DGL:

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.25273\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.66691\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Einfluss Koeffizient a\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0} }&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Signalverlauf des Ausgangssignals\endhead  \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Koeffizient a\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0} >{} 0 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{H}(t) klingt exponentiell von der Anfangsbedingung y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(0)} auf 0 ab \newline{} y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{P}(t) nähert sich von 0  exponentiell dem Endwert b\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0} / a\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Koeffizient a\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0} = 0 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{H}(t) verbleibt an dem Niveau der Anfangsbedingung y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(0)}  \newline{} y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{P}(t) steigt von 0 rampenförmig stetig an\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Koeffizient a\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0} <{} 0 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{H}(t) wächst exponentiell über die Anfangsbedingung y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(0)} hinaus über alle Grenzen\newline{}y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{P}(t) wächst von 0 exponentiell über alle Grenzen\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}

\subsubsection{Homogene Lösung einer DGL 2. Ordnung}
\label{112}

Eine Differentialgleichung zweiter Ordnung ist eine Erweiterung der DGL erster Ordnung, bei der eine zusätzliche 2. Ableitung der gesuchten Funktion auftritt. Die technische Realisierung entspricht, abhängig von den Koeffizienten {\large a\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{i}}, untereinander einem Übertragungssystem mit zwei in Reihe geschalteten Verzögerungsgliedern 1. Ordnung (2 PT1-{}Glieder) mit reellen Polen oder einem Schwingungsglied mit konjugiert komplexen Polen und einer Dämpfung {\large 1 >{} D >{} 0}.

Eine DGL einer elektrischen Schaltung folgender Art ist gegeben:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} T_2^2 \cdot \ddot y(t) + T_1 \cdot \dot y(t) + y(t) = u(t) \, \end{equation*}
\end{myquote}


Diese Gleichung wird so umgeformt, dass der Koeffizient der höchsten Ableitung {\large a\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{2} = 1} ist, indem sämtliche Terme der Gleichung durch a2 dividiert werden und die Koeffizienten neu geordnet werden. Damit verschwindet {\large a\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{2}}.

{\large Die homogene Lösung der DGL 2. Ordnung lautet:}
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} \ddot {y}(t) +  a_1 \cdot \dot {y}(t) + a_0 \cdot y(t) = 0 \end{equation*}
\end{myquote}


Die Ableitungen des Exponentialansatz werden in die homogene DGL eingesetzt

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} {\lambda}^2 \cdot y  + a_1 \cdot {\lambda} \cdot y + a_0 \cdot y = 0\end{equation*}
\end{myquote}


Diese charakteristische Gleichung ist für beliebige y erfüllt, wenn das charakteristische Polynom verschwindet.

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} {\lambda}^2  + a_1 \cdot {\lambda} + a_0 = 0\end{equation*}
\end{myquote}


Die Ermittlung der Eigenwerte (Nullstellen) erfolgt mit der bekannten Lösung der gemischt quadratischen Gleichung:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} {\lambda}_{1;2} = - \frac {a_1}2 \pm \sqrt {\frac {{a_1}^2} {4} - a_0}\end{equation*}
\end{myquote}

\subsubsection{Anfangswertproblem der Integrationskonstanten C\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{n}}
\label{113}

Eine homogene DGL n-{}ter Ordnung hat mindestens einen Anfangswert bis n Anfangswerte. Für die homogene DGL zweiter Ordnung mit zwei vorzugebenden Anfangswerten {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0} >{} 0 } und {\large y\textquotesingle{}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0} >{} 0} können die Integrationskonstanten {\large C\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{1} } und {\large C\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{2} } errechnet werden, wenn die Wurzeln der homogen DGL bekannt sind.

Die Integrationskonstanten {\large C\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{1}} und {\large C\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{2}} errechnen sich durch Vorgabe von Anfangswerten {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}} und {\large y\textquotesingle{}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}}, die anstelle von {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{H}(t)} der Lösungsgleichung der homogenen DGL 2. Ordnung eingesetzt werden. Damit ergeben sich zwei Gleichungen für die zwei Anfangswerte. Für {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{H}} = {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}} wird die erste Gleichung für t = 0 bestimmt. Für die zweite Gleichung mit {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{H}} = {\large y\textquotesingle{}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}} wird erst die Ableitung der Gleichung und dann die Gleichung für t = 0 errechnet.

Beispiel für eine homogene DGL mit zwei reellen Wurzeln {\large λ\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{1} = -{}0,5 und λ\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{2} = -{}1} und Anfangswerten der Energiespeicher {\large y\textquotesingle{}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}(t) = 1;  y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}(t) = 1}:

Lösung der homogenen DGL 2. Ordnung:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} y_H(t) = C_1 \cdot e^{{-0,5} \cdot t}  + C_2 \cdot e^{{-1} \cdot t}  \end{equation*}
\end{myquote}


Berechnung der Integrationskonstanten:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} y_0 \ \xrightarrow {t=0} \ \ 1 =  C_1  + C_2 \, \end{equation*}
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} \dot y_0  \ \xrightarrow {d / dt} \ 1 = C_1 \cdot -0,5 \cdot e^{{-0,5} \cdot t}  + C_2 \cdot -1 \cdot  e^{{-1} \cdot t}   \end{equation*}
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} \dot y_0  \ \xrightarrow {t=0} \ \ 1  =  C_1 \cdot -0,5   + C_2 \cdot -1 \quad = \quad -0,5 \cdot C_1 - C_2  \end{equation*}
\end{myquote}


Aus den beiden Gleichungen von {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}(t=0)} und {\large y\textquotesingle{}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}(t=0)} lassen sich die Integrationskonstanten {\large C\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{1}} und {\large C\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{2}} bestimmen.

Anmerkung: Die Ableitung d / dt von {$ e^{-a \cdot t} = -a \cdot e^{-a \cdot t} \, $}

Tabelle: Durch die verschiedenen Arten der Lösungen der Wurzel, bedingt durch die Größe des Radikanden, ergeben sich drei unterschiedliche Fälle der Eigenwerte {\large λ} der DGL wie:

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.39500\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.25969\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.22478\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Lösung der homogenen linearen Differenzialgleichung \newline{} 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Wurzeln (Nullstellen) &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Anfangswertproblem \newline{} Bestimmung C1, C2\endhead  \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Der Radikand >{} 0 hat 2 reelle Wurzeln \newline{} {$ y_H(t) = C_1 \cdot e^{{\lambda}_1 \cdot t}  + C_2 \cdot e^{{\lambda}_2 \cdot t} $}    &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ {\lambda}_{1;2} = - \frac {a_1}2 \pm \sqrt {\frac {{a_1}^2} {4} - a_0}$}  &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$  C_1 = \frac {\dot {y}_{(0)}- y_{(0)} \cdot \lambda_2} {\lambda_1 - \lambda_2} \, $} \newline{} {$  C_2 = y_{(0)}- C_1 \, $}\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Der Radikand = 0 hat 2 gleiche Wurzeln \newline{}  {$ y_H(t) = C_1 \cdot e^{{\lambda}_1 \cdot t}  + C_2 \cdot t \cdot e^{{\lambda}_1 \cdot t} $} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$\lambda = \lambda_{1;2} = - \frac {a_1}2 $} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$  C_1 = y_{(0)} \, $}\newline{} {$  C_2 = \dot {y}_{(0)}- y_{(0)} \cdot \lambda \, $}\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Der Radikand <{} 0 führt zu konjugiert komplexen Wurzeln \newline{} {$ y_H(t) =  e^{\alpha \cdot t} \cdot [C_1 \cdot cos (\beta \cdot t) + C_2 \cdot sin (\beta \cdot t)] $}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ {\lambda}_{1;2} =  \alpha \pm i \cdot \beta $}  \newline{}  {$ \alpha = - a_1 / 2 \, $} \newline{}{$ \beta = \sqrt {a_0 - \frac {{a_1}^2} {4}}$}  &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$  C_1 = \frac {\dot {y}_{(0)} - \alpha \cdot  y_{(0)}} {\beta} $} \newline{}{$  C_2 = y_{(0)} \, $}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


\subsubsection{Berechnungsbeispiel der Lösung einer homogenen DGL 2. Ordnung mit reellen Nullstellen}
\label{114}


\begin{minipage}{0.50000\textwidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\textwidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/46.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{46}{Sprungantwort eines PT2-{}Gliedes durch die homogene und partikuläre Lösung einer DGL mit System-{}Anfangswerten.}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}



\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{\bfseries\begin{mydescription} Übertragungsfunktion\end{mydescription}}\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} G(s) = \frac {Y(s)} {U(s)} = \frac 1 {(2 \cdot s+1)\cdot (s+1)} \end{equation*}\end{myquote}{\bfseries\begin{mydescription} Zugehörige systembeschreibende DGL\end{mydescription}}\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} 2 \cdot \ddot y(t) + 3 \cdot \dot y(t) + y(t) = u(t) \, \end{equation*}\end{myquote}\begin{myitemize}\item{}  Vorgegeben: Anfangswerte der Energiespeicher (Integratoren): {\large y\textquotesingle{}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}(t) = 1;  y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}(t) = 1};\item{}  Vorgegeben: Eingangsgröße {\large u(t)} ist eine normierte Sprungfunktion 1 für {\large t >{} 0}.\end{myitemize}\begin{myquote}\item{} Für die homogene Lösung wird {\large u(t) = 0} gesetzt.\end{myquote}\begin{myitemize}\item{}  Errechnet: Es ergeben sich zwei reelle Wurzeln: {$ {\lambda}_1 = - 2; \quad {\lambda}_2 = - 0,5 \,$}\item{}  Errechnet:  Die Integrationskonstanten errechnen sich laut Tabelle mit {\large C\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{1} = -{}1; C\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{2} = 2}\item{}  Analytische homogene Lösung laut Tabelle für zwei reelle Wurzeln:\end{myitemize}\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} y_H(t) = C_1 \cdot e^{{\lambda}_1 \cdot t}  + C_2 \cdot e^{{\lambda}_2 \cdot t}  \end{equation*}\end{myquote}\begin{myquote}\item{} Mit den eingesetzten Zahlenwerten lautet die analytische Lösung der homogenen DGL wie folgt:\item{} {$\underline{\underline{ y_H(t) = -e^{-0,5 \cdot t} + 2 \cdot e^{- t}  }} $}\end{myquote}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}

\subsubsection{Berechnungsbeispiel der partikulären Lösung einer DGL 2. Ordnung mit der Laplace-{}Transformationstabelle}
\label{115}

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}\begin{myitemize}\item{}  {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Vorgegeben:}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} \end{myitemize}\begin{myquote}\item{}  Eingangssignal: Sprungfunktion U(s) = {\large 1 / s}\end{myquote}\begin{myquote}\item{}  Übertragungsfunktion des Systems:\item{} {$ G(s) = \frac {Y(s)} {U(s)} = \frac 1 {(2 \cdot s+1)\cdot (s+1)} \qquad T_1 = 2; \, T_2 = 1$}\end{myquote}\begin{myquote}\item{}  {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Gesucht:}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} Partikuläre Lösung y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{P}(t) für die gegebene Übertragungsfunktion: \end{myquote}\begin{myquote}\item{}  {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Suchbegriff}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} für die Laplace-{}Transformationstabelle: \item{} {$ G(s) = \frac {Y(s)} {U(s)} = \frac 1 {s \cdot (2 \cdot s+1)\cdot (s+1)} \qquad T_1 = 2; \, T_2 = 1$}\end{myquote}\begin{myitemize}\item{}  {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Errechnet:}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}  \end{myitemize}\begin{myquote}\item{}  Die gefundene analytische Gleichung {\large f(t)} der partikulären Lösung laut Transformationstabelle durch Eingabe der Koeffizienten lautet:\end{myquote}\begin{myquote}\item{} \begin{equation*}\underline{\underline{ y_P(t) = 1 - \frac 1 {T_1 - T_2} \cdot [T_1 \cdot e^{- \frac t {T_1}} - T_2 \cdot e^{- \frac t {T_2}}] }} \end{equation*}\end{myquote}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


\subsubsection{Allgemeine Lösung der DGL 2. Ordnung mit Hilfe der Laplace-{}Transformation}
\label{116}

Die partikuläre Lösung beschreibt das Übertragungsverhalten des Systems als Funktion des Eingangssignals {\large u(t)} und ist meist von hauptsächlichem Interesse. Die Anfangsbedingungen {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(0)}} und {\large y\textquotesingle{}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(0)}} haben dabei den Wert 0.\myfootnote{Prof. Dr.-{}Ing. Oliver Nelles, Universität Siegen: Vorlesungskonzept Mess-{} und Regelungstechnik I, Kapitel: „Laplace-{}Transformation“, 446 Seiten vom 8. Oktober 2009.}

Die bereits durchgeführte partikuläre Lösung der DGL 1. Ordnung erfolgte über das Faltungsintegral. Die Berechnung des Faltungsintegrals ist jedoch aufwendig für Systeme höherer Ordnung. Die Zeitfunktionen {\large g(t)} und {\large u(t)} können sehr kompliziert werden, und damit ist das Faltungsintegral schwierig zu lösen.

Deshalb gestaltet sich der partikuläre Lösungsweg der DGL über die Laplace-{}Transformation mit anschließender Rücktransformation einfacher.

Lösung der gegebenen DGL 2. Ordnung:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}a_2 \cdot \ddot {y}(t) +  a_1 \cdot \dot {y}(t) + a_0 \cdot y(t) = b_0 \cdot u(t) \end{equation*}
\end{myquote}


Die Gleichung wird so umgeformt, dass der Koeffizient der höchsten Ableitung {\large a\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{2}} = 1 wird, indem die restlichen Terme der Gleichung durch  {\large a\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{2}} dividiert wird und die Bezeichnung der übrigen Koeffizienten beibehalten wird.
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} \ddot {y}(t) +  a_1 \cdot \dot {y}(t) + a_0 \cdot y(t) = b_0 \cdot u(t) \end{equation*}
\end{myquote}


Die Übertragungsfunktion eines Systems entsteht z.B. durch Austausch der zeitabhängigen Terme einer DGL mit den Laplace-{}Transformierten. Voraussetzung ist, dass die Anfangsbedingung des Systems Null ist. Je nach Grad der Ableitungen einer Funktion y(t) entstehen nach der Transformation folgende Laplace-{}Transformierte y(s):

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} s^2 \cdot y(s) +  a_1 \cdot s \cdot y(s) + a_0 \cdot y(s) = b_0 \cdot u(s) \end{equation*}
\end{myquote}


Mit den transformierten Termen kann die Übertragungsfunktion des dynamischen Systems G(s) aufgestellt werden:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} G(s) = \frac y u (s) = \frac {b_0} {s^2  +  a_1 \cdot s  + a_0} \end{equation*}
\end{myquote}


Polynome einer Übertragungsfunktion werden durch Nullstellenbestimmungen in Linearfaktoren  (Grundpolynome: Monom, Binom und Trinom) zerlegt. Liegen Zahlenwerte der Koeffizienten einer Übertragungsfunktion 2. Ordnung vor, können die Pole (= Nullstellen im Nenner der Übertragungsfunktion) durch die bekannte Formel zur Lösung einer gemischt-{}quadratischen Gleichung ermittelt werden.

Durch die verschiedenen Arten der Lösungen der Pole bedingt durch die Größe des Radikanden der Wurzel ergeben sich drei unterschiedliche Fälle der Eigenwerte {\large s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{i}} der Übertragungsfunktion. Nachfolgend ist eine Korrespondenztabelle des s-{}Bereichs mit {\large y(s) = u(s) * G(s)} und des Zeitbereichs für {\large y(t)} für einen transformierten Eingangssprung {\large u(t) = 1 →  u(s) = 1 / s}

Folgende Grundpolynome (Binome und Trinome bei konjugiert komplexen Polen) entstehen in Abhängigkeit von den Nullstellen. Die Lösungen der Übertragungsfunktionen als Sprungantwort im Zeitbereich sind einer Laplace-{}Transformationstabelle entnommen worden:

Die Laplace-{}Transformationstabellen können in zwei Formen der Produkt-{}Darstellung aufgeführt sein, wobei unterschiedliche Faktoren {\large a\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}} und {\large K} berücksichtigt werden müssen. Die Umrechnung der Pole-{} Nullstellen in Zeitkonstanten ist einfach:

\begin{myitemize}
\item{}   Pole-{} Nullstellen-{}Darstellung (Stabiles System): {$ G(s) = \frac {a_0} {(s + s_1) \cdot (s  + s_2)} $}
\end{myitemize}


\begin{myitemize}
\item{}   Zeitkonstanten-{}Darstellung (Stabiles System):  {$ G(s) = \frac K {(T_1 \cdot s + 1) \cdot (T_2 \cdot s  + 1)} $}
\end{myitemize}


\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.29315\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.29315\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.29315\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} f(s)\newline{}Übertragungsfunktion 2. Ordnung \newline{} Eingangssprung u(t) = 1 = Multiplikation mit 1/s}&{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}f(t)\newline{}Partikuläre Lösung \newline{} Sprungantwort im Zeitbereich  }&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Bestimmung der Pole s1 und s2  \newline{} aus der Polynom-{}Darstellung\endhead  \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Der Radikand >{} 0 hat 2 reelle Wurzeln\newline{} \newline{} {$ y(s) = \frac 1 {s \cdot (T_1 \cdot s +1) \cdot (T_2 \cdot s + 1)} $}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ y(t) = 1 - \frac 1 {T_1-T_2} \cdot $} \newline{} {$ \cdot (T_1 \cdot e^{-\frac t {T_1}} - {T_2 \cdot e^{-\frac t {T_2}}})  $}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ s_{1;2} = - \frac {a_1}2 \pm \sqrt {\frac {{a_1}^2} {4} - a_0} $}\newline{}{$  T_1  = - \frac 1 {s_1} \quad T_2  = - \frac 1 {s_2} $}\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Der Radikand = 0 hat 2 gleiche Wurzeln \newline{}  {$ y(s) = \frac 1 {s \cdot (T \cdot s +1)^2} $}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ y(t) = 1 - \frac {T+t}{T} \cdot e^{-\frac t T}  $}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ s_{1=2} = - \frac {a_1}2 \, $}\newline{} {$  T = - \frac 1 {s_{1=2}} $}\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Der Radikand <{} 0 hat konjugiert komplexe Wurzeln \newline{}\newline{} {$ y(s) =  \frac {{\omega_0}^2}{ s \cdot (s^2 + 2 \cdot D \cdot \omega_0 \cdot s + {\omega_0}^2)} $}\newline{} \newline{}{\large ω\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}} = Kreisfrequenz (ungedämpft) = 1 / T&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ y(t) = 1 -\frac 1 {\sqrt {1 - D^2}} \cdot $} \newline{}  {$ \cdot  e^{-D \cdot \omega_0 \cdot t} \cdot sin(\omega_e \cdot t + \phi) $} \newline{} \newline{} {$ \omega_e = \omega_0 \cdot \sqrt {1 - D^2} $} \newline{} {$ \phi = arc cos(D) \, $}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Dämpfung D\newline{} \newline{}{$ -1 < D < 1 \, $} \newline{}\newline{} {$ D = \frac {a_1} {2 \cdot \sqrt {a_0}} $} \newline{}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


Wird für den Fall der zwei reellen Wurzeln in die Gleichung für {\large f(t) T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{1} = T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{2}} eingesetzt, entsteht eine Division durch 0 (1 / (T1-{}T1), was nicht zulässig ist. Als „verschiedene“ Nullstellen gelten bereits Nullstellen, wenn sie sich in einer theoretisch unendlichen Dezimalstelle eines Wertes unterscheiden.

Die Gesamtlösung einer DGL ergibt sich aus der Überlagerung der Systemantworten auf die Anfangsbedingungen und auf das Eingangssignal:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} y(t) = y_H(t) + y_p(t) \,  \end{equation*}
\end{myquote}

\subsubsection{Homogene Lösung einer DGL höherer Ordnung}
\label{117}

Bei DGL-{}en höherer Ordnung wird muss ebenfalls unterschieden werden, ob es sich um gleiche oder verschiedene Nullstellen handelt.
\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Für die homogene Lösung der DGL höherer Ordnung mit {\large n} verschiedenen Nullstellen:\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} y_H(t) = C_1 \cdot e^{{\lambda}_1 \cdot t}  + C_2 \cdot e^{{\lambda}_2 \cdot t} + \dots + C_n \cdot e^{\lambda_n \cdot t} \end{equation*}\end{myquote}Für die homogene Lösung der DGL höherer Ordnung mit {\large n} gleichen Nullstellen:\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} y_H(t) = e^{\lambda_1 \cdot t} \cdot (C_1 + C_2 \cdot t + C_3 \cdot t^2  +  \dots + C_n \cdot t^{n-1}) \end{equation*}\end{myquote}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}

\section{Einzelnachweise}
\label{118}


\chapter{Übertragungsfunktion}

\myminitoc
\label{119}

\label{120}


\begin{minipage}{1.0\linewidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/47.png}
\end{center}
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Eine {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Übertragungsfunktion}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} beschreibt die Abhängigkeit des Ausgangssignals eines linearen, zeitinvarianten Systems (LZI-{}System) von dessen Eingangssignal im Bildbereich (Frequenzbereich, s-{}Bereich).  Sie wird definiert als Quotient der transformierten Ausgangsgröße {$Y(s)$} zur transformierten Eingangsgröße {$U(s)$}:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} G(s)  = \frac {Y(s)} {U(s)} \end{equation*}
\end{myquote}


Die Übertragungsfunktion G(s) beschreibt das Eigenverhalten des Übertragungssystems vollständig und unabhängig von den Signalen. Eine Übertragungsfunktion ermöglicht es somit, das Ausgangssignal des Übertragungssystems aus dem Eingangssignal und der Übertragungsfunktion zu berechnen. 

Dynamische zeitinvariante Systeme mit konzentrierten Energiespeichern (z.{\mbox{$~$}}B.  Feder-{}Masse-{}Dämpfer-{}Systeme oder elektrische L-{}, C-{} und R-{}Glieder)  werden durch gewöhnliche Differenzialgleichungen mit konstanten Koeffizienten beschrieben. Wenn sich das System im Ruhezustand befindet, haben die  Energiespeicher den Wert Null. Unter dieser Bedingung, dass die Anfangsbedingungen der systembeschreibenden  Differenzialgleichung zu dem betrachteten Zeitpunkt {$t = 0$} gleich Null sind, ist die Übertragungsfunktion des Systems gleich der laplacetransformierten Differenzialgleichung des Systems. Durch Anwendung des Differentiationssatzes und des Integrationssatzes der Laplace-{}Transformation kann jeder Term der Differenzialgleichung einzeln transformiert und daraus die Übertragungsfunktion gebildet werden. Es können auch die Differenzialgleichungen einzelner Komponenten des Übertragungssystems transformiert werden und daraus die Übertragungsfunktion berechnet werden.

Die Übertragungsfunktion {$G(s)$} kann immer als gebrochen-{}rationale Funktion geschrieben werden. Durch die Nullstellenbestimmung des Polynoms im Zähler und des Polynoms im Nenner (= Pole) lässt sich die Übertragungsfunktion in Linearfaktoren aufteilen. Bestimmte Eigenschaften des Systems lassen sich bereits ohne Rücktransformation in den Zeitbereich direkt aus dieser Darstellung der Übertragungsfunktion ableiten.

Im Zeitbereich betrachtet, haben die Terme {$f(s)$} im Zähler ein differenzierendes Verhalten, im Nenner haben sie ein global verzögerndes oder integrierendes Verhalten. Dies gilt auch für die Behandlung linearer nicht-{}phasenminimaler, instabiler Übertragungssysteme mit Polen in der rechten s-{}Halbebene.  

Der Übertragungsfunktion eines Systems {$G_1(s)$} kann die transzendente Funktion des Totzeitgliedes  {$G_{Tt}(s)= e^{-s\, T_t}$}  multiplikativ angehängt werden zu  {$G(s) = G_1(s)\, G_{Tt}(s)$}. Diese Form der Übertragungsfunktion als Gesamtsystem ist nur für Frequenzgang-{}Analysen geeignet.
\section{Grundlagen Laplace-{}Transformation}
\label{121}
Die Übertragungsfunktion G(s) eines linearen dynamischen Systems g(t) entsteht z. B. aus der Laplace-{}Transformation einer systembeschreibenden gewöhnlichen Differenzialgleichung. Sie ist in der Regelungstechnik die häufigste Darstellungsform des Eingangs-{} und Ausgangsverhaltens von linearen Übertragungssystemen im komplexen Frequenzbereich.

Die Laplace-{}Transformation dient ähnlich wie die Fourier-{}Transformation der Zerlegung einer nicht sinusförmigen Funktion f(t) in sehr viele sinusförmige Teilfunktionen. Weil nach der Fourier-{}Transformation die Funktion f(t) für große Zeiten t gegen Null gehen muss, können instabile Systeme mit wachsender Ausgangsgröße y(t) nicht transformiert werden. Auch für die in der Systemtheorie und Regelungstechnik häufig benutzte System-{}Eingangsgröße u(t) der Sprungfunktion {$u_{\sigma}$}(t) existiert keine Fourier-{}Transformierte. Die Laplace-{}Transformierte F(s) entsteht aus der Fourier-{}Transformierten  {$F(j \omega)$} indem {$j \omega$} durch {$\delta+j \omega$} ersetzt wird. \myfootnote{Fachbuch: Lunze \symbol{34}Regelungstechnik 1\symbol{34}, Systemtheoretische Grundlagen, Analyse und Entwurf einschleifiger Regelungen. Kapitel: „Laplace-{}Transformation\symbol{34}, 7. Auflage,  Springer, 2008, ISBN 978-{}3-{}540-{}68907-{}2.}

Die Laplace-{}Transformation ist eine Integraltransformation, mit deren Anwendung sich eine Zeitfunktion f(t) in die Bildfunktionen F(s) mit der komplexen Frequenz {$s=\delta+j \cdot \omega$} übertragen lässt. 

Die folgende Gleichung der einseitigen Laplace-{}Transformation einer Zeitfunktion f(t) ist gültig unter der Voraussetzung, dass alle Signale für t <{} 0 verschwinden. Die Integrationsgrenze -{}0 berücksichtigt auch die Impulsfunktion (Diracimpuls) bei t = 0.

Laplace-{}Transformation einer Zeitfunktion:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} F(s) = \mathcal {L} \{f(t) \}  = \int \limits_{-0}^\infty f(t) \cdot e^{-s \cdot t} dt \end{equation*}
\end{myquote}


Laplace-{}Rücktransformation einer Funktion F(s) des komplexen Frequenzbereichs:      
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} f(t) = \mathcal {L}^{-1} \{F(s) \}  = \frac 1 {2 \cdot \pi \cdot j} \int \limits_{\delta -j \infty}^{\delta + \infty} F(s) \cdot e^{s \cdot t} ds \end{equation*}
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}  t bezeichnet die unabhängige Variable im Originalbereich.
\item{}  {$s=\delta +j \omega$} mit {$\delta$} = Realteil und {$j \omega$} = Imaginärteil ist die unabhängige Variable im Bildbereich.
\item{}  {$  \mathcal {L}^{-1} $} ist das Symbol für die inverse Laplace-{}Transformation des Bildbereichs.
\end{myitemize}


Das Laplace-{}Integral muss nicht für jede Zeitfunktion g(t) mit der Ausgangsgröße y(t) und der Eingangserregung u(t) neu berechnet werden, die Standardfunktionen sind bekannt. Eine der wichtigsten Anwendungen der Laplace-{}Transformation ist die Bestimmung der Übertragungsfunktion G(s) aus der einem dynamischen System zugehörigen Differenzialgleichung f(t). 
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Nach dem Differentiationssatz oder dem Integrationssatz erfolgt die Transformation der Zeitfunktion f(t) zur Variablen s:$\text{ }$\newline{}
 {$ \text {Ableitung} \ \mathcal{L} \left\{\frac{d^k f(t)}{dt^k} \right\} =  s^k \cdot F(s) \qquad \text {Integral} \ \mathcal{L} \left\{\int_0^t {f(\tau)d \tau} \right\} = \frac 1s \cdot F(s)$}$\text{ }$\newline{}

\begin{myquote}
\item{}  k bedeutet die jeweilige Ordnung der Ableitung.
\end{myquote}


Ebenso werden zur Bestimmung des Systemverhaltens Laplace-{}transformierte Eingangssignale U(s) als Erregung des Systems verwendet wie Impuls-{}, Sprung-{} und Sinusfunktionen, deren Schreibweisen im Bildbereich bekannt sind. Die Funktionen des Bildbereiches und des Originalbereiches können je nach Aufgabenstellung von dem einen in den anderen Zustand transformiert werden.  
\section{Allgemeine Darstellungsformen der Übertragungsfunktion}
\label{122}
Aus der Laplace-{}Transformation einer systembeschreibenden Differenzialgleichung entsteht die Grundform der Übertragungsfunktion G(s) in Polynom-{}Darstellung.  Daraus lassen sich weitere bekannte Schreibweisen der Übertragungsfunktionen errechnen, die unterschiedliche Eigenschaften für die Berechnung der Ausgangsgröße y(t) im Zeitbereich des Übertragungssystems G(s) bei gegebenem  Eingangssignal U(s) aufweisen.  Alle Formen der Übertragungsfunktionen sind mathematisch bei Rückrechnung mit der Polynomdarstellung identisch. 

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.28361\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.63604\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Übertragungsfunktion }&{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Darstellungsform im s-{}Bereich }\endhead  \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Polynom-{}Darstellung &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ G(s) = \frac{b_{m}s^{m} + \dotsb + b_{1}s + b_{0}}{a_{n}s^{n} + a_{n-1}s^{n-1} + \dotsb + a_{1}s + a_{0}}$}  \\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$G(s) =  k \cdot \frac{(s - s_{n1})(s - s_{n2} ) \dotsm (s - s_{nm})}{(s - s_{p1})(s - s_{p2} ) \dotsm (s - s_{pn} )}$} \newline{}(Darstellung für reelle Pole und Nullstellen)\newline{} s = Laplace-{}Operator, s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{n} = Zahlenwert der Nullstelle, s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{p} = Zahlenwert der Polstelle\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Zeitkonstanten-{}Darstellung &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$G(s) = K \cdot \frac{{(T_{V1}\cdot s + 1)(T_{V2}\cdot s + 1) \dotsm (T_{Vm}\cdot s + 1)}}{{(T_1\cdot s + 1)(T_2\cdot s + 1) \dotsm (T_n \cdot s + 1)}}$}\newline{} (Für reelle Pole und Nullstellen mit Absolutglied und negativen Zahlenwerten)  \\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Partialbruch-{}Darstellung &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ G(s) = \frac {A_1}{s-s_{p1}} +  \frac {A_2}{s-s_{p2}} + \dotsb + \frac {A_n}{s-s_{pn}} $}\newline{}(Für reelle Pole und Nullstellen mit Absolutglied)\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


Die  Zerlegung der Zähler-{} und Nennerpolynome der Übertragungsfunktion in je eine Produktform  (Linearfaktoren) gestattet eine einfache detaillierte Interpretation des Systemverhaltens und der Bestimmung der Koeffizienten des Übertragungssystems. Diese Zerlegung in Linearfaktoren  (Faktorisierung von Polynomen) erfolgt durch die Bestimmung der Nullstellen der Polynome.

Ein lineares zeitinvariantes Übertragungssystem ohne Totzeit ist durch Pole, Nullstellen und Proportionalitätsfaktoren der Übertragungsfunktion vollständig bestimmt. 

Die Linearfaktoren symbolisieren als kleinste Übertragungseinheit ein typisches System-{}Zeitverhalten, das sich zusätzlich konträr verhält, ob die Linearfaktoren im Nenner oder Zähler der Übertragungsfunktion stehen. 

Die Übertragungsfunktion {$G(s) = Y(s) / U(s) = Z(s) / N(s)$} eines dynamischen Übertragungssystems kann einfache und mehrfache Linearfaktoren im Zähler und Nenner enthalten. Derartige Systeme beschreiben das Frequenzverhalten mit der komplexen Frequenz {$s = \delta + j\omega$} mit einem Systemeingang {$U(s)$} und einen Systemausgang {$Y(s)$}. Sie wird erfolgreich eingesetzt für Systemanalyse, Systemsynthese, Systemstabilität und erlaubt die algebraische Behandlung von beliebig geschalteten rückwirkungsfreien Teilsystemen.

Die komplexe Frequenz {$s = \delta + j \omega  = Re(s) + j \cdot Im(s)$} ist eine unabhängige Variable des Laplace-{} oder Bildbereichs. Sie tritt mit einem ganzzahligen Exponenten als Potenz im Zähler und Nenner einer Übertragungsfunktion auf, ist aber nur ein Symbol für eine vollzogene Transformation einer Ableitung bestimmter Ordnung der gewöhnlichen Differenzialgleichung. Die Größe s in der Übertragungsfunktion kann beliebig algebraisch behandelt werden, enthält aber keinen Zahlenwert. (Imaginäre Einheit: {$\mathrm{j} = \sqrt{-1}$}; Re = Realteil, Im = Imaginärteil)

Elektrische, mechanische, biologische und andere dynamische Systeme können durch die gleiche Form der Übertragungsfunktion beschrieben werden, wenn die Anzahl und die Struktur der Systemspeicher identisch sind. 

Die Übertragungsfunktion eines dynamischen Systems kann algebraisch für die  multiplikative  (Reihenstruktur), subtraktive, additive und zurückgekoppelte Struktur (Regelkreis) beliebig zusammengestellt werden. Dabei kann es sich um einen industriellen Prozess, um eine Steuerstrecke,  eine Regelstrecke, einen Regler oder einen Regelkreis handeln. Zum Beispiel kann  die Übertragungsfunktion des sehr bekannten PID-{}Reglers in der Reihenstruktur oder Parallelstruktur beschrieben werden, die sich äußerlich nicht gleichen, aber bei unterschiedlichen Koeffizienten ein identisches Frequenz-{} und Zeitverhalten haben. Beide Schreibweisen haben technische Vorteile.  

Die folgenden idealen PID-{}Reglerstrukturen sind mathematisch identisch. Die Koeffizienten T1 und T2 ergeben sich durch Faktorenvergleich mit den Koeffizienten {$K_P$}, {$T_N$} und {$T_V$}:
\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.29738\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.62226\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} PID-{}Reglerstruktur }&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Übertragungsfunktion mit Nullstellenüberschuss\endhead  \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Reihenstruktur &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$G(s)= \frac {K_P} {T_N}  \cdot \frac{(T_1\cdot s+1)(T_2\cdot s+1)}{s}$}\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Parallelstruktur &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$G(s) = K_P \cdot \left(1+\frac 1{T_N\cdot s}+T_V\cdot s\right)$}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}

\subsection{Polynom-{}Darstellung}
\label{123}
Die Anwendung der Laplace-{}Transformation einer systembeschreibenden Differenzialgleichung führt zu der Übertragungsfunktion als gebrochen-{}rationale Funktion in die Polynom-{}Darstellung. Dabei werden die Koeffizienten der Differenzialgleichung in die Übertragungsfunktion vollständig übernommen. Anstelle der Ableitungen der Differenzialgleichung tritt der Laplace-{}Operator {$s$} entsprechend dem Grad der Ableitung als Potenz von {$s$} auf.

Erst die Aufspaltung der  Polynome im Nenner und Zähler der Übertragungsfunktion in Linearfaktoren (Teilsysteme, Produktterme) 1. Ordnung und 2. Ordnung (mit konjugiert komplexen Polen) zeigt anschaulich im nächsten Kapitel jeweils im Zähler und Nenner maximal drei verschiedene Linearfaktoren, mit fundamental unterschiedlichen Eigenschaften im Zeitbereich.
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\label{124}

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$a_{n}y^{(n)} + \dotsb + a_{1}y^{(1)} + a_{0}y = b_{m}u^{(m)} + \dotsb + b_{1}u^{(1)} + b_{0}u$} }\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}

{$y \,$} ist Ausgangs-{} und {$u \,$} Eingangssignal als Funktion der Zeit, {$y^{(1)} = y'(t) \,$} die 1. Ableitung nach der Zeit.

Wenn die Koeffizienten {$a_i \,$} und {$b_i \,$} konstant (also zeitunabhängig) sind, ist die Laplace-{}Transformation ausführbar.

Mit den vorgegebenen Anfangsbedingungen für das Ein-{} und Ausgangssignal (Werte zum Zeitpunkt {$t=0 \,$} )
\begin{myquote}
\item{} {$y^{(i)}(0)=0$} für alle {$0\leq i \leq n \,$}
\item{} {$u^{(i)}(0)=0$} für alle {$0\leq i \leq m \,$}
\end{myquote}

lautet die Laplace-{}Transformierte der Ein-{} und Ausgangsgrößen 
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}\int\limits_0^\infty y^{(i)}(t)e^{-st}dt=s^i\cdot Y(s) \,\end{equation*}
\item{} \begin{equation*}\int\limits_0^\infty u^{(i)}(t)e^{-st}dt=s^i\cdot U(s) \,\end{equation*}
\end{myquote}


{$U(s) \,$} und {$Y(s)\,$} sind die komplexe Eingangs-{} bzw. Ausgangsfunktion in Abhängigkeit von der komplexen Variablen {$s = \delta + \mathrm{j}\omega \,$} im Bildbereich.

Die Laplace-{}Transformierte der Differenzialgleichung ist
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}Y(s)(a_{n}s^{n} + \dotsb + a_{1}s + a_{0})=U(s)(b_{m}s^{m} + \dotsb + b_{1}s + b_{0})\end{equation*}
\end{myquote}


Es handelt sich anstelle der Differenzialgleichung um eine algebraische Gleichung, deren Analyse mit Methoden der Algebra möglich ist.
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\label{125}
ist das Verhältnis der Laplace-{}Transformierten der Wirkung (Ausgang) durch die Laplacetransformierte der Ursache (Eingang):

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ G(s) =\frac{Y(s)}{U(s)} = \frac{b_{m}s^{m} + \dotsb + b_{1}s + b_{0}}{a_{n}s^{n} + \dotsb + a_{1}s + a_{0}}$}}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


Die statische Verstärkung {$K$} des Übertragungssystems ist durch das Verhältnis der Koeffizienten {$K = b_0 / a_0$} bestimmt.

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} G(s) = \frac{b_0}{a_0} \cdot \frac { 1 + \frac{b_1}{b_0}s + \dotsb + \frac{b_m}{b_0}s^{m} } { 1 + \frac{a_1}{a_0}s + \dotsb + \frac{a_n}{a_0}s^{n} }\end{equation*}
\end{myquote}


Alle Koeffizienten der Differenzialgleichung, die das Zeitverhalten bestimmen, sind in der Übertragungsfunktion im Nenner enthalten. Die Koeffizienten des Zählers bestimmen die Größe der Amplitude {$f(t)$}. Die Übertragungsfunktion beschreibt das Verhalten des Systems vollständig. Damit ist es möglich, Aussagen über das Verhalten des Systems ohne Lösung der Differenzialgleichung zu erhalten.

Die Übertragungsfunktion ist eine analytische Funktion. Da sie Funktion der komplexen Variablen {$s=\delta +\mathrm{j}\omega \,$} ist, kann sie als

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}G(s)=u(\delta,\omega) + \mathrm{j}v(\delta,\omega)\end{equation*}
\end{myquote}


geschrieben werden. Das ist eine Abbildung der von {$\delta, \omega \,$} aufgespannten {$s$}-{}Ebene in die von {$u, v \,$} aufgespannte {$G$}-{}Ebene. Alle Methoden der Funktionentheorie können zur Analyse eingesetzt werden. Das Erstellen einer Grafik ist wegen der vier Dimensionen nur in zwei dreidimensionalen Grafiken möglich, z.{\mbox{$~$}}B. als
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}\mathrm{Betrag}(\delta,\omega)=\sqrt{u^2(\delta,\omega)+v^2(\delta,\omega)}\end{equation*}
\item{} \begin{equation*}\mathrm{Phase}(\delta,\omega)=\arctan\left(\frac{v(\delta,\omega)}{u(\delta,\omega)}\right).\end{equation*}
\end{myquote}


\subsection{Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung}
\label{126}
Unter dem Begriff Nullstellen versteht man jene Werte, die in eine Funktion {$f$} eingesetzt, den Funktionswert Null liefern. Nullstellen von Polynomen werden in der Mathematik auch häufig mit Wurzeln oder Nullstellen bezeichnet. In der Regelungstechnik werden die Nullstellen des Zählerpolynoms mit Wurzeln oder Nullstellen, die des Nennerpolynoms mit Polen bezeichnet.

Ein Polynom {$n$}-{}ten Grades hat genau {$n$} Nullstellen bzw. {$n$} Pole. Diese Nullstellen und Pole können reelle oder komplexe Zahlen sein. 

Die Nullstellen eines Polynoms 2. Ordnung lassen sich durch die bekannte Formel der quadratischen Gleichung lösen. Für Polynome bis 4. Ordnung existieren Rechenprogramme, die auch im Internet unter dem Suchbegriff \symbol{34}Nullstellen (Lösungen) von Polynomen\symbol{34} zu finden sind. Polynome noch höherer Ordnung können numerisch mit dem Newton-{}Verfahren gelöst werden.

Die Nullstellen eines Polynoms sind unabhängig von Polynomfaktoren. Der System-{}Verstärkungsfaktor der Übertragungsfunktion in der Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung beträgt {$k = b_m / a_n$}.  

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra gilt für ein Polynom:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}P(x)=b_{m}x^{m} + \dotsb + b_{1}x + b_{0}=b_m\cdot \prod_{i=1}^m (x-x_i) \,\end{equation*}
\end{myquote}

mit dessen Nullstellen {$x_i \,$}. Sie können einfach oder mehrfach, reell oder paarweise konjugiert komplex sein.

Die Übertragungsfunktion in Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung lautet:

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$G(s) = k \cdot \frac{(s - s_{n1})(s - s_{n2}) \dotsm (s - s_{nm})}{(s - s_{p1})(s - s_{p2}) \dotsm (s - s_{pn})} $}}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


In dieser allgemeinen Darstellung ist noch nicht definiert, um welche Art von Linearfaktoren es sich bei der Übertragungsfunktion handelt. Das Systemverhalten wird erst deutlich, wenn Zahlenwerte für die Nullstellen, Pole und Verstärkung {$k$} vorliegen.  

Bei gegebenen Zahlenwerten mit den {$s_n$} (Nullstellen) und den {$s_p$} (Polen, Nullstellen des Nennerpolynoms) ist die Übertragungsfunktion vollständig bestimmt und mit der Polynom-{}Darstellung identisch. Diese Darstellung ist für allgemeine Aussagen über das System  z.{\mbox{$~$}}B. für Stabilitätsuntersuchungen wichtig. 

\subsection{Linearfaktoren}
\label{127}
Linearfaktoren\myfootnote{Prof.  Manfred Ottens, TFH Berlin: Vorlesungsmanuskript \symbol{34}Grundlagen der Systemtheorie\symbol{34}, Kapitel: „Die Übertragungungsfunktion\symbol{34}, 227 Seiten,  2008.} sind Produktterme eines Polynoms im Zähler und Nenner einer Übertragungsfunktion G(s). 

Sind die Nullstellen bzw. die Pole einer Übertragungsfunktion G(s) in der Polynomdarstellung bekannt, kann das Zähler-{} und Nennerpolynom in Produktterme (Linearfaktoren) zerlegt werden, z.{\mbox{$~$}}B.: 

\begin{myitemize}
\item{}  im Zähler mit der Nullstelle {$s_{n} $} der Linearfaktor {$s - s_{n}$} und  
\item{}  im Nenner mit dem Pol {$s_{p}$} der Linearfaktor {$s - s_{p}$} gebildet werden.
\end{myitemize}


Weil die Nullstellen aus zu Null gesetzten Polynomen berechnet werden, muss sichergestellt werden, dass keine Faktoren gekürzt worden sind. Es empfiehlt sich eine Prüfung vorzunehmen, ob die Pol-{} Nullstellendarstellung (= Produktdarstellung) durch Ausmultiplizieren auch mit dem Polynom identisch ist. 

Eine Nullstelle des Zählerpolynoms s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{n} oder ein Pol des Nennerpolynoms s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{p} kann folgende drei stabile Formen von Zahlenwerten einnehmen: 

\begin{myitemize}
\item{}  {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries \{s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\textsubscript{n}; s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\textsubscript{p}\} = 0}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}, (Absolutglied {$ a_0; b_0 $} des Polynoms fehlt), 
\item{}  {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries \{s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\textsubscript{n}; s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\textsubscript{p}\} = {$- \delta $}}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} (reeller Wert der Pole und Nullstellen),  
\item{}  {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries \{s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\textsubscript{n}; s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\textsubscript{p}\} = {$- \delta  \pm j \omega $}}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} (konjugiert komplexer Wert der Pole oder Nullstellen). 
\end{myitemize}


Sind die Realteile von Nullstellen und Polen negativ, handelt es sich um ein stabiles System. Negative Realteile der Pole bedeuten asymptotische Stabilität des Teilsystems.

Bei reellen Nullstellen entsteht der Produktterm 1. Ordnung {$s-s_p$}. Ist der Wert der Nullstelle s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{p} negativ, lässt sich dafür auch {$s+a$} schreiben, wenn a ein negativer Wert der Nullstelle ist (stabiles System).

Bezeichnet man bei konjugiert komplexen Nullstellen bzw. Polen den Realteil mit {$ \delta $} und den Imaginärteil mit {$ j \omega $}, dann ergeben sich bei Übertragungsfunktionen in der Produktdarstellung bei reellen und konjugiert komplexen Nullstellen und Polen unterschiedliche Gleichungen, die durch die Größe der Zahlenwerte der Koeffizienten der Polynomdarstellung bestimmt werden. Die angegebenen 3 Formen der Linearfaktoren können einfach und mehrfach auftreten.   

In der linearen Regelungstechnik und Systemtheorie ist es eine willkommene Tatsache, dass praktisch alle vorkommenden regulären (stabilen) Übertragungsfunktionen bzw. Frequenzgänge von Regelkreisgliedern auf drei Grundformen geschrieben bzw. zurückgeführt werden können. Die Linearfaktoren haben eine völlig unterschiedliche Bedeutung, je nachdem ob sie im Zähler oder im Nenner einer Übertragungsfunktion stehen. 

Stehen die Linearfaktoren im Zähler, haben sie eine differenzierende Wirkung, stehen sie im Nenner, haben sie eine verzögernde (speichernde) Wirkung:

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.20982\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.20982\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.20982\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.20982\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Typ Linearfaktor\newline{}Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Typ Linearfaktor \newline{}Zeitkonstanten-{}Darstellung&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Bedeutung im Zähler &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Bedeutung im Nenner\endhead  \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$G_1= s-0 = s$}\newline{} Absolutglied a\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0} oder b\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0} fehlt&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$G_1(s)=s$}\newline{}Nullstelle oder Pol {$ \{s_{n1}; s_{p1} \}=0 $} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Differenzierer, D-{}Glied &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Integrator, I-{}Glied\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$G_2(s)=s-s_n \ oder \ G_2(s)=s-s_p $} \newline{} Pole und Nullstellen sind reell\newline{} Negative Werte = stabile Systeme &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$G_2(s)=T\cdot s+1$} \newline{} T = 1 / s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{n} oder T = 1 / s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{p} \newline{} {$ \{s_{n2}; s_{p2} \} = -\delta \ \mathrel{\hat=}$} \symbol{34}reelle Zahl\symbol{34}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} PD1-{}Glied &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Verzögerung, PT1-{}Glied\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Polynom:\newline{}{$ G_3(s) = [s - (\delta +j \omega)] \cdot [s - (\delta -j \omega)]$}\newline{}{$=s^2 - 2 \cdot \delta \cdot s + \delta^2 + \omega^2$}\newline{}{$ :=s^2 - p \cdot s + q=$}\newline{}{$mit \ p =  2 \cdot \delta $} und {$ q =  \delta^2 + \omega^2$}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Normalform:\newline{}{$G_3(s)=T^2 \cdot s^2+2\cdot D\cdot T\cdot s+1$}\newline{} T = 1 / s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{n} oder T = 1 / s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{p} \newline{}{$s_{n3_1}= - \delta + j \omega; \ s_{n3_2}= -\delta -j \omega $} \newline{}{$s_{p3_1}= -\delta +j \omega; \ s_{p3_2}= -\delta -j \omega $}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} PD2-{}Glied:\newline{} für -{}1 <{} {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape D}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} <{} 1\newline{}mit konjugiert komplexen Nullstellen &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Schwingungsglied PT2-{}Glied:\newline{} für -{}1 <{} {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape D}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} <{} 1\newline{} mit konjugiert komplexen Polen\\ \hline 
\end{longtable}
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\end{myquote}

\subsection{Globales Systemverhalten}
\label{128}
Die Linearfaktoren in der Pol-{} Nullstellen-{}Darstellung mit den Bezeichnungen s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{n} und s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{p} müssen negativen Zahlenwerten entsprechen, wenn es sich um sogenannte phasenminimale (stabile) Systeme handelt. Dies kann zu Missverständnissen führen, deshalb werden anstelle der Bezeichnungen der Pole und Nullstellen Hilfsgrößen eingeführt (wie a, b, c. ...), die negativen Zahlenwerten entsprechen. Daraus folgt, dass die Linearfaktoren in der Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung z. B. (s + a) mit a einen positiven Zahlenwert darstellen, die zugehörigen Pole s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{p} oder Nullstellen s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{n} des Linearfaktors negativen Zahlenwerten entsprechen.

{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Beispiel:}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} Bestimmung des Pols eines Linearfaktors G(s) = s + 3 im Nennerpolynom:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}s+3 = 0; \quad s \ \mathrel{\hat=} \ s_p=-3 \end{equation*}
\end{myquote}


Sind Zahlenwerte einer Übertragungsfunktion in der Polynomdarstellung gegeben, können mit verschiedenen Methoden, wie mit der pq-{}Formel {$ x^2 + px + q = 0 $} für Systeme zweiter Ordnung, oder fertige im Internet verfügbare Programme bis 4. Ordnung mit dem Aufruf -{} \symbol{34}Nullstellen (Lösungen) von Polynomen bestimmen\symbol{34} -{} die Pole und Nullstellen bestimmt werden. 

Für Systeme mit Polynomen 2. Ordnung der Form {$ s^2 + p\cdot s + q = 0 \, $} errechnen sich die Nullstellen bzw. die Pole: 

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} s_{p1;2} = - \frac p 2 \pm \sqrt {\frac {p^2} 4 -q} \end{equation*}
\end{myquote}


Wenn das Polynom 2. Ordnung mit konjugiert komplexen Polen {$ (s^2 - 2 \cdot \delta \cdot s + \delta^2 + \omega^2) = 0 $} in die Form zur Lösung einer gemischt quadratischen Gleichung gebracht wird, lassen sich die Nullstellen für p und q durch Faktorenvergleich bestimmen. {$ p = 2 \cdot \delta $} wird positiv, wenn negative Realteile von {$ s_p $} oder {$ s_n $} vorliegen. 

Die Pol-{} Nullstellendarstellung der Übertragungsfunktion für ein asymptotisch stabiles System enthält immer positive Zahlenwerte, was voraussetzt, dass die Pole und Nullstellen negative Realteile enthalten. 

Wenn in einer systembeschreibenden Differenzialgleichung oder in der zugehörigen Übertragungsfunktion aus der geschlossenen Reihenfolge der Ableitungen bestimmte Koeffizienten fehlen, bzw. zu Null gesetzt sind, ergibt sich für das Gesamtverhalten im Zeitbereich folgendes typische Systemverhalten:


\begin{myitemize}
\item{}  {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Beispiel einer Übertragungsfunktion der Polynomdarstellung und der Zerlegung in die Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung mit reellen Linearfaktoren:}
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$G_1(s) =\frac{Y(s)}{U(s)} = \frac{b_{m}s^{m} + \ldots  + b_2s^2 + b_{1}s + b_{0}}{a_n s^{n} + \ldots + a_2s^2 +a_{1}s + a_{0}} := k \cdot \frac{(s - s_{n1})(s - s_{n2}) \dotsm (s - s_{nm})}{(s -s_{p1})(s - s_{p2}) \dotsm (s - s_{pn})} $}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}

\item{} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} Sind in der Polynomdarstellung alle Ableitungen und zugehörige Koeffizienten lückenlos mit positivem Vorzeichen vorhanden, stellt die Übertragungsfunktion für die Exponenten n >{} m ein zeitverzögerndes asymptotisch stabiles System dar. Werden negative Werte der Pole und Nullstellen eingesetzt, entstehen positive Linearfaktoren.
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Das Gesamtsystem wird als \symbol{34}{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries globales proportionales Systemverhalten}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\symbol{34} bezeichnet.
\end{myquote}



\begin{myitemize}
\item{}  {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Beispiel einer Übertragungsfunktion der Polynomdarstellung ohne Absolutglied im Nennerpolynom und der Zerlegung in die Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung mit reellen Linearfaktoren:}
\end{myitemize}
\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}

\begin{myquote}
\item{}  Der Term der gewöhnlichen Differenzialgleichung oder eines transformierten Polynoms im Zähler und Nenner der Übertragungsfunktion mit den Koeffizienten  {$ a_0 $} und {$ b_0 $} wird allgemein als Absolutglied bezeichnet. Für {$ a_0 = 0 $} oder {$ b_0 = 0$} gilt:
\item{}  {$ G(s) = s - 0 = s $}
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Linearfaktor ohne Absolutglied {$a_0$} des Polynoms im Nenner, Pol {$ s_{p1} = 0$}. 
\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$G_2(s) =\frac{Y(s)}{U(s)} = \frac{b_{m}s^{m} + \ldots  + b_2s^2 + b_{1}s + b_{0}}{a_n s^{n} + \ldots + a_2s^2 +a_{1}s} := k \cdot \frac{(s - s_{n1})(s - s_{n2}) \dotsm (s - s_{nm})}{s(s - s_{p2}) \dotsm (s - s_{pn})} $}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}

\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Fehlt das Absolutglied a\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0} im Nennerpolynom (a\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0} = 0), kann die Variable s aus dem Nennerpolynom ausgeklammert werden. Dieses Gesamtverhalten des Systems wird als \symbol{34}{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries globales integrierendes Systemverhalten}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\symbol{34} bezeichnet. Fehlt das Absolutglied b\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0} im Zählerpolynom (b\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0} = 0), kann die Variable s aus dem Zählerpolynom ausgeklammert werden. Dieses Gesamtverhalten des Systems wird als \symbol{34}{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries globales differenzierendes Systemverhalten}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\symbol{34} bezeichnet. 
\end{myquote}



\begin{myitemize}
\item{}  {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Beispiel einer Übertragungsfunktion in der Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung mit einem konjugiert komplexen Pol im Nennerpolynom:}
\end{myitemize}
\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}

\begin{myquote}
\item{}  Bei dynamischen Systemen 2. Ordnung (z.B. Feder-{}Masse-{}Dämpfungssystem) oder bei Systemen 1. Ordnung, die eine positive Rückführung enthalten (Regelkreise), kann ein Energieaustausch  stattfinden. Solche Systeme mit konjugiert komplexen Lösungen der Pole und Nullstellenkönnen können in einem Gesamtsystem enthalten sein und treten immer paarweise -{} meist im Nenner der Übertragungsfunktion -{} mit einem identischen Realteil {$ \delta $} auf.
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} {$ s_{n1} = - \delta + j \omega $} {$ \ $} und {$ \ $} {$ s_{n2} = -\delta - j \omega  \, $}, oder zusammengefasst
\item{} {$ s_{n1;2} = -\delta  \pm j \omega $} 
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Die Polynome mit konjugiert komplexen Nullstellen werden zur einfacheren Berechenbarkeit zu quadratischen Termen zusammengefasst, in denen nur reelle Koeffizienten auftreten. Deshalb lässt sich ein Elementarsystem 2. Ordnung mit konjugiert komplexen Polen und Nullstellen nicht in 2 Linearfaktoren 1. Ordnung mit nur reellen Koeffizienten zerlegen.
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}G_3(s) =\frac{Y(s)}{U(s)} = \frac{b_{m}s^{m} + \ldots  + b_2s^2 + b_{1}s + b_{0}}{a_n s^{n} + \ldots + a_2s^2 +a_{1}s + a_{0}} := k \cdot \frac{(s - s_{n1})(s - s_{n2}) \dotsm (s - s_{nm})}{[s - (\delta +j \omega)] \cdot [s - (\delta -j \omega)] \dotsm (s - s_{pn})} \end{equation*}
\end{myquote}

\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} Wird der Klammerausdruck mit den komplexen Größen im Nenner aufgelöst, entsteht:
\item{} {$ G(s) = [s - (\delta +j \omega)] \cdot [s - (\delta -j \omega)] = s^2 - 2 \cdot \delta \cdot s + \delta^2 + \omega^2 \ :=s^2 - p \cdot s + q \ \bigg| \qquad p =  2 \cdot \delta $} und {$ q =  \delta^2 + \omega^2$}
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} 
\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$G_3(s) =\frac{Y(s)}{U(s)} = \frac{b_{m}s^{m} + \ldots  + b_2s^2 + b_{1}s + b_{0}}{a_n s^{n} + \ldots + a_2s^2 +a_{1}s + a_{0}} :=  k \cdot \frac{(s - s_{n1})(s - s_{n2}) \dotsm (s - s_{nm})} {(s^2 - 2 \cdot \delta \cdot s + \delta^2 + \omega^2) \dotsm (s - s_{pn})} :=  k \cdot \frac{(s - s_{n1})(s - s_{n2}) \dotsm (s - s_{nm})} {(s^2 - p \cdot s + q) \dotsm (s - s_{pn})}$}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}

\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Sind in der Polynomdarstellung alle Ableitungen und zugehörige Koeffizienten lückenlos mit positivem Vorzeichen vorhanden, stellt diese Übertragungsfunktion für die Exponenten n >{} m und einem Polynom mit konjugiert komplexen Polen ein {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries zeitverzögerndes asymptotisch stabiles, gedämpft schwingendes System}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} dar. 
\end{myquote}


\subsection{Zeitkonstantendarstellung}
\label{129}
Es existieren 2 faktorielle  Darstellungsformen, die Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung und die Zeitkonstanten-{}Darstellung. Die Zeitkonstanten-{}Darstellung hat einen höheren Anschauungswert und den Vorteil, dass bei Änderung der Zeitkonstante sich die Systemverstärkung nicht ändert. 

Die Zeitkonstanten-{}Darstellung errechnet sich direkt aus der Pol-{}Nullstellendarstellung, indem der Produktterm so umgeformt wird, dass beide Formen mathematisch identisch sind: {$s + a = a\cdot(\tfrac{1}{a}\cdot s + 1) = a\cdot(T\cdot s + 1)$} mit {$T = 1 / a$}. Der Produktterm s -{} s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{n} wird so umgestellt, dass der Reziprokwert 1/s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{n} = T gebildet wird.

Der Produktterm in der Zeitkonstanten-{}Darstellung mit negativem Wert der Polstelle s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{P} (Term im Nenner asymptotisch stabiles System) lautet damit: 

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}\underbrace {(s - s_p)}_{Produktterm} \ :=\underbrace {(s+a)}_{Produktterm} = \ \underbrace { a \cdot (\frac 1 a \cdot s+1) }_{a \, = \, negativer \ Wert} \quad :=  \underbrace {K \cdot (T \cdot s + 1) }_{Zeitkonstantendarstellung} \end{equation*}
\end{myquote}


Bei der Zeitkonstantendarstellung des Linearfaktors werden die Terme positiv dargestellt. Dies setzt voraus, dass die Realanteile der zugehörigen Nullstellen und Pole negativ sind.  

Dabei bedeutet a eine Hilfsgröße für die negative Nullstelle (-{}s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{n}) oder Polstelle (-{}s\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{p}). 

Übertragungsfunktion in Zeitkonstanten-{}Darstellung mit dem Linearfaktor 1. Ordnung mit Absolutglied eines phasenminimalen Systems:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}G(s) = \frac{{ b_0 \cdot s_{n1} \cdot s_{n2} \dotsm s_{nm} \cdot( \frac 1{s_{n1}}\cdot s + 1)(\frac 1{s_{n2}}\cdot s + 1) \dotsm (\frac 1{s_{nm}}\cdot s + 1)}}{{a_0 \cdot s_{p1} \cdot s_{p2} \dotsm s_{pn} \cdot(\frac 1{s_{p1}}\cdot s + 1)(\frac 1{s_{p2}}\cdot s + 1) \dotsm (\frac 1{s_{pn}}\cdot s + 1)}} =  \end{equation*}
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
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\end{longtable}
 
\end{myquote}

\subsubsection{Vorteil der Zeitkonstanten-{}Darstellung}
\label{130}
\begin{myitemize}
\item{}  Das Zeitverhalten ist direkt ablesbar.
\item{}  Die statische Verstärkung ändert sich nicht, wenn eine Zeitkonstante geändert wird.
\end{myitemize}

\subsubsection{Zeitliches Verhalten in Abhängigkeit von der Pol-{}Nullstellen-{}Anzahl}
\label{131}

Je nach Anzahl der Pole {$n$} und Nullstellen {$m$} einer Übertragungsfunktion ergibt sich folgendes Systemverhalten für Linearfaktoren 1. Ordnung mit Absolutglied:

\begin{myitemize}
\item{}   {$m < n $}
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Bei dieser Übertragungsfunktion ist das Systemverhalten im Zeitbereich bei Polüberschuss definiert. Die Sprungantwort {$y(t)$} nähert sich asymptotisch dem Maximum.
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}  {$n = m$}
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Bei gleicher Anzahl von Polen und Nullstellen hängt das Systemverhalten von der Größe der Zeitkonstanten ab. Die Sprungantwort kann ein differenzierendes oder verzögerndes Verhalten zeigen.
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}  {$m > n$}
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Nullstellenüberschuss ist technisch nicht realisierbar.
\end{myquote}
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\label{132}
Erst durch die Kenntnis der Produktform mit Linearfaktoren ist eine Rücktransformation des Systemverhaltens in den Zeitbereich möglich.\myfootnote{Prof. Dr.-{}Ing. Oliver Nelles, Universität Siegen: Vorlesungsmanuskript \symbol{34}Mess-{} und Regelungstechnik I\symbol{34}, Kapitel 5: „Übertragungsfunktion“, 446 Seiten vom 8. Oktober 2009.}\myfootnote{Prof. Dr.-{}Ing. W. Schumacher, Technische Universität Braunschweig, Institut für Regelungstechnik, Vorlesungsmanuskript \symbol{34}Grundlagen der Regelungstechnik\symbol{34}, Kapitel: „4.3 ¨Ubertragungsfunktion und Differenzialgleichung“, 309 Seiten 24. Oktober 2008.}

In den Laplace-{}Transformationstabellen zur Berechnung des System-{}Zeitverhaltens werden für die Linearfaktoren in der Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung die Werte von Polen und Nullstellen meistens die Buchstaben {$a, b, c, \dotsc$} verwendet. In der Zeitkonstanten-{}Darstellung treten anstelle der Nullstellen und Pole deren Reziprokwerte als Zeitkonstanten. In beiden Darstellungsformen sind Faktoren zu berücksichtigen, die im s-{}Bereich und Zeitbereich identisch sind, d.{\mbox{$~$}}h. nicht transformiert werden.

Die Verstärkungsfaktoren der Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung {$k$} und der Zeitkonstanten-{}Darstellung {$K$} sind unterschiedlich.  Da sich die Verstärkungsfaktoren aus der Polynomdarstellung der Übertragungsfunktion errechnen, müssen im Falle der Rückrechnung der beiden Formen in die Polynom-{}Darstellung identische Polynome ergeben.

\begin{myitemize}
\item{}   Der Verstärkungsfaktor der Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung {$k = b_m / a_n$} errechnet sich aus den Koeffizienten der Polynom-{}Darstellung.  
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Wenn sich in der Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung ein Pol oder Nullstelle ändert, dann ändert sich auch die Verstärkung {$k$}.
\end{myquote}

\begin{myitemize}
\item{}   Der statische Verstärkungsfaktor {$K$} der Zeitkonstanten-{}Darstellung berechnet sich aus {$K = b_0 / a_0$} der Polynom-{}Darstellung oder mit den Polen und Nullstellen aus der Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung. Siehe Tabelle!
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Wenn sich in der Zeitkonstanten-{}Darstellung eine Zeitkonstante ändert, bleibt die statische Verstärkung {$K$} konstant. 
\end{myquote}


Maximal existieren drei unterschiedliche Linearfaktoren für phasenminimale Übertragungssysteme. Bei nichtphasenminimalen Systemen mit Absolutglied  (positive Pole und / oder Nullstellen) existieren 2 weitere Linearfaktoren, die sich an dem negativen Vorzeichen erkennen lassen. 
\subsubsection{Phasenminimumsysteme und Nichtphasenminimumsysteme}
\label{133}
Ein Phasenminimumsystem kann aus mehreren Teilsystemen bestehen und hat für einen gegebenen Amplitudengang eine minimale Phasenverschiebung. Bei Phasenminimumsystemen besteht zwischen Amplitudengang und Phasengang ein eindeutiger Zusammenhang. 
\begin{myitemize}
\item{}   Phasenminimumsysteme sind Systeme ohne Totzeit, deren rationale Übertragungsfunktionen G(s) keine Pole und keine Nullstellen in der rechten s-{}Halbebene haben.
\item{}   Nicht alle Phasenminimumsysteme sind stabil. Sie erfüllen alle den Begriff der \symbol{34}Internen Stabilität\symbol{34} aber nicht alle sind \symbol{34}Extern stabil\symbol{34}.  
\item{}   Nichtphasenminimale Systeme haben ein Minuszeichen in der Übertragungsfunktion.
\item{}   Nichtphasenminimumsysteme enthalten eine Totzeit oder Pole oder Nullstellen in der rechten s-{}Halbebene.
\item{}   Nichtphasenminimumsysteme mit Polen in der rechten s-{}Halbebene sind instabile Systeme. Dieses System reagiert auf ein Eingangssignal mit einem unbeschränkten Ausgangssignal. 
\item{}   Nichtphasenminimumsysteme mit Polen in der rechten s-{}Halbebene und Phasenminimumsysteme sind relativ leicht zu regeln. 
\item{}   Nichtphasenminimumsysteme mit Nullstellen in der rechten s-{}Halbebene (Allpass-{}Systeme) sind stabile Systeme aber sehr schwierig zu regeln.
\item{}   Nullstellen in Phasenminimumsystemen und Nichtphasenminimumsystemen haben Einfluss auf die Amplituden der Ausgangssignale. Pole bestimmen das Zeitverhalten.
\end{myitemize}




\begin{minipage}{0.50000\textwidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\textwidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/55.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{55}{Sprungantwort der Linearfaktoren im Nenner der Übertragungsfunktion.}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}
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\label{134}
Das Zeitverhalten der drei Formen der Linearfaktoren im Nenner der Übertragungsfunktion ist für gleiche Zahlenwerte der Zeitkonstanten im nebenstehenden Diagramm als Sprungantwort des normierten Eingangssignal {$U(s) = 1/s$}  dargestellt. Dem Linearfaktor {\large PT2\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{KK}}-{}Glied  mit den konjugiert-{}komplexen Polen (Schwingungsglied) wurde ein willkürlich bestimmter Wert der Dämpfung mit {$D = 0{,}25$} vorgegeben. Wenn die Dämpfung {$D \ge 1$} beträgt, ergeben sich zwei reelle Pole, und das Nenner-{}Polynom lässt sich in zwei PT1-{}Verzögerungsglieder aufspalten.  


\begin{minipage}{0.50000\textwidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\textwidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/56.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{56}{Rampenantwort der Linearfaktoren im Zähler der Übertragungsfunktion.}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}



Das Zeitverhalten der drei Formen der Linearfaktoren im Zähler der Übertragungsfunktion mit differenzierender Wirkung ist in dem nächsten Diagramm dargestellt. Differenzierende ideale Systeme ({$m > n =$} Nullstellen-{}Überschuss) kann man nicht als Sprungantwort darstellen, weil die Differentiation eines Sprunges zur Zeit {$t = 0_{(+)}$} stattfindet.

Die Einheits-{}Sprungantwort (für {$u(t) = 1$}) eines D-{}Gliedes ({$m > n$} oder {$m = n$}) verläuft nach der Einschwingzeit auf {$y(t) = 0$}. Die Einheits-{}Sprungantwort (für {$u(t) = 1$}) eines PD-{}Gliedes oder PD2-{}Gliedes ({$m > n$} oder {$m = n$}) verläuft nach der Einschwingzeit auf {$y(t) = 1$}.

Eine Anstiegsfunktion (Rampe) im {$s$}-{}Bereich: {$U(s) = K_I / s^2$} und im Zeitbereich: {$u(t) = K_I \cdot t$}  (gewählt: {$u(t) = 2 \cdot t$}) eignet sich zur Darstellung des Systemverhaltens (Rampenantwort) mit Nullstellen-{}Überschuss. 

Linearfaktoren mit PD-{}Verhalten verlaufen nach dem Einschwingen parallel zur Anstiegsfunktion mit steigendem Abstand der Ordnung wie dargestellt. {\large PD2\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{KK}}-{}Glieder mit konjugiert komplexen Nullstellen verlaufen nach dem Einschwingen parallel zur Rampe und nähern sich mit kleiner werdenden Dämpfung der Rampe an. Begründung: Mit kleiner werdender Dämpfung {$D \to 0$} nähert sich die Übertragungsfunktion {$G_\text{PD2}(s) = a \cdot s^2 + 1$} an. Der Term {$b \cdot s$} ist in dem Polynom bei {$D = 0$} verschwunden.

\subsection{Partialbruch-{}Darstellung zur Rücktransformation in den Zeitbereich}
\label{135}
Mit der Partialbruchzerlegung einer Übertragungsfunktion G(s) in der Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung wird die faktorisierte Darstellung in additive Teilbrüche überführt, die sich relativ einfach ohne Anwendung von Laplace-{}Transformationstabellen in den Zeitbereich {$f(t)$} übertragen lassen. 
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Eine Übertragungsfunktion G(s) als gebrochen-{}rationale Funktion lässt sich durch die Partialbruchzerlegung in einfache additive Funktionen zerlegen, die einer Parallelschaltung der Teilsysteme entsprechen:  

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}G(s) = G_1(s) + G_2(s) + G_3 (s) + \cdots + G_n(s)\end{equation*}
\end{myquote}


Die Überführung in den Zeitbereich auf einfache bekannte Grundfunktionen der inversen Laplace-{}Transformation erfolgt durch:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} \mathcal{L}^{-1} \{G(s)\} = \mathcal{L}^{-1} \{G_1(s)\} +\mathcal{L}^{-1} \{G_2(s)\} + \mathcal{L}^{-1} \{G_3(s)\} + \cdots  + \mathcal{L}^{-1} \{G_n(s)\} \end{equation*}
\end{myquote}


Dazu muss das Nennerpolynom N(s) einer Übertragungsfunktion G(s) in folgende Form faktorisiert werden. Die Pole der Übertragungsfunktion bestimmen die Partialbrüche: 
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}G(s) = \frac {Z(s)} {N(s)} = \frac {Z(s)} {{(s - s_{p1})(s - s_{p2}) \ldots (s - s_{pn})}} =\sum_{i=1} ^n \frac{A_i}{(s-s_{pi})}\end{equation*}
\end{myquote}


Ein Produktterm eines einfachen PT1-{}Verzögerungsgliedes des Nenners einer Übertragungsfunktion mit der Polstelle a kann unmittelbar in den Zeitbereich überführt werden: 
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}\frac 1 {s+a} \ \bullet -\circ \ e^{-at} \end{equation*}
\end{myquote}


Die Nenner der Partialbruchterme im s-{}Bereich bestimmen das Systemverhalten im Zeitbereich und können auf einfache Laplace-{}Korrespondenzen zurückgeführt werden. Dabei bedeutet a im s-{}Bereich einen reellen negativen Wert der Polstelle. Es ergeben sich additive Komponenten der Übertragungsfunktion, deren Signalanteile einer Parallelschaltung von Einzelsystemen entsprechen. Die inverse Transformation der additiven Komponenten f(s) in f(t) ist einfach und hat einen hohen Bekanntheitsgrad.
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Die Partialbruchzerlegung dient der einfachen Überführung eines Systemausgangssignals Y(s) in den Zeitbereich y(t) für ein gegebenes Eingangssignal U(s). Deshalb bezieht sich die Partialbruchzerlegung auf das Produkt G(s)*U(s).  

Bei der Partialbruchzerlegung sind 3 Fälle zu unterscheiden:\myfootnote{Lutz / Wendt: Taschenbuch der Regelungstechnik, Kapitel: Laplace-{}Transformation, Unterkapitel \symbol{34}Partialbruchzerlegung\symbol{34}.}
\begin{myitemize}
\item{}  Die Pole sind reell und verschieden
\item{}  Die Pole sind reell und gleich
\item{}  Die Pole sind konjugiert komplex
\end{myitemize}
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Das Systemausgangssignal y(t) ergibt sich durch die Suchfunktion der Laplace-{}Transformationstabellen Y(s) = G(s) * U(s). 

U(s) kann z.{\mbox{$~$}}B. ein Testsignal als Impulsfunktion, Sprungfunktion oder Anstiegsfunktion sein.  

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} y(t) = \mathcal{L}^{-1} \{G(s) \cdot U(s)\} =  \mathcal{L}^{-1} \{G_1(s) \cdot U(s)\} +\mathcal{L}^{-1} \{G_2(s)\cdot U(s)\} + \mathcal{L}^{-1} \{G_3(s)\cdot U(s)\} + \cdots  + \mathcal{L}^{-1} \{G_n(s)\cdot U(s)\} \end{equation*}
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}Y(s) = \frac {Z(s)} {{(s - s_{p1})(s - s_{p2}) \ldots (s - s_{pn})}} = \frac {A_1}{s-s_{p1}} +  \frac {A_2}{s-s_{p2}} + \ldots + \frac {A_n}{s-s_{pn}}\end{equation*}
\end{myquote}
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\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} A_i = \left. [G(s) \cdot (s - s_{pi})]  \right|_{s = s_{pi}} \,  \end{equation*}
\end{myquote}

{\bfseries
\begin{mydescription} Lösung im Zeitbereich
\end{mydescription}
}


\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}y(t) = A_1 \cdot e^{s_{p1} \cdot t} + A_2 \cdot e^{s_{p2} \cdot t} + \ldots + A_n \cdot e^{s_{pn} \cdot t}  \end{equation*}
\end{myquote}

{\bfseries
\begin{mydescription} Anwendungsbeispiel der Partialbruchzerlegung einer Übertragungsfunktion {\large G(s)} mit 2 PT1-{}Gliedern
\end{mydescription}
}

Beispiel: Übertragungsfunktion ohne differenzielle Anteile (Nullstellen).\myfootnote{Prof. Dr.-{}Ing. H. Peter Jörgel, TU  Wien: Vorlesungsmanuskript Mess-{} und Regelungstechnik VT, Kapitel: „Laplace-{}Transformation“, 164  Seiten, ausgestellt 2006.}

Das Eingangssignal U(s) = 1/s ist ein normierter Eingangssprung f(t) = 1:

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Fall: Die Pole sind reell und verschieden!\newline{}Das Produkt {\large U(s) * G(s)} wird mittels der Partialbruchzerlegung von der Reihendarstellung \newline{}der Einzelkomponenten in eine Paralleldarstellung zerlegt:\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} Y(s) =  \frac 6 {s \cdot (s + 2)\cdot (s + 4)} = \frac {A_1}{s} + \frac {A_2}{s+2} + \frac {A_3}{s+4}  \end{equation*}\end{myquote}Die Gleichung der Lösung der Residuen lautet:\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} A_i = \left. [G(s) \cdot (s - s_{pi})]  \right|_{s = s_{pi}} \,  \end{equation*}\end{myquote}\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} A_1 = \left. \frac {6}{(s+2) \cdot (s+4)} \right|_{s = 0}  = 0{,}75 \end{equation*}\end{myquote}\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} A_2 = \left. \frac {6}{(s) \cdot (s+4)} \right|_{s = -2}  = -1{,}5 \end{equation*}\end{myquote}\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} A_3 = \left. \frac {6}{(s) \cdot (s+2)} \right|_{s = -4}  = 0{,}75 \end{equation*}\end{myquote}Daraus folgt:\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} Y(s) =  \frac 6 {s \cdot (s + 2)\cdot (s + 4)} = \frac {0{,}75}{s} + \frac {-1{,}5}{s+2} + \frac {0{,}75}{s+4}  \end{equation*}\end{myquote}Damit erhält man durch die inverse Transformation einfacher Komponenten des s-{}Bereichs\newline{} die Gleichung der Ausgangsgröße y(t) für den Zeitbereich:\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} \underline{\underline{y(t) = 0{,}75 - 1{,}5 \cdot e^{-2 \cdot t} + 0{,}75 \cdot e^{-4 \cdot t} }}  \, \end{equation*}\end{myquote}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}
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\subsection{Frequenzgang und Übertragungsfunktion}
\label{136}{\bfseries
\begin{mydescription} Übertragungsfunktion
\end{mydescription}
}

Die Übertragungsfunktion G(s) ist eine abstrakte nicht messbare Form der Systembeschreibung zur mathematischen Behandlung linearer dynamischer Systeme. Sie bestimmt das Eingangs-{}Ausgangssignal-{}Verhalten eines Übertragungssystems für beliebige Eingangssignale im komplexen Frequenzbereich. Die Übertragungsfunktion G(s) mit dem Laplace-{}Operator {$ s = \delta  + j \omega $} kann in Realteil und Imaginärteil oder in Betrag und Phase zerlegt werden.

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}G(s) = \operatorname{Re}[G(s)] + j \cdot \operatorname{Im}[G(s)] = |G(s)|\cdot e^{j \cdot \varphi} \end{equation*}
\end{myquote}


Mit Ausnahme der Anfangsbedingungen enthält die Übertragungsfunktion alle Informationen über ein lineares dynamisches System.

Typische aperiodische Eingangssignale als Testsignale sind Sprungfunktion, Anstiegsfunktion und Impulsfunktion. Für diese aperiodischen Eingangssignale U(s) kann das Systemausgangssignal y(t) im Zeitbereich mit der Suchfunktion G(s) * U(s) über die Laplace-{}Transformationstabellen bestimmt werden. 
{\bfseries
\begin{mydescription} Frequenzgang \myfootnote{ Fachbuch: Lutz / Wendt: Taschenbuch der Regelungstechnik, 9. Auflage. Verlag Harri Deutsch, 2012, ISBN 978-{}3-{}8171-{}1895-{}3. Kapitel: \symbol{34}Frequenzgang von Übertragungselementen\symbol{34}.}
\end{mydescription}
}


Der Frequenzgang G(jω) ist eine frequenzabhängige komplexe Größe und beschreibt ein Übertragungssystem im eingeschwungenen Zustand. Er definiert das Verhältnis der Ausgangs-{} zur Eingangsamplitude und berücksichtigt den Phasenwinkel. Er ist ein Spezialfall der Übertragungsfunktion als messbare Beschreibungsform, die zur empirischen Systemidentifikation eines unbekannten linearen technischen Übertragungssystems genutzt werden kann. 

Der Frequenzgang kennzeichnet das Verhalten eines Systems mit erzwungener Dauerschwingung und der imaginären Frequenz {$ s = p = j \omega $} (p = Differentialoperator).  

Wird der Realteil des Laplace-{}Operators {$ \delta  $} der Übertragungsfunktion G(s) zu Null gesetzt, geht die komplexe Übertragungsfunktion G(s) in den komplexen Frequenzgang 

\begin{myquote}
\item{} {$ G(j \omega) = \operatorname{Re}(\omega) + j \cdot \operatorname{Im}(\omega) $} über. 
\end{myquote}


Beide mathematischen Begriffe der Übertragungsfunktion und des Frequenzgangs unterscheiden sich nur durch die Entstehungsweise. Sie können je nach Aufgabenstellung  als Übertragungsfunktion im s-{}Bereich {$ s = \delta  + j \omega $} oder als Frequenzgang mit {$ s = p = j \omega \, $} geschrieben werden.

Der Frequenzgang eines Übertragungssystems beschreibt das Signalverhalten des Systems für eine Erregung des Systemeingangs mit einer sinusförmigen Frequenz.
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\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}u(t) = \hat u \cdot \sin (\omega \cdot t)\end{equation*}
\end{myquote}
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Für ein Eingangssignal u(t) konstanter Amplitude und variabler Kreisfrequenz ω ist die Systemantwort eines zeitabhängigen linearen Systems in Abhängigkeit des Eingangssignals frequenzabhängig und phasenverschoben.   
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\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}y(t) = \hat y(\omega) \cdot \sin [\omega  \cdot t + \varphi(\omega) ]\end{equation*}
\end{myquote}
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Ist der Einschwingvorgang abgeklungen, ändert sich die Systemausgangsgröße mit der gleichen harmonischen Frequenz der Eingangsgröße aber mit einer anderen Amplitude und einer Phasenverschiebung. 

Das Verhältnis der Scheitelwerte der Amplituden {$ \frac {\hat y} {\hat u} $} und die Phasenverschiebung {$ \varphi $} hängen von der
Kreisfrequenz {$ \omega$} ab.
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Aus dem sinusförmigen Eingangssignal im Zeitbereich {$u(t) = \hat u \cdot sin (\omega \cdot t)$} wird die komplexe Funktion im Frequenzbereich:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}U(j \omega) = \hat U \cdot [\cos (\omega t) + j \cdot \sin (\omega t)]\end{equation*}
\end{myquote}


Nach der Eulerschen Formel (= Beziehung der trigonometrischen Funktionen mit den Exponentialfunktionen) wird das Eingangssignal:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}U(j\omega) = \hat U \cdot e^{\, j \cdot \omega \cdot t} \end{equation*}
\end{myquote}


Für das Ausgangssignal gilt in gleicher Weise:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}Y(j\omega) = \hat Y \cdot e^{\, j \cdot (\omega \cdot t + \varphi)} = \hat Y \cdot e^{\, j \cdot \omega \cdot t} \cdot e^{\, j \cdot \varphi } \end{equation*}
\end{myquote}


Der Frequenzgang G(jω) ergibt sich aus dem Quotient der beiden Gleichungen des Ausgangs-{} zum Eingangssignal:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}G(j \omega) = \frac{Y(j \omega)}{U(j \omega)} = \frac {\hat Y \cdot e^{\, j \omega t} \cdot e^{\,j \varphi }} {\hat U \cdot e^{\,j \omega t}} = \frac {\hat Y } {\hat U} \cdot e^{j \varphi} \end{equation*}
\end{myquote}


Der Frequenzgang G(jω) eines Übertragungssystems gibt das Verhältnis der sinusförmigen Ausgangsschwingung zur sinusförmigen Eingangsschwingung in der komplexen Form für alle Werte der Kreisfrequenzen ω an. Der Betrag |G(jω)| ist ein Maß für die Amplitudenänderung in Abhängigkeit von ω. 

Der Frequenzgang wird entweder in Real-{} und Imaginärteil: 
\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$G(j \omega) = \operatorname{Re}[G(j \omega)] + j \cdot \operatorname{Im}[G(j \omega)] $}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


oder in Betrag und Phase angegeben:    
\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$G(j\omega) = |G(j \omega)|\cdot e^{j \cdot \varphi} $}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}

{\bfseries
\begin{mydescription} Herleitung des Frequenzgangs aus der Übertragungsfunktion
\end{mydescription}
}


Der  Frequenzgang kann aus der systembeschreibenden Differenzialgleichung, aus der Übertragungsfunktion oder über empirische Messungen eines linearen Hardware-{}Systems mit sinusförmiger Erregung und der Systemantwort bestimmt werden.

Die Herleitung des Frequenzgangs {\large G(jω)} aus der Übertragungsfunktion G(s) ist besonders einfach. Der Frequenzgang geht durch den Grenzübergang mit {\large s → jω} aus der Übertragungsfunktion hervor. Es muss nur {$ j \omega $} gegen {$  \delta  + j \omega $} ausgetauscht werden.

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}\begin{aligned} G(j \omega) = \lim_{s \to j \omega} \end{aligned} \ G(s)\end{equation*}
\end{myquote}

{\bfseries
\begin{mydescription} Übertragungsfunktion G(s) eines linearen Übertragungssystems in der Zeitkonstantendarstellung
\end{mydescription}
}


\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}G(s) = \frac{Y(s)}{U(s)} = K \cdot \frac{{(T_{V1}\cdot s + 1)(T_{V2}\cdot s + 1) \dotsm (T_{Vm}\cdot s + 1)}}{{(T_1\cdot s + 1)(T_2\cdot s + 1) \dotsm (T_n \cdot s + 1)}}\end{equation*}
\end{myquote}

{\bfseries
\begin{mydescription} Frequenzgang G(jω) eines linearen Übertragungssystems in der Zeitkonstanten-{}Darstellung
\end{mydescription}
}


\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}G(j\omega) = \frac{Y(j\omega)}{U(j\omega)} = K \cdot \frac{{(T_{V1}\cdot (j\omega) + 1)(T_{V2}\cdot (j\omega) + 1) \ldots (T_{Vm}\cdot (j\omega) + 1)}}{{(T_1\cdot (j\omega) + 1)(T_2\cdot (j\omega) + 1) \ldots (T_n\cdot (j \omega) + 1)}} \end{equation*}
\end{myquote}


\subsubsection{Grafische Darstellung des Frequenzgangs (Kurzdarstellung)}
\label{137}


\begin{minipage}{0.75000\textwidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\textwidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/57.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{57}{Ortskurve des Frequenzgangs für 3 PT1-{}Verzögerungsglieder.}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}


{\bfseries
\begin{mydescription} Ortskurve
\end{mydescription}
}


Der Wert des Frequenzgangs  für (jω) ist eine komplexe Größe mit einem  Real-{} und Imaginärteil.

Für die Ermittlung der Ortskurve wird der Frequenzgang in Realteil und Imaginärteil zerlegt und für verschiedene Frequenzen in der Gaußschen Zahlenebene eingetragen.

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}G(j \omega) = \operatorname{Re}[G(j \omega)] + j \cdot \operatorname{Im}[G(j \omega)] \,\end{equation*}
\end{myquote}

{\bfseries
\begin{mydescription} Bodediagramm
\end{mydescription}
}


Eine häufige Anwendung ist die grafische Beurteilung des Frequenzgangs durch Zerlegung in Betrag und Phase. Dabei werden die Frequenzganggleichungen in Produktform mit „Kompensationsgliedern“ z.{\mbox{$~$}}B. mit dem konjugiert komplexen Wert eines Produktes im Zähler und Nenner so erweitert, dass der Realteil und Imaginärteil getrennt dargestellt werden können.

Es wird eine Wertetabelle aufgestellt, bei der für den Realteil und für den Imaginärteil  der Frequenzganggleichung G(jω) mehrere Werte als Funktion der Kreisfrequenz ω berechnet werden.

Der mit Amplitudengang bezeichnete Betrag G(jω) lautet:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}|G(j \omega)| = \sqrt {(\operatorname{Re}{[G(j \omega)])}^2 + {(\operatorname{Im}{[G(j \omega)}])}^2} \end{equation*}
\end{myquote}


Der Phasengang (jω) lautet:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} \varphi(j \omega) = \arctan \frac {\operatorname{Im} [G(j \omega)]} {\operatorname{Re} [G(j \omega)]}\end{equation*}
\end{myquote}




\begin{minipage}{0.75000\textwidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\textwidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/58.png}
\end{center}
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(K = 2, T = 1; Varianten: D = 0,2; D = 1; D = 5).}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}


{\bfseries
\begin{mydescription} Prinzipielle Anwendung des Frequenzgangs für den Reglerentwurf
\end{mydescription}
}

\begin{myitemize}
\item{}   Bodediagramm zur Stabilitätsbetrachtung
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Betrag  und Phasenwinkel des Frequenzgangs des offenen Kreises werden in 2 getrennten Diagrammen aufgetragen, als Amplitudengang und Phasengang. Ein geschlossener Regelkreis ist stabil, wenn die nacheilende Phasenverschiebung φ vom Ausgangs-{} zum Eingangssignal des offenen Kreises bei der Kreisverstärkung K = 1 und φ >{} −180° beträgt. 
\item{}  Die Ermittlung der Stabilität eines Übertragungssystems mit dem Bodediagramm dient dem mathematischen Systemverständnis, hat aber heutzutage keine Bedeutung mehr. Mit geeigneten Rechenprogrammen kann das Systemverhalten für ein Test-{}Eingangssignal direkt im Zeitbereich dargestellt werden. 
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}  Bodediagramm zur Systemanalyse
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Das Bodediagramm kann für die Systemanalyse eines linearen unbekannten dynamischen Systems benutzt werden, indem das unbekannte System mit einer elektrischen Spannung mit variabler sinusförmiger Frequenz konstanter Amplitude erregt und die Systemantwort gemessen wird. Mit Hilfe des Bodediagramms können die Eckfrequenzen und damit auch die Übertragungsfunktion G(s) und gegebenenfalls auch eine vorhandene Totzeit über den Phasengang festgestellt werden.      
\end{myquote}

\begin{myitemize}
\item{}   Ortskurve zur Stabilitätsbetrachtung
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Die Frequenzganggleichung des offenen Kreises wird nach Realteil und Imaginärteil aufgelöst und in ein Koordinatensystem eingetragen. In Richtung steigender Werte von ω darf der kritische Punkt (-{}1; j0) auf der linken (negativen) Seite der Achse der Realteile nicht umschlungen bzw. berührt werden, dann ist der geschlossene Regelkreis stabil.
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{}  Die Ermittlung der Stabilität eines Übertragungssystems mit der Ortskurve des Frequenzgangs dient dem mathematischen Systemverständnis, hat aber für die Stabilitätsbetrachtung keine Bedeutung mehr.
\end{myquote}


\subsection{Grundlagen Mehrgrößensysteme}
\label{138}
Industrielle Prozesse können unterschiedliche abgegrenzte dynamische Systeme enthalten, die untereinander vermascht sind und mehrere Ausgangssignale und Eingangssignale haben. Solche Systeme werden im Gegensatz zu Eingrößensystemen als Mehrgrößensysteme bezeichnet. Die zugehörigen  Übertragungsfunktionen stellen sich als Grafik symbolisch durch einen Block dar.  Die Pfeile an den Ein-{} und Ausgängen  eines Blockes zeigen die Richtung und die Verknüpfung des Signalflusses an. Das Gesamtsystem entspricht einem mathematischen Modell. 


\begin{minipage}{1.0\linewidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/59.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{59}{Blockdiagramm eines Mehrgrößensystems in Matrix / Vektor-{}Darstellung.}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}



Hat ein Gesamtsystem beispielsweise je 2 Ein-{} und Ausgänge, deren Teilsysteme miteinander additiv vermascht sind, so kann die Übertragungsfunktion als Übertragungsmatrix geschrieben werden. Es werden P-{}kanonische und V-{}kanonische Strukturen unterschieden. 

In Matrix-{}Vektor-{}Schreibweise ergibt sich folgende Darstellung als Übertragungsmatrix:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}\begin{bmatrix}      Y_{1}(s)\\      Y_{2}(s)\\        \end{bmatrix}        =     \begin{bmatrix}       G_{11}(s)&   G_{12}(s) \\       G_{21}(s)&   G_{22}(s) \\     \end{bmatrix}       \cdot     \begin{bmatrix}       U_{1}(s) \\       U_{2}(s) \\  \end{bmatrix} \end{equation*}
\end{myquote}


Allgemein lässt sich ein Mehrgrößensystem z. B. eine Regelstrecke mit beliebiger Anzahl von  Eingängen (Stellgrößen) und Ausgängen (Regelgrößen) durch folgende Matrixgleichung beschreiben:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} \underline {Y}(s) = \underline {G}(s) \cdot \underline {U}(s) \, \end{equation*}
\end{myquote}


Die genannten Größen haben folgende Bedeutung:
\begin{myitemize}
\item{}  {$ \underline {Y}(s) \, $} = Ausgangsgrößenvektor,
\item{}  {$ \underline {G}(s) \, $} = Strecken-{}Übertragungsmatrix,
\item{}  {$ \underline {U}(s) \, $} = Eingangsgrößenvektor.
\end{myitemize}


\section{Anwendung der Korrespondenztabelle {$ F(s) \bullet -\circ f(t)$} der Laplace-{}Transformation}
\label{139}
Einschwingvorgänge dynamischer Systeme, die sich im Ruhezustand befinden und in einen bewegten Zustand überführt werden, können durch Differenzialgleichungen beschrieben werden. Ein wirksames Mittel, diese Differenzialgleichungen zu lösen, ist die Laplace-{}Transformation für den Fall leerer Energiespeicher (Anfangswerte = 0). Mit der Durchführung der Laplace-{}Transformation entsteht die Übertragungsfunktion mit G(s) = Y(s) / U(s) als das Verhältnis der Ausgangsgröße zur Eingangsgröße im sogenannte Bildbereich (s-{}Bereich). G(s) ist eine algebraische Gleichung in Form einer gebrochen-{}rationalen Funktion. Die Rücktransformation vom Bildbereich F(s) in den Zeitbereich f(t) wird als inverse Laplace-{}Transformation bezeichnet.

Die Korrespondenztabellen der Laplace-{}Transformation geben je nach Ausführlichkeit die Lösung der inversen Transformation vom Bildbereich in den Zeitbereich für zahlreiche Formen der Übertragungsfunktionen wieder. Das Zeitverhalten für die Systemausgangsgröße y(t) eines dynamischen linearen Übertragungssystems kann für ein gegebenes Eingangssignal u(t) aus den Laplace-{}Korrespondenztabellen für die entsprechende Funktion im Bldbereich F(s) (Produkt {$ G(s) \cdot U(s)$}) für den Zeitbereich f(t) bestimmt und berechnet werden.

Diese Korrespondenztabellen können im Fachbuchhandel erworben werden, stehen aber im eingeschränkten Umfang in fast jedem Fachbuch der Mathematik oder der Regelungstechnik zur Verfügung. Die korrespondierenden Gleichungen f(t) höherer Ordnung mit konjugiert komplexen Polen und Nullstellen sind zur leichteren Berechenbarkeit in mehrere Gleichungen aufgeteilt, weshalb in der Fachliteratur leider häufig unterschiedliche Formen und Gleichungssymbole verwendet werden.

Die Funktionen im Bildbereich F(s) der Transformationstafeln sind im Nenner und Zähler der Übertragungsfunktion G(s) als Linearfaktoren in Produktform dargestellt. 

\begin{myitemize}
\item{}  Bei der Produktform der Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung werden der Einfachheit halber anstelle der Bezeichnungen für Pole und Nullstellen die Anfangsbuchstaben des Alphabetes benutzt und negative Werte als stabile Systeme vorausgesetzt. Diese Buchstaben entsprechen Pole und Nullstellen gleichermaßen und unterscheiden sich als Pole oder Nullstellen dadurch, ob sie im Nenner oder Zähler der Übertragungsfunktion stehen.
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\item{}  Die Linearfaktoren mit konjugiert komplexen Nullstellen werden zu einem Polynom so umgerechnet, das keine imaginären Größen entstehen.
\end{myitemize}

\subsection{Linearfaktoren der Laplace-{}Transformationstabellen}
\label{140} 
Die Darstellung der Linearfaktoren ist in den Laplace-{}Korrespondenztabellen ist nicht einheitlich. Sie unterscheiden sich in der Pol-{} Nullstellendarstellung und insbesondere bei der Produktform mit konjugiert-{}komplexen Nullstellen. Es existieren in den Laplace-{}Transformationstabellen zwei verschiedene Schreibweisen in der Zeitkonstanten-{}Darstellung mit {$T=1 / \omega_0$}  und der Frequenzdarstellung mit {$ \omega_0 = 1 / T$}. Häufig werden für den Dämpfungsgrad D und im Zeitbereich zur Reduzierung der großen Gleichungen verschiedene griechische Buchstaben für Teillösungen verwendet.

Die korrespondierenden Gleichungen im Zeitbereich mit reellen Polen und Nullstellen sind sehr einfach zu berechnen. Dagegen führt das Produkt der Linearfaktoren mit konjugiert komplexen Nullstellen und Polen zu umfangreichen Gleichungen des Zeitbereichs.  

Das Produkt der Linearfaktoren mit konjugiert komplexen Nullstellen oder Polen ist ein Polynom 2. Ordnung, das keine imaginären Anteile enthält und auch nicht in Linearfaktoren ohne imaginäre Größen zerlegbar ist.   

Im Zähler und Nenner einer Übertragungsfunktion existieren folgende drei Formen von Linearfaktoren:

\begin{myitemize}
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\end{myitemize}


Negative Realteile der Pole bedeuten asymptotische Stabilität des Teilsystems. 
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In den Transformationstabellen sind keine negativen Zeichen in den Produktformen der Übertragungsfunktionen enthalten. Die reellen Pole und Nullstellen in den Linearfaktoren werden mit den Anfangsbuchstaben des Alphabetes bezeichnet und entsprechen negativen Realteilen. Negative Zahlenwerte für die Zeichen (a, b, c, ...) würden positive Pole und Nullstellen bedeuten und damit Systeminstabilität. 

Die Linearfaktoren in der Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung der Transformationstabellen für reelle Pole und Nullstellen lauten: s + a.

Die Linearfaktoren in der Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung der Transformationstabellen für konjugiert komplexe Pole und Nullstellen lauten wie folgt: 
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\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} \text {Realteil} \ -\delta := \alpha; \qquad \text{Imaginärteil} :=j \omega\end{equation*}
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}[s - (- \delta+j \omega)] \cdot [s -(-\delta-j\omega)] \ :=[s-(\alpha+j \omega)] \cdot [s-(\alpha-j \omega)] \ = s^2 + 2 \cdot \alpha \cdot s + \alpha^2 + \beta^2 \ := s^2 + p\cdot s + q \ \bigg| \qquad mit \ p = 2 \cdot \alpha; \ q = \alpha^2 + \omega^2 \end{equation*}
\end{myquote}


Damit entstehen keine negative Zeichen in der Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung des Polynoms.  
\subsubsection{Tabelle der drei Formen der Linearfaktoren in den Transformationstabellen}
\label{141}

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.29315\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.29315\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.29315\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Linearfaktoren\newline{}Ordnung des Polynoms  }&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Zeitkonstanten-{}Darstellung\endhead  \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Linearfaktor \newline{}ohne Absolutglied {$a_0$}\newline{} oder {$b_0$} der DGL &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ s + 0 = s \,$}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ s $}  \\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Linearfaktor \newline{}(Reeller Pol\newline{} oder Nullstelle) &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ s + a \,$} \newline{} (a; b; c...) entsprechen negativen\newline{} Werten der Pole oder Nullstellen &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ T \cdot s + 1 \ \bigg | \qquad \ mit \ T = 1/a$}. \newline{} Verstärkungsfaktoren K unterliegen nicht der Transformation.\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Polynom 2. Ordnung \newline{}\newline{} Produkt zweier Linearfaktoren\newline{}  mit konjugiert komplexen\newline{} Polen oder Nullstellen &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ [s-(\alpha +j \omega)] \cdot [s-(\alpha -j\omega)] = $} \newline{} {$ = s^2 + 2 \cdot \alpha \cdot s + \alpha^2 + \omega^2 $} \newline{} \newline{}{$ := s^2 + p\cdot s + q  $}\newline{} {$ mit \ p = 2 \cdot \alpha, \ q = \alpha^2  + \omega^2 $}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Normalform im Nenner oder Zähler:\newline{} {$ T^2 \cdot s^2 + 2 \cdot D \cdot T \cdot s + 1 \ \bigg| \qquad \text {mit} \ -1<D<1 $} \newline{} Schreibweise mit {$\omega_0:$} \newline{}{$ \frac 1 {\omega_0^2} \cdot s^2 + 2 \cdot D \cdot \frac 1 {\omega_0} \cdot s + 1 \ \bigg | \qquad \text {mit} \ T = 1 / \omega_0 $} \newline{} \newline{}Beispiel Verzögerungsglied PT2\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{KK}: \newline{} {$\frac {\omega_0^2} {s^2 + 2 \cdot D \cdot \omega_0 \cdot s +\omega_0^2} =  \frac 1 {\frac 1 {\omega_0^2} \cdot s^2 + 2 \cdot D \cdot \frac 1 {\omega_0} \cdot s + 1}$}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


\subsection{Suchbegriff der Laplace-{}Korrespondenztabelle}
\label{142}
Für die Ermittlung des Zeitverhaltens eines dynamischen Systems wird die Übertragungsfunktion G(s) mit dem transformierten Eingangssignal U(s) multipliziert. 

Die direkte Überführung einer Übertragungsfunktion F(s) über die Laplace-{}Korrespondenztabelle -{} ohne Multiplikation mit einem transformierten Testsignal -{} in den Zeitbereich f(t) ist immer die Impulsantwort (Gewichtsfunktion) y(t), weil 1 das transformierte Signal der Impulsfunktion {$u_{\delta}(t) \ \circ -\bullet \ U_{\delta}(s) = 1 $} ist.  

Allgemein gilt für die inverse Transformation vom s-{}Bereich in den Zeitbereich der Suchbegriff: 
\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ y(t) = \mathcal{L}^{-1} \underbrace { \left\{G(s) \cdot U(s)  \right\}}_\text{Suchbegriff} $}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}

{\bfseries
\begin{mydescription} Transformierte Eingangssignale 
\end{mydescription}
}


Die üblichen Eingangssignale U(s) als Testsignale sind:
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\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}u_{\delta}(t) \ \circ -\bullet \ U_{\delta}(s) = \mathcal{L}^{-1} \, \{u_{\delta}(t) \} = 1 \end{equation*}
\end{myquote}
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\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}u_{\sigma}(t) \ \circ -\bullet \ U_{\sigma}(s) = \mathcal{L}^{-1} \, \{u_{\sigma}(t) \} = 1 / s\end{equation*}
\end{myquote}
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\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}u_{\alpha}(t) \ \circ -\bullet \ U_{\alpha}(s) = \mathcal{L}^{-1} \, \{u_{\alpha}(t) \} = 1 / s^2 \end{equation*}
\end{myquote}


\subsection{Korrespondenzen zur Laplace-{}Transformation (Auszüge)}
\label{143}
Laplace-{}Transformation-{}Korrespondenztabelle \myfootnote{ Siehe Fachbuch: Lutz / Wendt: Taschenbuch der Regelungstechnik, Kapitel: \symbol{34}Mathematische Methoden zur Berechnung von Regelkreisen\symbol{34}, Unterkapitel: \symbol{34}Tabellen für die Laplace-{}Transformation\symbol{34}, Auszüge.}

\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.16806\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.26502\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.02708\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.16947\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.16947\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} s-{}Bereich F(s)\newline{} }&{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Zeitbereich {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries y(t)}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}; t >{} 0 }&{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} }&{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} s-{}Bereich F(s)\newline{} }&{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Zeitbereich {\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries y(t)}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}; t >{} 0}\endhead  \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} 1 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Dirac-{}Impuls &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ \frac 1 {s \cdot (1 + T \cdot s)} $} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ 1 - e^{- \frac t T} $}\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} 1 / s  &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Sprung σ(t) = 1 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ \frac 1 {s \cdot (1 + T \cdot s)^2} $} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ 1 - (1+ \frac t {T}) \cdot e^{- \frac t T} $}\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} 1 / s² &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Rampe t&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ \frac 1 {(1 + T_1 \cdot s)\cdot (1+T_2 \cdot s)}  \quad  T_1 \ne T_2$} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ \frac 1  {T_1 - T_2} \cdot (e^{- \frac t {T_1}} - e^{- \frac t {T_2}}) $}\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$\frac 1 {s+a} $} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$\ e^{-a \cdot t} $}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ \frac 1 {s \cdot (1 + T_1 \cdot s)\cdot (1+T_2 \cdot s)}  \quad  T_1 \ne T_2$} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ 1- \frac 1  {T_1 - T_2} \cdot (T_1 \cdot e^{- \frac t {T_1}} - T_2 \cdot  e^{- \frac t {T_2}}) $}\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$\frac {1} {s+a^2} $} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$\ t \cdot e^{-a \cdot t} $}  &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ \frac {1+T_V \cdot s} {(1 + T_1 \cdot s)\cdot (1+T_2 \cdot s)}  \quad  T_1 \ne T_2$} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ \frac 1  {T_1 - T_2} \cdot (\frac {T_1-T_V} {T_1} \cdot e^{- \frac {t} {T_1}} - \frac {T_2-T_V}{T_2} \cdot e^{- \frac t {T_2}}) $}\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ \frac {\omega} {s^2 + \omega^2} $} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ \sin \,(\omega \cdot t) $}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ \frac {1+T_V \cdot s} {s \cdot (1 + T_1 \cdot s)\cdot (1+T_2 \cdot s)}  \quad  T_1 \ne T_2$} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ 1- \frac {T_1-T_V}  {T_1 - T_2} \cdot  e^{- \frac {t} {T_1}} + \frac {T_2-T_V}{T_1-T_2} \cdot e^{- \frac {t} {T_2}} $}\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ \frac {1} {s \cdot (s^2 + \omega^2)} $} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ \frac 1 {\omega^2} \cdot ( 1- \cos \,(\omega \cdot t) $} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} -{} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} -{}\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ \frac 1 {1 + T \cdot s} $} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ \frac 1 {T} \cdot e^{- \frac t T} $} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}  &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ \frac {\omega_0^2} {s^2 + 2\cdot D \cdot \omega_0 \cdot s + \omega_0^2} $} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$\frac {\omega_0^2} {\omega_e}  \cdot e^{-D \cdot \omega_0 \cdot t} \cdot \sin \,(\omega_e \cdot t) ; $}  \newline{} \newline{} {$  \omega_e = \omega_0 \cdot \sqrt{1-D^2}; \quad  -1 <D <1 $} \\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ \frac 1 {(1 + T \cdot s)^2} $} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ \frac 1 {T^2} \cdot e^{- \frac t T} $} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ \frac {\omega_0^2} {s \cdot (s^2 + 2\cdot D \cdot \omega_0 \cdot s + \omega_0^2)} $} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ 1- \frac 1 {\sqrt{1-D^2}} \cdot e^{-D \cdot \omega_0 \cdot t} \cdot \sin \,(\omega_e \cdot t + \phi) ; $} \newline{} \newline{} {$  \omega_e = \omega_0 \cdot \sqrt{1-D^2}; \quad \phi = \arccos \,(D); \quad -1 < D < 1$} \\ \hline 
\end{longtable}


{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Anmerkung:}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} Die Systemantwort von Übertragungssystemen höherer Ordnung Ordnung mit konjugiert komplexen Polen und Nullstellen sind durch die analytischen Gleichungen f(t) der Laplace-{}Korrespondenztabellen wegen der zahlreichen trigonometrischen und exponentiellen Funktionen nur sehr zeitaufwendig zu berechnen. Die Anwendung der numerischen Berechnung mit Differenzengleichungen der Teilsysteme mittels eines Computers ist erheblich einfacher.
\subsection{Berechnungsbeispiele mit den Laplace-{}Transformationstabellen}
\label{144}
Während das Zeitverhalten von dynamischen Systemen mit einfachen Polstellen sich leicht berechnen lässt, sind Übertragungssysteme mit Schwingungsanteilen wie beim PT2\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{KK}-{}Glied in der Korrespondenztabelle für f(t) manchmal schwierig zu lesen. Manche Korrespondenztabellen für F(s) beziehen sich auf die Pol-{}Nullstellen-{}Darstellungen, andere auf die Zeitkonstanten-{}Darstellungen. Instabile Übertragungsglieder 2. Ordnung mit positiven Nullstellen (d.{\mbox{$~$}}h. Minuszeichen in der Übertragungsfunktion in Zeitkonstanten-{}Darstellung) sind in den Korrespondenztabellen der Fachliteratur selten -{} praktisch nie -{} angegeben. 

Die grafische Darstellung der Sprungantwort (Übergangsfunktion) eines dynamischen Systems ist die häufigste bekannte Darstellung des System-{}Zeitverhaltens. Wird die korrespondierende Zeitfunktion in den Laplace-{}Korrespondenztabellen gefunden, kann durch Einsetzen verschiedener Werte für t das Systemverhalten für ein gegebenes Eingangssignal grafisch dargestellt werden. 

Die Anwendung der Impulsantwort (Gewichtsfunktion) hat insbesondere Vorteile bei der Systemanalyse einer empirisch aufgenommenen Impulsantwort einer Regelstrecke durch Modellvergleiche. 


{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries  Beispiel der Anwendung der Laplace-{}Korrespondenztabelle für ein dynamisches System mit reellen Polen}\myfootnote{\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}Lutz / Wendt: Taschenbuch der Regelungstechnik, Kapitel: {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape Laplace-{}Transformation}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}.}

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Es ist darauf zu achten, dass manche Korrespondenztabellen im s-{}Bereich in der Pol-{}Nullstellen-{}\newline{}Darstellung oder Zeitkonstanten-{}Darstellung definiert sind. Verstärkungsfaktoren werden nicht \newline{}transformiert und sind im s-{}Bereich und Zeitbereich identisch.{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Gegeben:}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} Übertragungsfunktion für zwei PT1-{}Glieder in Reihenschaltung:\begin{myquote}\item{} \begin{equation*}G(s) = \frac 1 {(s + a)\cdot (s + b)} \quad   a \not= b \end{equation*}\end{myquote}{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Eingangssignal:}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} Sprungfunktion U(s) = 1/s{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Gesucht:}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} Zeitverhalten der Systemausgangsgröße y(t) :\begin{myquote}\item{} \begin{equation*}y(t)= \mathcal{L}^{-1} \underbrace { \left\{G(s) \cdot U(s)  \right\}}_\text{Suchbegriff}  = \mathcal{L}^{-1} \underbrace { \left\{  \frac 1 {s \cdot (s + a)\cdot (s + b)} \right\}}_\text{Suchbegriff} \qquad \text{für} \quad a \not= b\end{equation*}\end{myquote}{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Lösung:}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} Übergangsfunktion (Sprungantwort)Die nachfolgende Gleichung für y(t) ergibt sich aus der Korrespondenztabelle:\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} y(t) = \frac 1 {a \cdot b}\cdot [1 - \frac b {b-a}\cdot e^{-a \cdot t} + \frac a {b-a}\cdot e^{-b \cdot t}] \end{equation*}\end{myquote}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} Anmerkung: Für {\large a \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/freefont/,UprightFont=FreeSerif.ttf,BoldFont=FreeSerifBold.ttf,ItalicFont=FreeSerifItalic.ttf,BoldItalicFont=FreeSerifBoldItalic.ttf]{FreeSerif.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/freefont/,UprightFont=FreeMono.ttf,BoldFont=FreeMonoBold.ttf,ItalicFont=FreeMonoOblique.ttf,BoldItalicFont=FreeMonoBoldOblique.ttf]{FreeSerif.ttf}≠\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} b} gelten auch für Zahlenwerte der Pole und Nullstellen, die  sich z.{\mbox{$~$}}B. nur in der 10. Dezimalstelle nach dem Komma unterscheiden, vorausgesetzt es wird genau gerechnet! Diese Anwendung der Korrespondenztabelle ist erheblich einfacher, als die Ermittlung der Residuen (lat.: „das Zurückgebliebene“) über die Partialbruchzerlegung!
\end{myquote}


{\bfseries
\begin{mydescription} Beispiel der Umrechnung des Zeitverhaltens der Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung zur Zeitkonstanten-{}Darstellung eines PT1-{}Gliedes
\end{mydescription}
}


\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
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\end{longtable}

\end{myquote}
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\item{} 
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\end{longtable}

\end{myquote}
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\section{Bedeutung der Pole und Nullstellen der Übertragungsfunktion für das Zeitverhalten}
\label{145}\subsection{Bedeutung der Lage der Pole und Polpaare bei Verzögerungs-{}Systemen 1. und 2. Ordnung}
\label{146}
Die Nullstellen eines Nennerpolynoms bezeichnet man als Pole. Die Zeitkonstanten-{}Darstellung einer Übertragungsfunktion errechnet sich aus den Polen und Nullstellen der faktoriellen Darstellung der verschiedenen Linearfaktoren.

Die Pol-{}Nullstellen-{}Darstellung und die Zeitkonstanten-{}Darstellung zeigen einen wesentlichen Unterschied in der Anwendung: 
\begin{myitemize}
\item{}   Die Pole-{} Nullstellen-{}Darstellung der Übertragungsfunktion bedeutet für die Änderung von Zahlenwerten der Pole und Nullstellen, dass sich die Verstärkungsfaktoren gleichzeitig ändern. 
\item{}   Die Zeitkonstanten-{}Darstellung der Übertragungsfunktion bezieht sich nur auf die Größe der Zeitkonstanten, die Verstärkung K der Übertragungsfunktion ändert sich nicht.  
\end{myitemize}


Die Übertragungsfunktion G(s) ist eine Funktion, welche die komplexe Variable {$ s = \delta + j\omega \, $} auf einen komplexen Wert abbildet. G(s) kann in einen Realteil und einen Imaginärteil zerlegt werden.  

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} G(s) = \operatorname{Re}[G(s)] \ + \ j \cdot \operatorname{Im}[G(s)]  \quad \Vert \qquad  \text{mit} \quad \operatorname{Re}(s) = \delta; \quad \text{und} \quad \operatorname{Im}(s) = j \cdot \omega.  \end{equation*}
\end{myquote}


Die Lage der reellen und komplexen Pole und Nullstellen lässt sich im s-{}Diagramm darstellen.

Die Pole eines Nennerpolynoms einer Übertragungsfunktion sind gleichzeitig die Lösung des Systems. Die Pole bzw. die Lage der Pole im s-{}Diagramm bestimmen unter anderem das Zeitverhalten und die Stabilität des Systems, die Nullstellen im Zähler der Übertragungsfunktion bestimmen die Größe der Amplituden. 
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Ein Verzögerungsglied 2. Ordnung hat die Übertragungsfunktion:

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ G(s) = \frac 1 {T^2 \cdot s^2 + 2 \cdot D \cdot T \cdot s + 1} $}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}
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\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ G(s) = \frac 1 {\frac 1 {\omega_0^2} \cdot s^2 + \frac {2 \cdot D} {\omega_0} \cdot s + 1} $}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}
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Die Pole bzw. Polpaare des PT2-{}Gliedes lassen sich durch die nachfolgende Gleichung in Realteile und Imaginärteile zerlegen:

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ s_{1;2} = - \omega_0 \cdot D \pm j \cdot \omega_0 \cdot \sqrt{1-D^2} $}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


Wie aus der Gleichung sichtbar, sind Realteil und Imaginärteil von ω\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0} und D abhängig und können nicht beliebig unabhängig voneinander für eine Übertragungsfunktion gewählt werden. Das Systemverhalten mit Schwingungsanteilen ist durch die Lage der Polpaare im s-{}Diagramm auf der Re(s)-{}Achse und Im(s)-{}Achse bestimmt. 
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Folgende Dämpfungswerte bestimmen das Zeitverhalten und die Normalform der Gleichung der Übertragungsfunktion:

\begin{myitemize}
\item{}  Dämpfung D >{} 1: {$ \quad $} {$ G(s) = \frac 1 {(T_1 \cdot s +1) \cdot (T_2 \cdot s + 1) } $}
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Die Übertragungsfunktion lässt sich in zwei PT1-{}Glieder mit zwei unterschiedlichen Zeitkonstanten aufspalten. Sie enthält zwei negative reelle Pole.
\end{myquote}

\begin{myitemize}
\item{}  Dämpfung D = 1: {$ \quad $} {$ G(s) = \frac 1 {(T \cdot s + 1)^2} $}
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Grenzwert für einen Doppelpol. Die Übertragungsfunktion lässt sich in zwei PT1-{}Glieder mit zwei gleichen Zeitkonstanten aufspalten. Sie enthält einen negativen Doppelpol.
\end{myquote}

\begin{myitemize}
\item{}  Dämpfung 0 <{} D <{} 1: {$ \quad $} {$ G(s) = \frac 1 {T^2 \cdot s^2 + 2 \cdot D \cdot T \cdot s + 1} $}
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Die Übertragungsfunktion enthält ein konjugiert komplexes Polpaar mit negativem Realteil. Das System schwingt gedämpft.  
\end{myquote}

\begin{myitemize}
\item{}  Dämpfung D = 0: {$ \quad $} {$ G(s) = \frac 1 {T^2 \cdot s^2 +1} $}
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Die Übertragungsfunktion hat nur ein Polpaar ohne Realteil. Das System schwingt ungedämpft mit konstanter Amplitude. 
\end{myquote}

\begin{myitemize}
\item{}  Dämpfung -{}1 <{} D <{} 0: {$ \quad $} {$ G(s) = \frac 1 {T^2 \cdot s^2 - 2 \cdot D \cdot T \cdot s + 1} $}
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Das System ist instabil mit positivem konjugiert komplexem Polpaar. Das System schwingt mit zunehmender Amplitude. 
\end{myquote}

\begin{myitemize}
\item{}  Dämpfung D = -{} 1: {$ \quad $} {$ G(s) = \frac 1 {(T \cdot s - 1)^2} $}
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Das System enthält einen instabilen positiven reellen Doppelpol. Die Systemantwort steigt progressiv bis zu einer endlichen Begrenzung.     
\end{myquote}

\begin{myitemize}
\item{}  Dämpfung D = <{} -{}1: {$ \quad $} {$ G(s) = \frac 1 {(T_1 \cdot s -1) \cdot (T_2 \cdot s - 1) } $}
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}  Das System enthält zwei instabile positive reelle Pole. Die Systemantwort steigt progressiv bis zu einer endlichen Begrenzung.
\end{myquote}
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Nachfolgend wird das System-{}Zeitverhalten von Systemen des PT1-{} und des PT2\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{kk}-{}Gliedern als Funktion der Polstellen-{}Lage und der Polpaar-{}Lage von Zahlenwerten im s-{}Diagramm für Re(s) <{} 0, Re(s) = 0 und Re(s) >{} 0 dargestellt.

Zunehmende Zahlenwerte der Lage der Realteile der Polpaare bei konstanten Imaginärteilen in der negativen s-{}Halbebene:
\begin{myitemize}
\item{}   Der Dämpfungswert wird größer und damit die Überschwingung kleiner,
\item{}   Die Schwingungsperioden bleiben gleich bei konstanten Imaginäranteilen.
\end{myitemize}


Zunehmende Zahlenwerte der Lage der Imaginärteile der Polpaare bei konstanten Realteilen in der negativen s-{}Halbebene:
\begin{myitemize}
\item{}  Der Dämpfungswert wird kleiner und damit die Überschwingung größer,
\item{}  Die Periodendauer wird kleiner und damit die Schwingfrequenz größer.
\end{myitemize}
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Die in der Tabelle dargestellten grafischen Sprungantworten wie auch die nicht dargestellten Impulsantworten sind messbar und berechenbar.
\subsection{Tabellarische Darstellung der Polstellen-{} und Polpaar-{}Lage der Übertragungsfunktionen und des System-{}Zeitverhaltens für Verzögerungssysteme 1. und 2. Ordnung:}
\label{147}
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\subsection{Bedeutung der Lage der Pole und Polpaare von Verzögerungs-{}Systemen höherer Ordnung}
\label{148}
Übertragungsfunktionen höherer Ordnung in Polynomdarstellung lassen sich durch die Nullstellenbestimmung in Linearfaktoren zerlegen. Für die Bestimmung der Pole und Nullstellen von Übertragungsfunktionen kann man sich fertiger Rechenprogramme für Polynome bis 4. Ordnung bedienen. Derartige Programme findet man auch im Internet unter dem Suchbegriff „Nullstellen von Polynomen“.

Die Überführung der faktorisierten Übertragungsfunktion {$G(s)$} für ein gegebenes Eingangssignal {$U(s)$} in den Zeitbereich erfolgt über Laplace-{}Transformationstabellen. Enthalten die Übertragungsfunktionen mehrfache Pole und Nullstellen oder auch konjugiert komplexe Pole, können umfangreiche trigonometrische Berechnungen zur Ermittlung der Systemausgangsgröße {$y(t)$} erforderlich werden.   

Bei Verwendung der Übertragungsfunktion der Partialbruchform ist die Übertragung der Teilbrüche in den Zeitbereich sehr einfach, dafür ist die Durchführung der Partialbruch-{}Zerlegung bei Systemen höherer Ordnung aufwändig. Dies gilt besonders bei Linearfaktoren 1. und 2. Ordnung im Zähler der Übertragungsfunktion.

Identische phasenminimale Linearfaktoren im Zähler und Nenner einer Übertragungsfunktion können gegeneinander gekürzt werden (Pol-{}Nullstellen-{}Kompensation). Damit vereinfacht sich die Übertragungsfunktion. Dies gilt nicht für nichtphasenminimale Linearfaktoren.

Grundsätzlich interessiert für das Zeitverhalten folgende globale Pol-{}Eigenschaft:
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\begin{myitemize}
\item{}   Alle Pole sind negativ, d.{\mbox{$~$}}h. {$s_{pi} < 0$} für alle {$i = 1, \dotsc, n$}.
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}   Die Sprungantwort der Systemausgangsgröße {$y(t)$} in Abhängigkeit vom Eingangssignal {$u(t)$} strebt exponentiell gegen einen Maximalwert. → Stabiles globales P-{}Verhalten!
\end{myquote}

\begin{myitemize}
\item{}   Ein Pol {$s_{p}$} ist gleich Null, alle anderen sind negativ.
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}   Die Sprungantwort der Systemausgangsgröße {$y(t)$} in Abhängigkeit vom Eingangssignal {$u(t)$} verläuft erst exponentiell, dann linear gegen unendlich. → Grenzstabiles globales I-{}Verhalten!
\end{myquote}

\begin{myitemize}
\item{}   Mindestens ein Pol {$s_{p}$} ist positiv, alle anderen sind beliebig.
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}   Die Sprungantwort der Systemausgangsgröße {$y(t)$} in Abhängigkeit vom Eingangssignal {$u(t)$} strebt exponentiell gegen unendlich. → Global instabiles Verhalten!
\end{myquote}
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\begin{myitemize}
\item{}   Alle Pole haben einen negativen Realteil:
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}   Die Sprungantwort der Systemausgangsgröße {$y(t)$} in Abhängigkeit vom Eingangssignal {$u(t)$} strebt als gedämpfte Schwingung gegen einen Maximalwert. → Global stabiles P-{}Verhalten!
\end{myquote}

\begin{myitemize}
\item{}   Konjugiert komplexes Polpaar hat einen Realteil gleich Null: 
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}   Die Sprungantwort der Systemausgangsgröße {$y(t)$} in Abhängigkeit vom Eingangssignal {$u(t)$} verläuft als Dauerschwingung mit der Kreisfrequenz ω. → Oszillatorisch grenzstabiles Verhalten!
\end{myquote}

\begin{myitemize}
\item{}   Mindestens ein Pol hat einen positiven Realteil für das konjugiert komplexe Polpaar: 
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{}   Die Sprungantwort der Systemausgangsgröße {$y(t)$} in Abhängigkeit vom Eingangssignal {$u(t)$} verläuft als eine exponentiell aufklingende Dauerschwingung mit der Kreisfrequenz {$\omega$} aus. → Oszillatorisch instabiles Verhalten!
\end{myquote}
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Mit der Gewichtsfunktion (Impulsantwort) mit {$s_{pk}=\delta_k+j\cdot \omega_k$} sind folgende Schlussfolgerungen für das Zeitverhalten und die Stabilität des Systems ableitbar:

\begin{myenumerate}
\item{}  Bedeutung des Realteils {$\delta_k \,$} und Imaginärteils {$\omega_k \,$} der Polstellen:
\begin{myitemize}
\item{}  Ist mindestens ein {$\omega_k \ne 0 \,$}, so schwingt das System.
\item{}  Sind alle {$\delta_k < 0 \,$}, so ist das System stabil. Der Eingangsimpuls klingt zeitlich ab.
\item{}  Mit mindestens einem {$\delta_k > 0 \,$} ist das System instabil. Der Eingangsimpuls wächst zeitlich unbegrenzt an.
\item{}  Ist mindestens ein {$\delta_k = 0 \,$} und alle anderen {$\delta_k < 0 \,$}, so ist das System grenzstabil. Es geht asymptotisch in einen konstanten Wert oder eine ungedämpfte Schwingung über.
\item{}  Je weiter links {$\delta_k \,$} in der negativen Halbene von {$s \,$} liegt, desto schneller klingt der entsprechende Anteil der Gewichtsfunktion ab.
\item{}  Die Lage des Realteils der Polstellen bestimmt die Dynamik, und der Imaginärteil bestimmt die Frequenz der Schwingungen des Systems.
\end{myitemize}

\item{}  Bedeutung der Nullstellen:
\begin{myitemize}
\item{}  Je weiter die Nullstellen {$s_{nk} \,$} von der Polstelle {$s_{pi} \,$} in der {$s$}-{}Ebene liegen, desto stärker wird der Anteil {$A_i \,$} an der Gewichtsfunktion.
\item{}  Nullstellen mit positivem Realteil (nichtpasenminimales Verhalten) führen zu einem schwer regelbaren Verhalten.
\end{myitemize}

\end{myenumerate}

\section{Experimentelle Ermittlung}
\label{149}
Die Übertragungsfunktion ist im Gegensatz zum Frequenzgang nicht direkt messbar, kann aber mit Methoden der Systemidentifikation unter anderem aus der Sprungantwort bestimmt werden.
\section{Einzelnachweise}
\label{150}

\section{Literatur}
\label{151}
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\chapter{Numerische Berechnung dynamischer Systeme}

\myminitoc
\label{152}

\label{153}
\section{Numerische Berechnung dynamischer Systeme}
\label{154}

Relativ einfache Übertragungssystem-{}Strukturen mit nichtlinearen Elementen sind durch konventionelle Rechenmethoden im kontinuierlichen Zeitbereich nicht mehr geschlossen lösbar. Mit handelsüblichen Personal-{}Computern kann das Verhalten beliebig vermaschter Systemstrukturen mittels numerischer Berechnung relativ einfach ausgeführt werden.

Vorteile der Simulation von Systemen mit Differenzengleichungen

\begin{myitemize}
\item{}  Einfache mathematische Anforderungen durch algebraische Operationen,
\item{}  Behandlung kombinierter LZI-{}Systeme mit nichtlinearen Systemen,
\item{}  Darstellung eines Regelkreises als Blockschaltbild mit Eintrag der Differenzengleichung und logischen Operatoren,
\item{}  Behandlung von mehrschleifigen Systemen (MIMO-{}Systeme),
\item{}  Einfache Lösung einer gewöhnlichen Differenzialgleichung höherer Ordnung mit Anfangswerten. Da es sich um bestimmte Integrale handelt, müssen keine Integrationskonstanten wie bei der klassischen Lösung einer homogenen Differenzialgleichung ermittelt werden.
\item{}  Bei tabellarischer Darstellung der Berechnung der einzelnen Teilsysteme völlige Durchsicht des inneren System-{}Bewegungsablaufs zum Beispiel eines Regelkreises. Bei Anwendung der Tabellenkalkulation unmittelbare grafische Darstellung der Systemausgangsgröße {\large y(k) = f(k*∆t)} mittels verfügbarer grafischer Werkzeuge.
\end{myitemize}


\subsection{Methode der numerischen Berechnung}
\label{155}{\bfseries
\begin{mydescription}Simulation dynamischer Systeme
\end{mydescription}
}


Dynamische zeitinvariante Systeme mit konzentrierten Energiespeichern werden durch gewöhnliche Differenzialgleichungen vollständig beschrieben. Die Lösung der Differenzialgleichung, die Ausgangsgröße {\large y(t)}, ist für ein gegebenes Eingangssignal {\large u(t)} eine Funktion der Zeit.

Werden die Differenziale der Ausgangsgröße {\large y(t)} einer Differenzialgleichung durch kleine Zeit-{}Differenzen (Differenzenquozienten {\large Δy / Δt}) als diskretisierte Zeit ersetzt, entsteht eine numerisch lösbare Differenzengleichung in Annäherung an die Differenzialgleichung.

Differenzengleichungen oder eine Kette von Differenzengleichungen, die mehrere hintereinander geschaltete Teilsysteme beschreiben, lassen die Ausgangsgröße algebraisch für einen kleinen Zeitschritt errechnen. Die numerische Gesamtlösung des Systems erfolgt -{} bei einfachen Differenzengleichungen -{} rekursiv (sich selbst aufrufend) über viele Berechnungsfolgen in je kleinen konstanten Zeit-{}Stufen. Die Form der Gesamt-{}Lösung ist damit tabellarisch. Alle Zeilen enthalten die gleichen Differenzengleichungen, alle Spalten berechnen die Folgen {\large k (0, 1, 2, 3, ...k\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{MAX})}. Der gesamte betrachtete Zeitraum der numerischen Lösung beträgt {\large k\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{MAX} * Δt}. Die Ausgangsgröße {\large y(k, Δt)} folgt in Amplituden-{}Stufen im zeitlichen Abstand {\large Δt} einer jeden Berechnungsfolge.

Die tabellarische Form der numerischen Lösung erlaubt auch die Berechnung nichtlinearer statischer Systeme, indem die nichtlineare Beziehung als Wertetabelle der Tabellenspalte der Folge {\large k} zugeordnet wird. Ebenso ist die Berechnung der Totzeit eines Systems durch Verschiebung der Zeilen mit geeigneten Programmbefehlen möglich.

Andere Methoden bedienen sich zur besseren Approximation z.{\mbox{$~$}}B. an Stelle des Rechteck-{}Verfahrens (Explizites Eulerverfahren) des Trapezflächenverfahrens (Heun-{}Verfahren), des Mehrschrittverfahrens (Runge-{}Kutta-{}Verfahren) und anderer Verfahren.

Grund der aufwendigeren Approximationsverfahren ist die erzielbare höhere Genauigkeit und damit Reduzierung der Rekursionsfolgen, was bei langsamen Rechnern bei Echtzeitberechnungen erforderlich sein kann.
{\bfseries
\begin{mydescription}Digitale Regelung online
\end{mydescription}
}


Bei Echtzeitberechnungen,  beispielsweise mit einem programmierbaren digitalen Regler, der auf eine Hardware-{}Regelstrecke wirkt, wird die Diskretisierungszeit {\large ∆t} durch die \symbol{34}Abtastzeit\symbol{34} ersetzt, mit der das meist analoge Ausgangssignal der Regelstrecke über Analog-{}Digitalwandler erfasst wird. Der Abtastung des Ausgangssignals ist üblicherweise ein Halteglied (Sample-{}and-{}Hold-{}Verfahren) nachgeschaltet, so dass ein gestufter Verlauf des Ausgangssignal entsteht.

Bei schnellen Regelstrecken spielen die Systemgeschwindigkeiten des Rechners, der A/D-{}Wandler, die Sample-{}and-{}Hold-{}Schaltung, wie auch die verwendeten Differenzengleichungen beziehungsweise deren Approximations-{}Algorithmen eine große Rolle.

\subsection{Zeitdiskretisierung}
\label{156}


\begin{minipage}{0.75000\textwidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\textwidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/67.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{67}{Einfluss der Größe des Zeitintervalls ∆t auf die Berechnung (Euler rückwärts) eines Regelkreises mit Differenzengleichungen.}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}



Die Zeitdiskretisierung eines dynamischen zeitinvarianten Übertragungssystems bedeutet der Übergang der Berechnung eines kontinuierlichen Systems {\large f(t)} mit unendlicher hoher Auflösung zu einem System {\large f(k; ∆t)} mit einer endlichen Auflösung eines fortlaufenden konstanten Zeitintervalls {\large ∆t}.

Bei der Simulation von dynamischen Übertragungsmodellen ist das diskrete Zeitintervall {\large ∆t} ein konstanter Zahlenwert, der unabhängig von der tatsächlichen Rechengeschwindigkeit des Rechners ist und mit der Berechnungsfolge {\large k = (0, 1, 2, 3, ...k\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{MAX})} ständig fortlaufend aufgerufen wird. Die aktuelle Zeit einer bestimmten Folge beträgt: {\large t = k * ∆t}

Das Zeitintervall {\large ∆t} muss genügend klein sein, damit dominante Systembewegungen auch erfasst werden können, bzw. der Approximationsfehler  gegenüber dem Verlauf der analytische Funktion gering ist. {\large ∆t} muss kleiner sein als die kleinste Systemzeitkonstante {\large T} sein, anderenfalls muss mit numerischer Instabilität gerechnet werden.

\subsection{Berechnungsfolge}
\label{157}
Die Folge ist bestimmt, wenn die Beziehung der Anwendung (Bildungsgesetz) bekannt ist. Differenzengleichungen des Verfahrens \symbol{34}Euler-{}Rückwärts\symbol{34} werden rekursiv für ein Zeitintervall von {\large k = 0} bis {\large k\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{MAX}} fortlaufend berechnet.

In einer Folge {\large k = (0, 1, 2, 3,…k\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{MAX})} werden beliebig viele zeitdiskrete Einzelsysteme eines Gesamtsystems hintereinander für ein gleiches, konstantes Zeitintervall {\large ∆t} mittels Differenzengleichungen berechnet. Danach erfolgt die gleiche Berechnung der Einzelsysteme des Gesamtsystems mit der nächst höheren Folge und bezieht sich dabei auf die vorhergehende Folge {\large (k-{}1)}.
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Für implizite (mit enthalten, mit gemeint) Approximationsalgorithmen wird die unbekannte Ausgangsgröße {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k+1)}} durch Iterationsverfahren bestimmt und auf {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k)}} zurückgerechnet.
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Für eine Systemkette unterschiedlichster Strukturen der gleichen Folge {\large k} ist jedes Ausgangssignal {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k)}} eines Systems für das nachfolgende System das Eingangssignal {\large u\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k)}}. Das Eingangssignal {\large u\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k)}} einer Systemkette ist meist ein Testsignal oder die Führungsgröße {\large w\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k)}}. Jedes Eingangssignal muss ebenfalls eine Funktion von {\large ∆t} und {\large k} sein, weil es meist eine zeitabhängige Größe ist.
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\begin{myitemize}
\item{}  Alle Signalgrößen wie zum Beispiel das System-{}Eingangssignal U(s) und das System-{}Ausgangssignal Y(s) im s-{}Bereich werden in der zeitdiskreten Darstellung als {\large u\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k,Δt)}} und {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k,Δt)}} dargestellt. Um die Indizierungen in den Differenzengleichungen noch übersichtlicher zu gestalten (wegen der Bezüge auf die Folgen {\large k, k-{}1, k+1}) werden für die Signalbezeichnungen die indizierte Größe der diskreten Zeit {\large Δt} fortgelassen. {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k)}} und {\large u\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k)}} bedeuten immer aktuelle Werte eines Signals einer unbestimmten Folge einer Differenzengleichung. Die Signale {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k-{}1)}} und {\large u\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k-{}1)}} bedeuten eine zurückliegende Folge gegenüber dem aktuellen Wert einer Signalfolge.
\end{myitemize}


\subsection{Analyse eines linearen zeitinvarianten Übertragungssystems}
\label{158}
Ein dynamisches zeitinvariantes System g(t) wird durch eine gewöhnliche Differenzialgleichungen mit konstanten Koeffizienten vollständig beschrieben. 

Beispiel einer gewöhnlichen systembeschreibenden Differenzialgleichung n-{}ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten a und b für ein System mit dem Ausgangssignal y(t) und Eingangssignal u(t).
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\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ a_n y^{(n)} + \dotsm + a_2 \ddot y + a_1 \dot y + a_0 y = b_{m}u^{(m)} + \dotsm + b_2 \ddot u + b_1 \dot u + b_0 u \, $}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


Unter der Voraussetzung, dass die Anfangsbedingungen der systembeschreibenden Differenzialgleichung zu einem betrachteten Zeitpunkt gleich Null sind, kann die Übertragungsfunktion G(s) des Systems aus der Laplace-{}transformierten Differenzialgleichung gebildet werden. Die Übertragungsfunktion ist eine mathematische Beschreibung für das Übertragungsverhalten eines linearen, zeitinvarianten Übertragungssystems im komplexen Frequenzbereich.
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\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$G(s) =\frac{Y(s)}{U(s)} = \frac{b_{m}s^{m} + \dotsm + b_2s^2 + b_{1}s + b_{0}}{a_n s^{n} + \dotsm + a_2s^2 +a_{1}s + a_{0}} = k \cdot \frac{(s - s_{n1})(s - s_{n2}) \dotsm (s - s_{nm})}{(s -s_{p1})(s - s_{p2}) \dotsm (s - s_{pn})} $}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}
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Sind in der Polynomdarstellung alle Ableitungen und zugehörige Koeffizienten lückenlos mit positivem Vorzeichen vorhanden, stellt die Übertragungsfunktion für die Exponenten n >{} m ein zeitverzögerndes asymptotisch stabiles System dar. 
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\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.19383\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.29793\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.38770\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Nullstellen; Pole }&{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Linearfaktoren in \newline{}Pol-{} Nullstellendarstellung }&{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Erklärung }\endhead  \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {${s_n; s_p} = 0 $} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$G_1(s) = s$}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Absolutglied {$ a_0 \ \text {oder} \ b_0 $} des Polynoms fehlt\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {${s_n; s_p} = -\delta $}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$G_2(s) = s - \delta $}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Reeller Wert {$\delta$} der Pole oder Nullstellen\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {${s_n; s_p} = -\delta  \pm j \omega $}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$G_3(s) = s - (\delta \pm j \omega)$}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Konjugiert komplexer Wert der Pole oder Nullstellen\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


Der Realteil einer Nullstelle oder eines Poles wird üblich mit {$ \delta $} und der Imaginärteil mit {$ \omega $} bezeichnet. Die angegebenen 3 Formen der Linearfaktoren können einfach und mehrfach auftreten.
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Bei der Berechnung der Pole und Nullstellen aus Polynomen beispielsweise aus der gemischt quadratischen Gleichung (pq-{}Gleichung) können je nach Zahlenwerten reelle und konjugiert komplexe Werte entstehen.  

Die Polynome mit konjugiert komplexen Nullstellen oder Polen werden zur einfacheren Berechenbarkeit zu quadratischen Termen zusammengefasst, in denen nur reelle Koeffizienten auftreten.
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\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} G(s) = \frac 1 {[s - (\delta +j \omega)] \cdot [s - (\delta -j \omega)]} = \frac 1 {s^2 - 2 \cdot \delta \cdot s + \delta^2 + \omega^2} \ \mathrel {\hat=} \ \frac 1 {s^2 - p \cdot s + q}\end{equation*}
\end{myquote}
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\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$G(s) = \frac{{ K \cdot (T_{V1}\cdot s + 1)(T_{V2}\cdot s + 1) \dotsm (T_{Vm}\cdot s + 1)}}{{(T_1\cdot s + 1)(T_2\cdot s + 1) \dotsm (T_n\cdot s + 1)}} $}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}
\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}
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Es wird aus der Systemtheorie der Analyse der Übertragungsfunktion gezeigt, dass nur drei verschiedene nicht mehr zerlegbare Polynom-{}Produkte entstehen, die ein unterschiedliches Verhalten haben, ob sie im Nenner oder Zähler der Übertragungsfunktion stehen. Alle Übertragungsfunktionen G(s) höherer Ordnung setzen sich aus diesen drei unterschiedlichen Polynomprodukten zusammen. Bereits aus den zwei Linearfaktoren 1. Ordnung {$ (G_1(s) $}) und {$G_2(s)) $}, jeweils im Zähler oder im Nenner stehend, lassen sich sämtliche Übertragungssysteme G(s) nachbilden.
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\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.29315\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.29315\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.29315\linewidth}|} \hline 
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\end{longtable}

\end{myquote}


Die Berechnung der Ausgangsgröße y(t) einer gegebenen Übertragungsfunktion G(s) und gegebenen Eingangssignal U(s) erfolgt über die inverse Laplace-{}Transformation. 

Für y(t) lautet der Suchbegriff für die inverse Transformation in der Laplace-{}Transformationstabelle für den Zeitbereich: 
\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ y(t) = \mathcal{L}^{-1} \underbrace {\left\{G(s) \cdot U(s)  \right\}}_\text{Suchbegriff} $}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


Damit ergeben sich 4 elementare Übertragungsglieder erster Ordnung, mit denen sich sämtliche phasenminimale lineare Übertragungssysteme oder verschachtelte Übertragungsfunktionen oder Regelsysteme mit Rückführungen nachbilden lassen. Mittels eines Hilfsregelkreises kann das PT2-{}Schwingungsglied mit einem PT1-{}Glied und einem I-{}Glied nachgebildet werden. 

Verstärkungsfaktoren {\large K} einzelner Teilsysteme im s-{}Bereich haben kein Zeitverhalten und können zusammengefasst werden.

{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Lineare dynamische Systeme können aus folgenden 6 verschiedenen Teilsystemen G(s) bestehen:}
\begin{myquote}
\item{} \begin{landscape}

\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.09528\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.10347\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.11223\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.12991\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.17157\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.14647\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} I-{}Glied }&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}D-{}Glied \newline{}  &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}PT1-{}Glied, \newline{} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}PD1-{}Glied\newline{}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}PT2\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{kk}-{}Glied&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}PD2\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{kk}-{}Glied\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ \frac Y U(s) = \frac 1{T_I \cdot s}$} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$\frac Y U (s) = T_v \cdot s $}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$\frac Y U(s) = \frac 1{T_1 \cdot s + 1} $}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ \frac Y U (s) = T_v \cdot s + 1 $} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ \frac Y U (s) = \frac 1 {T_1^2 \cdot s^2 + 2 \cdot D \cdot T_1 \cdot s + 1} $}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$ \frac Y U (s) = T_v^2 \cdot s^2 + 2 \cdot D \cdot T_v \cdot s + 1 $} \\ \hline 
\end{longtable}

\end{landscape}
\end{myquote}


Die dargestellten Systeme mit differenzierender Wirkung, wie das PD1-{}Glied, D-{}Glied und PD2\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{KK}-{}Glied, sind ideale Übertragungsglieder, die technisch so nicht realisierbar sind. Für eine Simulation am Computer lässt sich aber mit den idealen differenzierenden Übertragungssystemen vortrefflich rechnen.

Das Modell eines beliebigen Übertragungssystems wird üblicherweise zum besseren Verständnis in Funktionsblöcken dargestellt. In Reihe geschaltete Teilsysteme in Blockstruktur wirken multiplikativ, parallelgeschaltete Teilsysteme additiv. Wird das Ausgangssignal eines Teilsystems in den Eingang des von links nach rechts angeordneten nächsten Teilsystems gegeben und das Ausgangssignal der Systemkette auf den System-{}Eingang zurückgeführt, handelt es sich um eine Kreisschaltung mit positiver (nichtphasenminimale) oder negativer (phasenminimale) Rückkopplung.

Für die numerische Berechnung der dargestellten Übertragungsglieder G(s) des s-{}Bereiches in den Zeitbereich werden Differenzengleichungen verwendet, die aus den Differenzialgleichungen der zugehörigen Übertragungsfunktionen entwickelt werden.
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Es existieren nur 3 Formen von Linearfaktoren -{} jeweils im Zähler und Nenner der Übertragungsfunktion -{} also 6 Formen von Elementarsystemen oder deren Vielfache in einem linearen dynamischen System. Gleiche Formen von Linearfaktoren mit gleichen Zeitkonstanten im Zähler und Nenner der Übertragungsfunktion G(s) stehend, kompensieren sich vollständig zu 1. 

Das gilt auch für die Anwendung von Differenzengleichungen zur Berechnung der Ausgangsgröße für ein Zeitintervall im diskreten Zeitbereich bei gegebener Eingangsgröße. In diesem Fall existieren je drei Formen von Differenzengleichungen mit verzögerndem  oder differenzierendem Systemverhalten. Die gleiche Form der Differenzengleichung mit differenzierenden und verzögerndem Verhalten bei gleichen Zeitkonstanten kompensiert sich vollständig.   

\subsection{Differenzengleichungen}
\label{159}
Differenzengleichungen der einfachsten Art beziehen sich auf die Differenzialgleichungen der Linearfaktoren G(s) erster Ordnung, deren Differentialquotienten durch Differenzenquotienten ersetzt wurden. Das Ergebnis der Ausgangsgröße eines Systems für eine gegebene Eingangsgröße wird rekursiv für die Folgen {$ k=(0, 1, 2, 3, \cdots k_{MAX}) $} im zeitlichen Abstand {\large ∆t} berechnet. Die kontinuierlichen mathematischen Operationen der Integration und Differentiation werden zeitdiskret durch Summen-{} und Differenzenbildung angenähert.

Je nach Anwendung des expliziten oder impliziten Eulerverfahrens erfolgt die Approximation (Annäherung) an die Integrationsfunktion schrittweise durch einen über Differenzengleichungen errechneten Wert zwischen zwei Rekursionsfolgen k-{}1 zu k oder k+1 zu k. 

Meistens wird zur Aufstellung der Differenzengleichungen das explizite Euler-{}Rückwärtsverfahren verwendet. Nach diesem Verfahren können aus den zugehörigen Differenzialgleichungen der 4 Elementarsysteme G(s) erster Ordnung der Übertragungsfunktionen Differenzengleichungen gebildet werden, indem an Stelle des Differenzialquotienten mit {\large dy / dt} der Differenzenquotient {$ \frac {\Delta y} {\Delta t} = \frac {y_{(k)}- y_{(k-1)}} {\Delta t} $} näherungsweise eingeführt wird.

Die Differenzengleichungen beschreiben mit dem Approximationsalgorithmus für ein kleines Zeitintervall {\large ∆t} die Signaländerungen nach jedem Zeitintervall als Funktion des betreffenden Teilsystems (Linearfaktoren) und des Eingangssignals. Mit der fortlaufenden Wiederholung der Berechnung mit dem Zeitintervalls {\large ∆t} und Addition der Änderungsergebnisse {$ f(u_{(k)}; \Delta t; T) $} ergibt sich der Signalverlauf eines Systems über die Zeit {$ k_{MAX} \cdot \Delta t $}.

Für eine Berechnung des Ausgangssignals y(t) eines dynamischen Systems mit Differenzengleichungen werden die Linearfaktoren ersten Grades der Übertragungsfunktion G(s) berücksichtigt. Jede Berechnung einer Differenzengleichung ist die Lösung im Zeitbereich für ein Zeitintervall {$ \Delta t$}.

{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Beispiel für ein Verzögerungsglied:}
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} y_{(k)} = f(y_{(k-1)}; u_{(k)}; \Delta t; T ) \end{equation*}
\end{myquote}
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Jede aktuelle Berechnungsfolge {$ y_{(k)} $} bezieht sich auf das vorhergehende Ergebnis {$ y_{(k-1)} $} und addiert die Änderung des Eingangssignals u\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k)} unter Berücksichtigung der Zeitkonstante T und des Zeitintervalls {$ \Delta t $}.

Verzögerungssysteme zweiter Ordnung mit konjugiert komplexen Poilen (im Nenner der Übertragungsfunktion = PT2\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{KK}-{}Glied, Schwingungsglied) können durch einen einfachen Hilfsregelkreis mit der Reihenschaltung eines I-{}Gliedes und eines PT1-{}Gliedes und der negativen Rückführung nachgebildet werden. Für die Nachbildung mit diesen beiden Elementarsystemen sind die zugehörigen Differenzengleichungen erforderlich.

Instabile nicht phasenminimale elementare Übertragungsfunktionen enthalten ein negatives Zeichen in der Übertragungsfunktion und in der zugehörigen Differenzengleichung.

Die Genauigkeit der numerischen Berechnung eines dynamischen Systems mit dem Euler-{}Verfahren steigt linear mit dem kleiner werdenden Zeitintervall {\large ∆t}. 

Der numerische Berechnungsalgorithmus nach dem Euler-{}Rückwärts-{}Verfahren ist in den nachfolgen Kapiteln mit der Tabelle \symbol{34}Tabellarische Darstellung der Differenzengleichungen\symbol{34} aufgestellt.

\section{Theorie der Rechteckapproximation des Eulerverfahrens}
\label{160}
\subsection{Eulerverfahren}
\label{161}


\begin{minipage}{0.75000\textwidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\textwidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/68.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{68}{Definition der Obersumme und Untersumme der numerischen Integration.}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}



Die einfachste Methode ist die Rechteckapproximation mit dem Zeitintervall {\large ∆t} (Integrationsintervall) an eine analytische Funktion {\large f(t)}. \myfootnote{Lutz / Wendt: Taschenbuch der Regelungstechnik, Kapitel: {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape Basisalgorithmen Digitale Regelungen}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}.}

Die numerische Integration einer monoton steigenden analytischen Funktion für ein Zeitintervall entspricht der Fläche des berechneten Ausgangssignals {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k)}} einer beliebigen Folge für die Zeit {\large Δt}, also {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k)}} * {\large Δt}. Je nach verwendetem Verfahren der numerischen Annäherung an die rechte oder linke Intervallgrenze der Folge k-{}1, k, k+1 spricht man von der Annäherung als Obersumme oder Untersumme der Integration.

Die Funktion einer einfachen Integration wird durch die Summe der Folgen des Produktes {\large u\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k)} * ∆t} nachgebildet:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}y(t)=\frac1{T_I} \cdot \int u(t)\cdot dt \quad \rightarrow \quad y_{(k)} = \frac 1{T_I} \cdot \sum_{i} u_{(i \cdot \Delta t)} \cdot \Delta t\end{equation*}
\end{myquote}


Bei der numerischen Berechnung der Sprungantwort der Integrations-{}Funktion zur Annäherung an die analytischen Funktion {\large f(t)} wird als Treppenkurve dargestellt. Es wird unterschieden, ob die Rechteck-{}Annäherung mit der rechten oder linken Intervallgrenze erfolgt und sich als Obersumme oder Untersumme zeigt.
\subsection{Explizites Eulerverfahren}
\label{162}

Das einfachste numerische Verfahren der Berechnung des Ausgangssignals {\large y(t)} eines linearen Übertragungssystems als Funktion des Eingangssignals {\large u(t)} ist das sogenannte explizite Eulerverfahren (auch Euler-{}Vorwärtsverfahren, Streckenzugverfahren, Rechteckverfahren, Tangentenverfahren genannt), bei dem durch wiederholte Berechnungen für eine kleines Zeitintervall {\large Δt} eine Annäherung an die analytische Funktion des Systems durchgeführt wird.

Diese  Annäherung bezieht sich auf die linke Seite des Streckenzuges der (Rechteckapproximation)  und  liegt unterhalb einer ansteigenden Originalfunktion. Deshalb wird diese Annäherung auch mit Untersumme bezeichnet.

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}y_{(k+1)} = y_{(k)} + \Delta t \cdot f[y_{(k)},u_{(k)}]  \end{equation*}
\end{myquote}

\subsection{Implizites Eulerverfahren}
\label{163}

Alternativ  kann das Eulerverfahren (Euler-{}Rückwärts) auch an der rechten Seite des Streckenzuges am Ende des Integrationsintervalls definiert werden.

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}y_{(k+1)} = y_{(k)} + \Delta t \cdot f[y_{(k+1)},u_{(k+1)}]  \end{equation*}
\end{myquote}


Diese Anwendung führt zu dem implizierten Euler-{}Verfahren, weil der nicht bekannte Wert {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k+1)}} auch in der rechten Seite der Gleichung steht. Nur in sehr einfachen Fällen kann diese Gleichung in eine explizite Gleichung überführt werden. Die Anwendung des Verfahrens führt zu einer Annäherung oberhalb der Originalfunktion und wird deshalb mit Obersumme bezeichnet.

Das implizite Euler-{}Verfahren gilt als das genauere, rechenintensivere aber auch als numerisch stabilere Verfahren.
\subsection{Modifiziertes explizites Euler-{}Rückwärtsverfahren}
\label{164}

Ein modifiziertes explizites Euler-{}Rückwärts-{}Verfahren als Integrationsalgorithmus bezieht sich auf die Zurücksetzung der Integrationsgrenzen des implizierten Euler-{}Verfahrens des Streckenzuges {\large k} und {\large k+1} um {\large (-{}1)}. Die Annäherung an die Originalfunktion wirkt als Obersumme.

Damit lautet die Annäherung des Differenzen-{}Quotienten an den Differential-{}Quotient: 

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} \frac {dy} {dt} = \lim_{\Delta t \, \to \, 0} \underbrace {\frac {y_{(k)} - y_{(k-1)}} {\Delta t} }_{Differenzenquotient} \end{equation*}
\end{myquote}


Der Wert für {$ \Delta t $} wird in der Praxis wie folgt gewählt:
\begin{myitemize}
\item{}  {$ \Delta t $} <{}<{} als die dominante Zeitkonstante des dynamischen Systems,
\item{}  {$ \Delta t $} <{} als die kleinste System-{}Zeitkonstante, anderenfalls entsteht numerische Instabilität.
\end{myitemize}


Der Integrationsalgorithmus lautet:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}y_{(k)} = y_{(k-1)} + \Delta t \cdot f[u_{(k)}] \end{equation*}
\end{myquote}


Die nachfolgenden Definitionen der Differenzengleichungen beziehen sich auf diese Form. Der Vorteil:
\begin{myitemize}
\item{}  leichteres Verständnis der numerischen Integration. Sie bezieht sich auf eine Folge der Addition einer zurückliegenden Berechnung und einem aktuellen additiven Anteil als Funktion von (Übertragungsglied; {\large u\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{k}}; Δt.
\item{}  Teilsysteme mit gleichen Polen und Nullstellen kompensieren sich.
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Zum Zeitpunkt {\large t = 0 = k\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(0)} * Δt} hat eine Funktion 1. Ordnung beispielsweise ein Verzögerungsglied einen Anfangswert proportional {\large u\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k)}}, der differenzierbar ist. Damit kann in einer Reihenschaltung von Teilsystemen 1. Ordnung mit verzögerndem und differenzierendem Verhalten bei gleichen Polen und Nullstellen innerhalb der Berechnung jeder Folge {\large k} eine vollständige Systemkompensation stattfinden. Beispielsweise kompensieren sich die Ergebnisse der Differenzengleichungen eines PT1-{}Gliedes mit dem eines PD1-{}Gliedes bei gleichen Zeitkonstanten vollständig.
\end{myquote}


\section{Ableitung der Differenzengleichungen nach dem modifizierten Euler-{}Rückwärtsverfahren}
\label{165} 
\subsection{Differenzengleichung der Integration (I-{}Glied)}
\label{166}

Die Übertragungsfunktion lautet:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}\ G(s)=\frac {Y(s)} {U(s)}=\frac 1{T_I\cdot s}\end{equation*}
\end{myquote}


Die zugehörige Differenzialgleichung lautet:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} T_I \cdot \dot y(t) = u(t) \end{equation*}
\end{myquote}


Der Differenzenquotient wird an Stelle des Differenzialquotienten {$\dot y(t)$} eingesetzt:

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} T_I \cdot \frac {y_{(k)} - y_{(k-1)}} {\Delta t} = u_{(k)} \end{equation*}
\end{myquote}


Damit lautet die nach {$y_{(k)}$} umgestellte Differenzengleichung des I-{}Gliedes:
\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$y_{(k)} = y_{(k-1)} + u_{(k)} \cdot \frac {\Delta t} {T_I}  $}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}

\subsection{Differenzengleichung des Differenzierers (ideales D-{}Glied)}
\label{167}
Mit der Zeitdiskretisierung wird der Übergang einer Differenzialgleichung in eine Differenzengleichung von einer zeitkontinuierlichen Systembeschreibung in eine Systembeschreibung mit kleinen Zeitintervallen {\large Δt} der diskreten Zeit geschaffen. Der Differentialquotient wird durch einen Differenzenquotient ersetzt.

Die Übertragungsfunktion des idealen Differenzierers lautet:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} G(s) = \frac {Y(s)} {U(s)} = T_V \cdot s \end{equation*}
\end{myquote}


Differenzialgleichung des idealen Differenzierers:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}y(t) = T_V \cdot \frac d{dt} {u(t)} \end{equation*}
\end{myquote}


Der Differenzialquotient {$\dot u(t)$} wird durch einen Differenzenquotient mit der Anpassung an die linke Intervallgrenze ersetzt. Für eine Anpassung an die rechte Intervallgrenze steht der Wert {\large u\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k+1)}} nicht zur Verfügung.

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} \dot u(t) = \frac {du} {dt} \approx  \frac {\Delta u} {\Delta t} = \frac {u_{(k)} - u_{(k-1)}}   {\Delta t } \end{equation*}
\end{myquote}

{\bfseries
\begin{mydescription}Differenzengleichung der Differentiation (Ideales D-{}Glied)
\end{mydescription}
}


\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$y_{(k)} = (u_{(k)} - u_{(k-1)}) \cdot \frac {T_V}{\Delta t}$}}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}

\subsection{Differenzengleichung der Verzögerung (PT1-{}Glied)}
\label{168}


\begin{minipage}{0.75000\textwidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\textwidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/69.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{69}{Rechteck-{}Approximation eines PT1-{}Gliedes durch Berechnung mit einer Differenzengleichung.}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}


{\bfseries
\begin{mydescription}Übertragungsfunktion des PT1-{}Gliedes
\end{mydescription}
}

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} G(s) = \frac {Y(s)}{U(s)} = \frac {K_{PT}} {1+s\cdot T_1} = \frac {\frac {K_{PT}} {T_1}} {s+ \frac 1 {T_1}} \end{equation*}
\end{myquote}

{\bfseries
\begin{mydescription}Zugehörige Differenzialgleichung
\end{mydescription}
}

\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} \dot y(t) + \frac 1 {T_1} \cdot y(t) = \frac {K_{PT}} {T_1} \cdot u(t) \end{equation*}
\end{myquote}


Der Differenzialquotient der Differenzialgleichung wird durch den Differenzenquotient ersetzt mit folgendem Ansatz:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} \frac {y_{(k)} - y_{(k-1)}}{\Delta t} + \frac 1 {T_1}\cdot y_{(k)} = \frac {K_{PT}} {T_1} \cdot u_{(k)} \end{equation*}
\end{myquote}


Diese Gleichung wird nach {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k)}} aufgelöst.
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}y_{(k)}+\frac {\Delta t} {T_1} \cdot y_{(k)} = y_{(k-1)} + \frac {K_{PT} \cdot \Delta t}{T_1} \cdot u_{(k)}\end{equation*}
\end{myquote}


{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Die Differenzengleichung des PT1-{}Gliedes lautet:}
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}y_{(k)} = \frac {T_1}{T_1+\Delta t} \cdot y_{(k-1)} + \frac {\Delta t \cdot K_{PT}}{T_1+\Delta t} \cdot u_{(k)} \end{equation*}
\end{myquote}
\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}

{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Differenzengleichung des PT1-{}Gliedes in vereinfachter Schreibweise mit identischer mathematischer Funktion:}
\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$y_{(k)} = y_{(k-1)} + (K_{PT} \cdot u_{(k)}-y_{(k-1)}) \cdot \frac {\Delta t}{T_1+ \Delta t}$}}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}
\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}
\subsection{Differenzengleichung der Proportional-{}Differenzialfunktion (Ideales PD1-{}Glied)}
\label{169}

Übertragungsfunktion PD1-{}Glied:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}G(s) = \frac {Y(s)}{U(s)} = K_{PD} \cdot (T_V \cdot s+1)\end{equation*}
\end{myquote}


Die zugehörige Differenzialgleichung lautet:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}y(t) = K_{PD} \cdot T_V \cdot \dot u(t) + K_{PD} \cdot u(t)\end{equation*}
\end{myquote}


Der Differenzialquotient der Differenzialgleichung wird ersetzt durch den Differenzialalgorithmus mit folgendem Ansatz:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} y_{(k)} = K_{PD} \cdot T_V \cdot \frac {u_{(k)}- u_{(k-1)}}{\Delta t} + K_{PD} \cdot u_{(k)}\end{equation*}
\end{myquote}


{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Die Differenzengleichung des idealen PD1-{}Gliedes lautet:}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}

\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$y_{(k)} = K_{PD} \cdot [u_{(k)} + (u_{(k)}- u_{(k-1)})\cdot \frac {T_V}{\Delta t}] $}\newline{}}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


{\bfseries \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunbx.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunbx.ttf}\bfseries Anmerkung:}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} Differenzierende Systeme ohne sogenannte parasitäre Zeitkonstanten von PT1-{}Gliedern lassen sich als Hardware technisch nicht herstellen. Die parasitäre Zeitkonstante ist wesentlich kleiner, als die Zeitkonstante des Differenzierers. Dennoch kann man mit idealen Differenzierern rechnen, dabei ist die Größe des Impulses der Sprungantwort umgekehrt proportional der Größe von Δt.

\section{Zusammenfassung der Berechnung mit Differenzengleichungen}
\label{170}

\begin{myitemize}
\item{}  Euler-{}Rechteck-{}Verfahren
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Durch unterschiedliche Verfahren der Approximation (Annäherung) an eine zeitabhängige Funktion wie zum Beispiel für ein Verzögerungsglied 1. Ordnung existieren unterschiedliche Differenzengleichungen.
\item{} Das einfachste Verfahren ist das Euler-{}Rechteck-{}Verfahren. Für die genannten vier linearen Teilsysteme wurden aus den zugehörigen DGL Differenzengleichungen abgeleitet.
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}   Berechnungsfolge
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Eine Berechnungsfolge bezieht sich auf das gesamte Übertragungssystem für das Zeitintervall ∆t.
\item{} In einer Folge {\large k = (0, 1, 2, 3, … k\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{MAX})} werden beliebig viele Einzelsysteme eines Gesamtsystems hintereinander für ein konstantes Zeitintervall {\large ∆t} mittels Differenzengleichungen berechnet.
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}   Reihendarstellung
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Jeder Signalausgang eines Teilsystems ist in der Reihendarstellung der Signaleingang des nächsten Teilsystems (multiplikative Funktion).
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}  Maximale Folge {\large k\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{MAX}}
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Der Endwert der Folge {\large k\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{MAX}} ergibt sich für den gewünschten Betrachtungszeitraum {\large t\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{MAX}}:
\item{} {\large k\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{MAX} = t\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{MAX} / ∆t}.
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}  Testsignale
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Das Eingangstestsignal eines Übertragungssystems ist eine Funktion von {\large ∆t} und bezieht sich meistens auf die Testsignale: Impulsfunktion, Sprungfunktion und Anstiegsfunktion.
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}   Nichtlineare Systeme
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Nichtlineare statische Systeme in Verbindung mit linearen dynamischen Systemen benötigen analytische Gleichungen oder Wertetabellen.
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}   Tabellarische Anordnung der Differenzengleichungen
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Für die Anwendung der Differenzengleichungen empfiehlt sich eine tabellarische Anordnung der Gleichungen, indem entsprechend einem Blockdiagramm der Signalflüsse beginnend von einer Spalte {\large k * ∆t} von links nach rechts die multiplikativen Zusammenhänge der Teilsysteme in den Zellen einer Zeile stehen.
\item{} Damit steht in der ersten Spalte der absolute Zeitmaßstab {\large k * ∆t}, in der 2. Spalte die Eingangsgröße (das zeitdiskrete Testsignal) und für alle weiteren Zellen der Spalten der gleichen Zeile die Differenzengleichungen, für die jeweils jede Berechnungsfolge mit {\large k * ∆t} durchgeführt wird.
\item{} Es können auch unstetige sprungartige Eingangssignale als Wertetabelle in die 2. Spalte eingetragen werden.
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}   PT2-{}Glieder mit konjugiert komplexen Polen können durch einen unterlagerten Regelkreis mit einem PT1-{}Glied und einem I-{}Glied nachgebildet werden.
\end{myitemize}


\begin{myitemize}
\item{}   PD2-{}Glieder mit konjugiert komplexen Nullstellen
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Sie entstehen durch Produktbildung zweier PD1-{}Glieder und Subtraktion mit einem D-{}Glied.
\item{} Anwendung: Als Vorfilter an einem Regelkreis zur Reduzierung von Schwinganteilen der Ausgangsgröße {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k)}}.
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}   Die Differenzengleichung eines nichtregulären (instabilen) PT1-{}Gliedes {\large G\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{PT1}(s) = 1 / (T*s-{}1)} entsteht durch Vorzeichenumkehr der betreffenden Differenzengleichung.
\end{myitemize}


\begin{myitemize}
\item{}   Nichtlineares Verhalten einer Signalbegrenzung
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Die Signalbegrenzung kann mit einem logischen Operator als WENN-{}DANN-{}SONST-{}Anweisung realisiert werden. Zum Beispiel mit Zelleneintrag einer Spalte: Wenn {\large u\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k)}} >{} Bezugswert, dann {\large u\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k)}} = Bezugswert (positive Begrenzung)
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}   Nichtlineares Verhalten einer Geräte-{}Kennlinie erfordert eine Wertetabelle als Tabellenspalte, die der Folge {\large k} zugeordnet werden muss. Dies gilt für den Fall, dass eine analytische Gleichung das nichtlinearem Systemverhalten nicht beschreiben kann.
\end{myitemize}


\begin{myitemize}
\item{}   Totzeitsysteme
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Totzeitsysteme lassen sich mit einer Programmschleife beschreiben.
\end{myquote}


\begin{myquote}
\item{} Bei Anwendung der Tabellenkalkulation gilt die Rechenanweisung:
\item{} {\large INDEX(F20; F200; 180 -{} Tt / Δt)} und bedeutet: Diese Gleichung steht in der obersten Spalte {\large G200} für {\large k = 0} und k * Δt = 0 und bezieht sich auf die Spalte F20 bis F200. Es dürfen keine Zei-{}chen innerhalb der Zellen 20 bis 200 dieses Spaltenbereichs stehen.
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}   Numerische Stabilität
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Zur Vermeidung der numerischen Instabilität gelten 2 Bedingungen:
\item{} 1. {\large Δt} muss kleiner sein, als die kleinste System-{}Zeitkonstante innerhalb einer Berechnungsfolge.
\item{} 2. Bei sehr großer Kreisverstärkung {\large K} einer Regelkreisnachbildung: $\text{ }$\newline{}
 Δt <{} Dominante Zeitkonstante {\large T / K}. Die Kreisverstärkung {\large K} ist das Produkt aller Einzelverstärkungen.
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}   Eingangssignale / Testsignale:
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Die Eingangssignale {\large u\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k)}} einer Systemblockstruktur müssen einen Bezug zu {\large Δt} haben.
\item{} Normierte Sprungfunktion: {\large u\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k)} = 1}
\item{} Normierter δ-{}Impuls: {\large u\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k=0)} = 1 / Δt ;    u\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k >{} 0)} = 0}
\item{} Anstiegsfunktion: {\large u\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k)} = u\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k-{}1)} + c * Δt ;    c = Δu / Δt}
\end{myquote}

{\bfseries
\begin{mydescription} Kommerzielle Programme
\end{mydescription}
}


Kommerzielle Programme zur numerischen Berechnungen wie {\large MatLab} unterscheiden sich von selbst entwickelten numerischen Berechnungen in drei wesentlichen Punkten:

\begin{myitemize}
\item{}   Es kann eine gewünschte Berechnungsgenauigkeit durch ausgewählte Verfahren bestimmt werden,
\item{}   Die gewählten Verfahren sind adaptiv, d.h. es muss keine diskrete Zeit und maximale Folge vorgegeben werden. Die Größe des Zeitintervalls ist auch nicht über alle Folgen konstant,
\item{}   Die gewählten Verfahren kontrollieren die Stabilität der Lösung.
\end{myitemize}


\subsection{Tabellarische Darstellung der Differenzengleichungen}
\label{171}

In der folgenden Tabelle sind die Differenzengleichungen der vier elementaren Übertragungssysteme und einige nichtlineare Funktionen und Signale als {\large f(∆t)} dargestellt.

Die numerischen Berechnungen mit den Differenzengleichungen können mit jeder Programmiersprache durchgeführt werden. Es empfiehlt sich aber der Einfachheit halber die Anwendung der Tabellenkalkulation, mit der auch die grafische Darstellung des Systemverhaltens für ein beliebiges Testsignal hergestellt werden kann. Programmierfehler anderer Programmiersprachen werden vermieden.
{\bfseries
\begin{mydescription} Tabelle der Differenzengleichungen und logischen Operationen für die Simulation von Übertragungssystemen
\end{mydescription}
}


\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.06728\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.25734\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.25734\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.25734\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Typ }&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Übertragungsfunktionen \newline{} Definition der Testsignale und Operatoren &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Differenzengleichungen, \newline{} Operatoren als Funktion von k*Δt&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Hinweise\newline{}\endhead  \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}1 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} P-{}Glied: \newline{}\newline{} {$ \frac Y U (s) = K $}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$y_{(k)} = u_{(k)}\cdot K \,$}\newline{}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Die Einzelfaktoren K1, K2 ... der Übertragungsglieder werden sinnvollerweise zu einem Faktor K multipliziert. \newline{}\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} 2 \newline{} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} I-{}Glied: \newline{}\newline{} {$ \frac Y U (s) = \frac 1{T\cdot s}$}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$ y_{(k)} = y_{(k-1)} + u_{(k)}\cdot \frac {\Delta t}{T}$} \newline{} {\large k} = Nummer der Folge \newline{}{\large Δt} = konstante diskretisierte Zeit \newline{}{\large k * Δt = t =} aktuelle Zeit&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k)} =} aktueller Ausgangswert \newline{} {\large u\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k)} =} aktueller Eingangswert \newline{} {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k-{}1)} =} Ausgangswert einer zurückliegenden Folge \newline{} {\large k = 0}: Rechenfolge aller Anfangswerte\newline{} Normale Anfangswerte sind meist Null\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}3 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} PT1-{}Glied: \newline{}\newline{}{$ \frac Y U (s) = \frac {K_{PT1}}{T\cdot s+1}$}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$y_{(k)} = \,$}\newline{}{$ y_{(k-1)}+[K_{PT1}\cdot u_{(k)}-y_{(k-1)}] \cdot \frac {\Delta t}{T+\Delta t}$} \newline{}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} \newline{}\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}4 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Instabiles PT1-{}Glied:\newline{} \newline{}{$ \frac  Y U (s) = \frac {K_{PT1}}{T\cdot s - 1}$} \newline{}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$y_{(k)} = \,$}\newline{}{$ u_{(k-1)}+[K_{PT1}\cdot u_{(k)}+y_{(k-1)}] \cdot \frac {\Delta t}{T+\Delta t}$} \newline{} \newline{}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Pole-{}Nullstellenkompensation bei instabilen PT1-{}Gliedern ist nicht erlaubt!\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}5 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} D-{}Glied: \newline{}\newline{} {$ \frac Y U (s) = T\cdot s $}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {$y_{(k)} = [u_{(k)}-u_{(k-1)}]\cdot  \frac {T}{\Delta t}$}\newline{}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} \newline{}\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}6 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} PD1-{}Glied (Regler): \newline{}\newline{} {$ \frac Y U (s) = K_{PD1}\cdot (T\cdot s+1)$}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$y_{(k)} =  K_{PD1} \cdot [u_{(k)} + [u_{(k)}-u_{(k-1)}]\cdot  \frac {T}{\Delta t}]$}\newline{} \newline{}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} \newline{}\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}7 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Totzeitglied: \newline{} \newline{}\newline{}{$ \frac Y U (s) = K_{T_t}\cdot e^{-Tt\cdot s} $}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Schleife im Rechenprogramm oder: \newline{} \newline{} Anwendung Tabellenkalkulation: \newline{} INDEX(F20; F200; 180 -{} Tt / Δt)\newline{} Maximale Totzeit:\newline{} {$ T_{t \ max} = (200 - 20) \cdot \Delta t \, $} \newline{}Für {\large K\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{Tt}} ist eine eigene Spalte erforderlich&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Tabellenkalkulation: \newline{} F20;F200 bedeutet Bezug der Spalte F für Zellen F20 bis F200.Sämtliche Gleichungen für INDEX stehen z.{\mbox{$~$}}B. in der Spalte G ab G200 bis z.{\mbox{$~$}}B. G1200. In F200 bis F1200 stehen die Eingangswerte bzw. Gleichungen. \newline{} Spalte F20 bis F200 darf keine Zeichen enthalten, sonst entsteht eine fehlerhafte Zuweisung.\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}8 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Regelabweichung: \newline{} {$E(s) = W(s) - Y(s) \,$}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$e_{(k)} = W_{(k)} - Y_{(k-1)} \,$}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Regelabweichung = Sollwert – Istwert\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}9 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Symmetrische Signalbegrenzung: \newline{}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}  WENN-{}, DANN-{}; SONST-{}Anweisung: \newline{} WENN(X >{} A; DANN A; WENN(X <{} -{}A; DANN -{}A; SONST X))&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} X = Zahlenwert einer Zelle \newline{} A = Parameter der Begrenzung\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}10 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Nichtlineare Kennlinie: \newline{}als Funktion der Eingangsgröße, Kontinuierliche Funktion:\newline{}\newline{} Nichtkontinuierliche Funktion:\newline{} zum Beispiel Sprung und Rücksprung als Funktion der Zeit (k*Δt)&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Anwendung der Tabellenkalkulation: \newline{} Zelleneintrag einer Gleichung y(k) = f(k; u(k))\newline{}\newline{} \newline{}Zelleneintrag einer Tabelle:\newline{} Allen Zellen einer Spalte muss ein Wert zugewiesen werden: y(k) = f(k*Δt)&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Für alle Gleichungen gilt: \newline{}\newline{} Gleichungen werden pro Zelle z.{\mbox{$~$}}B. in Zeile 201 einmal geschrieben und beliebig oft entsprechend der gewünschten Signalauflösung z.{\mbox{$~$}}B. 1000 mal in der Spalte kopiert.\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}11 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Testsignale: Impulsfunktion \newline{}{$\hat u_{e\delta}(t) = \frac 1{\Delta t}$}\newline{} U(s) = 1&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Amplitude: {$ u_{(k=0)} = \frac 1{\Delta t} \,$} \newline{}\newline{} Amplitude: {$ u_{(k>0)} = 0 \,$}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Normierter Impuls!\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}12 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Testsignal Sprungfunktion: \newline{} U(s) = 1 / s&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Sprungfunktion: {$u_{(k)} = 1   \,$}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Normierter Sprung! \newline{}\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}13 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Testsignal Anstiegsfunktion: \newline{} U(s) = 1 / s²&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Anstieg: {$ u_{(k)} = u_{(k-1)} + c \cdot \Delta t \, $}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Anstiegskonstante c = Δ u / Δ t \newline{}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


\section{Anwendung numerischer Berechnungen}
\label{172}
Dynamische Systeme, deren Zeitverhalten in Form einer gewöhnlichen Differenzialgleichung g(t) oder durch die Laplace-{}transformierte Übertragungsfunktion G(s) beschrieben werden, lassen sich sehr vorteilhaft numerisch mit Differenzengleichungen berechnen. Ein dynamisches System besteht häufig aus einer in Funktionsblöcken dargestellten Reihenschaltung, Parallelschaltung oder Zurückkopplung von Teilsystemen, die durch zugehörige Differenzengleichungen beschrieben werden können. Zur besseren Übersicht werden die Rechenergebnisse der einzelnen Differenzengleichungen tabellarisch dargestellt. Mit jeder neuen Berechnungsfolge k des Gesamtsystems einer Tabellenzeile mit beliebig vielen Teilsystemen wird mit den zugehörigen Differenzengleichungen ein neues Gesamtergebnis y(k) für ein Zeitintervall Δt berechnet.   

Dabei wird die These vertreten, die Differenzengleichungen nur für Linearfaktoren der Übertragungsfunktion ersten Grades zu verwenden, weil nur 4 solcher Formen (2 im Nenner und 2 im Zähler der Übertragungsfunktion) existieren. Eine 5. und 6. Form von Übertragungssystemen zweiter Ordnung mit konjugiert komplexen Polen können mit den Linearfaktoren erster Ordnung simuliert werden. Es macht wenig Sinn, z.B. einen PID-{}Regler mit einer mittels z-{}Transformation gefundenen Differenzengleichung als eine einzige spezielle Gleichung zu benutzen, während es bei Verwendung mit Differenzengleichungen 1. Ordnung 3 einfache Differenzengleichungen für den P-{}I-{} D-{}Anteil eine völlige tabellarische Systemübersicht auf überprüfbare Richtigkeit gegeben ist. 

Die numerische Berechnung allgemein erlaubt die Berechnung verschiedenster Problemstellungen, die mit konventionellen Methoden sehr schwierig oder analytisch gar nicht zu lösen sind, wie: 

\begin{myitemize}
\item{}  Dynamischer Systeme, die sich linear und nichtlinear verhalten. 
\item{}  Verhalten dynamischer Systeme als Folge logischer Befehle oder Wertetabellen.
\item{}  Lösen von Differenzialgleichungen ohne und mit Anfangswerten der Systemspeicher.
\item{}  Systeme ohne Zeitverhalten, bei denen z.B. die kleinste Einheit Δu eine Funktion der dimensionslosen Eingangsgröße u ist (Beispiel: Mehrpunktregler, oder kombinierte Mehrpunktregler mit zeitabhängigen Rückführungen).  
\end{myitemize}


Die Hauptanwendung der numerischen Berechnung mit Differenzengleichungen bezieht sich auf die Berechnung des Ausgangs-{} Eingangsverhalten von dynamischen Systemen, die gesteuert oder geregelt werden. Da bestimmte Übertragungssysteme sich nichtlinear verhalten, können mittels der numerischen Behandlung logische Operationen (Z.B. WENN -{} DANN -{} SONST-{} Anweisung) mit den Differenzengleichungen kombiniert werden. 

Das Eingangs-{} Ausgangsverhalten eines Dreipunktreglers mit Schaltkriterien als Funktion der Hysterese und der Totzone lässt sich mit logischen Befehlen numerisch beschreiben und grafisch darstellen. 

Sehr nützlich ist die Anwendung der numerischen Behandlung in der Regelungstechnik. Durch die Simulation eines Regelkreises -{} bestehend aus dem Regler und der Regelstrecke -{}  können die Systemparameter des Reglers für eine gegebene Regelstrecke optimiert und das Verhalten der Regelgröße grafisch dargestellt werden. 
{\bfseries
\begin{mydescription} Gesamtsystem als gewöhnliche Differenzialgleichung
\end{mydescription}
}


\begin{myitemize}
\item{}   Das Modell eines linearen Systems mit n Systemspeichern, dass durch eine gewöhnliche Differenzialgleichung mit konstanten Koeffizienten beschrieben ist, kann durch n-{}fache numerische Integration berechnet werden.
\item{}   Von der höchsten Ableitung der Ausgangsgröße {\large y(t)} werden über Integratoren erzeugte n Zustandsvariablen {\large x(t)} subtrahiert. Die numerische Berechnung bezieht sich fortlaufend auf ein kleines Zeitintervall.
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Dieses numerische Verfahren ist erheblich einfacher als die Lösung einer DGL mit konventionellen Methoden, weil es sich um die Lösung einfacher algebraischer Gleichungen handelt.
\end{myquote}

\begin{myitemize}
\item{}  Die numerische Berechnung der Differenzialgleichung erlaubt die homogene Lösung mit Vorgabe der Anfangswerte mit {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k)} = 0} , die partikuläre Lösung ohne Anfangswerte mit {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k)} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/freefont/,UprightFont=FreeSerif.ttf,BoldFont=FreeSerifBold.ttf,ItalicFont=FreeSerifItalic.ttf,BoldItalicFont=FreeSerifBoldItalic.ttf]{FreeSerif.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/freefont/,UprightFont=FreeMono.ttf,BoldFont=FreeMonoBold.ttf,ItalicFont=FreeMonoOblique.ttf,BoldItalicFont=FreeMonoBoldOblique.ttf]{FreeSerif.ttf}≠\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} 0} und die Gesamtlösung mit Anfangswerten und {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k)} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/freefont/,UprightFont=FreeSerif.ttf,BoldFont=FreeSerifBold.ttf,ItalicFont=FreeSerifItalic.ttf,BoldItalicFont=FreeSerifBoldItalic.ttf]{FreeSerif.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/freefont/,UprightFont=FreeMono.ttf,BoldFont=FreeMonoBold.ttf,ItalicFont=FreeMonoOblique.ttf,BoldItalicFont=FreeMonoBoldOblique.ttf]{FreeSerif.ttf}≠\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} 0}.
\item{}  Es sind keine Integrationskonstanten zu berechnen.
\end{myitemize}


\subsection{Numerische Berechnung von Übertragungssystemen mit linearen und nichtlinearen Teilsystemen}
\label{173}
Lineare zeitinvariante Übertragungssysteme werden durch DGL-{}en und Übertragungsfunktionen beschrieben. Durch Zerlegung der Polynome der Übertragungsfunktion in Linearfaktoren 1. Ordnung mit und ohne Grundglied ergeben sich 4 elementare Übertragungsfunktionen mit den Funktionseigenschaften I-{}Glied, PT1-{}Glied, D-{}Glied und PD1-{}Glied, mit denen in beliebiger Reihen-{}, Parallel-{} und Kreisstruktur sich alle phasenminimale Übertragungsfunktionen nachbilden lassen. Für diese elementaren Teilsysteme lassen sich aus den zugehörigen DGL-{}en je eine Differenzengleichung bilden. Der Approximationsalgorithmus dieser 4 Differenzengleichungen ist aus den zugehörigen DGL abgeleitet. Von den verschiedenen Verfahren ist die Euler-{}Rechteckannäherung die einfachste.



\begin{minipage}{0.75000\textwidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\textwidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/70.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{70}{Sprungantwort eines Regelkreises mit PI-{}Regler und Stellgrößenbegrenzung.}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}


Numerische Stabilität ist gegeben, wenn:
\begin{myitemize}
\item{}  die diskrete Zeit {\large Δt} kleiner als die kleinste System-{}Zeitkonstante ist,
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\end{myitemize}


Für nichtlineare speicherlose Übertragungssysteme wie Signalbegrenzer, nichtlineare oder gebrochene Kennlinien, Totzeitsysteme und diskontinuierliche Eingangssignale lassen sich analytische Gleichungen oder Wertetabellen finden.

Die numerische Berechnung eines Übertragungssystems von linearen und nichtlinearen Einzelsystemen erfolgt sinnvoller Weise in Form einer Tabelle mit den Zeilen der Rekursion der Folge {\large k = 0} bis {\large k = k\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{MAX}} untereinander für je einen kleinen Berechnungszeitschritt {\large Δt} mit den Spaltenzellen der numerischen Gleichungen.

Da statische Gleichungen wie auch Differenzengleichungen nur einmal in die Zelle einer Spalte eingetragen und dann zum Beispiel für k\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{MAX} = 1000 die Gleichungen 1000-{}mal kopiert werden, muss eine Wertetabelle je nach gewünschter Auflösung von Hand in die Spalte einer Tabelle eingetragen werden.

Sämtliche Systemgleichungen können mit jeder Programmiersprache berechnet werden. Es wird die Anwendung der Tabellenkalkulation wegen der Einfachheit der Anwendung und der einfachen  Möglichkeit der grafischen Darstellung der Berechnungsergebnisse empfohlen.
{\bfseries
\begin{mydescription}Berechnungsbeispiel eines Modells aus verschiedenen Teilsystemen bestehenden Übertragungssystems
\end{mydescription}
}


\begin{myquote}
\item{} 

\begin{minipage}{1.0\linewidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/71.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{71}{Blockschaltbild eines Regelkreises mit Stellgrößenbegrenzung in der zeitdiskreten Darstellung.}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}


\end{myquote}

{\bfseries
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\end{mydescription}
}


\begin{myquote}
\item{} \begin{landscape}
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\end{landscape}
\end{myquote}


\begin{myquote}
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\end{myquote}
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\label{174}

Ein {\large PT2\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{KK}}-{}Schwingungsglied hat konjugiert komplexe Pole und kann deshalb nicht in Linearfaktoren ersten Grades ohne komplexe Anteile von Zahlenwerten zerlegt werden. Für die Bildung der Differenzengleichung eines Übertragungssystems zweiter Ordnung mit konjugiert komplexen Polen kann mit Hilfe eines einfachen Hilfsregelkreises und Anwendung von zwei Differenzengleichungen erster Ordnung erreicht werden.   
{\bfseries
\begin{mydescription}Berechnung der Koeffizienten eines Hilfsregelkreises aus der Übertragungsfunktion
\end{mydescription}
}
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{$G_0 (s) = \frac Y W (s) =  \frac {K_H} {s \cdot (T_H \cdot s +1)}$}
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{$G_H(s) = \frac Y W(s) = \frac {G_0} {1 + G_0} = \frac 1 {{\frac {T_H} {K_H}} \cdot s^2 + {\frac 1 {K_H}} \cdot s + 1} \ \mathrel{\hat=} \ \frac 1 {T^2 \cdot s^2 + 2 \cdot D \cdot T \cdot s + 1} = \frac 1 {a \cdot s^2 + b \cdot s + 1}$}
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Für eine gegebene Übertragungsfunktion eines Schwingungsgliedes mit den Zahlenwerten der Koeffizienten {$ a = T^2 $} und {$ b = 2 \cdot D \cdot T $} müssen die Parameter der Verstärkung K\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{H} und der Zeitkonstante T\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{H} des offenen Regelkreises {\large G\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}(s)} aus dem geschlossenen Hilfsregelkreis {\large G\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{PT1KK}(s)} errechnet werden.

Durch Koeffizientenvergleich lassen sich die gewünschten Parameter {$ K_H $} und {$ T_H $} des offenen Hilfsregelkreises bestimmen:

{$ \frac {T_H} {K_H} = a; \qquad \frac 1 {K_H} = b; \qquad T = \sqrt a$}

Mit diesen Parametern kann die numerische Berechnung mit den nachstehend aufgeführten Differenzengleichungen durchgeführt werden.

{$ T_H = a \cdot K_H = \frac a b; \qquad K_H = \frac 1 b; \qquad \text {Dämpfung} \ D = \frac b {2 \cdot T}$}



\begin{minipage}{0.75000\textwidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\textwidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/72.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{72}{Sprungantwort eines PT2\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{KK}-{}Gliedes,$\text{ }$\newline{}
 G(s) = 1 / (0,25 s² + 0,125 s +1)$\text{ }$\newline{}
 Dämpfung D = 0,125.}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}
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\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
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\end{longtable}

\end{myquote}


{\bfseries
\begin{mydescription} Numerische Nachbildung des Hilfsregelkreises für ein Schwingungsglied im zeitdiskreten Bereich f(k*Δt)
\end{mydescription}
}
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\begin{minipage}{1.0\linewidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\linewidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/73.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{73}{Blockschaltbild eines Hilfsregelkreises zur Simulation eines PT2\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{KK}-{}Schwingungsgliedes.}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}



\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.34030\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.57935\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Systembezeichnung }&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Differenzengleichung Schwingungsglied\endhead  \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} \newline{}Regelabweichung e(k) &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}\newline{}{$e_{(k)} = w_{(k)} - y_{(k-1)}$}\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} I-{}Glied u(k) &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$u_{(k)}= u_{(k-1)} + e_{(k)}\cdot K_H \cdot \Delta t$}\\ \hline \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} PT1-{}Glied y(k) &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{$y_{(k)}= y_{(k-1)}+[u_{(k)}-y_{(k-1)}] \cdot \frac {\Delta t}{T_H+\Delta t}$}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


Sollte das zu berechnende Zeitverhalten des Schwingungsgliedes G(s) einen Verstärkungsfaktor K im Zähler der Übertragungsfunktion enthalten, so wird dieser Faktor separat vor oder nach dem Hilfsregelkreis algebraisch {$y(k) = K \cdot u(k)$} berücksichtigt.  

\subsection{Numerische Lösung einer systembeschreibenden Differenzialgleichung}
\label{175}

Die partikuläre Lösung (Eingangs-{} Ausgangsverhalten) einer gewöhnlichen DGL mit konstanten Koeffizienten ist abhängig von der Zahl {\large n} der Ableitungen der Ausgangsgröße {\large y(t)}, der Ableitungen der Eingangsgröße {\large u(t)}, der Größe der Koeffizienten und der Funktion des Eingangssignals {\large u(t)}. Sie geht von Anfangswerten gleich Null aus. Dabei wird die Differenzialgleichung in die explizite Form nach der höchsten Ableitung umgestellt und grafisch in der Regelungsnormalform der Zustandsraumdarstellung dargestellt. 

Sind Anfangswerte der Differenzialgleichung gegeben, werden die Integratoren der Regelungsnormalform auf diese Anfangswerte gesetzt.

Die Differenzialgleichung eines Übertragungssystems in der allgemeinen Form ohne Ableitungen der Eingangsgröße lautet:
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*}a_n \cdot y^{(n)}(t)+ \ \cdots \ + a_2\cdot \ddot y(t)+a_1\cdot \dot y(t)+a_0\cdot y(t)= b_0\cdot u(t)\end{equation*}
\end{myquote}


{\bfseries
\begin{mydescription}Beispiel
\end{mydescription}
}
\begin{myquote}\item{} Erstellung des Signalflussplanes zur Lösung der DGL 2. Ordnung:
\end{myquote}




\begin{minipage}{0.87500\textwidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\textwidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/74.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{74}{Signalflussplan zur Lösung einer DGL in der expliziten Darstellung. Die Zustandsvariablen {\large x\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{i}} ergeben sich durch die Integrationen.}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}



\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{\bfseries\begin{mydescription} Systembeschreibende DGL\end{mydescription}}\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} a_2 \cdot \ddot y(t) + a_1 \cdot \dot y(t) + a_0 \cdot y(t) = b_0 \cdot u(t) \,\end{equation*}\end{myquote}Für die numerische Lösung einer gewöhnlichen DGL wird die explizite Form nach der höchsten Ableitung verwendet, d.h. in dem alle Terme der Gleichung durch den Koeffizienten {\large a\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{2}} dividiert werden und dann {$ \ddot y(t) \,$} freigestellt wird. \myfootnote{{\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape Zustandsgleichungen von Eingrößensystemen.}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} In: Gerd Schulz: {\itshape \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunti.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunti.ttf}\itshape Regelungstechnik 2.}}\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} \ddot y(t) = \frac 1 {a_2} \cdot [- a_0 \cdot y(t)  -a_1 \cdot \dot y(t) + b_0 \cdot u(t)]  \end{equation*}\end{myquote}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}Der in dem Strukturbild dargestellte Signalflussplan zeigt anschaulich die Umsetzung der DGL in ein Modell mit Zustandsvariablen {\large x\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{i}} zur Lösung der DGL.\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


Dieses Modell entspricht auch der Lösung einer DGL mit Hilfe der Analogrechentechnik und ist seit langem bekannt. Das Interesse galt weniger den dargestellten Zustandsvariablen sondern nur dem Verhalten der Ausgangsgröße {\large y(t)}.

Hat die Übertragungsfunktion oder die zugehörige DGL auch differentielle Anteile, d. h. Ableitungen der Eingangsgröße {\large u(t)},  eignet sich als Signalflussdiagramm der DGL besser die Regelungsnormalform der Zustandsraumdarstellung.

Die numerische Lösung dieser DGL mit n-{}fachen Ableitungen erfolgt durch n-{}fache numerische  Integrationen, die sich auf ein diskretes Zeitintervall {\large Δt} und rekursive Berechnung der Folgen {\large k = (0, 1, 2, 3, ...k\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{MAX})} bezieht.

Die Differenzengleichung zur numerischen Lösung einer Integration lautet (hier T = 1):
\begin{myquote}
\item{} \begin{equation*} y_{(k)} = y_{(k-1)} + u_{(k)}\cdot \frac {\Delta t}{T}\end{equation*}
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}  Partikuläre Lösung {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{P(k)}}:
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Für ein gegebenes Eingangssignal {\large u(Δt)} zur Zeit {\large k * Δt = 0} und den Anfangswerten der Integratoren {\large y\textquotesingle{}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0} = 0} und {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0} = 0} ergibt sich eine geschlossene Lösung für {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k)}} für {\large k = 0} bis {\large k\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{MAX}}.
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}  Homogene Lösung {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{H(k)}}:
\end{myitemize}

\begin{myquote}
\item{} Für ein gegebenes Eingangssignal {\large u(Δt) = 0} zur Zeit {\large k * Δt = 0} werden Anfangswerte der Integratoren für {\large y\textquotesingle{}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}} und {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}} eingesetzt. Es müssen dabei keine Integrationskonstanten {\large C\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{i}} ermittelt werden, weil die Integratoren als bestimmte Integrale mit den Integralgrenzen der Anfangswerte bis zum Ende des Betrachtungszeitraumes {\large k * Δt} wirken.
\end{myquote}


\begin{myitemize}
\item{}  Gesamtlösung {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k)}}:
\end{myitemize}

\begin{myquote}
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\end{myquote}


\subsection{Berechnungsbeispiel einer gewöhnlichen Differenzialgleichung 2. Ordnung mit Anfangswerten}
\label{176}



\begin{minipage}{0.75000\textwidth}
\begin{center}
\includegraphics[width=1.0\textwidth,height=6.5in,keepaspectratio]{../images/75.png}
\end{center}
\raggedright{}\myfigurewithcaption{75}{Sprungantwort eines PT2-{}Gliedes durch numerische Lösung einer DGL mit System-{}Anfangswerten.}
\end{minipage}\vspace{0.75cm}


\begin{myquote}
\item{} 
\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.95982\linewidth}|} \hline 
\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Übertragungsfunktion gegeben:\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} G(s) = \frac {Y(s)} {U(s)} = \frac 1 {(2 \cdot s+1)\cdot (s+1)} \end{equation*}\end{myquote}Zugehörige systembeschreibende DGL in expliziter Darstellung:\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} \ddot y(t) = 0,5 \cdot u(t) - 1,5 \cdot \dot y(t) - 0,5 \cdot y(t) \, \end{equation*}\end{myquote}\begin{myitemize}\item{}  Anfangswerte der Energiespeicher (Integratoren): {\large y\textquotesingle{}\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}(t) = 1;  y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{0}(t) = 1};\item{}  Eingangsgröße {\large u(k)} ist eine normierte Sprungfunktion 1 für {\large t >{} 0}. Die zu berechnenden Gleichungen ergeben sich aus dem dargestellten Signalflussplan.\end{myitemize}\begin{myquote}\item{} In der Tabellendarstellung erfolgt die Berechnung der Zellen einer Zeile von links nach rechts und danach von einer oberen Zeile zu den unteren Zeilen. Benötigte Werte, die an einer bestimmten Stelle einer Zeile noch nicht bekannt sind, werden aus einer vorhergehenden Zeile der gleichen Spalte entnommen.\end{myquote}\begin{myitemize}\item{}   Gleichung 1 bildet die Differenzen der noch zu berechnenden Ableitungen von {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k)}} in Spalte E der Tabelle laut Signalflussplan:\end{myitemize}\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} E2 = C2 \cdot D2 - F1 \cdot G2 - H1 \cdot I2 \, \end{equation*}\end{myquote}\begin{myitemize}\item{}   Gleichung 2 ist eine Differenzengleichung der Integration in Spalte F (mit {\large T = 1}):\end{myitemize}\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} y_{(k)} = y_{(k-1)} + u_{(k)}\cdot \frac {\Delta t}{T} \quad = \quad F2 = E1 + E2 \cdot \Delta t  \qquad (T = 1) \end{equation*}\end{myquote}\begin{myitemize}\item{}   Gleichung 3 ist eine Differenzengleichung der Integration in Spalte H (mit {\large T = 1}):\end{myitemize}\begin{myquote}\item{} \begin{equation*} y_{(k)} = y_{(k-1)} + u_{(k)}\cdot \frac {\Delta t}{T} \quad = \quad H2 = F1 + F2 \cdot \Delta t \qquad (T = 1)  \end{equation*}\end{myquote}\begin{myitemize}\item{}   Die Spalte B der diskreten Zeit {\large (k * Δt)} berechnet sich ab Zeile B3: {\large B3 = B2 + Δt} und kann beliebig oft kopiert werden!\end{myitemize}\begin{myitemize}\item{}   Die Lösung der DGL liefert die Spalte {\large H} mit der Ausgangsgröße {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k*Δt)}}!\end{myitemize}\\ \hline 
\end{longtable}

\end{myquote}


{\bfseries
\begin{mydescription} Tabellarische Darstellung der numerischen Gesamtlösung {\large y\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{(k*Δt)} \setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/freefont/,UprightFont=FreeSerif.ttf,BoldFont=FreeSerifBold.ttf,ItalicFont=FreeSerifItalic.ttf,BoldItalicFont=FreeSerifBoldItalic.ttf]{FreeSerif.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/freefont/,UprightFont=FreeMono.ttf,BoldFont=FreeMonoBold.ttf,ItalicFont=FreeMonoOblique.ttf,BoldItalicFont=FreeMonoBoldOblique.ttf]{FreeSerif.ttf}≈\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf} y(t)} einer Differenzialgleichung 2. Ordnung.
\end{mydescription}
}


\begin{myquote}
\item{} \begin{landscape}

\begin{longtable}{|>{\RaggedRight}p{0.06234\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.06234\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.06234\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.06234\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.06234\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.06234\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.06234\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.06234\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.06234\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.06234\linewidth}|>{\RaggedRight}p{0.06234\linewidth}|} \hline 
{\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} }&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Spalte A&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Spalte B&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Spalte C&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Spalte D&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Spalte E&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Spalte F&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Spalte G&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Spalte H&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Spalte I &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Spalte J\\ \hline {\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} }&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Folge k &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Zeit \newline{} Δt &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Eingangs\newline{}Signal  &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Koeffiz. \newline{}b0 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Differenz\newline{}Gl. 1 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}I-{}Glied\newline{}Gl. 2 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Koeffiz.\newline{}a1 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}I-{}Glied\newline{}Gl. 3 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Koeffiz.\newline{}a0 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Bemerkungen\\ \hline {\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Zeile 1  }&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}-{}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}-{} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}-{}  &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} -{} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}-{} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}1 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} -{}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}1 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}-{} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Anfangswerte\\ \hline {\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Zeile 2 }&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} 0 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}0*Δt&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} 1 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} 0,5 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Gl. 1 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Gl. 2 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} 1,5 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Gl. 3 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} 0,5 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Gleichungen\\ \hline {\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Zeile 3 }&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}1 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}1*Δt&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} 1 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} 0,5 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Gl. 1 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Gl. 2&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} 1,5 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Gl. 3 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} 0,5 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Kopie Zeile 2\\ \hline {\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Zeile 4 }&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}2 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}2*Δt &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} 1 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} 0,5 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Gl. 1 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Gl. 2 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} 1,5 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Gl. 3 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} 0,5 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Kopie Zeile 2\\ \hline {\bfseries \hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Endzeile  }&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}{\large k\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{MAX}}&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} {\large k\setmainfont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmunrm.ttf,BoldFont=cmunbx.ttf,ItalicFont=cmunti.ttf,BoldItalicFont=cmunbi.ttf]{cmunrm.ttf}\setmonofont[Path=/usr/share/fonts/truetype/cmu/,UprightFont=cmuntt.ttf,BoldFont=cmuntb.ttf,ItalicFont=cmunit.ttf,BoldItalicFont=cmuntx.ttf]{cmunrm.ttf}\textsubscript{MAX}*Δt} &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} 1 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} 0,5 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Gl. 1 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} Gl.2 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} 1,5 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}  Gl. 3&\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt} 0,5 &\hspace*{0pt}\ignorespaces{}\hspace*{0pt}Kopie Zeile 2\\ \hline 
\end{longtable}

\end{landscape}
\end{myquote}


Anmerkung:
\begin{myitemize}
\item{}  Bei der homogenen Lösung sind in Spalte C sämtliche Werte auf 0 gesetzt mit Anfangswerten in Zeile 1.
\item{}  Bei der partikulären Lösung sind in Spalte C sämtliche Werte auf 1 gesetzt ohne Anfangswerte in Zeile 1.
\item{}  Der Approximationsfehler der Annäherung an die analytische Lösung beträgt ungefähr Δt / T = 0,003 / 2 = 0,0015 = 0,15 \%.
\end{myitemize}
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\section {GNU GENERAL PUBLIC LICENSE}
\begin{multicols}{4}

Version 3, 29 June 2007

Copyright © 2007 Free Software Foundation, Inc. <http://fsf.org/>

Everyone is permitted to copy and distribute verbatim copies of this license document, but changing it is not allowed.
Preamble

The GNU General Public License is a free, copyleft license for software and other kinds of works.

The licenses for most software and other practical works are designed to take away your freedom to share and change the works. By contrast, the GNU General Public License is intended to guarantee your freedom to share and change all versions of a program--to make sure it remains free software for all its users. We, the Free Software Foundation, use the GNU General Public License for most of our software; it applies also to any other work released this way by its authors. You can apply it to your programs, too.

When we speak of free software, we are referring to freedom, not price. Our General Public Licenses are designed to make sure that you have the freedom to distribute copies of free software (and charge for them if you wish), that you receive source code or can get it if you want it, that you can change the software or use pieces of it in new free programs, and that you know you can do these things.

To protect your rights, we need to prevent others from denying you these rights or asking you to surrender the rights. Therefore, you have certain responsibilities if you distribute copies of the software, or if you modify it: responsibilities to respect the freedom of others.

For example, if you distribute copies of such a program, whether gratis or for a fee, you must pass on to the recipients the same freedoms that you received. You must make sure that they, too, receive or can get the source code. And you must show them these terms so they know their rights.

Developers that use the GNU GPL protect your rights with two steps: (1) assert copyright on the software, and (2) offer you this License giving you legal permission to copy, distribute and/or modify it.

For the developers' and authors' protection, the GPL clearly explains that there is no warranty for this free software. For both users' and authors' sake, the GPL requires that modified versions be marked as changed, so that their problems will not be attributed erroneously to authors of previous versions.

Some devices are designed to deny users access to install or run modified versions of the software inside them, although the manufacturer can do so. This is fundamentally incompatible with the aim of protecting users' freedom to change the software. The systematic pattern of such abuse occurs in the area of products for individuals to use, which is precisely where it is most unacceptable. Therefore, we have designed this version of the GPL to prohibit the practice for those products. If such problems arise substantially in other domains, we stand ready to extend this provision to those domains in future versions of the GPL, as needed to protect the freedom of users.

Finally, every program is threatened constantly by software patents. States should not allow patents to restrict development and use of software on general-purpose computers, but in those that do, we wish to avoid the special danger that patents applied to a free program could make it effectively proprietary. To prevent this, the GPL assures that patents cannot be used to render the program non-free.

The precise terms and conditions for copying, distribution and modification follow.
TERMS AND CONDITIONS
0. Definitions.

“This License” refers to version 3 of the GNU General Public License.

“Copyright” also means copyright-like laws that apply to other kinds of works, such as semiconductor masks.

“The Program” refers to any copyrightable work licensed under this License. Each licensee is addressed as “you”. “Licensees” and “recipients” may be individuals or organizations.

To “modify” a work means to copy from or adapt all or part of the work in a fashion requiring copyright permission, other than the making of an exact copy. The resulting work is called a “modified version” of the earlier work or a work “based on” the earlier work.

A “covered work” means either the unmodified Program or a work based on the Program.

To “propagate” a work means to do anything with it that, without permission, would make you directly or secondarily liable for infringement under applicable copyright law, except executing it on a computer or modifying a private copy. Propagation includes copying, distribution (with or without modification), making available to the public, and in some countries other activities as well.

To “convey” a work means any kind of propagation that enables other parties to make or receive copies. Mere interaction with a user through a computer network, with no transfer of a copy, is not conveying.

An interactive user interface displays “Appropriate Legal Notices” to the extent that it includes a convenient and prominently visible feature that (1) displays an appropriate copyright notice, and (2) tells the user that there is no warranty for the work (except to the extent that warranties are provided), that licensees may convey the work under this License, and how to view a copy of this License. If the interface presents a list of user commands or options, such as a menu, a prominent item in the list meets this criterion.
1. Source Code.

The “source code” for a work means the preferred form of the work for making modifications to it. “Object code” means any non-source form of a work.

A “Standard Interface” means an interface that either is an official standard defined by a recognized standards body, or, in the case of interfaces specified for a particular programming language, one that is widely used among developers working in that language.

The “System Libraries” of an executable work include anything, other than the work as a whole, that (a) is included in the normal form of packaging a Major Component, but which is not part of that Major Component, and (b) serves only to enable use of the work with that Major Component, or to implement a Standard Interface for which an implementation is available to the public in source code form. A “Major Component”, in this context, means a major essential component (kernel, window system, and so on) of the specific operating system (if any) on which the executable work runs, or a compiler used to produce the work, or an object code interpreter used to run it.

The “Corresponding Source” for a work in object code form means all the source code needed to generate, install, and (for an executable work) run the object code and to modify the work, including scripts to control those activities. However, it does not include the work's System Libraries, or general-purpose tools or generally available free programs which are used unmodified in performing those activities but which are not part of the work. For example, Corresponding Source includes interface definition files associated with source files for the work, and the source code for shared libraries and dynamically linked subprograms that the work is specifically designed to require, such as by intimate data communication or control flow between those subprograms and other parts of the work.

The Corresponding Source need not include anything that users can regenerate automatically from other parts of the Corresponding Source.

The Corresponding Source for a work in source code form is that same work.
2. Basic Permissions.

All rights granted under this License are granted for the term of copyright on the Program, and are irrevocable provided the stated conditions are met. This License explicitly affirms your unlimited permission to run the unmodified Program. The output from running a covered work is covered by this License only if the output, given its content, constitutes a covered work. This License acknowledges your rights of fair use or other equivalent, as provided by copyright law.

You may make, run and propagate covered works that you do not convey, without conditions so long as your license otherwise remains in force. You may convey covered works to others for the sole purpose of having them make modifications exclusively for you, or provide you with facilities for running those works, provided that you comply with the terms of this License in conveying all material for which you do not control copyright. Those thus making or running the covered works for you must do so exclusively on your behalf, under your direction and control, on terms that prohibit them from making any copies of your copyrighted material outside their relationship with you.

Conveying under any other circumstances is permitted solely under the conditions stated below. Sublicensing is not allowed; section 10 makes it unnecessary.
3. Protecting Users' Legal Rights From Anti-Circumvention Law.

No covered work shall be deemed part of an effective technological measure under any applicable law fulfilling obligations under article 11 of the WIPO copyright treaty adopted on 20 December 1996, or similar laws prohibiting or restricting circumvention of such measures.

When you convey a covered work, you waive any legal power to forbid circumvention of technological measures to the extent such circumvention is effected by exercising rights under this License with respect to the covered work, and you disclaim any intention to limit operation or modification of the work as a means of enforcing, against the work's users, your or third parties' legal rights to forbid circumvention of technological measures.
4. Conveying Verbatim Copies.

You may convey verbatim copies of the Program's source code as you receive it, in any medium, provided that you conspicuously and appropriately publish on each copy an appropriate copyright notice; keep intact all notices stating that this License and any non-permissive terms added in accord with section 7 apply to the code; keep intact all notices of the absence of any warranty; and give all recipients a copy of this License along with the Program.

You may charge any price or no price for each copy that you convey, and you may offer support or warranty protection for a fee.
5. Conveying Modified Source Versions.

You may convey a work based on the Program, or the modifications to produce it from the Program, in the form of source code under the terms of section 4, provided that you also meet all of these conditions:

    * a) The work must carry prominent notices stating that you modified it, and giving a relevant date.
    * b) The work must carry prominent notices stating that it is released under this License and any conditions added under section 7. This requirement modifies the requirement in section 4 to “keep intact all notices”.
    * c) You must license the entire work, as a whole, under this License to anyone who comes into possession of a copy. This License will therefore apply, along with any applicable section 7 additional terms, to the whole of the work, and all its parts, regardless of how they are packaged. This License gives no permission to license the work in any other way, but it does not invalidate such permission if you have separately received it.
    * d) If the work has interactive user interfaces, each must display Appropriate Legal Notices; however, if the Program has interactive interfaces that do not display Appropriate Legal Notices, your work need not make them do so.

A compilation of a covered work with other separate and independent works, which are not by their nature extensions of the covered work, and which are not combined with it such as to form a larger program, in or on a volume of a storage or distribution medium, is called an “aggregate” if the compilation and its resulting copyright are not used to limit the access or legal rights of the compilation's users beyond what the individual works permit. Inclusion of a covered work in an aggregate does not cause this License to apply to the other parts of the aggregate.
6. Conveying Non-Source Forms.

You may convey a covered work in object code form under the terms of sections 4 and 5, provided that you also convey the machine-readable Corresponding Source under the terms of this License, in one of these ways:

    * a) Convey the object code in, or embodied in, a physical product (including a physical distribution medium), accompanied by the Corresponding Source fixed on a durable physical medium customarily used for software interchange.
    * b) Convey the object code in, or embodied in, a physical product (including a physical distribution medium), accompanied by a written offer, valid for at least three years and valid for as long as you offer spare parts or customer support for that product model, to give anyone who possesses the object code either (1) a copy of the Corresponding Source for all the software in the product that is covered by this License, on a durable physical medium customarily used for software interchange, for a price no more than your reasonable cost of physically performing this conveying of source, or (2) access to copy the Corresponding Source from a network server at no charge.
    * c) Convey individual copies of the object code with a copy of the written offer to provide the Corresponding Source. This alternative is allowed only occasionally and noncommercially, and only if you received the object code with such an offer, in accord with subsection 6b.
    * d) Convey the object code by offering access from a designated place (gratis or for a charge), and offer equivalent access to the Corresponding Source in the same way through the same place at no further charge. You need not require recipients to copy the Corresponding Source along with the object code. If the place to copy the object code is a network server, the Corresponding Source may be on a different server (operated by you or a third party) that supports equivalent copying facilities, provided you maintain clear directions next to the object code saying where to find the Corresponding Source. Regardless of what server hosts the Corresponding Source, you remain obligated to ensure that it is available for as long as needed to satisfy these requirements.
    * e) Convey the object code using peer-to-peer transmission, provided you inform other peers where the object code and Corresponding Source of the work are being offered to the general public at no charge under subsection 6d.

A separable portion of the object code, whose source code is excluded from the Corresponding Source as a System Library, need not be included in conveying the object code work.

A “User Product” is either (1) a “consumer product”, which means any tangible personal property which is normally used for personal, family, or household purposes, or (2) anything designed or sold for incorporation into a dwelling. In determining whether a product is a consumer product, doubtful cases shall be resolved in favor of coverage. For a particular product received by a particular user, “normally used” refers to a typical or common use of that class of product, regardless of the status of the particular user or of the way in which the particular user actually uses, or expects or is expected to use, the product. A product is a consumer product regardless of whether the product has substantial commercial, industrial or non-consumer uses, unless such uses represent the only significant mode of use of the product.

“Installation Information” for a User Product means any methods, procedures, authorization keys, or other information required to install and execute modified versions of a covered work in that User Product from a modified version of its Corresponding Source. The information must suffice to ensure that the continued functioning of the modified object code is in no case prevented or interfered with solely because modification has been made.

If you convey an object code work under this section in, or with, or specifically for use in, a User Product, and the conveying occurs as part of a transaction in which the right of possession and use of the User Product is transferred to the recipient in perpetuity or for a fixed term (regardless of how the transaction is characterized), the Corresponding Source conveyed under this section must be accompanied by the Installation Information. But this requirement does not apply if neither you nor any third party retains the ability to install modified object code on the User Product (for example, the work has been installed in ROM).

The requirement to provide Installation Information does not include a requirement to continue to provide support service, warranty, or updates for a work that has been modified or installed by the recipient, or for the User Product in which it has been modified or installed. Access to a network may be denied when the modification itself materially and adversely affects the operation of the network or violates the rules and protocols for communication across the network.

Corresponding Source conveyed, and Installation Information provided, in accord with this section must be in a format that is publicly documented (and with an implementation available to the public in source code form), and must require no special password or key for unpacking, reading or copying.
7. Additional Terms.

“Additional permissions” are terms that supplement the terms of this License by making exceptions from one or more of its conditions. Additional permissions that are applicable to the entire Program shall be treated as though they were included in this License, to the extent that they are valid under applicable law. If additional permissions apply only to part of the Program, that part may be used separately under those permissions, but the entire Program remains governed by this License without regard to the additional permissions.

When you convey a copy of a covered work, you may at your option remove any additional permissions from that copy, or from any part of it. (Additional permissions may be written to require their own removal in certain cases when you modify the work.) You may place additional permissions on material, added by you to a covered work, for which you have or can give appropriate copyright permission.

Notwithstanding any other provision of this License, for material you add to a covered work, you may (if authorized by the copyright holders of that material) supplement the terms of this License with terms:

    * a) Disclaiming warranty or limiting liability differently from the terms of sections 15 and 16 of this License; or
    * b) Requiring preservation of specified reasonable legal notices or author attributions in that material or in the Appropriate Legal Notices displayed by works containing it; or
    * c) Prohibiting misrepresentation of the origin of that material, or requiring that modified versions of such material be marked in reasonable ways as different from the original version; or
    * d) Limiting the use for publicity purposes of names of licensors or authors of the material; or
    * e) Declining to grant rights under trademark law for use of some trade names, trademarks, or service marks; or
    * f) Requiring indemnification of licensors and authors of that material by anyone who conveys the material (or modified versions of it) with contractual assumptions of liability to the recipient, for any liability that these contractual assumptions directly impose on those licensors and authors.

All other non-permissive additional terms are considered “further restrictions” within the meaning of section 10. If the Program as you received it, or any part of it, contains a notice stating that it is governed by this License along with a term that is a further restriction, you may remove that term. If a license document contains a further restriction but permits relicensing or conveying under this License, you may add to a covered work material governed by the terms of that license document, provided that the further restriction does not survive such relicensing or conveying.

If you add terms to a covered work in accord with this section, you must place, in the relevant source files, a statement of the additional terms that apply to those files, or a notice indicating where to find the applicable terms.

Additional terms, permissive or non-permissive, may be stated in the form of a separately written license, or stated as exceptions; the above requirements apply either way.
8. Termination.

You may not propagate or modify a covered work except as expressly provided under this License. Any attempt otherwise to propagate or modify it is void, and will automatically terminate your rights under this License (including any patent licenses granted under the third paragraph of section 11).

However, if you cease all violation of this License, then your license from a particular copyright holder is reinstated (a) provisionally, unless and until the copyright holder explicitly and finally terminates your license, and (b) permanently, if the copyright holder fails to notify you of the violation by some reasonable means prior to 60 days after the cessation.

Moreover, your license from a particular copyright holder is reinstated permanently if the copyright holder notifies you of the violation by some reasonable means, this is the first time you have received notice of violation of this License (for any work) from that copyright holder, and you cure the violation prior to 30 days after your receipt of the notice.

Termination of your rights under this section does not terminate the licenses of parties who have received copies or rights from you under this License. If your rights have been terminated and not permanently reinstated, you do not qualify to receive new licenses for the same material under section 10.
9. Acceptance Not Required for Having Copies.

You are not required to accept this License in order to receive or run a copy of the Program. Ancillary propagation of a covered work occurring solely as a consequence of using peer-to-peer transmission to receive a copy likewise does not require acceptance. However, nothing other than this License grants you permission to propagate or modify any covered work. These actions infringe copyright if you do not accept this License. Therefore, by modifying or propagating a covered work, you indicate your acceptance of this License to do so.
10. Automatic Licensing of Downstream Recipients.

Each time you convey a covered work, the recipient automatically receives a license from the original licensors, to run, modify and propagate that work, subject to this License. You are not responsible for enforcing compliance by third parties with this License.

An “entity transaction” is a transaction transferring control of an organization, or substantially all assets of one, or subdividing an organization, or merging organizations. If propagation of a covered work results from an entity transaction, each party to that transaction who receives a copy of the work also receives whatever licenses to the work the party's predecessor in interest had or could give under the previous paragraph, plus a right to possession of the Corresponding Source of the work from the predecessor in interest, if the predecessor has it or can get it with reasonable efforts.

You may not impose any further restrictions on the exercise of the rights granted or affirmed under this License. For example, you may not impose a license fee, royalty, or other charge for exercise of rights granted under this License, and you may not initiate litigation (including a cross-claim or counterclaim in a lawsuit) alleging that any patent claim is infringed by making, using, selling, offering for sale, or importing the Program or any portion of it.
11. Patents.

A “contributor” is a copyright holder who authorizes use under this License of the Program or a work on which the Program is based. The work thus licensed is called the contributor's “contributor version”.

A contributor's “essential patent claims” are all patent claims owned or controlled by the contributor, whether already acquired or hereafter acquired, that would be infringed by some manner, permitted by this License, of making, using, or selling its contributor version, but do not include claims that would be infringed only as a consequence of further modification of the contributor version. For purposes of this definition, “control” includes the right to grant patent sublicenses in a manner consistent with the requirements of this License.

Each contributor grants you a non-exclusive, worldwide, royalty-free patent license under the contributor's essential patent claims, to make, use, sell, offer for sale, import and otherwise run, modify and propagate the contents of its contributor version.

In the following three paragraphs, a “patent license” is any express agreement or commitment, however denominated, not to enforce a patent (such as an express permission to practice a patent or covenant not to sue for patent infringement). To “grant” such a patent license to a party means to make such an agreement or commitment not to enforce a patent against the party.

If you convey a covered work, knowingly relying on a patent license, and the Corresponding Source of the work is not available for anyone to copy, free of charge and under the terms of this License, through a publicly available network server or other readily accessible means, then you must either (1) cause the Corresponding Source to be so available, or (2) arrange to deprive yourself of the benefit of the patent license for this particular work, or (3) arrange, in a manner consistent with the requirements of this License, to extend the patent license to downstream recipients. “Knowingly relying” means you have actual knowledge that, but for the patent license, your conveying the covered work in a country, or your recipient's use of the covered work in a country, would infringe one or more identifiable patents in that country that you have reason to believe are valid.

If, pursuant to or in connection with a single transaction or arrangement, you convey, or propagate by procuring conveyance of, a covered work, and grant a patent license to some of the parties receiving the covered work authorizing them to use, propagate, modify or convey a specific copy of the covered work, then the patent license you grant is automatically extended to all recipients of the covered work and works based on it.

A patent license is “discriminatory” if it does not include within the scope of its coverage, prohibits the exercise of, or is conditioned on the non-exercise of one or more of the rights that are specifically granted under this License. You may not convey a covered work if you are a party to an arrangement with a third party that is in the business of distributing software, under which you make payment to the third party based on the extent of your activity of conveying the work, and under which the third party grants, to any of the parties who would receive the covered work from you, a discriminatory patent license (a) in connection with copies of the covered work conveyed by you (or copies made from those copies), or (b) primarily for and in connection with specific products or compilations that contain the covered work, unless you entered into that arrangement, or that patent license was granted, prior to 28 March 2007.

Nothing in this License shall be construed as excluding or limiting any implied license or other defenses to infringement that may otherwise be available to you under applicable patent law.
12. No Surrender of Others' Freedom.

If conditions are imposed on you (whether by court order, agreement or otherwise) that contradict the conditions of this License, they do not excuse you from the conditions of this License. If you cannot convey a covered work so as to satisfy simultaneously your obligations under this License and any other pertinent obligations, then as a consequence you may not convey it at all. For example, if you agree to terms that obligate you to collect a royalty for further conveying from those to whom you convey the Program, the only way you could satisfy both those terms and this License would be to refrain entirely from conveying the Program.
13. Use with the GNU Affero General Public License.

Notwithstanding any other provision of this License, you have permission to link or combine any covered work with a work licensed under version 3 of the GNU Affero General Public License into a single combined work, and to convey the resulting work. The terms of this License will continue to apply to the part which is the covered work, but the special requirements of the GNU Affero General Public License, section 13, concerning interaction through a network will apply to the combination as such.
14. Revised Versions of this License.

The Free Software Foundation may publish revised and/or new versions of the GNU General Public License from time to time. Such new versions will be similar in spirit to the present version, but may differ in detail to address new problems or concerns.

Each version is given a distinguishing version number. If the Program specifies that a certain numbered version of the GNU General Public License “or any later version” applies to it, you have the option of following the terms and conditions either of that numbered version or of any later version published by the Free Software Foundation. If the Program does not specify a version number of the GNU General Public License, you may choose any version ever published by the Free Software Foundation.

If the Program specifies that a proxy can decide which future versions of the GNU General Public License can be used, that proxy's public statement of acceptance of a version permanently authorizes you to choose that version for the Program.

Later license versions may give you additional or different permissions. However, no additional obligations are imposed on any author or copyright holder as a result of your choosing to follow a later version.
15. Disclaimer of Warranty.

THERE IS NO WARRANTY FOR THE PROGRAM, TO THE EXTENT PERMITTED BY APPLICABLE LAW. EXCEPT WHEN OTHERWISE STATED IN WRITING THE COPYRIGHT HOLDERS AND/OR OTHER PARTIES PROVIDE THE PROGRAM “AS IS” WITHOUT WARRANTY OF ANY KIND, EITHER EXPRESSED OR IMPLIED, INCLUDING, BUT NOT LIMITED TO, THE IMPLIED WARRANTIES OF MERCHANTABILITY AND FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE. THE ENTIRE RISK AS TO THE QUALITY AND PERFORMANCE OF THE PROGRAM IS WITH YOU. SHOULD THE PROGRAM PROVE DEFECTIVE, YOU ASSUME THE COST OF ALL NECESSARY SERVICING, REPAIR OR CORRECTION.
16. Limitation of Liability.

IN NO EVENT UNLESS REQUIRED BY APPLICABLE LAW OR AGREED TO IN WRITING WILL ANY COPYRIGHT HOLDER, OR ANY OTHER PARTY WHO MODIFIES AND/OR CONVEYS THE PROGRAM AS PERMITTED ABOVE, BE LIABLE TO YOU FOR DAMAGES, INCLUDING ANY GENERAL, SPECIAL, INCIDENTAL OR CONSEQUENTIAL DAMAGES ARISING OUT OF THE USE OR INABILITY TO USE THE PROGRAM (INCLUDING BUT NOT LIMITED TO LOSS OF DATA OR DATA BEING RENDERED INACCURATE OR LOSSES SUSTAINED BY YOU OR THIRD PARTIES OR A FAILURE OF THE PROGRAM TO OPERATE WITH ANY OTHER PROGRAMS), EVEN IF SUCH HOLDER OR OTHER PARTY HAS BEEN ADVISED OF THE POSSIBILITY OF SUCH DAMAGES.
17. Interpretation of Sections 15 and 16.

If the disclaimer of warranty and limitation of liability provided above cannot be given local legal effect according to their terms, reviewing courts shall apply local law that most closely approximates an absolute waiver of all civil liability in connection with the Program, unless a warranty or assumption of liability accompanies a copy of the Program in return for a fee.

END OF TERMS AND CONDITIONS
How to Apply These Terms to Your New Programs

If you develop a new program, and you want it to be of the greatest possible use to the public, the best way to achieve this is to make it free software which everyone can redistribute and change under these terms.

To do so, attach the following notices to the program. It is safest to attach them to the start of each source file to most effectively state the exclusion of warranty; and each file should have at least the “copyright” line and a pointer to where the full notice is found.

    <one line to give the program's name and a brief idea of what it does.>
    Copyright (C) <year>  <name of author>

    This program is free software: you can redistribute it and/or modify
    it under the terms of the GNU General Public License as published by
    the Free Software Foundation, either version 3 of the License, or
    (at your option) any later version.

    This program is distributed in the hope that it will be useful,
    but WITHOUT ANY WARRANTY; without even the implied warranty of
    MERCHANTABILITY or FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE.  See the
    GNU General Public License for more details.

    You should have received a copy of the GNU General Public License
    along with this program.  If not, see <http://www.gnu.org/licenses/>.

Also add information on how to contact you by electronic and paper mail.

If the program does terminal interaction, make it output a short notice like this when it starts in an interactive mode:

    <program>  Copyright (C) <year>  <name of author>
    This program comes with ABSOLUTELY NO WARRANTY; for details type `show w'.
    This is free software, and you are welcome to redistribute it
    under certain conditions; type `show c' for details.

The hypothetical commands `show w' and `show c' should show the appropriate parts of the General Public License. Of course, your program's commands might be different; for a GUI interface, you would use an “about box”.

You should also get your employer (if you work as a programmer) or school, if any, to sign a “copyright disclaimer” for the program, if necessary. For more information on this, and how to apply and follow the GNU GPL, see <http://www.gnu.org/licenses/>.

The GNU General Public License does not permit incorporating your program into proprietary programs. If your program is a subroutine library, you may consider it more useful to permit linking proprietary applications with the library. If this is what you want to do, use the GNU Lesser General Public License instead of this License. But first, please read <http://www.gnu.org/philosophy/why-not-lgpl.html>.
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Version 1.3, 3 November 2008

Copyright © 2000, 2001, 2002, 2007, 2008 Free Software Foundation, Inc. <http://fsf.org/>

Everyone is permitted to copy and distribute verbatim copies of this license document, but changing it is not allowed.
0. PREAMBLE

The purpose of this License is to make a manual, textbook, or other functional and useful document "free" in the sense of freedom: to assure everyone the effective freedom to copy and redistribute it, with or without modifying it, either commercially or noncommercially. Secondarily, this License preserves for the author and publisher a way to get credit for their work, while not being considered responsible for modifications made by others.

This License is a kind of "copyleft", which means that derivative works of the document must themselves be free in the same sense. It complements the GNU General Public License, which is a copyleft license designed for free software.

We have designed this License in order to use it for manuals for free software, because free software needs free documentation: a free program should come with manuals providing the same freedoms that the software does. But this License is not limited to software manuals; it can be used for any textual work, regardless of subject matter or whether it is published as a printed book. We recommend this License principally for works whose purpose is instruction or reference.
1. APPLICABILITY AND DEFINITIONS

This License applies to any manual or other work, in any medium, that contains a notice placed by the copyright holder saying it can be distributed under the terms of this License. Such a notice grants a world-wide, royalty-free license, unlimited in duration, to use that work under the conditions stated herein. The "Document", below, refers to any such manual or work. Any member of the public is a licensee, and is addressed as "you". You accept the license if you copy, modify or distribute the work in a way requiring permission under copyright law.

A "Modified Version" of the Document means any work containing the Document or a portion of it, either copied verbatim, or with modifications and/or translated into another language.

A "Secondary Section" is a named appendix or a front-matter section of the Document that deals exclusively with the relationship of the publishers or authors of the Document to the Document's overall subject (or to related matters) and contains nothing that could fall directly within that overall subject. (Thus, if the Document is in part a textbook of mathematics, a Secondary Section may not explain any mathematics.) The relationship could be a matter of historical connection with the subject or with related matters, or of legal, commercial, philosophical, ethical or political position regarding them.

The "Invariant Sections" are certain Secondary Sections whose titles are designated, as being those of Invariant Sections, in the notice that says that the Document is released under this License. If a section does not fit the above definition of Secondary then it is not allowed to be designated as Invariant. The Document may contain zero Invariant Sections. If the Document does not identify any Invariant Sections then there are none.

The "Cover Texts" are certain short passages of text that are listed, as Front-Cover Texts or Back-Cover Texts, in the notice that says that the Document is released under this License. A Front-Cover Text may be at most 5 words, and a Back-Cover Text may be at most 25 words.

A "Transparent" copy of the Document means a machine-readable copy, represented in a format whose specification is available to the general public, that is suitable for revising the document straightforwardly with generic text editors or (for images composed of pixels) generic paint programs or (for drawings) some widely available drawing editor, and that is suitable for input to text formatters or for automatic translation to a variety of formats suitable for input to text formatters. A copy made in an otherwise Transparent file format whose markup, or absence of markup, has been arranged to thwart or discourage subsequent modification by readers is not Transparent. An image format is not Transparent if used for any substantial amount of text. A copy that is not "Transparent" is called "Opaque".

Examples of suitable formats for Transparent copies include plain ASCII without markup, Texinfo input format, LaTeX input format, SGML or XML using a publicly available DTD, and standard-conforming simple HTML, PostScript or PDF designed for human modification. Examples of transparent image formats include PNG, XCF and JPG. Opaque formats include proprietary formats that can be read and edited only by proprietary word processors, SGML or XML for which the DTD and/or processing tools are not generally available, and the machine-generated HTML, PostScript or PDF produced by some word processors for output purposes only.

The "Title Page" means, for a printed book, the title page itself, plus such following pages as are needed to hold, legibly, the material this License requires to appear in the title page. For works in formats which do not have any title page as such, "Title Page" means the text near the most prominent appearance of the work's title, preceding the beginning of the body of the text.

The "publisher" means any person or entity that distributes copies of the Document to the public.

A section "Entitled XYZ" means a named subunit of the Document whose title either is precisely XYZ or contains XYZ in parentheses following text that translates XYZ in another language. (Here XYZ stands for a specific section name mentioned below, such as "Acknowledgements", "Dedications", "Endorsements", or "History".) To "Preserve the Title" of such a section when you modify the Document means that it remains a section "Entitled XYZ" according to this definition.

The Document may include Warranty Disclaimers next to the notice which states that this License applies to the Document. These Warranty Disclaimers are considered to be included by reference in this License, but only as regards disclaiming warranties: any other implication that these Warranty Disclaimers may have is void and has no effect on the meaning of this License.
2. VERBATIM COPYING

You may copy and distribute the Document in any medium, either commercially or noncommercially, provided that this License, the copyright notices, and the license notice saying this License applies to the Document are reproduced in all copies, and that you add no other conditions whatsoever to those of this License. You may not use technical measures to obstruct or control the reading or further copying of the copies you make or distribute. However, you may accept compensation in exchange for copies. If you distribute a large enough number of copies you must also follow the conditions in section 3.

You may also lend copies, under the same conditions stated above, and you may publicly display copies.
3. COPYING IN QUANTITY

If you publish printed copies (or copies in media that commonly have printed covers) of the Document, numbering more than 100, and the Document's license notice requires Cover Texts, you must enclose the copies in covers that carry, clearly and legibly, all these Cover Texts: Front-Cover Texts on the front cover, and Back-Cover Texts on the back cover. Both covers must also clearly and legibly identify you as the publisher of these copies. The front cover must present the full title with all words of the title equally prominent and visible. You may add other material on the covers in addition. Copying with changes limited to the covers, as long as they preserve the title of the Document and satisfy these conditions, can be treated as verbatim copying in other respects.

If the required texts for either cover are too voluminous to fit legibly, you should put the first ones listed (as many as fit reasonably) on the actual cover, and continue the rest onto adjacent pages.

If you publish or distribute Opaque copies of the Document numbering more than 100, you must either include a machine-readable Transparent copy along with each Opaque copy, or state in or with each Opaque copy a computer-network location from which the general network-using public has access to download using public-standard network protocols a complete Transparent copy of the Document, free of added material. If you use the latter option, you must take reasonably prudent steps, when you begin distribution of Opaque copies in quantity, to ensure that this Transparent copy will remain thus accessible at the stated location until at least one year after the last time you distribute an Opaque copy (directly or through your agents or retailers) of that edition to the public.

It is requested, but not required, that you contact the authors of the Document well before redistributing any large number of copies, to give them a chance to provide you with an updated version of the Document.
4. MODIFICATIONS

You may copy and distribute a Modified Version of the Document under the conditions of sections 2 and 3 above, provided that you release the Modified Version under precisely this License, with the Modified Version filling the role of the Document, thus licensing distribution and modification of the Modified Version to whoever possesses a copy of it. In addition, you must do these things in the Modified Version:

    * A. Use in the Title Page (and on the covers, if any) a title distinct from that of the Document, and from those of previous versions (which should, if there were any, be listed in the History section of the Document). You may use the same title as a previous version if the original publisher of that version gives permission.
    * B. List on the Title Page, as authors, one or more persons or entities responsible for authorship of the modifications in the Modified Version, together with at least five of the principal authors of the Document (all of its principal authors, if it has fewer than five), unless they release you from this requirement.
    * C. State on the Title page the name of the publisher of the Modified Version, as the publisher.
    * D. Preserve all the copyright notices of the Document.
    * E. Add an appropriate copyright notice for your modifications adjacent to the other copyright notices.
    * F. Include, immediately after the copyright notices, a license notice giving the public permission to use the Modified Version under the terms of this License, in the form shown in the Addendum below.
    * G. Preserve in that license notice the full lists of Invariant Sections and required Cover Texts given in the Document's license notice.
    * H. Include an unaltered copy of this License.
    * I. Preserve the section Entitled "History", Preserve its Title, and add to it an item stating at least the title, year, new authors, and publisher of the Modified Version as given on the Title Page. If there is no section Entitled "History" in the Document, create one stating the title, year, authors, and publisher of the Document as given on its Title Page, then add an item describing the Modified Version as stated in the previous sentence.
    * J. Preserve the network location, if any, given in the Document for public access to a Transparent copy of the Document, and likewise the network locations given in the Document for previous versions it was based on. These may be placed in the "History" section. You may omit a network location for a work that was published at least four years before the Document itself, or if the original publisher of the version it refers to gives permission.
    * K. For any section Entitled "Acknowledgements" or "Dedications", Preserve the Title of the section, and preserve in the section all the substance and tone of each of the contributor acknowledgements and/or dedications given therein.
    * L. Preserve all the Invariant Sections of the Document, unaltered in their text and in their titles. Section numbers or the equivalent are not considered part of the section titles.
    * M. Delete any section Entitled "Endorsements". Such a section may not be included in the Modified Version.
    * N. Do not retitle any existing section to be Entitled "Endorsements" or to conflict in title with any Invariant Section.
    * O. Preserve any Warranty Disclaimers.

If the Modified Version includes new front-matter sections or appendices that qualify as Secondary Sections and contain no material copied from the Document, you may at your option designate some or all of these sections as invariant. To do this, add their titles to the list of Invariant Sections in the Modified Version's license notice. These titles must be distinct from any other section titles.

You may add a section Entitled "Endorsements", provided it contains nothing but endorsements of your Modified Version by various parties—for example, statements of peer review or that the text has been approved by an organization as the authoritative definition of a standard.

You may add a passage of up to five words as a Front-Cover Text, and a passage of up to 25 words as a Back-Cover Text, to the end of the list of Cover Texts in the Modified Version. Only one passage of Front-Cover Text and one of Back-Cover Text may be added by (or through arrangements made by) any one entity. If the Document already includes a cover text for the same cover, previously added by you or by arrangement made by the same entity you are acting on behalf of, you may not add another; but you may replace the old one, on explicit permission from the previous publisher that added the old one.

The author(s) and publisher(s) of the Document do not by this License give permission to use their names for publicity for or to assert or imply endorsement of any Modified Version.
5. COMBINING DOCUMENTS

You may combine the Document with other documents released under this License, under the terms defined in section 4 above for modified versions, provided that you include in the combination all of the Invariant Sections of all of the original documents, unmodified, and list them all as Invariant Sections of your combined work in its license notice, and that you preserve all their Warranty Disclaimers.

The combined work need only contain one copy of this License, and multiple identical Invariant Sections may be replaced with a single copy. If there are multiple Invariant Sections with the same name but different contents, make the title of each such section unique by adding at the end of it, in parentheses, the name of the original author or publisher of that section if known, or else a unique number. Make the same adjustment to the section titles in the list of Invariant Sections in the license notice of the combined work.

In the combination, you must combine any sections Entitled "History" in the various original documents, forming one section Entitled "History"; likewise combine any sections Entitled "Acknowledgements", and any sections Entitled "Dedications". You must delete all sections Entitled "Endorsements".
6. COLLECTIONS OF DOCUMENTS

You may make a collection consisting of the Document and other documents released under this License, and replace the individual copies of this License in the various documents with a single copy that is included in the collection, provided that you follow the rules of this License for verbatim copying of each of the documents in all other respects.

You may extract a single document from such a collection, and distribute it individually under this License, provided you insert a copy of this License into the extracted document, and follow this License in all other respects regarding verbatim copying of that document.
7. AGGREGATION WITH INDEPENDENT WORKS

A compilation of the Document or its derivatives with other separate and independent documents or works, in or on a volume of a storage or distribution medium, is called an "aggregate" if the copyright resulting from the compilation is not used to limit the legal rights of the compilation's users beyond what the individual works permit. When the Document is included in an aggregate, this License does not apply to the other works in the aggregate which are not themselves derivative works of the Document.

If the Cover Text requirement of section 3 is applicable to these copies of the Document, then if the Document is less than one half of the entire aggregate, the Document's Cover Texts may be placed on covers that bracket the Document within the aggregate, or the electronic equivalent of covers if the Document is in electronic form. Otherwise they must appear on printed covers that bracket the whole aggregate.
8. TRANSLATION

Translation is considered a kind of modification, so you may distribute translations of the Document under the terms of section 4. Replacing Invariant Sections with translations requires special permission from their copyright holders, but you may include translations of some or all Invariant Sections in addition to the original versions of these Invariant Sections. You may include a translation of this License, and all the license notices in the Document, and any Warranty Disclaimers, provided that you also include the original English version of this License and the original versions of those notices and disclaimers. In case of a disagreement between the translation and the original version of this License or a notice or disclaimer, the original version will prevail.

If a section in the Document is Entitled "Acknowledgements", "Dedications", or "History", the requirement (section 4) to Preserve its Title (section 1) will typically require changing the actual title.
9. TERMINATION

You may not copy, modify, sublicense, or distribute the Document except as expressly provided under this License. Any attempt otherwise to copy, modify, sublicense, or distribute it is void, and will automatically terminate your rights under this License.

However, if you cease all violation of this License, then your license from a particular copyright holder is reinstated (a) provisionally, unless and until the copyright holder explicitly and finally terminates your license, and (b) permanently, if the copyright holder fails to notify you of the violation by some reasonable means prior to 60 days after the cessation.

Moreover, your license from a particular copyright holder is reinstated permanently if the copyright holder notifies you of the violation by some reasonable means, this is the first time you have received notice of violation of this License (for any work) from that copyright holder, and you cure the violation prior to 30 days after your receipt of the notice.

Termination of your rights under this section does not terminate the licenses of parties who have received copies or rights from you under this License. If your rights have been terminated and not permanently reinstated, receipt of a copy of some or all of the same material does not give you any rights to use it.
10. FUTURE REVISIONS OF THIS LICENSE

The Free Software Foundation may publish new, revised versions of the GNU Free Documentation License from time to time. Such new versions will be similar in spirit to the present version, but may differ in detail to address new problems or concerns. See http://www.gnu.org/copyleft/.

Each version of the License is given a distinguishing version number. If the Document specifies that a particular numbered version of this License "or any later version" applies to it, you have the option of following the terms and conditions either of that specified version or of any later version that has been published (not as a draft) by the Free Software Foundation. If the Document does not specify a version number of this License, you may choose any version ever published (not as a draft) by the Free Software Foundation. If the Document specifies that a proxy can decide which future versions of this License can be used, that proxy's public statement of acceptance of a version permanently authorizes you to choose that version for the Document.
11. RELICENSING

"Massive Multiauthor Collaboration Site" (or "MMC Site") means any World Wide Web server that publishes copyrightable works and also provides prominent facilities for anybody to edit those works. A public wiki that anybody can edit is an example of such a server. A "Massive Multiauthor Collaboration" (or "MMC") contained in the site means any set of copyrightable works thus published on the MMC site.

"CC-BY-SA" means the Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 license published by Creative Commons Corporation, a not-for-profit corporation with a principal place of business in San Francisco, California, as well as future copyleft versions of that license published by that same organization.

"Incorporate" means to publish or republish a Document, in whole or in part, as part of another Document.

An MMC is "eligible for relicensing" if it is licensed under this License, and if all works that were first published under this License somewhere other than this MMC, and subsequently incorporated in whole or in part into the MMC, (1) had no cover texts or invariant sections, and (2) were thus incorporated prior to November 1, 2008.

The operator of an MMC Site may republish an MMC contained in the site under CC-BY-SA on the same site at any time before August 1, 2009, provided the MMC is eligible for relicensing.
ADDENDUM: How to use this License for your documents

To use this License in a document you have written, include a copy of the License in the document and put the following copyright and license notices just after the title page:

    Copyright (C)  YEAR  YOUR NAME.
    Permission is granted to copy, distribute and/or modify this document
    under the terms of the GNU Free Documentation License, Version 1.3
    or any later version published by the Free Software Foundation;
    with no Invariant Sections, no Front-Cover Texts, and no Back-Cover Texts.
    A copy of the license is included in the section entitled "GNU
    Free Documentation License".

If you have Invariant Sections, Front-Cover Texts and Back-Cover Texts, replace the "with … Texts." line with this:

    with the Invariant Sections being LIST THEIR TITLES, with the
    Front-Cover Texts being LIST, and with the Back-Cover Texts being LIST.

If you have Invariant Sections without Cover Texts, or some other combination of the three, merge those two alternatives to suit the situation.

If your document contains nontrivial examples of program code, we recommend releasing these examples in parallel under your choice of free software license, such as the GNU General Public License, to permit their use in free software.
\end{multicols}

\section{GNU Lesser General Public License}
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GNU LESSER GENERAL PUBLIC LICENSE

Version 3, 29 June 2007

Copyright © 2007 Free Software Foundation, Inc. <http://fsf.org/>

Everyone is permitted to copy and distribute verbatim copies of this license document, but changing it is not allowed.

This version of the GNU Lesser General Public License incorporates the terms and conditions of version 3 of the GNU General Public License, supplemented by the additional permissions listed below.
0. Additional Definitions.

As used herein, “this License” refers to version 3 of the GNU Lesser General Public License, and the “GNU GPL” refers to version 3 of the GNU General Public License.

“The Library” refers to a covered work governed by this License, other than an Application or a Combined Work as defined below.

An “Application” is any work that makes use of an interface provided by the Library, but which is not otherwise based on the Library. Defining a subclass of a class defined by the Library is deemed a mode of using an interface provided by the Library.

A “Combined Work” is a work produced by combining or linking an Application with the Library. The particular version of the Library with which the Combined Work was made is also called the “Linked Version”.

The “Minimal Corresponding Source” for a Combined Work means the Corresponding Source for the Combined Work, excluding any source code for portions of the Combined Work that, considered in isolation, are based on the Application, and not on the Linked Version.

The “Corresponding Application Code” for a Combined Work means the object code and/or source code for the Application, including any data and utility programs needed for reproducing the Combined Work from the Application, but excluding the System Libraries of the Combined Work.
1. Exception to Section 3 of the GNU GPL.

You may convey a covered work under sections 3 and 4 of this License without being bound by section 3 of the GNU GPL.
2. Conveying Modified Versions.

If you modify a copy of the Library, and, in your modifications, a facility refers to a function or data to be supplied by an Application that uses the facility (other than as an argument passed when the facility is invoked), then you may convey a copy of the modified version:

    * a) under this License, provided that you make a good faith effort to ensure that, in the event an Application does not supply the function or data, the facility still operates, and performs whatever part of its purpose remains meaningful, or
    * b) under the GNU GPL, with none of the additional permissions of this License applicable to that copy.

3. Object Code Incorporating Material from Library Header Files.

The object code form of an Application may incorporate material from a header file that is part of the Library. You may convey such object code under terms of your choice, provided that, if the incorporated material is not limited to numerical parameters, data structure layouts and accessors, or small macros, inline functions and templates (ten or fewer lines in length), you do both of the following:

    * a) Give prominent notice with each copy of the object code that the Library is used in it and that the Library and its use are covered by this License.
    * b) Accompany the object code with a copy of the GNU GPL and this license document.

4. Combined Works.

You may convey a Combined Work under terms of your choice that, taken together, effectively do not restrict modification of the portions of the Library contained in the Combined Work and reverse engineering for debugging such modifications, if you also do each of the following:

    * a) Give prominent notice with each copy of the Combined Work that the Library is used in it and that the Library and its use are covered by this License.
    * b) Accompany the Combined Work with a copy of the GNU GPL and this license document.
    * c) For a Combined Work that displays copyright notices during execution, include the copyright notice for the Library among these notices, as well as a reference directing the user to the copies of the GNU GPL and this license document.
    * d) Do one of the following:
          o 0) Convey the Minimal Corresponding Source under the terms of this License, and the Corresponding Application Code in a form suitable for, and under terms that permit, the user to recombine or relink the Application with a modified version of the Linked Version to produce a modified Combined Work, in the manner specified by section 6 of the GNU GPL for conveying Corresponding Source.
          o 1) Use a suitable shared library mechanism for linking with the Library. A suitable mechanism is one that (a) uses at run time a copy of the Library already present on the user's computer system, and (b) will operate properly with a modified version of the Library that is interface-compatible with the Linked Version.
    * e) Provide Installation Information, but only if you would otherwise be required to provide such information under section 6 of the GNU GPL, and only to the extent that such information is necessary to install and execute a modified version of the Combined Work produced by recombining or relinking the Application with a modified version of the Linked Version. (If you use option 4d0, the Installation Information must accompany the Minimal Corresponding Source and Corresponding Application Code. If you use option 4d1, you must provide the Installation Information in the manner specified by section 6 of the GNU GPL for conveying Corresponding Source.)

5. Combined Libraries.

You may place library facilities that are a work based on the Library side by side in a single library together with other library facilities that are not Applications and are not covered by this License, and convey such a combined library under terms of your choice, if you do both of the following:

    * a) Accompany the combined library with a copy of the same work based on the Library, uncombined with any other library facilities, conveyed under the terms of this License.
    * b) Give prominent notice with the combined library that part of it is a work based on the Library, and explaining where to find the accompanying uncombined form of the same work.

6. Revised Versions of the GNU Lesser General Public License.

The Free Software Foundation may publish revised and/or new versions of the GNU Lesser General Public License from time to time. Such new versions will be similar in spirit to the present version, but may differ in detail to address new problems or concerns.

Each version is given a distinguishing version number. If the Library as you received it specifies that a certain numbered version of the GNU Lesser General Public License “or any later version” applies to it, you have the option of following the terms and conditions either of that published version or of any later version published by the Free Software Foundation. If the Library as you received it does not specify a version number of the GNU Lesser General Public License, you may choose any version of the GNU Lesser General Public License ever published by the Free Software Foundation.

If the Library as you received it specifies that a proxy can decide whether future versions of the GNU Lesser General Public License shall apply, that proxy's public statement of acceptance of any version is permanent authorization for you to choose that version for the Library.
\end{multicols}
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