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1. Uvod

Kmitavy pohyb (oscilace) je d¢j, pii kterém se opakované méni fyzikéalni veli¢iny, a mizeme
jej velmi Casto pozorovat ve svété kolem nas, naptiklad jako kmitani kytarovych strun,
kyvadlo na hodinach, kmitani atomu v latkdch. Tento jev se vyskytuje nejen u hmotnych
objektt, ale tfeba i U Sifeni rentgenového zafeni. VSechny uvedené piiklady jsou kmitajici
mechanické soustavy (nebo jejich ¢asti), které nazyvame oscilatory.

V tomto semestralnim projektu budou popsany vlastnosti a nasledné diskutovany
rozdily dvou typl oscilatord. Klasického oscilatoru, ktery je popsan pomoci fyziky
(klasického) makroskopického svéta, a oscilatoru kvantového, realizovatelného na ¢asticové
arovni, u kterého je uplatnéna fyzika kvantova, jelikoZz zde ptestavaji platit kolem nas bézné

fyzikalni zakony.



2. Teorie k problematice

2.1. Mechanika
Mechanika je fyzikélni obor, ktery studuje mechanické pohyby hmotnych téles, kapalin

aplynt. Podle fyzikalnich principt, které jsou v mechanice pouzity ji lze rozdélit
na klasickou (Newtonovskou), kvantovou nebo relativistickou. Prvni dv¢ si zde rozebereme
blize. [1]

2.1.1. Klasickd mechanika

Klasicka mechanika se zabyva mechanikou makroskopickych téles, pohybujicich se rychlosti
zanedbatelnou vzhledem Kk rychlosti svétla. S jevy, které klasicka mechanika popisuje,
se mizeme setkat bézn¢ kolem nas. To je také divod, pro¢ byla zkoumana jiz od starovéku.

wewv

0 rozvoj klasické mechaniky popsanim tti pohybovych zakont.

21.1.1. Klasicky oscilator
Klasicky linearni oscilator lze pozorovat pouhym okem ¢lovéka. Dosahuje rozméru

a hmotnosti, pro které by nemélo smysl vyjadfovani jeho fyzikdlnim vlastnosti pomoci
kvantové fyziky, proto se pro jeho popis pouzivaji zakony z klasické fyziky makrosvéta.

Pro ovéteni a lepSi pochopeni problematiky klasického oscilatoru je mozno pouzit
simulacni aplet [2] (obrazek 1) spruzinovym oscilatorem, ve kterém jsou piehledné

znazornény vSechny vztahy odvozené v tomto textu.
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Obrazek 1: Aplet klasického pruzinového oscilatoru



Pokud objektu, ktery vykonavd harmonicky pohyb, nedodavdme energii, tak je
kmitani oscilatoru v realném svété vzdy tlumeno (zmenSuje se jeho amplituda), a to
v disledku pusobeni tiecich (popiipad¢ i jinych) sil na objekt. V nasem piipadé budeme
popisovat kmitani oscilatoru, u kterého k tlumeni nedochazi.
Jednoduchy harmonicky pohyb, ktery vykonava klasicky oscilator, Ize popsat zavislosti
vychylky na Case a je vyjadien rovnici
X(t) =X, -cos(@-t+¢), (2.1)
kde se nachazi tfi konstanty. Amplituda ( X, ) udavajici maximalni velikost vychylky
V kladném 1 zaporném sméru. Pocatecni faze (¢ ) zévisld na vychylce castice v pocatku
a Uhlova frekvence (w).

Rychlost harmonického pohybu dostaneme pomoci derivace drahy

v(t):z—)t(:%-(xm -cos(w-t+ @) , (2.2)
V() =—w- X, -sin(w-t+¢). (2.3)

Z ni vyjadiime pomoci derivace vztah pro jeho zrychleni

a(t):j—\t/:%-(—a)-xm-Sin(a)-t+¢>)), (2.4)
a(t) =-” - X, -cos(w-t+g). (2.5)

Po vyjadieni zrychleni vidime, ze rovnice obsahuje zakladni vztah pro harmonicky pohyb.
Proto mizeme usoudit, Ze zrychleni je imérné vychylce X(t) a ma vzdy opaéné znaménko.
Tuto skuteénost si muzeme ovéfit i na jiz zminéném simulacnim apletu.
Pohybova rovnice, kterd je pro harmonicky pohyb odvozena z druhého Newtonova
pohybového zakonu, fika, Ze sila ptisobici na objekt je pfimo umérna vychylce, ale opacné
orientovana.
Fm.ac-m.o x (2.6)

Zde kon¢i souhrn zakladnich vlastnosti a vztaht, s kterymi budeme pracovat v dalsi

kapitole pro vyjadreni energii klasického oscilatoru. [3]



2.1.2. Kvantovd mechanika
Kvantova mechanika je soucasti kvantové teorie. Od klasické mechaniky se odliSuje tim,

ze zkouma mechanicky pohyb mikroskopickych ¢astic, kdy jejich stav neni dan polohou
a hybnosti jako v klasické mechanice, ale je uréen vinovou funkci.

| kdyz klasicka a kvantova fyzika zkouma jiné objekty, je mezi nimi souvislost.
Takzvany princip korespondence mezi nimi nastava, pokud pozvolna piechazime
od mikroc¢astic k makroskopickym objektim. Tehdy muZzeme pozorovat jak se jednotlivée
vinové délky a konstanty zac¢inaji jevit nekone¢né malé a vztahy kvantové fyziky piechazi

ve vztahy Klasické fyziky. [4]

2.1.2.1. Vyvoj kvantové mechaniky
Max Planck v roce 1900 dosel k zavéru, ze absolutné ¢erné téleso a elektromagnetické zafeni,

SnimzZ je v rovnovaze, si vyménuji energie v kvantech, ktera je rovna E=h-v="7% . Tyto
kvanta elektromagnetick¢ého zéafeni se nazyvaji fotony. Planckiiv poznatek naznacil,
ze elektromagnetické zatfeni ma kromé& vinovych vlastnosti i ¢asticové.

Dalsim vyznamnym krokem byl v roce 1905 Einsteintiv objev fotoefektu, pfi kterém
se predava energie fotonu elektronu v pevné latce.

Ur¢ity pokrok ve stavbé atomu zaznamenala Bohrova kvantova teorie z roku 1913.
Podle té nemuze castice nabyvat libovolnych energickych hodnot, ale pouze nasobky
Planckovy konstanty. Existence energetickych hladin elektroni v atomu byla pozdéji

Dale Compton vroce 1922 popsal jev, pti némz byl zkouman rozptyl paprski
na elektronech. Comptoniv jev se lisi od fotoelektrického efektu tim, Ze foton odevzdava
energii jen ¢asteéné. Vytvoril tak dikaz realné existence kvant elektromagnetickeho pole
senergii E=%-o ahybnosti p=E/c=%-wl/c.

V roce 1925 Uhlenbeck a Goudsmit objevili spin elektronu. Vlastnost, kterd nema
Vv klasické fyzice analogii, je vSak dilezita k objasnéni stability hmoty.

Roku 1924 pfisel de Broglie s myslenkou, Zze vinové vlastnosti a vztahy lze prenést
i na volny elektron, pficemz vztah mezi Castici a vlnovou délkou viny, ktera byla ¢astici

pfifazena, vyjadfil vztahem p=h/A. Této myslenky se chopil vroce 1925 Schrodinger
a zavedl obecnéji i pro elektron v potencidlovem poli tzv. vinovou funkci (v ), pro niz

odvodil pohybovou rovnici. Pozd&ji byla dokazana ekvivalence Schrodingerovy teorie

s teorii, kterou publikoval o néco diive Heisenberg, zndmou jako maticova kvantova



mechanika. Problém v Schrodingerovy teorie byl vsak s interpretaci vinové funkce.
Schrodingerova rovnice urcuje chovani vinové funkce, ale neurcuje co vlnova funkce je.
Proto byla roku 1926 Bornem zavedena tzv. pravdépodobnostni interpretace kvantové

mechaniky. [5]

2.1.2.2. Schrédingerova rovnice
Schrédingerova rovnice je zakladni pohybova rovnice, popisujici ¢asovou a prostorovou

zavislost kvantové mechanickych systému. S touto rovnici se zde seznamime blize predevsim
proto, ze je z hlediska feSeni praktickych ukold vhodnéjsi nez Heisenbergova. Pomoci
Schrodingerovy rovnice mizeme ziskat analytické feSeni jednoduchych problému kvantové
mechaniky jako je linearni harmonicky oscilator nebo ¢astice nachazejici se v potencialni
jame.

Rovnice (2.7) predstavuje obecnou nestacionarni (¢asovou) Schrédingerovu rovnici,
kde H je casové proménny Hamiltoniiv operator (rov. 2.8), ktery vyjadfuje celkovou energii

Castice pohybujici se v poli sil jako soucet kinetické a potencialni energie (V ).

H () (r,t) = ihM (2.7)
ot
H= —ﬁA +V (r,1t) (2.8)
2m

Zvlastnim piipadem je stacionarni (bezcasova) Schrddingerova rovnice popsana
rovnici (2.9), kterou lze ziskat, pokud je Hamiltoniv operator Casové nezavisly, tedy
popisujici pohyb &astice v ¢asové nezavislych vnéj§ich polich. ReSeni stacionarni

Schrddingerovy rovnice ndm poskytuje pohled do povahy mnoha kvantovych jevi. [6]

Hy(r) = in 2% 2.9)
ot
A 72
H=——A+V(r) (2.8)
2m
2.1.2.3. Kvantovy oscilator

Modelem kvantoveho harmonického oscilatoru je kazdy oscilujici objekt kolem své
rovnovazné polohy napf. kmity atoma v krystalické miizce. Linearni harmonicky oscilator
patii mezi vyjimky kvantové mechaniky, které lze fesit analyticky Schrodingerovou rovnici.
Rada fyzikalnich jevii lze piinejmensim piiblizné prevést na harmonicky oscilator a popsat je

tak s dostatecnou piesnosti.



Pro lepsi pochopeni kvantového harmonického oscildtoru je mozno pouzit simulacni

aplet (Obrézek 2) [7], kde jsou znazornény energické hodnoty a pole s potenciélni energii,

ve které by se méla castice nachazet. Ve spodni ¢asti je pak znazornéna hustota

pravdépodobnosti pro vyskyt ¢astice.

Total Energy = Potential Energy

Energy (eV)

Probability Density

Position (nm)

Obrazek 2: Aplet kvantového harmonického oscilatoru



3.Zpracovani problematiky

3.1. Klasicky oscilator
Pfi pouziti rovnic pruzn&¢ potencidlni energie E| =kx®/2 a harmonického pohybu
vrovnici (2.1) ziskame vztah pro potencialni energie harmonického oscilatoru, ze které

vyplyva, Ze tato potencialni energie je zavisla na vychylce x(t)

Ep:%.m.wz.xz:%.m.a)z-xé-cosz(a)-t+(p). (3.1)

Kineticka energie oscilujiciho systtmu je vazana na pohybujici téleso, proto se méni
podle rychlosti pohybujiciho se objektu v(t)

Ek:%-m-vz:%-m-a)z-xrzn-sinz(a)-t+(p). (3.2)

Podle téchto dvou rovnic mizeme usoudit, ze nejvetsi kinetickou energii ma zéavazi
oscilatoru v rovnovazné poloze, kdy je rychlost nejvétsi a potencialni energie je nulova.
Naopak nulova kinetickad energie je v meznich polohach oscilatoru, kde je rychlost nulova
a potencialni energie je zde nejvéetsi.

Celkovd mechanickd energie oscilatoru E je vkazdém okamziku rovna Souctu

energie Kinetické a potencialni.

E=E, +E, (3.3)
1 2 2 2 1 2 2 H

E=2 'm0 X]-cos (a)-t+(p)+§-m-a) X2 -sin®(o-t+ @) (3:4)

E:%.m X2 - (cos * (@ -t + @) +sin’ (-t + @) (3.5)
1 2 2

E:E.m.a) 'Xm (36)

Z vyjadieni tedy muzeme usoudit, ze celkova energie je na Case nezavisla a také

konstantni.

3.2. Kvantovy oscilator
Nyni se budeme zabyvat kvantovym popisem linearniho harmonického oscilatoru, coz

je modelovy systém, zahrnujici ¢astici vazanou na piimku nachazejici se v poli sil popsanych
potenciélni energii V (x), ktera lze ur¢it ze vztahu z rovnice (3.1). V poli tohoto potencialu

budeme studovat stacionarni stavy a pohyb ¢astice.



Pokud pro V (x) plati
V(x) = %ma)zxz, (3.7)

tak klasicky Hamiltontv operator mizeme zapsat jako

+ 3.8
2m 2 (3.8)
S ohledem na Hamiltontiv operator a definici Laplaceova operatoru A ma stacionarni

Schrédingerova rovnice pro linearni harmonicky oscilator tvar

[— e xzjw(x) = Ey(x). (3.9)

Vynésobime-li celou rovnici 2/ ke , ziskdame

[_ h ©° ma)

= j (0 =2Zp (). (3.10)

a zavedeme-li pro zjednoduseni rovnice bezrozmérné veli¢iny

A= % X, (3.11)
2E

$= Py (3.12)
rovnice prejde ve tvar

o? 2 _
[652 —< ]V/(é) =—Ay (£). (3.13)
Po tprave dostaneme

2w (&)

oz +(A—-Ew(E) = (3.14)

3.2.1. Odhad resSeni v asymptotické oblasti
Reseni rovnice 3.14 nelze nalézt jednoduchym matematick}'/m aparétem a vyzaduje

pozadovat, aby feSeni rovnice byla kone¢nd, jednoznacna a spojita.
Nejdiive odhadneme chovéani vinové funkce y v asymptotické oblasti (& — +). Pro
hodnoty & — +oo Ize 4 v rovnici zanedbat a ta se pak zjednodusSuje na tvar

o’y (&)

- Stw@ =0, (3.15)
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Jejim feSenim je na stejné urovni piesnosti rovnice 3.16, kde A a B jsou libovolné konstanty.
w(E)=A"2+B" " (3.16)
Pro znaménko plus v exponenciale vinova funkce w diverguje pro & — +oo a nelze

ji normovat. Proto v asymptotické oblasti pfiblizn¢ plati

w(&)~ A", (3.16)

3.2.2. Zpresnéni reseni v oblasti koneénych hodnot
Mimo asymptotickou oblast ziskané pfiblizné feSeni plivodni rovnice pochopitelné

nevyhovuje. Ptejit k feSeni pfesnému, a to pro vSechny hodnoty &, znamena predpokladat,
ze A na ¢ zAvisi. To znamena, Ze piesné feSeni stacionarni Schrodingerovy rovnice je
ve tvaru

(&) =AO ", (3.17)

kde A(£) je dosud neurend funkce modulujici exponencialu exp(-£2/2) . Dosazenim

rovnice (3.17) pro y ziskame novou rovnici pro neznamou funkci A(&)

O%A OA
o —2§%+(/1—1)A—0. (3.18)

Funkci A(¢) budeme hledat ve tvaru mocninné fady

A(&) = i a.ch. (3.19)

Nezndmé koeficienty a, pak ziskdme postupem, ktery zahrnuje dosazeni fady pro A do
odpovidajici rovnice a porovnani ¢lent se stejnymi mocninami &*. Po jistém sili ziskame

L-2)(5-A)...2k —3— 1)

a k!
1 (B=2)(7=A)...2k —3- 1)

k!

a,, pro k=246,...
(3.20)

a, pro k =3,5,7,....
Protoze A je teSeni obycejné diferencialni rovnice druhého tadu, zavisi podle
ocekavani na dvou konstantach a, a a, . Ukazuje se vSak, ze nekone¢na fada A(&) se pro
velka A chova jako funkce exp(£2/2), coz znamena, Ze vinova funkce (3.17) pro & — o
diverguje. Funkce A(&) proto nemiize mit predpokladany tvar nekonec¢né fady. Nezbyva nez
predpokladat, ze ma funkce A(&) tvar polynomu, to znamena, Ze pocinaje urcitym K plati
a.,=0 (3.21)

a pro dosud libovolné A musi spliiovat podminku
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A=2n+1, n=012,.. (3.22)

3.2.3. Energetické spektrum
S ohledem na vztah (3.11) a (3.22) dostdvdme kvantovani energii stacionarnich stavi

linearniho harmonického oscilatoru (3.24). [8] [5]

L L P n+1j, n=012,... (3.23)
2 2 2
1
E, =ha)(n+§j, n=012,.. (3.24)

V(x):%mmlxz

E,
E,
X

V(x):%mm:xz

\V/

4

v

0
Ey

0

Obrazek 3: Linedrni harmonicky oscilator (zdroj [5]), kde v obou obrazcich tuseéky zobrazuji polohu
energie En , které prestavuji klasicky dovolenou oblast. Na levém obrazku je vyznafena vlnova funkce

w,(x) pro n=0,1,2. Na pravém obrazku je vyznacena hustota pravdépodobnosti ‘y,n(x)‘z pro n=0,1,2.

|

- X
TA sin arccos—=
A

[w,00[*

Obrézek 4: Linearni harmonicky oscilator (zdroj [5]). Porovnani kvantové hustoty pravdépodobnosti
()" pro n=10s klasickou hustotou pravdépodobnosti |1/ [ﬂASin arcsin(x/ A)] .



4.Zhodnoceni zpracovaneé problematiky
Ze vztahu (3.24) jsme dokazali, Ze energie kvantového oscilatoru je kvantovana a také ze

jednotlivé energetické hladiny jsou rozloZzeny s konstantnim krokem.

Zaroven si musime uvédomit, ze vztah (3.24) plati i pro makroskopicky oscilator,
ale kvanta jsou u né&j pfili§ mala, tudiz je miZeme zanedbat, proto klasicky harmonicky
oscilator mtize nabyvat prakticky vSech stavi (podle rovnice 3.6) a nema pro néj vztah (3.24)
smysl. Naopak u mikroskopickych objektl se objevuji déje S velmi malymi kvantovymi Cisly,
takze rozdily mezi energetickymi hladinami jsou v mikrosvété vétsi a hodnoty stavil jsou
diskrétni.

Dalsi piiklad rozporu nastava u nejmensi mozné energie (tzv. energie zékladniho
stavu) kvantového oscilatoru, kde je hodnota nenulova, coz se v klasické mechanice stat
nemuze.

Rozdil nastava i u uréeni kinetické a potencialni energie, kdy u klasického oscilatoru
je muzeme uréit soucasné, kdezto v kvantové teorii spolu operatory kinetické a potencialni
energie ,,nekomunikuji®.

Naopak shodnost téchto dvou systémi mizeme pozorovat u hustoty pravdépodobnosti
(obrézek 4), ktera je soustfedéna v kvantovém oscilatoru u boda obratu. Tento jev je shodny
s jevem u klasického oscilatoru a je patrny se vzristajici energii. To si mizeme vysvétlit tim,
ze ¢im vétsi je kvantové Cislo (energie) tim vice se blizime ke klasické fyzice.

Pozoruhodné je také sledovat, ze vinové funkce jsou nenulové i v klasické zakéazané

oblasti, kde E <V (x). Proto je také nenulova pravdépodobnost, Ze nalezneme ¢astici mimo

vnitini oblast potencialni energie (obrazek 3).
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5.Zavér

Diky nazornym apletim a kvalitni literatufe se mi podafilo pochopit a zpracovat
problém dvou typu oscilatoru, kvantoveho a klasickeho.

Nalezl jsem mezi obéma oscilatory rozdily, které jsem zminil ve 4. kapitole
pti zhodnoceni problematiky, dokonce nékteré pozorované vlastnosti kvantového oscilatoru
nemaji v klasické mechanice analogii. Proto jsem dospél k nazoru, Ze i kdyZz obé¢ teorie
systému popisuji podobné déje kolem nas (jen na jinych drovnich), tak oscilatory vykazuji
do jisté miry jiné chovani. Avsak toto jiné chovani pomalu mizi se zvySovanim energetickych

hladin (princip korespondence).
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