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Anotace.

e V prednésce se seznamime s rozsifenim Riemannova inte-
gralu. Riemannfv integral umoziuje secist piispévky na
tsecce. Zobecnime si tento nastroj tak, ze umozni secist
prispévky podél krivky. Seznamime se s kiivkovym inte-
gralem.

e Zamérime se na kfivkovy integral druhého druhu. V cizo-
jazycné literature je tento integral nazyvany téz integrél
vektorového pole. Umoznuje vypocitat praci nebo obecné
potencidl a tim prejit (pokud to jde) ke skaldrnimu popisu
pole namisto vektorového. Tim se popis studovanych sys-
tému zjednodusi.

e Dalsi aplikaci kiivkového integralu druhého druhu je
tok vektorového pole kiivkou. Ten vyuzijeme pozdéji pri
makroskopické formulaci bilance stavové veli¢iny a pri od-
vozeni difuzni rovnice v integralnim tvaru.

e Motivaci pro zavedeni kiivkového integralu druhého druhu
je i vypocet toku pres hranici mnoziny.

Obrazek 1: Krivkovy integrdl pruniho druhu

Prerekvizity.

o Krivkovy integral pocitdme pfevodem na Riemanntv in-
tegral. Je proto tedy dobré ovladat vypocet neurcitého a
urc¢itého Riemannova integralu.

Krivkovy integral

https://youtu.be/n2roVUrXgew

Kftivkovy integrél je rozsifeni Riemannova integralu na pii-
pad, kdy mnozinou, pfes kterou integrujeme, je misto tsecky
obecnéjsi krivka. Pro jednoduchost budeme uvazovat dvouroz-
mérnou kiivku v roviné x, y.

Rozeznavame dva druhy kiivkovych integralti. Prvni z nich
pouzivame pri praci se skalarnimi veli¢inami. Prikladem je kva-
draticky moment. (Objekty s velkym kvadratickym momentem
jsou pri rotacnich pohybech obdobou objekti velké hmotnosti
pii posuvnych pohybech.) Druhy z kiivkovych integréla pouzi-
vame pri praci ve vektorovém poli. Prikladem je vypocet prace
vykonané po kfivce nebo tok kiivkou.

Obrézek 2: Krivkovy integrdl druhého druhu
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http://user.mendelu.cz/marik/aromamath/Krivkovy_integral.html

Parametrické rovnice krivky

https://youtu.be/MRk4HRAWIA4
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Obrazek 3: Dvé rizné parametrizace jednotkové kruznice
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Nejprve predstavime matematicky aparat pro popis krivek.
Rovinné kiivky nejcastéji popisujeme vektorovou funkei jedné
proménné 7R — R2. Zpravidla s touto vektorovou funkei
pracujeme v komponentach, kdy kazda jeji komponenta je
dana skalarni funkci. Vektorové piseme

(t) =

[p(t), ¥ ()] = )T+ (1)t € [, f]

a tato vektorova funkce se nazyva parametrizace kiivky C.
Casto piSeme parametrické rovnice pro jednotlivé souradnice

ve tvaru
_Jr =)
y=1(t), telopl.

o Graf kiivky dostaneme tak, Ze pro kazdé ¢ z intervalu [«, f]
kreslime ve 2D bod [p(t), 1 (t)].

¢ Pro danou ktivku C' v roviné zy, nejsou jeji parametrické
rovnice dany jednoznacné. Nakreslit online.

o Parametrizace kruznice, tsecky a grafu funkce jedné pro-
ménné jsou v cheatsheetu.

Krivkovy integral prvniho druhu

https://youtu.be/ZRed88fgDkI

Pokud uvazujeme rovny drat o linearni hustoté f a délce s, je
hmotnost dratu rovna soucinu

m= fs.

Pokud by drat nebyl homogenni, je nutné v tomto vzorci misto
souc¢inu pouzit Riemanntv integral

m:/abfds.

Budeme ve zobecniovani pokracovat. Uvazujme drat, ktery neni
ani homogenni, ani rovny. Necht lezi podél rovinné krivky C
a necht je jeho linedrni hustota (specifickd hmotnost) v bodé
(z,y) ddna funkef f(z,y). Zde jiz Riemanntv integral nepomuze.
Celkovou hmotnost mizeme odhadnout nasledovné.

e Myslenkové rozdélime drat na malé kousicky a v kazdém
z nich odhadneme linedrni hustotu konstantou. MuZeme
naptiklad pouzit minimalni hodnotu hustoty v tomto kou-
sicku pro dolni odhad hmotnosti.

e Vynasobenim délky kazdého kousicku a linedrni hustotou
obdrzime jeho hmotnost a seCtenim pres vSechny kousky
dostaneme odhad pro hmotnost dratu. Tento odhad bude

e Zjemnovanim déleni se tyto odhady zpresnuji.

V limitnim procesu mizeme nechat délku kousicki konvergovat
k nule. Poté dostavame objekt, ktery se nazyva krivkovy integrdl
pruniho druhu, oznacuje
/ fds
c

a fyzikalné vyjadruje hmotnost dratu z vyse uvazované tlohy.
Pokud pocatecni a koncovy bod krivky C' splyvaji, piseme téz

ﬁfds

a integral nazyvame integrdlem po uzavrené krivce.

Pievod na Riemanntv integral (rovinna
krivka)

Meéjme parametrické rovnice kiivky C' ve vektorovém tvaru
(t) = e()7+ ¥ (1),
kde t € [a, 8]. Derivovanim kfivky dostaneme

7 (t)
at

= ¢ (O + " ()]

Vypoctem délky vektoru (a formalnim vyndsobenim vyrazem
dt) déle

ds = [d7(t)|= /(@' ()2 + (¢ (1))t

Tim se kiivkovy integral prvniho druhu funkce f(z,y) po kiivce
C transformuje na Riemanntv integral

B
/c fds = / F(t), b))/ (D) + 02 dt.
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Pifevod na Riemannuv integral (prostorova
kFivka)

S kiivkovym integrélu po krivce

C: )T+ BT+ Dk, tea,f

ve trojrozmérném prostoru pracujeme podobné. Délkovy ele-
ment je

ds = V/(/(£))? + (' (1)2 + (€'(1))dt

a integral ma tvar

/Cfds

8
= / Flo(®), (1), €@V (' (1) + (' ()2 + (€'(t))? dt.

Aplikace krivkového integralu prvniho druhu

Vlastnosti krivkového integralu prvniho druhu

Véta (nezavislost na zvolené parametrizaci). Krivkovy
integrdl pruniho druhu nezdvisi na konkrétni parametrizaci
krivky C. Pro rizné parametrizace stejné krivky md integrdl
stejnou hodnotu.

Véta (linearita). Pro funkce f a g a konstantu k plati

ndsledugjict.
/f+gds:/ fds+/gds
@ @ c

/Ckfds:k/cfds

Véta (aditivita vzhledem k integra¢nimu oboru).
Necht je krivka C rozdélena na dve krivky C1 a Cs, které
jsou disjunktni (aZ na koncové body). Potom plati

/fds: fds+
@ @

f ds.

Ca

Proc¢ trubky praskaji podélné?

Ukazeme si aplikaci kiivkového integrélu prvniho druhu k tomu,
abychom secetli komponenty sily, snazici se roztrhnout natlako-
vanou valcovou nddobu. Tlakova sila je ve vSech ¢astech nadoby
stejné velka. Protoze je vsak kolmé ke sténé nadoby, méni se
smeér sily a tim i priméty sily do smeéru, ve kterém pocitame

L
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Obrazek 4: Schema vdlcové nddoby pod tlakem a rezy, v nichZ pocitdme
namahdni.

namahani. Zjednodusime si situaci tim, ze budeme uvazovat
prumét stény do roviny podstavy, kdy se sténa redukuje na
krivku.

Vypoéteme sily, které se snazi roztrhnout vélec napfic¢ (viz
fez A v obrazku) a podélné (viz fez B v obrazku). Tato dvé
namahani porovname. Jesté existuje namahani radidlné od osy.
Ale v tomto pripadé se tlakova sila rozklada na celou plochu
plasté vilce a v tomto sméru je namahani minimalni. Proto
toto namahani nemusime uvazovat.

Uvazujme natlakovanou vélcovou nadobu s tlakem p, vyskou L,
polomérem podstavy r a sténou o tloustce t.

Vypoclet namdhéni v fezu A je snadny. Obsah Fezu (vySrafovdno
ervend) je 2mrt. Na dno a viko plisobi sila F' = prr? a v fezu
A je tahové napéti

F_pmr? _pr
S 2mrt 2t

Up:

Nyni vypoc¢teme namédhéani, které se snazi roztrhnout vélec
podélné. K tomu musime vypocitat silu, ktera ptisobi po obvodé
vélce, tj. kterd se snazi valec roztrhnout v fezu B. Obsah fezu
ktera od sebe oddaluje dvé poloviny plasté. To je misto, kde
zapojime integral.

Budeme se na tlohu divat shora ze sméru, kterym miri osa valce.
Tim mtizeme snizit dimenzionalitu tlohy. Plast valce v tomto



pohledu vidime jako kruznici a polovinu plasté jako pulkruznici.
Tato pulkruznice mé rovnici #(t) = 7 cos(t)v + rsin(¢)7; kde r
je polomeér valce a t € {—g, g] je uhel mezi spojnici elementu

v bodé (z,y) a mezi kladnou ¢4sti osy x. Kousek plasté valce
odpovidajici v prumétu useku k¥ivky délky As ma obsah LAs.
Tlakova sila na tento kousek je soucin tlaku a obsahu, tj.

AF =pS = pLAs.

Smeér je kolmy k plasti valce a s vodorovnou osou proto sila
svira thel ¢t. Pramét této sily do vodorovného sméru je

AF, =pLAs cost

a tyto prispévky musime secist kiivkovym integralem ptes celou
kiivku. Plati ds = rdt. Celkova sila, kterda se snazi nadobu
roztrhnout podélné je

F, = / pLcostds
c

:/2 pLrcostdt

[ME]

= prL[sin t]%

jus
2

=prL [sing — sin (—g)}
=2prL.

Povrch, na ktery tato sila ptisobi, odpovida dvéma podélnym
hrandm (Cervené na Fezu B), tj. ma obsah 2Lt a napéti je tedy

2pLr
Op =

p’f'
.
oLt ¢t o

Vidime, ze toto napéti je dvojnasobkem napéti v podélné ose.
Jesté je vhodné oveérit, ze svisly prameét, tj .
AF, =pLAs sint

k namahani neprispiva, protoze

F, = / pLsintds
c
=0.

To vsak je mozné ocekavat i ze symetrie.

Pokud se chcete dozvédét o problematice vice, nebo si prohléd-
nout obrazky valcovych nadrzi, které selhaly vlivem vysokého
nebo nizkého tlaku, zkuste Google a heslo “hoop stress”.

Krivkovy integral druhého druhu

https://youtu.be/GeJgtBHy sM

Pokud ptisobime na téleso silou F' a premistujeme toto téleso
ve sméru pusobici sily po draze délky s, koname praci W = F's.
Pokud premistovani neprobiha ve sméru piuisobici sily a ma-li
s_i}a smér F a posunuti s, je prace rovna skaldrnimu soucinu

F.s.

Predpoklddejme, Zze na téleso ptlisobi (obecné nekonstantni)
sila F a téleso se pohybuje podél krivky C' urcené polohovym
vektorem 7(t). Pro vypocet prace mizeme pouzit trik obvykly
v integralnim pocétu. Rozdélime drahu na malé kousicky a
v ramci téchto kousickl povazujeme F i AF za konstantu. Po-
tom muzeme odhadnout prispévek kazdého kousicku k celkové
praci klasickym zptsobem pomoci skalarniho sou¢inu a nakonec
vSechny prispévky secist. Tato aproximace bude tim presnéjsi,
¢im jemnéjsi déleni pouzijeme.

V limité dostavame veli¢inu, kterd se nazyva krivkovy integral
druhého druhu funkce F' po kiivce C. Tento integral zapisujeme

/ﬁdf.
C

F(z,y) = P(z,y)i + Q(z,y)7,

zapisujeme nékdy krivkovy integrél ve slozkach

Je-li

/C P(z,y)dz + Q(z, y)dy.

Protoze pri pohybu télesa po kiivce jednim smérem se préce
kona a pri pohybu opa¢nym smérem spotrebovava, je nutné,
aby kfivka figurujici v kfivkovém integralu druhého druhu
byla orientovana. Musime tedy prohléasit jeden koncovy bod
za pocdtecni a druhy za koncovy. Vzdy budeme predpokladat,
ze krivka je orientovand v souladu se svym parametrickym
vyjddrenim, tj. ze pocateéni bod krivky odpovidd hodnoté
parametru t = « a koncovy bod odpovida hodnoté parametru

t=B.

Prevod na Riemanniiv integral

Zname-li parametrické rovnice

m(t) = )7+ (1)1, t €[, pl,

krivky C, je mozno kiivkovy integral druhého druhu funkce

—

F(.T,y) = P(Iry)T“' Q(x,y)f


http://cs.wikipedia.org/wiki/Mechanická_práce

po kiivce C zapsat nasledovné

L P /
/C,Fd"—/a [Ple), w(t)¢' ()
+Q((1), w<t)>w'<t>] dt.

R RSN = ()
/CFdr:/a At - T ar

Vektorove

Vlastnosti krivkového integralu dru-
hého druhu

Véta (souvislost kfivkového integrdlu a orientace
krivky). Zménou orientace krivky krivkovy integrdl druhého
druhu meni znaménko.

Véta (nezavislost na zvolené parametrizaci). Krivkovy
integrdl druhého druhu nezdvisi na konkrétni parametrizaci
krivky C. Pro rizné parametrizace stejné krivky md integrdl
stejnou hodnotu.

Nésledujici vlastnosti jsou stejné jako u kfivkového integralu
prvniho druhu.

Véta (linearita a aditivita vzhledem k integra¢nimu
oboru). Krivkovy integrdl druhého druhu je linedrni vzhledem
k funkci a aditivni vzhledem k oboru integrace. Presnéji, pro
funkce F a G a konstantu k plati ndasledujici.

Je-li krivka C rozdélena na dvé disjunkini (az na koncové body)
krivky C1 a Cy, plati

/ﬁdF:/ Fdi+ | Fdr
C C1 Co

Aplikace krivkového integralu druhého
druhu

manimp:integracni_cesta|Kiivkovy integral mtze a nemusi
zaviset na integracni cesté. Pokud na ni nezavisi, je mozné
v takovém poli nadefinovat potencidlni energii.

o Integral
/ Fd7
c

vyjadiuje praci kterou vykona sila F pfi pfemisténi télesa
podél orientované kiivky C.
e Je-li krivka C' uzaviend, piSeme

f Fdr.
C

Fyzikalné se jedna o préaci kterou vykona sila F pfi premis-
téni télesa po uzaviené orientované kiivce. Tato prace se
téz nazyva cirkulace vektorového pole po orientované krivce
C. Pokud je mozno v poli zavést potencidlni energii a po-
kud tedy prace zavisi jenom na pocatecni a koncové poloze,
musi tato prace byt nulova. To je dtsledkem véty kterou si
uvedeme pozdéji.

e P7i odvozeni kiivkového integralu druhého druhu jako vy-
konané préace hraje roli vlastné jenom ta slozka silového
pole, kterd pfi posunu ve sméru krivky koné préaci. Uva-
zujeme tedy jenom slozku tecnou ke ktivce. Pokud pouzi-
jeme naopak pouze norméalovou komponentu, dostaneme
velicinu vyjadiujici tok vektorového pole orientova-
nou krivkou C. Vysledny vzorec pro tok vektorového pole
F(z,y) = P(z,y)i + Q(z,y)7 kivkou C je

/ —Q(z,y)dz + P(x,y)dy.
C

o Je-li mnozina Q “dostateéné péknad” (napf. souvisld, bez
dér, s hladkou hranici 02, kterd se nikde neprotind, de-
taily uvedeme pozdéji u Greenovy véty), potom kazdy z in-

tegrala
7{ xdy a % ydx
o0 oQ

udéva (aZ na piipadné znaménko) obsah mnoziny 2. Na
tomto principu funguji planimetry.

Shrnuti: vlastnosti krivkovych inte-
gralta

¢ Oba kiivkové integraly jsou aditivni vzhledem k oboru
integrace. Je mozno krivku rozdélit na koneény pocet
navzijem disjunktnich casti, vypocitat integral na kazdé
¢asti samostatné a vysledky secist.

o Kiivkovy integral prvniho ani druhého druhu nezavisi na
konkrétni parametrizaci krivky.

o Kiivkovy integral prvniho druhu nezavisi na orientaci
krivky.

e Krivkovy integral druhého druhu pri zméné orientace
krivky méni znaménko.



Zavérecné informace

Parametrizace tsecky

¢ Hledejme parametrické rovnice orientované usecky AB, kde
je ddn pocateén{ bod A = [r4,ya] a koncovy bod B =
[z5,Y5].

e Lezi-li bod X na tsecce AB, potom vektor AX mé stejny
smér (véetné orientace) jako vektor AB a nejvyse stejnou
délku.

« Plati tedy AX = tAB pro n&jaké t € [0,1]. Odsud potom
dostdvdme X — A =#(B—A)a X = A+t(B— A).

o V soufadnicich zapsano, parametrické rovnice tisecky jsou

x=za+t(xp—x4)
y=ya+tlys —ya), tel0,1]

e Pro tsecku v prostoru plati totéz, pouze pribyva treti sou-
fadnice.

Z ptaci perspektivy

o Krivkovy integral druhého druhu souvisi s praci silového
pole. Vzhledem ke zkusenostem z mechaniky by toto méla
byt cesta ke skalarnimu popisu vektorového pole. Protoze
v minulém tydnu jsme jednu takovou cestu otevieli (pojem
rotace a jeji nulovost ¢i nenulovost), da se oc¢ekavat, ze obé
problematiky budou souviset. Tuto souvislost si ukazeme
pozdéji, za dva tydny (Greenova véta).

o Krivkovy integral druhého druhu mize souviset s i s tokem
vektorového pole kiivkou a to je zase doména difuzni rov-
nice a divergence vektorového pole. Oba pojmy, kiivkovy
integral a divergence spolu opravdu souvisi a presvéd¢i nas
0 tom pozdé&ji opét Greenova véta.
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