VYPOCET INVERZNiI TRANSFORMACE D POMOCIi ALGORITMU ILT

Doc. Ing. Dalibor Biolek, CSc., VA Brno, Katedra elektrotechniky a elektroniky, K4
Ing. Viera Biolkova, FEI VUT Brno, Ustav radioelektroniky

Transformace D (0O J. Hekrdla, URE CAV Praha) previdi analogovy signdl na
posloupnost tak, Ze jsou na rozdil od klasického vzorkovani zachovany presné relace mezi
derivaci analogového signalu a diferenci posloupnosti. Tak lze napr. prevést problém
numerického reseni diferencidlnich rovnic na jednodussi problém reseni rovnic diferencnich.

Inverzni transformace D je slozity problém, ktery je v soucasné dobe numericky resen
prostrednictvim konecné Laguerrovy rady. V prispévku je popsana nova metoda vypoctu
inverzni transformace D, kterd je zaloZena na vzajemnych souvislostech mezi transformacemi
D, Z a Laplaceovou. Numerickou presnost celého vypoctu zajistuje algoritmus inverzni
Laplaceovy transformace (ILT), ktery pracuje uspokojivé i v pripadé periodickych nebo
divergentnich signalu.

Uvod

V [1] je poprvé publikovana nova integralni transformace, ktera prevadi funkci redlné
proménné x,(f) na posloupnost x(k) podle vztahu
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Zde k je nezaporné celé Cislo a T je realnd konstanta. Vzorec (1) definuje tzv. D
transformaci funkce x,(f). Zkracen¢ jej budeme zapisovat pomoci operatoru D:

x{k)=Dfx, (¢}. 2)

Konstanta 7" zastava funkci jakési vzorkovaci periody. Na rozdil od klasického vzorkovani,
diskrétni signal x(k) ziskany z analogového signdlu x,(f) zachovava fadu jeho dllezitych
vlastnosti. Aplikujeme-li transformaci D na impulzni odezvu analogového systému, ziskame
impulzni odezvu ekvivalentniho diskrétniho systému a diferencni rovnici popisujici jeho
chovani. V [1] je dokazano, ze tuto diferencni rovnici lze jednozna¢né urcit z diferencialni
rovnice analogového systému po nahrad¢ derivace diferenci. Tuto zékladni vlastnost
transformace D, totiz Ze obrazem derivace je diference obrazu, 1ze vyjadiit vztahem
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Korespondence mezi diferencidlni a diferenéni rovnici obou systéml je vzdjemné
jednoznacna, coz neni mozné fici o korespondencich vznikajicich pouzitim zndmych p-z



transformaci, kdy nahrada derivace diferenci znamena pouhou aproximaci. V praxi to
znamena, ze transformace D umoznuje zkoumat presné chovani analogovych systémi
prostiednictvim zkoumani diskrétnich systému, ekvivalentnich ve smyslu transformace D. K
tomu je ovSem potiebné zvladnout 1 zpétny mechanismus piechodu od diskrétniho signalu na
analogovy, t.j. inverzni transformaci D.

V praci [2], ktera je celd vénovana inverzni transformaci D, je ukazano, Ze neexistuje jadro
transformace g(k,¢), které by umoziiovalo zapsat inverzni transformaci v bézném tvaru
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V [2] je proto problém inverze D-obrazu pfeveden na znamy problém inverze jiné
transformace, konkrétné transformace Laguerrovy.

VéEtsi presnosti 1 vypocetni rychlosti lze dosdhnout, vyuzijeme-li souvislosti mezi
transformacemi D, z a transformaci Laplaceovou.

Inverze D-obrazu pomoci numerické inverze Laplaceova obrazu

Z definicniho vztahu transformace D Ize odvodit nésledujici souvislosti mezi
transformacemi D, z a Laplaceovou [1]:
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Symboly D, Z a L jsou oznaceny operatory transformaci T, z a Laplaceovy.

Z (4) je zfejmé, Ze problém vypoctu signalu x,(#) z posloupnosti x(k) mize byt feSen v
nasledujicich krocich:
1. Nalezeni z-obrazu posloupnosti x(k).
2. Transformace z-obrazu na Laplacetiv obraz signélu x,(f) substituci p = (1-z-1)/T podle
4).
3. Urceni signalu x,(¢) z jeho Laplaceova obrazu algoritmem numerické inverzni Laplace-
ovy transformace (ILT).

Nalezeni z-obrazu posloupnosti x(k)

Realizace tohoto kroku zavisi na typu feSené¢ho problému. Vynechme trividlni piipad, kdy
je znam algoritmus generace posloupnosti x(k) ve formé diferenéni rovnice. Casty je piipad,
kdy mame k dispozici pouze Ciselné hodnoty této posloupnosti. Pak je tieba urcit raciondlni
lomenou funkci operatoru z tak, aby se zadanou posloupnosti tvofila transformacni par
transformace z. Jednd se o dnes jiz klasicky problém identifikace diskrétniho systému z
impulsni nebo jiné odezvy, ktery je fesSen napi.v. [3] a [4].

Transformace z-obrazu na Laplaceuv obraz




Je dan z-obraz vychozi posloupnosti x(k) ve forme racionalni lomené funkce
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Aplikaci substituce p = (1-z-1)/T a po vynasobeni vzorkovaci periodou dostaneme Laplaceliv
obraz hledaného analogového signdlu (viz vzorec 4). Po zdlouhavém odvozeni lze psat
vysledek v uzavieném tvaru:
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Urceni signdlu x,(#) z jeho Laplaceova obrazu algoritmem numerické inverzni Laplaceovy
transformace (ILT)
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Algoritmus pfesné inverzni Laplaceovy transformace obrazu ve tvaru racionalni lomené
funkce jsme popsali v [6]. Uvazujme Laplacetv obraz K(p) podle vzorce (6) a hledejme
original x,(#). Na funkci K(p) je mozno pohliZet jako na pfenosovou funkci linedrniho systému
n-tého fadu se vstupem w(?) a vystupem y(f). Signdl x,(¢) pak lze ur¢it jako impulsni odezvu
systému, t.j. vynucenou odezvu na Diraciv impuls w(z) = &(¢). Plati tedy
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Za ptedpokladu, ze u pfenosové funkce provedeme takové normovani, ze plati d,=1, bude
této prenosové funkci odpovidat stavovy popis [6]

(st - A)X(s)=BW(s)+x(0), (8)
kde X(p) a W(p) jsou Laplaceovy obrazy stavového vektoru x(¢) (nx/) a vstupniho signalu

w(?). x(0) je stavovy vektor pocateCnich podminek v case =0 a I je jednotkovd matice
rozméru (nxn). Stavova matice A a vektor B maji nasledujici strukturu:



0 0 0 0
0 0 0 0
A=| i i | B=|d
0 0 0 - 1 0
-d, -d, -d, - -d,_, 1

Ptenosové funkci (6) dale odpovida vystupni rovnice v ¢asové oblasti
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kde x;, i=1,2,..,n jsou prvky stavového vektoru.

Hledani originadlu k pfenosové funkci je nyni rozdéleno do dvou kroki: 1. Inverzni
Laplaceova transformace maticové operatorové rovnice (8), 2. Vypocet hledané odezvy z
vystupni rovnice (9). V [7] je ukazéano, ze tento postup vede na velmi piesnou inverzni
Laplaceovu transformaci i v ptipad¢, kdy original osciluje nebo dokonce diverguje.

Inverze rovnice (8) do Gasové oblasti vyuziva tzv "resetting principle" [7]. Casovou osu
rozdélime na dil¢i na sebe navazujici intervaly. Nad prvnim intervalem aplikujeme na rovnici
(8) algoritmus inverzni Laplaceovy transformace, popsany v [7], a to za piedpokladu
nulového vychoziho stavu systému x(0)=0 a vybuzeni Diracovym impulzem o Laplaceové
obrazu W(p) = 1. Interval vypoctu musi byt zvolen dostatecné kratky, aby se neuplatnila chyba
algoritmu inverzni Laplaceovy transformace, ktera roste pro dlouhé vypocetni ¢asy. Na konci
vypoctu se ulozi do paméti stavovy vektor, ktery se stava vektorem pocatecnich podminek v
dalsim kroku. Nyni vSak feSime pouze pfirozenou odezvu systému na tyto pocatecni
podminky pifi neuvazovani vstupniho buzeni. Algoritmus probihd tak dlouho, dokud neni
provedena Laplaceova inverze nad kazdym ¢asovym intervalem. Vzdy po vypoctu stavového
vektoru se provede vypocet vystupni veliCiny dosazenim do rovnice (9).

Zavér

V pftispévku je naznafen zplsob vypoctu analogového signalu, zname-li jeho D-obraz.
Problém inverzni D-transformace je pfeveden na jiz dfive vyfeSeny problém numerické
inverzni Laplaceovy transformace. Cely algoritmus je pomérné jednoduchy a vysledky jeho
testovani ukazuji na vysokou piesnost stanoveni originalu i v piipad¢ jeho oscilace nebo
divergence.
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