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Abstrakt

Tato prace SVOC se zabyvé Fesenim Navier-Stokesovych rovnic pro idedlni, nestlacitelnou
kapalinu. Vysledkem této prace je nalezeni feSeni pro rychlostni funkci ve tvaru funkéni
fady pomoci vlastnich tvara kmitu. Reeni bylo pouzito pro animaci vytvofenou pomoci
softwaru Maple.

Summary

This SVOC thesis is concerned with the Navier-Stokes equations solution for ideal, in-
compressible liquid. The result of this thesis is finding the solution for the speed function
in the form of the function series using oscillation eigen values. The solution was used for
animation created in Maple software.
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1 Uvod

Navier-Stokesova rovnice popisuje laminarni proudéni nestlacitelné tekutiny. V podstaté
se jedna o zakon zachovani hybnosti v proudici kapaliné. Klasifikaci patii mezi nehomo-
genni linearni diferencidlni rovnice druhého fadu. Analyticky je FeSitelna pouze v nékolika
malo pripadech. Existuje mnoho jejich metod feSeni - napi. metoda konecnych objemt,
tlakovych korekci ¢i spektralnich prvki.

Tato prace SVOC se zabyva fesenim Navier-Stokesovy rovnice pomoci rozvoje vlastnich
tvart kmitu. Tato metoda vypoctl byla zvolena proto, Zze dany problém nebyl v zadné
literatute takto celkové Fesen. Uvazujeme zde laminarni proudéni nestlacitelné (tedy ide-
alni) kapaliny, u které zanedbavame ptisobeni objemovych sil, protoze je velmi malé.
V priibéhu feseni je uréen odhad vlastni hodnoty, ktery je nezbytny pro nasledujici po-
stup Teseni. Dalsim dilezitym krokem je porovnani dvou ¢lenii vlastnich tvart rychlosti,
z Cehoz ziskame poznatek o ortogonalité vlastnich vektort. Téchto vlastnosti je vyuzito
k urceni vztahu pro rychlostni funkci, kterou hledame ve tvaru funkc¢ni rady.



2 Seznam pouzitych zkratek
a symbolu

f(), g(t)
F(s), G(s)
L{f(1)}
L7HF(s)}
* (f*g)(t)

c(m-s71)

predméty Laplaceovy transformace

obrazy Laplaceovy transformace

Laplaceova transformace pfedmétu f(t)
inverzni Laplaceova transformace obrazu F(s)
symbol pro konvoluci, konvoluce funkci f a g
rychlost proudici tekutiny

cas

vnéjsi objemové zrychleni (zrychleni zptisobené objemovymi silami -
napt. tthovou silou)

hustota tekutiny
tlak v tekutiné
dynamické viskozita

kinematicka viskozita, ktera je rovna podilu dynamické viskozity a hus-
toty

soufadnice systému

délka trubice

sitka trubice, mezera mezi sténami trubice
rychlosti na sténé trubice

vlastni hodnoty

vlastni ¢islo

W*y U}Z, U)?< (m ) Sil)

komplexné sdruzené rychlostni funkce
realné cislo

imaginarni jednotka



3 Zakladni pojmy
3.1 Einsteinova sumacni symbolika
ESS umoziuje matematicky zapis pro vektorovy a maticovy pocet pomoci indext.
Kazdy vektor predstavuje N-tici cisel
a=da=(ay,ay,...,ay),
kterou lze popsat pomoci ESS jako a; proi =1, ..., N.

Matici, ktera méa ¢ sloupcii a j radkt

11 A2 -+ A1y

Q21 Qg2 -+ (Agj
A ={a;} =

Qi1 Q2 o Qi

1ze zjednoduSené zapsat jako a;;.
Pfi popisu matematickych operaci se v ESS vyuziva dvou specialnich symboli d;; a ;.
Kroneckerovo delta §;;
1, i=j
i { 0, i)

7 tohoto zapisu vyplyva, ze Kroneckerovo delta mize byt reprezentovano jednotkovou
matici

611 512 s 51]' 1 0 - 0
(521 (522 s (52]' 01 - 0
0ij = : s : Bl
611 512 A (51] 0 0 A 1

Levi-Civitiv tenzor ¢,

1, sudé permutace indexu (ijk, jki, kij)
gijk =4 —1, lichd permutace indext (kji, jik,ikj)
0, pro dva stejné indexy (i = j,i = k,j = k)

Nekolik piikladt pouziti ESS:
e skalarni soucin

ab:d’b:albl
napr.: a-b = a1b; + asby + aszbs



3.1 EINSTEINOVA SUMACNI SYMBOLIKA

vektorovy soucin

=,

(a X b)ﬁ = (d X b)l = Eijka]’bk
napf.: (a X b)z = (a2b3 — agbg, &3[)1 — albg, a162 - agbl)

soucin matice A = {a;;} a vektoru b

Ab = aijbj

nasobeni matic A = {a;.}, B = {by;}
A -B = {A B}, = aiby,

Hamiltontiv nabla operator V
0
3:102-

napt.: V = (

vV —
9 0 0
Oxy Oz’ Oxs
Laplaceuv delta operator A
92
0x?
0?9?02 )

0x? 0x3" O}

A=V -V=Vi=

napi.: A = (

divergence vektoru a = (ay, as, as)
0@1-
@xi
Ja;  Oay  Oa

1 Ve Oag
8x1 8[)32 85E3

diva=V.-a=

napt.: V-a=

rotace vektoru a = (ay, as, as)

da
(I“Ot a)i =V xa= €ijk aIE’;
8@3 B (9a2 8@1 _ 8a3 8&2 8&1
8.732 81’3, 8x3 alj, 81’1 8$2

naptf.. V x a = <

gradient skalarni veliciny a

grad a =Va = da
8:16,-
napr.: grad a = ﬁ % %
Pt 3 N (91’17 8x2’ 8333



3.2 LAPLACEOVA TRANSFORMACE
3.2 Laplaceova transformace

V roce 1737 $vycarsky matematik Leonhard Paul Euler (1707-1783) pouzil tuto transfor-
maci pfi feSeni obycejnych diferencialnich rovnic. AvSak roku 1812 Pierre Simon de La-
place (1749-1827), francouzsky matematik, rozvinul jeho myslenky a zavedl Laplaceovu
transformaci. Na pocatku 20.stoleti britsky matematik Oliver Heaviside (1850-1925) vy-
vinul operacni kalkulus pro tuto transformac¢ni metodu a umoznil jednoduché feseni dife-
rencialnich rovnic v teorii fizeni.

Laplaceova transformace patii do skupiny integralnich transformaci a je zakladnim
matematickym nastrojem pro feseni linearnich diferencialnich rovnic s konstantnimi ko-
eficienty.

Definice 1. Necht f = f(¢) je funkce definované alespori na intervalu (0, 00), pak Lapla-
ceovou transformaci funkce f(t) nazgvame funkci F'(s) definovanou vztahem

F(s) = /OOO f(t) -exp(—st)dt, seR.

Za predpokladu, ze prislusny nevlastni integral konverguje pro alespon jedno s eR. Z intu-
itivniho pohledu to znamen4, ze f(t) nesmi rust ,,p¥ilis rychle®, tzn. rychleji nez exp(—st).

Laplaceova transformace se oznacuje rizneé:

L{f(t)}(s) = F(s) nebo stru¢né L{f} = F(s).

Dtlezitou vlastnosti Laplaceovy transformace je linearita:

e Existuje-li L{f(t)} = F(s) a L{g(t)} = G(s), pak také existuje Laplaceova trans-
formace jejich linedrni kombinace a plati

L{c1-f{t)+eca-g(t)} =c1-F(s)+ ¢y G(s),
pri¢emz cy, co jsou libovolné konstanty.

e Obdobné pro inverzni Laplaceovu transformaci £71.

P¥i feSeni je nezbytné znat Laplaceiv obraz derivované funkce f(t).

Véta 1 (Obraz derivace). Necht funkce f(t) je spojitd na otevieném intervalu (0, 00)
a necht pro vechny jeji derivace existuji Laplaceovy obrazy. Oznacme L{f(t)} = F(s).
Pak pro s > 0 plati

L{FA ()} = s"F(s) = s" 1 f(0) = s"2f/(0) — ... = sf*72(0) — f"~D(0).

Vyznamnym nastrojem pro vypocet inverzni Laplaceovy transformace je tzv. konvoluce.
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3.2 LAPLACEOVA TRANSFORMACE

Definice 2. Necht f(t), g(t) jsou funkce definované na (0, 00). Konvoluci funkei f, g na-
zyvame funkci f * g definovanou vztahem

(fxg)(t /f gt —=7)dr, te(0,00).
Véta 2 (Obraz konvoluce). Je-li L{f(t)} = F(s),L{g(t)} = G(s), pak
L{F*g)0)) = L{(O)} - L{g()} = F(s) - G(s).

Vyznam konvoluc¢ni véty spociva predevsim ve vypoctu inverzni Laplaceovy transformace
ze soucinu Laplaceovych obrazt

LHF(s) - G(s)} = (f = 9)(1).
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4 Reseni laminarniho 2D proudéni
v trubici

K feseni tohoto proudéni pouzijeme rozvoj podle vlastnich tvart rychlosti a tlaku.

4.1 Navier-Stokesova rovnice

Navier-Stokesova rovnice je matematickym vyjadfenim zakona zachovani hybnosti v prou-
dici tekutiné. Jedna se o diferencialni rovnici popisujici laminarni proudéni nestlacitelné
Newtonské tekutiny, kterou v 19.stoleti odvodili Claude Louis Marie Henri Navier (1785-
1836) a jeho zak George Gabriel Stokes (1819-1903).

Méjme obecny vektorovy tvar Navier-Stokesovy rovnice (pro stlaitelnou tekutinu)

oc v 1 >
— +¢-Ve—vAc— =V (V-¢)+-Vp=A4, 1
ot sV + v (1)
pak z jednotek veli¢in lze vypozorovat, ze kazdy ¢len mé povahu zrychleni
oc
— lokalni zrychleni,
ot Y
c-Vve konvektivni zrychleni,
vAC zrychleni potiebné k prekonani viskézniho treni tekutiny,
v
§V(V - C) zrychleni od sil prekonavajicich stlaceni,
-Vp zrychleni zptisobené tlakovymi silami,
p
A vnéjsi objemové zrychleni.

Protoze budeme uvazovat nestlacitelnou kapalinu (V - ¢ = 0), u které budeme zanedbavat
pusobeni objemovych sil (A = 6), rovnice (1) se zjednodusi na tvar

oc 1

— 4+ 7-Vi—vAG+ -Vp=0. 2

5 SVp (2)
Pfi pouziti Einsteinovy sumacni symboliky lze upravenou Navier-Stokesovu rovnici (2)
zapsat jako

dc; dc; d%c; 1 9dp
. . =0, 3
ot te ox; v 0z;0x; + p Ox; (3)
proi=1,...,n; j=1,...,i, ... ,n, kde n je dimenze prostoru.
C;

Vyuzitim rovnice kontinuity = 0 a vynasobenim celé rovnice (3) hustotou p ziskdme

[

Oc; | Op d%c;

875 + 8%2 v 8@8% -

nasledujici vyjadieni

12



4.1 NAVIER-STOKESOVA ROVNICE

Nyni se budeme zabyvat pouze trubici o délce L a Sifce H v soufadném systému x1, x».

L

Obrézek 1: Rovinné trubice

rubici se kapalina $ifi laminarné, coz znamena, ze jeji ¢astice se po prurezu nepohybuji
V trub kapal 1 , , t hybuji,
roto rychlost ve sméru osy x, je nulova (co = 0), a rychlost ve sméru osy z; je zavisla
)
pouze na poloze v ose x5 a na case t

c1 = c1(xa,1). (4)

Dale uvazujeme, ze se jedna o nestlacitelnou kapalinu

dp
— 0 :> = X ,t y 5
O p=p(z1,) (5)
a ze rovnice kontinuity ma tvar
801
— =0.
8%1

Obdrzime tedy diferencialni rovnici druhého radu

dcy op 9%c, B
P ot Vom H o T (6)

doplnénou o okrajové podminky popisujici tlaky na koncich trubice a nepropustnost jejich
stén

r1 =0 p(0,1) = pi (1),

xy =1L p(L,t) = pa(t), (7)
ro =0 : w(0,t) =0,

zo=H: wi(H,t)=0, (8)

pricemz w; je rychlost na sténé trubice.

K feseni diferencialnich rovnic jsou nutné i poc¢atecni podminky, které se zpravidla udavaji
pro nulovy cas

t=0: p(z1,0) = ¢(z1,0),
Cl(ZL'Q,O) = 0, (9)

13



4.1 NAVIER-STOKESOVA ROVNICE

kde ¢ je blize neurcena funkce zavisla na poloze v ose z; a na case t.

Z rovnice (6) ur¢ime tlak za predpokladu (4) a (5)
801 8261 . @

(10)

P ot " 0mr T ony

Leva strana této rovnice je funkci x,,t, ale prava strana zavisi na x1,¢t. Obé strany jsou
tedy Casové zavislé. Po vydéleni rovnice (10) hustotou p ziskdme tyto dva vztahy

861 (92C1
v —— = 11
R B0} (1)
1 Op
—_—— . —— T . 12
= (12)

Zintegrovanim rovnice (12) obdrzime vyjadieni tlaku
p(x1,t) = —p-h(t) x+ K(t), (13)
kde K (t) je integracni konstanta, kterou zjistime po dosazeni okrajovych podminek (7)
p(0,t) = —p-h(t) -0+ K(t) = pi(t)
= K(t) = p(D).
Vyuzitim druhé okrajové podminky (7) ziskame vztah pro h(t)

p(L,t) = —p-h(t) - L+ pi(t) =pa(t)

= h(t) = pl(t)p‘Lp?(t). (14)

Tlakova funkce (13) tedy bude mit tvar

pi(t) — p2(?)
L

p(a1,t) = p(t) — 27

7 tohoto vyjadreni je zifejmé, Ze tlak bude linedrné zavisly na x;.

Dosadime-li vztah (14) do (11), obdrzime diferencialni rovnici pro slozku rychlosti ¢

dei P pi(t) —pa(t)

ot V'ﬁxg_ pL

Z homogenni ¢asti této rovnice vyplyva, ze pro slozku rychlosti plati

. (15)

e1 = exp(at) - w(as),

kde z je vlastni hodnota.

Pouzitim tohoto vyjadfeni v rovnici (15) ziskdme rovnici
0*w

o3 exp(zt) = 0.

zw - exp(zt) — v -

14



4.2 ODHAD VLASTNI HODNOTY

V obou ¢lenech se vyskytuje exponencidlni funkce exp(zt), kterou mizeme tuto rovnici
vydélit, protoze tato funkce nikdy nenabyva nulové hodnoty. Obdrzime tedy diferencialni
rovnici

*w
2W— U - o3 0 (16)
s okrajovymi podminkami
ro=0: w=0,
ro=H: w=0. (17)

Resenim této diferencialni rovnice s okrajovymi podminkami ziskdme vlastni tvary rych-
losti, které nam pomohou pfi feSeni rovnice (15).

4.2 Odhad vlastni hodnoty

Rovnici (16) skaldrné vynasobime komplexné sdruzenou rychlostni funkei w*

Pw

2w W=V W
0x3

Nyni tuto rovnici zintegrujeme pres hranice trubice

H 9w

H
z/ w-w dry =v
0

Integral na pravé strané upravime pouzitim integracni metody per-partes

r_ Q*w _ Ow H
H 9w - U= %2, V= b [81{1 *] H Jw Ow* d (19)
— - w day = = |— w| - — Z3.
2 .
0o Ox3 u=w* u — %52 0T 0 0 Ory Oxs

Jestlize vyuzijeme okrajovych podminek, které fikaji, ze rychlostni funkce w je na okrajich
trubice nulova, tudiz i jeji komplexné sdruzena rychlostni funkce w* je zde nulova, pak
rovnice (19) ptejde do tvaru

H 5 H Qw Ow*
IY  wrday = — / IO T . 20
0o O0x3 wae 0o Ozy Oxs 2 (20)
Vyjadfeni integralu z rovnice (20) dosadime do (18)
H H gw  Ow*
ey = —v | 229 g
Z/o w - w* dag v 90s Oy To
a odtud obdrzime vyjadfeni pro vlastni ¢islo z
How  Ow*
O, 0y
z=—p. 0902 O =—a, a>0. (21)

H
Jw - w* dxg
0

Vysledkem néasobeni funkce funkci komplexné sdruzenou je realné ¢islo. Vyuzitim této
vlastnosti komplexnich ¢isel zjistujeme, Ze z nabyva zapornych realnych hodnot.

15



4.3 ORTOGONALITA VLASTNICH TVARU RYCHLOSTI
4.3 Ortogonalita vlastnich tvara rychlosti

Porovnejme vlastni hodnoty k-tého a [-tého ¢lenu vlastnich tvart rychlosti. Vyjdeme
z diferencialni rovnice (16)

82wk
2pWy — U - o2 =0, (22)
. g
Nw] — v - o2 =0, (23)

kde k,1=1,2, ... ,n.

Rovnici (22) skaldrné vynasobime rychlostni funkei w; a vyjadteni (23) funkei wy

" 82wk %

2pWg W, — V- 52 ~w; =0,
2
O*w;
X 1

NW W — V- ~wp =0
l a 2
1)

Zintegrovanim a vyuzitim tprav (19) a (20) ziskdme

" 0wy 0wy
0 Oxa O0x9
H Jw;  Owy,

- ——dxy = 0.
0o 013 Oy =

H
zk/ wrwy drg — v dxy =0,
0

H
/\l/ wjwy dze — v
0
Tyto dvé rovnice od sebe odec¢teme a obdrzime
H
(zr — \i) / wrw; dre = 0. (24)
Jo

Souéin dvou vyrazil je roven nule, pokud jeden ¢ druhy je nulovy. Reseni se tedy rozdéli
na dvé varianty:

e Pokud k = [, potom z rovnice (24) vyplyva

A =2z prok=1.
o Jestlize k # [ a tedy zp # A, pak podle (24) plati vztah

H
/ wrw; dre =0 pro k # L. (25)
0

//////

ze vlastni hodnoty jsou zaporna redlna c¢isla a kinematicka viskozita je kladné redlné ¢islo,
proto i vlastni vektory wy a w; musi byt realné funkce. Tento zavér potvrzuje i rovnice

(25).

16



4.4 URCENI VZTAHU PRO RYCHLOSTNI FUNKCI
4.4 Urceni vztahu pro rychlostni funkci

Nyni feSme homogenni linearni diferenciélni rovnici druhého fadu (16) s okrajovymi pod-
minkami (17). Charakteristicka rovnice pfislusna k rovnici (16) mé tvar

2—vA2=0.

Resenim této charakteristické rovnice jsou dva realné rtizné koteny

1% 1%

Ziskame tedy fundamentalni systém reSeni

|z |z
w1 = eXp( Ig) s Wy = €XpP (— 1’2) .
14 14

Obecné feSeni obdrzime ve tvaru

w = C} exp <\/ja:2> + Cyexp (—\/j@) , C1,CyeC. (26)

Exponencialni funkci 1ze zapsat pomoci funkci hyperbolickych jako

expx + exp(—z) = expx — exp(—x)
2 + 2

expr = = cosh x + sinh z,

pticemz cosh x je sudd funkce [cosh(—z) = coshz] a sinhz je lichd funkce [sinh(—z) =

= —sinh z].
Té&chto vlastnosti vyuzijeme pfi upravé obecného feseni (26)

w=C - {cosh <\/jx2) + sinh <\/j@> +
+ Csy - {cosh (—\/jxg) + sinh (—\/j@ﬂ =
= cosh (\/jx2> - (C1 4+ C3) + sinh <\/i:@> - (C1 = ().

Ozna¢me A = C1 4+ Cy a B = C7 — (5, pak ziskdame vyjadieni obecného FeSeni rovnice

(16) ve tvaru
. z z
w:Asmh(wx2>+Bcosh<w/x2>, A,BeC. (28)
v v

Konstanty A, B uré¢ime dosazenim okrajovych podminek (17) do pravé ziskaného vztahu
(28)

(27)

ro=0: w=0 = w=B=0, (29a)
ro=H: w=0 = w:Asinh(

<

H) — 0,
A40 = sinh <\/jH> 0. (29h)

17



4.4 URCENI VZTAHU PRO RYCHLOSTNI FUNKCI

sinh(x)

cosh(x)

Obrazek 2: Grafy funkei sinh(z) a cosh(x)

S pouzitim podminky (29a) obdrzime vyjadfeni rychlostni funkce w

w = Asinh <\F;1:2) . (30)
v
Dosadime-li vztah (21) do podminky (29b), pak lze psat
sinh <z \/U H > =0, kde i je imaginarni jednotka. (31)
v
Nyni zde vyuzijeme vztahu mezi funkcemi sinus a hyperbolicky sinus
sin(ix) = isinh z. (32)
Vime, ze funkce sinus je lichd [sin(—z) = —sin(x)] a pro imaginarni jednotku plati
i? = —1. Zavedeme-li substituci = iy a vyuzijeme-li uvedenych znalosti, pak vztah
(32) ptejde na rovnost
—siny = isinh(iy). (33)
Upravou imaginarni jednotky v (33)
1 1 9 1 ,
—_——_ = — — == — — =1
i 1 12
ziskame vztah
sinh(iy) = isiny. (34)
VyuZitim rovnosti (34) v (31) a Gpravami obdrzime vyjadfeni pro «
sinh (z \/EH) =7 sin (\/EH) =0,
v v
sin (\/H H ) =0,
v
a
\/7H =km, kde keZ,
v
2
km
=v-|—] . 35
a=v ( H) (35)



4.4 URCENI VZTAHU PRO RYCHLOSTNI FUNKCI

Pouzitim vztahu (35) v (21) ziskdme vyraz pro k-tou vlastni hodnotu

e (B -

Dosazenim (36) do (30) a vyuzitim (34) lze uréit vyjadfeni pro k-tou slozku rychlostni

funkce w
wy, = Ap sinh <, / 2k x2>
v

. km
= w, = A, sinh (z I x2>
. [k
=  w, =1 Agsin <H x2> ) (37)

Ziskali jsme tedy vyraz (37), ve kterém vystupuje konstanta A;. Tu uréime tak, aby platila
rovnost

H
/ wrwy, dre = 1. (38)
0

Dosadime-li do (38) za rychlostni funkce podle rovnice (37), pak tato rovnost piejde

na tvar " N
/ AR A; sin® (W x2> dzy = 1.
0 H

Soucin komplexniho a komplexné sdruzeného ¢isla je roven druhé mocniné velikosti tohoto
¢isla, tudiz mizeme pravé obdrzeny vztah déle upravit

H k
\Ak|2/ sin? (;@) dxy = 1.
0

Nyni zjednodusime ziskany integral. Pii integraci vyuzijeme vyjadieni pro druhou moc-
ninu sinu pomoci dvojnasobného argumentu cosinu
.o l—cos2y
sin“x = ———.
2

Postupnymi Gpravami pfi integrovani ziskdvame
H1 2k
AQ/ —-|l—cos|—u=x dry =1,
| Ag| 5 P 2

. 2km i
’Ak |2 H Sin ? i)
> {”}

AP (1 (2 )
5 H2k‘7r 81nHa:20—
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4.5 VYRESENI DEFINOVANEHO PROBLEMU

Protoze funkce sinus nabyva nulovych hodnot v celoc¢iselnych nasobcich ¢isla 7, pak pro ve-
likost konstanty Aj obdrzime vyjadfeni

H 2

A= =1 = Al =4/=.

A" 5 Al =1/

Dfive - z rovnice (25) - jsme usoudili, Ze vlastni vektory wy jsou redlné funkce. Z tohoto

poznatku a z rovnice (37) vyplyva, ze konstanta Aj; musi byt ryze imaginarni ¢islo, proto
A, mé hodnotu

Dosazenim konstanty Ay do (37) ziskdme koneény vztah pro k-tou vlastni hodnotu rych-

lostni funkce wy,
2 k
wp =\ 5 sin (; x2> : (39)

4.5 Vyreseni definovaného problému

Nyni vyuzijeme vyrazu (39) pro vlastni vektory wy pii feseni diferencidlni rovnice (15)
s okrajovymi podminkami (8) a pocate¢nimi podminkami (9). Bude nés zajimat feseni
tohoto problému

dcy 0%y ~ pi(t) = pa(2)

= _ . = 40

a " 03 pL ’ (40)
) 0 61(0, t) = 07
$2_H Cl(H,t):O,

t=20 Cl(fL‘Q, 0) =0 (41)

Hledanou rychlostni funkci ¢; budeme pomoci rozvoje vlastnich tvara rychlosti uvazovat
ve tvaru funkéni rady

c1(xq,t) = i ag(t)wg(z2). (42)

1
Dosadime-li tento tvar pro ¢; do rovnice (40), obdrzime vztah

> & _nt)—pa(t)
ot kz::lak(t)wk(x?) v 973 kzz:lak(t)wk(xz) = L

Jestlize zde vyuzijeme vlastnosti funkénich fad, kterd ¥ika, Zze derivace souctu je rovna
souctu derivaci, pak ziskame

> 20 ) =0 - ) L) O plD) (43)

ot = 3 pL
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4.5 VYRESENI DEFINOVANEHO PROBLEMU

Za wy, dosadime z rovnice (39)

Z obou c¢leni levé strany rovnice miizeme vytknout stejné vyrazy

5 (2 (8 ) o ) - 0

Vyuzijeme-li vztahi (39) a (36) obdrzime nasledujici vyjadieni

Z <6ak . kak(t>> Wy, = pl(t)p_[w

Nyni tuto rovnici skalarné vynasobime funkei w; a zintegrujme

0 <aak(t) e t)> /OH S J10)

_ t H
[)I/p2<)/0 wq dl'g.

Vzhledem k podmince ortogonality (25) a rovnosti (38) se pfedchozi rovnice zjednodusi

na tvar
W0 (= 2O [ f <> o <44)

Integral na pravé strané rovnice mizeme dale upravit

H
lm
5 cos(Hx2>
/ —sm —352 dxy = T m

H 0
:_\/g ZZ [cos(im) 1]
:_@.ZHW.[(_UZ_@:
— Z ZZ {1—(—1)’} (45)
Dosadme upraveny viraz pro integral (45) do (44)
aaalit)—zlal(t): = ZZ pl(t)p_Lp 2<t)~[1—(—1)l]. (46)

Vezmeme-li v avahu pocateéni podminku (41) dosazenou do rovnice (43), pak ziskdme
analogickou podminku pro a(t)
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4.5 VYRESENI DEFINOVANEHO PROBLEMU

Abychom nalezli feSeni rovnice (46), pouzijeme Laplaceovu transformaci

L{a;} = bi(s),

L {aﬁil} =s-L{a;} —a;(0) = s b(s),

L{pt)} = o(s)

a obdrzime ekvivalentni zapis
2 H t) — po(t
Sbl(3>_zlbl(s) — 77M |:]__ (_]_)l:|

Upravou ziskdme vyjadieni pro b(s)

2 H

bi(s) —
((s) pL s — 2

Z tohoto vyrazu miizeme pouzitim inverzni Laplaceovy transformace obdrzet vztah pro a;(t)

ai(t) = L7 {bi(s)},

e \/g ZZ [1 - (—1)1] o {gl(s) —02(5)}‘ )

pL s —2

Uzitim konvolu¢ni véty upravime vyjadfeni inverzni Laplaceovy transformace na pravé
strané rovnice

e {22 oo - ey ()
= [p1<t) - p2(t)} x e =
— [ = ()] - ar )

Dosadme tento vztah (48) zpét do (47)

]
a(t) = H_Im pEL ] ./0 [pl(T) —pg(T)} ceAt=T dr,

Oznacme si vyraz

= K. (49)

22



4.5 VYRESENI DEFINOVANEHO PROBLEMU
V pripadé, ze zména tlaku bude konstantni
p1(t) — pa(t) = Ap = konst,

pak lze psat vztah pro a;(t)

al(t):—/;l-Ap—i—:l~ezlt~Ap:—:l-Ap.(1—ezlt). (50)

Upravime-li zlomek — E, kde za x dosadime z rovnice (49), pak obdrzime
2l

_::\/g.lz.[l_(_l)l}.p[ﬂijw:
_ Ii(ﬂlf[;Lv {1_(_1)1} (51)

Pouzijeme-li (51) v rovnici (50) ziskdme koneény vztah pro a;(t)

a(t) = \/g J;}LV : {1 - (-1

Dosadime-li tedy (52) a (39) do rovnice (42) obdrzime vyraz

(1 —e®h) - Ap. (52)

2H?Ap 1 — (—1)F . o (km
> 15;3 ) (1 —e*") - sin (Hx2>, (53)

k=1

wm v (M)
k—VH.

7 tohoto vyrazu je zfejmé, ze kmity se tlumi v zavislosti na jejich tvaru, velikosti kine-
matické viskozity v a velikosti mezery H. PTficemz vice jsou tlumeny vyssi tvary kmitt.

Cl<x27t) - 7T3,OLI/

soucasné podle (36) plati

P¥i dostatecné velkém ¢ rovnice (53) pfejde na tvar

2H*Ap X 1—(-1)F [k«
c1(xg) = oLy ;fz::l = sin| o2 ).

Vezmeme-li v ivahu pouze 1.vlastni tvar (k=1), poté pro rychlostni profil plati

4H?

aln) =50

. [k
- Ap - sin (; m2> . (54)

Pokud by néas zajimala velikost rychlosti uprostfed trubice, pak bychom z (54) obdrzeli
vztah

2

Pti¢emz pfesnd hodnota [5] je

A
3 oLv TP T T Ly

H 4 H? H?
01( )— - Ap.

H\ H?
)  Ap.
Cl(z) 8oLv P
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4.6 GRAFICKE VYHODNOCENI

Z porovnani poslednich dvou vyrazi je zfejmé, ze maximalni hodnota pfesné stanovené
rychlosti se od pfiblizné lisi o 4 %. Z ¢ehoz vyplyva, Ze aproximace funkce 1. vlastnim
tvarem rychlosti je pomérné pfesna. S rostoucim poctem vlastnich tvari rychlosti by se
aproximovana a presnd hodnota k sobé stéale vice blizily.

Z vyrazu (53) také plyne, ze tvar rychlostniho profilu zavisi pouze na lichych vlastnich
tvarech rychlosti.

4.6 Grafické vyhodnoceni
Riznymi vypocty jsme postupné dospéli k rovnici (53), tedy

2H?Ap &1 — (—1)F
Cl(l'Q,t) — p Z ( )

mpLly = k3

.(1— ") - sin (’ZT x2> | (55)

Pod timto vyjadfenim je tézké si predstavit pribéh rychlostni funkce ¢;. Proto zde uve-
deme par ktivek vykreslenych pomoci softwaru Maple. Pouzijeme nésledujici hodnoty:

H=5m,
Ap = 300 Pa,
0 =1000 kg - m™~3,
L=12m,
v=10"°%m?. s,
t =200 s. (56)

7 poslednich poznatkt uz vime, Ze rychlostni profil zavisi pouze na lichjch vlastnich tva-
rech rychlosti ¢;. Sudé vlastni tvary jsou tedy nulové, proto znazornime jen ty nenulové.

1. vlastni tvar rychlosti 3. vlastnd tvar rychlosti
5] 0,61
¢, 04
1,57
0,24
[
1
1 0 : ;
1 4 5
_0 2_
0,57 ’
_0’4_
0 .
o 1 2 3 4 5 -0,67
x
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0,4+
0,37

0,14

5. vlastni tvar rychlosti

-0,11
-0,2
-0,3
-0,41

4.6 GRAFICKE VYHODNOCENI

7. vlastni tvar rychlosti

-0,14
-0,2

-0,31

Obrazek 3: Vlastni tvary rychlosti

Pro srovnani zde uvadime, jak vypadaji vlastni tvary kmitu - sudé i liché.

0,81

0,67

0,4+

0,21

1. vlastni tvar

3. vlastni tvar

2. vlastni tvar

4. vlastni tvar

Obrazek 4: Vlastni tvary kmitu
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4.6 GRAFICKE VYHODNOCENI

Protoze rovnice (55) je ve tvaru nekonecné fady, tak je vhodné zde uvést i ¢asteéné soucty.

k=1 k=1.3
24 2
1.5 1.57
C C
1 1] 1 1
0,51 0,57
0 0
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
X X
k=1.5 k=1.7
24 21
1,57 1,5
C [
1 11 1 14
0,5 0.5
0 ! 0
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
X X

Obrazek 5: Soucty vlastnich tvart rychlosti pro t = 200 s

Zamérime-li se pouze na prvni dvé vykresleni, zjistime, Ze prvni ¢len reprezentuje rych-
lostni profil laminarniho proudéni a druhy obréazek se dosti podoba rychlostnimu profilu
turbulentniho proudéni. Postupnym navySovanim hodnoty k£ dospéjeme pomalu az k pisto-
vému rychlostnimu profilu. Tento jev je nezadouci - je zptisoben Spatnou volbou ¢asového
kroku a zvolenim pfili§ velké §ifky trubice na jeji délku (viz str. 23 - velikost mezery).

k=1.95

Obrazek 6: Soucet vlastnich tvarta rychlosti po k = 95
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4.6 GRAFICKE VYHODNOCENI

Timto pozorovanim pribéhu grafu zjistujeme, Ze v ¢ase ¢ = 200 s nemaji vlastni tvary
rychlosti vyssi nez 80 vliv na skladani kmitt.

Ptedchozi grafy byly vykresleny pro cas ¢ = 200 s, coz je relativné maly casovy tusek.
Proto se nyni zaméiime na vyssi ¢asové hodnoty a uzsi trubici:

H=0,5m,
Ap = 300 Pa,
0= 1000 kg - m™3,
L =12 m,
v=10"%m? 57
t=15000s. (57)

Za téchto novych podminek budou ¢astené soucty nasi fady (55) vypadat takto:

k=1 k=1.3
501
40-
40-
30-
. 307 .
1 1
20 20
101 101
0 0
0 0l 02 03 04 05 0 01 02 03 04 05
X X
k=1.5 k=1.7
40- 401
301 301
(',’1 CI
20 204
101 107
0 ] 0 R S
0 01 02 03 04 05 0 01 02 03 04 05
X X

Obrazek 7: Soucty vlastnich tvart rychlosti pro ¢t =5 000 s

Jak 1ze zpozorovat, tak uz pri souctu prvnich sedmi ¢leni se blizime k rychlostnimu profilu
laminarniho proudéni.
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4.6 GRAFICKE VYHODNOCENI
Tento tvar se se vzriistajicim poc¢tem ¢lenti viceméné neméni.
k=1.20
40

30+

cl
20

10+

0 . . . ‘ ‘
0 0,1 0,2 03 0,4 0,5

X

Obrazek 8: Soucet deseti lichych vlastnich tvari rychlosti pro t =5 000 s

Kdybychom uvazovali ¢as t = 10 000 s, pak by soucet deseti lichych ¢lenti fady vypa-
dal nasledovné:

k=1.20

804
704
60
¢ 504
1 404
304
204
107

Obrazek 9: Soucet deseti lichych vlastnich tvart rychlosti pro ¢ = 10 000 s

7, ¢ehoz vyplyva, ze se vzristajicim Casem se ¢im dal vice blizime rychlostnimu profilu
laminarniho proudéni.
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4.6 GRAFICKE VYHODNOCENI

Nyni vyuzijme téchto poznatkid a zaméime se na ¢asovou souslednost rychlostniho profilu
pro trubici o Sifce H = 0,5 m, v ¢asovém useku ¢t = 0 s az t = 100 000 s. Budeme sledovat
prubéh souctu deseti lichych ¢lenti fady, protoze soucet vice ¢lend uz nema tak vyznamny

vliv.

t=0s

300+
2004
[
1
100+
0 ‘ ‘ . . .
0 0.1 02 03 04 05
X
t=20000s
30014
2004
c
1
1004
0 . . ‘ . ‘
0 0,1 02 03 04 05
X
t=60000%
3001
2001
c
1
100+
0 . ‘ ‘ ‘ .
0 01 02 03 04 05

X

3004

200+

t=10000s

1004
0 . ‘ ‘ . .
0 01 02 03 04 0,3
X
t=40000sg
3007
20014
100+
0 . ‘ . ‘ .
0 01 02 03 04 05
X
t=100000 g
3004
2004
100
0 . ; ; .
0 01 02 03 04 05

X

Obrazek 10: Soucet deseti lichych vlastnich tvari rychlosti pro rizné ¢asy

Se vzristajicim casem se rychlostni profil viceméné neméni.
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5 Zaver

Cilem této prace SVOC bylo najit feSeni Navier-Stokesovy rovnice pro lamindrni prou-
déni nestlacitelné kapaliny. Pti feSeni byly vyuzity zakladni znalosti diferencialnich rovnic,
vlastnich ¢isel, ortogonality vlastnich vektori, funkénich fad a vlastnich tvart kmitu. Vy-
pocty jsme dospéli k zavéru, ze tvar rychlostniho profilu zavisi pouze na lichych vlastnich
tvarech rychlosti, protoze sudé vlastni tvary jsou nulové. Porovnanim hodnoty rychlostni
funkce aproximované 1.vlastnim tvarem rychlosti uprostred trubice a maximalni hodnoty
laminarniho proudéni jsme zjistili, Ze dané hodnoty se lisi pouze o 4 %, tudiz dané apro-
ximace je pomérné piresna.

Rychlostni funkci jsme nalezli ve tvaru funkéni fady. K animaci tohoto feseni jsme vyuzili
software Maple. Z ni jsme zjistili, ze pro vétsi c¢asové hodnoty se dany rychlostni profil
blizi predpokladanému laminarnimu rychlostnimu profilu.

Vysledky prace SVOC mohou byt vyuzity v navazujici praci, ve které se toto feseni zo-
becni nejdrive pro trubici kruhového priurezu pomoci transformace do valcovych souradnic
a poté na obecny prurez. Dalsi zobecnéni se bude tykat prechodu od idealni kapaliny
k realné.

30



LITERATURA

Literatura

[1] BRDICKA, M. - SAMEK, L. - SOPKO, B. Mechanika kontinua. 2. opr. vyd. Praha:
Academia, 2000. 799 s. ISBN 80-200-0772-5.

[2] DEMIDOVIC, Boris Pavlovi¢ - MARON, Isaak Abramovi¢. Zdklady numerické ma-
tematiky. Ptelozili Jan Kadlec, Jifi Kopacek a Alois Kufner. 1.vyd. Praha: Statni
nakladatelstvi technické literatury, 1966. 721 s.

[3] MAIN, Iain G. Kmity a viny ve fyzice. Pielozil Josef Preinhaelter. 1. vyd. Praha:
Academia, 1990. 368 s. ISBN 80-200-0272-3.

[4] POCHYLY, Frantigek - FIALOVA, Simona. Reseni lamindrniho proudéni rozvo-
jem podle vlastnich tvard kmitu. [Vyzkumna prace.] Brno: VUT, FSI, 2009. VUT-
EU13303-QR-02-09.

[5] SOB, Frantisek. Hydromechanika. Brno: Akademické nakladatelstvi CERM, 2002.
238 s. ISBN 80-214-2037-5.

[6] ZDRAZIL, Vladimir. Kmity. 2. vyd. Brno: Vutium, 1997. 85 s. ISBN 80-214-0958-4.

31



	Úvod
	Seznam pouzitých zkratek a symbolu
	Základní pojmy
	Einsteinova sumacní symbolika
	Laplaceova transformace

	Rešení laminárního 2D proudení v trubici
	Navier-Stokesova rovnice
	Odhad vlastní hodnoty
	Ortogonalita vlastních tvaru rychlosti
	Urcení vztahu pro rychlostní funkci
	Vyrešení definovaného problému
	Grafické vyhodnocení

	Záver

