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1. INTRODUCTION

La relativité Générale est une théorie de la Gravitation développée par Albert Einstein . Elle a révolutionné notre vision
de la nature, de ’espace et du temps ainsi que notre compréhension de la force de Gravitation. Cette théorie est née en
1915 apreés la découverte de la relativité restreinte en 1905 par Einstein Lorentz et Poincaré. Le phénoméne de Gravitation,
jusqu’alors décrit par la loi de ’attraction universelle de Newton, posséde en relativité générale une interprétation liée & la
courbure de 'espace temps due & la présence de corps massifs. La relativité Générale constitue aujourd’hui le fondement de
la compréhension des trous noirs. La relativité Générale fait aussi partie du schéma standard du Big Bang.

Les équations d’Einstein constituent le noeud central de la relativité Générale car elles fournissent une formulation de la
relation entre la géométrie d’un espace temps et les propriétés de la matiére. Les solutions exactes de ces équations décrivent
une géomeétrie particuliére de I'espace temps. En particulier, la solution de Schwarzschild décrit la géométrie autour d’un objet
sphérique statique comme une étoile. Le but de cette présentation sera de présenter cette solution et d’étudier la déformation
de V'espace temps due & un objet décrit par cette solution.

Dans un premier temps, nous définirons la notion d’espace temps en introduisant les notions de variété et de métrique.
Nous développerons ensuite des notions telles que les connexions et les géodésiques qui nous permettront par exemple d’étu-
dier la déviation des rayons lumineux par des objets massifs. Nous étudierons ensuite la métrique de Schwarzschild et nous
terminerons par une extension de cette métrique.
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2. VARIETES, TENSEURS ET ESPACE-TEMPS

Le but de cette section est de définir les objets avec lesquels nous allons travailler. Nous commencerons par définir la
notion de variété topologique, différentiable. Ensuite, nous étudierons une notion essentielle, généralisant la notion de forme
multilinéaire : les tenseurs. Nous terminerons cette section en développant la notion de métrique Lorentzienne et riemannienne
et d’espace temps.

2.1. Variétés topologiques, Variétés differentiables.

Notation 1.  — On notera H,, = {x € R™|x,,, > 0}. H,, est le demi-espace défini par l’ensemble des vecteurs dont la
m-éme coordonnée est positive.

Définition 2.1. Soit U un ouvert de H,, et h : U — R"™. On dira que h est différentiable sur U s’il existe un ouvert V de
R™ contenant U et une application g : V — R" différentiable sur V telle que gy = h

Intuitivement, une variété est un objet qui est fait de "parties" qui ressemblent a des ouverts de R™, accolées de maniére
lisse. En d’autres termes, une variété ressemble localement & un ouvert de R™. Définissons & présent proprement cette notion.

Définition 2.2 (Variété Topologique). On dit qu’un ensemble M est une variété topologique de dimension m si M est munie
d’une topologie séparée a base dénombrable d’ouverts et dont tout point posséde un voisinage ouvert homéomorphe a un ouvert
de H,,

Remarque 2.1. La dimension m d’un variété dans cette définition a pour but de rappeler que localement, la variété est
homéomorphe a R™.

Remarque 2.2. La définition d’une variété topologique fait appel aux demi-espace Hy, afin de pouvoir parler d’une variété
a bord.

Définition 2.3 (Carte et Atlas). — Soit M une variété topologique de dimension m. On appelle carte de M un couple
(U, ) o0 U est un ouvert de M et ¢ : U — p(U) un homéomorphisme de U sur un ouwvert de H,,.
— Une famille de carte (U;, p;)icr est appelée un Atlas si elle recouvre toute la variété.

Définition 2.4. Soit M une variété Topologique de dimension M. On note Int(M) U'ensemble des points de la variété ayant
un voisinage ouvert homéomorphe aun ouvert de R™. Le bord de M noté Fr(M) est ’ensemble Fr(M) = M \ Int(M)

Définition 2.5 (Variété différentiable). Soit M une variété topologique de dimension m. On dit que M est une variété
différentiable si elle possede une atlas dénombrable (U;, ¢;)icr tel que si U;NU; # 0, Uapplication ¢; 030;1 est une application
C*>® de SOi(Ui n Uj) dans (pj(Ui N UJ)
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Exemple 2.1 (La 2-Sphére S?). Considérons la 2-sphére S? = {(z,y, z) € R®*|2% 4+ y? + 22 = 1}. Montrons que la sphére S?
est une variété de dimension 2.

Considérons les siz hémispheres OF = {£x > 0}, OF = {£y > 0} et OF = {£z > 0}. Chaque hémisphere est un ouvert de
la sphére et il est homeomorphe & un disque unité de R? noté D. En effet, considérons par evemple OF. Soit p™ : Of — D
telle que p™(x,y,2) = (y,2). Alors p™ est un homeomorphisme d’inverse (y,z) — (\/1 — (y%2 + 22),y,2). De méme, on
peut définir p~ : Oy — D d’inverse (y,2) — (—+/1 — (y% + 22),y, 2). Les six hémispheres munit des application p* et p~
constituent donc un atlas sur la sphére. Maintenant, considérons par exemple l'intersection des hémisphéres OF et O;r. Alors
le changement de carte correspond a Uapplication (y,z) — (z,2). Vu comme une application de R3, le changement de carte

correspond a une rotation, d’aze Ox et d’angle 3, du plan yOz. Cette application est donc C* et la sphere est une variété
différentiable.

Remarque 2.3. D’aprés la Remarque[2.1], une variété est un objet qui "ressemble localement a un ouvert de R™". La notion
de differentiabilité étant une notion locale, on a envie de définir la différentiabilité d’une fonction définie sur une variété en
utilisant un atlas de M.

Définition 2.6. — Soit M, M’ deuz variétés différentiables (pas nécessairement de méme dimension) et f : M — M’
une application de M dans M'. On dit que f est differentiable sur M si pour toute carte (U, ) de M et (V,v) de M’
telles que f(U) NV # 0, Uapplication 1p o f o p~1 est differentiable de o(U) N f=1(V) dans (V)
— Soit M, M’ deux variétés différentiables et f : M — M'. On dit que f est un difféomorphisme si [ est un homeomor-
phisme tel que f~1: M’ — M est différentiable.

Définition 2.7. Soit I un intervalle de R. Une courbe C sur la variété différentiable M est une application C : I — M qui
est C*° sur I.

2.1.1. Espace Tangent & Une variété. A partir de maintenant, toutes les variétés considérées sont différentiables.

Définition 2.8 (Vecteur tangent & une variété en un point). Soit M une variété différentiable et F l’ensemble des fonctions
C> de M dans R. Soit p € M.
Un vecteur tangent v(p) a la variété M en p est une application v(p) : F — R qui vérifie les propriétés suivantes :

(1) (linéarité) Va,b € R, Vf € F v(p)(af + g) = av(p)(f) + v(p)(9)

(2) (propriété de Leibniz) Vf,g € F, v(p)(fg) = f(p)v(p)(9) + v(p)(f)g(p)
On appelle espace tangent en p a la variété M [’ensemble des vecteurs tangent en p a M. On note T, M [l’espace tangent et
™ = | ) T,M

peM

El)

Remarque 2.4. La figure ci-dessus représente un plan tangent & une surface

Remarque 2.5. v(p) est une application linéaire ainsi ,si h est la fonction constante nulle, on a v(p)(h) = 0. Si h est une
fonction constante non nulle alors@ implique que v(p)(h?) = 2hv(p)(h). Comme v(p)(h?) = hv(p)(h) par linéarité, on obtient
que v(p)(h) = 0.



Remarque 2.6. L’ensemble des vecteurs tangents correspond a l’ensemble des dérivations sur M

Proposition 2.9. Soit M une variété différentiable. Alors ’ensemble des vecteurs tangents en un point p & M peut étre
muni d’une structure de R-espace vectoriel

Démonstration. Si v(p), w(p) sont deux vecteurs tangents en p & M on définit :

— (v(p) +wp)(f) = v()(f) + wp)(f) Vf € F
— (av(p))(f) = av(p)(f), Vf € F,Va eR

On vérifie aisément que ces deux lois munissent 7, M d’une structure de R-espace vectoriel. O

Théoréme 2.10. Soit M une n-Variété différentiable et p € M. Alors L’espace tangent T,M en p est un espace vectoriel
de dimension n.

Démonstration. Soit (U, ) une carte de M. Si f € F alors f o~ est une application de R" dans R". Soit (X1, ..., X,,) telle
que Vi € {1,...,n} X; : F — R est définie par :

0 Xt = 222 )

Montrons que la famille (Xy, ..., X,,) est une famille libre. Soient Aq, ..., A,, € R tels que

(2) > X =0

k=1
Soit i € {1,...,n}. On définit f; : M — R par f;(p) = (0, ...,x;,...0)) sip = o~ (21, ...,2,)) ot (U, ) est une carte de I'atlas
telle que p € U.
Alors f; 0 o~ Yx1,...,n) = (0,...,24,...0).. Dés lors, en évaluant 'équation [2f en f;, on obtient \; = 0.
Finalement, Vi € {1,...,n}, on a A\; = 0 ce qui montre la liberté de la famille (X7, ..., X,,).
Montrons que (X7, ..., X,,) est une famille génératrice.

1

Soit v(p) € T,M. f o' est un application d’un ouvert de R™ & valeurs dans R™. Posons F = foyp~! et p=p~1(a).

On en déduit que

(3) F(x) = F(a) + Z(ﬂfi —a;)Hy()

Ou H; est une fonction C* telle que H;(a) = gf (a). On pose .
On obtient alors que
n
(4) f=1®)+D> (riop—zi0pp)Hiop
=1

En composant par v, en utilisant le fait que v,(cste) = 0, la linéarité de vy, et la propriété de Leibniz, on obtient

(5) v(p)(f) = Z(w o —x;00(p))pv(p)(Hiop) +v(p)(ziop —xiopp)Hi(pp))
On en déduit que .
(6) u(p)(f) = Z v(zi 0 — ;0 0(p) Xi(f)

Car X;(f) = Hi(¢(p))-
On a donc bien montré que v(p) est combinaison linéaire de (X1 (f), ..., X»(f)). Donc cette famille est une base de T, M et

on a bien dim(T,(M)) =n O
Remarque 2.7. Soit C une courbe sur la variété M. Soit p = C(to) € C(R). On note

T : F — R
fo— T(f)=(foC)(t)
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D’apres la preuve du théoreme[2.10, on a
) TOVf) = 3 Tl 0 9)Xilf) = 3 (a1 0.0 O (1) Xl )
=1 =1

On remarque que v = @ o C est une courbe de R™. Si on note v; 'application i-éme coordonnée, on a :
n

(®) T(C)(f) =D %t Xi(f)
=1

Définition 2.11. On appelle champ de vecteur tangent sur la variété M une application v : M — TM telle que Vp € M,
v(p) =v(p) € T,M

Remarque 2.8. Soit f € F. Alors Uapplication v(f) : M — R définie par v(f)(p) = v(p)(f) est une fonction sur M
Définition 2.12. On dit qu’un champ de vecteur v est lisse si Vf € F, Uapplication v(f) associée a v est C*

Définition 2.13. On appelle groupe de difféomorphisme a un paramétre toute application de ¢ : R x M — M telle
que Vt €R, ¢(t) = ¢y : M — M est un C* difféomorphisme de M dans M et Vs,t € R, ¢y 0 s = Pras

Remarque 2.9. — On a ¢go ¢y = ¢g. Donc en composant de part et d’autre de I’égalité par gbo_l, on obtient que ¢ = id.
— Soit p € M. D’apres la définition Uapplication ¢(p) : R — M définie par ¢(p)(t) = ¢i(p) est une courbe C> sur
la variété M. D’apres la remarquela dérivée de ¢(p) en 0 est un vecteur tangent en p a la variété M. Le champ de
vecteur qui & p € M associe ce vecteur tangent est appelée Champ de vecteur qui génére ¢
— Réciproguement, étant donnée v un champ de vecteur lisse on peut construire un groupe de difféomorphismes a un
parameétre associé a v. En effet, soit p € M. On cherche une famille de courbe telle qu’il existe une seule et unique
courbe passant par un point p € M donné et telle que le vecteur tangent en p est v,. On remarque que si 7y est une
courbe vérifiant le systéme

© T(y) =v(v)
7(0) =p
alors 7y passe par p et a v, pour vecteur tangent en p. Ceci revient & dire que si on choisit une carte (U,p) comme
dans la preuve du théoreme [2.10
() = v(y(t
o) 7 (1) = (1)

7(0)=p

Un tel systéme ayant une unique solution, on peut donc définir une famille de courbe associée au champ de vecteur v.
On note (¢1): une telle famille et on définie ¢¢(p) comme la valeur en t de l'unique courbe de cette famille passant par

.
2.2. Tenseurs, champs de tenseurs, Métriques.

Définition 2.14. Soient (k,1) un couple d’entiers naturels.Un tenseur de type (k,1) sur un R-espace vectoriel V est une
application multilinéaire

(11) T: V"XV x. . xV*xVxVx..xV-—R
& 1

L’ensemble des tenseurs de type (k,1) est noté T (k,1)

Remarque 2.10. — Un tenseur de type (0,1) est une application linéaire.

— T(k,1) est un R-espace vectoriel de dimension n*T1. En effet, comme une application linéaire ou bilinéaire, un tenseur
est totalement déterminé par ses valeurs sur les vecteurs de la base. L’ensemble de toutes les valeurs qu’un tenseur peut
prendre sur les vecteurs de la base correspond a l’ensemble de toutes les applications d’un ensemble de k + 1 éléments
dans un ensemble de n éléments si V est un espace vectoriel de dimension n.

Définition 2.15 (Contraction d'un tenseur de type (k,1)). Soit (v;)ic(1,...n} une base de V et (v])ici1,...n} la base duale
correspondante. On appelle contraction par rapport a la i-éme et j-iéme coordonnée lapplication suivante :

C:Tlhl) — T(k—1,1—1)

(12) T— CT=%" T(, v ey v ,..)

i—eme j—eme



Définition 2.16. Soit T € T (k,1), T € T(k',l'). On appelle produit extérieur de T et T le tenseur de type (k + k', + 1),
noté T @ T' et défini pour tout (v;)gi € 1,...,1+ '}, (uf)ieqr,. ksrry par

(13) T QT (U, oy Uy s V15 ooy V) = T}, o gy, 15 oo 0) T (Wi s ooy Wy Vit -Vl

Remarque 2.11. — Soit (u)ieq1,....ny une base de V et (u})icq1,....ny la base duale associée. Alors on peut montrer que
la famille (up, @ ... @ uj @uy, @ ... @ uy, |k, . kp, Iy, . ls € {1,...,n}) est une base de T (k,1).
— Un tenseur T de type T (k,1) peut donc s’écrire

n
(14) T = Z T T up, ® . @y,
Ftyeds=1

ki..k
avec Tlll_”l " eR.

Définition 2.17. Un champ de tenseur sur une variété M est une application qui a chaque p € M associe un tenseur sur

T,M.

Définition 2.18. Soit M une variété et p € M. On appelle métrique un tenseur de type (0,2) sur T,M (i.e une application
g :T,M x T,M — R) qui vérifie les propriétés suivantes :

— g est symétrique : Yvi,ve € T, M, g(vi,v2) = g(v2,v1)

— g est non dégénérée : Vv € T,M,[(Vve € T,M, g(v1,v2) =0) = v =0]
Une métrique sur une variété est la donnée en chaque point p de la variété d’une métrique sur T, M

Remarque 2.12. Une métrique est donc une forme bilinéaire symétrique non dégénérée. D’apres le théoréme de Sylvester
une forme quadratique de rang 0 < r < n est équivalente & une forme q(z) = x3 + ... + CUI% — xf,H — =22 six = (71,0 Ty).
Le couple (p,m — p) correspondant au nombre de signes plus et de signes moins est unique et est appelé SIGNATURE de la

forme quadratique. Si la signature de la forme quadratique est (n,0) on dit que la forme est DEFINIE POSITIVE.

A partir de maintenant, désignera par "métriqgue” un champ de tenseur de type (0,2) sur une variété M de dimension n. Si
n

g est une métrique alors on peut écrire g = Z gi,jdx; ® dx;. Normalement, une métrique devrait avoir trois composantes ;
i,j=1
une pour le point p de la variété et les deux autres pour les vecteurs de T,,(M) que prend en argument la métrique. On voit
n

alors que Vi,j, g;; est une fonction sur la variété. Dans la suite, on notera par abus g = Z gi,jdx; ® dx; pour parler de
i,5=1
Uapplication g évaluée en un point p € M.

1
Définition 2.19. Considérons M = R} Rx. Alors g = —t—4dt QR dt + dxr ® dx est une métrique sur M.

De méme, si on considére M = R?, g = —z2dt @ dt + dx @ dx est une métrique sur M appelée métriqgue de RINDLER.

Définition 2.20. — Une variété différentiable M de dimension n est dite RIEMANIENNE si elle est munie d’une métrique
g définie positive.
— Une variété différentiable M de dimension n est dite LORENTZIENNE si elle est munie d’une métrique de type (n—1,1).
Exemple 2.2. L’espace temps de Minkowski (M, g) = (R"T,m) ou
m = —dt® + da? + ... + da?

est une variété Lorentzienne.

Définition 2.21. Soit (M, g) une variété Lorentzienne, p € M et X € T,(M). On dit que X est
(1) un vecteur de type espace si g(X,X) >0
(2) un vecteur de type temps si g(X,X) <0
(3) un vecteur de type lumiére si g(X,X) =0

Exemple 2.3. Dans l’espace temps de Minkowski (R1T™ m), un vecteur (t,x) € R1T™ est de type
— espace si |t| < ||z]|
— temps si |t] > ||zl
— lumiéere si [t| = ||x]|

Si ||z|| désigne la norme euclidienne de x sur R™.
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Définition 2.22. Soit (M, g) une variété Lorentzienne, I un intervalle de R et v : I — M une courbe de M. On dira que :

(1) v est de type TEMPS si : g(v'(t),7'(t)) <0Vt eI
(2) ~ est de type ESPACE si : g(y'(t),~'(t)) >0Vt e I
(3) v est de type LUMIERE si g(y'(t),~'(t)) =0Vt € I
Remarque 2.13. Si (M, g) est une variété Lorentzienne et T,(M) Uespace tangent en un point p, on appelle cone de lumiére

Uensemble I, = {v € T,(M)|g(v,v) = 0}. Le mot cone vient du fait que si v € I, alors YA € R, Av € I,,. Le cone de lumiére
correspond donc a l’ensemble des vecteurs de type lumiére. On représente le cone sur la figure suivante :

vecteurldu genre temps
H]']L‘II;[L" vers le futur

nappe
du futur
+
I

ur lumiére

vecteur du genre Cspacc

nappe
du passé
' vebteur du genre temps
u;n:nlr vers le paghé

Le cone de lumiére sépare les vecteurs du genre temps des vecteurs du genre espace. Les vecteurs du genre temps sont
a lintérieur du cone tandis que ceuxr du genre espace sont & l'extérieur. Prenons un espace temps de minkowski (R*, g =

—dt? + dz?* + dy? + dz?). Alors v = (t,x,y,2) € I, si et seulement si t = /22 +y? + 22 out = —\/22 +y? + 2z2. On voit
dans cet exemple que le cone de lumiére a deuxr composantes connexes. Dans le cas général, le cone isotrope posséde aussi
deux composantes connezes et convient d’en noter une II‘)|r et Uautre I, . Les vecteurs situés a l'intérieur de la composante

Ip+ seront appelés vecteurs orientés vers le futur et ceuzx de I, orientés vers le passé.

Définition 2.23. Soit (M, g) une variété de dimension n. Soit H C M. On dit que H est une Hypersurface de M si H est
une sous-variété de M de dimension (n — 1).

Exemple 2.4. Soit f : M — R de classe C" telle que ¥ € M, df (p) # 0.Alors les ensembles de niveau de f sont des
hypersurfaces de M

Remarque 2.14. Si H est une hypersurface de M, on peut considérer la métrique g induite sur H par M c’est a dire que
Vpe H et tout XY € T,(H) (onape M et X,y € T,(M)) on définit :

9(X,Y) =g(X,Y)
En tant que variété, H a une dimension n —1 donc T,(H) est un hyperplan de M. On peut donc trouver N un champ de
vecteur normal a M dans le sens ou si X est un champ de vecteur sur M, on a :

g(X,N) =0

Définition 2.24. Soit (M, g) une variété de dimension n et H une hypersurface de M. Soit N un champ de vecteur normal
sur M.

(1) Si N est de type espace, on dit que H est une hypersurface de type TEMPS



(2) Si N est de type temps, on dit que H est une hypersurface de type ESPACE

(8) Si N est de type lumiére, on dit que H est une hypersurface de type LUMIERE
Exemple 2.5. Soit (R1™" m) l’espace temps de Minkowski. Soit a € R. Alors {t = a} est une hypersurface en tant que
courbe de niveau de la premiére projection. Le vecteur u = (—1,0,...,0)) est un vecteur normal & la surface et g(u,u) =

—(—12) +0%2+..4 0% < 0. Donc {t = a} est une Hypersurface de type espace. De méme on peut montrer que {x, = a} est
une hypersurface de type temps et {t + x1 = a} est une hypersurface de type lumiére

Définition 2.25. On appelle ESPACE-TEMPS une variété Lorentzienne différentiable de dimension 4.

Maintenant qu’on a introduit un cadre géométrique (M,g), on peut énoncer le premier postulat de la physique a la base
de la théorie de la relativité. Ce postulat fait appel a la notion de géodésique, définie en :

"Les photons sont décrits par des géodésiques de type lumiére."
"Les courbes représentant la trajectoire d’'un point matériel sont des courbes du genre temps"

Définition 2.26. On appelle ligne d’univers toute courbe v représentant la trajectoire d’un point matériel.

3. FIBRE TANGENT, CONNEXION, GEODESIQUES

3.1. Fibré Tangent, connexions.

Définition 3.1. Soit M une m- variété. On appelle fibré tangent, et on note TM [’ensemble
(15) ™ = U T,(M)

peEM

ot T,(M) est L’espace tangent a la variété M au point p.

Remarque 3.1. — Si M est une m-variété. Alors L’espace tangent T,(M) est un espace vectoriel de dimension m d’aprés
. On eut définir la projections m : TM — M qui envoie T,,(M) sur M. La préimage d’un point p € M est alors
un m-plan de R"™ qu’on appelle fibre.

— Etant donné une carte (U, $) sur M (¢ : U — V C R™), le fibré tangent a U est I’ensemble
TU ={(a,u)|la € U,u € T,(U)} C TM. L’application :

16) T(¢): TU — V x R™
(a, ) — (#(a), (¢ 07)'(0))

est une bijection. On peut munir TM d’une topologie pour laquelle les applications T(¢) sont des cartes. Le fibré tangent
peut donc étre munit d’une structure de variété de dimension 2m si M est de dimension m.
— Soit M est une m- sous-variété de R™. Soit p € M, et (U,v) une carte de M telle que p € U. On définit une base

de L’espace tangent (e1(p),...em(p)) par e;(p) = dw_l(@[}(p))(%) ot . est le i-éme vecteur de la base canonique.
7 3

L application (p,v1,...vm) — Yy €;(p)v; permet d’identifier M x R™ avec T'(M)

Remarque 3.2. Dans la partie précédente, nous avons défini la notion de variété et de champ de vecteur sur une variété.
On aimerait maintenant trouver une maniére de dériver un champ de vecteur.

Soit V' un champ de vecteur sur une variété. On sait qu’il existe des foncions vy, ..., vy, telles que V(p) = Z:’;l vie;. Si lon
note wlv;] la dérivée directionelle de la fonction v; au point p alors on obtient une maniére trés naturelle de dériver un champ
de vecteur. En effet, on peut poser :

(17) VoV = Zw[vi]ei(p)
i=1

On voit que cette définition dépend du choix de la base de l’espace tangent en p. Etudions l'effet d’un changement de base
sur la valeur de V,, V.

Soit (€}, ...,el,) un base de Uespace tangent T,(M). Notons V° la dérivation dans la base précédente et V la dérivation
dans cette base. Alors :

(18) V= ngeg
i=1
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On a d’un part

(19) ViV =) dw))(w)e
=1

et d’autre part :

m m
20) VOV = VL0 = S (w)e; + V(e
=1 =1
m
On wvoit donc bien que les deur quantités définies V,V° sont égales si et seulement si ngvg)e; =0 ce qui implique que
i=1

Vi € {1,...,m} et Yw € T,(M), on a V9 (e}) est nul donc les composantes de €, sont constantes dans la base (e1,...ep).

Finalement on voit que cette définition dépend de la base et qu’on définit en général deux opérateurs de dérivations différents.
Cela nous amene a la notion de Connexion.

Définition 3.2. Une connexion V sur une variété M est une application qui a un champ de vecteur V' associe l’application
VV :TM — TM (VV(p,w) =V, V(p)) telle que VV est C> par rapport a la premiére variable et C* linéaire par rapport
a la deuzieme variable et vérifie la condition suivante :

Pour toute fonction f a valeurs réelles et tout vecteur w :

(21) Vu(fV) = fVuV +df (w)(V)

Définition 3.3. Soit M une m-variété et (e1, ..., e, ) une base de l’espace tangent au point p € M. On a :

(22) Veiej = Z Ffjek = F(ei, ej)
k=1

Les Ffj sont appelés les symboles de Christoffel du systéme de coordonnées relativement a la connexion V.

Remarque 3.3. Soit V' la connexion définie dans la remarque . Si V est une autre connexion sur le fibré. On note
m

V= Z vi€;
i=1

m m

(28) VWV =) Vi(ve) =D dv;)(w)e; + Z 0 Valey) =Y dv)(w)e; + Y vunVee

J=1 J=1 J=1 0,

On a donc :

(24) VoV = d(v)(w)e; + Y vwil (e e;)
Jj=1 i,J

On note T'(w, V) = Zvjwil"(ei, e;). I'(.,.) est donc une application bilinéaire. On peut donc écrire :
4,J

(25) VoV =V2V +T(w,V)

Proposition 3.4 (Transport paralléle). Soit V une connexion sur le fibré tangent de M une m-variété. Soit v une courbe
paramétrée de M et v € Ty (M). Si V est un champ de vecteurs, on note t — V(t) = V o~(t). Alors le probleme de
Cauchy :

v,y/(t)V(t) - 0

(26) V(0)=w

admet une unique solution.
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Démonstration. Soit (eq, ..., €,,) un champ de repére local. On note Vg la connexion définie dans la remarque On a

(27) V() = vilt)e:

Donc par la remarque [3.3]

m

(28) VoV (t) = V3 V() + T (), V(1) = Y vilt)e: + Z vl (' (1) €5)

=1

Comme V.4V (t) est nul et en développant I'(y/(t),e;) on obtient une équation différentielle linéaire du premier ordre.
Elle admet donc une unique solution. |

Définition 3.5. Avec les méme notations que la proposition on appelle transport paralléle de v le long de v l'unique
solution de ’équation [26

Définition 3.6. Soit V,W deuz champs de vecteurs sur une une variété M munit de la connexion VO de la remarque .
On appelle Crochet de Lie de V,W, noté [V,W], le champ de vecteurs définit de la maniére suivante :

0 0

(29) VW] =VyW - ViV
0 0
Remarque 3.4. Notons (87’ - 87) un systeme de coordonnées. On rappelle que cette famille est une famille de fonctions
1 m

qui en un point p forment une base de l’espace tangent. On peut alors écrire

= 0
30 V = U ——
(30) 2Ny

=1
et

n

0

31 W = Wy —
(31) }:zal

i=1
On a alors :

ow; ov; . 0
32 V.-W] = hutt') — w1
( ) [ ’ ] ZJ:< (9% Jawj>8xj
Si VO est la connezion introduite dans la remarque on vérifie facilement qu’on a :

0 0
(33) V.W] = VoW - V3V
Si V est une autre connexion on a :

0 ow; 0
34 VW = vVaW vV o (w Vi—t— +w;V o —
39 v ;Z z;l i ]8:B) ;Zﬁxiaxj 7 ey Oz
De la méme maniére, on obtient
v, 0
35 ViV = L 4V e —
(35) W Z & ax] = o,
En Soustrayant les équations[35 et[F], on obtzent :
0
(36) VVW — va = [‘/7 W] + Z(’inj — ijz)vai a—%
Z7J

La somme dans le membre de droite de l’équation illustre bien le fait qu’a priori V et VO sont deux connexions différentes.
Définition 3.7 (Torsion d’une connexion). Etant donnée V une connexion, on appelle torsion de la connexion la fonction

T définie par :

(37) T(v,w) = Z(inj vjw;)V o 0

— ou; O
i,] Bt
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Remarque 3.5. L’application T est antisymétriqgue. On peut étendre la notion de connexion & tout type de tenseur. Ceci
nous méne a la définition suivante

Définition 3.8 (Dérivation d’une métrique). Soit g une métrique sur une variété M. et V une connexion sur M. Alors on
définit V,g(V, Z) de la maniére suivante :

(38) Vwg(V,Z) =d(g(V, Z))(w) — g(Vu V. Z) = g(V, V., Z)

Remarque 3.6. Soit (z1,...,x,) un systéme de coordonnées locale. Soit g une métrique sur M. Alors on peut écrire
g= Zai,jdxi ®dxj. Prenons V. =>", vi% etZ =75, zi% et w un vecteur de l’espace tangent. On a :
i,

(39) gV, Z) = aijuiz;
i

D’ou, on peut écrire :

(40) d(g(V, 2)(w) =Y dlas;)(w)viz; + a; jd(v,)(w)z; + a;jvid (=) (w)
Ensuite, :
(41) V.,V = Z Zw av”
jaxj (9:1:Z
Dot

(42) 9(V, V., Z) Z ai; Z Wi (%Z

&Uk

(43) d(vi)(w) = Zwk

On en déduit que :

(44) Z a; ;d(v;)(w Z a; Z wk f)vz =g(V,V, Z)
4.J

Finalement, on peut écrire que :
(45) d(g(V. Z d(a; ;) (w)viz; + 9(VuV, Z) + g(V,V,2)
Et donc :

(46)
VgV, Z) = Zda” Yoizi + 9(VoV, Z) + g(V,VWZ) — (Vo V, Z) — g(V, VW Z) Zda” W), zj
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On peut donc exprimer la dérivée covariante de la métrique dans le systéme de coordonnées locales et on a :

(47) ng = Z Vw(am)d:ci & dl’j
i’j
Définition 3.9. Une métrique est dite paralléle pour une connezxion V si et seulement si : Vg =0

Exemple 3.1. Soit g une métrique sur une variété M muni d’une connezxion V. Supposons que g est paralléle. On a pour
tout champs de vecteurs V,W, Z :

dgW, 2))(V) = g(VvW, Z) 4+ g(W, Vv Z)

Si cette relation est vérifie alors la métrique g est paralléle.

Proposition 3.10 (Connexion de Levi-Civita). Soit M une variété muni d’une métrique g. Alors il existe une unique
connezion V telle que :

— V est sans torsion

— La métrique g est paralléle pour cette connexion
Cette connexion est appelée connexion de LEVI-CIVITA.

Démonstration. Supposons l'existence d’une telle connexion. Alors la métrique est paralléle signifie que pour tout champ de
vecteur V, W, Z on a d’'une part

dlg(W, 2))(V) = g(VvW, Z) + g(W,Vv Z)
et d’autre part la métrique est sans torsion donc :
g([ViW]=VyvW —VwV,2) =0
Donc on a :
g(VvW.Z) = g(VwV, Z) = g([V,W], 2)

En intervertissant les roles de V, W, Z, on a :

d(g(V,2))(W) = g(VwV. Z) + g(V,Vw Z) et d(g(V.W))(Z) = g(VzV, W) + g(V, VW)
On a aussi :

9g(VvZ, W) —g(VzV,W) = g([V, Z], W) et g(Vw Z,V) = g(VzW,V) = g([W, Z], V)

On en déduit que :

9(VvW, Z) = d(gW, Z2))(V) = g(W, Vv Z) = d(g(W, 2))(V) = g([V, Z], W) — g(V 2V, W)

Donc

g(Vv W, Z) =d(g(W, 2))(V) = g([V, Z], W) — d(g(V,W))(Z) + g(V,Vz W)
Ensuite,
g(Vv W, Z) =d(g(W, 2))(V) = g([V, Z], W) — d(g(V,W))(Z) — g([W, Z],V) + g(Vw Z, V)
Ensuite on a :
9(VvW,2)) = d(gW, 2))(V) — g([V, Z], W) — d(g(V,W))(Z) + —g([W, Z], V) + d(g(V, Z))(W) — g(VwV, Z)

Dés lors, on peut écrire :

9(Vv W, 2)) = d(g(W, 2))(V) = g([V, 2], W) = d(g(V, W))(Z) + —g([W, Z], V) + d(g(V;, 2)) (W) + g([V, W], Z) — g(Vv W, Z)

Finalement, on en déduit que :

29(VvW, Z) = d(gW, 2))(V) = g([V, Z], W) — d(g(V, W))(Z) + —g([W, Z], V) + d(g(V, 2))(W) + g([V, W], Z)
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Cette connexion s’exprime donc en fonction de la métrique et des crochets de Lie de champs de vecteurs. On en déduit
qu’elle est unique.

On prouve maintenant I’existence d’une telle connexion. Choisissons une connexion quelconque V. On notera 9i pour %.
i

Prenons (z1, ..., Z,,) un systéme de coordonnées. Soit x;,z;,z;. On a

(48) Vo,9(0;,0r) = g(Vi0;,0k) + 9(9;, Vo,0k) = ZFUQ O, O) + 1729(05,0)

En intervertissant les réles de 4, j, k, on obtient.

(49) Vo,9(05,0k) = Y T71g(Om, Ok) + Tkg(0;, Om)
et :
(50) vak aﬁ’ a Z szg am’ a]) k]g(a“ a )

En sommant les équations [48] et [49] et en soustrayant 1’équation [50} on obtient :

(51) 2> " g(Om, )T} = (Vo,9(05,0) + Vo,9(0:,0k) — Vo, 9(0;,05))

L’équation |51 peut s’écrire sous la forme 2L; M = By, ot M est la matrice de g, (L;);, = Ffj et (Bj)ik = Vo,9(0;,0k) +
Vo,9(0i,0k) — Va,9(0;,0;). La métrique g étant une forme bilinéaire non dégénérée, on en déduit que M est inversible. Il
suffit alors de multiplier 4 gauche est & droite par M ~! pour obtenir les symboles de Christoffel.

Pour terminer, on définit la connexion en utilisant les cartes et les symboles de christoffel obtenus avec I'équation [51] Les
équations [48] [49] [F0] montrent que la métrique est paralléle que la métrique est paralléle pour cette connexion. O

Remarque 3.7. En général, si on se donne une connexion V sur une variété M, il suffit de calculer les symboles de christoffel

de V pour décrire complétement cette connexion. En effet, par la définition|3.5, on sait qu'on a Ve,e; = Z I‘fjek =T(e;, e;).

D’apres Uéquation[51], on a :

% 1 im
M5 Zg (O gmk + OkGmi — Omgni)

m

ol g;; est le (i,7) éme coefficient de la matrice de la métrique g et g"™ est le (i,m) éme coefficient de la matrice inverse
de la métrique.

Prenons pour exemple S?. Si (e1,ea,e3) un champ de repére sur S% et si V = E v;e; est un champ de vecteur sur la
i

sphere alors V,V = Zdvi(v)ei. Soit (e, eg, eg,) le champ de repére sphérique. Exprimons la métrique avec les coordonnées
7,0,0.0n a

dx = sin(0)cos(p)dr + rcos(0)cos(p)dd — rsin(p)sin(0)dp

dy = sin(0)sin(p)dr + rcos(8)sin(p)db + rcos(p)sin(0)dy

dz = cos(0)dr — rsin(0)db

d’on la métrique s’exprime sous la forme suivante :

g = dr? +1r2d0% + r2sin?(0)dp?

Si M désigne la matrice de la métrique alors on a :
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1 0 0
M=10 r2 0
0 0 7r2sin’f
Ainsi :
1 0 0
M*t=l0 % 0
0 0 1‘2537120
On peut donc en déduire les symboles de Christoffel. On a T, = —r, Ty = Tg, = r=', T% = —cos(0)sin(0),
Lo =T4,=cot(0), I¥,=T¢, =r"!, I} = —rsin’

3.2. Géodésiques. Intuitivement, une géodésique est une "ligne trés peu courbée" en géométrie. En géométrie euclidienne
par exemple ce sont des droites. On comprend donc intuitivement que si on transporte le vecteur tangent & cette courbe le
long de celle-ci, on va obtenir en chaque point un vecteur paralléle. Ceci nous améne & définir une géodésique de la maniére
suivante :

Définition 3.11. Soit M une m-variété munie d’une connexion V et vy une courbe de M. On dit que 7y est une géodésique si
et seulement si elle vérifie [’équation suivante :

(52) v,y/")// = O
Théoréme 3.12. Soit M une variété munie d’une connezion V. AlorsVp € M etVv € T,(M), il existe une unique géodésique

v sur M telle que v(0) = p et 7' (0) = v,

Démonstration. Prenons (z1,...2,,) un systéme de coordonnées locales. Prenons V la connexion de Levi-Civita. On note
dz; = 52 Dans ce systéme de coordonnées nous avons :
;

(53) Vazl x; Z P

Ou Ffj sont les symboles de Christoffel de la connexion.
t— y(t) = (71(t), ..., Ym(t)) une courbe de M. Soit Y un champ de vecteurs sur M tel que Y (v(¢)) = +/(¢). Notons y1, ..., Y
le composantes locales du champ de vecteurs dans le systéme choisit. La courbe v est une géodésique

(54) VY (v E:dm 1))z, + Y V(1) Oy, = 0

Mais comme d(yx)(7'(t)) = " (£), yx = 71(t) et Vo) 0a,, = Zyivami Oy = Zyingﬁxj, on a:

0,J

(55) VoY (v Z’Yk )0y, + Z’Yk; % ()T, = 0

gk
On en déduit que Vk € {1,...,m}, on a :

(56) +§:Rﬂz () =0

Cette équation admet une unique solution pour toute condition initiale v(0), 4’(0). Ainsi, étant donné p € M et v, € T,(M),
il existe une unique Géodésique valant p en 0 et ayant pour vecteur tangent v, en 0.
(|

4. DERIVEE DE LIE ET CHAMP DE KILLING

4.1. Dérivée de Lie. Soient M et N deux variétés (pas nécessairement) de méme dimension et ¢ : M — N une application
C*. Etant donné f : N — R, on peut naturellement utiliser la fonction ¢ pour "transformer f en une fonction de M dans
R". Le "pull-back" de f par ¢ est la fonction fo ¢ : M — R définie Vv € Ty,)(M) et pour toute fonction f, C*° sur N par

¢*(0)(f) = v(fod)
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On peut de la méme maniére utiliser ¢ afin de transporter les vecteurs de T),(M) vers Ty, (V).
En effet, 'application ¢* : T},(M) — Ty, (V) définie par ¢*(v)(f) = v(f o ¢) est bien définie et est & valeurs dans Iespace
tangent en ¢(p) & la variété N. D’aprés les propriétés de la dérivée directionelle, ¢ est une application linéaire.

De la méme maniére, on peut utiliser ¢ afin de transporter des vecteurs de l’espace dual T(;‘(p) (N) vers T,(M) de la maniére
suivante.

¢*2 T(p)(N)*—)Tp(M)* oil Yo V) = “(v
) v € Ty (M), 6.(£)(v) = £(6"(v)).

Soit T un tenseur de type (0,1) sur N au point ¢(p). Alors on peut transporter T en un tenseur, noté ¢, (7'), défini sur M
au point p en utilisant application ¢,. En effet, pour tout v1,...,v; € T,(M) on définit :

(57) ¢« (T)(v1, .0) = T(¢"(v1), .., 9" ()

De méme, on peut transporter un tenseur de type (k,0) sur M en p en un tenseur de type (k,0) sur N en ¢(p) par appli-
cation ¢*. On définit :

(58) O(T)(fr, - Ji) = T(Pu(f1); s ([i))

ot fi,..., fr sont des formes linéaires sur T,(M).

Supposons maintenant que ¢ est un diffécomorphisme C* de M sur N.(Les variétés M et N ont donc nécessairement la
méme dimension). On peut utiliser 'application réciproque ¢! afin d’étendre l'action de ¢* a tous les tenseurs de type (k).

En effet, soit T un tenseur de type (k,1) au point p € M. Soit f1,..., fx des formes linéaires sur T, (N) et v1,...v; des
vecteurs de T,y (M). On définit ¢*(T') de la maniére suivante :

(59) ¢*(T)(f17 fka U1, "'vl) = T(¢*(f1)a ) ¢*(fk)’ (¢_1>*(vl)’ ) (¢_1)*(Ul)

¢*(T) est bien définie car (¢ 1)* : Ty (N) — T, (M).
On peut étendre de maniére similaire action de ¢, aux tenseurs de type (k,1) sur N en ¢(p) en des tenseurs sur M en p.

Etant donné ¢ un diffsomorphisme d'une variété M et T un champ de tenseurs sur M, il est naturel de comparer ¢*(T')
avec T. Si ¢*(T) = T, on dit que ¢ est une transformation symétrique. Dans le cas d’une métrique g sur la variété M, on
obtient la définition suivante.

Définition 4.1 (Isometrie). Soit M une variété munit d’une métrique g. Soit ¢ un difféomorphisme de M. Alors on dira que
¢ est une isométrie si et seulement si :

(60) P«(9) =g

Remarque 4.1. ¢.(g) est un champ de métrique. L’équation@ nous dit que en appliquant ¢, sur la métrique g, on obtient
exactement le méme champ de métrique g.

Une isométrie d’un espace vectoriel euclidien E est une application qui préserve la norme. En particulier une telle application
est linéaire. Ici, un isométrie est définie sur une variété et la notion de linéarité n’a donc a priori de sens. En un point p
de la variété M, g est un tenseur de type (0,2) sur T,(M) mais on ne peut pas comparer ¢.(g) et g sur T,(M). En effet, au
point p € M, ¢.(g) est définit sur Ty, (M) et les espaces tangents sont a priori différents.

Proposition 4.2. Soient X, Y deux champs de vecteurs sur M et (¢r)s le groupe de difféomorphismes a un parametre
associé a X. Alors on a :

- ( :Y)‘p

.Y
(61) (X, Y] = lim —2

t—0
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Démonstration. Prenons f : M — R C*°. On note f; = f o ¢¢. On peut considérer ¢; comme une fonction de M x R dans
M. ¢; est solution d’une équation différentielle 4 paramétre. On peut supposer que ¢t — ¢; est C'.Fixons p € M.

Deés lors, f; est aussi une fonction & deux paramétres et on a :

) SRl =0) = () (ot = 0) = X(7)
Ona f; = fo +tX(f) + O(t*) = f +tX(f) + O(t*). Dés lors :
Y,() = (@Y)(f) _Y,()=Y(fed) _Y,(f)—Y(f) -tV (X(f) - Y(O*))

On en déduit que :

(64) = —Y(X(f) +0()

Maintenant,

(65)
Y0 - Y(@)G) _d _ i
t—0 t dt

Finalement, d’aprés I’équation [64] on a :

Y, (f) = (¢7Y)(f) d

= ==Y ([)(0-1(p)=o — Y (X([)) = XV (/) = Y(X(F))

(66) : d

O

Définition 4.3. Soit M une variété et T un champ de tenseurs de type (k,l) sur M. Soit (¢;) une groupe & un paramétre de
difféomorphismes et X le champ de vecteurs qui génére (¢1).Pour tout p € M, on note Tp le tenseur obtenu en évaluant T
en p. On définie la dérivée de Lie de T comme :

(o2, T)p—Tp

67 LxT)p=lim(———

7 (LxT)p =i~ =)
Remarque 4.2. — La limite dans le membre de droite de I’égalité a bien un sens car (¢*,T)p est un tenseur sur Tp.
En effet, (¢¢)« : T}, ) (M) — T7(M) donc ¢, : Tp(M)* — T ) (M). Ensuite, (—¢)"t = ¢ et ¢ : T,(M) —

T, (p) (M).

On en déduit d’aprés que (¢, T)p prend en arguments des éléments de T,(M) et T, (M). Des lors, en faisant

¢~ T)p—Tp . A o 4
%), on compare bien deux tenseurs de méme type définis sur un méme espace tangent.

t

— D’apres la définition, on peut voir Uapplication L comme une application définie sur l'ensemble des champs de tenseurs
de type (k,l) dans l’ensemble des champs de tenseurs de type (k,1).

On énonce sans démonstration la proposition suivante sur les propriétés de la dérivée de Lie.

Proposition 4.4. Soit f : M — R, T1,T> deux champs de tenseurs et X un champ de vecteurs généré par un groupe de
diffeomorphismes a un parametre. Alors on a les propriétés suivantes :

— Lx(f) = X(f)

— LxY = [X,Y] pour tout champ de vecteur Y sur la variété
— Lx(Th +T3) = Lx(Th) + Lx(T2)

— Lx(T @Ts) = LxTh @ T + Ty ® Lx(T)

— Lx(fT) = X(f)T + fLx(T)
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— EXCfT = C’ijEXT ou Cij est la contraction des coordonnées i, j

Remarque 4.3. Soit g une métrique sur la variété M. Nous allons donner une expression de la dérivée de Lie Lx(g). Cette
expression nous servira Dans la sous-section suivante sur les champs de Killing. On rappelle qu’une métrique est un tenseur
de type (0,2). On peut donc écrire :

(68) g = Z CL,’JdIlfi ® d{lfj
,L'7j
D’apres les propriétés 2, 3 et 4 on a :

(69) Lx(g) = Z EX(am-dx,; (24 d(L’J) = Z X(Cbi’j)d‘%'i & dl‘j + ai,jﬁx(dxi & d[EJ)
2 2%

Soit w =Y, widx; un tenseur de type (0,1). Pour tout champ de vecteursY, on a :

(70) Lx(w@Y)=Lx(w)®Y +w® LxY

D’apres la propriété (6), la i-éme composante de Lx(w RY) est Lx((w®Y);) ot (w®Y); est la i-éme composante du
tenseur Y, w;Y;dx;. La i-éme composante du tenseur Lx(w ®@Y') est donc Lx (w;Y;) = X (w;Y;). Or :

_ 93X, 9
] = —%ur 5 0N peut écrire

Si maintenant Y = 75 €l en remarquant que [X7 Da;

811)1 8X]
(72 (Cxw)) = G v,
(73) ZX a; j dxz®dx]+2a”za kdxk Q@cix]—f—z:a”dxZ Z@x]dxk
Ona:
(74) ZX(CLZJ)CIZIZ & d.’]l'j = ng

i?j
Montrons que :

(75) Za” Z dxk) ®dr; = g(V X,.)

Prenons deux vecteurs u,v et un systéme de coordonnées locale (x1,...xy). Supposons u = g u;0x; et v = g v;0x;
i J

Ona:

0X,
(76) VX = Zu D,

0X;
La i-iéme composante du vecteur V, X est Zuk— Deés lors, on a :

Oy,

(77) Zaw Zuk axk
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Ensuite,

(78) Za” Z dxk) ® dx;)(u,v) Z Za”a Jdxy @ dxj)(u,v)

On peut donc écrire :

(79) (Z @i,5 Z
0. k

D’apres les équations[77 et[79, on a :

)= T s vt = s

(80) g(VuX,v) Za” Zuk amk

On a donc bien :

(81) Z a; j Z dxk) ®dx; =g9(V.X,.)

On en déduit que :

(82) Lx(9) =Vxg+9(VX,)+g(,VX)

Si maintenant, V est la connexion de Levi-civita, on obtient :

(83) Lx(g)=9(VX,)+g(,VX)

Cette caractérisation de la dérivée de Lie de la métrique est importante car elle va nous permetire de trouver plus facile-
ment des géodésiques quand mous nous intéresserons a la métrique de Schwarzschild.

4.2. Champ de Killing.

Définition 4.5. Soit M une variété et (¢+) un groupe a un paramétre de difféomorphismes sur M. Notons X le champ de
vecteurs que génere (¢¢). SiVt € R, ¢5(g) = g alors, On dit que X est un CHAMP DE KILLING

Remarque 4.4. SiVt € R, ¢7(g) = g, on dit que (¢:) est un groupe & un paramétre d’isométries.

Une condition nécessaire et suffisante pour que (¢;) soit un groupe a un paramétre d’isométries est; Lx(g) = 0. Ainsi, si
on munit M de la connexions de Levi-Clivita, on obtient que X est un champ de killing si et seulement si :

On en déduit donc la proposition suivante :
Proposition 4.6. Soit X un champ de Killing sur une variété M et v une géodésique de vecteur tangent U. Alors g(X,U)

est constant le long de .

Démonstration. On a :

(85) Vug(X,U) =g(VuX,U) + g(X,VyU)
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Par définition d’une géodésique, on a g(X,VyU) = g(X,0) = 0. Ensuite, d’apres l’équation on a :

(86) g(VUX7U>+g(U7vUX):2g(VUX7U):O

On en déduit que :

(87) Vug(X,U) =0

5. METRIQUE DE SCHWARZSCHILD

5.1. Motivation. Soit (M, g) une métrique Lorentzienne. L’équation d’Einstein est I’équation suivante :

1
R, — igle +Agu = kT

Elle relie le tenseur de Ricci Ry, la courbure scalaire R, g,,, la métrique lorentzienne, la constante cosmologique A, le
tenseur énergie impulsion T}, et la constante de couplage &.

Nous ne définirons pas ces termes et nous n’allons pas étudier ’équation d’Einstein. Néanmoins, nous avons besoin de
I’évoquer pour définir la métrique de Schwarzschild.

La métrique de Schwarzschild est une métrique g solution de 1’équation d’Einstein dans le vide qui décrit le champ gravi-
tationnel extérieur d’un corps statique & symétrie sphérique. Avec les notions que nous avons développé jusqu’a présent nous
sommes en mesure de décrire précisément ce qu'on entend par "symeétrie sphérique" et "statique". Nous allons donner une
définition précise de ces notions cependant nous ne nous attarderons pas dessus.

Définition 5.1. On dira qu’un espace temps (M, g) est STATIONNAIRE si :

— Il existe un systéme de coordonnées (t,x,y,z) tel que les composantes de la métrique par rapport & ces coordonnées soient
9gi,j

indépendantes du temps : =0Vi,j sig;; représentent les composantes de g.

— Le champ de vecteur 0y associé au champ de repére est du genre temps

Remarque 5.1. Le champ de vecteur 0y est un champ de killing pour un espace temps stationnaire. En effet VOy = 0 et
comme Vi, j Va,gi; =0 on en déduit que g(V.(;),.) = 0. Donc d’aprés[83 on a :

(88) Lo,(9) =0

Donc On en déduit que 0, est un champ de killing. Fizons ty € R. Alors ’ensemble :

Eto = {(t,x,y,z) € M|t = tO}

est une hypersurface (sous-variété de dimension 3). Ceci nous améne & la définition suivante
Définition 5.2. Un espace temps (M,g) stationnaire dont le champ de killing 0; est orthogonal (au sens de la métrique g)
auzx hypersurface ¥; est qualifié de statique.

Finalement, on définit un espace temps a symétrie sphérique de la maniére suivante :

Définition 5.3. Un espace temps (M,g) sera dit & symétrie sphérique si il existe un systéme de coordonnées (t,r, 0, ¢) tel que :

— les surfaces {t = ¢, = a} ont une topologie qui est celle de la spheére
— la métrique s’écrit g = —A(r,t)2dt* + B(r,t)%dr* + C(r,t)*(d6* + sin*(0)d¢?) ou A, B, C sont des fonctions quelconques
de (r,t).

Remarque 5.2. Les composantes g; ; de la métriqgue ne dépendent pas de ¢. On en déduit que Vi, j, on a :

9gi,j

9o =0
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On raisonnant comme pour la remarque on a que le champ de vecteur Oy est un champ de killing pour la métrique g.
Ceci traduit linvariance par rotation autour de l’aze des z.

Un espace temps statique o symétrie sphérique est donc un espace temps munit d’un systéme de coordonnées (t,r,0, )
dans lequel la métrique a pour expression :

g = —A(r)*dt* + B(r)dr* + C(r)*(d6? + sin®(0)d¢p?)
Le champ de vecteur Oy n’est pas un champ de killing car la composante devant dp? est une fonction de la variable 6. On
en déduit que les composantes de la métrique dépendent bien de theta.

5.2. Métrique de Schwarzschild. Dans cette partie, on introduit la solution de Schwarzschild et nous allons étudier les géo-
désiques liées a cette métrique. Si (M, g) est un espace temps étant & symétrie sphérique, on notera (¢,r, 6, ¢) les coordonnées.

Définition 5.4. Soit la variété M = R x R% X S2. La métrique de Schwarzschild est la métrique sur M définie de la maniére
suivante :

2GM

c2r
O dQ? = (d6* + sin?(0)d¢?), M est une constante (voir remarque suivante), G est la constante de gravitation et c la vitesse
de la lumiére dans le vide.

2GM

(89) go=—(1— )2dt* + (1 — T)_ldr2 + 7r2d0?
c2r

Remarque 5.3. La quantité M dans la métrique de Schwarzschild est appelée masse totale. On ne donnera pas de défini-
tion précise de cette quantité mais on peut linterpréter intuitivement comme "la masse mesurée o linfini d’un objet situé a
lorigine. "
2GM
de type temps. Les composantes de la métrique caractérisent l’aspect statique de l’espace temps. De méme ’écriture de la
métrique nous permet directement de voir que [’espace temps est a symétrie sphérique.

Lorsque r >> M, la métrique se "rapproche” de

(90) g = —cdt* + dr* + r*dQ’
Cette métrique est la métrique de Minkowski (voir en coordonnées sphérique.

Les composantes de go ne dépendent pas du temps, et pour v > 29M on a g(d;,0;) = —(1 — ) < 0 donc O est bien

c2

On peut remarquer que la métriqgue de Schwarzschild o deuzx singularités, une a r = et r = 0. Ces singularités sont

soient intrinséques a l’espace temps, soit liées aux coordonnées qui ont €té utilisées afin d’obtenir la métrique sous cette forme.

Nous verrons plus tard que la singularité a r = 2€QM est liée aux coordonnées et que l’on peut "étendre" cette métrique.

2GM
2

5.3. Décalage Spectral. D’aprés la proposition 4.6} on sait que si X est un champ de killing et si u est le vecteur tangent
d’une géodésique alors la quantité g(X,u) est conservée le long de la géodésique. On va utiliser cette propriété afin d’obtenir
une prédiction trés remarquable de la relativité générale : LE DECALAGE SPECTRAL GRAVITATIONNEL aussi connu sous le
nom EFFET D’EINSTEIN. Nous allons montrer que si un observateur statique émet un photon de longueur d’onde A.,, alors
sa longueur d’onde & sa réception A,... vérifiera A\q.ec > Aemp. On dit qu’il y a un décalage vers le rouge. Dans la suite, on
considére toujours g la métrique de Schwarzschild.

Dans la suite, on va considérer un observateur statique par rapport aux coordonnées de Schwarzschild. On va donc consi-
dérer une courbe représentant la trajectoire d’un point matériel. Cette courbe, disons -, doit étre du genre temps et si u est
son vecteur tangent, on doit donc avoir g(u,u) < 0. Quitte & changer de paramétrage, on va supposer que g(u,u) = —1. De
plus, notre observateur va étre statique donc sa vitesse, dans les coordonnées de Schwarzschild (¢, z, y, z), est constante égale
au=(u0,0,0). Cela signifie qu’en tout point, on a :

(91) u = 10,

o 0; est un champ de killing de type temps.g(u,u) = —1, donc on peut écrire :
2GM

(92) —1=g(u,u) =—(1- ) (u”)?

c2r
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D’ou
2GM
c2r

)z

On considére maintenant, un photon émis de maniére radiale par un observateur statique situé en r = r¢,,. Ce photon va
donc décrire une géodésique de type lumiére et étre regu par un observateur statique situé en r = 7.

(93) u’ = (1 -

=
-

a1

=y
1)

R r r r

em rec

La surface de l'objet central (de masse M) est située en r = R. Les deux lignes verticales sont les lignes d’univers d’un
observateur statique qui émet (7¢;,) ou regoit r,... un photon.

Posons p = mcu. L’énergie du photon le long de la géodésique est donnée par la formule :

(94) E = —cg(u,p)

D’aprés ce qu’on a fait, on a :

(95) E = —g(u,p) = —u’cg(0;,p) = —c(1 — =

Donc en écrivant E.,, pour I’énergie au point d’émission et F,.. pour I’énergie au point de réception, on a d’une part :

2GM s (401 ))om

96 E.,=—c(1—
(96) e( 2

et d’autre part
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2GM

2
CTrec

)2 (9(D1, D)) ree

Mais, on sait que la quantité g(d;,p) est conservée le long d’une géodésique. On en déduit donc que (9(0r,p))em =
(g(atvp))rec- Ainsi :

(97) Eree = —c(1 —

2GM | -1 2GM 1 2GM -1 2GM | -1
(98) Eree = —c(1 — 027,%0) 2 (90t p) )rec = —c(1 — C2Tem)2(1 - C2Trec) 2 (1- C27’em) 2 (9(0,P))em
Donc on en déduit que :
1— 22GM )
(99) Erec = (ﬁ)gEem

D’aprés la formule de Planck, on sait que I’énergie E' des photons est reliée & leur longueur d’onde A par la formule E = %
ou h est la constante de Planck.

On en déduit alors que :

1— 2GM
2 1
(100) )\rec - (1_—6267;3\?) 2 )\em
2rem
Le décalage spectral z valant :
A A
(101) 5 = rec em
)\em
, on en déduit qu’on a :
1— 2GM
C2Trec 1
(102) z:(—l_ sonr)? — 1
rem

C’est cette quantité que I'on appelle Décalage spectral ou effet Einstein. Cet effet est un bien un effet de relativité générale
car nous avons supposé que les observateurs (em et rec), qui mesurent respectivement A, et A.e., étaient statiques par
rapport aux coordonnées de Schwarzschild. Cet effet n’est donc pas un effet Doppler.

On remarque que lorsque z > 0, on a Apee — Aen > 0 ce qui signifie qu’on a un décalage vers les rouges des sources
astrophysiques que ’on peut observer sur terre.

Pour I'observation des photons provenant de sources astrophysiques, on a 7, = R, la coordonnée de la surface de ’objet
et on peut considérer que 7,.. = +0o. Ainsi, I’équation devient :

1
(103) z2=——1
1 — 2GM
C2rem
Pour des corps tels que C%Gri\’/[n << 1, on peut faire un développement limité et obtenir :

2GM
(104) z o~

rem,
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2GM
5 << 1, le facteur —
Crem rem
nement émis depuis la surface de ce corps et regu a l'infini.

Ainsi, pour des corps tels que n’est autre que le décalage spectral gravitationnel du rayon-

5.4. Géodésiques de l’espace temps de Schwarzschild. D’aprés ce que nous avons dit dans la premiére partie, les
géodésiques de type lumiére vont représenter les trajectoires des photons et les géodésiques de type temps représenteront
la trajectoire d’'un point matériel. Nous allons donc, dans cette partie, étudier ces deux types de trajectoire. En général, io
est assez difficile de déterminer les géodésiques d’un espace temps mais dans le cas de la métrique de Schwarzschild, nous
pouvons utiliser les propriétés de symétrie pour les déterminer.

En raison de la symétrie sphérique de la métrique de schwarzschild, les orbites devront étres planes. En effet soit
v = (7, ¥, Vo, Vo) la trajectoire d’une particule de masse m et P un point de sa trajectoire. En ce point, notons u = (i, 7, 9, (j))
le vecteur tangent a la trajectoire . Notons (g, 70, 00, ¢o) les coordonnées de Schwarzschild au point P de la particule. Par
la symétrie sphérique de la métrique de Schwarzschild et Quitte & composer par une rotation, on peut directement supposer
que p = 5 et g9 = 0.Dans ce cas, on aurait que le point P se trouve sur une sphére Sy, ,,,- De méme, on peut supposer que
le vecteur vitesse u est paralléle & 9y (La composante de u en theta évaluée en P vaut 0). Dit autrement, le vecteur (ug,uy)
est parallele & I'équateur ¢ = 7 de la sphere S, . Si la trajectoire déviait vers un des deux hémisphéres séparés par cet
équateur, on aurait une brisure de la symétrie sphérique. On en déduit que la particule doit rester dans le plan 6 = 5. On

en déduit que ug = Cﬁ% = 0 le long de la trajectoire.

Dans la suite on va utiliser les unités géométriques c’est a dire qu’on va fixer G = ¢ = 1 de sorte que la singularité se
trouve & r = 2M.

Prenons donc v une géodésique. On souhaite étudier l'effet d’un corps de masse M sur un rayon lumineux ou sur une
particule test. Nous allons donc étudier les géodésiques de type temps et les géodésiques de type lumiére. En effet, les géodé-
siques de type lumiére représentent la traJectou"e d’un rayon lumineux tandis que les géodésiques de type temps représentent
la trajectoire d'une particule. On note 7/ = (¢, 7, 0, (b)son vecteur dérivé. Si vy est une géodésique de type temps, on doit avoir :

2M . . 2M .
(105) g7 =—-(1- —)t2 +(1— )—17;2 242 <0
r r

Quitte a changer de paramétrage, on peut supposer que g(v’',~7') = —1. On obtient pour les géodésiques de type temps :

(106) —1=—(1- %) +(1— g)—lf,z + Tzq‘sz

Si maintenant 7 est une géodésique de type lumiére, on a :

2M . 2M
(107) 0=g(v,7)=—(1- =)+ (1 —=—)"""" +r%
T r
On sait que 0; est un champ de killing. Maintenant,on a :
2M .
(108) —9(9,7) = (1 - T)t

Par la proposition (4.6)), on sait que g(d;,.) est constant le long d’une géodésique ainsi la quantité —g(d;,~") est constante.
Dans la suite, nous noterons :

2M
(109 B=-(1- 20
r
Pour des géodésiques de type temps, on peut interpréter E comme 1’énergie totale d’une particule par unité de masse

suivant la géodésique . Pour une géodésique de type lumiére, cette quantité représente I’énergie totale d’un photon.
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De la méme maniére, la quantité g(94,7’) est constante car nous avons vu que Jg est un champ de killing. Nous noterons
cette quantité L :

(110) L=g(0s7) =1

On peut interpréter L comme le moment angulaire. Ainsi, on peut écrire les deux équations [I06] et [I07] de la maniére suivante :

2M . 2M L?

(111) Edd=—(1- )24 (1- )24 =
T T r
N . s . . . - 2M |,
ou § vaut —1 si la géodésique est de type temps et 0 si elle est de type lumiére. Ainsi en multipliant par (1 — T) , on
obtient :
1, 1, 2M L2 1

112 —r 21— 5y (2 485 = ZE?

Cette équation montre que le mouvement radial d’une particule suivant une géodésique est le méme que le mouvement
2
d’une particule d’énergie % variant dans le potentiel

113) Vi = ta - 20 E s

2 r o r?

Le graphe de la fonction V va nous permettre de comprendre "I’évolution radiale" d’une particule dans la métrique de
Schwarzschild.

Calculons les extremas de la fonction potentiel V' pour une géodésique de type temps c’est a dire pour § = —1 On a :

AV Mr? — L 4 3ML?
dr rd

(114)

On en déduit que :

— = L2 + L4 — 12L2M2 3
(115) 0= Mr? — L +3ML* =0 <= L*> 12M* et ry= ( 2M -
dr

Supposons d’abord que L? > 12M?2. On obtient donc deux extremums, 7, et r_. On vérifie facilement que r est un minimum
du potentiel V et r_ est un maximum. Si on représente la fonction V dans le cas ou, L? = 24M?, on obtient le graphe suivant.
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Une particule suivant un géodésique de type temps est en orbite autour de M si sa composante radiale est constante
(7 = 0). Ainsi, le graphe de V, nous permet de voir qu’une particule en orbite & 7 = r, est sur une orbite stable (une petite
perturbation de r rameénera toujours la particule & » = r,). Cependant si une particule est en orbite & » = r_ alors une
petite perturbation de r fait chuter cette derniére vers r = 2M ou vers 'orbite stable & r = r. L’énergie d’une particule en
ces extremas du potentiel est juste la valeur du potentiel en ces points. Notons R 'un de ces deux extremums.

av
En r = R, la quantité L peut s’exprimer en fonction de R. En effet, — = 0 donc on a :

dR
2 MR?
=% s
Alors I’énergie par unité de masse est :
1 1 (R—2M)?
116 —F*(R)=V(R) = =
Ainsi :
—2M
(117) E(R) u

= 1 1
R2(R—3M)z
On en déduit que si Ry désigne l'orbite stable alors il faudrait que la particule ait une énergie d’au moins E(Ry) pour

atteindre l'orbite stable & R = R,. On remarque aussi que £ — oo lorsque R — 3M.

L2
On observe sur ce graphe, une remontée du potentiel lorsque r se rapproche de 0. En effet, le terme 52 I’emporte sur
r

2

5 1l s’agit de la BARRIERE CENTRIFUGE qui interdit a une particule d’approcher r = 0 si L # 0. Lorsque r tend vers
r
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2

r3

0, le terme I’emporte sur % et étant de signe opposé provoque une chute du potentiel V' vers —oo.

Supposons maintenant que L? < 12M2. Alors la fonction V n’admet pas d’extremas. Lorsque r tend vers 2M, le potentiel
V tend vers 0 et lorsque r tend vers 4+o0o le potentiel V converge vers 1. On obtient le graphe suivant :

25

0.5

R

0 2m 4m 6m 8m 10m 12m 14m 16m 18m 20m 22m 24m 26m 28m

Potentiel effectif pour les géodésiques de type temps dans le cas L"2<12M"2

-0.5

Ainsi, une particule suivant une géodésique ~ et se dirigeant vers le centre de l'attraction (7 < 0) tombera directement
vers la singularité a r = 2M.

On considére maintenant le cas des géodésiques de type lumiére (6 = 0). D’aprés I’équation on a :

(118) V(r) = —(r—2M)

La quantité L étant constante le long d’une géodésique de type lumiére, on en déduit que le potentiel V ne dépend plus de
L (contrairement aux géodésiques de type temps). Ainsi, tout comme les particules matérielles, la composante radiale de
la trajectoire d’'un photon obéit & une équation de mouvement unidimensionnelle dans un potentiel V. La fonction V a le
graphe suivant :
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L’énergie minimum pour passer au dessus de la barriére potentiel est :

LZ
2 _ _ _
(119) E*=2V(r=3M) = STIVE
C’est & dire :
L? 9

La quantité % est appelée PARAMETRE D’IMPACT du rayon lumineux et on la notera b. Si le paramétre d’impact est plus

petit que 32 M alors on obtient E2 < V(r = 3M) et le rayon "rebondit sur la barriére potentiel (V (r = 3M))" et repart vers

Pinfini. Si maintenant le parameétre d’impact est strictement plus grand que 32 M alors E? > V(r = 3M) et I'énergie totale
du photon est suffisante pour passer la barriére potentiel et si le corps est un trou noir alors le photon sera piégé.

De cette analyse ressort le fait qu’un observateur distant ne voit pas les photons de paramétre d’impact plus petit que 330 .
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Sur cette image, le petit point rouge représente la particule matérielle tandis que le corps de masse M est représenté par le
gros point rouge. L’angle 6 représente ici ’angle de déviation du rayon lumineux et b le paramétre d’impact.

Les rayons lumineux qui ne sont pas capturés sont alors déviés et on peut analyser 'effet de cette déviation. Il est donc
nécessaire d’obtenir ¢ en fonction de r. D’aprés ’équation [112] on a :

LQ

22 _ 2 o
(121) =B - 5 (r = 2M)
. ) . . . d¢ dedr
On souhaite regarder I’évolution de ¢ en fonction de r.On regarde donc la fonction ¢(r(7)). On a T drd qb Mais
T
2 2.
F=+(E? - —(r— QM))% et par définition on a L—2 = ¢. Ainsi, on en déduit que :
r r
do L L? 1
122 — =+ (E*~ —(r—2M))"2
(122 2 LB T 2m))
Ainsi :
do 1 E? 1 2 1
123 e Pt ey [ D
(123) dr r2(L2 7"2( r )

on a posé b = % donc on a finalement :

do 11 1 2M

(124) o= rz(b—Q —=5l=—))2

On cherche & trouver la variation de la coordonnée angulaire ¢ de la trajectoire du photon A¢p = ¢ioo — P—oo. Pour

que cette valeur ait un sens, il faut que le paramétre d’impact b soit supérieur a 330 Ainsi, un photon arrivant de-

puis l'infini avec un paramétre b > 3% M voit sa valeur de r diminuer jusqu’a une valeur critique rg. rg vérifie I’équation
E? L? E?
V(rg) = - =5, 3( —2M) = - = raB? — L*(ro — 2M) = 0 <= r§ — b*(r9 — 2M) = 0. La résolution de cette équa-

tion du troisiéme degre fournit 71 en fonction du parameétre d’impact et de la masse M du corps.La fonction ¢ : r — &(r)
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d
étant décroissante sur |—oo, r1[ et croissante sur |rq, +00[, on obtient que Vr €] — oo, rq], d—¢(r) < 0et Vr €]ry, +00], %(r) > 0.
r

Maintenant, on a :

11 1 2M 1 /+°°11 11 2M 1

(125) A¢=¢+oo—¢oo:—/+oo73(b—2—ﬁ(1—7))gdr+ 1 ﬁ(b?_ﬁ( : )" 2dr

Ainsi, on obtient :

“+o0o
(126) A¢ = 2/ Lo l(1 - %))_%dr

. ﬁ(bz 72 r

En développant l'intégrant au premier au premier ordre par rapport a %, on peut montrer que :

(127) A ~ g

Par exemple, dans le cas du soleil, la déviation est maximale pour un paramétre d’impact valant b = Ry (ot (9 est le rayon
du soleil) et vaut :

(128) A =1.75"

ou 'unité ici est la seconde d’arc. Cette déviation a pu étre mis en évidence en mesurant la position des étoiles au voisinage
du disque solaire lors de I’éclipse de 1919. Aprés I’avance du périhélie de Mercure, il s’agissait du second test passé avec succés
par la relativité générale. Aujourd’hui, la déviation des rayons lumineux a pu étre mesurée avec beaucoup plus de précision
en considérant des signaux radio émis par des sources extra-Galactiques.

Dans la partie suivante, on va s’intéresser aux points "singuliers" de la métrique de Schwarzschild (r = 2M et r = 0).
Pour cela nous aurons besoin d’un systéme de coordonnées qui va reposer sur les géodésiques de type lumiére. Soit donc
~ : 7 — (1) une géodésique de type lumiére que nous supposons radiale. Ses composantes selon 6 et ¢ sont donc constantes.
Notons u = (7,0, ¢) les composantes de 4/ On doit avoir :

(129) g(u,u) =0

Ce qui équivaut & dire que :

2M . 2M

(130) (1= +1-"=)"*=0

T r
C’est a dire

5 72

(131) 7 = (1 — M)2
On tire de cette équation que :

dt 1

(132) % - ﬂ:m

En fixant rg et en intégrant jusqu’a r on trouve :
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r
Posons x = ——. Alors on obtient :
2M

xX d /
(134) Hr) = :|:2M/ = dog(J — 1)) — 2o — log(lo — 1)
xo x!
Ainsi on obtient :
(135) t(r) =£(r + 2Mlog(‘ﬁ — 1)) + cste

Le signe + donne lieu a deux type de géodésiques que l'on va classer de la maniére suivante :

Définition 5.5. Une géodésique radiale v est :

— sortante si % > 0 donc a pour équation t(r) = r+2Mlog(55: —1)+cste sir > 2M out(r) = —r—2Mlog(1— 55 ) +cst
sir <2M

— Entrante si 3 < 0 donc ont pour équation t(r) = —r—2Mlog(1— %) +cst sir > 2M out(r) = r+2Mlog(55; —1)+cste
sir < 2M

6. EXTENSION

On tourne notre attention maintenant vers les points "spéciaux" de la métrique de Schwarzschild c’est a dire les points
r =0et r=2M. Ces deux points sont des points ou la métrique ne semble pas étre définie. On parle en général de singularité
de V’espace temps. Avant d’aller plus loin définissons la notion de point singulier.

n
Définition 6.1. Soit M une n-variété et g = Z gi jdz; ® dxj une métrique sur M. Soit A(p) = (9:,;(P)).j)enz la matrice
i,j=1

des coefficients de la métrique g en un point p € M de la variété. On dit que un point p € M est un point singulier pour M
st det(A(p)) =0 et si le tenseur de Riemann n’est plus continu au point p.

Remarque 6.1. Cette définition fait intervenir la notion de courbure et plus précisément de tenseur de Riemann. Nous
ne parlerons pas de ces notions mais elles sont trés importantes car elles permettent d’exprimer la courbure d’une variété
disposant d’une connexion. Il faut retenir qu’en général, les singularités d’un espace temps sont soit dues aux fonctions
coordonnées de la métrique soit a la géométrie de l’espace temps qui devient en effet singuliére. En général, pour montrer que
la singularité est une singularité de l’espace temps, on calcule des quantités liées au tenseur de Riemann qui sont continues
auzx points ot le tenseur de Riemann [’est.. Si cette derniére "explose” alors le point est un point singulier de l’espace temps.

2M 2M
Remarque 6.2. Prenons l'ezemple de la métrique de Schwarzschild g = —(1 — =—)dt* + (1 — =—=)"tdr® 4+ r2dQ? Alors le
r r
déterminant des composantes de la métrique en un point (t,r,0, @) est :
2M , 2M ,
(136) det(A) = —(1 — =—)"*2%sin*(0) (1 — =) = —r*sin*(0)
T r

On voit donc bien que le déterminant ne s’annule pas enr = 2M. Le déterminant s’annule enr =0 et en @ =0 ou 0 = w. Les
points 0 =0 et 8 = 7 ne font apparaitre qu’une singularité illusoire due seulement & un mauvais choix de coordonnée.(® =0
et 0 = 7 représentent les poles du systéme de coordonnées sphériques) De méme la singularité & r = 2M semble seulement
étre due a un mauvais choix de coordonnées.

Par contre, le calcul de Uinvariant de Kretschmann (invariant continu si le tenseur de Riemann l'est) de la variété en

(t,r,0,0) donne 48;;12 et donc en r = 0 l'espace temps devient singulier.

Nous avons vu dans la partie précédente les géodésiques de genre temps. Une géodésique radiale du genre temps est toujours
séparée en deuz parties par l'asymptote r = 2M . Une telle représentation de l’espace temps est dite géodésiquement incompléte.
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Si Uespace temps posséde une singularité intrinséque (dans notre exemple r = 0) il ne pourra pas étre géodésiquement complet.

On va donc essayer de trouver un autre systéme de coordonnées qui réalise la complétude géodésique de l’espace temps.
Une telle extension d’un espace temps n’existe pas toujours et méme si elle existe, rien ne garantit qu’elle soit unique.

Exemple 6.1. Commencons par deux exemples simples qui vont nous aider a comprendre notre objectif.

1
On considere la métrique g = —t—4dt2 + dz? sur R x R. La transformation de R dans R, définie par t — % donne un

nouveau systeme de coordonnées dans lequel la métrique a pour expression

g=—(dt')? + dz?
Ainsi, on obtient la métrique de Minkowski sur la variété R x R. Ainsi, une simple composition par une application a
permis d’enlever le point pathologique et d’obtenir une métrique non singuliére

Pour deuziéme exemple, nous allons considérer la variété M = R x RY munit de la métrique de Rindler g = —x2dt? + da?.
Le déterminant des coordonnées de la métrique s’annule en x = 0 cependant, la courbure ne montre pas de "mauvais"
comportement de la métrique en x = 0. On en déduit que la singularité & x = 0 est illusoire. Contrairement a I’exemple
précédent, il est assez difficile dans ce cas d’avoir lintuition du bon changement de coordonnées. De plus, on aimerait trouver
une maniére plus générale pour trouver un nouveau systéme de coordonnées. Une bonne maniére de procéder est d’introduire
un certain type de géodésique allant vers la singularité et de définir le parameétre T de la géodésique comme une coordonnée.
En fait, si une géodésique, disons de type lumiére, va vers la singularité (i.e est rentrante), on peut espérer qu’elle atteigne
la singularité "dans le futur” (t = 4+00). Ainsi, si u est un paramétre variant sur une géodésique rentrante il atteindra x = 0
en t = +o00. Réciproquement, pour une géodésique sortante, on peut espérer qu’elle atteigne O en t = —oo. C’est ce que nous
allons montrer :

Introduisons par exemple des géodésiques de type lumiére. Soit donc v une telle géodésique et u = (i, 1) son vecteur tangent.
Le type lumiére de la géodésique donne :

(137) glu,u) = —2** +i? =0
Ainsi :
dt ., 1
138 ) = —
() (5=

On peut donc en déduire que le long de la géodésique, :

(139) t = tlog(x) + cste
Prenons par exemple le cas t = log(x)+ cste. lorsque t (le temps augmente) log(x) doit augmenter donc x doit s’éloigner de la
singularité x = 0. On en déduit que le signe + correspond & des géodésiques sortantes. Réciproquement si t = —log(x) + cste

et lorsque t augmente, x diminue et donc x doit se rapprocher de la singularité x = 0. Le signe — correspond donc auz
géodésiques sortantes.

Ceci nous ameéne donc considérer les nouvelles coordonnées :

u=t-—log(x)
v =1+ log(x)
1 1 du+d
On a done 2* = expv —u et du = dt — —dx, dv = dt + —dx. Donc dt = dutav et de = g(dv — du). Finalement, on ob-
x x
tient :
du + dv e’
(140) —22dt* + da? = — " 5 )2+ 1 (dv — du)?

Finalement on obtient la nouvelle expression de la métrique :
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(141) g=—e"""dudv

Ce changement de coordonnées n’est pas suffisant. En effet prenons par exemple u et supposons que l'on définisse u comme
une de nos nouvelles coordonnées. Alors en "suivant u", on se déplace sur la géodésique rentrante et on attendra la singularité
a Uinfini t = +o0o. De méme en se "déplagant” sur la géodésique sortante, on atteindra la singularité 4 t = —oo. Il nous faut
donc trouver un moyen de "ramener” cette singularité, située o l’infini, en un point fini. Pour cela nous allons composer par
e " et e’. On aurait bien sur pu composer par une autre fonction.

Calculons maintenant le parameétre affine 7 le long de la géodésique. De méme que pour la métrique de Schwarzschild, on
peut montrer que 0y est un champ de killing sur la variété.

On a g(u, ) = —xQ(‘;—:. Cette quantité est conservée le long de la géodésique. Notons cette quantité E. Ainsi :
dt
142 E =g(u,0,) = —2*>—
(142) 9(u, 0r) 0

Pour les géodésiques sortantes, on obtient en fizrant u constant :

—Uu

1 e
T= 35 /e”_“ dv=C+ (ﬁ) e’ ou C est une constante. Ainsi, on peut poser Tsory = €¥ comme paramétre affine. De la

u

méme maniére, on peut MoOntrer que Tepy = —e” * est un parameétre affine la long de la géodésique rentrante. Posons donc

U=—e™ etV =¢" comme nouveauz paramétres.

Alors la métrique s’exprime simplement sous la forme :

(143) g=—dUdV

On wvoit bien que il n’y a plus de singularités ¢ U = 0 ou V = 0. nous avons donc bien trouvé un nouveau systéme de
coordonnées dans lequel les composantes de la métrique ne sont plus singuliéres. Afin de se ramener & une métriqgue non
dégénérée, on pose T = (Y4Y) et X = (Y5Y). On obtient alors Uexpression suivante :

(144) g=—dI” +dX*

Dans ce nouveau systéme de coordonnées, la métrique est simplement une métrique de Minkowski. L’expression de x et t
dans ce nouveau systéme de coordonnées est la suivante :

x=(X?-T?)3

(145) t = Argth(%)

Ces expressions ayant un sens uniquement si X > |T|, on en déduit que l’espace temps de Rindler correspond uniquement &
un partie de R%. On a le diagramme suivant.

L’espace temps de Rindler est donc limité au "coin droit" de R? et la transformation de coordonnées que nous avons utilisé
nous a permis de passer & travers les droites X =T et X = —T et de définir ainsi la nouvelle métrique sur R2. On remarque
ausst que en sutvant ces droites, on suit les géodésiques rentrantes et sortantes de l’espace temps de Rindler.

6.1. Extension de Kruskal. Maintenant que nous avons vu ’extension de la métrique de Rindler, nous allons procéder de
la méme maniére pour trouver une extension a la métrique de Schwarzschild.

Proposition 6.2. Si g désigne la métriqgue de Schwarzschild alors il existe un systéme de coordonnées (u,v,0, @) tel que la
métrique de Schwarzschild a pour expression

32m® . 2 2 2 192 2 . 9 2
(146) g= e (—dv® + du®) + r°df” + rsin”(0)d¢

r
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Démonstration. Nous allons raisonner de la méme maniére que pour ’espace temps de Rindler c’est a dire considérer des
géodésiques allant vers la singularité r = 2M. Comme nous I’avons précisé dans la partie sur les géodésiques de la métrique
de Schwarzschild, nous pouvons choisir une géodésique qui reste dans le plan équatorial § = 5. De cette maniére, on
se retrouve comme précédemment & considérer des géodésiques évoluant dans un plan. Nous allons donc considérer des
géodésiques radiales de type lumiére. On considére des géodésiques allant vers la singularité donc on doit avoir r(7) > 2M si
v = (t, 1 60,0¢) est une géodésique. D’aprés la définition les géodésiques rentrantes ont pour expression :

(147) t(r)=—-r+ 2Mlog(m —-1))

et les géodésiques sortantes ont pour expression :

(148) tr)=r+ 2Mlog(m -1)

Posons alors :

U=t—(r+2Mlog(55 —1))
V=t+r+2Mlog(s; — 1)

On peut exprimer la métrique des Schwarzschild dans ce nouveau systéme de coordonnées cependant, elle reste patholo-
gique en r = 2M. En effet :

(149)

V —U =2(r+2Mlog(53; — 1)

(150) VU =2
D’oti, on a :
Hay d d d 1
AV —U)=dV —dU = dt + dr + ———) — (dt — dr — ———) = 2(dr + ———) = 2((1 + ———)dr)
s 1 T T Iy
Ainsi, on obtient :
(152) AV - U) —2
d(V +U) = 2dt

2M 2M
On peut écrire g = —(1 — =—)dt? + (1 — =—)"'dr? + r2df? + r* sin*(0)d¢* sous la forme :
r r

oM oM
(153) g=(1- T)(—dt2 + (1 - T)—%1702) + 72d6* + r? sin®(0)d¢?
Donc, on a :

oM . dV 4 dU dV —dU :
(154) 9= ==+ (5 )) +rd0 + r*sin’(0)de’

1
Par I'identité ab = Z((a +b)? — (a — b)?), on obtient :

oM
(155) g=—(1—="=)dUdV + r*df* + r*sin*(0)d¢*

r
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Ici, r est une fonction implicite de V et U.Les coefficients de la métrique s’annulent toujours en r = 2M . La métrique présente
—u r
=r+2Mlog(—— —1) et .
+2Mlog( 537 — 1)

: N . . . v
donc toujours un probléme en ce point. Maintenant, on sait que

2M

Dés lors, e 7 = er(ﬁ —1)*M_ Ainsi, on a1 — =—— = —eT e et on peut écrire :
T
2Me 2,y ,
(156) g=—"——cem dudv+ r’df* + r*sin*(0)dp>

r

. sl . —_u v P
En comparant avec ce que nous avons fait pour la métrique de Rindler, on pose U = e7 et V = ezm . La métrique a donc
pour expression :

32M3 eanr ,
(157) g=—————dUdV + r*df* + r* sin*(0)d¢p*
Cette expression montre qu’il n’y a plus de singularités en » = 2M. Cependant, on voit aussi que la singularité en » = 0 est
toujours présente. D’aprés ce que nous avons dit, cette singularité est liée & ’explosion de la courbure scalaire et ne peut étre
éliminée par une autre transformation de coordonnées.
U-v

Sion pose T = (YY) et X = (Y5Y), la métrique prend la forme finale suivante :

32M3 et ,
(158) g=————(—dT? 4 dX?) + r*d* + r* sin*(0)d¢*
r
Comme pour l'espace temps de Rindler, on peut exprimer les nouvelles coordonnées u, v en fonction de r et t. On obtient

alors les formules suivantes :

— 10 _ N — /T qeim _t
(159) w0 = Vg Lo o)
_ _ T 57
v—§(y—i—3:)— m-l@‘lM 8h(m)
On remarque que u? — v? = (557 — 1) ez . Les coordonnées u,v n’ont de sens que si 537 — 1 = 0 ce qui revient a dire que

|u| > |vl|. Il semblerait que les coordonnées soient définies uniquement sur la partie du plan {u? —v? > 0}. Cependant on
peut reprendre la méme construction que 'on vient de faire avec cette fois des géodésiques sortantes ou rentrantes vérifiant
r < 2M. De cette maniére on peut définir les coordonnées sur tout le plan en posant :

Pour r > 2M
T 1 _t
(160) (1) u_ 20 e Ch(%w)
v 377 — 1 sh(g7)
Pour r < 2M
I = /1= e sh(
(161) (1) u 2M e 5h(4£\4)
v = /1 — 557 e ch(g5;)
Pour r > 2M
III) uw=—./50 —T1em ch(<
(162) (1) u oy — Lew Ch(4é\4)
V= —/ 557 — lein Sh(m)
Pour r < 2M
(163) (IV) u=—/1— @ eT sh(@)
v=—/1— 557 e ch(5;)

Les régions (I) et (III) d’une part, (II) et (IV) d’autre part sont symétriques. Réciproquement, on obtient ¢,z par les
relations :
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(164) u? —v? = (=—— — 1)emm

165 7 = argth(2) dans (I)et (111)
e 7 = argth(®) dans (I1) et (IV')

6.2. Le diagramme de Kruskal. Maintenant que nous avons réalisé une extension maximale de la métrique de Schwarz-
schild, nous allons nous intéresser aux géodésiques dans ce nouveau systéme de coordonnées. Nous nous bornerons aux
mouvements radiaux (df = 0,d¢ = 0) c’est a dire aux mouvements dans le plan u,v. Par la relation on obtient que les
hyperboles u? — v? = cste correspondent aux courbes r = cste. Il faut bien sur garder l’esprit que ces hyperboles sont en
réalité des hyperboles "tridimensionnelle" de I’espace temps En particulier, si r = 2M on obtient u? = v? soit v = 4u. Par
la relation [I65] on obtient que les courbes du type ¢ = cste sont des droites passant par 'origine.

Si v est une géodésique de type lumiére et si u = (4, 0, 0, gb) est son vecteur tangent, alors en utilisant ’expression de la

métrique de kruskal et le fait que c’est une courbe plan, on obtient que 92 — 42 = 0. D’ott % = +1. Dés lors les géodésiques

de type lumiére sont les droites paralléles aux bissectrices des axes.

On résume ces propriétés sur le diagramme suivant appelé diagramme de Kruskal :

Sur le graphe suivant, on a représenté un vecteur représentant un photon émis au point P et re¢u au point P’ par un
observateur statique. Un observateur statique ayant pour coordonnée r = cste, sa courbure d’univers est donc une hyperbole.
Le vecteur est un vecteur directeur d’une droite paralléle & la premiére bissectrice.
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-3.5m m -1.5m —1m -0.5m 3.5m 4m 4.5m 5m 5.5m

-3m

Les hyperboles » = cste montrent bien le caractére asymptotiquement plat de I'espace temps : la courbure de chaque
branche d’hyperbole diminue lorsque r croit et devient & I'infini une droite verticale du diagramme. Dans les régions symé-
triques (IT) et (IV), on a représenté la singularité » = 0 par une hyperbole...

Cette extension analytique permet d’obtenir des propriétés du trou noir (bien qu’un tel objet n’ait pas été proprement
défini) car toute 'information & r = 2M, que la métrique de Schwarzschild rejetait a I'infini, est comprise ici sur les deux
bissectrices.

Une géodésique de type t = cste est soit une droite passant par ’origine avec une longueur propre infinie, soit un segment
de droite ([M,M’]) avec des extrémités situées sur la singularité » = 0. Ce diagramme montre qu’il n’y a aucune discontinuité
en r = 2M ce qui confirme encore une fois la nature apparente de la singularité.
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Une géodésique de genre temps prend naissance en A a un instant donné disons ¢ et & une coordonnée radial r. Cette
géodésique va décroitre et rencontrer successivement toutes les surfaces r = cste jusqu'a r = 0. Cette géodésique décrit
I’écroulement gravitationnel de la surface d’une sphére homogéne.
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—4m 4m 4.5m 5m

Prenons maintenant une géodésique de type temps et supposons que ’on émette en un point P de la trajectoire un photon.
Considérons aussi un observateur statique. La ligne d’univers (i.e sa trajectoire) correspond & une courbe r = cste donc a une
hyperbole. Tant que le photon est émis en un point de coordonnée r # 2M, il rejoindra la ligne d’univers de 1’observateur
(i.e sa trajectoire intersectera ’hyperbole) en un temps fini. En effet la trajectoire du photon est une géodésique de type
lumiére donc une droite affine paralléle & I'une des bissectrices et on en déduit que cette droite intersectera n’importe qu’elle
hyperbole en un temps fini. Si maintenant un autre photon est émis en un point P’ de la trajectoire tel que rpr # 2M alors
comme précédemment, il attendra la ligne d’univers de l'observateur en un temps fini mais mettra plus de temps que le
photon émis au point P.
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eq2

4m 4.5m 5m

Considérons maintenant S le point d’intersection de la géodésique avec la bissectrice r = 2M et supposons qu’un photon
est émis en ce point. La courbe du photon suivra donc cette bissectrice, asymptote de toutes les hyperboles r = cste. Le
photon ne rejoindra donc jamais la ligne d’univers de I'observateur (décalage spectral infini) et on en déduit qu'un observateur
ne percois pas des objets & r = 2M.

eqz2

4m 4.5m S5m
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Par ailleurs, toute géodésique radiale du genre temps ou du genre lumiére issu d’un point de la région (I7) ne sort pas
de T'angle formé par les deux bissectrices. En effet si par exemple un photon est émis en un point correspondant a r < 2M
dans Dintersection des régions (I) et (IT) alors sa trajectoire sera parallele a la premiére bissectrice et par conséquent, il
n’atteindra jamais la ligne d’univers d’un observateur. Ainsi un observateur statique ne voit jamais des objets situés a r < 2M.

eq2

4m 4.5m 5m

Le diagramme permet aussi de parler du temps propre de ’écroulement d’un astre sur lui-méme.Un observateur en mou-
vement avec ’écroulement gravitationnel de la surface de I'astre constaterait que le rayon de Scharzschild est atteint en un
temps fini et que I’écroulement se poursuit au deld de r = 2M. Cependant, pour un observateur extérieur a la sphére qui
s’écroule, I'horizon r = 2M qui est atteint en un temps "infini". En effet, la droite d’équation v = u, la premiére bissectrice
correspond & r = 2M et t = 4o00. L’hypersurface {r = 2M} est donc appelée un horizon car c’est la limite de 'observable.
Aucun photon ni aucune particule & » < 2M ne peut sortir quelque soit I’'observateur considéré.

Tous les diagrammes jusqu’ici ont été fait en supposant que la ligne d’univers de 1’observateur est située dans la partie
(I) du plan. De méme, nous avons majoritairement utilisé les régions (I) et (1) pour comprendre la trajectoire d’un photon
ou d’une particule matérielle. Les régions (I) et (III) ainsi que les régions (IV) et (II) jouent des rdles symétriques. Ainsi
nous aurions pu travailler avec les partie (II) et (IV) bien que dans ces parties, lorsque t croit, v décroit et cela enléve a v
son caractére de variable temporelle.

6.3. Horizon des événements. Un trou noir statique est décrit par la métrique de Schwarzschild (qui est solution des
équations d’Einstein dans le vide). Cette métrique, comme nous 'avons vu précédemment a deux singularités ; la singularité
centrale qui est liée a I’espace temps et la fausse singularité & R = 2M du & un mauvais systéme de coordonnées. La singularité
a r = 0 n’est pas la caractéristique premiére d’un trou noir. Cette derniére est en réalité ’horizon des événements dont nous
allons parler & présent.

Remarque 6.3. Nous allons étudier [’horizon soit Uhypersurface v = 2M . La métrique de Schwarzschild est singuliére en
r = 2M il va donc falloir utiliser un autre systéme de coordonnées. On pourrait utiliser les coordonnées de Kruskal mais

~ r
nous n’avons pas besoin de [’extension maximal pour étudier cette hypersurface. Posons t =t + 2M109(m ~1)- Des caleuls
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sitmilaires 4 ceux de la partie 6 donnent l'expression de la métrique dans les coordonnées (v,r,0, @) :

OM ~2  2M ~ 2M
(166) g=—(1—==)dt +2=—dtdr + (1+ —)dr* + r*(d6* + sin*(0)d¢?)
r r T

Définition 6.3. Si g est la métriqgue de Schwarzschild en coordonées (t,r,60,¢) alors Uhypersurface r = 2M est appelée
horizon des événements.

Remarque 6.4. — La condition r = cste définit une sous variété de codimension 1 donc une hypersurface.
— D’une maniére générale, l’existence d’un horizon des événements définit un trou noir. Si la singularité r = 0 n’était
pas entourée d’un horizon alors elle porterait le nom de singularité nue. Une conjecture appelée conjecture de censure
cosmique stipule qu’un effondrement gravitationnel d’une étoile engendre un trou noir et non une singularité nue.

Remarque 6.5. L’horizon des événements est une hypersurface du genre lumiére ce qui revient a dire que la métrique y est
dégénérée. En effet l’horizon des événements est l’hypersurface r = 2M ainsi, on obtient en posant Rg = 2M :

(167) gn = R%(d0” + sin®(0)d¢?)

La direction t est une direction sur laquelle la métrique est induite est dégénérée. Pour cette métrique, le champ de Killing
0y est un champ de vecteurs de type lumiére sur H. En effet, on a :

R
(168) 9(0,0) = —(1-=%)

Ainsi, en évaluant en r = Rg, on obtient g(0y,0;) = 0. Un point (t,r,0,¢) de H a une coordonnée en r constante. On en

déduit que Uespace vectoriel tangent en un point p de H est lespace vectoriel engendré par les vecteurs (0, 0, 0g). Soit donc
veETH(H). On a

(169) v = v;0; + Vg0 + V04

Maintenant, on sait que Oy est orthogonal & O, 0y, 0g. Ainsi, Oy est orthogonal a Uhypersurface H. Mais le vecteur Oy est
ausst tangent a U'hypersurface en posant vy = 1,v9 = 0,v4 = 0.

Cette propriété de Uhypersurface H est en fait une propriété générique pour les autres solutions aux équations d’Ein-
stein. L’horizon peut donc s’interpréter comme un sorte de "couche” qu’une particule ne peut traverser que de l’extérieur
vers l'intérieur. Les photons émis a "lintérieur” de cette "couche” ne peuvent donc jamais sortir et atteindre la Tégion
asymptotiquement plate située o l'infini.

7. OUVERTURE : METRIQUE DE REISSNER-NORDSTROM

La solution de Schwarzschild aux équation d’Einstein décrit un objet M statique & symeétrie sphérique. Cependant cette
solution ne prend pas en compte la charge de 'objet M. La métrique de Reissner-Nordstrom est une autre métrique solution
des équations d’Einstein dans le vide. Cette solution corrige légérement la métrique de Schwarzschild. Elle décrit un astre de
masse M et de charge Q statique et & symmétrie sphérique. Elle a pour expression :

Rs R? Rs R?
_ 20 AW MRy g2 o AWS QN1 522 902
(170) g=c(1 + )dt® — (1 —t )" dr® —rdQ
ou (t,r,6,phi) sont les coordonnées que nous avons utilisé pour la métrique de Schwarzschild. M représente la masse de
Iobjet et @ sa charge électrique. c et GG sont respectivement la vitesse de la lumiére dans le vide et la constante de Gravitation.
GQ?

dmegct’

2GM Rg est un rayon définit par R2Q =

Rg est le rayon de Schwarzschild =3

Cette métrique , contrairement a la métrique de Schwarzschild, posséde deux horizons : L’horizon de événements comme
dans la métrique de Schwarzschild et I’horizon de Cauchy. Ces horizons sont situés en r+ = M + /M2 — Q2 ou r, est
I’horizon des événements et r_ 1’horizon de Cauchy.
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