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PREDMLUVA

Teoreticka mechanika vychazi ze zobecnénych zkusenosti ¢lovéka, z toho, jak vnimame
svét kolem sebe v naSich métitkach — v tzv. makrosvéte. Snazime-li se zékony teoretické
mechaniky aplikovat na télesa malych rozmért (atomy, ¢astice) — tzv. mikrosvét, nebudou jiz
pfedpovédi ve shod€ s experimentem. V mikrosvété plati jiné zakony. Napiiklad samotny akt
méfeni mize ovlivnit objekty mikrosvéta. Chceme-li urcit polohu fotbalového mice,
zachytime okem fotony odrazené od mice a informaci zpracujeme. Chceme-li urcit polohu
elektronu, odraZzeny foton, z kterého na polohu usuzujeme, udéli elektronu nezanedbatelny
impuls a zméni jeho stav. Asi nejvetsi rozdil mezi jevy v makrosvété a mikrosveté souvisi
s komutativnosti. V makrosvété jsme si zvykli na to, Ze jevy, které pozorujeme, jsou
komutativni — nezalezi na potadi. Je jedno, zda nejprve provedeme méteni 4 a poté méieni B
nebo naopak. Zkratka 4B = BA. V mikrosvété tomu tak ale neni. Akt méfeni ovliviiuje stav
objektii a zalezi na tom, které méfeni provedeme jako prvni. To je také hlavnim diivodem
selhani teoretické mechaniky pii popisu mikrosvéta. Teoretickd mechanika je zalozena na
komutujicich matematickych objektech. Jedinou nekomutujici strukturou jsou Poissonovy
zavorky, a to navic jest¢ pomocnou.

Prvni jevy v mikrosvété, které byly v pfikrém rozporu s teoretickou mechanikou, byly
objeveny na pocatku 20. stoleti. Jejich analyza vedla ke zrodu kvantové teorie — jedné ze
Zakladni rovnice a vztahy zlstavaji shodné s teoretickou mechanikou, plati vSak pro zcela
jiné objekty. Napiiklad Lieova algebra Poissonovych zavorek je aplikovéana na jisté operatory
predstavujici dynamické proménné. Piedpovédi dneSni kvantové teorie se shoduji s experi-
mentem na mnoho platnych cifer.

Uved’'me nyni zékladni rozdily svéta malych rozméri — mikrosvéta — oproti situacim, na

které jsme zvykli z naseho okoli — makrosveéta:

1) diskrétni hladiny nékterych dynamickych proménnych (napiiklad energie, moment
hybnosti...) — v dané situaci mizeme naméfit jen ur€ité hodnoty u sledované
veli¢iny a zadné jiné. V makrosvéte jsou meéiené hodnoty spojité.

2) dualismus vin a castic — objekty mikrosvéta se mohou chovat jako viny 1 jako
Castice.

3) nekomutativnost aktu méieni — pti méieni hodnot dvou dynamickych proménnych
(naptiklad polohy a rychlosti) mize vysledek zalezet na potadi provedeni méfeni.
Akt méfeni totiz ovliviiuje stav systému, po meéfeni se systém obecné nachdzi
v jiném stavu nez pred métenim.

4) relace neurcitosti — zvySeni presnosti meéfeni jedné dynamické proménné
v n¢kterych piipadech snizi pfesnost méteni jiné dynamické promeénné. Tato méteni
se navzajem ovliviiuji a jsou nekomutativni.

5) nedeterminismus kvantové teorie — dva experimenty pfipravené za stejnych
podminek mohou dopadnout rtzné. Pii provedeni mnoha pokust zjistime, Ze
vysledky maji pravdépodobnostni charakter. Jsme tedy schopni pfedpovédét jen to,
s jakou pravdépodobnosti naméfime ten ¢i onen mozny jev, nikoli ktery jev
konkrétné nastane.

Fyzika se tak dostala pfed ulohu vytvofit takovou teorii, kterd by souhlasila s experimenty
v mikrosvété a v makrosvété prechazela v klasickou teoretickou mechaniku. Konstrukci
kvantové teorie se budeme zabyvat v této Casti sylabu. Aktudlni verzi sylabu naleznete na
serveru www.aldebaran.cz v sekci Studium. Odkaz na nahravky piednéasek zroku 2015
naleznete tamtéz.

Petr Kulhanek


www.aldebaran.cz�
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Kvantova teorie Vznik a vyvoj

2. KVANTOVA TEORIE
2.1 VZNIK A VYVOJ KVANTOVE TEORIE

Shriime nyni zékladni experimentalni fakta, ktera vedla ke zrodu kvantové teorie:

Zareni absolutné ¢erného télesa: d//dw

V absolutné¢ cerném télese (lze za né
povazovat naptiklad kazdou hvézdu) je
vrovnovaze latka a zafeni pfi néjakeé
konkrétni teploté 7. Sledujeme-li vyza-
fovani absolutné Cerného télesa, zjisti-
me, ze na ruznych frekvencich vyzatuje
s riznou intenzitou. Experimentalné po-
zorovany prubc¢h energie vyzafené na ! ! ! !

jednotkovou frekvenci je na obrazku. IR uv w

Teoretické vypocty kiivky zafeni absolutné Cerného télesa, které provadéli Rayleigh, Jeans
a Wien, vedly k odliSnym zavislostem. Bud’ divergovaly v infracervené (IR) nebo v ultrafialo-
vé (UV) oblasti spektra. Spravnou formuli uhodl Max Planck v srpnu 1900. ZkouSel porov-
navat rizné funkce s méfenymi udaji. Jeho vysledek znél: dI/dw ~ w3 exp[- const w/T]. Za
dalsi dva mésice odvodil Planck tuto zavislost i teoreticky za pfedpokladu, Ze energie svétla o
urc¢ité frekvenci @ se neméni spojite, ale je celistvym nasobkem zékladniho energetického
kvanta

E =hw; h=105x10""Js . (2.1)

Veli¢ina % se nazyvé redukovana Planckova konstanta. Planck pivodné pouzil ptedpoklad
o kvantovani energie pro zjednoduSeni matematickych vypocti. Pozdéji se ukézalo, Ze
energie elektromagnetického zareni urcité frekvence je skute¢né kvantovana, tj. jeji pozoro-
vané hodnoty nejsou spojité, ale méni se skokem o zékladni energetické kvantum 7.

Fotoelektricky jev (fotoefekt):

zéreni elektron  Pfi dopadu svétla (elektromagnetického zatreni) na povrch kovu
muze byt z kovu vytrzen elektron, ktery opusti povrch kovu.
K uvoliiovani elektronti z kovu dochézi pii frekvencich svétla
vysSich nez prahova frekvence wg, kterd je pro dany kov charak-
teristicka. Mame-li k dispozici svétlo s frekvenci niz§i nez

kov prahovou, emise elektronil nenastane, byt bychom pouzili svétlo
se sebevétsi intenzitou. Tento experiment je v rozporu s predstavou o svétle jako elektro-
magnetickém vInéni. K fotoefektu by mélo dochazet pti kazdé frekvenci a dostateCnou energii
k emisi by mélo jit ziskat zvySenim intenzity dopadajiciho svétla.

Reseni podal A. Einstein v roce 1905. Elektromagnetické vinéni se chova pii fotoefektu
jako castice. Tyto Castice se pozdéji zaCaly nazyvat fotony. Energie jednoho fotonu zatreni
o frekvenci w je pravé energie jednoho energetického kvanta (2.1). Vysvétleni fotoelek-
trického jevu je nyni velice jednoduché. Na povrchu kovu dochézi ke srazce fotonu s elektro-
nem. Aby foton vyrazil elektron, musi mit vyS$i energii nez je vazbova energie elektronu
v kovu: iw > E;. Prahova frekvence ziejme je wo = Ei/h. Celkova energeticka bilance

ho = E; + %mevz

se nazyva Einsteinova rovnice pro fotoefekt. Energie dopadlého fotonu se spotiebuje na
vytrzeni elektronu z kovu a na kinetickou energii vylétavajiciho elektronu.



Kvantova teorie Vznik a vyvoj

Elektromagnetické vInéni tedy miZeme povazovat za soubor fotond. Proto i pii zatfeni
absolutné Cerného télesa se méni energie zatfeni o dané frekvenci skokem — tento skok
predstavuje pririistek nebo ubytek jednoho fotonu.

Comptonuyv jev

Artur Compton v roce 1923 zjistil, ze rentgenové paprsky odrazené od povrchu grafitu méni
svoji vinovou délku. Podle klasickych ptedstav by viny mély rozkmitat povrchové elektrony
aty generovat vinu se stejnou frekvenci. Vysvétleni: Fotony se opét chovaji jako Céstice,
srazeji se s elektrony a pii srazce ztraci Cast energie, a proto méni svou vinovou délku.

Ohyb elektronii:

Fotoelektricky jev ukazal, Ze vinéni se mlize chovat v uréitych Ipl?téet .
situacich jako Castice. Naopak, n¢kdy se Castice chovaji jako ew

viny. Napftiklad svazek elektronli prochdzejici Stérbinou nebo
dvoustérbinou po dopadu na stinitko vytvofi typicky ohybovy
obrazec. Nemiizeme piedem fici, kam ktery elektron dopadne, elektrony
ale pfi velkém mnozstvi elektroni mizeme urCit pravdépo- —»
dobnosti dopadu do konkrétniho mista na stinitku. Vznikly
ohybovy obrazec je tedy typickym statistickym jevem.

Dnes jsou vlnové vlastnosti elektront vyuzivany naptiklad
v elektronovych mikroskopech. Elektrony maji vyrazné kratsi Stérbina
vlnovou délku nez viditelné svétlo a proto je rozliSovaci
schopnost elektronového mikroskopu podstatné vyssi nez optického. Poprvé byly vinové
vlastnosti elektronu pozorovany Clintonem Davissonem a Lester Germerem v roce 1927.
Zkoumali odraz elektronti od povrchu niklu. Po vyzihani niklu doSlo k rekrystalizaci
a odrazené¢ elektrony zacCaly vykazovat na presnych velkych krystalech ohybovy obrazec.

stinitko

Poznamka: Castice popisujeme ¢tvefici velicin (E, p). Definice energie E a hybnosti p souvisi se
symetriemi pfi posunuti v ¢ase a v prostoru (teorém Noetherové). VInéni popisujeme C&tvefici veli€in
(w, k). Uhlova frekvence w je definovana jako zména faze vinéni s Gasem @ = d¢p /0t a vinovy vektor

k je zména faze vinéni s prostorovymi souradnicemi k = a<p/ax. Pfi periodickém déji s konstantni

periodou T v ase a A v prostoru (vinova délka) Ize psat w =2x/T, k=2m/A . Louis de Broglie
vyslovil hypotézu, Ze objekty mikrosvéta se chovaji jako viny i jako €astice (dualismus vin a ¢astic).

Prevodni vztah ma tvar:
E=hw, p=hk . (2.2)

Casto nas zajima vinova délka vinéni odpovidajiciho konkrétni &astici, napfiklad elektronu v elektro-
novém mikroskopu. Ze vztahu (2.2) mame mv =27z h/A atedy

2 h
mu

A= (2.3)

Existence atomu:

Podle klasického planetarniho modelu atomu obihaji zaporné
nabité elektrony kolem kladn¢ nabitého jadra tak, jako ve
Slunec¢ni soustavé obihaji planety kolem Slunce. Odstfediva
sila je vyrovnana pfitazlivou Coulombovou silou.

Mezi gravitatnimi a elektromagnetickymi jevy je ale
podstatny rozdil. Z Maxwellovy teorie elektromagnetického
pole plyne, ze kazda nabitd Castice, kterd se pohybuje se
zrychlenim, vyzatuje elektromagnetické vinéni a ztraci tak

6
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energii. Pf1 kruhovém pohybu elektronu kolem jadra se méni smér rychlosti, zrychleni dv/d¢
je nenulové (mifi do centra atomu, jde o dostfedivé zrychleni) a elektron ztraci energii
zatenim. Pohybuje se po spirale, az dopadne na jadro atomu. Tento proces trva napiiklad pro
vodik 10-11's, Podle klasické teorie by tedy za velice kratkou dobu nemély zadné atomy
existovat!! Na tento paradox upozornil poprvé dansky fyzik Niels Bohr.

Niels Bohr vytvofil tzv. Bohritv model atomu na zakladé tii umélych postulatt, které pridal ke
klasické teorii:

1) elektrony se pohybuji jen po tzv. stacionarnich drahach — tj. po takovych drahach, ve
kterych je odpovidajici de Broglieho vinova délka ze vztahu (2.3) ,,namotana“ na obéZznou
drahu tj. obvod drahy je n-nasobkem vinové délky.

_2rh

mu

Tato draha neni mozna Tato draha je mozna

Index n Cisluje mozné stavy elektronu v atomu (7, mozny polomér drahy, v, rychlost na
n-t¢ draze, E,, odpovidajici energie) podle poc¢tu vinovych délek elektronu na jeho ob&zné
draze.

2) na staciondrni draze elektron nezafi.

3) pti pteskoku elektronu mezi dvéma stacionarnimi hladinami dojde k vyzareni fotonu
o energii odpovidajici rozdilu energii téchto hladin.

Tento jednoduchy Bohriiv model atomu neni feSenim vyse uvedeného paradoxu, jde spise
o postulovani nebo konstatovani experimentalné zndmych skute¢nosti. Navic je tento model
aplikovatelny jen na nejjednodussi atomy s jedinym elektronem v obalu (H, He"). Tento
model ale poprvé spravné urcil hladiny energie elektronu v atomu vodiku a vysvétlil spektrum
atomu vodiku.

Heisenbergovy relace neurcitosti:

Pii méfeni polohy a hybnosti objektu mikrosvéta budou nepiesnosti meéfeni Ax, Ap splitovat
relaci (pies k se nescita)

h .
5 s
Cim ptesndji uréime polohu objektu, tim méné piesné uréime jeho hybnost a naopak.
Samotny akt méfeni ovliviiuje nas objekt, ale relace (2.4) je splnéna i tehdy, neprovedeme-li
méteni viibec. Jde o principidlni hranici danou piirodou, za kterou nelze nahlédnout.

Ax, Ap, > k=1,2,3 . (2.4)

Naptiklad obycejny ohyb svétla na Stérbin€ 1ze chapat jako duasledek relaci neurcitosti pro
fotony. Priichod fotonti $térbinou neni nic jiného nez pokus o urceni jejich polohy y
s presnosti Ay (velikost $térbiny). Fotony, které prosly stérbinou, urCit€¢ mély v okamziku
prichodu soufadnici y rovnou soufadnici y $térbiny. Zmensime-li $itku $térbiny Ay, zvysSime
pfesnost mefeni y; podle relaci (2.4) se ale zvysi nepiesnost Ap, urCeni odpovidajici
komponenty hybnosti. Vysledkem je znamy ohybovy jev — fotony za Stérbinou vyletuji
s danou pravdépodobnosti do rliznych sméri se stfedni kvadratickou fluktuaci hybnosti Ap,
danou Heisenbergovymi relacemi neurcitosti.



Kvantova teorie Vznik a vyvoj

| | .

Vycet experimentalnich faktd, které jsme uvedli vySe, neni zdaleka uplny. VSechny ale
ptispély ke zrodu kvantové teorie, popisujici pro nas nezvykly svét atomil a elementarnich
Castic. Podejme nyni struény piehled jejitho vyvoje. V roce 1925 formuloval Werner
Heisenberg ve svych 25 letech maticovou mechaniku — kazdé dynamické proménné pitiradil
¢tvercovou matici (zpravidla nekonecnou), jejiz vlastni ¢isla byly métitelné hodnoty ptislusné
veli¢iny. Slo o teorii pramenici z vynikajici intuice, na zakladé které bylo mozné urdit
napiiklad energeticka spektra rtiznych atomi (nejen vodiku).

- d

V roce 1926 Erwin Schrodinger formuloval vinovou kvantovou mechaniku. Re$enim
rovnice
K2
—A+V |y =Ey (2.5)
2m

pro vinovou funkci  bylo op€t mozné urcit hodnoty energie £ pro objekt v potencialnim poli
V(x, y, z). Obé konstrukce — Heisenbergova i1 Schrédingerova — poskytovaly shodné vysledky.
Spise nez o ucelenou teorii §lo v té dobé o navod, jak urcit energetické spektrum.

Obecnou konstrukci kvantové teorie na Hilbertovych prostorech provedl Paul Adrien
Maurice Dirac. Ukézalo se, ze Heisenbergova a Schrodingerova mechanika se 1i8i jen jinou
volbou piislusného Hilbertova prostoru.

Az doposud byla budovana nerelativistickd kvantova teorie. Zobecnéni na relativisticky
ptipad provedli Klein a Gordon pro spin castice s =0 a Dirac pro spin Castice s=1/2
(Kleinova-Gordonova rovnice, Diracova rovnice). S relativistickou kvantovou teorii byla
objasnéna podstata spinu, Dirac predpoveédél existenci pozitronu, ale ptfedev§im byl postaven
zaklad pro vybudovani kvantové elektrodynamiky (Dirac — 1949). Odsud byl jiz jen kriicek ke
vzniku kvantové teorie elektromagnetického pole (Dirac, Feynman), ve které dochazi i ke
kvantovani samotného elektromagnetického pole (tzv. druhé kvantovani). Vysledky kvantové
teorie pole Ize ptehledné zapisovat pomoci tzv. Feynmanovych diagramd.

Na zaklad¢ raznych symetrii v pfirodé se od 60. let bouilivé vyviji kalibracni teorie,
napiiklad Weinbergova-Salamova teorie elektroslabé interakce, kterad sjednocuje teoreticky
pohled na interakci elektromagnetickou a slabou, rozviji se kvantovd chromodynamika —
teorie silné interakce, teorie GUT sjednocujici elektroslabou a silnou interakci a probihaji
intenzivni pokusy o formulaci Einsteinovych-Diracovych rovnic supersymetrickych teorii
SUSY pokousejicich se o jednotny popis vSech ¢tyt interakci. Lidstvo stale vice poznava svét
elementérnich ¢astic a jeho zakonitosti.

Naésledujici kapitolu budeme vénovat matematice, kterou je tfeba znat pro pochopeni
kvantové teorie. Vlastni stavbou kvantové teorie se budeme zabyvat az v kapitole 2.3
a nasledujicich.

ooooo°°°°°°°°°°°°°°°°°°oooo
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2.2 (M) OPERATORY V KVANTOVE TEORII

Veskeré tvahy jsou z diivodu jednoduchosti provedeny pro piipad, kdy vlastni ¢isla operatort
jsou navzajem riznd a tvoii spoc¢etnou mnozinu. Obecnéjsi piipady vicendsobnych vlastnich
¢isel a spojitého spektra jsou kratce diskutovany v zavéru kapitoly.

2.2.1 Unitarni prostory (prostory se skalarnim souc¢inem)

V kapitole 1.4.1 jsme rozsifili pojem vektoru na obecnéjsi objekty, nez jsou uspotfadané
trojice, a zavedli linearni vektorovy prostor. Pozorné€ si znovu tuto pasaz piectéte! Nyni ana-
logicky rozsifime pojem skalarniho souc¢inu pro rizné linedrni vektorové prostory. Budeme
dasledné pouzivat Diracovu symboliku, ve které jsou prvky line4rnich vektorovych prostorii
znaceny symboly | f), | x ), | a ) a skalarni souciny (f|g ), (x|y),{(a|b )atd.

®3  prostor realnych trojic

1£)=(./2.05)  18)=(81,82.83),
(flg)=heg + 128 + 383 = [ 8 skalarni souéin.

Norma vektoru (velikost) se definuje vztahem
3

pro R,
I1£]] = J(f|f) = IR+ 2+ 12 (2.6)

Pro realné trojice zndzornéné jako usecky opatfené Sipkami je norma vektoru rovna délce
usecky a plati (f|g)=|f]|]|g|/-cosa, kde a je uhel sevieny obéma vektory. Z tohoto
vztahu plyne okamzité Schwartzovo lemma:

[(Fle)| < IIfl-[1gll 2.7

Vysledkem operace skalarniho sou¢inu je &islo, v piipadé linearniho vektorového prostoru ®3
redlné cislo, v obecném piipadé¢ bude vyhodné uvazovat i o cCisle komplexnim. Norma
vektoru (velikost) musi ale vzdy byt nezdporné redlné ¢islo.

®R N prostor realnych N-tic
|f> =(ji:"':fN) ’ |g>=(g19"'9gN); ﬁ,gleﬁ,

N
(flg) = figi++fvgn = 2 fi& = fi&-
k=1

V platnosti zlstavaji definice normy i Schwartzovo lemma.

C¢N  prostor komplexnich N-tic
|f> :(fia"'afN)a |g> :(gla---agN); flaglec1

N
(flg) = hag++/ven = D fe& = fi&-
k=1

Skalarni soucin definujeme v jednom z argumentti komplexné sdruzeny (dohodou v levém).
Pro komplexni Cislo z = a + 1 b je velikost (norma) Cisla ddna vztahem

%
|=]=V="=
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Pravé proto, aby pro komplexni ¢isla zistalo v platnosti, ze norma vektoru je odmocnina
skalarniho soucinu vektoru se sebou samym, je v definici skalarniho soucinu komplexni
sdruzeni v jednom z argumenttl. Pii vySe uvedené definici skalarniho soucinu bude vysled-
kem sice komplexni ¢islo, ale norma vektoru zlistane redlna nezaporna:

1A I=KTTEY =R fiev st = 2]+ 2 0.

Op¢ét plati Schwartzovo lemma.

12 prostor komplexnich posloupnosti (N-tice s N — o)

)={f1 ooos Soo b= U018 =g L s 1 g€ G
(flg)=fig + -+ frogy + =2 fige = fe &
k=1

Takto definovany skalarni sou¢in ma smysl jen pro konvergentni posloupnosti. Do prostoru
[2 miizeme zahrnout jen takové prvky | f), pro které je || f || < oo, tj. poZzadujeme

ka*fk < oo pro V |f>elz.
k=1

Potom je
KElg)l =12 fige < IIfll-llgll < e pro ¥ [f),|g)e %,
k=1

nebot’ Schwartzovo lemma plati i v pfipad¢ nekonecnych posloupnosti.

[2 (= oo, ) prostor komplexnich funkci realné proménné

Pti dal$im zobecnéni prostoru /2 si miizeme index k piedstavit spojity. Misto k& budeme psat
X : fx. Vyraz f; neni ale nic jiného nez komplexni funkce realné proménné (spojitého indexu),
kterou je zvykem zapisovat ve tvaru f (x), tj.

f)=/fi=/x), [g)=g.,=g(k); xeR, f,geC,
(f|g>5+fof*(x)g(x)dx.
Analogicky jako v [ 2 je tfeba do prostoru £2 zahrnout jen prvky s || f || <o, tj.
T (X)) f(x)dx < pro V f(x)erl>.
Potom je _

(KElg) = | [ fgwdr| < [f[lllgll <= pro ¥V [f).[g)e

a skalarni sou¢in ma smysl. Schwartzovo lemma plati i pro integraly. £2 se n&kdy nazyva
prostor funkci integrovatelnych s kvadratem. Lze ho definovat i pro jiny defini¢ni obor nez
(— oo, o), potom piSeme £2 (M), kde M je definiéni obor funkei £ (x) € £2 (M).

Nyni mizeme piistoupit k obecné definici prostorti se skalarnim souc¢inem.

10
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UNITARNI PROSTOR (prostor se skalarnim soudinem) — unitdrnim prostorem nazveme

linearni vektorovy prostor 7/(s operaci +: ¥ X ¥ — 1 a operaci - : ( X ¥— 1), na
kterém je definovéana dalsi operace
C1y VXV —> C

(tzv. skalarni soucin) s vlastnostmi
) (fig+h) = (f|g)+(f|h),
2) (flag) = alfl|g),
3) (glf) = (flg) (=(af|g)=a (f|g)),
4) (f|f)y =0 ; (f|f) =0 = [f)=0

Poznamky:
1) Pfidanim operace [,] z linearniho vektorového prostoru ziskame Lieovu algebru, pfidanim
operace { | ) ziskame unitarni prostor.

2) Prvni dvé operace v definici znamenaji linearitu v pravém argumentu. Z tfeti operace plyne
antilinearita v levém argumentu (aditivnost + vytknuti komplexné sdruzené konstanty).

3) Symbolika zapisu pochazi od P. A. M. Diraca. Nazyva se také braketova symbolika nebo
brakety (z anglického bracket = zavorka).

1y Loracket”
| Lbra” (Ize matematicky definovat, dual, naznadena operace skalarniho soucinu)
| ) Jket” (vektor z 1)

4) Pro komplexni N-tice Ize interpretovat | f ) jako sloupcovou matici, ( f| jako transponovanou
komplexné sdruzenou matici:

A
i) =] ] (= (f - )
Iy
Potom je skalarni soucin
&
(flg) = (£ )] P | = Ka
En

definovan za pomoci maticového nasobeni. Pro jiné prostory nez n-tice neni pro nase ucely
tfeba jednotlivé ¢asti skalarniho soucinu ( f | g ) néjak interpretovat.

oo
5) Pro £* Ize chapat (f| = If*(x) .-+ dx jako naznagenou operaci skalarniho souginu. Je

jen tfeba doplnit patficnou funkci, na kterou operace pusobi. Podobna situace je u derivovani,
napiSeme-li jen d/dx.

Paprsek — necht’ 1/je unitarni prostor, | f ) jeho nenulovy prvek. Paprskem natazenym na | f)
nazveme mnozinu prvka {|g); |g)=a|f); a e C\{0}, [f),|g)eV}.

1)

Hilbertitv prostor — Uplny unitarni prostor (hranice prostoru je jeho soucasti).

Separabilni Hilbertitv prostor — Hilbertiv prostor se spocetnou bazi.

11
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2.2.2 Operatory

Operatorem rozumime zobrazeni
A: Vv,
které prvku | f) prostoru ¥/pfitazuje prvek | g ) tohoto prostoru:
Alf)=|g).

V platnosti ziistdva bézné ndzvoslovi pouZivané pro zobrazeni (vzor, obraz, definicni obor,
obor hodnot, ...).

Piiklad 1: ®® Operatorem na ® miize byt libovolna matice 3x3, napiiklad

1 00 1
A=(00 1] [f)=]2 N

01 1 1

1 0 0)(1 1
Afy=10 0 1[[2]=|1]|=]g), obecn&

01 1)1 3

10 0)(f fi
Aty=10 0 1[|Anl=] £ |

01 1)A i+ £

Piiklad 2: £ 2 (— o0, o0)
ﬁzi; [f)=xe" =
dx

A

D|f>:%( xe)=(-x)e" =|g).

Jednotkovy operator: :ll f )= |f).Pro n-tice je jednotkovym operatorem diagonalni matice s
jednotkami na diagonale (jednotkova matice) — ovéite!

Kvadrat operdtoru: Druhou mocninu operatoru mizeme definovat, je-li obor funkcnich
hodnot operatoru podmnoZinou jeho defini¢niho oboru, potom

A|f) EA(A|f>).

Pfiklad 3: Operator derivace

D = i; [f)=¢e" =

dx
N2 _ d d —x* _ d —x? _ 2y . —x°
D|f>=a(£€ j—a(—er )—(—2+4x )e .

Mocnina operdtoru: Analogicky definujeme indukci obecnou mocninu operatoru

A"f) = A(A"-1 |f>).
Funkce operdtoru: Necht’ f(x) je analytické funkce s Taylorovym rozvojem

f(x) = ickxk

k=0

12
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Potom mtizeme definovat funkci operatoru

F(A) = ickA". 2.8)

Piipomenme si zde rozvoje nékterych dilezitych funkci:

=l+x+xX +x +x + 7+,

I-x
N 2 x3 x4
e =l+x+—+—+—+--,
20 31 41
3 xS x7 x‘)
smx=x——+—-—-——+— ,
315070 9l
2 X4 x6 x8
cosx=l-—+———+——"--,
21 41 6! 8!
3 xS X7 x9
shx=x+—+—+—+— ,
5071 91
2 4 6 8
X
chx=1+—+—+—+—
' 4! 6! 8!

-1

Priklad 4: Na prostoru C 2 je zadin maticovy operator A= ( . Oj . Urcete exp( A ).
i

Nyni jiz snadno nalezneme hledanou funkci matice:

A 2 A3 A4
eXP(A)=1+A+A—+i+A_+...:
2! 314!
:(1+i+i+i+...ji+(1+l+i+l+...]A:
21 41 6! 31050 7!
A ~ chl —ishl
=ch()1 + sh() A=| |
1shl chl

Takto ziskaji smysl naptiklad i vyrazy typu sin(d/dx ) a podobné. Pozd¢ji se nau¢ime funkci
operatoru nalézt pomoci spektralniho rozvoje operatoru. Jde o efektivnéjsi zpiisob nez je

Taylortiv rozvoj.

Inverzni operdtor: Inversnim operatorem k A nazveme takovy operator Al ze
AA=A"A=1

13
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K danému operatoru A muze byt nalezeni inversniho operatoru znaéné obtizné, nékdy
inversni operator neexistuje vibec.

SdruZeny operdtor: Sdruzenym operatorem k A nazveme takovy operator AT , 7€
(flAg) = (A'f]g).

Pusobeni operatoru A v pravé stran¢ skalarniho soucinu dopadne stejné jako pusobeni

k nému sdruzeného operatoru v levé ¢asti skalarniho sou¢inu. Sdruzeny operator k A nemusi
vzdy existovat.
0
21 —i

1,

Priklad 5:

Skuteéné

NEREY
0 1 0 1
Ao S T
A A= RE 1;

0 -1 0 1

A|g>:( é 2%)(81} (81"‘2182]

1)\ 82 18>

o ibaton

=21 -1} /> —21f1—1f2

~ * * 2' * * *
(f1Ag)=(1, fz)-(glfg:gz}flg1+2if1g2+ifzg2,

AT _ % Lok L % g1 s .k .ok
(A f|g)—(f1 21/ +1f2)‘(g2]—f1 g1+2if1g+1/28,-

Poznamka: Nalézt sdruzeny operator pro matice je velmi snadné, puvodni matici staci komplexné

sdruzit a transponovat (pfeklopit kolem diagonaly), ;. AT = (A*)T

Uved'me nyni velmi uzitecné vztahy pro vypocet inversniho a sdruzeného operatoru pro
soucin dvou operatort:

(AB)"' =B A", (2.9)
(AB)" =BTAT. (2.10)
Jejich dikaz je trivialni ptfimo z definice inversniho a sdruzené¢ho operatoru:
(AB)"'-AB=1 / B zprava,
(AB)'-A=B"' / A" zprava,

(AB)'=B'A".
Analogicky postupujeme i pro sdruzeny operator:

((AB)'f|g)=(f|ABg)=(ATf|Bg)=(BTATf|g).

14
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Komutativita operdtori: Pro operatory je obecné AB = BA . Rikame, Ze operatory neko-
mutuji. Miru nekomutativnosti miizeme posoudit za pomoci tzv. komutatoru

[A,B|=AB-BA. (2.11)

Je-li komutator operatord A, B nulovy, operatory komutuji, je-li rizny od nuly nekomutuji.

vvvvvv

(dokazte!)

4) [A,[B,C]]+[B,[C,A]]+[C.[AB]] = 0.

To jsou ale pravé defini¢ni vlastnosti Lieovy algebry (1.22) az (1.25). Komutatory tvofi
Lieovu algebru na prostoru operatort.

A A

Piiklad 6: M&jme na £2 dva operatory: D=d/dx a X = x, napiiklad na prvek |x’) plsobi
takto

Urceme jejich komutator
[IS,X]|f>=<6f<—>”<|5)|f>=(ix—xi]f(x)=i(xf(x))—xif(x)=
dx dx dx dx
=f)+xf()-xf()=fx)=|f) =
[D,X]|f)=|f)= proV [f)e’ =
[D,X] = 1.
Podobné miizeme urcovat i dalsi komutacni relace.

V celém tomto textu se budeme zabyvat linedrnimi operdtory, tj. operatory s linearni
odezvou: A(x|f)+ Blg))=aA|f)+ SA|g). Vsechny dosud uvedené operétory byly
linearni.

V kvantové teorii se setkdme predevSim se dvéma druhy linedrnich operator — operatory
unitarnimi a operatory Hermitovymi. Uved’'me nyni definice téchto operatora.

UNITARNI OPERATORY
Definice: unitarni operator zachovava skalarni soucin, tj.
[f>-U[f), |g)—-Ulg) =  <f[g)=(Uf|Ug). (2.12)
Skalarni soucin se pied a po plisobeni unitarniho operatoru nezmeéni.
Véta: Pro unitarni operatory je sdruZeny a inversni operator totozny, tj.
uf=0". (2.13)
Dukaz: Z definice sdruzeného operatoru vime, ze

(Uf|Ug)=(UTUf|g).

15
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Pro zachovani skalarniho soucinu (definice unitarniho operatoru) je nutné, aby
uf0=1,

to ale podle definice inversniho operatoru pravé znamena, ze uf=u"'

Pfiklad 7: operator U= e na prostoru £2 je unitarni

)=/, Uf)=¢"/(x),
g)=g®), Ulg)=c"g(),
(0110g)=[(e" f(0) € g()dv=[e™ [ (x)e" glx)dx =

=[f (gx)dr=(f|g).

HERMITOVY OPERATORY
Definice: Hermitiiv operator pisobi v obou ¢astech skalarniho soucinu stejné, tj.
(Af|g)=(f|Ag). (2.14)
Véta: Pro Hermitliv operator je sdruzeny operator roven piitvodnimu, je samosdruzeny:
AT=A. (2.15)

Dukaz: Plyne okamzité z definice sdruzeného operatoru.

Poznamka: V pfesné matematice se definice samosdruzeného a Hermitova operatoru nepatrné [isi
pozadavky na defini¢ni obor, pro nase ucCely nebudeme samosdruzené a Hermitovy operatory
rozliSovat. Vzhledem k tomu, Ze Hermitlv operator plsobi v obou ¢astech skalarniho soucinu stejné,
Casto se pise

(Af|g)=(f|Ag)=(f|A|g).

Centralni pozice A naznaduje, Ze podle vlastniho uvazeni miZeme operatorem zapUsobit vievo &i
vpravo. Tato struktura se nékdy nazyva sendvic.

.. 5 . d : : ,
Pfiklad 8: operator B = 1d— na prostoru £ 2 (— oo, o) je hermitovsky
x

(éf|g>= J(ldif(x)J g(x)dx=-i ng(x)dxpp:es
X X

. * el . I * d X I * . d X Y
——i[ £ @e@] +i [ £ 0B ar= [ 00| i ED Jar=(1|Bg).
=9 dx - dx
Vyraz v hranaté zavorce je nulovy, nebot’ funkce z £ 2 (— oo, ) jsou integrovatelné s druhou
mocninou na (— oo, o), a proto musi byt

lim f(x)= lim g(x)=0 proV f,ge .

x—>too

Samotny operator derivace D = d/dx hermitovsky neni, pfi provedeni integrace per partes by

se zaménilo znaménko a (Iﬁf\g)z—(f\ljg).

16



Kvantova teorie Operatory

2.2.3 Projekcni operatory

Cilem této kapitoly bude naucit se nachézet projekce vektorti do pfedem zadaného paprsku.
Jde o ulohu, kterd ma prvorady vyznam nejen pro kvantovou teorii. Rozvoje do riznych typt
fad (napfiklad Fourierova fada) nejsou nic jiného nez hledani projekci zadané funkce do
vektorl néjaké baze, které reprezentuji paprsek v prostoru.

Z celého paprsku staci vzit jediny vektor, ktery paprsek zcela popise. Vybereme tento
»reprezentativni vektor jednotkovy, tj. tak, aby (a|a ) =1, tj. || a || =1. Snadno pfedstavitel-
na je situace v ®R2. Na obrazku vidime jednotkovy vektor|a ), ktery representuje paprsek
a vektory | ), | g ), | h), které do tohoto paprsku budeme promitat.

%

Plh) la)
—

>

|5|g> |S|f> paprsek

)N\
Projekce libovolného vektoru | f) mé velikost || f || cos e a smér | a )/ || a||. Znaménko funkce
cos ve velikosti projekce urcuje, zda promitany vektor miii ve sméru | a ), nebo ve sméru
opacném. Projekci Ize napsat jako soucin jeji velikosti a sméru:

BIf)=(If|-cosr 2L =y 200 Ja) _ _(all) |, (all)
Tall-If1 fall ~ al-lal' ™~ Cala)

lall
PovSimnéte si, ze pii pravach vyrazii v Diracové symbolice miizeme libovolné sté¢hovat Cisla
(normy vektorii a skalarni souciny). Vyraz pro projekci se sklada z koeficientu, ktery urcuje
velikost projekce a vektoru |a ). ZapiSeme-li formaln¢ koeficient az za vektor, ziskame
operatorovy tvar:

[a).

. OznaCme

Biry = ay {2l _[a)alf)
(ala) (ala)

5 _ [axa]
p=_"0"%10 2.16
(ala) (219

Tento vyraz se nazyva projekénim operatorem. Sam o sob¢é vyznam nema, jde o naznacenou
operaci skalarniho sou¢inu, ktera musi byt vykonana. Teprve zaptsobenim P na né&jaky
vektor |f) dostaneme smysluplny vyraz — projekci vektoru danou koeficientem
(alf)/(ala) a smérem vektoru |a). Situace je podobna operatoru d/dx, také jde jen
o naznacenou derivaci, kterd musi byt vykonana na konkrétni funkci. Bude-li vektor | a ), do
kterého promitame jednotkovy, vyrazy se jesté zjednodusi:

P =laxal (2.17)

Pif)=|a)a|f).

Koeficient projekce je (a |f) asmérje|a).
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Priklad 9:
Naleznéte projekci vektoru | f) do vektorh | a ) a | b ). Vektory jsou dany takto:

ool o) )

Nejprve nalezneme projekcni operatory:

1).@ N
5 _ IbXb| _ fi]“l +”__(ii ;D (Y2 -2
T (bb) (-1 H)'CD 2 (—1/2 1/2)'

1)
Nyni snadno nalezneme hledané projekce: 3 |

(B0

=2 0= (7). B

Vyuzijme nyni tohoto piikladu a vyzkousejte
si, ze plati jednoduché a uzitecné relace.
Vypolty jsou natolik snadné, ze zde uvedu

ﬁgﬂﬂ_@“” GD sz}

“ " (ala) _(1 B “ly2 12

jen vysledky: 2
1. I=P,; P/=P,
Ay Ay
5. B 4B, i

Prvni relace znamend, Ze projekéni operdtory jsou hermitovské. Pro matice je vyznam
jednoduchy: Matice se po pieklopeni kolem hlavni diagondly a nésledném komplexnim
sdruzeni nezméni. Druhd relace ma také velmi jednoduchy vyznam: Projekce dvakrat
provedena po sobé (kvadrat operatoru) je shodna s projekci provedenou jednou. Obé
vlastnosti jsou pro projekéni operatory charakteristické a vétSinou se povazuji za definici
projekéniho operétoru:

Definice: Projekénim operdtorem nazveme takovy linearni operator, ktery je hermitovsky
a plati P2=P,

Poznamka: Snadno Ize ukazat, Ze obé vlastnosti jsou spinény pro definici (2.16), napfiklad pro
druhou vlastnost:

62 _laXal JaXa|_|a)XalaXa|_|aXa|_p
(ala) (ala) (ala)ala) (ala)

V prostfednim vyrazu jsme zkratili skalarni soucin v Citateli (uprostfed) s jednim ze skalarnich soucint
ve jmenovateli. Jde o prosta komplexni Cisla, ktera Ize vytknout pfed vyrazy a kratit.
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Vyznam treti relace je také snadno pochopitelny: Vektory |a) a | b )jsou navzajem kolmé
avrovin¢ tvofi ortogonalni bazi (bazi slozenou z kolmych vektoril). Projekce do téchto
vektorti nejsou ni¢im jinym nez rozkladem ptivodniho vektoru do této baze. Zkuste si obé
projekce secist. Dostanete piivodni vektor. Pravé matematickym vyjadienim faktu, ze soucet
vSech projekei da ptivodni vektor je tieti relace:

A

P+P,=1 = P,|f)+P,|f)=|f).

Neékdy se této relaci fika relace Uplnosti. Pokud je dana béaze uplna (nechybi v ni zadny
vektor), potom je soucet vSech projekcnich operatorti roven jednotkovému operatoru. To
znamena, ze soucet vSech projekci libovolného vektoru da plivodni vektor.

2.2.4 Rozvoj prvku do baze

M¢jme v unitdrnim prostoru spocetnou bdzi (maximalni mnozinu linedrn€ nezavislych
vektort) {| ex )}. Vhodnou linearni kombinaci jednotlivych prvkii mizeme vzdy zajistit, aby
prvky baze byly navzajem kolmé a mély jednotkovou velikost. Takové prvky budeme ozna-
covat jen pofadovym Cislem: | k ). Baze slozend z vektort | k£ ) ma dvé zékladni vlastnosti:

(k|ly=0y, (2.18)
kX k| =1 (2.19)
k

Vlastnost (2.18) je vyjadienim ortonormality. Skalarni soucin dvou rGznych vektort je
nulovy (jsou navzajem kolmé) a dvou stejnych je roven jedné (vektory baze maji jednotkovou
velikost). Vlastnost (2.19) je relaci Uplnosti baze. Soucet vSech projekénich operatora da
jednotkovy operator, tj. soucet vSech projekci libovolného vektoru da pivodni vektor.
Vrelaci Uplnosti je mozné vynechat sumaci a vyuzit Einsteinovu sumacéni konvenci.
V ptipad¢ neseparabilnich prostori s nespocetnou bazi maji obé relace tvar:

(x|y)=06(y-x), (2.20)
[l)(x|de = 1. (2.21)

Na pravé strané relace ortonormality je misto Kroneckerova symbolu Diracova 0 distribuce
a v relaci uplnosti je misto sumace projek¢nich operatort integrace.

Rozvoj prvku do baze je v Diracové symbolice mimotadné jednoduchy. Sta¢i pied
prvek vsunout relaci tiplnosti v podobé jednotkového operatoru:

£y =1f) = D [kXkIf>=Dclk), ¢ =(k|f). (2.22)
k k

Koeficienty rozvoje jsou dany skaldrnim sou¢inem rozvijen¢ho vektoru s prvkem baze.

Pfiklad 10: Fourierova fada

Uvazujme prostor £*(0,27) periodickych funkci integrovatelnych s kvadratem. Diky
pozadavku f{0) = f{2x) tvoii v tomto prostoru uplnou bazi soustava funkci (viz elementarni
ucebnice z matematiky nebo latka z prvnich semestri):

| fiy=e® . k=0,%£1,%2,....

Tyto funkce jsou sice navzajem kolmé, ale nejsou jednotkové:

2r 2r
o Lo 0 prol#k
= (e 1kxellx — e1(l k)x — =275,
(el ) g dx ! dx 21 prol=k ki
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Nulovost skalarniho sou€inu pro /#k plyne z periodi¢nosti trigonometrickych funkci na
intervalu <0, 27r>. Vydélime-li prvky baze jejich velikosti, ziskdme ortonormalni bazi

|k>=Lei’“, k=0,+1,%2,...,

NeY:

pro kterou plati relace ortonormality (2.18) a relace uplnosti (2.19). Rozvoj libovolné funkce
z naseho prostoru je potom

1£)= D clk), c =(k|f),
k
neboli

TR f(x) dx,

IR B
f(x) mzk:cke , Cr m'([e

coz jsou zndmé vztahy pro Fourierovu fadu. Nezapomeiite, ze skalarni soucin je v levém
argumentu komplexn¢ sdruzeny, proto je v koeficientu ¢, minus.
Reprezentace

V dané bazi mizeme snadno prepsat operatorovou rovnici A |f)=|g). Vlozime pied vektor
jednotkovy operator.

Al|f)=|g) =
SA|INIfY=|g>  /(k| zleva =
[

ZZ:<kIA|1><l|f>=<k|g>- (2.23)
Ziskany vyraz neni ale nic jiného neZ maticové nasobeni
A:11 A4y, - {1 8:1 A%Akls(k|A|l>,
I 1 P R

|g)—>g,=(nlg),

neboli
DAufi=gr - (2.24)
[

Jestlize operatoru ptifadime Gtvercovou matici A — 4y =(k|A|l) a vektoru sloupcovou
matici |f) — f;=([|f), mizeme s operatorovymi vyrazy zachazet jako s obyCejnym naso-
benim matic. Hovofime o tom, ze jsme zvolili reprezentaci daného prostoru. Ve skutecnosti
nejde o nic jiného nez o volbu konkrétni baze. Ma-li baze nekonecny spocetny pocet ¢lend,
budou vektorim odpovidat posloupnosti a operatorim nekone¢né matice. Vidime, ze v libo-
volném separabilnim Hilbertové prostoru existuje jednoznacné zobrazeni prvkil na prostor
posloupnosti /% (izomorfismus). V piipadé neseparabilnich prostorti s nespodetnou bazi
ziskdme obdobnou relaci:

JCxl ALy X pIfy dv=Cxlg), (2.25)
coz neni nic jiného nez integralni transformace.
[ 4G f () dy = g(x);
ACey)=(x|Aly),  f) =(If), g =(xlg)
s jadrem A(x, y). VeliCiny x, y hraji ulohu spojitého indexu.
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Piechod mezi bazemi

Maiéme-li k dispozici dvé sady bazovych vektori {|k)} a {| k')}, bude mezi koeficienty
rozvoju platit jednoduchy vztah, ktery opét odvodime jen vloZenim relace Gplnosti:

[=(KE) = DUKXkIEY = Y Spifis  Spx=(K k).
T k k
Matice S se nazyva matice prechodu.

2.2.5 Spektralni teorie

V teorii operatorti patii k zdkladnim tloham nalézt sméry, ve kterych se piisobeni dané¢ho
operatoru projevuje jako komplexni natahovani:

At)y=f); AecC. (2.27)

Vektor |f) se nazyva viastnim vektorem (charakteristickym vektorem) operatoru A
a koeficient natahovani A viastnim cislem (charakteristickym ¢islem). Napiiklad u tenzoru
setrvacnosti lezi vlastni vektory ve sméru os, ve kterych téleso pfi rotaci nehazi. U linearnich
operatorti je i kazdy néasobek vlastniho vektoru vlastnim vektorem se stejnym vlastnim
Cislem. Jde tedy o cely paprsek v Hilbertové prostoru, neboli viastni smer. Takovych
vlastnich smérti a ¢isel mize existovat u linearnich operatort celd fada, jejich maximalni
pocet je roven dimenzi prostoru (poctu prvki baze). U separabilnich prostorti miizeme tedy
ulohu nalezeni vlastnich ¢isel a vektort formulovat rovnicemi:

Alf ) =A,f); k=12,...; A eC. (2.28)

Mnozina véech vlastnich &isel {Ai,..., Au,...} se nazyva spektrum operdtoru A. Nalezneme-li
spektrum operatoru a jeho vlastni vektory, miizeme relativné snadno fesit rovnice obsahujici
tento operator. Pomoci vlastnich ¢isel a vektorti lze naptiklad feSit soustavy obycejnych
linedrnich diferencialnich rovnic (viz kapitola 1.5 prvni Casti sylabu).

Véta: Hermitovsky operator ma redlnd vlastni ¢isla a vlastni vektory dvou riznych vlastnich
¢isel jsou navzajem kolmé.

Dukaz: Pfi vypoctu skalarniho soucinu vyuzijeme hermitovosti a ponechame operator nejprve
pusobit v pravé ¢asti skalarniho soucinu a poté v levé. Vysledek musi byt stejny:
(B [ A B ) =4 (B [ £ )

. \ = A=k = AeR.

Vlastni ¢isla jsou tedy realna. V druhé ¢asti budeme postupovat obdobné. Pro vlastni ¢islo
z levé Casti skalarniho soucinu vyuzijeme prvni ¢asti dikazu:

(£ (A £ =4, (£ 1)

S PV TS RPATHORTATS
U
A (E 18 = A (F £
U
(A=A )L 1f,)=0
U
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Véta: Vlastni Cisla unitarniho operdtoru lezi na komplexni jednotkové kruznici a vlastni
vektory dvou riznych vlastnich ¢isel jsou navzajem kolmé.

Dukaz: Pii diikazu vyjdeme s definice unitarniho operatoru:
~ ~ *
(£ 11, = (U (U ) = 44, ([ £ ).
Porovnanim prvniho a posledniho vyrazu je zfejmé, ze
*
/lk/,lkzl = |/?’k|:1

Zbyva dokézat kolmost vektori. K tomu budeme potiebovat pomocnou vétu (lemma),
ktera tikd, zZe inverzni unitarni operator ma vlastni ¢isla 1/4;.

. . A ) 1
k

Z porovnani prvniho a posledniho vyrazu plyne
1
A
Nyni jiz budeme postupovat analogicky jako v piipadé hermitovského operatoru. V levé
¢asti skaldrniho soucinu vyuZzijeme opét prvni ¢asti diikazu:
SAVIRIDEY IS VALY

A 1
(U 1fk|f1>=/l*<fk|fz>:/1k<fk|f1>

k

07 f)y=—|f, ).

(f, |Uf,) =

J
AE 6= A, (B, )
U
(A=A )(f 1f,)=0
U
(fi|f;)=0prok /.

Poznamky:

1. Realné vlastni hodnoty hermitovskych operatort budou v kvantové teorii vyuZity jako mozné
vysledky méreni dynamické proménné, které odpovida operator A. Ani kolmost viastnich vektorud
neni bez uzitku. Vhodny hermitovsky operator nam muze v podobé svych vlastnich vektort
sporodit’ vyhodnou ortonormalni bazi v Hilbertové prostoru.

2. Unitarni operatory se v kvantové teorii vyuzivaji k popisu ¢asového vyvoje stavu objektu.

PFiklad 11: Uréeme vlastni &isla a vektory matice A z piikladu 4:

A = ( 0 lj 5
1 0
ao=ao = (3] = (7 S

i 0)\f f i -4)\f) 0
Rovnice ma netrivialni feSeni jen pokud je determinant roven nule. Z této podminky plynou
dvé mozné hodnoty vlastniho ¢isla A. Pro kazdou z nich potom jiz snadno u¢ime pfislusny
vlastni vektor. Pozor! Podminka pro determinant ¢ini rovnice pro slozky vlastniho vektoru
zavislé. To je ale v poradku, feSeni rovnic musi mit jeden volny parametr, tak aby
predstavovalo cely paprsek v prostoru. K vlastnim vektorim mtiZzeme najit normované vlastni
vektory a pfislu§né projekéni operatory. Vysledek je:
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+1 1 (+1 - 1({ 1 +i
A =-1, |f1>=C(+J, |1>:$(+1]’ P1:|1><1|:E[—i 1],

-1 1 (-1 A 1({ 1 =1
A=+, |f2>—0(+1j’ |2>—$(+J» P2_|2><2|_§(+i J~

Povs§imnéte si, ze matice A byla hermitovska (matice preklopena kolem diagonaly a kom-
plexné sdruZzena je shodnd s plivodni matici). Proto ma redlnd vlastni Cisla a vlastni vektory
tvoii ortonormalni soustavu:

(11)=(2)2)=1,  (1]2)=(2[]1)=0.
Tato soustava vektort je Uplna, tvoii bazi v prostoru komplexnich dvojic:

IX1[+[2)2]|=P, +P, =1.

Véta o spektralnim rozvoji: Necht' A je linearni operator s mnozinou vlastnich vektort, ktera
tvoti Uplnou ortonormalni bazi v Hilbertové prostoru. Potom miiZeme pro analytickou funkci
operatoru definovanou Taylorovym rozvojem (2.8) psat

SB) = S fAIY k] = f(A4)P;. (2.29)
k k

Dukaz: Nejprve si povSimnéme plisobeni mocnin operatoru na vlastni vektory:
A|fk >:ﬂk|fk>,

A% (£, )= LA ) =A71f ),

A" f)=A ),
I
FRYED =D, A" ) = D e, Al 1) = fF(A)|f).

V dalsi fazi dikazu budeme funkci operatoru plisobit jiz na obecny vektor. Provedeme ale
jeho rozklad do baze slozené z vlastnich vektor, kde ptisobeni zndme z posledni rovnosti:

f(A)+f> = S FBEXEIEY = D FAOEY KIT).
k k

To je ale pfesné rovnost, kterou jsme chtéli dokazat. Vynechame-li ve vyrazech libovolny
vektor | f), na ktery operatory ptisobi, dostavame vétu o spektralnim rozvoji.

Poznamky:

1) Ma-li operator vicenasobné viastni Cislo stupné N, neni to na zavadu. Vlastni vektory k vicena-
sobnému vlastnimu &islu tvofi cely podprostor @ dimenze N a lze zvolit N nezavislych kolmych
vlastnich vektort odpovidajicich tomuto vicenasobnému ¢islu.

2) Je-li prostor neseparabilni, bude za nékterych dalSich pfedpokladl mozné vétu o spektralnim
rozvoji modifikovat do tvaru:

SA) = [ FA)]x ) x|dx.
3) Pro vyjadfeni funkce operatoru je ¢asto mnohem jednodussi pouzit misto Taylorova rozvoje vétu
o spektralnim rozvoji. Pfislusna fada probiha jen pfes vlastni €isla operatoru.

4) Zname-li spektrum operatoru a jeho vlastni vektory, mizeme snadno napsat jeho libovolnou
funkci a FeSit tak rovnice, ve kterych se tato funkce operatoru vyskytuje. Specialné inverzni
operator je dan formuli
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A 1 1 &
A= —[k)k|=) —P,.
g'/ik %‘%k ‘

Vidime, Ze pro jeho existenci je kromé pfedpoklad véty nutna nenulovost vSech vlastnich Cisel.

Pfiklad 12: Na prostoru C 2 je zadan maticovy operator A =(
i

_(;j . Urcete exp( A ).

Tento ptiklad jsme jiz feSili pomoci Taylorova rozvoje jako ptiklad 4. Z ptikladu 11 znadme
vlastni Cisla, vektory i projekéni operatory tohoto maticového operatoru. Z véty o spektralnim
rozvoji mizeme proto napsat:

A A A 1 +i 1 —i hl —-ishl
A = e}'1P1+e'12P2=e_ll T pertl S o
2\ —1 1 21 +1 1 1shl chl

Na rozdil od Taylorova rozvoje ma fada nyni jen dva ¢leny.

Piiklad 13: Naleznéte Casovy vyvoj prubéhu teploty tyCe délky L, jejiz oba konce jsou

udrZovany na nulové teplot&. Pocatecni teplota tyce je dana funkei 7j(x).

Ukolem je najit feSeni rovnice teplotni difize
oT _ 3°T
— =K
It gx?

., T'=T(x)

s pocateCnimi a okrajovymi podminkami
T(ty,x)=Ty(x), T(t,0)=T(t,L)=0.

Pteformulujme nyni ulohu do Diracovy symboliky. Zaved'me nejprve Hilberttiv prostor

ﬂe{ﬂm:feHmJ)A ﬂm:ﬂm:d.

Jde o prostor funkci definovanych na intervalu <0, L>, periodickych a integrovatelnych
s kvadratem. Okrajova podminka pivodni rovnice je pfesunuta do definice prostoru. Kdyby
byly okrajové hodnoty na obou stranidch rizné, mohli bychom teplotni funkci zrcadlové
rozsifit (tim bychom ziskali stejnou hodnotu teploty na obou koncich tyce). Jestlize by
hodnota teploty tyCe na obou koncich byla nenulovd, mizeme posunout pocatek teplotni
stupnice. Vzhledem k derivacim v rovnici teplotni difize to na tvar rovnice nema vliv.
Pozadavek nulové teploty na obou koncich tyée tedy neni na ijmu obecnosti feseni. Uloha
ma nyni tvar:
2
iﬁi:—xAuw, T e 7, A=-4 (2.30)
dt dx?
Z ptikladu 8 vime, e operator B =i d/dx je hermitovsky (m4 realnd vlastni &isla a kolmou
soustavu vlastnich vektord). Proto i druha mocnina tohoto operatoru A = B? je hermitovsky.
Znaménko minus zde neni podstatné, jen zajisti nezapornd vlastni &isla operatoru A. Reseni
ulohy mizeme formaln¢ napsat okamzité (!!) :

IT(0)) = ¥R | 7(10)). (231)

Skute¢né: dosadime-li pocatecni cas, da feSeni pocate¢ni podminku. Derivujeme-li feSeni
podle Casu, zjistime, Ze feSeni (2.31) spliiuje vychozi rovnici (2.30):

d d A A —KA- A
IT0)=—e AU 1 T(1) ) = =i Ae A0 T (1)) == A| T(1) ).
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Jediny problém je, Ze v nalezeném feSeni (2.31) vystupuje funkce operatoru A. Abychom ji
mohli uréit, musime znat spektrum a vlastni vektory operatoru A na prostoru 7. Resme tedy
nejprve ulohu

Alfy=alf), |f)ewr =
ff+Af=0, £(0)= f(L)=0.

Reseni této obycejné linedrni diferencialni rovnice s okrajovymi podminkami je:

2,2
Tk krx 2 krx
A, = , =csin| —x |, k)=,—sin| —x |, k=12,...
Vlastni ¢isla jsou realna (A je hermitovsky operator), vlastni vektory jsou navzajem kolmé
a tvoii pfirozenou bazi v H. Napsat feSeni (2.31) je nyni jiZ jen jednoduchou aplikaci véty
o spektralnim rozvoji:

2k K

IT())y = A | 7))y =3 T 1k T > =N e £ k),
k=1 k=1

2 . (k
k)= Zsm(%x}, ¢ =(k|T(t)).

Reseni mizeme samoziejmé zapsat i standardné, bez pouziti Diracovy symboliky:

Te e (k 2k (k
T2 VT
T(t,x) = T e r sin(%x]; Ck E\/;J.sin(%x}To(x)dx.
k=1 0

Pro ¢ =ty mame Fourierovu fadu pro poc¢atecni podminku. Pro 7 # # nejde o nic jiného nez
o rozvoj do jednotlivych Fourierovych modt. Kazda Fourierova komponenta ubyva exponen-
cidlné s Casem.

Vidime, Ze véta o spektralnim rozvoji ndm mize byt uzitecnd i pii feSeni parcidlnich
diferencialnich rovnic.

ooooo°°°°°°°°°°°°°°°°°°oooo
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2.3 ZAKLADNI PRINCIPY KVANTOVE TEORIE

Jak uz vime, klasickd mechanika selhala pfi popisu déji mikrosvéta zejména proto, Ze je
postavena na komutujicich objektech. V mikrosvéte déje ale nekomutuji. Zakladnim cilem
bude tedy misto dynamickych proménnych pouZivat nekomutujici objekty (operatory)
a nalézt vztah mez operatory a realnymi meétitelnymi veli¢inami.

2.3.1 Zakladni axiomy a definice

I. Redefinice stavu

p V klasické mechanice je stav castice uréen polohou a hybnosti.
Vzhledem k tomu, ze v mikrosvété nelze soucasné tyto veliciny
mefit a méfeni jedné ovlivni métfeni druhé, je nutné pojem stavu
definovat novym zplsobem. Fazové trajektorie jiz nelze v mikro-
svét¢ popsat kiivkami. Vnimame je s ptesnosti danou relacemi
neurcitosti AxAp > /i/2. Mzeme si predstavit, ze fazovou trajektorii
vidime jako rozmazanou c¢aru srozliSenim danym c¢tvereCkem
o plose //2 (sledujeme-li jednu soufadnici a ji odpovidajici zobecnénou hybnost).

X

Kompatibilita: Rekneme, Ze dvé dynamické proménné jsou kompatibilni, jestlize mérenti jedné
veliciny neovlivni méreni veliciny druhé. Ptikladem kompatibilnich proménnych jsou (x, y),
ptikladem nekompatibilnich proménnych jsou (x, p,). Kompatibilita je symetricka vlastnost,
ale neni transitivni.

(AkompB) = (Bkomp4d) ,
(Akomp ByA(Bkomp C) % (AkompC) .

Piiklad 14: (x komp y) A (y komp p,) % (x komp p,).

Uplnd mnofina pozorovatelnych (UMP): Maximdlni nezavisla mnoZina vzdjemné
kompatibilnich dynamickych promennych. Jakdkoli dal$i dynamick4 proménnd uz s nimi neni
kompatibilni. Naptiklad v nerelativistické teorii jsou nejznaméjsi UMP (x, y, 2), (Px, s P-)
apro centralni pole jesté¢ energie, kvadrat momentu hybnosti a jeho jedna komponenta
(E, L?, L3). Soutasné lze tedy zméfit viechny tfi soufadnice nebo viechny tfi slozky hybnosti.
Nelze jiz ale soucasné zméfit vSechny tii sloZky momentu hybnosti.

Stav systému: Rekneme, Ze zname stav systému, zname-li vysledek méreni nékteré UMP.
Stavem tedy nazveme jen to, co lze ve skutenosti soucasn¢ zméfit.

Zakladnim rysem nové teorie musi byt nekomutujici objekty — operatory. Misto
dynamickych proménnych z klasické mechaniky (soufadnice, hybnost, energie, moment
hybnosti,...) budeme pouZivat operatory (operator soufadnice, hybnosti...). Nekomutativnost
téchto operatorti bude vyjadfovat nekomutativnost aktu méteni dynamickych proménnych
v mikrosvété. Veli€iny namétfené piistrojem v mikrosvété jsou realna cCisla, nékdy spojita
(poloha ¢astice), nékdy diskrétni (napiiklad jednotlivé hladiny energie elektronu vazaného
v atomu). Jak ziskat z operatoru dynamické promeénné sadu redlnych cisel spojitého nebo
diskrétniho charakteru? Takovou sadou je pravé spektrum hermitovskych operatora.
Dynamickym proméennym budeme tedy prirazovat hermitovské operatory.

Kazdy operator piisobi na prvky néjakého Hilbertova prostoru #H. Musime se tedy ptat,
jaky vyznam bude v nasi teorii mit sdm Hilbertiv prostor a také prvky, na které operatory
pusobi. Pozdéji uvidime, ze ptili§ nezalezi na volbé Hilbertova prostoru. Podstatné jsou spise
vztahy mezi dynamickymi proménnymi, nyni operatory. Kvantovd mechanika zaloZena na
prostoru £? funkei integrovatelnych s kvadratem je znama Schrodingerova vinova mechanika
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vedouci na Schrédingerovu rovnici a vlnové funkce. Kvantova teorie zaloZena na prostoru /°
posloupnosti séitatelnych s kvadratem je Heisenbergova maticova mechanika. Ob¢ teorie se
na prvni pohled zdaji naprosto odlisné. Piesto vlastni Cisla operatorti v obou teoriich jsou
stejnad a ob¢ teorie tak davaji stejné predpovedi. Hilbertv prostor se vSemi svymi prvky
a s operatory, které na prvky ptsobi, koresponduje s vlastnostmi celého systému z klasické
mechaniky. Misto systému budeme proto v kvantové teorii hovorit o Hilbertové prostoru
daného systému (naptiklad Hilbertv prostor elektronu).

Zbyva rozlustit posledni hadanku — k ¢emu jsou prvky Hilbertova prostoru? Jiz v ivodu
jsme si fekli, Ze v mikrosvéte sam akt méteni ovlivni stav systému. Pfed méfenim je systém
v jiném stavu nez po méfeni. Akt méfeni dynamické promeénné zastupuje v kvantové teorii
hermitovsky operator této proménné. Pusobenim tohoto operatoru na prvek prostoru
dostavame jiny prvek tohoto prostoru. A to je ptesné to, co hledame. Prvky (vektory) prostoru
tedy predstavuji stav systéemu. Akt méfeni je plisobeni pfisluSného operatoru na stav (prvek
prostoru) a novy stav je prvek, ktery vznikl ptisobenim operatoru.

Vlastni ¢islo operatoru prezentuje naméfenou hodnotu a vypovida tak o stavu systému.
Vime uz, Ze nasobky kaZzdého vlastniho vektoru jsou opét vlastnim vektorem. V # tedy
existuje k danému vlastnimu ¢islu cely vlastni smér (paprsek). Stavu systému proto musi
odpovidat cely paprsek v %, nikoli jen jeden jediny vektor. Pfichazime tak ke tfem zakladnim
axiomiim kvantové teorie:

m systému prifadime Hilbertav prostor H systtm — H
m stavu systému pFifadime paprsek |y ) v H stav - |v)
m dynamické proménné prifadime hermitovsky operator A na 7 A - A

S linearitou budované teorie se poji velmi dilezity princip:

m Princip superpozice: Necht' |p)e H a |y >€ H reprezentuji dva rizné stavy systému.
Potom je kazdy vektor a; | @) + a,|w ) je také fyzikaln€ realizovatelny stav.

Bez tohoto pozadavku by nebylo mozné vybudovat linearni teorii.

Il. Méreni v kvantové teorii

Akt méfeni dynamické proménné A v n&jakém stavu znamena aplikaci operatoru A této
dynamické proménné na dany stav |y ). Operatorem A a stavem |y ) musi tedy byt zcela
jednozna¢né dano, co je a co neni mozné na systému naméfit. Odpovéd na tuto otazku
poskytuji tzv. interpretacni postulaty:

m Postulat A. M¢time-li dynamickou proménnou A4, mohu na systému naméfit jen
nékterou z vlastnich hodnot {a;} operatoru A této dynamické proménné: A|j)=a;|j ).

m Postulat B. Pozorovani dynamické proménné 4 na systému, ktery byl pfipraven ve
vlastnim stavu | j ) operatoru A, vede zcela jist¢ k naméteni vlastni hodnoty a;.

m Postulat C. Je-li systém piipraven v obecném stavu |y )e H , vede opakované méfeni
veli¢iny 4 k riznym vysledkiim a;. Stfedni hodnota téchto opakovanych méfeni bude

rovna(l//|A\l//).

Poznamky:

1) Opakovana méfeni si nemusime predstavovat tak, Zze bychom na stejném systému opakovali
neustale tatdZz méfeni. V praxi by to nebylo proveditelné. TéZzko mizeme na jednom jediném
elektronu zopakovat néjaké méreni. Musime mit pfipraveno velké mnozstvi systém0 ve stejném
stavu (napfiklad svazek elektron(l) a opakovat méfeni na rliznych elektronech (systémech).
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2) Vyraz pro stfedni hodnotu je nejjednodus$im moznym vyrazem sloZenym z operatoru A a stavu
|w ), ktery da jako vysledek realné &islo. Stfedni hodnotu byva zvykem oznacovat ( A ) nebo A .

3) Automaticky prfedpokladame, Ze stavové vektory jsou normovany k jedné. Neni-li stavovy vektor
normovan, musime vyraz pro stfedni hodnotu vydélit jesté kvadratem normy stavového vektoru:

_(vIAly)
(wly)

4) Vyraz pro stfedni hodnotu rozepsany v prostoru £3(®>) da:
*(x) A w(x) dx
AP v dx
[v" @y dx

5) Jsou-li véechny systémy pfipraveny ve vlastnim stavu | j ) operatoru A, da stfedni hodnota dana
postulatem C samozfejmé pfislusnou vlastni hodnotu podle postulatu B a vSechna méfeni daji
v tomto vyjimecném pfipadé stejny vysledek (pfes j se nescita):

(4)

_GilAL)Y _ 1Y _
GGliy LD

(4)

aj.

lll. Statisticka interpretace stavového vektoru
Rozvineme-li stavovy vektor do ortonormalni spoc¢etné baze |n) nebo nespocetné baze |x )

W)= InXnly)=Yp,ln), tesp.  w)=[lx)Xx|p)dv= [y x)dx,

nazyvame koeficienty rozvoje y,, respektive w(x), amplitudou pravdépodobnosti, Ze systém
nalezneme ve stavu |z ), respektive | x ). K tomu nas opraviiuje fakt, ze jde o projekce
stavového vektoru do patficného prvku baze. Z ortonormality baze a normovanosti stavu
k jedné okamzité plyne

Y v, =1, resp. [¥ wodr =1
a vyrazy

Wy =W, Wy, Tesp. w(x) =y (X)w(x)

proto chapeme jako pravdépodobnost realizace stavu |z ) resp. hustotu pravdépodobnosti
nalezeni systému ve stavu | x ). Pravdépodobnosti jsou automaticky normalizovany k jedné.

IV. Princip korespondence

Poslednim ze zdkladnich principti kvantové teorie je princip korespondence. Vymezuje, které
¢asti z teoretické mechaniky je mozné ptrevzit v kvantové teorii.

m Princip korespondence pro zakladni relace. Zakladni relace mezi dynamickymi
proménnymi v teoretické mechanice a pfislusnymi operatory v kvantové mechanice se
mohou li$it jen poradim operatora.

m Princip korespondence pro algebru Poissonovych zavorek. Struktura Poissonovych
zavorek v teoretické mechanice je identicka se strukturou komutétori v kvantové teorii:

A

A— A
=  {4,B}=C — [A,B] = kC.

0>

B —

o}

C —
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Prvni ¢ast principu korespondence plati pro jednoduché relace mezi dynamickymi promén-
nymi, které neobsahuji derivace. Napft. definice Hamiltonovy funkce v potencialnim poli V

2 2 2
Py + Dyt D;

H = +V(x,y,2)
2m
ptejde v definici Hamiltonova operatoru
. PI+P;+P’
H = 2—+ V(X,Y,2). (2.32)
m

Vyraz pro potencialni energii je typickou funkci operatoru, kterou jsme probirali v kapitole
o operatorech. Pro vyrazy typu 4 =xp nelze kvantovy analog jednozna¢né ur€it. Maze jim
byt bud’ A = XP, nebo A = PX. Operatory nekomutuji, a proto zaleZi na jejich potadi. Sprav-
na varianta z obou moznych musi byt vybrana na zéklad¢ experimentu. Stejné¢ tak miizeme
zriznych Lagrangeovych funkci téhoz systému obdrZet rizné kvantové teorie a spravnou
variantu je tfeba opét vybrat na zakladé experimentu.

Druha cast principu korespondence se tyka Poissonovych zavorek — vyrazi, které
v klasické mechanice obsahuji derivace dynamickych proménnych. Poissonovym zdvorkam
v kvantové teorii odpovidaji komutdtory dynamickych proménnych. Nelze vSak polozit
rovnost mezi komutacni relaci a Poissonovou zéavorkou. Diivody jsou hned dva:

1) rozmeérovy: Poissonova zavorka obsahuje derivace, které do vyrazi vnaseji fyzikalni
rozmér, komutatory nikoli = je tfeba pouzit rozmérovy pievodni koeficient k.

2) principialni: Dynamickym proménnym v kvantové teorii miizeme pfifazovat jen hermi-
tovské operatory (maji realnd vlastni Cisla, kterd interpretujeme jako naméfitelné hodno-
ty). Jsou-li operatory odpovidajici 4 a B hermitovské, musi byt operator odpovidajici C
také hermitovsky. To lze opét zajistit pomoci konstanty k.

Ur¢eme nyni podminku na konstantu £, ktera plyne z pozadavku hermitovosti operatort:

[A,B] = kC
AB-BA = xC /T
BfAT-A'Bf = x"c’ /0T=0
BA-AB = k'C
~[AB] = k"C.

Porovname-li pocate¢ny a koncovy vyraz, musi platit £* =—k. To ale spliuji jen ryze
imaginarni ¢isla. Pfevodni konstanta tedy musi mit tvar:

k=ih. (2.33)

Konstanta 7 je néjaké redlné ¢islo a je jedinou fundamentalni konstantou kvantové teorie.
Tato konstanta se bude vyskytovat ve vSech ptfedpovédich kvantové teorie (naptiklad
v energetickém spektru elektronu vazaného v atomech, ve vztazich pro zafeni absolutné
¢erného télesa, v Heisenbergovych relacich neur€itosti, atd.). Jeji hodnotu je mozné zmérit
experimentalné na zéklad¢ téchto predpovédi a je rovna:

n = 1.0545887x107 Js. (2.34)

Princip korespondence pro Poissonovy zdvorky mizeme struc¢né zapsat jako

{4,B} — ih [A,B]. (2.35)
1
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Tim jsme zakoncili pfehled zakladnich principii kvantové teorie. JelikoZz jde o zakladni
neodvoditelné principy, na kterych teorii stavime, bylo by mozné jen stroze vypsat axiomy,
postulaty a principy oznacené v této kapitole ¢tvereckem. Dopliujici texty se snazi jen
poukdzat na to, ze pravé tato volba zakladnich axioml je pfirozend a povede k cili.
O spravnosti zakladnich principli v8ak mohou rozhodnout jedin€ experimenty ovéiujici
vypovédi z téchto principi plynouci.

2.3.2 Kompatibilita méreni a Heisenbergovy relace

Rozhodnout o tom, zda se méfeni dvou dynamickych proménnych ovlivituji ¢i nikoli, je
jednoduché. Staci znat komutator operatorti téchto proménnych. Je-li tento komutéator nulovy,
je AB = BA a mé&feni se neovliviiuji. Zakladni komutatory pro soufadnice a hybnosti mizeme
odvodit z principu korespondence, ostatni uz pak z vlastnosti komutatorti. Pro Poissonovy
zavorky mezi soufadnicemi a hybnostmi plati (1.55):

{xk’xl}z{pkﬂpl}zoa {xk’pl}zé‘kl'
Tomu odpovidaji podle principu korespondence komutacni relace:
[X,, X,1=[P, P1=0,[X,, P]=in16,,. (2.36)

Z nich je zfejmé, Ze soucasné lze u objektu zméfit vSechny tii soufadnice nebo hybnosti. Také
se vzajemné neovlivni méfeni napiiklad soufadnice x a hybnosti p,. Jedina méreni, ktera se
vzdjemné ovliviiuji a u kterych zadlezi na poradi méreni (nenulovy komutator) je meéreni
zobecnéné souradnice a ji prislusné zobecnéné hybnosti.

Rovnice (2.36) jsou zakladnimi komuta¢nimi relacemi v kvantové teorii. Bylo by samo-

vvvvvv

v

hodnéjsi je odvozovat je ze zdkladnich relaci (2.36) a vlastnosti Lieovy algebry komutétora.
Tim se oprostime od klasické mechaniky a nemusime se k ni pfi kazdé komutac¢ni relaci vra-
cet. Kvantova mechanika zacina ,,zit vlastnim Zivotem®. To, co ptebrala z klasické mecha-
niky prostfednictvim principu korespondence, jsou jen relace (2.36). Odvod'me nyni komu-
taéni relaci mezi prvni a druhou komponentou momentu hybnosti:

[Ly.Ly]=[X,Ps — X3Py, XP, X Py ] =
=[X,P3. XsP, 1~ [X,Ps . X,Ps ]~ [X3Py, X3P, 1+ [ XsPy, X Ps ] =
=X, [P3. X3P ]+ [X5. X:P 1Py — X, [Py, X\Py]— [X, . X,P; Py -
— X5 [Py X3P, 1= [X3. X3P, 1Py + X; [Py, X Py ]+ [ X35, X,P; P, =
= X, X3 [Py, P 1+ X, [P5, X3 1P, + X5 [X,, P 1P + Xy, X3 PPy —
= XX, [Py, Py 1= X, [Py, X\ 1Py — X, [X,. Py 1Ps — [X,, X, IPsP; —
= X3X; [Py, P ] - X3 [Py, X3 1P, — X5 [ X5, P 1P, —[X5,X3]PP, +
+ XX, [Py, Py 1+ X5 [Py, X, IP; + X, [X5,P; 1P, +[X5, X, IP;P, =
=0—X,[X3,P;]P,+0+0-0-0-0-0-0-0-0-0+0+0+X,[X5,P;]P, +0=
=—inX, 1P, +ih X, 1P, =ih (X, P, — X, P,) =ihL;
Je jasné, Ze postup je velmi zdlouhavy, ale pfimocary. Hledanou komutaéni relaci
postupné ,,rozméliiujeme* podle pravidel Lieovy algebry az na elementdrni relace mezi
soufadnicemi a hybnostmi. Prakticky vSechny symbolicky orientované programy C¢i

programovaci jazyky bez problémi tuto tlohu feSi za nds a obsahuji baliky pro vypocet
komutacnich relaci.
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Analogickym postupem miZzeme nalézt komutani relace pro ostatni komponenty
momentu hybnosti. Neni to ale nutné, staci je ziskat cyklickou zdménou soutadnicovych os.
Kompletni komuta¢ni relace pro moment hybnosti potom jsou:

[I:lal:Z]:th:3 ’
[I:Z,I:3]:th:1 )
[|:3 ,I:l]:ihl:z

(2.37)

Vysledkem je, Ze soucasné neni mozné zméfit zaddné dvé komponenty momentu hybnosti.
Me¢ieni kazdé komponenty ovlivni méfeni kterékoli jiné komponenty. Zaved’'me operator
kvadratu velikosti momentu hybnosti

L2=L7+L3 +L3 (2.38)

Stejnym postupem jako diive dopocteme komutaéni relace kvadratu momentu s jednotlivymi
komponentami. Tentokrate pii ,,rozméliiovani komutacni relace postaci dostat se jen
k relacim (2.37) pro moment hybnosti. Jejich vysledek uz zname. Po vypoctu dostaneme:

L2.L,1=0 , k=123 (2.39)
Neni tedy mozné soucasné zméfit dvé rizné komponenty momentu hybnosti. Vzdy je ale
mozné zméfit kvadrat velikosti momentu hybnosti a jednu z jeho libovolnych komponent,
zpravidla se pouziva tieti komponenta. Ze zatim provedenych tivah je zifejmé, ze soucasné
miZzeme méfit dynamické proménné {x, y, z} nebo {p, py, p-} nebo {L* Ls}. V kapitole 2.5
uvidime, ze v piipadé sféricky symetrického potencialu je s posledni mnozinou kompatibilni
jesté energie. Jde o zékladni ti Giplné mnozZiny pozorovatelnych (UMP) pro nerelativistickou
castici.

Nalezli jsme tedy jednoduchy postup, pomoci kterého zjistime, které veli€iny lze soucasné
méfit a které ne. Postaci nalézt komutator odpovidajicich operator. Tento postup nam ale
umozni odpovéd’ typu ano/me. V piipadé, ze dynamické proménné spolu soucasné¢ méfit
nelze, se musime ptat, jak moc narusi akt méfeni jedné proménné akt méteni proménné druhé.
Na tuto otazku odpovidaji Heisenbergovy relace neurcitosti, které si nyni odvodime.

Predtim si uved’'me ptehled zakladnich statistickych pojmil a jejich operatorovych analogii
v kvantové teorii:

statistika kvantova teorie
a sttedni hodnota | @=(y|A|y) stfedni hodnota
Aa=a-a odchylka AA=A-2a1 operator odchylky
Aa=0 VZ'[ahpI‘OE (l//|A/:\|W>=0 VztahproA_a
(wIAA? y) = :
(Aa)’ = - variance ={y]| A’ [y ) — VZtah pro (Aa)
. 5 (variance)
~(y|Aly)
stiedni . sttedni
Aa,, = (Aa)’ =+/a® —a* |kvadratickd Aay, = (w|A A2 |y ) | kvadratickd
odchylka odchylka
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Zkuste si dokdzat oba dva statistické vztahy v klasické statistice 1 v kvantové teorii. V obou
ptipadech staci jen dosadit z ptisluSnych definic.

Nyni jiz mizeme pfistoupit k odvozeni relaci neurcitosti. Pfedpokladejme, Ze méame dvé
nekompatibilni proménné:
4B - AB; [A,B]=C.

Naleznéme stifedni kvadratické chyby méieni:

n R *1) n n A “
(Aay, )’ (M) =(w [ (AR)? |y X w | (AB)? |y) = ( ARy | AAy X ABy | ABy ) =

N N (*2) n n aA (
=||AAy||*-||ABy||* > [(AAy |ABy ) |* =|(y | AAAB|y ) |* =

(*4)

:|<1//\%(AAA§+A§AA) N %(AAAI%—AI%AA)W)F >

(*3)

1 7.8 a.a 1 R
2|<v/|5(AAAB—ABAA>|w>|2= 5<z//|[AA,AB]|w>|2 =

1 Ao 1 A
= ISWIABIW) I = |XyICly) [
Po odmocnéni dostadvame kone¢ny tvar Heisenbergovych relaci:

1 ~
Aay, Aby, 2 5|<I//IC|1//>|- (2.40)

* Poznamky k odvozeni:
(1) vyuziti hermitovosti operatord;
(2) Schwartzovo lemma (2.7);
(3) rozdéleni na symetrickou (S) a antisymetrickou (D) ¢ast;
(4) symetricka Cast S je realna (je souctem dvou navzajem komplexné sdruzenych €isel),
antisymetricka ¢ast D je naopak ryze imaginarni (je rozdilem dvou navzajem komplexné

sdruzenych ¢isel) a tvofi dohromady komplexni Eislo, pro které plati
|S+D] = Ix+iyl = (x+y*)"* 2 |y = |DI.

(5) jednotkovy operator v definici AA komutuje s imkoli.
Zname-li vysledek komutacni relace operatort ptislusicich dvéma dynamickym proménnym,
miiZzeme z Heisenbergovych relaci ur€it miru ovlivnéni jednoho méteni druhym. Toto vza-
jemné ovlivnéni vysledkli méteni zavisi na stavu, ve kterém je systém pfipraven. Jen jsou-li
ob¢ dynamické proménné ve vztahu zobecnéna souradnice — zobecnénd hybnost, nezavisi
vzajemné ovlivnéni na stavu systému:

[X,P]=in1 = AxAp25|<w|1|w>|=5|<w|1//>|=5-

To je nejzndmé;jsi tvar relaci neurcitosti
AxAp 2 g : (2.41)

Jde o prvni konkrétni méfitelny vysledek zndmi budované teorie, ktery obsahuje jedinou
konstantu teorie — Planckovu konstantu.

Poznamka: Operatory kinetické a potencialni energie zpravidla vzajemné nekomutuji. To ma za
nasledek, Zze neni souCasné pfesné zjistitelna kineticka i potencialni energie a Castice se mulze
(na rozdil od klasickeé fyziky) ,pfehoupnout® pfes potencialovou bariéru (tzv. tunelovy jev).
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2.3.3 Vlastni stavy energie, Schréodingerova rovnice

V minulé kapitole jsme se naucili rozhodnout, které dynamické proménné 1ze spolecné méftit
a které ne. Pomoci Heisenbergovych relaci neurcitosti jsme schopni i kvalitativné postihnout
miru naruseni jednoho méfeni méfenim druhym. Nyni se budeme vénovat druhé zakladni
uloze kvantové mechaniky: Nalézt spektrum operatoru energie — hodnoty energie, které je
mozné na systému naméfit. Ulohu miizeme zformulovat napiiklad takto:

Hin)=E,|n), (2.42)
. P2 2 PX+P24P2 . .
H=—+7X) = —2 = +7(X,Y,2), (2.43)
2m 2m

Budeme hledat vlastni hodnoty operatoru energie (Hamiltonova operatoru) ze vztahu (2.42).
Tato rovnice pro vlastni hodnoty Hamiltonova operatoru se nazyva Schrodingerova rovnice.
Operator energie (Hamiltonliv operator) je dan vztahem (2.43). Zékladni operatory, ze
kterych je slozen Hamiltoniiv operator, podléhaji komutacnim relacim (2.36), resp. (2.44).
Nezélezi pfili§ na tom, jaky Hilbertv prostor zvolime. V piisti kapitole uvidime feSeni
harmonického oscilatoru v rtiznych prostorech #, vzdy dostaneme stejné spektrum Hamilto-
nova operatoru. Na daném prostoru je nejpodstatnéjsi zvolit Hermitovy operatory zobecné-
nych soufadnic a hybnosti tak, aby spliiovaly komutac¢ni relace(2.44).

Ukazme si nyni piepis Schrédingerovy rovnice v prostoru £5(®) funkei integrovatelnych
s kvadratem na celém prostoru ®”. Nejjednodussim operatorem na tomto prostoru je operator
nasobeni soufadnici. Tento operator ztotoZnime s operatorem soufadnice:
X=x ; ?zy ; Z=z . (2.45)
Nyni zbyva nalézt hermitovské operatory pro hybnost tak, aby spliiovaly komutacni relace
(2.44). V prikladu 6 jsme si ukazali, Ze operator derivace a operator nasobeni soufadnici
spliuji v jedné dimenzi komutacni relaci

[D,X]=1, neboli [X,D]=-1.
Je zieymé, Ze operator P=—ind/dx spliuje relaci [)A(,Is] =inlav jedné dimenzi plni tlohu
operatoru hybnosti. Sdm operator derivace neni hermitovsky, ale operator derivace vynaso-
beny ryze imaginarni konstantou jiz hermitovsky je (viz piiklad 8). Aby ve tfech dimenzich

operator hybnosti spliioval komutacni relace (2.44) a platila volba (2.45) pro operétor
soufadnice, musi operator hybnosti mit tvar

Bo=—ind: B =—ind; P =-inl, neboli (2.46)
0x Y 0y 0z

P=—inV. (2.47)

Schrédingerova rovnice (2.42) s operatorem energie (2.43), volbou prostoru #= £X(R’)
a operatory (2.45) a (2.46) vede potom na slavnou Schrédingerovu rovnici v x reprezentaci:

2
{_h_“ V(x):l Vu(x) = E,v,(x). (2:48)
2m

Reseni této rovnice pro konkrétni potencial V poskytne spektrum operatoru energie {E,}
jakoZzto mnozinu moznych méfitelnych hodnot energie.
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Poznamka 1: ReSeni rovnice (2.48) Ize nalézt pro kazdou hodnotu energie. Ne vzdy je vSak toto
feSeni z prostoru [,2((1{3). Je proto vzdy tfeba vybrat z moznych feSeni jen ta, ktera jsou integrovatelna
s kvadratem, tj. donekonec¢na ubyvaji dostatecné rychle, aby zajistila integrovatelnost.

Poznamka 2: Existuje jednoduchy zpusob, jak odhadnout typ spektra pro dany potencial. MUze-li se
v klasické mechanice €astice vzdalit do nekonecna, je spektrum operatoru energie spojité. Nemuze-li
se ani v jednom sméru vzdalit do nekonec¢na je spektrum operatoru energie diskrétni.

X

Pfipomenme, Ze v klasické mechanice se ¢astice mlize pohybovat tam, kde je jeji celkova energie
Vvétsi nez potencialni. To plyne ze vztahu E = mv*/2 + V(x). Jde vlastné o podminku nezapornosti
kinetické energie. V nakreslené situaci je pro £ < V) spektrum energie diskrétni, pro £ > V) spojité.

Pfiklad 15:
11|V 2 |V 3 |V 4 |V
Vo 1o "
— — Yo —
I X X I X I X
5/v Vo 6|V 7|y 8|y
r
r r r

1D potencialy; xe (—oo,+o0)

1. Symetricka pravouhla jama. Diskrétni spektrum pro E <V, spojit€ pro E>V,. Pro
nekonecnou jamu (V, =<0 ) je spektrum jen diskrétni.

2. Bariéra. Spojité spektrum.

3. Nesymetrickad pravouhla jama. Diskrétni spektrum pro E < Vy, spojité pro E > V5.

4. Harmonicky oscilator. Diskrétni spektrum.

3D potencialy; » >0

5. Sféricka jama. Diskrétni spektrum pro E <V, spojité pro £ > V5. V podobném potencialu
se pohybuje napiiklad neutron v atomovém jadie.

6. Coulombova bariéra (sféricka jama kombinovana s Coulombovym odpuzovanim).
Diskrétni spektrum pro E <V, spojité pro E > V. Nenulova pravdépodobnost pruniku
bariérou, tunelovy jev (operator kinetické a potencialni energie nekomutuje). V podob-
ném potencialu se pohybuje proton nebo « ¢astice v atomovém jadre.
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7. Coulombiiv pritazlivy potencial. Diskrétni spektrum pro E <0, spojité pro E>0.
V podobném potencidlu se pohybuje elektron v atomarnim obalu. Stavy se zapornou
energii jsou vazané stavy, stavy s kladnou energii jsou volné (elektron neni vazan
k atomovému jadru).

8. Sféricky harmonicky oscilator. Diskrétni stavy energie. Systém je pii vychyleni do
kteréhokoli sméru vracen do po&atku podle predpisu V(r) = 1/2 k.

Celd kapitola 2.4 bude vénovana feSeni Schrodingerovy rovnice pro vlastni hodnoty
operatoru energie na prikladu harmonického oscilatoru. Harmonicky oscilator je velice
dilezitym systémem. Jedna se o parabolické piiblizeni k jakékoli potencialni energii
s minimem a mnoho systéml lze povaZovat za harmonicky oscilator alesponn v prvnim
pfiblizeni. Nakonec 1 samo elektromagnetické pole je soustavou fotonii — elementarnich
harmonickych oscilator. Mohli jsme jisté¢ zvolit piiklad jednodussi — pravouhlou jamu ¢i
bariéru. V téchto prikladech je potencidlni energie po ¢astech konstantni a feSeni Schrodin-
gerovy rovnice je viceméné trividlni. Jen je tfeba jednotlivé ¢asti feSeni v mistech zmény
pfedpisu potencialni energie spravné navazat. Tyto elementdrni tlohy jsou feSeny v kazdé
uvodni ucebnici zékladniho kursu fyziky a zvidavy ¢tendr si je tam jisté najde.

ooooo°°°°°°°°°°°°°°°°°°oooo
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2.4 HARMONICKY OSCILATOR

Na ptikladu harmonického oscilatoru si ukazeme typické feSeni ulohy pro vlastni hodnoty
operatoru energie. NasSe lloha je

Hin>=E, |n),
52
TR e (2.49)
2m 2

[X,ﬂ:ih%.

Jde o problém vlastnich hodnot Hamiltonova operatoru s konkrétnim pribéhem potencialni
energie a zadanymi zakladnimi komuta¢nimi relacemi mezi operatorem polohy a hybnosti.

V kapitole 2.4.1 tlohu vyteSime v rdmci klasické Schrodingerovy vlnové mechaniky. Za
Hilbertiv prostor zvolime prostor £*(®), volba operatori (2.45) a (2.46) povede na
diferencialni rovnici (2.48) vjedné dimenzi. ReSeni této rovnice se provadi rozvojem do
nekoneénych fad, které je tieba ,,ofiznout* tak, aby feSeni bylo zprostoru £*(R), tj.
integrovatelné s kvadratem. Odsud ziskdme spektrum operatoru energie.

V kapitole 2.4.2 si ukaZzeme feSeni ulohy (2.49) bez volby reprezentace. Nebudeme viibec
volit konkrétni podobu Hilbertova prostoru. Reseni nalezneme jen z formulace tlohy (2.49).
Uvidime tak, Ze konkrétni volba Hilbertova prostoru neni podstatna. Pfi tomto pfistupu si
zavedeme kreacni a anihilaéni operatory, které svym pilisobenim posouvaji energetické
hladiny o jednu vyse ¢i nize. Tyto operatory jsou v kvantové teorii velmi uzitecné, a proto se
s nimi seznamime jiz nyni u jednoduchého piikladu harmonickych oscilaci.

V kapitole 2.4.3 si ukadZeme feseni Glohy (2.49) na prostoru /* nekoneénych posloupnosti
sCitatelnych s kvadratem (tzv. Heisenbergova maticovd mechanika). Operatory zde budou
nekonecné matice. Mozna se vam zda obtiznd uloha najit vlastni ¢isla nekonecnych matic.
Problém ale neni tak slozity. Jestlize za vektory baze zvolime vlastni vektory ptisluSného
operatoru, bude matice odpovidajici tomuto operatoru diagonalni. Vlastni ¢isla diagonalnich
matic se hledaji snadno ... . Jsou to pravé prvky na diagonale.

Tfemi riznymi zptisoby tak uvidite feseni jednoho a téhoz problému. V kvantové teorii jde
totiz o vnitini strukturu teorie, nikoli o konkrétni reprezentaci, ve které vypocet provadime.

2.4.1 Reseni pomoci vinové mechaniky (Schrédinger)

Hamiltonova funkce jednodimenziondlniho harmonického oscilatoru je dana souctem
kinetické a potencidlni energie (1.44)

2
|
H(x,p)=L— + —ma*x*. (2.50)
2m 2

Hamiltontiv operator je v prostoru £*(—ee, +eo) potom dan jednoduchou relaci

A=-m 4 L (2.51)

2 2
[_h_d_ N lmeXZJ w(x) = Ep(x). (2.52)
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Jde o obyc¢ejnou linearni diferencialni rovnici druhého fadu s nelinedrnim koeficientem u nul-
té derivace. Standardni tvar této rovnice (s jednotkovym koeficientem u nejvyssi derivace) je:

2 2 2
C(lix"’z’+£2;l’12E—mh§’ xZ]W:O. (2.53)

Rovnici budeme fesit ve ¢tyfech krocich:

1. substituce ve vnitini (nezavislé¢) proménné

V nezavislé proménné budeme volit takovou substituci, ktera ,,zbezrozmérni“ rovnici.
Ptesuiime koeficienty tak, aby byly symetrické u proménné x

2
dy moo, 2E, (2.54)
mo 4.2 h ho
h
a proved’'me substituci
&= no X, (2.55)
h
po které Schrodingerova rovnice ziska bezrozmérny tvar
dy ., 2FE
— + Ay =0, ME)=—. 2.56
e Sy+iy (E) D (2.56)

2. substituce ve vnéjsi (zavislé) proménné

V zavislé proménné budeme volit takovou substituci, které zohledni chovani vinové funkce
pro & — Foo. Pro velka & miizeme zanedbat posledni ¢len v rovnici (2.56) a piiblizné plati
&’y Lt

d&? '
(feSeni stac¢i dosadit do pivodni rovnice a zanedbat ¢leny s niz§imi mocninami §). Kladné
z nalezenych feseni evidentnd neni z prostoru £*, integral z kvadratu pies cely prostor by byl

nekoneény. Vlnova funkce se tedy pro velka & musi chovat jako exp[—&*/2]. To nas piivadi
k substituci pro zavislou proménnou

w(E)=e (), (2.57)

po jejimz provedeni dostaneme rovnici
u" =2&u" + (A-1u =0. (2.58)

Derivace se automaticky rozumi podle nové proménné &. V principu by z matematického
hlediska bylo v potadku fici ,,v rovnici (2.53) provedeme substituce (2.55) a (2.57), vysledna
rovnice je (2.58)“. V bodech 1 a 2 jsme si jen ukézali, jaké pohnutky nas k témto substitucim
vedou, protoze postup je obdobny i u jinych pribéht potencialu.

ot = Py =0 = vy

3. rozvoj reSeni do mocninné rady
Reseni rovnice (2.58) budeme hledat ve tvaru mocninné fady

u)=3 ¢ &
k=0
Snadno nalezneme prvni a druhou derivaci

(@)=Y ke & w(E)= D k(k—1)¢, 72
k=0

k=0
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Vyrazy pro u a jeji derivace dosadime do rovnice (2.58):
S k(k=1c, EF7 =D 2k EF+ (-1 D ¢ & = 0.
k=0 k=0 k=0
Jednotlivé ¢leny upravime tak, aby mocniny & byly stejné (v prvnim ¢lenu polozime k2 = [):
S U+DI+2) e & =D 20 E+(A-D D ¢ & = 0.
1=0 /=0

[==2

Prvni dva ¢leny prvniho souctu jsou nulové, a proto miZeme spodni hranici posunout na
[=0:

S [+ + )¢y, — @U+1-2)g ] =o0.
=0

Ma-li byt polynomialni vyraz identicky nulovy pro kazdou hodnotu &, musi byt nulové
vSechny koeficienty, tj. vyrazy v hranaté zavorce. Ziskavdme tak rekurentni relaci pro
koeficienty ¢; nasi fady:

21+1-1) c
(+1)(+2) "

Budeme-li znat koeficienty ¢y a c¢;, budeme znat celé feSeni, protoze zrekurentni relace
muzeme spocitat

Crap = (2.59)

C, = CyyCysCos -
¢ = Cy,C5,Cqy .

Koeficienty ¢y a ¢ tak hraji roli dvou integracnich konstant feSeni diferencidlni rovnice (2.58)
druhého fadu. Suda cast fady se pocita z ¢y a licha z ¢.

4. oFiznuti Fady

Nalezené fefeni je ve tvaru nekoneéné mocninné fady. Resi sice ptivodni rovnici, ale neni
z prostoru £. Aby bylo feseni z £* (integrovatelné s kvadratem), musi byt fada kone¢na, tedy
polynomialni. Prakticky to znamena, Ze koeficienty fady musi byt od urcitého /= n nulové.
V rekurentni relaci (2.59) bude ¢itatel pro toto / = n nulovy a veskeré odvozené koeficienty ¢,
s [ > n nulové. Vidime, Ze nebude mozné takto ,,ofiznout* soucasn¢ sudé i liché ¢leny tady.
Proto jsou mozné jen suda (co # 0, c; = 0) nebo jen licha feSeni (co =0, c¢; # 0) predstavujici
sudy nebo lichy polynom stupné n. Podminka ofiznuti (nulovost Ccitatele) v (2.59) je
2n +1— A =0 a plyne z ni po vyjadieni A spektrum energie harmonického oscilatoru:

E,=(n+1/2) ho. (2.60)

Poznamky:
~ \ V /

1) Nezapominejte, Ze energie E (vlastni hodnota operatoru H) E, -- 9hw/2

je po celou dobu vypocltu schovana v bezrozmérné kons-

tanté (vlastnim ¢islu) 4. E - Tho/2

3
i 3 fedeni 5 E\ /---- S5hw/2
2) Sama Schrddingerova rovnice ma feseni pro kazdou hod- 2 ¥ / i

notu energie. Tato FeSeni ale nejsou integrovatelna s dru- E N———rt—t- 3hw/2
hou mocninou, az vybér integrovatelnych funkci (ofiznuti fa- 1

dy) vede k diskrétnimu spektru operatoru energie (jen pro Ey ——~>"-- hw/2
nékteré vybrané hodnoty energie ubyva feSeni v + dosta- X

te€né rychle, aby bylo integrovatelné s kvadratem). Tato
situace je typicka pro spojité pribéhy potencialni energie s minimem.

3) Zakladni hladina energie £y = /iw/2 je nenulova! Ani pfi nulové absolutni teploté neni harmonicky
oscilator v klidu a vykonava tzv. nulové kmity (napfiklad oscilace krystalové mfize). PFi absolutni
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4)

Spektrum operatoru energie je ekvidistantni, rozdil dvou libovolnych sousednich energetickych
hladin je AE=FE, —E, =h: To je pravé znamy Planckiv vztah z po¢atku stoleti. Energie
jakychkoli kmit se nemUGze ménit spojité, ale po skocich (energetickych kvantech)

AE = ho. (2.61)

Zde se také nachazi jedna z prvnich mozZnosti experimentalniho uréeni Planckovy konstanty
méfenim energetickych kvant (napfiklad pfi fotoelektrickém jevu: vyrazeni elektrond z povrchu
kovu kvanty energie elektromagnetického zafeni — fotony). Zatim byla Planckova konstanta
jedinym neuréenym parametrem zakladnich postulat( kvantové teorie.

Polynomialni FeSeni pro funkci u se nazyvaji Hermitovy polynomy a oznaéujeme je H,(&). Pro
dané n nejprve uréime bezrozmérné vlastni &islo 4,

L 2B, 20+ he
" hw hao

=2n+1

a zrekurentni formule (2.59) uréime pomoci ¢y nebo c¢; (podle toho zda jde o sudy &i lichy
polynom) ostatni koeficienty rozvoje. Pro ¢y # 0, ¢ = 0 nebo ¢y = 0, ¢4 # 0 se nalezené polynomy
nazyvaji Hermitovy. Prvnich nékolik Hermitovych polynomu vychazi:

Hy(&)=cy, Hy(&)=c (E-2/3&7),
Hy(&)=¢ ¢, Hy(&)=cy(1-4E2 +4/3E),
Hy(&)=cy(1-2&%),  Hs(E)=c|(E-4/3E° +4/1587)...

Koeficienty ¢y a ¢; jsme volili rovny jedné. Stupen polynomu n udava sou€asné pocet nulovych
bodl polynomu (pocet priseciku s osou &).
Hermitovy polynomy se prakticky snadno pocitaji nenormované z rekurentni formule

H,1(§)=26H,(5)—2nH,_1(S).
Pro prvni polynomy vychazi:

Hy(§)=1, Hy(&) =85 -12¢,
Hy($)=2¢, Hy(£)=16E% - 48 &% +12,
Hy(&)=482 -2,  Hs(&)=328 —160&° +120&...
Normovaci koeficienty vinové funkce H,(€) exp[-£2/2]) jsou dany vztahem
1

a, =———.

Celkoveé feseni spektralniho problému je

E, = (’”%jhw ny =y, O=a,H, e ;n=012.. (262

Vlastni funkce W, (&) tvofi pfirozeny Gplny ortonormalni systém na prostoru [?(—o0, +00), ktery pro
& — +o ,dosti rychle® ubyva k nule.

Hustota pravdé&podobnosti, ze ¢astice kmitajici s energii E,, (osciléltor ve stavu |n)) se nachazi
v poloze x (resp. bezrozmérné poloze &), je dana vyrazem w, = ,, . Pro nékolik prvnich stavt je
vykreslena na obrazku. Pravdépodobnost ma oscilujici charakter a existuje mala nenulova prav-
dépodobnost vyskytu oscilatoru i za klasickymi body obratu. Tento obraz nastava pro systémy
s nizkou teplotou a je zcela odliSny od klasického FeSeni. Pro velké energie (vysoka n) by se méla
kfivka blizit klasické pravdépodobnosti vyskytu oscilatoru (1.49). Vidime vSak, Ze oscilace jsou
sice velmi husté, ale existuje znacné mnozstvi bodl, ve kterych je kvantova pravdépodobnost
nulova. Nic takového v8ak u makroskopickych systém( neméfime. Pro¢? To je dano rozliSovaci
schopnosti makroskopickych pfistroji. Zadny pfistroj nebude méfit polohu s takovou piesnosti,
aby registroval jednotliva minima pravdépodobnosti u vysokych energetickych stavu. Pfistroj ve
skutecnosti uréuje polohu s kone¢nou presnosti, do které se vejde fada minim a registruje jen
stfedni hodnotu hustoty pravdépodobnosti. A tou je pravé klasicka kfivka.
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Welas Welas

I
I
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2.4.2 Reseni bez volby reprezentace (Dirac)

Ulohu (2.49) budeme nyni fesit obecnd. Hamiltontiv operator nejprve piepiseme do bezroz-
mérného tvaru:

. )
A(XP) = %ma)ZX2+P— H _mog 1

N P2, (2.63)
2m ho  2h 2mhw

Ptevedeni do bezrozmérného tvaru naprosto neni nutné, veskeré dalsi ivahy by bylo mozné
provadét i s rozmérovym hamiltonianem a vSechny nasledujici vztahy by se liSily o konstantu
hw , kterou jsme hamiltonian vydélili. Dlivodem je to, Ze vztahy ziskané z bezrozmérného
hamiltonianu jsou pon¢kud nazornéjsi. Pro komutujici ¢isla je mozné soucet kvadratt ,,odmo-
cnit“ pomoci vztahu a* +b* = (a +ib)(a—ib). U nekomutujicich objektll neni situace tak
jednoducha. Zaved'me operatory:

a= "% +i |—L_p. al= 22x - i L p. (2.64)
2 2mh@ 2 2mhw

Oba tyto operatory jsou pro kvantovou teorii velmi dilezité. Nazyvaji se anihila¢ni a kreacni
operatory (smysl tohoto ndzvu uvidime za chvili). Krea¢ni a anihila¢ni operatory, jako jedny
zmala v kvantové teorii, nejsou hermitovské a neplisobi tedy v obou cCastech skalarniho
soucinu stejné. Plati pro n€ nékteré dilezité relace, naptiklad:

. H O
1 ala=———,
@ how 2
(2) aat-H 1

ha 2

o /] At A
3 X= |—a'+a],
®) Zma)( )

g (2.65)

5 . | w ~t 4

4 P=i 5 (a a),

(5) _Fl,é} - _hoa,
T

6) |H.a }: +hoat,

7) _é,éq -1

Diikaz vSech relaci je trivialni. Staci jen dosadit z definice kreacnich a anihila¢nich operatort
a', a (2.64) a vyuzit zékladni komutaéni relace [X,P]1=i71. Relace (1) a (2) jsou zobec-
nénim relace a® +b> = (a +ib)(a —ib) pro nekomutujici objekty a predstavuji formalni
odmocnéni hamiltonidnu. Kreacni a anihila¢ni operatory jsou linedrni kombinaci operatoru
soufadnice a operdtoru hybnosti. Proto je mozné naopak operator soufadnice a hybnosti
vyjadrit jako linearni kombinaci kreacnich a anihilacnich operatorti — viz relace (3) a (4).
Zname-li krea¢ni a anihila¢ni operator, mizeme zrelaci (1) az (4) zpétn¢ zrekonstruovat
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hamiltonidn, operator soufadnice a operator hybnosti. Komuta¢ni relace (5) az (7) vyjadiuji
zakladni vlastnosti kreacnich a anihila¢nich operatort: Uvidime, ze relace (5) znamend, ze
anihilaéni operator posouva stavy systému o energetickou hladinu Zw doli a relace (6)
znamena, ze kreaCni operator posouva stav o energetickou hladinu Zw vzhiru. Relace (7) je
potom vzajemnou relaci mezi anihilaénim a krea¢nim operatorem.

V nésledujici vété dokdzeme, ze operator af je kreanim operatorem, tj. posouvéa ener-
getické stavy o jednotku vzhtru (kreuje, vytvari energetické kvantum).
Véta:

Necht H{n)=E, |n).Potom &' |n)~|n+1).

Duikaz:
. © . ) ) o )
Ha' |n) =@ H+nwa")|n)=@"E, + hwa")|n)=(E, + hw)a'|n)
U
Ha'|n)=(E, + hw)a' |n)
U

al|n)y~|n+1).

Zcela analogicky miizeme z relace (5) ukazat, Ze pro anihilaéni operétor plati @|n)~|n—1).
Zavedeme-li normovaci konstanty (pozadujeme, aby vSechny stavy byly normovany k jedné,
tj. ortonormalni bazi z vlastnich vektori operatoru energie), miizeme posouvani v energetic-
kém spektru provadéné krea¢nim a anihilacnim operatorem jednoduse zapsat jako
at|n)y=al |n+1),
i (2.66)
ajn)y=a,|n-1).

Normovaci konstanty a uré¢ime pozd€ji. Nyni naSe usili zaméfime na nalezeni spektra
Hamiltonova operatoru pro harmonicky oscilator.

Hamiltoniv operator je souctem kvadrati dvou Hermitovych operatorii a je proto
pozitivné¢ definitni, tj. jeho vlastni Cisla jsou nezdpornd. Kreacni a anihilacni operatory
posouvaji ve spektru energie o konstantni hodnotu (energetick¢é kvantum). Musi tedy
stav a oznacujeme ho | ZS ). Zaplsobime-li na zékladni stav anihilacnim operatorem, musime
dostat nulovy vektor | 0 ), jehoz velikost je nulova a netvoii paprsek v Hilbertoveé prostoru,
tedy nejde o realny fyzikalni stav (neni jiz co anihilovat, jsme v zédkladnim stavu s nejnizsi
moznou energii). Pro zékladni stav tedy plati:

H|ZS)=FE,|ZS); a|ZS)=|0).

Naleznéme kvadrat velikosti posledni relace (skaldrni soucin prvku se sebou samym):

A ~

o (2.65.1) H 1
(zs|ata|zsy=0 — (ZS|——-—=1Z8)=0 =
ho 2
1 " 1 - E, 1
—(ZS|H|ZS)- —(ZS|1|Z8)=0 = =0 __(z8|28)=0 =

hiw 2 hw 2
E_1_y o E, _ho

hw 2 2

Zname-li hodnotu zdkladniho energetického stavu, mizeme dalSi hodnoty energii ziskat
plsobenim krea¢niho operatoru, ten posouva v energii o konstantu 7@, je tedy jasné, Ze
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En=E0+nha):(n+%jha); n=0,1,2,...

Spektrum harmonického oscilatoru jsme ziskali jen z vlastnosti Hamiltonova operatoru, resp.
jen z formulace ulohy (2.49). Nikde jsme nevolili konkrétni reprezentaci, konkrétni Hilbertiiv
prostor. Krea¢ni a anihilani operatory, se kterymi jsme se zde poprvé setkali, maji znacny
vyznam v kvantové teorii pole, kde pomoci podobnych operatorti kreujeme a anihilujeme
jednotlivé castice pritomné v systému. Zde u harmonického oscildtoru jen kreujeme Cci
anihilujeme energetické kvantum a tim se dostdvame o jednu hladinu vyse nebo nize. Aby
nase odvozeni bylo uplné, ur¢ime na zavér normovaci konstanty ve vyrazu (2.66). Vytvoime
nejprve kvadrat normy obou relaci:

A A 2
a'|n) = af|n+1) <n|aa’f|n>=‘a; (n+ln+1) (26512
. _ = 5 =
a\n) =0{n|n—1> <n|éié|n> 2‘0(; <I’l—1|}’l—1>
H 1 412 E, 1 NE
4 = — + —(nln)=|o n+l|ln+1
(nlo +(n) ‘an (n+1|n+1) (hw > [Cnlm) \ P (n+1|n+1)
~ = E i 5 .
H 1 12 ; _
- - — —_ _ 2 — —Nnln) =\ n—1ln-1
<n|ha) 2|n> ‘an (n-1|n-1) (ha) 2}( |n) ‘ Al < | )

Z pozadavku normovanosti vlastnich vektorti operatoru energie k jedné mame:

2
‘a; — ﬂ+l = M+l :n+1
ho 2 hao 2
‘a‘z—(ﬂ ~ lj_((n+1/2)ha) ~ lj_n
& ho 2 hw 2

Fazovy faktor pfi odmocinovani komplexniho ¢isla neni podstatny (jednotkovou velikost
vektoru neovlivni). Vysledné plisobeni kreacniho a anihila¢niho operatoru (2.66) i s normo-
vaci konstantou tedy je:

a'|n) = Jn+l|n+1y, (2.67)
alny = Jn|n-1).

Tento vysledek si miizete snadno zapamatovat: Pod odmocninou je vzdy potadové ¢islo vys-

vvvvv

A

N=ala. (2.68)

Zapusobme s timto operatorem na n-ty energeticky stav:

(2.67)

Nin)=afajn) = Jna'|n-1y=\nn|n)=n|n).

Vlastnim ¢islem tohoto operatoru je pocet kvant pfitomnych v daném energetickém stavu.
V kvantové teorii pole ma tento operator vyznam operatoru poctu castic.
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2.4.3 Reseni pomoci maticové mechaniky (Heisenberg)

Resme nyni jesté jednou ulohu (2.49) o harmonickém oscilatoru na prostoru nekoneénych
posloupnosti /% séitatelnych s kvadratem. Na prostoru n-tic jsou operatory matice nxn. Na
prostoru nekonecnych posloupnosti (n — o) budou operatory nekone¢né rozmérné matice.
Ukol tedy je: najit nekoneéné rozmémé matice X, P, H, které vyhovuji tuloze (2.49). Tyto
matice nemusime hledat ,na zelené louce®“. Stim co vime o kreacnich a anihila¢nich
operatorech je snadno zkonstruujeme. Tyto matice najdeme v energetické reprezentaci, to
znamena, ze uréime maticové elementy odpovidajicich operatorti v bazi vytvorené z vlastnich
vektord Hamiltonova operatoru. VSechny tfi operatory umime zkonstruovat pomoci krea¢nich
a anihilacnich operatorti podle relace (2.65). A piisobeni kreacnich a anihilacnich operatort
na zvolenou bazi také zname — viz relace (2.67). Konstrukce elementli pfislusnych matic je
tedy viceméné trivialni zalezitosti:

.65 [p N (2.67)
Xkl:<k|x|l> = %<k|(a +a)|l> =
ZFL(Vl+1<k|l+1>+ﬁ<k|1—1>):
2ma
- " (”l+1§kl+l+\ﬁ5kl—1)a k,[=0,1,2...
\/2ma) . ,

R (2.65) (2.67)
Py =(k|P|l) = i/@m(é’f—é)u) =
=i /mz“’ (VI+ Tk [1+1) =T (k[ 1-1))=

=i‘/@(\/l+lﬁk’l+l—\/?5,(’]_1), k’l:0,1,2...

- (2.65) | (2.67)
Hi =(kIH|l) = hw<k|(a'a+§]|z> = ..

...=(;+%jhw Sy,  kiI=012...

NapiSme si tyto matice:

0 1 0 o0 -
Voo V2 o
h
X=|—1 0 V2 0 3 ,
2m @
0 0 3 0
0 -1 0 0
Nil 0 —\2 0
. [mhw
lem O\/E 0_\/§ D)

0 0 3 0
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h_a) 0 0
2
0 Ry 10) 0
H = i 5h
0 0 na
2

Ovéite si, ze skuteéné [X, P] =i a H=P?*2m + mw”X* /2 podle pozadavku Glohy (2.49). Ze
znalosti matic X a P jsme jiz mohli Hamiltonovu matici ur€it pfimo z této relace. Posledni co
zbyva je nalézt vlastni Cisla matice H. Tato iloha je mimofadné jednoducha. U diagonalni
matice jsou vlastni Cisla pravé prvky na diagondle. Pokud tento fakt nevite, vypocet je
jednoduchy:

Hy)=Ely) = MH-1E)|y)=0 = det(H-1E)=0 =

e S R

En:(n+%jha) s n=0,12,...

pet tedy mame vztah (2.60) pro spektrum harmonického oscilatoru.

ooooo°°°°°°°°°°°°°°°°°°oooo
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2.5 SFERICKY SYMETRICKY POTENCIAL

Sféricky symetrickym (centralnim) nazyvame potencial, ktery | I/

zavisi jen na vzdalenosti od urcitého centralniho bodu. Pro )
popis pohybu téles v sféricky symetrickém potencialu je velmi
vyhodny sféricky soufadnicovy systém. Mezi nejznamé;jsi
sférické potencidly patii sféricky harmonicky oscilator,
sférickd jama a Coulombiv potencidl. Sféricky oscilator si
muzete predstavit jako télisko v pocatku soufadnic, od kterého r
vedou pruziny na vSechny strany. Kdykoli ho vychylime, bude
pusobit vratnd sila smérem do centra. Prib¢h potencidlni
energie je kvadraticky. Sférickd jama pfiblizné odpovida (3)
potencialu, ktery pocituje neutron zachyceny v atomovém
jadie. Jaderné sily na hranici jamy (»=a) jsou znacné
(v idealizaci (2.69) dokonce nekonecné) a v jinych oblastech velmi slabé. Coulombiv
potencial se uplatni napiiklad ve vodikovém atomu, kdy osamoceny elektron podléha
pusobeni jediného protonu v atomovém jadie. Nezapominejte, ze r € (0, o). Prubéhy téchto
znamych potencidll jsou:

) V(r) = %krz,
0 r<a
(2) Vir) = {V g’ (2.69)
0 [
3) V(r) = 9 1l__a
drey r r

V klasické mechanice bude popsan systém Lagrangeovou funkci, zobecnénymi hybnostmi
a energii a Hamiltonovou funkci ve sférickém soufadnicovém systému takto:

L =lm1>2+ lmrzsinzé’ (/‘)2 + lmrztéz— V(r),
2 2 2
p, = mr,
Py = mr? sin20¢,
pg = mr’é, (2.70)
1 ) 1 2 .2 ) 1 2 42
E=—mr" + —mr°sin“0 ¢~ + —mr=60° + V(r),
2 2 2
2 2 2 2 2
H=2r 4 p92+ f(”z + V() =L 4 L2+V(r).
2m 2mr 2mr~sin” @ 2m 2mr

Jiz v klasické mechanice jsme si ukdzali, Ze zobecnéné hybnosti odpovidajici uhlovym
proménnym jsou komponenty momentu hybnosti. Druha ¢ast Hamiltonovy funkce odpovida
rotacnim stupnim volnosti a lze ji zapsat pomoci vektoru momentu hybnosti L. vzhledem
k ose z, od které je odvozen sféricky soufadnicovy systém.

Z predchoziho jiz vime, ze jednotlivé komponenty momentu hybnosti nejsou soucasné
meéfitelné a nekomutuji spolu (2.37). Soucasné ale mizeme métit kvadrat momentu hybnosti
(2.38) a libovolnou zjeho komponent (2.39). U sféricky symetrického problému budeme
preferovat teti osu a tieti komponentu. Osa z ma preferované postaveni pii budovani
sférického soufadnicového systému, ve skutecnosti je vSak lhostejné, kterou z komponent
momentu hybnosti zvolime do UpIlné mnoziny pozorovatelnych. Je-li v systému ptitomno
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vngj$i magnetické pole, volime zpravidla soufadnicovy systém tak, aby tfeti osa mifila ve
sméru tohoto pole, osa z je potom soucasné smérem vnéjSiho magnetického pole.

Je-li systém sféricky symetricky, potom s operatory [*al; jeste komutuje Hamiltontv
operator H. To je vidét jiz z klasického rozpisu (2.70). Vime totiz, Ze zobecnéné soufadnice
nekomutuji jeding se svymi zobecnénymi hybnostmi. V komutatoru [L% H] mohou tedy byt
jediné nenulové &leny s uhlovou &asti hamiltonianu, tou je ale pravé nasobek L. Operator
sam se sebou komutuje, takze vysledek miize byt jeding nulovy. Podobné komutator [L3, H]
miZe mit jediné nenulové &asti s uhlovou &sti hamiltonianu, tj. ~ [Ls, L*]. Tento komutétor
je ale opét nulovy podle(2.39).

Nalezli jsme tak trojici nezavislych komutujicich operatora, kterd tvoii uplnou mnozinu
pozorovatelnych u nerelativistického sféricky symetrického problému (v relativistické tloze
k témto proménnym jesté pribude spin):

[2,L,] = [L2,H] = [L;,H] = 0. 2.71)

U soustavy nezavislych vzajemné komutujicich operatorti je mozné hledat spolecné vlastni
vektory ke vSem operatorim. U sféricky symetrického problému budeme tedy fesSit soustavu
tfi rovnic pro vlastni vektory

|:||v,l,m>=Ev|v,l,m>,
L |v,0,m)=A,|v,l,m), (2.72)
Ly v,omy=p,|v,l,m).

Index v Cisluje energetické stavy, index / stavy kvadratu momentu hybnosti a index m stavy
projekce momentu hybnosti do libovolné osy (zvolili jsme tfeti). Vlastni Cisla jsme oznacili
E, A, u. Tuto soustavu je tieba fesit sou¢asné. Co by se stalo, kdybychom naptiklad fesili jen
rovnici pro energii? Nalezena vlastni ¢isla £, by samoziejmé byla v poradku, ale ke kazdému
vlastnimu ¢islu (kazdé hodnoté energie) by existovalo vice nezédvislych vlastnich vektori (ve
Tomuto typu spektra tikdme degenerované spektrum. Znamend to jen to, Ze k danému
vlastnimu ¢islu existuje vice vlastnich vektort. Odlisili bychom je od sebe az pomoci dalSich
operatort, které komutuji s operatorem, jehoz spektrum pravé hledame.

V nasledujicich dvou kapitolach se budeme zabyvat momentem hybnosti, tedy druhou
a tieti rovnici v (2.72). Re$eni pro moment hybnosti je stejné pro viechny pribéhy potenci-
alni energie. V kapitole 2.5.1 nalezneme feSeni bez pouziti konkrétni reprezentace a v kapito-
le 2.5.2 naznacime, jak by se pfi feSeni postupovalo v x reprezentaci. Prvni rovnici v (2.72) se
budeme zabyvat v kapitole 2.5.3. Redeni pro energii (energetické spektrum) jiz samoziejmé
zavisi na pruab&hu potencialni energie a je jiné naptiklad pro vodik a jiné pro sféricky osci-
lator. Navic feSeni pro energii zavisi na ¢islech / a m. To je logické: moment hybnosti souvisi
s rotanimi stavy systému a ty k energii pfispivaji. Vidime to konec koncii i v hamiltonianu
(2.70), kde je prave rotacni ¢ast energie vyjadiena pies kvadrat momentu hybnosti.

2.5.1 Moment hybnosti
Zakladnimi komuta¢nimi relacemi pro moment hybnosti jsou vztahy (2.37) a (2.39):

[L,,L,]=inl; + cyklické zameny,
[L2,L,]=0.

Zaved’'me nyni tzv. posuvné operatory

|
H+

I

|

H

|
)

(2.73)
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Tyto operatory budou mit podobny vyznam jako krea¢ni a anihilani operatory u energie
harmonického oscilatoru. Budou nés totiz posouvat ve spektru momentu hybnosti. NapiSme
prehledné jejich dulezité vlastnosti (vSechny lze snadno odvodit z definice posuvnych
operatort a z komutac¢nich relaci momentu hybnosti):

o L :l( L+L ),

2
@ L=o(L-L)
3 L =L,

4 L L =0C-0C +naL,,
(2.74)
65) LL =C-01 -nL,,

6 [L L }=2h£3,
M | L.L |

(8) _I:Z,Li]:o.

Zname-li posuvné operatory, muzeme zrelaci (1), (2) a (6) zrekonstruovat cely moment
hybnosti. Ulohu, kterou budeme nyni fesit, 1ze zformulovat takto:

2| du) = Al du),
Ly | Au) = plAp).

Dokazme nejprve, Ze posuvné operatory posouvaji vlastni vektory ve tfeti komponenté
momentu hybnosti o Planckovu konstantu:

Lemma 1: Lol Au)y ~ |[Au+h).

Dikaz: Oznaéme |y >= Li | A, 1) . Aplikujme operatory |:3 a L? na tento vektor:

R A 2.747) . . R R
Lyly)=L;L |Au) = (LikyxaLl )| Au)=(uxh)Li|Au)y=uxth)|ly),

R A (2.748) . . R
L y)=LL,|Au) = L[ Au)=AL,|Au)=2ly).

Vidime, Ze posuvné operatory L. posouvaji ve spektru operatoru L; o konstantu +4. Ve
spektru operatoru L? ned&laji posuvné operatory nic. L. tedy méni jen hodnotu projekce
momentu hybnosti do zvolen¢ osy.

Lemma 2: Pfi daném 4 je spektrum operatoru |:3 omezené, tj. existuje MUmin @ Umax-
Dukaz: V relacich

| Auy=24 |4 u),

(G+0)IAu) =( C-B) |4 u)=A-uD)du)
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jsou operatory na levych stranach pozitivng definitni. Proto musi platit >0, A —x*>0.
Ziejms tedy musi byt x> <1 A 1>0, aproto pe <—Vi, +VA > a existuje fmin @ Umax.

Nyni jiz spektrum momentu hybnosti odvodime standardnim zpisobem. Podobné jako
u harmonického oscilatoru zaptisobime posuvnym operatorem na prvni (resp. posledni stav).
Vysledek pisobeni musi byt nulovy, protoze dalsi stav jiz neexistuje:

I:+|ﬂuumax>=0 A I:—|/1numin>=0'
vytvoime kvadrat normy téchto vektort:
<l>;umax||:—|:+|ﬂ”:umax>:0 A </?":umin||:+|:—|)“uumin>:0'
Souciny operatori vyjadiime z (2.74.4) a (2.74.5).
<ﬂnumax||:2_|:23_hﬁ3|lnumax>:0 A <lnumin“12_|:23+h|:3’ﬂnumin>:0'

Po zapiisobeni operatorii mame:

(ﬂ—ﬂﬁmx _:urnaxh) || ﬂ"lurnax ||2 =0 A (ﬂ’_:uélin +zuminh) || ﬂ":urnin ||2 =0.

vynulovanim koeficientti u obou relaci dostavame:

A= /ur%lax + zumaxh A A= IllI%liIl - luminh >
neboli
A= Himax (:umax + h) AN A= Hiin (:umin - h) . (*)

Posuvné operatory posouvaji ve spektru tieti komponenty momentu hybnosti o Planckovu
konstantu, proto musi také soucasné platit:

M= Minins Hmin 7 Miin 20, fgin +37, s gy =1y fiay -

zaved'me bezrozmérné ¢islo m = y/# . Potom

+Lm . +2.m . +3, ...,m. .. —1,m

M = Myin > Mmin min min +» Pmax > M'max -

Lemma 3: Oznaime-li mpax = [, potom je mimin = — /.
Dukaz: Z relaci (*) snadno zjistime, ze

(A+)=m_, (m . —-) = mi —-m . —l(+)=0 =

_lefivagry 1z [1+]

M min ) min 9 {—l

Prvni feseni je ve sporu s predpokladem, druhé dokazuje uvedené tvrzeni.

Cislo m mtze nabyvat celkem 2/+1 hodnot z mnoziny me {—1,—/+1,-1+2,...,/-1,1}.

Pocet hodnot 2/+1 musi byt nezdporné celé Cislo, a proto samo ¢islo / miize nabyvat jen
polociselnych hodnot

1 5
le{0,~,1,-,2,>,...}.
e{’ > =9 5’25 }

N
N W

Vlastni &islo A= g1, (U + 1) =187 +h) =R 1([1+1).
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Zavér: Vysledky celého odvozeni miizeme zformulovat takto:

. 1 . 3_5

L2 ,m)= I(+DR*|L,m), 1€{0,—,1,22,=, . . .};
|m>()\m>e{222}

Ly[l,m)y= mh|l,m), me{—1,—1+1,—1+2,.... - 1,1}; (2.75)

L, |Lm)y~ |Lm*l1).
Poznamky k feseni: (velmi dulezité, ¢téte pozornéji nez samo fesenill!)

1) Cislo [ &isluje velikost momentu hybnosti a nazyva se vedlejsi kvantové &islo (hlavni kvantové
&islo &isluje energii). Cislo m &isluje projekci momentu hybnosti do libovolné osy. Vzhledem
k tomu, Ze nabita rotujici Castice ma nenulovy magneticky moment, a toto &islo bylo poprvé
zavedeno pro elektron v atomarnim obalu vodiku, nazyva se magnetické kvantové ¢islo.

2) Mozné hodnoty velikosti momentu hybnosti a jeho projekce do tfeti osy jsou:

IL|=I(+D) h, 1=0,1,23,..;

(2.76)
Ly=mh, m= —[,—1+1,...,1.

3) Polociseliné hodnoty, které jsme odvodili pro &islo /, jsou skute¢né také mozné. Realizuji se
u spinu, jehoz operator ma stejnou komutacni strukturu jako moment hybnosti. V Schrédin-
gerovské X reprezentaci (nasledujici kapitola) tyto hodnoty nedostaneme. Volba reprezentace

zde znamena ztratu ¢asti feSeni. To, Zze pologiselné hodnoty / jsou jiz soucasti komutaénich relaci
(2.37) bylo objeveno az relativné pozdé (v roce 1968 Kaufmannem) postupem podobnym nasemu
odvozeni.

4) Zvysledku (2.76), respektive (2.75) plyne skuteény vyznam Planckovy konstanty. Jedna se
o elementarni kvantum momentu hybnosti. Pfi méfeni momentu hybnosti budeme vzdy méfit
projekci momentu do urcité osy, dané méficim zafizenim. Tato L
projekce je vzdy nasobkem Planckovy konstanty.

z

2h

5) Vidime, Ze stavy s konkrétnim vedlejsim kvantovym &islem [ jsou
degenerovany — existuje vice vlastnich vektora |/, m), které
pfislusi stejnému kvantovému &islu /. Tyto vektory se od sebe lisi B
kvantovym &islem m a jejich pocet je 2[+1 (tzv. stuperi degene-
race, ktery oznaCujeme #).

6) Historicky byly oznaCovany kvantové stavy velikosti momentu
hybnosti elektronu v obalu atomu vodiku pismeny s, p, d, f podle 0
nasledujici tabulky:

[=0 s stav m=0 #=1 "
[=1 p stav m=-1,0,1 #=3
[=2 d stav m=-2,-1,0,1,2 #=5

I=3  fstav m=-3,-2,-1,0,1,23 #=7 -2k

7) Vztah pro velikost kvadratu momentu hybnosti Ize dostat také jako
aritmeticky primér véech moznych hodnot. Napfiklad pro / =2 jsou mozné hodnoty projekci Ly,

L, nebo L. rovny —2h1, -1, 0, A, 27. Primérna hodnota kvadratu je proto dana vztahem
2 2 2 2 2 2, 32 2 2 2
(y=(L)+(L2)+(L})=3(L})=3 @4 +i* +0+n* +4n?)[5= 67",
Velikost |L| = \J6 71 presné podle vztahu (2.76).

8) Neni obtizné napogitat maticové elementy (l,m'|£k|l,m> operatoru momentu hybnosti ve
vlastni reprezentaci pomoci posuvnych operatord podobné jako u harmonického oscilatoru
v kapitole (2.4.3). Pro /=0 muze byt mi m’ jen 0 a proto jde o jediny prvek. Tato matice ptisobi
na skalarni veliiny, hovofime o skaldrni reprezentaci. Pro [ = 1/2 miize nabyvat m i m’ hodnot
—1/2 a +1/2. Jde o matice 2x2 pusobici na usporadané dvojice, které nazyvame spinory. Jedna
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9)

se o tzv. spinorovou reprezentaci. Pro [ =1 mlze nabyvat m i m’ hodnot —1, 0 a +1. Jde
o matice 3x3 pusobici na usporadané trojice, které nazyvame vektory. Jedna se o tzv. vektorovou
reprezentaci. VS§imnéte si, Ze matice L; jsou diagonalni s vlastnimi €isly na diagonale.

Spinorova reprezentace (I = 1/2)
0 +1 0 —i
L 2 S oL SNt L, _h
2\+1 O 2{+1 O 2

Vektorova reprezentace (/= 1)

[+1 Oj
. 2.77)

010 0 -i 0 +1 0 0
L,=a|1 0 1|; Ly=h|i 0 —i|; Ly=h| 0 0 0|  (2.78)
010 0 i 0 00 -1

Matice pro / = 1/2 se nazyvaji Pauliho matice (bez nasobicich koeficienta).

Znamé tvrzeni Bohrova modelu, Ze na obvod drahy elektronu v atomarnim obalu musi pfipadnout
celistvy nasobek vinovych délek, je mozné s pomoci vztahu (2.3) pfepsat takto:

27h
mv,,

nA=2rr, = n =27r, =  mv,r, =nh

a nejde tedy o nic jiného nez o kvantovani projekce momentu hybnosti.

2.5.2 Reseni v x reprezentaci, kulové funkce

V x reprezentaci budeme problém sférického potencialu fesit ve sférickych soutradnicich (jsou
nejbliz§i symetrii potencialni energie). Je tieba fesit soustavu rovnic (2.72), ktera bude mit
nyni tvar:

Hy(r,0,.0)=E,w(r,4,0),
L2y (r,0,6) =4, w(r,9,6), (2.79)
|:3l//(l”,¢, 0) =Hp l//(l",¢, 0) .

Operatory zapsané ve sférickych soutadnicich maji tvar:

2 "2 2 2
PR - TN Aoy + V(1)
2m 21 2m 2mr?
> = - 1A, .
|:3 = - 1hi;
Ig
N A 1 N [2 (2.80)
A, = Li,ﬂij
r2 or or
2
Agy, = '1 i(sin@i] + ! 8_
sin@ 060 26 sin 0 9 ¢*
Kinetickd energie v Hamiltonové operatoru vede v Schrodingerové rovnici na ¢len
n’ n i’ 1
——A=———(A +A +A, )=—| A, +—=A :
2m 2m( Y Z) Zm( T2 WJ
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V kartézskych soutadnicich se Laplacetiv operator $tépi na soucet druhych derivaci podle
jednotlivych os, tomu odpovida rozklad kinetické energie na slozky T, 7, a .. Ve sférickych
soufadnicich se Laplaceiv operator déli na radialni a uhlovou c¢ast, tomu odpovida rozklad
kinetické energie na radialni a thlovou ¢ast. Pravé thlova cast kinetické energie je rotacni
energie spojend s momentem hybnosti a proto kvadratu momentu hybnosti odpovida uhlova
¢ast Laplaceova operatoru.

Hledané feseni y(r, ¢, ) samoziejme zavisi na kvantovych ¢islech v, [, m. ReSeni budeme
hledat v separovaném tvaru

y(r,g,0)= f(r)g(@)h(d). (2.81)

Nejdiive feSme posledni z rovnic (2.79):

—ih%f(r)g((ﬂ)h(é’)=ﬂmf(r)g((ﬂ)h(9) -

.. d .
—inS=py,e = g(¢)=ceXp{1ﬂ—¢]
do h

Nalezen¢ feSeni musi byt periodické v thlu ¢:
g(0)=g2nr) =  w,=mh; m=0, £1, £2, ...

V x reprezentaci jsme opét odvodili kvantovani projekce momentu hybnosti. Projekce
momentu hybnosti miize nabyvat jen celistvych ndsobkli Planckovy konstanty. Polo¢iselna
feSeni nelze v x reprezentaci nalézt. Prechodem ke konkrétni reprezentaci pfichdzime o Cast
feSeni. Hledané feSeni ma nyni tvar:

w(r, ,0)= f(r) ﬁei’"f" nO); m=0,%1,%2, ... (2.82)

Konstantu ¢ jsme zvolili tak, aby nalezené feSeni bylo normovano k jedné. Jako dalsi krok
dosadime toto feSeni do druhé rovnice (2.79) a budeme ji fesit

2 . .
_h2|: 1 i(smeij + %988_2:| elm¢ h(@) — /1[ elm(ﬂ h(@) N
Sin (D

y) 2
,1 i(sin(ﬁ?%j T IO A
sin@ d6 de n*  sin’ @
Vysledkem je obycejnd diferencidlni rovnice pro funkci 4(6), ktera se teSi standardnimi
matematickymi postupy presahujicimi rdmec tohoto sylabu. Vysledkem jsou polynomidlni

funkce v cos 0 a sin 0, které se nazyvaji ptidruzené Legendreovy polynomy P;,(cos 6) a jsou
definované vztahem

Pro m = 0 se tyto polynomy nazyvaji Legendreovy polynomy. Ptislu§né vlastni Cislo je

x>=1'; 1=0,1,2,...; |m|<l; m=0,%1,...  (2.83)

B()=

A= 1 +1)H? (2.84)
Celé tihlova ¢ast feSeni se nazyva kulova funkce a oznacuje se
1 .
Y, (9,0) = —¢""? P, (cos@). (2.85
Celkové feseni druhych dvou rovnic soustavy (2.79) tedy je
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y(r,0,0)=f(r) Y, (9,0) = \/— f(r) ™ B, (cos6);

A= 10+D)R*; 1=0,1,2,... (2.86).
M, =mh; m=0, £1, ..; |m|<!

Odvozené kvantovani momentu hybnosti je az na absenci poloc¢iselnych hodnot shodné se
vztahy odvozenymi jinou cestou v ptedchozi kapitole. Pro radialni funkci f{r) lze feSeni ziskat
z prvni rovnice (2.79). Toto feSeni zavisi na tvaru potencidlni energie. Pro nékteré zakladni
tvary potencidlni energie bude feSeni diskutovano v pfisti kapitole. Na zavér uved’'me
ptiklady nékterych kulovych funkei:

Yoo=#§ Y0 = /% cos@; Y, =- /Si e'?sing; v, = '/8i e % sin6;
T T T ’ T
Y20=—‘/% (1-3cos? ); Yzlz—,/g e'? cos@sind ;

2.5.3 Jednoduché systémy: oscilator, vodik, jama

Nyni zbyva fesit prvni z rovnic (2.79) — rovnici pro energii. Tato rovnice nam poskytne
energetické spektrum a radialni ¢ast celého feSeni (7, ¢, ). Jak energetické spektrum, tak
radidlni ¢ast mohou zaviset na kvantovych cislech / a m z ptedchoziho feSeni a budou zavislé
na konkrétnim tvaru potencialni energie V(7).

V posledni rovnici (2.79) zname pisobeni rotacni ¢asti kinetické energie Hamiltonova
operatoru na celkovou vinovou funkci. To je dano plsobenim kvadratu momentu hybnosti
podle druhé z rovnic (2.79). Zname jiz i vlastni ¢islo A; podle vztahu (2.84). Po zapisobeni
rotacni ¢asti zkratime uhlové ¢asti g(¢) a #(0) na obou strandch rovnice a ziskame rovnici pro
radialni ¢ast fesent:

n* 1 d g h 1(1+1)
=2 S P v ) | ()= E £ ) (2.87)

2m 2 dr dr 2mr?

Povsimnéte si, ze v rovnici vystupuje vedlejsi kvantové Cislo / a energetické spektrum proto
nezavisi jen na radialnim ¢isle v, které ¢isluje energii, ale 1 na vedlej$Sim kvantovém Ccisle /.
Reseni rovnice (2.87) se provadi standardnimi metodami (rozvoj do fady, hledani asymptotic-
kého chovani, ofiznuti nekone¢né fady). Uvedeme vysledky vypoctl pro potencidlni energii
sférického harmonického oscildtoru, prostorové jamy a Coulombtiv potencial (2.69).

Harmonicky oscilator

Pro potencidlni energii harmonického oscilatoru vychazi energetické spektrum
1
V=2 mw*r? = E,; =Qv+I+3/2) ho=n+3/2)ho. (2.88)

Nejmensi mozna hodnota energie (nulové kmity) je 3/2 hw . Radialni kvantové &islo v Eisluje
potadi radialnich stavii a zpravidla také pocet prusecikt radialniho feSeni s osou x. VétSinou
se zavadi tzv. hlavni kvantové Cislo n, které skute¢né Cisluje stavy energie:

n=2v+l; n=0,1,2,... , I=0,1...n. (2.89)

Spektrum oscilatoru je degenerované (ke kazdé hodnoté energie pfislusi vice stavil, kazdé n
1ze slozit z vice kombinaci v a /). Snadno ur¢ime stupent degenerace, uvédomime-li si, ze ke
kazdému vedlejsimu kvantovému ¢islu existuje 2/ + 1 hodnot magnetickych ¢isel m:
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n/2 n/2
=3 2+1= 3 2n-2v) +1= Zzn—4v+1=w2(”+2). (2.90)
l v=0 v=0

Radu (2.90) jsme secetli jako aritmetickou fadu. Kazda energeticka slupka n obsahuje
(n+ 1)(n +2)/2 stavi.

Coulombicky potencial

Pro Coulombickou potencialni energii vychazi energetické spektrum

vey =221 _ 7 PO . rm (2.91)

= —L = - — — .
Amey 1 v T Rl 20

Hlavni kvantové Cislo n Cislujici stavy energie jsme zavedli vztahem
n=v+I[+1; n=12,... , [=0,1...n-1. (2.92)

Stupeni degenerace bude

n—1 n—1
#,=>20+41= D> 2(n-v-)+1= Y 2n-2v—1=n>. (2.93)
[ v=0 v=0

Jde-li o atom vodiku, mze mit kazdy elektron jesté dva spinové stupné volnosti m,==%1/2
a celkovy polet stavii v jedné energetické slupce je proto 2n’. Tyto stavy se lisi hodnotou
kvantovych cisel [, m, m.

Kvantova jama

Stéricka konecnd kvantova jama s potencidlem

0 r<a
V(r) = (2.94)
Vo rza

nema analytické feSeni. Problém lze fesit jen numericky nebo graficky.

ooooo°°°°°°°°°°°°°°°°°°oooo
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2.6 CASOVY VYVOJ

Prozatim jsme se v kvantové teorii zabyvali stacionarnimi stavy, tj. stavy systému, které se
v Case nevyviji. Skute¢né kvantové stavy jsou linedrnimi kombinacemi stacionarnich stavi
(prvki baze) a koeficienty téchto kombinaci se méni s ¢asem. Piechod stavu z jednoho Casu
do ¢asu pozdéjsiho provadi tzv. evolucni operator (operator casového vyvoje).

2.6.1 Evoluéni operator
Evolu¢ni operator prevadi znamy stav Case # na stav, do kterého se vyvine v Case ¢:

() =0(t,5) 1 y(t)) - (2.95)

Evolu¢ni operator musi spliiovat nékteré podminky a pozadavky:
1) poéateéni podminka: vyvoj z pocatecniho ¢asu do pocatecniho ¢asu neméni stav

U (t9.10) =1 .

2) semigrupova podminka: vyvoj ze stavu #; do #, dopadne stejné, je-li proveden naraz nebo
pfes mezicas f:

Hh—t = Hh—ot—t

W) =0@n)lv@) e [w(6)=00.0 0@nly@))
Porovnanim obou postupti ziskdme semigrupovou podminku
U (2.0 0(t.01) =0 (12.11) -
3) unitarita: asovy vyvoj nemeéni normovani stavu:
(W (o) [w(tg)) =y |y @),
(Wolwo)=(wy10'0]yy),
Uf0=1.
4) inverze: inverzni evolu¢ni operator ma obracené potadi argumentli. Odvodime ze semigru-
pové podminky:
U0 =U1) O(zo,z);% -
U0 = U(nzg) .
5) spojitost: samovolny vyvoj stavu (bez aktu méteni), ktery popisuje evolucni operator, musi
byt spojity:
(@l O 1) | wtg)) je spojité pro Viy a V[g)e s .

Nyni odvodime zékladni rovnici pro evolucni operator. Vyjdeme z definice stfedni hodnoty
dynamické proménné (viz tabulka v kapitole 2.3.2) a tuto stfedni hodnotu budeme derivovat
podle Casu:

da_d, & d dut ;o s dU
4a_9 viAlwy =2 UTAU - — AU+UTA— .
5 g VAl =Wl Vo) =(yol— 5 Vo)
Jinou moznosti je pfimo zavést operator casové derivace dynamické proménné vztahem
da A A A A
5 = VIAW) =y [UAU ).

Porovnanim obou postuptl ziskame rovnici
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=U'AU, (*)

ve které za Casovou derivaci operatoru dynamické proménné dosadime casovy vyvoj
dynamické proménné zapsany v Poissonovych zéavorkdch (1.53) pievedeny do kvantové
podoby pomoci principu korespondence (2.35):

A={4HY = A:%[A,H]. (2.96)

Ziskame tak rovnici, ze které se budeme snazit ziskat rovnici pro evolu¢ni operator:

f J . o
du AU oiady_ UT_L[A,H}U —
dt if
du = A0+ U‘fAdU RS (U‘AHU UTHAU) (%)
dt dt in

Ve viech nasledujicich Gpravach vyuzivame unitaritu UUT = U'U = 1. Z rovnice (**) je ticba
vylougit operator U a jeho derivaci podle &asu, kterou ziskame derivovanim definice
unitarity podle ¢asu a nasobenim vysledku operatorem U’ zprava:
A il
uiu=1 = ﬂu uf =— U _
dt dr
dU' Lotdy du
dr dt

uf = =

dof __4rd0
A dr

Ui

Vysledek dosadime do rovnice (**) a vynasobime ji operatorem U zleva a U’ zprava:

_U‘rQUTAUJFOTAﬁ—i(ﬂTAFIO—OTFIAO) =
dt dt 1nh
~Horaraor-L(An-pA) =
t t %
{A,ﬂﬂ‘f}:i[i\,ﬂ] .
t 1
Ygr-Ly S
t 1
in_fo @97)
dr

Pravé odvozena rovnice se nazyva rovnice casoveho vyvoje. Zaptisobime-li touto operatoro-
vou rovnici na poc¢ate¢ni stav [ ), provede evolu¢ni operator vyvoj stavu do Casu ¢ a ziskana

rovnice pro [Y(?) ) se nazyva casova Schrodingerova rovnice:

h% = Alw (@) . (2.98)
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2.6.2 Casova Schrodingerova rovnice

Reseni ¢asového vyvoje lze najit relativn snadno, neni-li Hamiltontv operator explicitni
funkci Casu, tj. zavisi jen na operatorech zobecnénych soufadnic a hybnosti. V takovém
ptipad¢ je vyhodné volit v Hilbertové prostoru popisovaného systému bdzi generovanou
vlastnimi vektory Hamiltonova operatoru (2.42):

Hin)=E,|n); (m|n)=6,,; Y |n)Xn|=1.
n
Do téchto vektorti rozvineme hledany stav, koeficienty rozvoje budou funkcemi ¢asu:

lw(0))=> a,(n)|n) .

Reseni v tomto tvaru dosadime do ¢asové Schrodingerovy rovnice a ziskdme linearni rovnici
pro koeficienty a,(?).

da,
dt

inY =0y =Y 4, (0)] )

d
ihz ;ltn””: zan(f)En|”>; / {m| zleva

d
ih%: a,(t)E,, ;
- iEm (t—ty)
a,t)=c,e " "
Reseni ¢asového vyvoje tedy je:
iEn (t—to)

p@©)=Yc,e n) . (2.99)

Ponckud elegantné€jsi feSeni je nalézt piimo evolu¢ni operator jako superpozici projektort
generovanych Hamiltonovym operatorem pomoci véty o spektralnim rozvoji. ReSeni rovnice
pro evolucni operator lze formalné zapsat jako

a0 LRt L E, (1)

inSS A0 = Oy = e = Uty = e [n)(n] .

Nyni zaptisobime nalezenym evolu¢nim operatorem na pocatecni stav | o >:

iEn (1=t

- )
|l w(@)=Y e |n ) n|y,)

a ziskame tak okamzité feSeni casové Schrodingerovy rovnice:

1
-7En (t_tO)

()= D c e n);
Wo)= D cln); (2.100)

c, = <nly,>.
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Priklad 16:

Naleznéte vyvoj pravdépodobnosti systému, jehoZ pocateéni stav je zadan jako redlnd linearni
kombinace dvou redlnych vlastnich funkci Hamiltonova operatoru. Naptiklad mutze jit o dva
stavy harmonického oscilatoru nebo kvantové jadmy ¢i o dvoustavovy systém. Pozadavek
redlnosti vlastnich funkci a koeficientt je jen z divodu jednoduchosti vypoctu.

Reseni: Poc¢ate¢ni stav je kombinaci dvou vlastnich stavi 1 a 2 Hamiltonova operatoru
Yo (x) = (x) + 5 (%),
¢asovy vyvoj je
i g
yt,x)=cie " yi(x)+cye oy (x)
a vysledna hustota pravdépodobnosti pro realné vlastni funkce vychazi

(E “EVt - (E—E)¢
w(t,x) =W W = () +(c,) +0102'//1l//2[ +e h ]

Celkova pravdépodobnost je souctem pravdépodobnosti, ze se systém nachazi ve stavu 1, ve
stavu 2 a interferencniho ¢lenu, ktery je pro kvantové procesy typicky. Vysledek lze
jednoduse zapsat takto:

w(t,x) = wy(x) + wy (x) + f(x)cos(wt); w=AE/h.

Frekvence ¢asovych oscilaci pravdépodobnosti odpovida Planckovu kvantovani AE = /iw.

2.6.3 Oscilace neutrin

Neutrina (elektronové, mionové a tauonové) jsou ve skutecnosti linearni kombinaci vlastnich
stavii hmoty

Vo )=V Vi), kde a=e,u,7 a k=1,2,3.

Index a popisuje generace neutrin a index k vlastni hmotnostni stavy. Transformacni matice
je unitarni a poprvé ji zavedli Ziro Maki, Masami Nakagawa a Shoichi Sakata v roce 1962,
aby vysvétlili oscilace neutrin predpovézené Brunem Pontecorvem. Pro pochopeni principu
oscilaci predpokladejme jen existenci dvou generaci neutrin a mixaz ve tvaru

|V, )=+cos@|v,)+sinb|v, ),
|V ) =—sin@|v;)+cosb|v,).

Unitarni matici jsme zapsali pomoci thlu 6 jako béZnou rota¢ni matici. Za letu neutrin se bu-
dou hmotnostni stavy vyvijet a mixazni poméry ménit. SpiSe nez ¢asovy vyvoj nas ale bude
zajimat vyvoj stavu podél letici ¢astice. Vzhledem k tomu, Ze pro rovinnou vinoplochu plati

1
i(kx—o1) _ e;(P"“E f

3

budeme moci vyvoj hmotnostnich stavii podél letu neutrina zapsat takto:

1
—Pk¥
Vi) =em" [v(0)).
Naptiklad stav elektronového neutrina se za letu bude ménit podle formule

Ve (x)) = pet” Y cosOv,(0)+e sind|v,(0)).

Amplituda pravdépodobnosti, Ze se elektronové neutrino bude za letu jevit pozorovateli jako
¢isté mionové neutrino (dané svou pocatecni kombinaci), bude
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Yygsv, =V (O [Ve(x)) .

Po provedeni skalarniho sou¢inu (hmotnostni stavy tvofi ortonormalni bazi) mame

‘Vlve—wp =cosfsind {exp (%pzxj—exp (%plxﬂ .

Neutrina maji velmi malou hmotnost a relativistické energie, a proto lze vyuzit rozvoj

E 2.\ E m,fc3
=\ (E/c)" —mjc” =—[1-|myc”/E| =——
pr =A(EI) =mic? = =1~ (myc [E) == TS
Amplitudu pravdépodobnosti nyni snadno upravime
Ex 2.3 m2e3
i msc c
o, =cos@sinfe | exp| —i225 x [—exp| -1 x ||=
eV p( 2hE J p{ 2hE

i[E—mlzc Jx 2.3

he 2hE
=cosfOsinfe " exp —iAm ¢ -1|=

2hE
1£_m1203_Am203 .
. hc 2hE  4hE . Am?c3 . Am?¢3
=cosfsinfe exp| —1 X |—exp| +i x||=
4hE 4hE
I[E_mlzc3_Am2c3]x 5 3
hc 2hE  4hE
=—2icos@sinfe "\ sin Am’c X
AhE

Pokud jsou vlastni hmotnosti rizné (staci jedna nenulova), dojde k oscilacim neutrin (poprvé
byla pozorovana v roce 1998 na detektoru Super-Kamiokande). Pravdépodobnost, Ze piivodni
elektronové neutrino nalezneme jako mionové je periodickou funkci vzdalenosti od zdroje

2.3
. 12 Lok . Am~c
%eﬁvu =|.4|" =.44" =sin* 20 sz( AhE x]; Am? = m% —mlz .
Z raznych experimentil je mozné urcit uhel mixaze a stiedni vzdalenost pfemény neutrin
AhE
L=""7%"
Am~“c

ze které plyne pouze rozdil kvadrati hmotnosti neutrin. Skute¢na neutrina maji tfi generace
a transformacni matice je 3x3 a obsahuje tfi uhly. Princip se ale neméni. Z méfeni plyne, ze
plati Amp* = (7,59 +0,21)x10° eV? (KamLAND, 2005) a Amys* = (2,43 +0,13)x107 eV?
(MINOS, 2006). Pro mixazni uhly mame pfiblizn¢ 0y, ~ 33°, 0,3 ~45°, 613 <9°. Mixazni
matice se tak rozhodné nepodoba diagonalni matici, jako je tomu v ptfipadé mixazi kvarkd.

2.6.4 Dvoustérbinovy experiment

Ptedstavme si, Ze na dvé §térbiny dopada proud castic. Po priichodu $térbinami se na stinitku
zaznamenavd, kam kterd dopadla. Vysledkem je klasicky interferencni vinovy obrazec
s maximem dopadi paradoxné mezi obéma Stérbinami. Podobné jako v ptedchozi kapitole se
s¢itaji amplitudy pravdépodobnosti obou moznosti, nikoli samotné pravdépodobnosti.

Na vysledku nic nezméni ani pocet pfitomnych castic: bude-li tok zleva velmi slaby
a v pruméru se bude vyskytovat v oblasti experimentu jedina Castice, nikdy nezjistime, kte-
rym otvorem prosla. Po dosti dlouhé dob¢ ziskdme statisticky obraz dopadu ¢éstic na stinitko
podle obrazku. Mizeme si tfeba myslet, Ze Cast ¢astice prosla jednim otvorem a ¢ast druhym,
nebo Ze interferovala sama se sebou. Takové Givahy nemaji redlny smysl. Pro posouzeni sta-
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tistického vysledku mnoha opakovanych dopadi je dilezity jen souhlas experimentdlniho
vysledku s predpovédi danou teorii.

b
—_— pocet
— Gastic
—_—) T T - — »
— ? / . v
_> P Ve
— P s
_> 7 s
_> s ’
E— |

stinitko

Jiny obraz se nam naskytne, pokusime-li se zjistit, kudy ¢astice prolétla. Zakryjeme-li jeden
z otvort,, bude maximum dopadajicich ¢astic proti otevienému otvoru. Mizeme vymyslet
rafinovanéjsi postup. Budeme sledovat naptiklad pomoci Castic svétla — fotont, kudy castice
prolétla. Bude-li foton malo energeticky, bude mit pfili§ dlouhou vlnovou délku na to, aby
urcil, kudy castice prolétla. Bude-li ale foton mit pro detekci dosti kratkou vlnovou délku,
muzeme skuteéné rozhodnout, kudy prolétla ¢astice. Ale néco za néco: kratkovinny foton ma
znacnou energii a silné ovlivni stav prolétajici ¢astice. Dokonce natolik, Ze interferencni ob-
razec zcela vymizi. Obecné plati: nepokusime-li se o detekei, scitaji se amplitudy pravdépo-
dobnosti a statistika dopadii ma charakter interferencniho jevu. Pokusime-li se o detekci, in-
terference zanikd a scitaji se klasicky samotné pravdépodobnosti. T¢zko se ndm tento fakt
pfijima. Je to vlastnost mikrosvéta, ktera se ndm zdd velmi podivna. NaSe zkuSenosti
z makrosvéta jsou zalozeny na komutujicich objektech. Pravé nekomutativnost jevl
v mikrosvété vede ke skladani amplitud pravdépodobnosti mozZnosti, které jsou k dispozici,
a k interferen¢nimu jevu.
— | podet
Castic

7

stinitko

2.6.5 Ehrenfestovy teorémy, virialovy teorém
V této kapitole si probereme tfi zdkladni teorémy tykajici se ¢asového vyvoje.

Prvni Ehrenfestiv teorém

Prvni teorém se tyka casového vyvoje operatoru soutradnice. Pro jednoduchost ho odvodime
v jednorozmérném piipadé, vyjdeme z principu korespondence a ¢asového vyvoje (1.40):

dﬁzi[x,g}%{x,f_}nx)} %P2 ][ X v -

drin i 2mih
: (ihﬁ +ihﬁ):5.
2mih m

:Zn;ih(ﬁ[x,ust,ﬁps):

Prvni Ehrenfestitv teorém je tak analogii definice hybnosti z klasické mechaniky:
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(2.101)

dX P
dt m
Druhy Ehrenfestiv teorém

Druhy Ehrenfestiiv teorém se tyka ¢asového vyvoje operatoru hybnosti. Budeme postupovat
podobné jako v ptfedchozim piipadé:

aP_ SLIE lh{pp_zw(X)} L [ﬁa'sz}*_h[" VX | =- [P Vo).

dt in 2mih

Hodnotu posledniho komutatoru urc¢ime takto: Nejprve nalezneme komutator operatoru
hybnosti s libovolnou mocninou operatoru soufadnice (indukci) a vysledek budeme ¢len po
¢lenu aplikovat na operator potencidlu rozvinuty do mocninného Taylorova rozvoje:

[P.X] = -[X.P] = -in1,
5.%2] = X[B.X] + [B.X]X = —in2X

6.5 = innk

[B.x1] = X[B.%0] + [ﬁ,x]fw - ineDX,
8V

[ﬁ,V(X)] -

Zakladnim ptedpokladem téchto uvah je samoziejmé rozvinutelnost potencialni energie do
Taylorovy fady. Po dosazeni za vypocteny komutator druhy Ehrenfestiiv teorém vychazi:

P oy
— = (2.102)
ds 0 X

coz je vlastné kvantovou analogii Newtonovych pohybovych rovnic (zaporné vzaty gradient
potencialni energie je pisobici silou).

Viridlovy teorém

Virialovy teorém je velmi uzitecny nejen v kvantové teorii, ale 1 ve statistické fyzice. Urcuje
sttedni hodnotu kinetické energie obsazené v systému z tvaru energie potencidlni. Ur¢eme

nejprve maticové elementy komutatoru dynamické proménné 4 s Hamiltonovym operatorem
v energetické reprezentaci:

(n|[AHl|m)=(n|AH-HA|m)=(E, —E,)(n|A|m)=(E, — E,) 4,,
Pro n = m mame
(n|[AH]|n)=0.
Za operator dynamické proménné 4 budeme nyni volit soucin soufadnice a hybnosti:
(n|[XP.H]|n)=0,
(n|[X,HIP|n)+{n|X[P,H]|n)=0,

dX 4 - dP
nl—~P|n)+{(n|X—[n)=0.
(nl=  Plno+(n|X—-|n)
Za Casovy vyvoj soufadnice a hybnosti dosadime z Ehrenfestovych teorému:
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P2 1 o0V
iy =(n|— X0y,
<n|2m|n> <n|2 aX|n>

Ve tiech dimenzich je vysledek souctem piispévkil v jednotlivych osach. Na levé strané stoji
sttedni hodnota kinetické energie systému, napravo tzv. operator virialu:

- 1y dV
(n|T|n)=(n|=—X, ——|n) . (2.103)
2 7F9X,
Pro jednorozmérny harmonicky osciltor je operator viridlu pfimo roven potencialni energii:
-~ 1 1 o dV 1 ¢
V(X)=—kX> — X —=—kX?
2 29X 2

Stfedni hodnoty kinetické a potencidlni energie jsou si proto v kazdém stavu rovny.

Poznamka: Jiz v roce 1933 upozornil Fritz Zwicky, Ze v kupé& galaxii ve Vlasech Bereniky je pohyb
galaxii vétsi, nez by odpovidalo viridlovému teorému pro gravitaéni potencialni energii. Re$enim je
existence dalSi neviditeIné (temné) hmoty v této kupé. Pozdéji byl podobny problém zjistén Verou
Rubinovou i pro ob&zné rychlosti hvézd v perifernich oblastech samotnych galaxii. ReSenim je opét
existence hal6é z temné hmoty v okoli galaxie. Viridlovy teorém muze byt proto velmi uzitecny i pro
makroskopické nekvantové systémy. Svitici (registrované) hmoty v galaxiich je jen asi 1 %. V roce
2000 se pomoci HST ukazalo, ze az 50 procent hmoty Galaxie m(ize byt soustfedéno ve velmi sta-
rych a malo sviticich bilych trpaslicich, které doposud nebyly pozorovatelné. Patfily pravdépodobné
k prvni generaci hvézd pfed cca 12 miliardami let a vyplfiuji celé halé Galaxie. Obdobné tomu bude
asi i u ostatnich galaxii. K feSeni problému temné hmoty ale bili trpaslici zdaleka nestaci. S nejvétsi
pravdépodobnosti jde 0 neznamou formu hmoty nebaryonové povahy.

ooooooooooooo°o<>ooooooooooo
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2.7 RELATIVISTICKA KVANTOVA TEORIE, SPIN

2.7.1 Prostorova rotace a Lorentzova transformace

Prostorova rotace
Pootoc¢ime-li soufadnicovym systémem kolem osy z o uhel ¢, lze transformaci zapsat jako
t'=t,
x'=xcosp — ysing,
y =xsing+ ycosg,
’
z =Z.
Casovou soufadnici budeme davat na nultou pozici, pfi prostorové rotaci se ¢as nemeéni.

Celou transformaci popiSeme pomoci rotaéni matice R,, Podobné muzeme popsat rotace
kolem ostatnich soutadnicovych os (staci cyklicky zaménit x — y — z — x):

1 0 O 0 1 0 0 0 1 0 0 0

0 1 0 0 0 cosp 0 sing 0 cosp —sing O
R)C = Ry =

0 0 cosp —sing 0 0 1 0 0 sing cosg O

0 0O singp cosg@ 0 —singp 0 cosg@ 0 O 0 1

Rotace patii mezi unitarni transformace. Pfipomenime si, Ze unitarni operatory zachovavaji
skalarni soucin, proto plati

U'U=1 = detU"detU=1 = (detU) (detU)=1 = |detU|>=1.

Pro re4lné matice miize byt determinant vSech unitarnich transformaci roven bud’ +1 (rotace)
nebo —1 (zrcadleni). Snadno se presvédCime, Ze determinant vSech tii rota¢nich matic je
roven jedné. Srotaéni symetrii se poji zachovani veli¢iny, kterou nazyvame moment
hybnosti. Tato veli¢ina je danou symetrii definovana (viz teorém Noetherové, kap. 1.3.1).

Lorentzova transformace

Velmi ptibuznou transformaci k rotacim je Lorentzova transformace popisujici piechod mezi
dvéma vzajemné se rovnomérné pohybujicimi inercidlnimi soufadnicovymi systémy,
predpokladejme, ze v ose x:

, t—uvx/c?

) \/l—vz/c2 ’

, x—Ut
X =,
\ll—vz/c2
’_
’
zZ =Z

Tuto zndmou transformaci lze zapsat podstatné elegantnéji v maticové podobé. Zavedeme-li
relativistické proménné x( =ct, x| =x; x, =y; x3 =z a relativistické koeficienty

P=v/c;, y=1/ l—ﬂz,
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budou matice Lorentzovy transformace (v ostatnich osdch matice ziskdme cyklickou
zdmeénou) mit tvar

y -—yB 00 y 0 —-yB 0 y 00 —-ypB
- 0 0 0 1 0 0 0 10 0
Ax: 7/ﬂ 4 s Ay= 5 AZ:
0 0 10 —yB 0 0 0 01 0
0 0 0 1 0 0 0 1 —yf 0 0 y

Determinant transformacénich matic je roven

det A=y* -y B° =y*(1-p*) =1

a jde tedy opé¢t orotace, tentokrdt vroviné dané casovou a jednou prostorovou osou.
Charakter rotaci lépe vynikne, zapiSeme-li Lorentzovy matice pomoci tzv. rapidity (je
definovana vztahemu = arcth (v/c)):

chu —-shu 0 0 chu O -—-shu O chu 0 O —shu
—shuy chu 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
AX= ) Ay= s AZ=
0 0 1 0 —shu 0 chu O 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1 —shu 0 O chu

S Lorentzovou symetrii (experiment dopadne stejné ve dvou inercidlnich soustavach, které se
navzéajem pohybuji rovhomérné ptimocaie) se poji existence nové zachovavajici se veli¢iny,
kterd se nazyva spin.

2.7.2 Spin

V minulé kapitole jsme vidéli, Ze podobnou ulohu, jakou ma prosto-
rova rotace ma 1 Lorentzova transformace. Jde také o rotaci, ale ('
v rovingé dané ¢asovou a jednou prostorovou soufadnici o imaginarni
uhel nazyvany rapidita. Rota¢ni symetrie odpovida symetrii systému
vzhledem k pootoceni, Lorentzova symetrie odpovida stejnému cho-
vani systému v rtiznych, navzdjem se rovnomérné pohybujicich,
inercidlnich soufadnicovych systémech. S obéma symetriemi se poji
odpovidajici zakony zachovani:

rotacni symetrie
Lorentzova symetrie

- moment hybnosti L

- spin S

Spin ma velmi podobné vlastnosti jako moment hybnosti, 1ze si ho vSak jen velmi téZko
predstavit. Znacné nepiesné, ale presto ilustrativni, je predstavit si ¢astici obihajici kolem
centra a soucasn¢ rotujici kolem vlastni osy. V této klasické piedstavé odpovida momentu
hybnosti orbitalni rotace a spinu vlastni rotace. Skutec¢né ¢astice ani neobihaji kolem centra,
ani nerotuji kolem vlastni osy. Jejich celkovy rotacni stav je ddn dvéma veliCinami —
momentem hybnosti (orbitdlnim momentem) a spinem (vnitinim momentem). Ob¢ veliCiny se
mohou skladat, potom hovoifime o spinorbitalni interakci, neboli LS interakci ¢i LS vazbé.
Operator spinu ma stejné komutacni relace jako moment hybnosti (2.37), (2.39)
[?I’S:Z]_lh83 + cyklické zamény , (2.104)
[S%,S;]1=0.

Stejné tak jako u momentu hybnosti zavadime dvé kvantova ¢isla popisujici spin: spinové
¢islo neboli spin s urcujici velikost a magnetické spinové ¢islo m;, urcujici projekei spinu do
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treti osy. Pro spin lze pomoci posuvnych operatorii odvodit stejn€ jako pro moment hybnosti
vztah (2.76)
= +1 =0,1/2, 1, 3/2,...;
|S|=+/s(s+1) h, s =0,1/2,1,3/2,..; (2.105)
Sy =mh, mg= —s,—s+1,...,s.

Tentokrat se ale realizuji 1 polociselné hodnoty, které¢ jsme pro komutacni strukturu (2.104)
respektive (2.37) odvodili dfive. Hodnota spinu s je pro elementarni Castice neménnou
charakteristikou, stejné tak jako hodnota elektrického naboje Q nebo klidové hmotnosti my.

Spin nékterych Castic

leptony (elektron, tauon, mion, neutrina) 1/2
kvarky (d,u,s,c,b,t) 1/2
skalarni mezony (7z, kaony) 0
vektorové mezony (p,kaony) 1
hadrony (neutron, proton, A hyperon) 1/2
hadrony (A, Q) 3/2
intermedialni bosony (y, W=, Z°, gluony) 1
gravitony 2

Ptitomnost spinu zvySuje stupenn degenerace energetickych stavii. Naptiklad elektron v ato-
marnim obalu, ktery ma energeticky stav ureny hlavnim kvantovym ¢islem, jiz nema stupen
degenerace n’, ale 2n”. Elektron mé totiz spin 1/2 a jeho stavy jsou urdeny &tvefici &isel n, £,
m, my. Projekce spinu m; mize nabyvat dvou hodnot £1/2 a pocet stavii se zdvojnésobuje.

Castice s nenulovym spinem vykazuji magneticky moment, aniz by mély orbitalni moment
hybnosti. Magnetické vlastnosti ¢astic proto nemusi souviset jen se skuteCnym rota¢nim
pohybem c¢astic, ale 1 s ,,vlastnim momentem™ — spinem. V pfitomnosti nehomogenniho
magnetického pole reaguji Castice na toto pole. Stavy, které ptivodné odpovidaly jediné
energii, se St€pi na multiplety blizkych energetickych podhladin. Stupenn degenerace se
snizuje, stavy s riznym m a ms maji riznou energii. Hovofime o tzv. sejmuti degenerace
v pfitomnosti magnetického pole.

\

pec kolimator magnet stinitko

Spin byl poprvé pozorovan ve Sternové-Gerlachové experimentu (1922). Atomy stiibra
odpatujici se z picky byly kolimovany do svazku prochazejiciho nehomogennim magnetic-
kym polem. Na tyto elementarni magnetické momenty v nehomogennim poli ptisobi sila
(1.123) F = —uVB. Magneticky moment jednotlivych stavl je rizny a proto je rizna i vysled-
na pusobici sila a energie daného stavu. Kdyby neexistoval spin, nebude se stav /= 0 §tepit
vibec (m =0), stav /=1 se bude Stépit na tfi rizné podstavy (m =0,x1) a na stinitku se
vytvoii jedna nebo tfi stiibrné skvrny (i ve vysSich stavech / ptijde vzdy o lichy pocet skvrn).
Na stinitku vSak byly pozorovany dvé stiibrné skvrny, coZz svédc¢i o elektronu s orbitalnim
stavem / = 0 a spinovym stavem s = 1/2 (magnetické vlastnosti jsou ureny dvéma projekcemi
ms==11/2). Sudy pocet projekci znamend polocCiselné feSeni komutacnich relaci (2.104)
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respektive (2.37). Hypotézu o existenci vlastntho momentu elektronu, ktery ma podobné
vlastnosti jako orbitdlni moment, podali jeSté pfed teoretickym objasnénim spinu Ralph
Kronig, George Uhlenbeck a Samuel Goudsmit v roce 1925. Spin jako dusledek Lorentzovy
symetrie teoreticky objasnil Paul Dirac v roce 1927.

Na nasledujicim obrazku je numericka simulace (Yamanashi University) Stern Gerlachova
experimentu. Stavy s projekci m;=+1/2 jsou oznaceny modfe, stavy m,=—1/2 Cervené.
V malé vzdalenosti se na stinitku objevi dvé vyrazné stiibrné skvrny, ve vétsi vzdalenosti
nejsou pravdépodobnosti dopadu atomil v jednotlivych stavech vyrazné prostorové oddélené.

2.7.3 Kleinova-Gordonova rovnice

Schrédingerova rovnice neni relativistickd, a proto nemlze spravné popsat spin. Pfi jejim
odvozeni jsme pouzivali nerelativisticky tvar Hamiltonovy funkce. Vysledkem byla
Schrédingerova ¢asova rovnice (2.98), ktera ma v x reprezentaci tvar

L _
in= =( 2mA+V)w—0.

V rovnici se nachdzi prvni Casova derivace a druhé prostorové derivace, ¢as a prostor neni
rovnopravny, rovnice zjevné neni relativisticka. Relativistickou konstrukci 1ze vytvorit jak ve
druhych (Kleinova-Gordonova rovnice), tak v prvnich (Diracova rovnice) derivacich. V této
kapitole se budeme zabyvat konstrukci spravné rovnice ve druhych derivacich.

m Kleinova-Gordonova rovnice

Rovnici poprvé odvodili Oskar Klein a Walter Gordon. Piedpokladejme, ze hledame linedrni
rovnici, kterd limitné pii malych rychlostech pfejde v Schrodingerovu rovnici. U linearnich
rovnic plati princip superpozice a obecné feseni lze vzdy slozit z rovinnych vin

v, (x) = a(k)e " = g(k) e el = (e, k) 1. (2.106)

Ttirozmérné vektory jsou oznadeny tuéng. Slozky vlnového vektoru £ musi byt nutné
zavislé, nebot’ 1 parcialni viny (2.106) musi spliiovat hledanou rovnici. Takova zavislost se
nazyva disperzni relace a miizeme ji zapsat v implicitnim tvaru

H,k)=0. (2.107)

V nékterych piipadech je mozné nalézt explicitni zavislost w = w(k). Obecna vinova funkce
bude superpozici

w(x) = [alk)e ™ 5(g)d*k = [ a(@, k) "1 d k. (2.108)

Diracova distribuce zajist'uje automatické splnéni disperzni relace (2.107). Parcidlni (rovinné)
viny Ize snadno derivovat:

Q%Y (x) =1k “y i (x) (2.109)

a parcidlnim derivacim odpovidaji algebraické vyrazy
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0 & ik” (2.110)
S vyuzitim duality (2.2) mame
% < ip%. (2.111)

NejpfirozenéjSim prechodem od komutujiciho k nekomutujicimu popisu je tedy zavedeni
operatorti na £~ predpisem

p%¥=-iho%;
. 2.112)
7Y =

Poznamka 1: Snadno dopocteme, ze takto zavedené operatory splfiuji komutacni relace, které jsou
ve shodé s principem korespondence mezi Poissonovymi zavorkami a komutatory

[ﬁa’ﬁa} =[fca,fca] —0,

(2.113)
[fc“,pﬂ} —ing? .
Poznamka 2: V (3+1) D formalizmu Ize prvni ze vztahu (2.112) zapsat jako
E=+iho/ot,
(2.114)
p=—ihd/ox.

Odlisné znaménko u ¢asové proménné souvisi s relativistickymi transformacnimi vlastnostmi
¢tytvektort. Druhou relaci jsme jiz pouzivali v X reprezentaci operatoru hybnosti, viz (2.47).
Najdéme nyni velikost ctythybnosti
Elc E?
p“s( j = per=-=5+p°. (2.115)
p c

tato hodnota musi byt ve vsech soufadnicovych soustavach stejna a mtiizeme ji urcit v klidové
soustavé &astice, kde je E = moc?, p =0:

pap? =-mic? . (2.116)

V (3+1) formalizmu jde o zndmou Pythagorovu vétu pro energii

E?=p%?+ mgc4.
Tento vztah je spravnym relativistickym vztahem pro energii volné ¢astice, a proto se o n¢ho
musi opirat odvozeni relativistické varianty Schrodingerovy rovnice. PiepiSme proto (2.116)
do operatorové podoby:

(faafy“+m§c2)1y=0; p%=—ind% . (2.117)
Rovnice (2.117) je Kleinova-Gordonova rovnice pro volnou ¢astici. Po dosazeni za operatory
ziskame jiny Casto pouzivany tvar Kleinovy-Gordonovy rovnice

(I:I—K'Q)ylzo; =00 (2.118)

Kleinova-Gordonova rovnice je relativistickou analogii Schrodingerovy rovnice pro volnou
¢astici. Pfi malych rychlostech limitné pfechazi v nerelativistickou Schrédingerovu rovnici.
Jde o linedrni rovnici a kazdé jeji ,,rozumné* feSeni je mozné zapsat pomoci Fourierovy
transformace jako superpozici rovinnych vin. Konstanta x je v normalni soustavé jednotek
(c=1, = 1) rovna klidové hmotnosti ¢astice.
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m Nerelativisticka limita
Kleinovu Gordonovu rovnici (2.117) miZeme v operatorovém tvaru zapsat jako

E?=p2c? +mic*l. (2.119)

Ob¢ strany formaln¢ odmocnime. Odmocninu chapeme jako funkci operatoru ve smyslu (2.8)
nebo (2.29):

~ 2 ~D
Ezi\/f)zc2+m§c41=moc2 1+%zmoc2 1+%+~-- =
mgyc 2mgyc
)
E= m0021+p—

Zmo

Zaporné znaménko pifed odmocninou jsme zatim vynechali jako nefyzikéalni a budeme se jim
zabyvat az v kapitole vénované Diracové rovnici. Prvni ¢len miizeme chépat jako kons-
tantni/nulovou potencialni energii (posunutim o konstantu se potencidlni energie nezméni)
a druhy je bézna kinetickd energie Castice. Po dosazeni za operatory z (2.114)ziskame
¢asovou Schrodingerovu rovnici (2.98) s nulovou, resp. konstantni potencialni energii. Pro
malé rychlosti (hybnosti) Kleinova-Gordonova rovnice ptechazi ve Schrodin-gerovu rovnici.

m Pravdépodobnostni interpretace

Hustota p a tok pravdépodobnosti j vyskytu Céastice by mély spliiovat rovnici kontinuity
(zdkon zachovani pravdépodobnosti vyskytu ¢astice) ve tvaru

9,,/%=0; j“z(p_cj. (2.120)
j

UkaZme, ze ;[akovy zakon zac?ovéni je v Kleinové-Gordonové¢ rovnici obsazen. Naleznéme
kombinaci y (2.118)—w(2.118) :

v (D—K‘Z)l// - w(l:l—/cz)z//* =0 =
1//*|:|1// - 1//|:|1//* =0 =
w'9,0% —yd 0% =0,
Nyni v obou vyrazech vyuzijeme identitu 0,2 = 0u(f2)— (0.f)g:
d, (1//*8“1//) —(aaw*)(a“w)—aa (1//8“1//*)+(8a1//)(8“l//*) =0.
Pokud v poslednim vyrazu zvy$im prvni index a sniZzime druhy, vyrusi se s druhym vyrazem:

0, (w9 )-0,(wow )=0 =

9,j%=0;  j7=y 0% -yo%y . (2.121)

Ctyfvektor j* reprezentuje nenormovanou pravdépodobnost vyskytu Gastice. Hustota
pravdépodobnosti j° (v SI ;j%c) neni bohuzel pozitivng definitni a Kleinova Gordonova
rovnice pfipousti i zaporné hustoty pravdépodobnosti. Resenim tohoto problému (vyusti
v existenci antic¢astic) se budeme zabyvat v kapitole vénované Diracové rovnici.

m Disperzni relace
Po dosazeni rovinné viny (2.106) do Kleinovy-Gordonovy rovnice ziskame disperzni relaci

@ =k + Pk = wo=tNEK K7 (2.122)
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Zaporné feSeni (odpovidd zéporné energii /) budeme opét povazovat za nefyzikalni.
Standardnim postupem uré¢ime fazovou a grupovou rychlost:

—c‘/1+— K2/12
k2
Ug ak 1+ﬁ K.zlz

Na prvni pohled je ziejmé, ze grupova rychlost je vzdy podsvételnd. Z Hamiltonovych rovnic
mechaniky

»Ie

’ _Jdw Jdhw OJH _
€79k ohk ap

plyne, Ze grupova rychlost vinového baliku je analogem mechanické rychlosti pohybujici se
¢astice. Oproti tomu fazova rychlost je vzdy nadsvételnd a nema vyznam pienosu informace.
Mezi obéma rychlostmi je jednoduchy vztah v, = ¢*. Obé& rychlosti zavisi na vlnové délce
parcidlni viny, tj. dochazi k disperzi.

m Kleinova-Gordonova rovnice pro nabitou ¢astici v elektromagnetickém poli

V ptitomnosti elektromagnetického pole se v Hamiltonové funkci (1.90) vyskytovala
kanonicka (zobecnénd) hybnost v kombinaci p — QA. Obdobné tomu musi byt i v Kleinové
Gordonové rovnici (2.117), ktera ma pro nabitou ¢astici v elektromagnetickém poli tvar

[( ~04,)(p* QA“)+mgc§Jy/:0; H¥=—ind® . (2.123)
Po dosazeni za operator hybnosti a roznasobeni vSech ¢lenti mame
—h’oy+0%4 o A% +m 22y +ihQo o A%W +210QA% y =0. (2.124)

Vyuzijeme-li kalibra¢ni podminku (1.188), tj. polozime-li 0,4” =0, ziskame vyslednou
rovnici

2
Y a_r:9 4a —0. _ myc
I:D—K' —FAO{A —21%/1 aa:|l//—0, K'=7 (2125)

pro popis nabité Castice v elektromagnetickém poli.

m Vodikovy atom

Nazna¢me nyni, jak by se postupovalo pfi hledani spektra vodikového atomu z Kleinovy-
Gordonovy rovnice. Elektron s ndbojem Q = —e je v poli jadra, které Ize vyjadiit vztahy

AO :Q i Ze ,
c 4reyre (2.126)
A=0.

2
{A—ia——xz+(%j 12909 w(t,r,0,p)=0.

he cot

Laplacetv operator rozlozime na radialni a uhlovou ¢ést stejné jako v nerelativistickém
ptipadé (2.80). Budeme hledat stacionarni feseni, tj. Casovou cast vinové funkce budeme
pfedpoklédat ve tvaru exp(—iwt) = exp(—iEt/h), prostorovou ¢ast zapiSeme jako soucin

vvvvv
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"2 2 2.2
At L0 2, 2522 0 L R, (6,0) =0,
h°r< c¢“ ot r r cot
kde jsme oznacili
2
a=—5 (2.127)
47[807;10

tzv. konstantu jemné struktury. Po provedeni ¢asovych derivaci ziskame rovnici

L2 E2-mgc4+[2a) Za E

Ay p5 2 22 +2Th_ R(r)Y;, (6,9)=0.

r

Nyni zaptisobime operatorem L2 na uhlovou &ast vinové funkce podle vztahu (2.75) a vyjad-
fime radialni ¢ast Laplaceova operatoru

{1 d 2d _l0+)-2°0" Za E _E’-mjc*

+2
2dr dr 2 r hc h2c?

:lR(r)=0.

Jde o obycejnou diferencidlni rovnici, ktera se tfesi standardnimi postupy (asymptotické
chovani, rozvoj do fady, ofiznuti). Vysledkem jsou tzv. Laguerrovy polynomy a energetické
spektrum

Z%o? Z4o*
2 4

2n 2I+Dn

Hlavni kvantové Cislo je definovano stejné jako v nerelativistickém ptipad€, druhy clen

v hranaté zavorce reprezentuje prvni relativistickou korekci a sou€asné sejmuti degenerace
spektralnich car.

(n—§(21+1)j+(7((2a)6)}. (2.128)

E, = moc2 —m002|:

m Problémy
Kleinova-Gordonova rovnice ma tii zékladni problémy:

1. Druhé ¢asové derivace znamenaji zadani po¢atecni podminky nejen na vlnovou funkci
(reprezentuje stav systému), ale i na prvni ¢asovou derivaci vinové funkce, coz je
fyzikalné jen obtizné interpretovatelné.

Hustota pravdépodobnosti neni pozitivné definitni.
3. Kleinova-Gordonova rovnice poskytuje i zaporné energetické stavy.

2.7.4 Diracova rovnice

Spravnou relativistickou kvantovou rovnici pro nabitou Castici, ve které jsou obsazeny jen
prvni derivace, odvodil Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984) v roce 1928. Ukazalo se, ze
jde o mnohem vhodnéjsi rovnici pro elektron, neZ je Kleinova-Gordonova rovnice. Tim, Ze
rovnice je jen v prvnich derivacich, posta¢i zadat pocate¢ni hodnotu vlnové funkce
a automaticky odpada nutnost zadavat prvni derivaci vinové funkce. U Diracovy rovnice je
hustota pravdépodobnosti pozitivné definitni a tak odpadd i1 druhy zakladni problém
Kleinovy-Gordonovy rovnice. Problém zapornych energetickych stavli nicméné pretrvava
a Dirac tyto stavy interpretoval jako stavy pfislusejici anti¢éstici k elektronu — pozitronu. Ten
byl objeven az v roce 1932 Carlem Andersonem.

m Diracova rovnice
Hledejme rovnici, kterd ma stejny tvar jako Schrodingerova rovnice, ale Hamiltonv operator
je linedrni funkci prostorovych derivaci:

zhaa'i’_lfly/; H=a'd,+a%,+a%d;+b. (2.129)
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Z rozmérovych divodi budeme namisto koeficienti a* a b hledat koeficienty o a B, které
jsou bezrozmérné:

Flz—ihc(alal+a282+a383)+ﬂm0c2. (2.130)
Na koeficienty médme dvé zdkladni podminky

1. Druhéd mocnina Hamiltonovy funkce musi dat pravou stranu (2.119), tj.

H?=p*c?+mic*l; (2.131)
tim bude kazdé feSeni Diracovy rovnice feSenim Kleinovy-Gordonovy rovnice (nikoli
naopak, druhé derivace nékterd feSeni pridaji).

2. Nova rovnice musi byt relativisticky kovariantni (tj. jeji tvar se nesmi zménit po
provedeni Lorentzovy transformace soufadnic a poli).

Za chvili uvidime, Ze tyto podminky nesplituji zadné &iselné koeficienty a hledana ¢isla of a g
musi byt matice. Vyjdéme z podminky (2.131), do které dosadime hamiltonian (2.130) a za
operator hybnosti z (2.114):

A

Hz—p c +moc41
(—ihcakak +,Bmocz)(—ihca d;+ fBmyc )=f)202+m§c4i;
—n*c*aka’e 0, —ihemyc? (a B+ Po )8k+ﬁ2mgc4——h202A+mgc4i

Porovnanim ¢lenti na levé a pravé strané mame na koeficienty :

ka'd,9, =
ok B+ pat =0, (2.132)
p*=1.
Prvni relaci upravime snadno na tvar
;(aka’+a a )aka, = Jdad+a'at ={g prok;_tl, (2.133)
prok=1.

Pozadavky (2.132), resp. (2.133) nesplituji zadna realnd ani komplexni ¢isla. Budeme proto
hledat soustavu Ctyi matic, jejichz zajimavé vlastnosti nejprve prehledné sepiSeme a vzapéti
dokaZeme

1. Matice o* a # antikomutuji (kazda s kazdou):

{ak,al}z{ak,ﬂ}zo; k#l. (2.134)
2. Kvadraty matic o a # daji jednotkovou matici:
(@) =(a?) = () ()’ -1. 2139
3. Matice a* a  jsou hermitovské:
(ak)T:ak, BT =35. (2.136)

4. Vlastni &isla matic o* a # mohou nabyvat jen hodnot +1 a 1.
Stopa matic a* a f je nulova.

6. Matice o' a 8 jsou nezavislé.
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Dokazme nyni jednotliva tvrzeni
Ad 1)

Antikomutaéni relace matic a* a # plynou okamzité z relaci (2.132) a (2.133). Poznamenejme,
ze antikomutator dvou objektt je definovan jako {4,B}=A4B+BA.

Ad2)

Tvrzeni opét plyne okamzité z relaci (2.132) a (2.133).

Ad 3)

Hermitovost matic a* a 8 plyne z pozadavku na hermitovost operatoru energie (2.130).
Ad 4)

Z podminky (2.135) plyne, Ze vlastni Gisla matic ¢ a S lezi na jednotkové kruznici
v komplexni roving, tj. |A|=1. Hermitovské matice ale maji redlnd vlastni cisla, tedy
pfipadaji v tivahu pouze hodnoty 4 = +1.

AdS5
Stop())u matice nazyvame soucet diagonalnich ¢lenti
Tr(A) = 4%, . (2.137)
Tr je zkratkou z anglického frace. Stopa matice se nezméni pti cyklické zdméné matic:
Tr(AJA,--Ay)=Tr(A,---AyA), (2.138)

tj. prvni matici mizeme odst¢hovat na posledni misto v sou€inu (nebo posledni na prvni).
Nyni jiz snadno dokazeme, ze stopa hledanych matic je nulova:

Tr(ak) :Tr(ﬁzak):Tr(ﬂﬂak):Tr(ﬂakﬂ):—Tr(ﬂﬁak)=—Tr(ak).
Nejprve jsme pridali , coZ je ale jednotkova matice. Poté jsme jednu matici § odstéhovali na
konec za pomoci cyklické zdmény a wvratili ji zpét na plvodni pozici s vyuzitim
antikomutativnosti matic « a . PreCteme-li si zacatek a konec, mame
Tr(a*)=-Tr(a*) = 2Tr(ef)=0 = Tr(a)=0.
Obdobné miiZeme postupovat u matice f:
Tr(ﬂ):Tr((ak)zﬂ)zTr(akﬂak):—Tr(akakﬂ)z—Tr(ﬂ) =  Tr(p)=0.

Ad 6)
Piedpokladejme zavislost matic, tj. napiiklad matici f bude mozné vyjadiit jako linedrni
kombinaci ostatnich:

ﬂ = ZCkak .

Vynasobme relaci zleva matici f:
1= ¢, fa* =
Tr(1) =Y ¢, Tr(Ber’) =%ZC,{ TS +o* B) = %ZCk Tr(0)=0.

Jde o spor, nebot stopa jednotkové matice nalevo je nenulovd. Matice tedy musi byt
nezavislé. Tim jsou vSechna tvrzeni (1 az 6) dokazéana.
¢

Stopa matic je invariantem, tj. ve vSech bazich/souradnicovych soustavach je stejnd. Pokud
u hermitovské matice za bazi zvolime jeji vektory, bude matice diagondlni a na diagonale
budou jeji vlastni Cisla. Stopa matice je proto souctem vlastnich Cisel matice. V naSem
pripadé¢ jsou vlastni ¢isla +1 nebo —1, stopa matice je nulova, a proto musi mit hledané matice
sudou dimenzi (aby soucet ¢isel +1 a —1 mohl dat nulu).

71



Kvantova teorie Relativita a spin

N=2
V kapitole vénované momentu hybnosti jsme odvodili tzv. spinorovou reprezentaci momentu
hybnosti (2.77). Matice spinu bez ptisluSnych koeficientl se nazyvaji Pauliho matice:

o = ; o =| . ; o= . (2.139)
+1 0 +1 0 0 -1

Pauliho matice maji nami hledané vlastnosti. Jsou hermitovské, antikomutuji mezi sebou,
jejich kvadraty jsou jednotkové matice, vlastni ¢isla jsou +1 a —1, soucet ¢lenli na diagonale
je nulovy. Jejich jedinou nevyhodou je, ze jsou jen tii. My hleddme soustavu Ctyt nezavislych
antikomutujicich matic. Ve dvou dimenzich takova soustava ale neexistuje. Dal§i nezavislou
matici k Pauliho maticim je jednotkova matice, ale ta s nimi komutuje, nikoli antikomutuje.
Navic u ni neni soucet diagonalnich ¢lenti nulovy.

N=4

Ve ¢tyfech dimenzich existuje celkem 16 nezavislych matic a skute¢né z nich lze vybrat 4
antikomutujici matice pozadovanych vlastnosti. Jde o nejmensi pocet dimenzi, ve kterych Ize
vyfesit Diracovu ulohu. Existuje vice zpiisobli, jak vybrat hledanou soustavu antikomu-
tujicich matic. Dirac je blokové skladal z Pauliho matic a nalezl feSeni

1 0 0 o
p=0’®1= ;  af=c'®c'= . (2.140)
Kazdy prvek matice znamena blok 2x2. Vysledné Diracovy matice tedy jsou:
+1 0 0 O 0 0 0 +1
0 +#1 0 O 0 0 +1 O
b= ;o= ;
0 0 -1 0 0 +#1 0 O
0 0 0 -1 +1 0 0 O
(2.141)
0 0 0 -i 0 0 +1 0
> |0 0 +i 0 5 |0 0 0 -1
o= ' ; a =
0 —-i 0 0 +1 0 0 O
+1i 0 0 O 0 -1 0 0

Ovéite si, Ze vSechny matice jsou hermitovské, maji vlastni ¢isla +1 a —1, soucet prvki na
diagonale je 0, v kvadratu daji jednotkovou matici a kazd4d matice antikomutuje s kazdou.
Diracova rovnice pro volnou ¢astici ma nyni jednoduchy tvar:
Vi (ta X)
.. 0 . X
1h—'/’=(—1hcakak +moc’ By y= wax) | (2.142)
at W3 (t, X)
W4 (t’ X)
Koeficienty rovnice jsou matice 4x4, vinovou funkci proto tvofi Ctvefice funkci (nejde
o ¢tytvektor!). Jina volba Ctvetice Diracovych matic by vedla na tatdz fyzikalni feSeni.

m Operator rychlosti, zaporné energie
Urceme operator rychlosti ¢astice jako operator casového vyvoje polohy podle principu
korespondence (2.96):

ok _dxk _ | [xk,ﬁ}:.i[xk,—ihcalaz+moczﬂ]:%[xke_ihcalal}:

dt _E 17
c gl k. C Il k C 1.4 ¢k k
=—a ,—ihd; |=—a P |=—0a'ihd" =ca” .
in E ] in ke in 1=e
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Matice a" tak maji (aZ na konstantu ¢) vyznam operatoru rychlosti:

ok =ca* . (2.143)
formalné 1ze zapsat vSechny tii relace naraz
V=ca. (2.144)
Za pomoci operatort rychlosti a hybnosti ziska Diracova rovnice (2.142) jednoduchy tvar:
L 0Y (a2 2
ith——=(V-p+mgc ;
ot ( ey 'B)W (2.145)

V=ca, p=-ihV.

ReSme nyni Diracovu rovnici pro ¢astici v klidu, tj. s nulovym operatorem rychlosti

Vi TV

+
i CALZAE — @)
or| ¥3 Y3
Wy Y,

Reseni je:

2
v, (t,x) = 4(x) exp{—i m(;lc t} ,

2
W, (t,X) = 4, (x) exp{—i m‘;_lc t} :

2
w;(t,X) = A3(x)exp {H m%c t} ,

2
V/4(t,X)=A4(X)eXp{+im%c t}.

Porovname-li feSeni s Casovou ¢asti rovinné viny exp[—iw?] = exp[—i(E/h)t], je ziejmé,ze
prvni dvé feseni odpovidaji kladné energii £ = moc® a druha dvé zaporné energii E = — moc’.
Problém zapornych energetickych stavi tak Diracova rovnice nevyfesila.

Ukézalo se, Zze Diracova rovnice popisuje chovani castic se spinem 1/2 (napiiklad
elektron). Ctvefice i se nazyva bispinor. Ma speciélni transformaéni vlastnosti. Horni dvé
komponenty bispinoru popisuji stavy castice s projekci spinu +1/2 a —1/2 a maji kladnou
energii. Dolni dvé komponenty maji zdpornou energii a Dirac je interpretoval jako stavy
anticastice s projekcei spinu +1/2 a —1/2. Diracova rovnice je v jistém smyslu ,,odmocnénim*
Kleinovy-Gordonovy rovnice postavené na vztahu E* = p*c* + my’c*. Proto stavy se zapornou
energii nejsou prekvapenim. Elegantni vSak bylo Diracovo vysvétleni: VSechny zéporné
stavy jsou zaplnény (Diracovo mote elektronli se zapornou energii). Nezaplnény stav se
chova jako ,dira®, kterou Dirac interpretoval jako antiCastici s kladnou energii. Rozborem
tvaru rovnice a jejich feSeni teoreticky Dirac v roce 1928 predpovédél existenci pozitronu
jesté pred jeho experimentalnim objevem v roce 1932 (Carl Anderson).

m Pravdépodobnostni interpretace

Pii odvozeni rovnice kontinuity pro pravdépodobnost budeme postupovat stejné jako
u Kleinovy-Gordonovy rovnice, jen namisto komplexniho sdruzeni budeme vyuzivat
hermitovské sdruzeni jednotlivych matic 1 zakladniho bispinoru, ktery tvoii vinovou funkci.
Hermitovsky sdruZeny bispinor ma tvar
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vi=(vi v: vi vi) (2.146)
Nalezndme nyni kombinaci y(2.142) — y (2.142):

0 oy’ . . i
WT1ha—l/t/—(—1h)a—l/;y/:yﬁ(—1hcak8k+m0c2,b’)l//—(1hc(ak&kl//) +m0€2(’BW)TjW’

. t
' in Y 4 in
ot ot

y =—incy oy +mycy By —inc(0y "oty -moc?y By,

LA

— — Tk _ ) ok
% o y=—cy'a"dy C(ak'// )05 v,

%(WW/)?% (wTea'y),

%(c;ﬂy/) +0, (l//TCOCkl//) =0.

Ziskali jsme tak rovnici kontinuity ve tvaru

J

.
kS
Il
S

. a (2.147)
=ty =y
Hustota pravdépodobnosti je dana vztahem

pr = le=y Ty =y +yays T YYs w20 (2.148)

a je tedy pozitivné definitni. Tok pravdépodobnosti je zobecnénim vztahu pro klasicky tok
(hustota x rychlost), rychlost nahrazuje operator rychlosti. Vysledny tok pravdépodobnosti je
ale obyCejnym vektorem, nebot’ kazda zjeho komponent je souCinem fadkové, Ctvercové
a sloupcové matice, tj. da obycejné Cislo.

_F
<>
<
<>
I
(@)
Qb

m Diracova rovnice pro nabitou ¢astici v elektromagnetickém poli

Zobecnéni z volné Castice na ¢astici v poli provedeme stejné jako u Kleinovy-Gordonovy
rovnice, tj. nahradime

p% = p¥—-04%. (2.149)
V (3+1) symbolice mame
ihi - ihi—Qﬂ;
oct oct c (2.150)
—1'7/“1i - —ihi—QA .
ox ox

Diracova rovnice (2.145) ziska nyni tvar

.. 0 2 (2

i~ 0oy =| ¥-(b-0A )+ mye’B v
neboli

ihaa—’/t’:[%-ﬁ+m0c2ﬂ}w+[g¢—gA-ﬂy/. 2.151)

Oproti volné ¢astici piibyl napravo interakéni hamiltonidn podle vztahu
Loy A ~
\hW—=Hyw+Hy;
I (2.152)
I:IOE%-[L)+m002,B, H;=0¢—0A-V.
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I vtomto pifipad¢ jde jen o piimé zobecnéni interakéniho ¢lenu znamého z Lagrangeovy
funkce v klasické mechanice.

m Kovariantni tvar Diracovy rovnice
Ptenasobme Diracovu rovnici (2.142) zleva matici f a poté preved'me vSechny ¢leny doleva:

ihﬁ%—'i’ =(-inepata +myc?ly =
(ihﬂa—l/j+ihﬂ0{kak —mocjlﬂz 0
dct
Ziskali jsme tak nejznamé;jsi tvar Diracovy rovnice

(iny"d, —moc) y=0;

o . R (2.153)
y =g, v =pa
ve které jsou koeficienty derivaci tzv. gama matice
1 0 0 O 0 0 0 1
o |01 0 0} |0 0 1 0]
"Zloo -1 0o "o 10 o0
00 0 -1 -1 0 0 0
(2.154)
0 0 —i 0 01 0
, |0 0 1 0 3 10 0 0 -1
"Zlo io o "1 00 of
-1 0 0 O 0 1 0 O
Mezi piivodnimi maticemi a maticemi gama existuji jednoduché transformacni vztahy:
r’' =8,
vk =pet, (2.155)
a* =By~

Diikaz tietiho vztahu je trivialni, druhy vztah sta¢i nasobit matici f zleva. Pro prostorovou
¢ast obou sad matic tak plati jednoduché pravidlo: nasobenim matici § zleva dostaneme
odpovidajici matici z druhé sady. Matice gama op¢t antikomutuji, nejsou jiz ale hermitovské
a kvadraty prostorovych matic nedaji jednotkovou matici, ale minus jednotkovou matici:

(7/1)2 =Y = B B =o' BBe =-a'ar' = 1.
Obdobn¢ bychom postupovali u ostatnich matic, plati tedy
(7//‘)2:—1; k=1,2,3. (2.156)
Zaved'me nyni dv¢ uzitecné a Casto pouzivané operace. Prvni z nich je Diracovo sdruzeni:
A=ATy0. (2.157)

. , v v s , , ., 0 , .
Jde o hermitovské sdruzeni doplnéné nasobenim matici p° zprava. Druhou operaci je
Feynmanovo z0Zeni (Feynman slash):

K=y°K, . (2.158)

Za pomoci téchto operaci Ize elegantné zapsat slozky ¢tyitoku pravdépodobnosti (2.147)
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J =ty =y’ =iy,
Yyt ety =yt oY =corty.
Jednotn¢ tedy mtizeme psat

aﬂj”:O; j* =cuyty . (2.159)

Diracovu rovnice (2.153) lze prepsat do ,,usporného* tvaru
(7#u+moc)p =0, neboli (2.160)
(P+moc)y=0. 2.161)

Pro nabitou castici v elektromagnetickém poli bude mit Diracova rovnice nyni velmi
jednoduchy tvar

(P—OQA+myc)y=0 (2.162)

Spin se stal automatickou soucasti relativistickych rovnic kvantové teorie. Rovnice Kleinova-
Gordonova se nakonec ukédzala vhodnou rovnici pro skaldrni ¢astice (se spinem nula), rovnice
Diracova pro castice se spinem 'z (elektrony, neutrina, kvarky). Pravé na ni je postavena
dnes$ni kvantova elektrodynamika.

Priklad 17:
0; azp
{r* . vP}=1+2 a=p=0 = {yeyPl=-2g? (2.163)
-2 a=f=1,23

Kvadrat matic a a S je roven Jednotkove matici. U matic y tomu tak neni, (;°)’=1, ale
(*)*=-1 pro k = 1,2,3. Je to pfirozené, v Minkowského metrice se prostorovéa &ast chova
vzdy jinak nez Casova cast. Ve vztahu (2.163) je vysledek na pravé strané vzdy ndsoben
jednotkovou matici, tu ale nebyva zvykem psat.

Priklad 18:

1
KK =y"Ko7PK 5= y"vPK K 4 :5{7“,7'B}KaKﬂ =—gPK K=K} -K*.

Priklad 19:
90 =7"3,7"3 3= y%yPd aﬁ_—{y 771000 5 =-¢70,0 5 =0

Priklad 20:

1 0YE [ 0 oF (Elen p,o*
P=Yipy= 7Po+7pk— —+ i Pk = i :
0 -1 o 0 -po" —(Elon

Priklad 21:
DokaZme, e plati relace (uZite¢na p¥i vypoétu sdruzenych matic y*")

y#T = 707“ 7’ (2.164)
Relaci (2.164) zleva a zprava vynasobime y a dokdzeme platnost vztahu y y” 0= =y
Sdruzenou matici y” rozepiSeme z (2.155) za pomoci sady hermitovskych matic a a f:

PP =B = = = (0et) P = e =y =
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m Matice C

Existuje fada dal$ich zajimavych matic, které 1ze odvodit ze zakladni sady matic . Zaved’'me
nejprve C matici, kterd bude uziteCnd pii nabojovém sdruZeni (ptfechodu od castic
k anti¢asticim a také p¥i vypoétu transponovanych matic y*":

0 0 0 -1

Ceiv2yV = 0 0 +1 O
=iyy = o -1 0 o0l (2.165)

+1 0 0 O

Matice ma prvky jen na vedlejsi diagonale, a to stiidajici se hodnoty +1 a —1. Stopa matice je
nulova. Na prvni pohled je ziejmé, Ze pro C plati zajimava vlastnost:

c'=ct=c'=-cC. (2.166)
Chceme-li tedy najit inverzni matici, transponovanou ¢i hermitovsky sdruzenou, staci jen
zménit znaménko matice (vymeénit potadi +1 a —1 na vedlejsi diagonale). Pokud potifebujeme
nalézt transponovanou matici ¥, lze k tomu vyuzit matice C:

y*T=Ccy*C; resp. yHT=-ClyAC (2.167)

Tvrzeni se dokaze pouhym pfevedenim matic y* na sadu matic a a £, které se po transpozici
nezméni.

m Matice y°
Dalsi dulezitou matici, kterd ma vyuziti pfi popisu levopravé symetrie, je matice
0 01 0
0 0 0 1 01
5_:.0.1.2 3
=i = = . 2.168
/4 yvvy 100 0 (1 0] ( )
01 00

Tato matice je hermitovska, jeji kvadrat je roven jednotkové matici, je linedrn¢ nezavisla na
ostatnich y maticich a antikomutuje s nimi:

¥t =y

(;/5)2:1, (2.169)
{Vri}=0; w=0123.

m Matice X a baze I'*

Z matic y* muZeme zkonstruovat jesté matice X, které jsou uzite¢né pii definici baze na
prostoru matic a pii hledani transformacnich vlastnosti antisymetrickych tenzort. Matice
definujeme jako komutatory

i
Z#VEE[;/#,)/V] (2.170)
Ziejmée plati
0; a=p,
zaﬂ={ P p 2.171)
=277 a#f.

Je zjevné, ze existuje celkem Sest nezavislych matic 3% , naptiklad 30 1, 302 50 , 212, 213, 5.
Ostatni prvky jsou bud’ nulové nebo je lze dopocist z antisymetrie. Zajimavou bazi na
prostoru matic 4x4 je nasledujicich 16 matic:
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rt =l iy, 2] (2.172)
Celkem snadno lze ukézat, Ze matice I* jsou nezavislé. Protoze jich je 16, tvofi bazi na
prostoru matic 4x4. Jejich kvadrat je +1 nebo —1, vhodnym vynasobenim +i by bylo mozné
docilit, aby kvadrat byl vzdy roven jednotkové matici, je to vSak zbytecné. Stopa vSech,
s vyjimkou jednotkové matice I™, je nulova. Nasobek libovolnych dvou riiznych matic I je
az na znaménko roven nékteré dal$i matici /™

) I k jsou linedrné nezavisleé,

2) (r")2=il,
4 ken (2.173)
3 T ):{0 k#1,

4) Yk k#l Am#kl: T*ri=+rm.

Z rovnice kontinuity (2.159) je ziejmé, Ze veli¢ina y*y je étyivektor. Obdobné lze pomoci

Gleni baze I zkonstruovat i dal§i veliginy, které se transformuji charakteristickym
zpusobem:

vy skalar

y7751// pseudoskalar

oty vektor (2.174)
wy vy pseudovektor

vy antisymetricky tenzor

2.7.5 Pozitron, C symetrie

Nejprve popiSeme uvahy, které vedly Paula Diraca k predpovédi existence pozitronu a poté
matematickou transformaci (ndbojové sdruzeni), ktera prevede Diracovu rovnici pro elektron
na rovnici pro pozitron. Dirac pfedpovédél existenci pozitronu v roce 1928, objeven byl
Carlem Andersonem v kosmickém zéieni v roce 1932.

m Diracovo mofre

Jak jsme vidéli, z Diracovy rovnice vychazeji zaporné energetické stavy. Zaporné energie se
ale v pfirod¢ nevyskytuji a tak Diraca napadlo, Ze tyto stavy jsou vSechny zaplnény elektrony
a Zadny z nich neni volny, proto je nepozorujeme. Vakuum je podle této predstavy tvorfeno
moiem elektronid v zapornych energetickych stavech, tzv. Diracovym mofem.

EA EA EA EA

® ® ® ®
@) O O ®
O 0o O 0 O o O 0

O O o TIPS O
® ® ﬁ? ® ®

+myc? | O +myc2 | @ +myc2 O O
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Diracovo more
zapornych stavu

78

priléta foton
s dostateCnou energii

foton vyrazi elektron
a zlstava dira

dira se v0ci okoli chova
jako kladné nabita ¢astice
s kladnou energii



Kvantova teorie Relativita a spin

Predstavme si, Ze do tohoto mote vleti foton s energii vétsi nez je dvojndsobek klidové
energie elektronu. Potom muiize z Diracova mofe vytrhnout elektron a ma-li dostate¢nou
energii, prevést ho do nékterého energetického stavu s kladnou energii. V zdporném Diracove
mofi zistane dira — prazdny energeticky stav, ktery se vici okoli jevi jako kladné nabita
oblast s kladnou energii (hmotnosti). Dirac tuto diru v roce 1928 interpretoval jako kladné
nabitou ¢astici, kterd ma jinak shodné vlastnosti s elektronem, a nazval ji pozitron. V roce
1929 tento koncept rozsitil na vSechny castice a zavedl pojem anticastice — objektu, ktery ma
opacné hodnoty vSech kvantovych naboji oproti pivodni castici. Navenek se tedy zda,
jakoby se pivodni foton rozpadl na elektron-pozitronovy par.

Pohyb volného elektronu by mél byt Diracovym motem ovlivnén. Elektron interaguje
s blizkymi elektrony v zapornych stavech, odtlacuje je od sebe a z dalky vypada, jako by mél
mens$i naboj, nez skutecné ma. Z vétsi vzdalenosti proto nevidime skute¢ny néboj elektronu,
ale naboj odstinény Diracovym motem. Cim vice se pfiblizujeme k leticimu elektronu, tim
vice vniméame jeho skute¢ny, holy naboj.
m Nabojové sdruzeni
Diracova rovnice pro elektron ve vnéjSim poli ma tvar (2.162)

(p-QA+me)y=0 =

(—ihyﬂa#—Q;/“Aﬂ+m0c)l//=0 =

(iny#9,,+Q 7" 4, —moc)y =0 =
(iny*#a , —ey* 4, =moc)p =0 (2.175)

Rovnice pro pozitron by méla mit tvar

(in7#9,, +e 7" 4, —moc)we =0, (2.176)
kde wc je vlnovd funkce pozitronového feSeni. Diracovu rovnici nejprve hermitovsky
sdruzime a poté ji transponujeme. Po téchto dvou operacich piejde rovnice pro elektron

v rovnici pro pozitron. Vzpomente si, ze operace hermitovského sdruzeni a transpozice
spliuji vlastnost (2.10):

(aB)"=B'AT; (AB)' =BTAT. (2.177)

Proved'me tedy Hermitovo sdruZeni Diracovy rovnice pro elektron (2.175):

T
l//T[ihy'u aﬂ—e}/ﬂAﬂ —mocJ =0.
e

Derivace nyni plsobi samoziejmé vlevo, tj. na vlnovou funkci. Hermitovo sdruzeni nyni
aplikujme na jednotlivé Cleny v zavorce

l//T[—ihaﬂ 7ﬂT—eAﬂ}/m—moc]:0

«—

a sdruzené matice gama vyjadiime ze vztahu (2.164)

vl (—ihaﬂ YOyt y0 —eAﬂyO;/“;/O —moch 0.
«—

Rovnici vynasobime zprava matici y°:

l//i'yo[—iha# yH—ed,r" —mOcJ=O = W(—ihaﬂ y”—eA#;/”—moc]:O.

«— “—
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Po operaci hermitovského sdruzeni se zménilo znaménko prvého clenu, vlnova funkce je
nalevo a ma tvar diracovsky sdruzeného bispinoru. Nyni vratime vlnovou funkci doprava za
pomoci operace transpozice

: T _\T
(—1718#7/“ —ed,y" —moc) (7) =0.
Provedeme transpozice vSech ¢lenti v zavorce
: T T _\T
(—11‘17# d, —ey” 4, —moc) (7) =0
a transponované matice gama vyjadiime ze vztahu (2.167)
: _\T
(-inCy#Ca, —eCy#Cay —myel) ()" =0.
Celou rovnici vynasobime matici C™' zleva
: 1\ ;T
(~in7#Cd, —ey"Cay —moeCH) ()" =0
a vyuzijeme relace (2.166) pro inverzni matici C' = —C:
. _\T
(—1)‘17#8# —e }/’“Aﬂ +myc ) C(w) =0
Transpozice tedy zménila znaménko posledniho ¢lenu rovnice a vysledek je

ihy*o ,+ey”A4,—-myc \lw~=0;
( “ umme ¥ e (2.178)

_\T
ye=Cy) .
Ziskali jsme hledanou rovnici pro pozitron, ktery ma opacny naboj a nezménénou hmotnost.
Pokud znédme v dané situaci feSeni yw pro elektron, bude ve stejné situaci odpovidajicim
feSenim pro pozitron vinova funkce wc=C()'. ReSeni pro pozitron tedy neni novym
feSenim, je obsazeno v fesSeni pro elektron.

Diracova rovnice nezméni svij tvar (tzv. kovariance), provedeme-li nabojové sdruzeni
neboli C transformaci
A u —A s
- (2.179)
y—>C(y) .
V ptivodni Diracové rovnici odpovidaji dvé feSeni s kladnou energii elektronu s projekci
spinu +1/2 a —1/2 (proto je feSeni zdvojené) a feSeni se zapornou energii pozitronu s projekci
spinu +1/2 a —1/2. Dvé dvojice spojené¢ do jedné ctvetice vinovych funkci se nazyvaji
bispinor. Po provedeni transformace (2.179) maji pozitronova feSeni naopak kladnou energii
a elektronova zapornou, takze se na situaci miizeme divat obracen¢ a elektron interpretovat
jako diru v Diracov€ mofi pozitroni obsazujicich zaporné energetické stavy.

2.7.6 Elektron a jeho pole, U(1) symetrie

Nabité castice v prirod¢ generuji elektromagnetickd pole popsana Maxwellovymi rovnicemi
(resp. kvantovou teorii elektromagnetického pole) a samy se v téchto polich pohybuji ve
shod¢ s Lorentzovou pohybovou rovnici (resp. Diracovou rovnici). V této kapitole se nejprve
zametime na kompletni Lagrangetv popis soustavy pole + elektron a poté se budeme vénovat
U(1) symetrii, ze které pfimo plyne nutnost existence pole v okoli elektronu.

m Lagrangetv popis
Hustota Lagrangeovy funkce pro interakci nabité ¢éstice a elektromagnetického pole ma tvar
Y = gﬁeld +£[) +°([//part (2180)

‘int
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Polni ¢ast zname z teoretické mechaniky, viz vztah (1.265)

Veold = _4LFWFW ; FY=0R4" -9V A~ (2.181)

Ho
Také interak¢ni Cast jsme poznali v teoretické mechanice. Pokud jsou castice popsany
Ctyftokem j* a pole Ctyfpotencidlem 4” je nejjednodussim skalarem kombinace j*4,:

Yt =j”Aﬂ. (2.182)
V klasické fyzice je tok naboje &astic dan vyrazem j“ = (poc, j), v kvantové teorii musi tok
¢astic sledovat pravdépodobnost jejich vyskytu a tak musi byt amérny toku pravdépodobnosti

(2.159). V piipadé¢ naboje bude koeficientem imérnosti samotny naboj:

it =0wrty. (2.183)
Interakéni ¢len tak ziska tvar

Ve = J* 4, = QU v A,. (2.184)

‘nt —

Zbyva nam tedy najit hustotu Lagrangeovy funkce pro samotné ¢astice (elektrony), ze které
plyne Diracova rovnice. Velmi jednoduchym skaldrem sestavenym piimo za pomoci
Diracovy rovnice je vyraz

Y :lﬁ(ihy“a P —moc)l//. (2.185)
Pokud budeme interpretovat pole ¥ a y jako nezavisla, je hustota Lagrangeovy funkce
5I/part; = 5I}part (l//a aal//, 1/7)

a prislusné Lagrangeovy rovnice daji

oY oY

R L ihy" 9 ,—mgc |y =0;
00 p) oY 5

O e Y

p) 0 = @|ihy*9 4+ mye |=0.
Q) v [ Rl

Prvni rovnice je Diracova rovnice pro nabitou castici, druha rovnice je v tuto chvili jen
pomocnou rovnici pro diracovsky sdruzené pole. PovSimnéte si, ze hmotovy ¢len zménil
znaménko. U Feynmanovych diagramii to bude odpovidat pfitoku hmoty (¢i odtoku hmoty)
do (z) daného vrcholu. U derivaci je v obou pfipadech naznacen smér jejich plisobeni. Nyni
jiz mizeme zapsat kompletni hustotu Lagrangeovy funkce pro ¢astici a pole:

,Sé’z—ﬁ T A A, W(ihyﬂaﬂ—moc)w;
0
FH* =94V -9V 4* ; (2.186)
*=0wty.

Poznamky:
1) Prvni ¢len odpovida volnému poli, druhy interakci pole s Castici a tfeti volné &astici.
2) Lagrangeova funkce je funkci poli Aﬂ,l//,l/7 a jejich derivaci. Lagrangeovy rovnice pro pole A
daji Maxwellovy rovnice, Lagrangeovy rovnice pro pole ¥ daji Diracovu rovnici.

3) Pokud ponechame jen prvni ¢len, ziskame z hustoty Lagrangeovy funkce Maxwellovy rovnice ve
vakuu. Pokud ponechame jen posledni ¢len, dostaneme Diracovu rovnici volné &astice. Prvni
a druhy ¢len daji Maxwellovy rovnice se zdrojovymi Cleny (pole interaguje s ¢asticemi), druhy
a treti Clen daji Diracovu rovnici pro ¢astici v pfitomnosti elektromagnetického pole (Castice
interaguje s polem).

81



Kvantova teorie Relativita a spin

4) InterakCni €len (druhy) spolu s €asticovym ¢Elenem (tfetim) Ize sloucit do podoby, ktera vede na
Diracovu rovnici s elektromagnetickym polem:

%M=WWW%ﬂ+QW%ﬂﬂ%4w. (2.187)

m U(1) symetrie
Hustota Lagrangeovy funkce Diracovy Castice a Ctyftok reprezentujici tok naboje

i = ‘/7(1717#3# +0 744, —moc)llf;

J* =0wrty

se nezméni pfi transformaci

v - Y=y,

7 o 7 =@e ¥, (2.188)

A% - AH =47

Touto transformaci neni zménén ani tenzor pole F*", a tim ani Lagrangeova funkce %eiq
elektromagnetického pole. Celd teorie reprezentovand lagranzianem (2.186) je kovariantni
vzhledem k transformaci (2.188). Transformace predstavuje otoceni vinové funkce v kazdém
bod¢ Casoprostoru o stejny thel a. Jde o unitarni operaci (neméni skalarni soucin) s jednim
parametrem (Ghlem «), proto se tato transformace oznacuje U(1l). Pfedstavuje tzv. vnitini
symetrii teoretického popisu interakce pole-Castice. Dusledkem této symetrie je existence
elektrického naboje, ktery se zachovava. U(1) symetrie v jinych teoriich (lagranzianech) vede
na existenci obdobnych kvantovych néboju, jako je elektricky, které¢ se v danych procesech
zachovavaji.

m U(1)ioc symetrie

Prozkoumejme nyni, jak by se zménil lagranzian volné ¢astice, pokud bychom pftipustili, aby
uhel a potoceni vlnové funkce byl vkazdém bodé casoprostoru jiny. Predstavte si
nekonecnou prostorovou miiz, v jejimz kazdém bod¢ je maly mic¢ek. U(1) symetrie v naSem
modelu odpovida tomu, ze oto¢ime vSechny micky nardz o stejny thel. Po této transformaci
bude miiZ vypadat stejn¢ jako pfed ni. Nyni si pfedstavme, Ze budeme otaet v riznych
¢asech rizné micky o rGzné uhly. Vysledek? V libovolném case nase prostorova miiz vypada
stejné jako pred zacatkem otaceni. A pravé takovou symetrii nazyvame U(1)j,c Symetrii:

y — y()=ypxe
v > v)=w(xe
Proménnd x symbolizuje celou udalost x = (z,x).Tato transformace opét nezméni Ctyitok

(2.183). Jak se ale zméni Lagrangeova funkce volné ¢astice? Dosad'me ¢arkované veli¢iny do
Lagrangeovy funkce (2.185) a proved’'me derivace vlnové funkce a exponencily:

iar(x)

—ia(x)

io(x) _

Lot = 17’(1‘)‘17/“8# —moc)l//' =ge o (ih;fﬂaﬂ —moc)l//e
= 1/7(1‘?17/“8# ~-hy'e,, —moc)l// # ot -

Hustota Lagrangeovy funkce po transformaci zménila svij tvar. Pribyl &len #Ay'a,
s derivacemi thlu pootoceni, ktery kopiruje polni ¢len v hustoté¢ Lagrangeovy funkce nabité
¢astice v pritomnosti pole (2.187). Vysledek je velmi zajimavy. Pokud bychom trvali na tom,
aby hustota Lagrangeovy funkce pro volnou c¢astici spliovala symetrii U(1)jo, musime do
teorie pridat elektromagnetické pole. Pozadavek, aby byla Diracova rovnice kovariantni
vzhledem k U(1),. symetrii, vede na pozadavek existence elektromagnetického pole v okoli
Castice! Samo elektromagnetické pole se pfi transformaci zméni tak, aby kompenzovalo nove
vznikly ¢len 7iy“a,,. Uvazujme tedy transformaci
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ia(x)

v - y=ype
Voo 7 =g)e ",
A" — A = AR (x)+04% (x)
a opét proved'me vypocet ¢arkovaného lagranzianu, tentokrat s elektromagnetickym polem:
Pt = W’(ih}/”aﬂ +0yH 4, —moc)l// =
= e O (iny*d , + Oy* (4, +54,) —moc);yei“<X> _

=7 (in7“0,, + Q" A, + 7" (=he, + Q54,) —myc )y
hustota Lagrangeovy funkce se nezméni, pokud bude vnitini kulatd zdvorka nulova, t;.

h

04, =—a .
H Q M

Tim jsme ziskali navod pro spravnou transformaci elektromagnetického pole. Celkova
transformace U(1)o. bude tedy mit tvar:

vy — y=yxe
oo 7 =px)e W, (2.189)

io(x)

A* - A'ﬂzA”(x)+gaﬂa.

Jak jsme ukazali, nezméni se pii této transformaci soucet %y + Ypir. Snadno ovéiime, ze
transformace U(1),c nema vliv ani na tenzor elektromagnetického pole a tim na polni ¢ast
lagranzianu %%c1q. Tok pravdépodobnosti (2.159) transformace také neovlivni. Cela teorie je
tak kovariantni vzhledem k U(1)jo, transformaci. O kvantové teorii elektromagnetického pole
se proto vétSinou hovoti jako o U(1)jec teorii. Symetrie U(1)i zajiStuje provdzanost nabité
Castice (elektronu) a elektromagnetického pole.

Pokud budeme aplikovat Kleinovu-Gordonovu, resp. Diracovu rovnici na soustavu ¢astic,
zjistime, ze statistické chovani vice ¢astic je u kazdé z rovnic odlisné. Kleinova-Gordonova
rovnice je vhodnou rovnici pro ¢astice se spinem 0, které nesplnuji Pauliho vylucovaci
princip. Diracova rovnice je naopak vhodna pro castice se spinem ‘%, které Pauliho
vylucovaci princip spliuji. Chovanim soustavy stejnych ¢astic v kvantové teorii se budeme
zabyvat v nasledujici kapitole.

ooooooooooooo°o<>ooooooooooo
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2.8 SOUSTAVA STEJNYCH CASTIC

Stejnymi Casticemi nazyvame dvé castice se shodnymi parametry (hmotou, nabojem,
spinem,...). Z hlediska teoretické mechaniky je trajektorie téchto ¢astic dana Hamiltonovymi
rovnicemi a zname-li po¢ateéni polohy a rychlosti Castic, lze ptfesné predikovat budouci
polohy castic a v kazdém okamziku fici ktera je ktera.

V kvantové teorii mizeme piedpovédét jen pravdépodobnost vyskytu Castice v n¢jakém
mist¢ a Case. Tato pravdépodobnost ma maximum v mist¢ klasické trajektorie a se
vzdalenosti od ni zpravidla exponencidlné ubyva a dosti daleko od klasické trajektorie je sice
velmi mald, nikoli v§ak nulovd. Méame-li dv¢ stejné Castice, nikdy si nemizeme byt jisti, ktera
Castice je kterd. Pravdépodobnost vyskytu jedné castice v misté druhé je nenulova. Hovotime
o tom, ze stejné Castice jsou v kvantové teorii nerozlisitelné. Hamiltonliv operator se pii
zaméné dvou stejnych ¢astic nezmeni:

Hi;=Hj. (2.190)

2.8.1 Operator vymény dvou ¢astic

Pro jednoduchost budeme uvazovat jen dvé castice, u kterych sledujeme dynamickou
proménnou 4 (nejlépe celou uplnou mnozinu pozorovatelnych). Stav, ve kterém ma prvni
¢astice hodnotu a; a druha ¢astice hodnotu a, ozna¢ime

\w)=laj,a,).
Opacnou situaci, kdy prvni ¢astice ma hodnotu a; a druha a;, oznaime
@) =lay,a;).

Diky nerozlisitelnosti identickych ¢astic v kvantové mechanice musi byt oba stavy zavislé
(vyjadiuji ve skutecnosti jeden a tentyz kvantovy stav), proto

lay, a1 )= flay,ay ). (2.191)

Zaved’'me nyni operator vzajemné vymeny ¢astic vztahem

Polay,a)=la, ay) (2.192)
a prozkoumejme jeho vlastnosti:
O P*=1,
(2) A4 ,=%1, (2.193)

3) [P,H]=0.
Dukaz (1): Dvojnasobné zadména Castic vede na pivodni konfiguraci.
Dukaz (2): Vlastnimi vektory jsou vektory | ) a | @) definované vyse:

IslzIal,a2>E|a2,a1>:,B|a1,a2>. (2.194)

Cislo B8 je vlastnim &islem operatoru vymény. Proved'me nyni dvojnisobnou vyménu
jednak pomoci prvniho vztahu (2.193) a jednak podle (2.194):

lay,a; )
P2|a1,a2>:{ ! 2 = 162:1 = ﬁ:il
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Hodnota vlastnich ¢isel operatoru vymény je ziejma jiz z prvniho vztahu (2.193). Jde
o unitdrni a hermitovsky operator. Vlastni ¢isla musi lezet na jednotkové kruznici
v komplexni rovin€ a soucasné byt realna. Jediné takové hodnoty jsou * 1.

Dukaz (3): V diikazu vyuzijeme ¢asovou Schrodingerovu rovnici (2.98):

N ~ ~ ., d|a,,a ) d|a;,a
Hi, Py laj,ay)=Hpslay,a)=Hy [ay,a, >=1hu=1thM=
dt dt
~ . d|a,a Ao
=P121hM=P12H12|a1,a2 )
dt
2.8.2 Bosony a fermiony, Pauliho princip
Z ptedchoziho rozboru je ziejmé, ze
|ay,a; ) =P |ay,ay ) =% |ay,a; ) . (2.195)

Vlnova funkce dvou castic miize byt jen symetrickd nebo antisymetrickd. Neexistuje nic
mezitim. Castice mohou byt jen dvojiho druhu: se symetrickymi vinovymi funkcemi (bosony)
nebo s antisymetrickymi vinovymi funkcemi (fermiony) vzhledem ke vzajemné zdméne. Tuto
vlastnost nelze zménit ani ¢asovym vyvojem, protoze operator vymény c¢astic podle tfetiho
vztahu (2.193) komutuje s Hamiltonovym operatorem a jeho ¢asovy vyvoj je proto nulovy.
Vznikne-li ¢astice jako fermion ¢i boson, ziistava takovou az do svého zaniku.

m Bosony
Bosony maji symetrickou vinovou funkci

lay, a1 )= |ay,a; ). (2.196)

Budou li oba stavy stejné, tj. a; = a, = a, ziskame relaci | a, a ) =| a, a ), ktera je vzdy splnéna
a proto mize existovat vice bosona ve stejném kvantovém stavu. Pfi nizkych teplotach maji
bosonovy kondenzat. Ten je znamy zejména v supratekutosti a supravodivosti. Statistika,
které podléha soustava bosontl, se nazyva Boseho-Einsteinova statistika a zabyvame se ji
v ¢asti TF3 (Statisticka fyzika). Z dalSiho vyvoje kvantové mechaniky se ukazalo, Ze bosony
jsou vzdy castice s celociselnym spinem (0, 1, 2,...) a pro tyto Céstice 1ze zavést kreacni
predstaviteli této rodiny jsou skalarni (s =0) a vektorové (s =1) mezony, dale vSechny
intermedialni Gastice (foton, W, Z° a gluony se spinem 0 a graviton se spinem 2).

m Fermiony
Fermiony maji antisymetrickou vinovou funkei

|a2,a1>:—|a1,a2). (2197)

Budou li oba stavy stejné, tj. a; = a» = a, ziskame relaci | a, a ) =—| a, a ), kterd neni nikdy
splnéna, a proto nemuze existovat vice fermionli ve stejném kvantovém stavu. Tomuto faktu
se tika Pauliho vylucovaci princip. Pii nizkych teplotach obsazuji fermiony postupné jednot-
livé energetické hladiny, naptiklad v atomarnim obalu miize byt na kazdé hladin€ jen tolik
elektrond, kolik kvantovych stavii tato hladina piedstavuje (to je dano stupném degenerace).
V atomarnim obalu tedy nemohou existovat dva elektrony se stejnymi kvantovymi Cisly #, /,
m, my. Statistika, které podléha soustava fermiont, se nazyva Fermiho-Diracova statistika
a budeme se ji zabyvat v dalsim dile (TF3) tohoto sylabu. Fermiony jsou vzdy ¢astice s polo-
¢iselnym spinem (1/2,3/2,...) a pro tyto Castice lze zavést kreacni operatory spliujici
jednoduché antikomutaéni relace (viz nasledujici kapitola). NejtypictejSimi predstaviteli této
rodiny ¢astic jsou leptony (elektron, mion, tauon a neutrina se spinem 1/2), kvarky (d, u, s, c,
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b, t se spinem 1/2), ¢astice slozené ze tii kvarkd, neboli baryony (neutron, proton, A hyperon
se spinem 1/2 a napiiklad A baryony se spinem 3/2).

BOSONY FERMIONY
spin celociselny polociselny
vinova funkce symetricka antisymetricka
statistika Boseho-Einsteinova Fermiho-Diracova
Pauliho princip nespliuji splfiuji

kreaCni operatory  spliuji komutaéni relace splfiuji antikomutaéni relace

2.8.3 Druhé kvantovani

Ptedstavme si, Ze mame N stejnych Castic, které¢ obsazuji stavy néjaké dynamické proménné.
N, ¢astic je v prvnim stavu (hodnota a;), N, ¢astic je ve druhém stavu (hodnota a), atd. Cisla
N; nazyvame obsazovaci Cisla stavu k. Soucet vSech obsazovacich Cisel je roven poctu ¢astic:

Y Ny =N. (2.198)
k
Pro bosony je Ny=0, 1, 2, 3... Pro fermiony je situace jednodussi. V daném stavu muze byt

nejvySe jeden fermion, tj. Ny=0, 1. Pfislusny stav soustavy N stejnych castic s danymi
obsazovacimi ¢isly ozna¢ime

|l//>:|N1,N2,,Nk, > (2199)

Tomuto zapisu fikame reprezentace obsazovacich cisel a ptislusné stavy nazyvame Fockovy
stavy. Dale se situace bude lisit pro bosony a pro fermiony.

m Bosony

Zaved’'me podobné jako u harmonického oscilatoru kreacni a anihilacni operdtory do stavu k
defini¢nimi vztahy (normovaci konstanty ponechame stejné jako u harmonického oscilatoru):

al | N|,Nys ooy Ny oo Y=3Np 41| Ny Ny oo, N H1L0 ),
(2.200)

&k |N1,N2,...,Nk,... >E‘,Nk ‘Nl,Nz,...,Nk—l,... >

Piimo z téchto defini¢nich relaci (pouhym zaptisobenim na stavovy vektor (2.199) snadno
spocteme komutacéni relace kreacnich a anihilacnich operatort:

[&k 5 &l] =0 5
[4),4/1=0, (2.201)
[y . a[ 1=y, -
Zaved’'me dalsi operator
Ny =a) . (2.202)

Tento operator se nazyva (analogicky jako u harmonického oscildtoru) operator poctu castic
ve stavu k, protoZe zaptisobenim na stavovy vektor ziskdme pocet Castic ve stavu k:
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al @ | NjuNoy ooy Niy oo Y =N @ NNy, o, N =1, ) =
"Nk "Nk |N1,N2,...,Nk g oo >:Nk|N1,N2,...,Nk g oo >
Operator celkového poctu ¢astic potom je

N

>afay . (2.203)
k

Je-1i uplnd mnozina pozorovatelnych spojitd mizeme cely postup zopakovat pro spojité
proménné. Naptiklad v x reprezentaci lze zavést

lﬁT (x) kreacni operator do polohy x,
W (x) anihilaéni operator z polohy x.

Komutac¢ni relace budou obdobné, jen misto Kroneckerova symbolu vystupuje na pravé
strané Diracova 0 distribuce (viz pfiloha):

[¥(x), ¥ (»)]=0,
VAGRADIENE (2.204)

[(x), 9T ()]=8(x-y).

Operator hustoty poctu ¢astic se zavadi vztahem

N =9 ()P (), (2.205)

operator poctu castic vyskytujicich se v intervalu <a, b> je
R b
N(a,b)= j v () w(x) dr (2.206)
a
a operator celkového poctu Castic je

N= fyﬁ(x) (x) dx. (2.207)

—o0

Obdobné by se postupovalo ve tfech dimenzich. Cely prechod od fyziky jedné castice
k fyzice mnoha stejnych €astic lze formalné provézt nahrazenim vlnové funkce krea¢nimi
a anihilacnimi operatory a nahrazenim hustoty pravdépodobnosti operatorem hustoty poctu
castic:

w(x) - y(x)

. . . (2.208)

wd) =Y D) o> N@=y @K
Tomuto postupu se tikd druhé kvantovani, vlnové funkce popisujici systém se stavaji
operatory a kvantova teorie prechdzi v kvantovou teorii pole, ve které jsou pravé veliCiny
popisujici klasickd spojitd pole nahrazovany operatory. Druhy fadek ptifazeni (2.208) ma
jesté jeden dulezity vyznam: U soustavy stejnych ¢astic vyjadiujeme pravdépodobnost déje
operatorem hustoty poctu Céstic, tak jak to byva u skuteCnych systémii (naptiklad svazku
stejnych ¢astic v experimentu). U jedné ¢astice mizeme hovoftit o hustoté pravdépodobnosti
jejitho vyskytu w*(x) w(x). Celkova pravdépodobnost je rovna jedné, tak, jak to odpovida
normovani stavového vektoru.
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m Fermiony
U fermionil probihd druhé kvantovani obdobné. Opét zavadime kreacni a anihilaéni operatory

Z;Z , l;, do stavli k a /. Vzhledem k antisymetrii vinovych funkci musi tyto operatory spliovat
antikomutacni relace:

kIy=—|Lk) = |kI)+|Lky=0 = b5 +5ibf =0.

Antikomutéatory znac¢ime slozenymi zavorkami a relace (2.201) platna pro bosony, ziska pro
fermiony tvar:

{bAk > 51} =0,
(bl by =0, (2.209)
{bAk’bAlT}:é‘kl :

Definice spojitych operatorii i operatoru hustoty poctu ¢éstic zistavaji shodné. U fermiont
jsou vSude nahrazeny relace komutacni relacemi antikomuta¢nimi. V mnoha situacich se
chovani fermioni a bosont 1i§i pouze znaménkem (symetrie vilnové funkce; komutacni
a antikomutacni relace; BE a FD statistika).

2.8.4 Ukazka druhého kvantovani pro Kleinovo-Gordonovo pole

Uvazujme nejjednodussi variantu realného Kleinova-Gordonova pole pro volnou castici
s Lagrangeovou funkci

,7_1 o 1 2 2
7 _E(aago)(a (p)+§K P (2.210)

a polni rovnici
(D—Kz)(p:O. 2.211)
Piejdeme-li k soustave identickych ¢astic, zméni se pole na operator
p = @ (2.212)
s vlastnostmi
[0, 60 |=[ ' (x), 0" ()] =0;
(2.213)
(600,910 ]=5x-).

Veli¢iny x a y reprezentuji celou udalost (Cas a prostor). Rozviiime nyni polni operator do
rovinnych vin (zvlast’ ozna¢ime kladné frekvencni a zvIast’ zaporné frekvencni Cast):

o) = C(k)[&’f(k)ei(k'x—“”>+ a(k)e—i(k'x—””}d%. (2.214)

V uvedeném vztahu je ¢asova ¢ast étyfvektoru £ provazana s prostorovou ¢asti pies disperzni
relaci w = w(K), takze integrace ve skutec¢nosti probiha pfes vSechny ctyii slozky. Konstanta
C(K) je normovaci konstanta, ktera zajidtuje, aby koeficienty rozvoje (operatory @, a')
spliovaly relace kreacnich a anihilacnich operatora. Dosadime-li rozvoj polniho operatoru
(2.214) do komutacnich relaci (2.213), ziskame ihned (spravnéa volba C zajisti koeficient 1
u delta funkce v druhé relaci)

k), ak) |=[ a0, a'@)|=0;

(2.215)
[&(k), &T(k’)} = 0(k—K).
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Dosadime-li rozvoj polniho operatoru (2.214) do definice Hamiltonovy funkce (1.236)
a hybnosti (1.235) mame po elementarnich upravach

ﬁ:le(k)(&auam)d%;
(2.216)
=—jp(k)(aa +ata )d3k ,

kde jsme oznacili
p(k)=7k;

2.217)
E(k)=ha(k) =k +c2x? = p2c® +mic*

Vztah w(k) je dan disperzni relaci (2.122). S vyuzitim komutaénich relaci (2.215) ziskdme
piimo dosazenim relace

[, a(k) | =—E(k)a(k);
[ A,a"00) |=+E(at ()
.3 (2.218)
| P, a(k) | =-p)ack);

[13, a" (k) | =+p(k)a" (k).

[ I—

Z t&chto relaci je zjevny vyznam operatortt a, a : Pole ¢ je kvantovano a operator 4 ' kreuje
kvantum pole s energii E(k) a hybnosti p(k), operator a stejné kvantum anihiluje. Toto
kvantum muZeme interpretovat jako boson s nulovym spinem (pole ma jedinou vlnovou
funkci odpovidajici jediné projekci spinu). Kleinova-Gordonova rovnice ziskava po druhém
kvantovani ndzornou interpretaci. Jde o pole, které mizeme chapat jako soustavu excitaci —
bosontl s nulovym spinem.

m Komplexni pole
Pokud by Kleinovo—Gordonovo pole bylo komplexni, tj.
P=P+iQy; P =9 -ig,,
lze ukazat, ze excitace takového pole odpovidaji dvéma druhim skaldrnich bosona (se
spinem 0), které jsou sob& navzajem anticasticemi.

m Normalni usporadani operatorti

Ve vztazich pro energii a hybnost (2.216) se skryva jeden problém. Pokud bychom hledali
sttedni hodnotu energie a hybnosti ve vakuovém stavu, dostaneme nekonecné hodnoty. Za to
miiZze prvni Clen, ve kterém je kreacni operdtor napravo a na vakuovy stav da nenulovou
hodnotu:

(0| £1]0) = jE(k){

"[o)+(0

0)d’k ~jE(k)<o|o>d3k ~_[E(k)d3k — oo

i"a|0)} d*k =

_1 _[ E (k) sat
Tento problém je disledkem principu korespondence, ktery netesi spravné potadi operatort,
které¢ jsou v souCinu. Mame-li dvé dynamické proménné 4 a B, miZeme soucinu AB
v kvantové teorii pfifadit dvé mozna potadi operatorti:

AB,
AB > =~ (2.219)
BA.
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Jen jedno potadi bude ovSem odpovidat déjim v ptirodé. Toto pofadi neni dano principem

korespondence, ale musime ho vybrat tak, aby vysledky byly v souladu s pozorovanim.

Spravné poradi operatort se nazyva normalni usporadani a ozna¢ujeme ho dvojteckou, tedy
:AB:

Tento zapis znamena, Ze poradi operatori mezi dvojteCkami neni uréeno jednoznaéné

a musime ho volit ve shodé s experimentem. Pouzit 1ze naptiklad nasledujici postup:

1) operatory vyjadiime za pomoci piisluSnych kreacnich a anihila¢nich operatori
(bosonové splnuji komutaéni relace a fermionové antikomutacni relace),

2) v soucinech budeme anihila¢ni operatory piesouvat doprava podle nésledujicich
pravidel:

a. pokud vedle sebe jsou dva bosonové operatory, presuneme anihilacni doprava,

b. pokud vedle sebe je jeden bosonovy a jeden fermionovy operator, pfesuneme
anihila¢ni doprava,

c. pokud vedle sebe jsou dva fermionové operatory, presuneme anihila¢ni
doprava a zameénime znaménko daného ¢lenu.

Priklad 22:
Naleznéte spravné potadi operatort v hamiltonianu Kleinova-Gordonova pole:

A= :%J'E(k)(&&T+AT&)d3k: - %jE(k):(&&H&Ta):d% -

:%IE(")(&T& +a'a)d’k =[EK)aTad’k =[E®k) .1 (k) dk

Stfedni hodnota hamiltonianu ve vakuovém stavu jiz nediverguje, navic je struktura
Hamiltonova operatoru zcela ziejma, -/'(K) je operator hustoty poctu ¢astic s vinovym
vektorem k. Obdobn¢ musime upravit i vztah (2.216) pro hybnost. Spravné relace tedy jsou:

ﬁ:jE(k)&‘fa dk;
] (2.220)
P:jp(k) atad’k .

Priklad 23:
Urcete spravné potadi operatort ve vyrazu (a jsou bosonové operatory, d fermionové)

A= ;%(&&T+aTa—c?c?T+a?Tc?+&c?T—c?T&):

Aplikaci vyse uvedenych pravidel ziskdme snadno vysledek

ooooooooooooooooooooooooooo
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PRILOHA - ZOBECNENE FUNKCE

P1. Diracova distribuce

Ve fyzice se velmi ¢asto setkdvame s nutnosti popsat bodovy naboj nebo hmotny bod. Naboj
¢i hmotnost ¢astice si piedstavujeme lokalizované v jediném misté, coz s sebou nese problém
nekoneéné hustoty naboje ¢i hmoty v tomto misté. ReSenim je zavedeni tzv. zobecnénych
funkci, zejména Diracovy distribuce. Ukazme si problém na linearni hustot¢ naboje
lokalizovaného v misté x = 0:

0; x#0

p(x)={¢0 o (2.221)

Integral z hustoty ale musi dat celkovy ndboj Q:
oo
[ pydx=0. (2.222)

Je jasné, Ze hustota naboje neni ,,normalni*“ funkci. Ma nenulovou hodnotu v jediném bod¢
a integral z ni by presto m¢l dat konecné Cislo. Takové funkce ale neexistuji, mizeme je
zavadeét jako limitu posloupnosti funkci a jejich vyznam je jen ve skalarnim soucinu s jinou,
tzv. testovaci funkci.

S (x) S x) S (x)
1/

e~ X X X

&

Posloupnost obdélniku

Zaved’'me si obdélnikové funkce
/e, xe<-¢€/2,€/2>;

= 2.223
Je(x) { 0, xe<-—¢€/2,2>. ( )

Vsechny obdélniky maji stejnou plochu rovnou jedné a funkce maji zajimavé vlastnosti:

[ hwa= o=t G =] =0 (2.224)
X =1; =— m X)= . .
- ¢ € £ e—0" ¢ 0 prox#0
Diracovu distribuci miizeme formaln¢ zavést jako limitu téchto obdélnikovych funkei
o(x)=lim f,(x). (2.225)
£—0

Posloupnost kopeckl (Cauchyho-Lorentzovych rozdéleni)

Obdélniky z ptedchozi ukazky nejsou hladké funkce. To ale neni nepiekonatelny problém,
misto obdélniki mtizeme pouzit funkce spojité se vSemi svymi derivacemi podle vztahu

fg(X)El 28 > (2.226)
T e +x

Plocha pod témito funkcemi je rovna jedné pro kazdé &, protoZe
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+oo
j fo(x) dv = j dr = l{arctani} - l(£+£j 1. (2227)
T et + 2 T el w\2 2
Pro malé £se ,.kopce* zuzuji a pfitom se zvétSuje jejich vyska:
[ heod=1: fO="1:  iim =] PO (2.228)
X =1; =— m X)= . .
- € € TE 0" ¢ 0 prox#0

Opét miiZeme zavést Diracovu distribuci jako limitu téchto spojitych funkei:

8(x) = lim f,(x). (2.229)

Posloupnost Dirichletovych jader
Diracovu Distribuci miizeme zavést také pomoci jednoduché funkce

+ oo
sin x
f=—=;  fO)-1; [ fx)d=x.
Zaved’'me posloupnost
k sinkx
Je(x)= : (2.230)
T kx

ktera ma jednoduché vlastnosti

Tf(x)dX=1' A=K tim =T PO
- ' , ) T ko’ 0 proxe (—7/2,7/2)\{0}

Bohuzel uz neplati, Ze by se pro k£ — oo funkéni hodnoty pro x # 0 blizily k nule, jako tomu
bylo u posloupnosti obdélnikd nebo u posloupnosti ,,kopecki* pro mala epsilon. Naptiklad
pro x = /2 je fr(x) ~ sin(kn/2) = {0, 1,0,-1, 0, 1, ...} a limita viilbec neexistuje. Nicmén¢ na
kazdém intervalu, ktery neobsahuje nulu, bude integral z této rychle kmitajici funkce pro
k — oo nulovy, a tato posloupnost funkci je opét vhodna pro realizaci Diracovy distribuce
(integral kazdé¢ z nich je roven jedné a v nule pro k — o posloupnost diverguje k nekonecnu.
Diracovu tedy distribuci mizeme zavést jako limitu

5()= lim f;(x).

Poznamenejme, ze funkce fi(x) jsou znamé z dikazu véty o Fourierové rozvoji do fady
a nazyvaji se Dirichletovo jadro.

Fouriertiv obraz jednotkové funkce
Spoctéme nejprve nasledujici integral:

+k +k ik —ikx .
I ok g = { lkx} _e . e zzksmkx‘
b ix i ix kx

Integral az na koeficient 2z davé Dirichletovo jadro. Diracovu distribuci 1ze proto napsat jako
+k +oo

1 : 1 :
S(x)= lim — [ e®dk=— [ e*™dk. 2.231
*) kl—IEo 2r _I © 2z I © ( )

Integral v nevlastnich mezich chapeme pravé ve smyslu uvedené limity. Diracova distribuce
je tak Fourierovym obrazem jednotkové funkce.
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Diracova distribuce nemé vlastnosti béznych funkci. Pfestoze je jeji hodnota nenulova
v jediném bodé¢, d4 integral z ni nenulovou hodnotu. To plyne z limitniho charakteru zavedeni
této distribuce. K jejim zakladnim vlastnostem patfi:

[ 8 fyde= [ 8(x) /() dx = f(0) [ 8(x)dx = £(0). (2.232)

Divod je snad ziejmy. Distribuce & je vSude nulova kromé jediného bodu x=0. Proto
vysledek integralu mize ovlivnit jediné hodnota funkce f v pocatku. Tu vSak muZzeme
vytknout pied integral a dostaneme jako vysledek hodnotu funkce v pocatku.

Poznamka 1: Distribuci Ize také chapat jako velmi jednoduché zobrazeni, které pfifadi funkci jeji
hodnotu v pocatku (zobrazeni, které pfifadi funkci Cislo, se nazyva funkcional).

X T
Tsf(x)=f(0);  resp. £(x)—> £(0).

Poznamka 2: Distribuci Ize chapat jako funkcional dany skalarnim soucinem
T f(0)=(glf);

Skalarni sougin pisobi na libovolnou funkci f z tzv. prostoru testovacich funkci. Funkce g je pevné
dana, definuje toto zobrazeni a nazyva se temperovana distribuce. Cim hezé&i vlastnosti budou mit
funkce z testovaciho prostoru (napfiklad budou dostateéné rychle konvergovat k nule na hranicich
oblasti), tim horSi vlastnosti mize mit funkce g definujici zobrazeni. Za prostor testovacich funkci
muze poslouzit napfiklad Schwartziv (Sobolevuv) prostor.

Poznamka 3: Casto se hledaji fe$eni celych rovnic ,ve smyslu skalarniho souginu®. Napfiklad misto
rovnice

Ap=f
feSime rovnici

(Ap-fly)=0,

kde @ je hledané feSeni a ¥/ je libovolna funkce z prostoru testovacich funkci. Tato feSeni se nazyvaji
slaba feSeni. Jejich tfida je mnohem bohatsi nez byla tfida feSeni pavodni rovnice. Nachazena feseni

mohou mit ,divocejSi“ charakter a jsou bliz&i fyzikalni realité. Jejich hledanim se zabyvala vynikajici
matematicka Olga Alexandrovna Ladyzenska.

P2. Konvoluce

Na separabilnich prostorech (se spocetnou bazi) miizeme zobrazeni A|f) =| g ) psat v konk-
rétni reprezentaci v maticovém tvaru

D Aufi=gx (2.233)
[

Jednotkové zobrazeni 1 | /)= f) je dano jednotkovou matici, jejiz prvky tvoii Kroneckertiv
symbol:

Y. 0ufi=fi- (2.234)
/
V piipadé neseparabilnich prostorti je zobrazeni dano funkci dvou proménnych

[ 4Gy f()dy=g(x). (2.235)
Q

Integral (2.235) se nazyva konvoluce a oznacuje se

A f = [ A () dy. (2.236)
Q
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Konvoluce je analogii maticového nasobeni na neseparabilnich prostorech. Roli indexi
pfebiraji spojité proménné x a y. Roli matice ptebird tzv. jadro konvoluce A(x, y). Specidlnim
pfipadem konvoluci jsou rtizné integralni transformace (Laplaceova, Fourierova, Abelova,
atd.). Jadrem jednotkového operatoru je Diracova distribuce (je nenulova jen pro x =y ):

[6C=» rdy=1(x)

Diracova distribuce tak na neseparabilnich prostorech piebird lohu Kroneckerova symbolu.

P3. Greenulv operator a Greenova funkce

NapiSme maticové elementy jednotkového operdtoru v x reprezentaci (maticové elementy
jednotkového operatoru jsou praveé Diracovou distribuci):

S(x—y)=(yI11x)=DUpInXnlx)=Y. fr ) f(x).

Ve spojitych prostorech

S(x=y)= [ f ) fi(x)dk (2.237)
k
Distribuci Ize tak napsat pomoci libovolnych bazovych funkei, napiiklad pomoci baze
ik
kys——¢e"™,
| N2
dostaneme
S(x—y) = L j R ijeik(x—y) k= S()=— j e dk (2.238)
2 ' 2 ' 2 !

cozZ je vyse odvozeny vztah (2.231).

Greentlv operator
Hledejme feSeni linearni operatorové rovnice s pravou stranou

Ligy=f. (2.239)
Z véty o spektralnim rozvoji vime, Ze feSeni je mozné zapsat pomoci vlastnich vektort (tvofi-
li ortonormalni bazi) a vlastnich ¢isel ve tvaru

1
@)= —IIXIIf).

T A
PrepiSme feSeni takto

16)= G| f); é=2%|l><l|. (2.240)
i 7

A

Operator G se nazyva Greeniiv operdator a je inverznim operatorem k operatoru L.
V ptipad¢ operatoru se spojitym spektrem prejde sumace v integraci.

Greenova funkce

Zabyvejme se nyni specidlnim pfipadem — rovnici s linearnim operatorem a nenulovou
pravou stranou na prostoru L

Lo=f. (2.241)
Hledejme nejprve feSeni pro jednotkovy impuls na pravé strané (bude reprezentovany
Diracovou distribuci):

LG(x)=6(x)
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Toto teSeni se nazyvd Greenova funkce. Obecné feSeni rovnice (2.241) je konvoluci
Greenovy funkce a pravé strany rovnice

$()=G*f=[G(x—y)f(»)dy.

Diikaz je velmi jednoduchy. Ukadzeme, ze plisobenim operatoru L na nalezené feSeni
dostaneme pravou stranu ptivodni rovnice:

L= [LG(x=-y)f(dy = [S(x=»)f(dy = f(x).

A

ooooooooooooO°°oooooooooooo
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