Ejercicios de geometria convexa y politopos

Alexey Beshenov (cadadr@gmail.com)

17 de agosto de 2016

Conjuntos convexos

1) Digamos que dos subconjuntos X y Y de IR! son diferentes si uno no se trasforma en otro por una
homotecia de razén positiva (una aplicaciéon x +— Ax con A > 0). ;Cudles son los subconjuntos
convexos diferentes de R'?

2) Demuestre que si K C R"” y L C R™ son conjuntos convexos, entonces K x L C R"*™ es también
convexo.

3) Sea {K,} una familia de conjuntos convexos en R" (indexada por algtn parametro real «). Entonces
su intersecciéon (), K, es también convexa.

4) La unién de conjuntos convexos |J, K, casi nunca es convexa. Sin embargo, si la familia {Kj}4
satisface a < B & K, C K,;, entonces su union es también convexa.

5) Para dos subconjuntos X, Y C R" su suma de Minkowski es el subconjunto
X+Y:={x+y|xeX, yeY}
Demuestre que si X y Y son convexos, entonces X + Y es también convexo.

6) Demuestre que si K C R" es un conjunto convexo, entonces su clausura topoldgica K es también
convexa.

7) Demuestre que si X es un conjunto abierto, entonces conv X es también abierto. (Indicacién: conv X
es convexo, de donde intconv X es también convexo.) Encuentre algiin ejemplo de un conjunto
cerrado X tal que conv X no es cerrado.

8) Si f: R" — R™ es una aplicacion afin, entonces para cualquier subconjunto X C IR" tenemos
f(conv X) = conv f(X) (utilice el hecho que la imagen y la imagen inversa de un conjunto convexo,
respecto a una aplicacién afin, es también convexa).

9) Tenemos la siguiente descripcién de la envolvente convexa de X C IR™:

convX:= (| K={) Ax|YA=112>20x,...x€X k=12,..}
KDX 1<i<k i
K convexo

(denotemos el conjunto a la derecha por K; note que K C conv X y X C K, por lo que es suficiente
de demostrar que K es convexo).



10) Si Kj y K; son dos subconjuntos convexos no vacios en R", entonces
conv(Ki UKy) = | [x1,%].
x1 €Ky
x; €Ky

11) Si C; y C; son dos conos convexos, entonces su suma de Minkowski C; + C, coincide con la envol-
vente convexa conv(Cy U Cy).

12) Sea B(0,r) la bola cerrada centrada en 0 € R” de radio r. Entonces el conjunto polar correspondiente
es B(0,7)° = B(0,1/r).

13) Sea X el cuadrado con vértices (1,1), (—1,1), (1,—1), (=1, —1). Calcule el conjunto polar X°.

14) Para cualquier X C R" el conjunto polar X° es convexo, cerrado, y X° > 0.

Polinomios de Ehrhart
15) Completa la demostracién del teorema de Pick.
16) Supongamos que el poligono es

a) simplemente conexo (no tiene agujeros), pero no necesariamente convexo,

b) no simplemente conexo.

;Se cumple todavia la identidad de Pick A =1 + %B —1? Sino, jes posible corregirla?

17) Parag =1,2,3,... sea T, el simplice con vértices (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), (1,1, 7).
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Demuestre que para cada g tenemos #(T; N Z3) = 4 (los tnicos puntos enteros en T, son sus vértices)
y vol T, — oo para q — oo. Ademds, calcule el polinomio de Ehrhart

ETq(m):%m3+m2+(2—%> m+ 1.

18) La féormula de Pick para P C IR? puede ser escrita como
1
A= 2(6p(1) +£(1) —2)
Demuestre que la férmula andloga en R® es

volP = - (£p(2) = 34p(1) — £3(1) +3).

N =

19) Por la definicién, el nimero de Delannoy D(p,q) es el numero de caminos desde el punto (0,0) al
punto (p,q), donde cada paso es en la direccion norte ((i,j) — (i,j + 1)), este ((i,j) — (i+1,j)), o
noreste ((i,j) = (i +1,j+1)). Por ejemplo, D(3,1) = 7:
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a) Demuestre que estos nimeros satisfacen la relacién de recurrencia
D(p.q) =D(p~1,q)+D(p-1,9-1)+D(p,g—1) parap>0,q>0.

Asi que esta formula junto con los valores triviales D(p,0) = D(0,g9) = 1 nos permite calcular
D(p,q) desde una especie de “tridngulo de Pascal” (en nuestro caso, cada elemento es la suma
de los tres elementos que estdn arriba):

D(0,0)
D(1,0) D(0,1)
D(2,0) D(1,1) D(0,2)
D(3,0) D(2,1) D(1,2) D(0,3)
D(4,0) D(3,1) D(2,2) D(1,3) D(0,4)
D(5,0) D(4,1) D(3,2) D(2,3) D(1,4) D(0,5)
D(6,0) D(5,1) D(4,2) D(3,3) D(2,4) D(1,5) D(0,6)

b) Demuestre que D(3,m) = {¢p(m) donde P es el octaedro de vértices (£1,0,0), (0,+£1,0),
(0,0, +1).

20) Sean Ay B dos cuadrados méagicos. Demuestre que la suma A + B (calculada elemento por elemento)
y el producto A - B (calculado como el producto habitual de matrices) son también magicos. ;Qué es
la suma madgica correspondiente en estos casos?



