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1. C*-algebras universales

Algunos ejemplos iniciales.
1. C*-algebra universal de un elemento unitario.

2. No existe una C*-algebra universal generada por un elemento autoad-
junto.

3. C*-dlgebra universal con unidad de una contraccién normal.

Formalizacién [Blackadar, 1985]. Siempre partimos de:

1. Un conjunto de generadores, G = {z,}acs. Dado dicho conjunto,
G* indicard un conjunto disjunto con G, que estd en biyeccién con G
a través de un mapa que simbolizaremos x +— x*, al igual que a su
inversa.

2. Un conjunto R de relaciones entre los elementos de G, cada una de
las cuales se expresa como

*

1P(Tars o s Ty - 25,

| <mn, (1)

donde x4, ..., %0, € G, n € Ny, p > 0, y p es un polinomio con
coeficientes complejos en 2n variables no conmutativas. Si n = 0,
la relacién puede ser reescrita en forma puramente algebraica como

* * _
p(:val,...,xan,xal,...,xan) =0.

Deseamos definir una C*-dlgebra “universal” sobre un tal conjunto de
generadores G = {x,}aer sometido a un conjunto de relaciones R como las
de mas arriba.



Definicién 1. Una representacion de (G, R) es un conjunto de operadores
{Ts}aer en un espacio de Hilbert H que satisface:

Ip(Tass -, T T

FIRRR

I <

Qn

siempre que [|[p(Tay, - Tay Thy - 25 )| <N ER.

Mas en general, diremos que una familia {aq}acr de elementos de una
C*-dlgebra A representa al par (G, R) si |[p(aa,,-..,0a,, 0% ... a; )| <7
siempre que ||p(Tays- .-, Ta,, T Jxh ) <neR.

*
ETRRE

Obsérvese que si aq, ;- - -, q,, a5, - -, a, son elementos de una C*-dlge-
bra A que satisfacen la relacién (1), y ¢ : A — B es un homomorfismo, enton-
ces ¢(aay)s- -y (aq,), P(aay)*, ..., d(aq,)" también satisfacen (1). Luego si

{aa }aer representa al par (G, R), entonces {¢(aq)}aer también lo representa.

Pasamos ahora a discutir la existencia, y en caso positivo la construccion,
de la C*-dlgebra libre generada por generadores y relaciones. Sea F*(G) :=
F(G U G*), la x-dlgebra libre generada por G. Entonces dada una funcién
cualquiera f : G — B, donde B es una *-algebra con unidad, f se extiende
de forma tnica a un homomorfismo f : F*(G) — B. En particular se tiene:

Proposicién 1. Toda representacion p de (G, R) en el espacio de Hilbert H
se extiende de forma unica a un x-homomorfismo

po: F(G) = C*(p(9)) € B(H).
Definicién 2. Un par (G, R) es llamado admisible si:
(a) Existe una representacion de (G, R).

(b) Siempre que {TP}acr es una representacion de (G, R) sobre HP para
cada B € J, entonces Sy := Py TP €B (®B€J ’HfB> para cada o

En otras palabras, para todo o € I se tiene supge; || TH| < oo.

» Obsérvese que si se satisface (b), entonces {@ ses Tf} es también
acl

una representacién de (G, R) sobre H := @, , H”.

» La condicién (a) asegura que las relaciones en R no son inconsistentes
entre ellas o con los axiomas de C*-algebras.



» Como cualquier elemento de F*(G) es un polinomio en los z,, 2%, la

condicién (b) equivale a

sup{||po(2)|| : p es una representacién de (G, R)} < oo, Vz € F*(G).

» Por la condicién (a) podemos definir
|1zl :=sup{||po(2)]| : p es una representacién de (G,R)}.

Como acaba de ser sefialado, la condicién (b) asegura que este nimero
es finito, Vz € F*(G). Como z +— ||po(z)|| es una C*-seminorma para
cada p, se deduce que || [|,, también es una C*-seminorma en F*(G).

Definicién 3. La C*-dlgebra universal del par admisible (G, R) es la comple-
tacion de Hausdorff de F*(G) con respecto a || ||,,, es decir, la completacion

*

de —{z:]|'-|—|z(|ﬁ):0} con respecto a la norma inducida en ese cociente por || ||,,. Esta
C*-dlgebra serd denotada por C*(G,R).

Proposicién 2 (Propiedad universal de C*(G,R)). Sean B una C*-dlgebra
Y {batacr C B tal que {ba}acr verifica R, es decir, representa a (G, R).
Entonces existe un unico morfismo de C*-dlgebras

7m:C*"(G,R) = B,
tal que m(&4) = by para todo o € I, donde &, es la clase de x, en C*(G,R).

Demostracion. Como la unicidad de 7 es clara, nos concentramos en su
existencia. Consideremos cualquier representacién fiel 7 : B — B(H) de
B. Para cada a € I sea p(x,) := 7(bs). Entonces p es una representa-
cién de (G,R) en H. Esta representacion induce un tnico homomorfismo
Po - F*(g) - B(H>7 tal que Po(CUa) = p(-ra)v Va € I. Como Po €S || ||M_
continuo, induce a su vez un homomorfismo p : C*(G,R) — B(H) de C*-
algebras, tal que p(Z,) = po(za) = 7(by), Ya € I. Como Im(p) C Im(7), po-
demos definir 7 como la composicién de p con la inversa de 7 co-restringida
a 7(B). Entonces el siguiente diagrama conmuta:

C*(G,R)—= B
Im(7) € B(H)

Luego para todo a € I se tiene 77(&q) = p(Za) = po(xa) = 7(by), de modo
que 7(Z4) = by, pues T es inyectiva. O]



Algunos ejemplos mas.

1. C*-dalgebra de un grupo discreto.

Si G es un grupo discreto, y tomamos
G:=G, 7R:=/{todas las relaciones de G, t* = ¢!, Vt € G},
entonces C*(G,R) = C*(G).

2. Productos cruzados.

Supongamos que G es un grupo discreto, y que a : G x A — A es una
acciéon por automorfismos de G en una C*-dlgebra con unidad A (se
dice que (A, G, «) es un C*-sistema dindmico). Queremos codificar esta
accion en una C*-algebra de manera similar a como una accién de un
grupo en otro por automorfismos da lugar al correspondiente producto
semidirecto. A tales efectos consideramos:

G =GWA

R=RiURqU{e =141t =t'Vt € G, tat* = ay(a), Va € A, t € G},
donde R4 = todas las relaciones de A, Rg = todas las relaciones de G.

No lo haremos aqui, pero se puede probar que (G, R) es admisible.
Entonces A X, G := C*(G,R) se llama producto cruzado de A por a.

Obsérvese que si p : (G,R) — B(H) es una representacién, entonces
Q@ := p(e) = p(14) es una proyeccion en B(H), tal que Qp(z) = p(x) =
p(x)Q, Yx € G, por lo que podemos suponer que p es no degenerada,
es decir, Q = Idy. Entonces podemos descomponer p en dos represen-
taciones, una de G y otra de A. Mds precisamente, p|g resulta ser una
representacion unitaria U : G — U(H), y p|a resulta ser una represen-
tacién no degenerada m: A — B(H). Debido a la dltima clase de rela-
ciones consideradas se tiene que el par (7, U) es una representacion
covariante del sistema (A, G, a), es decir:

m(a(a)) = Uy (a)U;, Va € At € G. (2)

Reciprocamente, si (7, U) es una representacién covariante de (4, G, «)
(es decir que U es una representacién unitaria de G en H, y 7 una
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representacion no degenerada de A en ‘H que satisfacen (2)), entonces
podemos combinar 7 y U definiendo

(mxU)o:(G,R)— B(H)

como (m X U)y(t) := Uy y (m x U)g(a) := w(a), lo que claramente re-
sulta en una representacién de (G,R). De esta forma se obtiene una
biyeccién entre representaciones no degeneradas de (G, R) y represen-
taciones covariantes del sistema (A, G, ). A su vez, cualquiera de estas
familias esta en biyeccién con las representaciones no degeneradas del
producto cruzado A x, G.

. Toros no conmutativos. [Rieffel, 1981].

Sea 6 € (0, 1). Consideremos el homeomorfismo ¢y : T — T dado por la
rotacién de un dngulo 6, es decir: py(z) := €2™2. Este homeomorfismo
induce un automorfismo de la C*-dlgebra C(T): Ry : C(T) — C(T)
dado por Ry(g)(z) := g(e*™*2). Dicho mapa se extiende a un operador
unitario en B(L?(T)) con Ry = R_y.

Consideremos la representacién M : C(T) — B(L?*(T)) dada por multi-
plicacién en L?(T), es decir: f +— My, donde M, (g) = gf, Vg € L*(T).
La representacion M es fiel.

Consideremos también la C*-subdlgebra de B(L?(T)) generada por Ry
y M;q4. Obsérvese que se verifica la relacion:

RyM;q = *™ M4 Ry (3)
En efecto:

(RoM;q)(f)(2) = Ro(fid)(2) = e 2(fid)(e*™2) = €™ M;qRy(2)

Consideramos el conjunto de generadores G := {x, y, z*.y*} y relaciones
R = {z*z — L,z2* — 1,y*y — L,yy* — 1,yz — e*2y}. Los cdlculos
anteriores muestran que x +— M;4, y — Ry es una representacién de
(G, R). Por otro lado, si p es una representacién de (G, R), entoces p(x)
v p(y) son unitarios. Este par de observaciones implican que (G, R) es
admisible.



Definicién 4. La C*-dlgebra Ay = C*(G,R) se llama toro no conmu-
tativo o dlgebra de rotacion correspondiente a 6.

Repasemos la construccién de Ag = C*(G,R).

Sea P, el anillo de polinomios en cuatro variables no conmutativas
llamadas =, z*,y e y*. Py tiene estructura de C-algebra naturalmente.
Ademas es una x-algebra, pues utilizando adecuadamente su propiedad
universal encontramos un tnico anti-isomorfismo, conjugado lineal, tal
que r — ¥ — x vy y — y* — y. Esta x-4algebra es precisamente
la x-dlgebra libre generada por los elementos x e y, que denotamos

Fr({z,y}).

Consideremos ahora el *-ideal J de F*({z,y}) generado por las rela-
ciones z*r — 1, z2* — 1,y*y — 1, yy* — 1, yx — 2™ 2y, simbolicemos por
AY :=P,/J su cociente, que es una *-dlgebra.

Indiquemos por u la clase de x y por v la clase de y. Obsérvese que u
y v son invertibles en AY, v que u™! = u* y v=! = v*. De este hecho,

agregado a que vu = €™y, se puede ver facilmente que todo elemento
a € AY es de la forma

donde sélo una cantidad finita de ¢,,, son no nulos.
Entonces Ay es la completacién de Hausdorff de A9 con respecto a la

seminormas:

|||, := sup{||7(z)|| : 7 es una representacién de AJ}.

Especializando la situacién general al caso de Ay se tiene:

Teorema 2 (Propiedad universal). Sea B una C*-dlgebra con elemen-
tos unitarios u', v' tales que v'u’ = e*™u'v'. Entonces el x-homomorfismo
unwersal ¢° : AY — B se extiende por continuidad a un morfismo
de C*-dlgebras ¢ : Ay — B. Ademds si 0 es irracional, ¢ : Ay —
C*(u',v") C B es un isomorfismo.

En particular podemos tomar H = L?(T) y los operadores v/ = Ry
y u' = M;q en B(H). Observar que la representacién correspondiente
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@’ : Ay — B(H) no es fiel cuando 6 = % racional, porque (Rﬁ)q =1

pero v¢ # 1. Sin embargo ¢? s es fiel cuando § es irracional, pues como
probaremos a continuacion, Ay es simple en ese caso.

Teorema 3. Si 0 es irracional, entonces Ay es simple.

Demostracién. Dado (A, u) € T?, la propiedad universal de Ay implica
que existe un dnico homomorfismo oy, : A9 — Ay tal que u — Au
y v — po. En realidad a, es un isomorfismo, pues es evidente que
a5 es su inverso. El mapa o : T? — Aut(Ag) tal que (A, 1) — aqy
es un homomorfismo de grupos. Y es continuo en el sentido de que si
a€ Agy (M, ) = (X, 1), entonces oy, ., (a) = ay,(a). Esto se ve
directamente sin dificultades para elementos en AY, y luego para todo
a € Ay aproximandolo por elementos de AJ y utilizando que cada a, ,
tiene norma uno.

Como u y v satisfacen la relacion (3), se tiene, Vm,n € Z:

v un ™" = XMy "M = v (4)

27rim9,U’ v uu™ = u <5>

u Mvu™ =e
Si w € Ay es un elemento unitario, indicamos por Ad,, € Aut(Ay) al
automorfismo interno dado por conjugaciéon por w: Ad,(a) = waw*,
Va € Ay. Entonces (4)—(5) muestran que ozrino g2rime = Adyny-m,
Vn,m € Z.

Fijemos un ideal I <1 Ay, y supongamos que I # Ay. Como todo ideal es
invariante por automorfismos internos, lo que acabamos de ver implica
que Qezrine c2mimo (1) C I, ¥m,n € Z. Ahora, si § es irracional, el conjunto
{(e¥min? e2mimb) . m € Z} es denso en T?, y por lo tanto se tiene que
aru(l) =1, ¥(A\ u) € T2 Sea E : Ay — Ay el mapa dado por

Bla) = /T (@) p).

1 — n,m
Sia= an Cnmu’ V"™, entonces

E(CL) - Z Cnym /11‘ /11: N " u" o™ dp d\ = 0,014,



pues fT 2"dz = 0,0, Vn € Z. Entonces E(Ay) = Cly,. En particular,
si a € I, el integrando ay ,(a) toma todos sus valores en I, y como [
es cerrado se tendra E(a) € I N Cly,. Pero como I no puede contener
elementos invertibles, deducimos que E(I) = 0. En particular

0= E(a*a) = / ay(a*a)d\dy,
T2

y por lo tanto el integrando debe ser la funcién nula, ya que es no
negativo y continuo. Pero entonces a*a = 0, y por lo tanto a = 0. Esto
muestra que [ = 0. O

Ejercicio. Probar que si # € QQ, entonces Ay no es simple.

3.1. C*-algebras generadas por isometrias parciales.

C*-dlgebra de Toeplitz.

Sean G = {s} y R = {s*s — 1}. Sabemos que el par (G,R) tiene una
representacion: si S : £2(N) — ¢?(N) es el shift unilateral, entonces s — S es
una tal representacién. Por otro lado, si p es una representacién de (G, R),
entonces p(s) necesariamente es una isometria, y por lo tanto ||p(s)|| = 1.
Luego (G,R) es un par admisble, y por lo tanto C*(G,R) esta definido. De
hecho, del teorema de Coburn sigue que C*(G,R) es precisamente el algebra
de Toeplitz T.

C*-dlgebras de Cuntz.

Definicién 5. El dlgebra de Cuntz O, es la C*-dlgebra universal generada
porn > 1 elementos sq,...,s, tales que

n

Z sis; =1, (6)

i=1
sis; = 1. (7)

Por lo tanto si los operadores 11, . . ., T;, € B(H) constituyen una represen-
tacion del par ({s1,...,s,},{(6) y (7)}), entonces las T; son isometrias cuyos
espacios finales son mutuamente ortogonales y su suma es H. Esto implica



que la condicién (b) de la definicién de par admisible se satisface. También
la primera: sean H = (*(N), y paracadai=1,...,nsea S; : H — H tal que

Si(xo,xl,...) = (O,...,0,%0,0,...,0,$1,...).
—q -1

Entonces cada S; es una isometria, y es claro que los espacios finales de los
S; son mutuamente ortogonales y su suma es todo el espacio H. Luego el
par ({s1,...,8,},{(6) y (7)}) es admisible, de modo que si Ti,...,T,, son
operadores en un espacio de Hilbert que satisfacen las propiedades (6) y (7),
entonces existe un unico homomorfismo ¢ : O, — C*(1T3,...,T,) tal que
¢(s;) = T; para todo 1 < i < n.

Para estudiar O,, es conveniente trabajar con palabras en los generadores.
Sean*:={1,...,n}" Siu = (i1,da,...,0) € n*, llamamos s, := s;, 5, . . . S,
y decimos que |u| := k es la longitud de la palabra s,,.

Obsérvese que s}s; = 0;;1. Si i = j esto es simplemente (7). Si ¢ # j,
entonces:

n n n
oK L oX ® % * * * *® * ® O\ k
1 = sjs; = s; E 8i5;5j = 5787885 + E sisi(sis)" =1+ E s75:(858i)",
i=1 i#] i#j
or lo tanto Y7, . s*s;(s%s;)* = 0. Como los sumandos son elementos posi-
i#] 7] J
tivos, cada uno de ellos debe ser nulo, como queriamos probar.

o . . . k _ . . . I . *
Lema 1. Sean p = (i1, iy, ...,i) € n“ y v = (ji,j2,...,J1) €n. Si s;s, #0,
entonces:

(i) Silu| =1v], esp=vys;s, =1

(i) Si|p| <|v|, existe ' € n'"* tal que v = pv/ y s%s, = s,

*

(1i) Si|u| > |v], existe p' € """ tal que p = vy’ y shs, = s,

/.

Demostracion.

(i) 0 # sis, = sj_...s;8j ... Sj,. Entonces iy = j1 y sjs; = 1. Luego
tenemos que iy = jp y ;,55, = 1. Asf se sigue hasta agotar los k = [

indices. Entonces pp = v, y ademas sys, = 1.

(ii) Igual que en el caso anterior, tenemos que iy = js paras = 1,..., k, por-
que k < I. Entonces s}s, = sj,,, ... 5;_;. Entonces siv' = (jri1,...,J1) €
n'=* se tiene que v = pv/, va que u = (iy,...,ix) = (j1i,..-,Jk) ¥
v=(j1,- s Jks Jot1, - - J1) = pv’. En particular tenemos que sy s, = s,/
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(iii) Como sys, # 0, igual que en los casos anteriores se tiene que iy =

Js para todo s = 1,...,[. Entonces s;s, = sj ...s; . Sea u' =
Q41 ..,0 € n*7'. Entonces SuSu = S, donde p = (iy,...,ix) =
(i1, o) (igr - oo yin) = vt

O

Proposicién 3. Cualquier palabra no nula en {s;,sf : 1 <i < n} tiene una
expresion de la forma s,s;,.

Demostracion. La demostracion se hace por induccion en la longitud de la
palabra, utilizando el resultado anterior. O

Definicién 6. Sea W el conjunto de las palabras en n*, es decir las palabras
de longitud k y n generadores; y sea W™ = U>oW}'. Entonces definimos

Fii = span{sus, : [ul = [v[ =k} y
Fr = Ui Y.

Definicién 7. Una C*-dlgebra es uniformemente hiperfinita o UHF si es la
clausura de una union creciente de subdlgebras unitales isomorfas a dlgebras
de matrices M,,; y se dice que es tipo n™ si ay = nF y la inyeccion j,
Mx — M k1 es de la forma

Jk
M, = M,x+1 tal que a —
a

Proposicién 4. F}! es isomorfo a M, y F" es una UHF de tipo n™.

Demostracién. Definimos ¢y, : Fib — M« tal que s,s), — E,,. Como {E,,}
es una base de M,x y dimF* < n*  entonces ¢}, se extiende a un isomorfismo
lineal. De hecho es un isomorfismo de C*-algebras, porque es multiplicativa
y preserva la adjuncion:

or((8u5,) (Sws1r) = Pr(Ovw8usy) = O By = B By = 0r(8,8,)0(Su8,)-

wr((5050)") = @r(svsy,) = Bup = By = ¢n(susy)”
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. - Lk - L n
1 (£ * * (£ .
La inclusion natural F;' < F' | se puede escribir s,,s}, F S Suish; € AT

n

* oK o* oK o* *
g SuiSy; = E 5.5i5; 5, = Su E 55,5, = 5.5,
i=1 i i

Por induccién en k es ficil ver que Fj' es una subdlgebra unital de O,,. En
efecto, si k = 1 se tiene 1z = Z\m:l 8.8y, ¥y por lo tanto 17 = 1 por (7).
Supongamos que para k > 1 se tiene 1z =1, es decir Z“”:k_l susy, = 1.
Entonces :

_ * ) P *
Lrp = i SuSp = 2y, apent Siv - SiSh - S5,
— i yent Sin o Sy (Zik@l slksik) Si e Sh
B . . * *
- i1,0eyip_1€NL Szl e Slk—ls’ik,1 e S’il

_ *
= Ljul=h-15u5)

Finalmente, es rutinario verificar que los diagramas

Pk
My —25 > Fr

jkl/ LLk
n
Mnk+l <Pk+1> k41

son conmutativos, Vk, de donde se concluye que F" es UHF de tipo n>*. [

Definicién 8. Sea B una C*-subdlgebra de la C*-dlgebra A. Se dice que un
mapa E : A — A es una esperanza condicional sobre B si FEes positivo,
unital e idempotente, y su imagen es B. Se dice que E es fiel si E(a*a) =0
implica a = 0.

Teorema 4. Existe una esperanza condicional fiel ¢g : O,, — O, con imagen

F-
Demostracion. Paratodo A € T, consideremos el conjunto {\s; }1<i<,. Obsérve-
se que los elementos Asy, ..., \,s, verifican las relaciones de Cuntz (6)—(7):

D (s (As)T =) Asids; = AP sist = [AP1 =1,

i=1 i=1 i=1

(Asi)*As; = Asis; = |A|*s)s; = 1.
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Consideremos el mapa fy : {s1,...,s,} — O, dado por fy\(s;) = As;. La
propiedad universal de O,, implica que este mapa se extiende a un morfismo
de C*-dlgebras py : O, — O,, que de hecho es un automorfismo pues p; es
su inversa. Como py(s7) = pa(si)* = Asf para todo 4, se tiene:

pa(su8s) = Atls NIgr = AHIN=Ig gx = Alul=lvlg g* (8)

Sea g, : T — O, tal que g,(\) = px(x) para todo = € O,,. Veamos que la
funcién g, es continua.

Si 0 #y € span{s,s; : u,v € W'}, entonces y = >, 5,5, (donde p; y
v; pueden tener longitudes diferentes), y g, = g5, suiss, = > Gsyuss7, - Luego
para ver que g, es continua basta ver que cada gs,; 1o es, lo cual sigue
inmediatamente de (8).

Si € O, es cualquiera, como span{s,s;} = O,, existe y € span{s,s;}
tal que ||z —y|| < 5. Entonces ||, — gylloo < €/3:
€
3
Por lo tanto, si 6 > 0 es tal que ||g,(\) — g,(\)| < €/3 si |A — N[, entonces:

19:(A) = g2(M) | < 1lg2(A) = gy (M| + 1195 (A) = gy (A + [l9y(X) = g(A)]]
<€/3+gy(A) —gy(N)| +¢/3 <e.

192(A) = gV = llpa(z) — pxW)Il = llpalz = )l < llpalllle —yll <

Entonces g, es continua.
Ahora si estamos en condiciones de definir ¢q. Dado z € O, sea

1 1
oo(z) = / G (™) dt = / pezwie(x)dt  (integral de Riemman).
0 0

Entonces

1 .
Po(545,) :/ e2mitlil=Dg s*dt = { 0 Lo [l # 11,
0

S8 st |ul = v,

Por lo tanto ¢g|z, = Idr~ y ¢o(O,) C F", y por lo tanto ¢2 = ¢y, es decir
¢o es idempotente y unital. Ademads es contractivo:

1 1
— . 2mit d < . 2mit d < ]
[0 ()]l ‘/0 9x(e7™) t‘ </O |92(e”™)|dt < |||

Por otro lado, si = es positivo y x # 0, entonces pge~it () tambieén es positivo
y no nulo para todo ¢, y en consecuencia ¢q(z) también es positivo y no nulo.
Entonces ¢q es positivo y fiel. O
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El siguiente resultado, que se incluye sin demostracion, permite probar
que O, es simple, y a la postre que cada representacién de las relaciones de
Cuntz (6)—(7) genera una C*-algebra isomorfa a la de Cuntz. Una demos-
tracién puede verse en el el articulo original de Cuntz [Cuntz, 1977] o en
[Davidson, 1996].

Teorema 5. Six # 0, x € O,,. Entonces existen a,b € O,, tales que axb = 1.
Corolario 1. O,, es simple.

Demostracion. Si 0 # x € I ideal de O, entonces por el teorema previo,
existen a,b € O, tales que axb = 1. Luego 1 € I. Es decir O,, = I. O

Corolario 2. Si Ty, ..., T, son isometrias tales que Y. T;,T;* = 1. Entonces
CcY(Ty,...,T,) =2 O,.

Demostracion. Por la propiedad universal, existe p : O,, — C*(1T1,...,T),)
tal que p(s;) = T3, lo que implica que p es sobreyectiva. Ademds, como O,
es simple, se tiene que ker(p) = 0.

Por otro lado es facil ver que O,, tiene una representacién. Basta tomar
el espacio de Hilbert ¢?(Z") y los operadores Si,...,S, € B(H) tales que
Si(x1, . Tny- o) = (Y1, - Yn,-..), donde y; = x; si j = i(modn) y cero en
otro caso. Entonces O,, # 0. Luego es isomorfa a C*(11,...T,). O

C*-algebras de Cuntz-Krieger.
Sea A = (a;;) € M, tal que a;; € {0,1}, Vi,j = 1,...,n. Definamos

K :={(k;) e{1,... ,n}Z DOk gy, = 1Y)}

41
Entonces K es un espacio topoldogico compacto y de Hausdorff. El shift bi-
lateral es homeomorfismo en K. El psistema dindmico (K, k) es una cadena
de Markov topoldgica.

Sean G = {s1,...,s,} con las relaciones
a) s;sis;=8;, Vi=1,... n.
n *
R o b) Zi:l Sisi - 1
= i .
c) sis; =0, Vi#j.
d) $78i =) 0,01 558 = Dojo1 0SSy, Vi=1,....n.

13



Por ejemplo la relaciones que definen las algebras de Cuntz O,, son las
relaciones de Cuntz-Krieger correspondientes a la matriz A = (a;;) € M, tal
que a;; = 1Vi,j=1,...,n. En este caso es K = {1,...,n}~.

Siempre se puede encontrar una representacién de (G, R). Por otro lado si
p es una tal representacion, se tiene p(s;) < 1 Vi, porque p(s;) es una isometria
parcial. Entonces existe Op := C*(G,R). la C* algebra Oy se llama algebra
de Cuntz-Krieger de la matriz A. Se tiene el siguiente

Teorema 6. Si K no tiene puntos aislados, y {S1,...,Sn} es una represen-
tacion de (G, R), entonces Op = C*(S1,...,S,). Ademas Op es simple, y es
un invariante completo del sistema (K, h), es decir, si B es otra matriz del
tipo descrito arriba, entonces Oa = Og via un isomorfismo que satisface (P)
si y solo si (Ka,ha) y (Kg, hg) son sistemas dindmicos conjugados.

7. C*-dlgebras de grafos

Las C*-dlgebras de grafos son C*-algebras universales generadas por iso-
metrias parciales asociadas a las aristas de grafos dirigidos. Las algebras de
Toeplitz, de Cuntz y de Cuntz-Krieger se pueden describir como algebras de
grafos.

Un grafo dirigido es una cuaterna F = (E°, E' r,s) formada por dos
conjuntos numerables E° (los “vértices”) y E' (las “aristas”) y dos mapas
r: E'— E° (“range”) y s : E' — E° (“source”). Si s(e) = v y r(e) = w, se
dice que v emite a e y w recibe a e, y que e va de v a w.

Se dice que un vértice v es una fuente de E si r~'(v) = (), y se dice que
es un pozo de E si s7'(v) = (). Si una arista e es tal que s(e) = v = r(e), se
dice que e es un loop basado en v.

Por razones técnicas sélo consideraremos grafos de “filas finitas”, es decir, tales que
cada vértice recibe sélo una cantidad finita de aristas.

Un isomorfismo ¢ : E — F entre los grafos dirigidos E = (E°, E',rg, sg)
y F = (F°,F',rr,sp) es un par de mapas biyectivos ¢* : E° — F? ¢! :
E' = F'tales que rpo ! = ¢ orgy spo ¢t = ¢ o sp

14



Ejemplos.

(A) En este caso es s(e) = v =r(e), s(f) =w, r(f) = v: eréw

(B) Aquiesr(e)=s(e)=r(f)=s(f)=uv: erQf.

Definicién 9. Sea E = (E°, E',r,s) un grafo dirigido. Una familia de
Cuntz-Krieger para E en el espacio de Hilbert H es un par {S, P} formado
por un conjunto P = {P, : v € E°} C B(H) de proyecciones mutuamente
ortogonales y un conjunto S = {S. : e € E'} C B(H) de isometrias parciales
tales que:

(CK]) S:Se = Ps(e), Ve € El, Y
(CK2) Py = 3 cpta(e)mv) SeSe, YU € E° que no sea una fuente.

La C*-subdlgebra de B(H) generada por SU P serd denotada C*(S, P), y
diremos que es la C*-dlgebra de la familia {S, P}.

Para cada v € E°, sea H, = P,H. La condicién (CK1) dice que S, es una
isometria parcial con espacio inicial Py)H, y que

S, = 9.5, = S.Pye).

Luego si s(e) # s(f), se tiene S = SePy(e) Pu(1)S7 = 0.

La condicién (CK2), junto con el hecho de que las P, son mutuamente
ortogonales, expresa que H, es la suma dirceta de los espacios finales de las
isometrias parciales S, correspondientes a aristas que llegan a v. Entonces si
r(e) = v, se tiene S.S¥ = P,S.S¥, y por lo tanto

S, = 8,575, = P,S.S*S. = Pyu)S..

Como las proyecciones P, son mutuamente ortogonales, la suma ) =
SOT — ), cpo P, también es una proyeccién. Como Pr()Se = Se = SePye),
se tiene S.P, = 0 si w # s(e), y P,Se = 0 si r(e) # w, de donde se
concluye que S.Q) = S, = S.Q), Ve. Pero entonces, sustituyendo H por QH si
fuera necesario, se puede suponer que la familia es no degenerada, es decir,
SOT = cpo Py = Idy.
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Volvamos a los ejemplos previos:
Ejemplos.

(A) Una familia de Cuntz-Krieger para el grafo dirigido £

erLw

es {S, P} = ({S¢, Sy}, { Py, Pu}), donde H = (*(N), y

P,(xo,x1,29,...) = (0,21, 22, ...),
Py(xo,x1,29,...) = (20,0,0,0,...),

St(xo, 1, 2,...) = (0,20,0,0,...)
Se(xo, x1,22,...) = (0,0,21, 22, ...).

En efecto, si S(zg,x1,Ta,...) = (1,9, ...) es el shift unilateral, enton-
ces es facil ver que P, = SS* = Idy—P,, Se = S*S* = SP,,y Sy = SP,,
de modo que S!S, = SP,S%, S}Sf = P,S*SP, = P,, SfS;i = SP,S5%,
S.SF = SP,S*, y por lo tanto

S.S; + 858 = SP,S* + SP,S" = S(P, + P,)S" = SS* =

(B) Cualquier familia de Cuntz-Krieger para el grafo dirigido F

eCUQf
es de la forma {S, P}, donde S = {S.,S¢}, P = {Idy}, con SIS, =
Idy = S}Sy, y SeS; + SpS} = Idy. Es decir, {5, P} es una familia de
Cuntz-Krieger para E si y sélo si {51, 5>} satisface las relaciones que
definen Os.

Cualquier grafo dirigido £ admite una E-familia de Cuntz-Krieger. En
efecto, sea H := (*(E*). Obsérvese que H es separable, ya que E* es nume-
rable. Para e € E' y v € E se definen la isometria parcial S, € B(H) y la
proyeccién P, € B(H), que en la base ortonormal {¢, : 4 € E*} estdn dadas
por

0 en otro caso 0 en otro caso

S.(€,) == {5eu sise)=re)  pe {5“ si r(e) = v

SiS={S.:e€ FE'}y P={P,:v e E", entonces el par {S, P} es una
FE-familia de Cuntz-Krieger.

16



Proposicién 5. Supongamos que E es un grafo dirigido y que {S, P} es una
familia de Cuntz-Krieger para E en una C*-dlgebra B. Entonces:

(a) Las proyecciones S.S%, e € E', son mutuamente ortogonales.
(b) Si S:Sy#0, entonces e = f.

(¢) Si S.Sy# 0, entonces s(e) =r(f).

(d) Si S.S} # 0, entonces s(e) = s(f).

Ejemplo. Volvamos a considerar el grafo dirigido F

eréw

y sea {S, P} = {{S.,S¢},{P,, Py} } una E-familia de Cuntz-Krieger cual-
quiera. Entonces se tiene:

(Se +S7)*(Se + S5) = S8, + SiSe + 828y + SiSy = P, + 0+ 0+ P, = Id,
y por lo tanto S, + Sy es una isometria. Por otro lado
(Se + Sp)(Se + Sp)* = 882 + 8452 + 885 + 5457 = P,

Luego a partir de S, +.S¢ podemos recuperar P, y P,, y por lo tanto también
aSe = (S.+ S¢)P, y entonces a Sy = (S, +S¢)P,. En otras palabras S. + S
genera C*(E), es decir: C*(E) = C*(S, + Sf). Reciprocamente, si V' es una
isometria, entonces P, = 1-VV* P, =VV* S, =VP, y Sy = VP, define
una FE-familia de Cuntz-Krieger. Por lo tanto dar una E-familia de Cuntz-
Krieger equivale a dar una isometria. Recuérdese que el teorema de Coburn
dice que todas las C*-dlgebras generadas por una isometria no unitaria son
isomorfas entre si, y en particular isomorfas al algebra de Toeplitz T. Luego
C*(E) =2 T. Ver también el ejemplo siguiente al Teorema 8.

Definicién 10. Un camino de longitud n > 1 en el grafo dirigido E es
UNG SUCESIOn fuifly -+ - fby, de n aristas de E, tales que s(u;) = r(pir1), Vi =
1,...,n — 1. Indicaremos la longitud del camino p por |u|. Los vértices son
los caminos de longitud 0.
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Indicaremos por E™ al conjunto de caminos de longitud n, y E* =
UnsoBE™ St = papie - fin, se define r(p) = r(u1) y s(u) = s(pn). Si
o= faflofly YV = Uy Uy $(u) = r(v), podemos forma el camino
e YV I VU 6 U I T

Sip= (p1, po, .., pn) € [[1, E, se define S, = S, Sy, - S,,,. La parte
(c) de la proposicién anterior muestra que S, = 0 a menos que fuyfio - - - fty, €
E™. En ese caso es facil ver que S;SN = Py = Po)-

Corolario 3. Si u,v € E* se tiene:
(a) Silu|=|v|yp+#v, entonces (5,5;)(5,5;) = 0.
Sy sip=wvp' para algin ' € E*
(b) S3S, =< Sy siv=p para algin V' € E*
0 en otro caso.
(¢) SiS,S, #0, entonces pv es un camino en E, y S,S, = S,
(d) Si S,S; #0, entonces s(p) = s(v).
Corolario 4. Si yu, v, y f € E*, entonces
SuSuat S st = va!
(8uS;)(8aS5) = { S.uSaw siv=av
0 en otro caso.

En particular todo producto finito no nulo de las isometrias parciales Se y Sy
tiene la forma S,S}; para algunos caminos p,v € E* tales que s(p) = s(v).

Proposicién 6. Si {S, P} es una familia de Cuntz-Krieger para el grafo
dirigido E, se tiene C*(S, P) :=span{S,S} : s(u) = s(v)}.

Dado un grafo dirigido E, considérese el conjunto

Op = {du,v pv ey S(N) = S(V)}
con laS relaCioneS

(d, =dyu, Yu,v € E* con s(u) = s(v)

Rp = dyow g sta=vad
dyy = dppr siv=a
0 en otro caso.
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Cada familia de Cuntz-Krieger {S, P} para E en el espacio de Hilbert H
induce una representacién de 7g p de (G, R) en B(H) a través de g p(d,,) :=
S,,8,+. Por otro lado, si p es una representacién de (Gg, Rg), se tiene

lp(du) II* = Nl o(d ) Il = lo( i) | = [lp(dpg) | < 1,

pues p(d,,) es una proyeccién, ya que d;, 4y = dp . Por lo tanto el par
(G, RE) es admisible.

Definicion 11. La C*-dlgebra del grafo dirigido E se define como:
C*(E) :=C"(Gg,Rg).

Sean s, 1= de s() ¥ Po = du,, Ve € E' y v € EY. Entonces es facil ver que
{s,p} es una familia de Cuntz-Krieger que genera C*(F), y para toda familia
de Cuntz-Krieger para E se tiene 75 p(s.) = Se y ms.p(py) = P,, Ve € E' y
ve kY.

7.1. Teoremas de unicidad.

El teorema de Coburn permite obtener muy facilmente una versién con-
creta de la C*-dlgebra universal generada por una isometria. Del mismo mo-
do, el teorema de Cuntz hace su parte en relacén a las algebras O,,. En esta
ultima parte veremos que ambos resultados se pueden obtener como conse-
cuencias de resultados generales sobre dlgebras de grafos.

En primer lugar hacemos notar en el siguiente resultado que, como en el
caso del algebra de Toeplitz y de las algebras de Cuntz, en toda C*-algebra
de un grafo dirigido hay una accién continua natural de T. Esta accién accién
se conoce como gauge action.

Proposicién 7. Sea E un grafo dirigido. Entonces existe una unica accion
v de T en C*(E) tal que va(se) = Ase ¥ Va(py) = po, VA €T, e € E' y
v € E°. Ademds ~y es continua.

Demostracién. La unicidad es clara porque {s.,p, : ¢ € E',v € E°} genera
C*(FE). Para ver la existencia de v, nétese que para cada A € T se tiene
que {\s¢,p, : € € E',v € E°} es una familia de Cuntz-Krieger para E, y
por lo tanto existe un tnico homomorfismo v, : C*(E) — C*(E) tal que
Ya(8e) = Ase ¥ 7a(py) = po, Ve € ELv € E°. Como vy, 7r,(Se) = MAase =
Yo VAL, AL € Ty e € B, y cada p, es invariante por cada 7y, se deduce
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de la unicidad de estos mapas que v, Ya, = Vi), LUEZO 7y €s una accién por
automorfismos de T en C*(E).

En cuanto a la continuidad, fijemos \g € T, x € C*(E) y y = > ¢uu5,5,
tal que ||z —y| < ¢/3. Como y,(s,) = Als,, y como el producto por escalares
es continuo, también lo es el mapa

A= (y) = Z C#’y)\lul—lu\susi7

asi que existe § > 0 tal que si [A — Xg| < 0 se tiene ||yA(y) — 72, (¥)]| < €. Por
lo tanto si |A — Agl:

A (@) =0 ()| < Mlval@ =)+ va ) =120 W+ 720 (2 =y) || < 3(e/3) =,

lo que termina la prueba. O]

7.1.1. Subespacios espectrales de una accion de T.
Supongamos que 7 es una accién continua de T en una C*-dlgebra A.

Definicién 12. Sea n € Z. El n-ésimo subespacio espectral para v es A, =
{a € A:~v,(a) = z"a,Vz € T}. En particular Ay es una C*-subdlgebra de A,
llamada subdlgebra de puntos fijos de v y generalmente denotada A”.

Es inmediato verificar que cada A,, es un subespacio cerrado de A, y que
Ar A, c=35pan{a™b:a,b e A,}
es un ideal bilateral cerrado de A7, Vn € Z.

Proposiciéon 8. Dadon € 7Z, sea P, : A — A tal que

1
P,(a) = /Tz_”yz(a)dz :/ e 2y ori(a)dt, Va € A.
0

Entonces P2 =P,, |P,|| <1y P,(A) = A,.

Demostracion. Es claro que ||P,|| < 1:
1
1Pl = | [ = et@del] = | [ eyt
: o
S/O \|€_2“"t%2m't(a)||dt=/0 lall dt = [l
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Veamos a continuacién que P, |4, = Ida,. Si a € A, entonces

P.(a) = /z_”yz(a)dz:/z_”znadz = /adz =a
T T T

Para terminar la demostracién basta probar que P,(A) C A,. Seana € A y
w € T. Como la medida en T es invariante por rotaciones:

P = [

T

) = [ = [ e s

T

= [ ¢Ma)ds = wPafa)

Corolario 5. P, es una esperanza condicional fiel con imagen A”.

Demostracion. Ya vimos que P} = Py, y que su imagen es Ag = A7. Supon-
gamos que a € A. Entonces

1
Py(a*a) = /’yz(a*a)dz:/ Yezwit (@ a)dt.
T 0

Como el integrando es no negativo, se tiene Py(a*a) € A7. Como ademds el
integrando es continuo, FPy(a*a) =0 <= a = 0. O

Proposicién 9. Sea a € A. Entonces:
(a) Si P,(a) =0 Vn € Z, entonces a = 0.

(b) (Teorema de Fejér) Sin >0 y s,,0, : A — A estin dadan por s,(a) :=
S, Pula) yo, = %Z;‘:—Ol sj, entonces o,(a) — a.

En conclusion se tiene A = ®,czA,.

Demostracion. Sea 1 un estado de A. Si P,(a) =0 Vn € Z, entonces:

0=1v(Py(a)) = ¢([Tz_”7z(a)dz) = /Tz_’%(vz(a))dz Vn € Z.

Por lo tanto la funcién continua compleja z — ¥ (7.(a)) tiene todos sus
coeficientes de Fourier nulos, y por lo tanto es nula. Como los estados de A
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separan los puntos de A, se deduce que a = 0, lo que prueba (a). En cuanto
a la parte (b), se tiene:

n—1 7 n—1 n—1 |k’|

gula) = -5 3 Pela) = S (n— [K)P (1- ") A

§=0 k=—j k=0 k=0

Por lo tanto, si F,, es el nicleo de Fejér:

o=@ = o~ 32 (1= ) [ornsared] = | [ o= Rt
‘H/ “‘%Q“*“”dtuﬁ/o Fo(€™)]|a — yeans (@) |df —s00 0.

Se deduce de (a) que la suma » _, A, es directa, y de (b) su clausura es
todo A. O

Corolario 6. Sean v la gauge action de T en C*(E), y @ : C*(FE) — C*(E)
la esperanza condicional sobre C*(E)Y. Para cada subconjunto finito F' de E*
y cada eleccion de escalares c,,,, se tiene:

* *
<I>< E cm,,susl,) = E CuSuS,,

pweF {nweF:|ul=Iv]}

C*(E)" = span{sys, : s(u) = s(v) y [ul = [v]}

Demostracion. Sean p,v € E* tales que s(u) = s(v). Entonces

_ s st pl =y
S dz = [ 2M-Wg s*dy = uy
/T%( n 5) /T wv 0 en otro caso

Entonces la primera afirmacion queda probada, y la segunda sigue inmedia-
tamente de la primera y de que ®(C*(F)) = C*(E)". O

Es claro que, razonando como en el corolario anterior, el n-ésimo subes-
pacio espectral de la accién 7 es

C*(E)n = span{sys;, : s(u) = s(v) y |u| = |v| = n}.
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Analicemos ahora C*(E)". Si k > 0, sea
Fi :=35pan{s,s, : |u| = |v| =k, s(pn) = s(v)}.
Si p, v, y B son caminos de longitud k, entonces sabemos que

(5355)(5055) = Buau 9)
Luego, para cada v € E°, el conjunto {s,s} : |u| = |v| =k, s(u) = s(v) = v}
es un sistema de unidades matriciales para

Fi(v) :=span{sus, : [u| = v| =k, s(n) = s(v) = v},

y por lo tanto F(v) = K(¢2(E* N s71(v))) de operadores compactos en el
espacio £2 del conjunto numerable E* N s~!(v) = {u € E* : s(u) = v}. La
igualdad (9) también implica que si v y w son vértices diferentes, enton-
ces Fr(v)Fr(w) = 0, y por lo tanto la familia {Fj(v)},epo es linealmente
independiente. Se concluye entonces que

Fi = Opemo Fi(v) & @pepoK(C(EF N s (v))).

Cuando el grafo F no tiene fuentes y u,v € E* N s~ (v), entonces la relaciéon
de Cuntz-Krieger en v implica que

* * * ko *
5.8, = SuDvS, = Sy g 8¢8.8,, = g SueSye € Fitt,
r(e)=v r(e)=v

y por lo tanto F C Fr.q VEk.
Se deduce entonces que si E no tiene fuentes se tiene

C*(E)" = UpFi, = U @pepo Fi(v),

y por lo tanto es una AF-dlgebra.
A los efectos de evitar mayores dificultades técnicas, en las demostraciones siguientes
supondremos siempre que el grafo F no tiene fuentes, a pesar de que los resultados

seran enunciados en general. Las demostraciones completas pueden consultarse en
[Raeburn, 2004].
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Lema 2. Supongamos que {T,Q} es una E-familia de Cuntz-Krieger en la
C*-dlgebra B, tal que Q, # 0 para todo v € E°. Entonces Tr.q es isométrico
en C*(E).

Demostracion. Si p € E*, se tiene T;T, = Qq(y) # 0, de modo que si s(u) =
s(v), entonces Qg = T,(T,T;)T, # 0, lo que implica que 77 q(s,s;) =
T, T # 0. Entonces 77, es isométrica en cada F(v), y por lo tanto en cada
Fi, y entonces en UpFy, que es denso en C*(E)7. ]

Teorema 8 (Teorema de unicidad de la accién candnica). Sea E un grafo
dirigido, y supongamos que {T,Q} es una E-familia de Cuntz-Krieger en
una C*-dlgebra B, con cada @, # 0. Si existe una accién continua 8 : T —
Aut(B) tal que B.(T.) = zT. para cada e € E* y 3.(Q,) = Q, para cada
v € EY, entonces mr.q es un isomorfismo entre C*(E) y C*(T, Q).

Demostracidon. Se tiene:
Imro(®(a)] < / Imro(v(a))lldz = / 182 (mor(a)) | dz.

Como los automorfismos de C*-algebras son isométricos, lo anterior implica

I77,.0(®(a))] S/THWQ,T(CZ)HdZ— 7@ r(a)ll (10)

Si mor(a) = 0, entonces 7o r(a*a) = 0, y por lo tanto g r(®(a*a)) = 0 por
(10). Pero entonces ®(a*a) = 0 porque mg 1 es fiel en C*(E)7, y como ® es
fiel, se deduce que a = 0. Luego g 1 es inyectiva, y es sobreyectiva también
porque su imagen es cerrada en B y contiene a los generadores T,, @), de
C*(E). O

Ejemplo. Una vez més consideramos el grafo dirigido

€C’U~4’w

Sabemos que el shift unilateral S : ¢*(N) — (?(N) define una E-familia de
Cuntz-Krieger: P, = 1—-55*, P, = S5*, Sc = SP, y Sy = SP,. También
sabemos que los unitarios U, : ¢*(N) — ¢*(N) tales que

U2, 21, Ta, ..., Tn, . ..) = (20, 201, 22T, ..., 2" Ty, .. .)
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definen una accién continua f de T en T a través de T — U, TU}, y es
B.(S) = zS, Vz € T. Entonces es (,(P,) = Py, 5.(P,) = P,, 5.(Se) = zS. ¥y
B:(S¢) = zS¢. Por lo tanto C*(E) = T.

Para terminar enunciamos sin demostraciéon otro teorema de unicidad.
Antes necesitamos un par de definiciones. Se dice que un camino p = pypis - - - fin,
(n > 1) en un grafo dirigido E es un ciclo si s(u,) = r(p1) v s(p) # s(p)
sii # j. Una arista e es una entrada al ciclo y si existe i tal que r(e) = (1),

y e F# [

Ejemplo. En el siguiente grafo dirigido £

f
“—
g
e

ef, fe, y g son ciclos; fge y efef son caminos cerrados pero no son ciclos,
porque pasan dos veces por w. Cada ciclo tiene una entrada; por ejemplo g
es una entrada a ef, y e es una entrada a g. Por su parte, en el grafo F

er—fwwjg

el ciclo e no tiene entrada.

Teorema 9 (Teorema de unicidad de Cuntz-Krieger). Supongamos que E
es un grafo dirigido en el cual cada ciclo tiene una entrada, y que {T,Q} es
una E-familia de Cuntz-Krieger en la C*-dlgebra B tal que Q, # 0 Vv € E°.
Entonces el homomorfismo mrg : C*(E) — C*(T, Q) es un isomorfismo.

Ejemplo. En el siguiente grafo dirigido E, que corresponde a las relacio-

nes de Oy C
e va

hay dos ciclos, a saber e y f, y cada uno es una entrada del otro. Por lo
tanto cada representacién que no se anule en ningun vértice proveera un
isomorfismo con Os.
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Apéndice sobre generadores y relaciones

Monoides y semigrupos libres. Dado un conjunto X, al que llamaremos
alfabeto, sea Mx = (J, >, X", donde X" = {(Xi,...,X,) : X; € X}. Si
X = (), entonces My = {(}} tiene un tinico elemento.

Supondremos en adelante que X # (), de manera que la unién My :=
U,,50 X™ es disjunta.

Noétese que X° = {@}. Diremos que los elementos de X" son palabras
de largo n en el alfabeto X. En particular la palabra de largo 0 sera llama-
da palabra vacia, y denotada por 1. Escribiremos X;X5--- X, en lugar de
(X1, Xo, ..., X,). En My se define el siguiente producto u : Mx x Mx — My,
llamado concatenacién de palabras:

Xy X, X XD ) = Xy X XL XD € XM Ynm > 1,

P, X1 X)) = X1+ X = p( Xy - X, 1), VXp -+ X, € X7

Cuando X; = Xy = -+ = X,, = X, pondremos simplemente X" en lugar
de X1 X5 ---X,. Es rutinario probar que u es asociativo, y es claro que no es
conmutativo a menos que X tenga un solo elemento. Por lo tanto (My, u) es
un semigrupo con unidad, es decir, es un monoide. Hay una inclusiéon natural
Jx — Swmy, dada por X — X € XL

Si M es un monoide y f : X — M es un mapa cualquiera, sea ™ : X* —
M tal que fO)(X1 Xy - X,) i= f(X0)f(Xa) - f(Xp) sin > 1,y fO1) =
1, la unidad de M. La coleccion de dichos mapas define gx : My — M,
que claramente es un morfismo de monoides, y de hecho el inico que hace el
diagrama siguiente conmutativo:

Jx My
X A
M

Definicién 13. Se llama monoide libre en el conjunto X a todo par (M,])
formado por un monoide M y una funcion j : X — M tal que para toda
Juncion f: X — M de X en un monoide M existe un tinico homomorfismo

f:M—= M tal que f = fj.

X

La construccién anterior muestra que (My, jx) es un monoide libre en
el alfabeto X. El mapa X — (My, jx) es de hecho parte de un functor. En
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efecto, si a: X =Y C My es una funcion, la propiedad universal de (My, jx)
implica que existe un tnico homomorfismo ay : Mx — My tal que a@ = apjx.

Es fécil verificar ahora que la correspondencia (X 2 Y) — (Mx il My>.

es un functor de la categoria de conjuntos y funciones en la categoria de
semigrupos y sus homomorfismos. Obsérvese que en particular toda funcion
biyectiva o : X — X da lugar a un automorfismo ay de Mx.

Para X # (), sea Sx = |J,,»; X" = Mx \ {1}. Entonces podemos considerar
jx : X = Sx. Como anteriormente, se ve que para toda funcién g : X — S
de X en un semigrupo S existe un unico homomorfismo gx : Sx — S tal que
g = gxJjx- Es decir que -con una definicién similar a la anterior- el par (Sx, jx)
es un semigrupo libre en X. Como en el caso anterior, es facil ver que X — Sx
es la parte, correspondiente a los objetos, de un functor de la categoria de
conjuntos y funciones en la categoria de semigrupos y sus homomorfismos.

Polinomios no conmutativos. Consideremos ahora un anillo R y un
conjunto S. Sea RS el R-mdédulo libre a izquierda con base S, de manera
que

RS = {ers :rs € R, ry =0 para casi todo s € S},

ses
con las operaciones (Y, rss) = > (175)sy > rss+ Y ris =y (rs+1h)s.

Si ademads S es un semigrupo, entonces RS es un anillo con el producto
determinado por (rs)(r's") = (rr’)(ss’). Si S tiene unidad, entonces su unidad
es también unidad de RS. Si S’ es un subsemigrupo de S, entonces RS’ es un
subanillo de RS, y si ademés S’ es un subsemigrupo absorbente en el sentido
de que SS' C 8" O 5’S, entonces RS’ es un ideal bilateral de RS.

Finalmente, si R es conmutativo, entonces RS es una R-dlgebra.

Definicién 14. Sean R un anillo conmutativo y X un conjunto no vacio.
Entonces el dlgebra con unidad R(X) := RMx se llama dlgebra de polinomios
no conmutativos en las variables X € X y coeficientes en R.

Noétese que la subédlgebra (sin unidad) de R(X) generada por jx es RSy,
la cual, de acuerdo a los comentarios previos a la definicion anterior, es un

ideal bilateral de R(X).

Obsérvese que R(X) tiene la siguiente propiedad universal: si A es una
R-algebra con unidad y f : X — A es un mapa cualquiera, entonces existe
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un existe un tnico homomorfismo de R-algebras con unidad gx : R(X) — A

tal que
IX R<X>
A

Si A es una R-élgebra sin unidad, podemos adjuntarle una unidad definiendo
A := A X R con las operaciones de suma y producto por escalares definidas
coordenada a coordenada, y con la multiplicacién dada por

X

(a,7)(d,r") = (ad" +r'a+rd, r).

Entonces A es una R-algebra con unidad (0, 1g), que contiene a A como
ideal bilateral. Por lo tanto si f : X — A es una funcién cualquiera, existe
un dnico homomorfismo gx : R(X) — A tal que f = gxjx. Como la ima-
gen de jx es X! C RSy, se deduce que la subélgebra gx(RSx) de A es la
subdlgebra generada por f(X), y por lo tanto estd contenida en A. Podemos

ver la correspondencia (R, X) — R(X) en términos functoriales. En efecto,
consideremos el producto de las categorias de anillos conmutativos y la de
conjuntos. Por lo tanto un morfismo en esta categoria, de (R, X) en (R, X)
es simplemente un par (¢, «), donde ¢ : R — R’ es un morfismo de anillos y
a : X = X' es una funcién. Entonces se tiene un homomorfismo de dlgebras
¢a = R(X) — R'(X") dado por

Gua(r Xy X,) = ()am(Xy -+ X,) = 6(r)a(Xi) (X)),

x-algebras. Aproximémonos ahora al tipo de situaciones que nos interesan.
Supongamos dado un cierto conjunto no vacio, y sean Y e Y* copias disjuntas
de dicho conjunto, y sea X := YUY*. Entonces a : X — X tal que a(Y) = Y™
y a(Y*) =Y VY, Y* es una biyeccién. Consideremos también R = C, y sea
¢ : C — C la conjugacién. Entonces ¢, : C(X) — C(X) es un automorfismo
de orden 2, pues (¢, @) lo es del par (C,X). Esté claro que ¢, es de hecho
una involucién en C(X). La denotaremos simplemente *, como es usual.

Si Z es otro conjuntoy 3 : Y — Z es una funcion, extendamos § : YUY* —
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ZUZ* poniendo (Y*) = Z*. Entonces el cuadrado siguiente es conmutativo:

CY UY*) —=C(Y UY*)

o

C(ZzuZ*) —=C(ZuU Z¥)

En otras palabras: ¢z es un homomorfismo de *-algebras. Es rutinario ahora
verificar que la correspondencia <Y LN Z) — ((C(Y uY*) % C(ZU Z*)) es
de hecho un functor.

Supongamos que f :Y — A es una funcién a valores en una *-algebra A
sobre C. Entonces podemos extender f a Y UY* poniendo f(Y™*) := f(Y)*.
Luego por la propiedad universal de C(YUY*) existe un tinico homomorfismo
de C-algebras ¢y : C(YUY*) — A que extiende a f, y por lo tanto s es un
homomorfismo de *-algebras. Por este motivo, diremos que C(Y U Y*) es la
x-algebra libre (o universal) generada por Y.

Queremos ahora construir *-algebras a partir, no sélo de un conjunto X,
sino también de relaciones entre los elementos de X. Entenderemos por rela-
ciones en X cualquier subconjunto R de C(XUX*), es decir, cualquier coleccién
de polinomios no conmutativos en X y X* con coeficientes en C. Supongamos
que p € C(X U X*) involucra a los elementos Xi, ..., X,, € X, de modo que
p = Zozi17,,,7,-nkXZlXi2iQ . X:n:’“, donde para todo j es ¢; =1 0 ¢; = *. Si
f: X — Aes una funcién a valores en la *-algebra A, diremos que los elemen-
tos a;; := f(Xj,) satisfacen la relacion p si Qi i, aZl a,Z2 e aZ’;’“ =0. Si
lo anterior ocurre para todo p € R, diremos que f(X) satisface las relaciones
R. En ese caso, si Ig es el x-ideal de C(X U X*) generado por las relaciones
R, el homomorfismo v : C(X U X*) — A pasa al cociente C(X U X*) /Ig:

X —2C(XUX*)

| ]

A~ - S

Diremos que el par (C(X U X*)/Ir,j) (o cualquier otro isomorfo a éste) es

la x-dlgebra universal generada por (X, R), es decir, por el conjunto X y las
relaciones R (aqui es j 1= mrjy).
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