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Resumen

El objetivo de esta monografia es presentar los modelos booleanos de la
teoria de conjuntos y usarlos para probar la independencia de la hipotesis
del continuo.

Para ello, primero recordamos las bases de la teoria de conjuntos de
Zermelo-Fraenkel (ZF) y particularmente la nocion de conjunto constructible
(Godel 1938), que permite demostrar la consistencia relativa del axioma de
eleccion y de la hipotesis del continuo (con respecto a ZF).

Luego introducimos los modelos booleanos de ZF (Solovay, Vopénka 1965,
Scott 1967), que generalizan la nocioén usual de modelo de Tarski, permitien-
do que las formulas de ZF estén interpretadas por valores de verdad mas
generales que « verdadero » o « falso », tomadas en un algebra booleana
completa cualquiera.

Luego de haber estudiado las propiedades de dichos modelos, introduci-
mos la relacion de forcing (Cohen 1963), y con ésta terminamos la prueba de
independencia, probando la consistencia relativa de la negacion de la hipote-
sis del continuo (con respecto a ZF).
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Capitulo 1

Introduccion

Esta monografia trata sobre la teoria de conjuntos de Zermelo Fraenkel y
su relacion con posibles extensiones. Nos interesa responder preguntas como
las siguientes: ;Si la teorfa de conjuntos de ZF es consistente, también lo es
agregando el axioma de eleccion? En la teorfa de conjuntos de ZF jse puede
demostrar la hipdtesis del continuo o su negacion?

En el resto de esta seccion recordaremos lo necesario para entender los
conceptos mencionados previamente y el resto del trabajo.

1.1. Teoria de conjuntos de ZF

La teoria de conjuntos es el primer marco unificador de la matematica
presentado; en otras palabras, es una teoria dentro de la cual se puede forma-
lizar la matematica. Lleva ese nombre porque todos los objetos son conjuntos.
Unifica la matemética porque los objetos mateméaticos (ntmeros, tuplas, fun-
ciones, etc) se pueden definir como conjuntos particulares y sus propiedades
se pueden deducir de las que gobiernan a dichos conjuntos.

La primera presentacion fue por Frege [I]. Posteriormente, Russell encon-
troé una inconsistencia [2], por lo que se debi6 reformular. Esto fue comenzado
por Zermelo [3] y completado independientemente por Fraenkel [4] y Skolem
[5]. La teoria pasé a ser llamada de Zermelo Fraenkel, o ZF, abreviando.

Formalmente, la teoria de conjuntos tiene el siguiente lenguaje:

Definiciéon 1.1.1 (formulas de la teoria de conjuntos). Las formulas de la
teoria de conjuntos se definen recursivamente con las siquientes reglas:

o, = v=y|lxey

| =gl ond | oV | o=
| Ve ¢ | 3 ¢



donde x e y son simbolos de variable.

A los dos casos de la linea se les llama, formulas atomicas. Respecto
a los simbolos de variable solamente se asume que tenemos a disposicién una
cantidad numerable de ellos.

A los cuatro casos de la linea se les llama conectivas. Repasamos el
significado de los que menos se usan en matematicas.

= ¢ representa la negacion de ¢.
= ¢ A representa la conjunciéon de ¢ con v, es decir: « ¢y ¥ »
= ¢ V1 representa la disyuncion de ¢ con 9, es decir: « ¢ 0 P »

A los dos casos de la linea se les llama cuantificadores: Vx ¢ es una
cuantificacion universal y dx ¢ es existencial.

Es necesario realizar algunas definiciones y observaciones respecto a las
variables.

Def (Variables libres y sentencias). Dada una formula ¢, sus variables libres
son las que no estdn dentro del alcance de ningin cuantificador (¥ o 3). Las
variables ligadas son las que no son libres. Denotaremos FV(¢) a la familia
de las variables libres de ¢. St FV(¢@) es vacio, diremos que ¢ es una formula
cerrada o una sentencia.

En algunos casos en que cierta formula ¢ pueda tener libre la variable x,
la escribiremos ¢(z). En este caso, ¢(y) es la formula obtenida sustituyendo
la variable x por la variable y en ¢. Como es usual en matematicas, no dis-
tinguiremos entre formulas que solo difieren en nombres de variables ligadas.
Por ejemplo, si tomamos ¢y = Ve ©x = 2y ¢ = Vy y = y, consideraremos
que ¢1 y ¢o son la misma féormula.

Pasamos a listar algunas abreviaturas sintacticas que utilizaremos fre-
cuentemente.

s [ = Verx==x Es una férmula trivialmente verdadera.
= | = =T Esuna férmula trivialmente falsa; representa el absurdo.
s oY = (0= U)A W= 9) (Equivalencia logica)

rdy = "r €y

rFYy = r=y

n 2 Cy = Vz(z€ex=>0€y) (Inclusion de conjuntos)



dlz ¢(z) = Tz (d(z) AVy (6(y) = © =y))

Ve ey ¢p(x) = Vo (x € y = ¢(z)) (Cuantificacion universal acotada)

Jr ey ¢(zr) = Jz (v € y A ¢(x)) (Cuantificacion existencial acotada)

» Vo, 20,..., 2, ¢ = Vo Vro---Va, @

Idem con cuantificaciones existenciales o acotadas.

Cabe destacar que el lenguaje oficial de la teoria de conjuntos es un len-
guaje minimo en que los tnicos términos son las variables. Normalmente
en matemaética se trabaja con muchos méas simbolos (y esta monografia no
seré la excepcion), pero eso no es un problema porque las formulas resultan-
tes siempre se pueden traducir al lenguaje presentado de forma equivalente,
agregando nuevas variables. Veamos ejemplos con dos casos: el uso de @ para
el conjunto vacio y el uso de P(x) para el conjunto potencia de aﬂ

Jroecxr < drxdy (Vzz&y) Ay€x)
Ve Plz)#£x << Vedy (Vz(zey<ez2Cx)Ay#x)

En ambos casos se agregd una nueva variable, y, y una subférmula en azul
que implica que y cumple la definicién del conjunto deseado. En el primer
caso, la subférmula azul afirma que y es el conjunto vacio, mientras que en
el segundo afirma que es el conjunto potencia de x.

Detallar lo anterior en su totalidad supera el marco de la presente mono-
grafia; como referencia se recomienda [0].

Conjuntos y clases

En teoria de conjuntos, los elementos de los conjuntos necesariamente
son (otros) conjuntos, sin embargo, existen «colecciones» de conjuntos que

no constituyen conjuntos. Un ejemplo de esto proviene de la paradoja de
Russell |2].

Definiciéon 1.1.2 (clase). En teoria de conjuntos diremos que una clase es
una formula C(x) abstraida con respecto a una de sus variables libres .
Diremos que un elemento a pertenece a la clase C' y escribiremos a € C' si
se cumple C(a).

El concepto de clase recién introducido implica cierta ambigiiedad en el
uso del simbolo €, pues puede tratar sobre pertenencia de un conjunto a

LEl conjunto de todos los subconjuntos de z, es decir los ¥ tales que y C z.



otro, o sobre pertenencia de un conjunto a una clase. Otra notaciéon para la
clase C'es: {x / C(x)}.

Hay clases que conforman un conjunto y otras que no. La clase dada por
Ci(xz) = x # z es la clase vacia; ésta conforma el conjunto vacio @, cuya
existencia sigue del esquema de comprension, que presentaremos pronto. Por
otra parte, dada la clase Co(z) = = ¢ x, si asumimos que es un conjun-
to, llegamos a la paradoja de Russell. Intuitivamente, las clases que no son
conjuntos son mas grandes de lo que puede ser cualquier conjunto. Por el
esquema de comprension (que veremos pronto), si una clase es mas chica que
un conjunto, entonces es un conjunto.

Axiomas de la teoria de ZF

Los axiomas de la teoria de conjuntos de ZF son los siguientes:

Ve,y (Vz(z ey ©z€x)=>2=1y) (Ext)
VoedyVz(z e y & 2z €  AY(2)) (Esq. Comp)
VuduVy(y € v < (Jx €uy € x)) (Uni)
VudoVy(ly e v & Ve €y, x € u) (Pot)
Ju(@ e uAVr €udy €u, x €y) (Inf)
Va(a#@=3beca (bNa=9)) (Reg)

)

Vu(Ve € udly ¢(x,y) = FoVa € udy € v ¢(x,y)) (Esq. Remp

El axioma de extensionalidad afirma que si dos conjuntos tienen exacta-
mente los mismos elementos, son el mismo conjunto. Intuitivamente, con la
analogia de ver conjuntos como «paquetes» con cierto contenido, este axioma
dice que el envase no importa, solamente interesa el contenido.

El esquema de comprension E| es en realidad una familia infinita de axio-
mas, parametrizada por la formula ¢(z). Es decir, para cada formula de
primer orden (z), tenemos un axioma de comprension asociado, que nos
permite, dado un conjunto x, quedarnos con el subconjunto que cumple .
La formula ¢(z) no puede tener libre la variable y, sino se puede llegar nue-
vamente a la paradoja de Russell [}

El axioma de unidn nos permite construir uniones arbitrarias. Se suele

2La formulacién més completa permite que la formula 7 tenga parametros, es decir
otras variables que son cuantificadas universalmente. De esta forma el esquema queda
VavaxIyVz(z € y & z € x Ap(d, z)), donde @ son los pardmetros. Esta aclaracion vale para
todos los esquemas de axiomas o teoremas que se presentaran.

3Con x = {@} y ¥(2) = 2 ¢ y, instanciando z = @ llegamos a T €y & T €y



utilizar la siguiente notacion:

UA ={z/JacA(xeca)}

Usamos notacion de clase por comodidad; la unién es de hecho un conjunto.
El axioma de potencia nos habilita a tomar el conjunto de todos los
subconjuntos. La notacién es la siguiente:

Pla) = {x [« Ca}

Anélogamente al axioma de unioén, usamos notacion de clase pero es un con-
junto.

El axioma del infinito afirma la existencia de algin conjunto infinito. La
formulacion que utilizamos asume que € es una relacion aciclicaﬁ, lo cual
proviene del axioma de regularidad. Si no lo tuviéramos (hay presentaciones
de la teoria de conjuntos sin axioma de regularidad) habria que usar otra
formulacién, como la existencia de un conjunto Dedekind-infinitoP}

El axioma de regularidad implica que la pertenencia esta bien fundada.
Esto significa que no existe una sucesion infinita (x,,),en de conjuntos tal que
Vn € N z,,1 € z,. Esto en particular excluye conjuntos como un X tal que
XeX,o0Xyq,...X, tales que X; € Xy, X5 € X3,...,X,, € X;.

El esquema de remplazo, al igual que el de comprension, es una familia
infinita de axiomas parametrizada por una formula de primer orden ¢(z,y).
Cada axioma nos dice que si ¢(z,y) es una relacion funcional con dominio
u (Vx € uldly ¢(x,y)), entonces podemos tomar un conjunto v que sea su
codominio. En otras palabras, la imagen de un conjunto por una relaciéon
funcional es también un conjunto. Analogamente al axioma de comprension,
se requiere que la variable v no esté libre en ¢(x,y).

Los axiomas presentados hasta ahora conforman la teoria de conjuntos
de ZF, la cual alcanza para formalizar la mayoria de la matematica. Sin
embargo, en algunos casos se necesita extenderlo con el axioma de eleccion,
que se presenta en la siguiente seccion, con el cual tenemos la teoria de
conjuntos de ZFC (C por el nombre en inglés: “choice”).

Axioma de eleccion

El azioma de eleccion tiene muchos enunciados equivalentes. Uno de los
méas elementales es que cada conjunto A tiene una funcién de eleccidn, es

4Si la pertenencia fuera ciclica, el conjunto a = {@,a} cumpliria la propiedad sin ser
infinito.
®Un conjunto X es Dedekind infinito si existe f : X — X inyectiva pero no sobreyectiva



decir: una funcion f : (P(A) — {@}) — A tal que VX € (P(A) — {@}), se
cumple f(X) € X. Como ya se menciond, a la teoria de conjuntos de ZF con
axioma de eleccion se le llama ZFC.

Otros enunciados equivalentes al axioma de eleccién, menos sencillos, son
el teorema|I.1.3]y el lema[I.1.4] Para el enunciado del primero, recordamos lo
siguiente: un buen orden es un orden en el que todo conjunto no vacio tiene
minimo.

Teorema 1.1.3 (de Zermelo). Todo conjunto admite un buen orden.

Recordamos que dado un conjunto ordenado (P, <), decimos que un sub-
conjunto A C P es una cadena si y solo si la restricciéon del orden < a A es
total (Vz,y € A, x <yVy<uz).

Lema 1.1.4 (de Zorn). Sea (P, <) un conjunto ordenado. Si toda cadena
tiene cota superior, entonces hay en P al menos un elemento maximal.

Observar que si se cumplen las hipotesis del lema de Zorn, el conjunto P
es no vacio. Esto es porque la cadena vacia tiene supremo.

Ordinales, sucesiones transfinitas y cardinales

En esta seccion se presentan definiciones y enunciados relacionados a los
ordinales, los cuales tendran un papel central en la monografia. Para los
detalles, se recomienda [6].

Recordamos que un buen orden sobre un conjunto X es un orden tal
que todo subconjunto no vacio de X tiene minimo. Un ejemplo conocido es
el orden usual de los ntimeros naturales, pero hay muchos més. Los ordi-
nales son ciertos conjuntos bien ordenados, que se usan para representar a
todos los otros, a menos de isomorfismo (ver teorema [1.1.7). Comenzaremos
definiéndolos y luego listaremos ejemplos y propiedades.

Para definirlos, necesitamos la nocién de conjunto transitivo. Diremos
que x es transitivo si Vy € x y C x, o equivalentemente Yy € 2Vz € y 2 € x.

Definicion 1.1.5 (ordinal). Un ordinal es un conjunto transitivo en que la
relacion de pertenencia € es un buen orden estricto E] Formalmente, la clase
de los ordinales, escrita On, es dada por la formula:

5Un buen orden estricto es un orden estricto (relacion irreflexiba y transitiva) en la que
todo conjunto no vacio tiene minimo



On(z) = Yye€aVzey, z€x
Vyezydy
Vy,z,wex, yc zNz e w=y €w
VX Cux, X#@=>TJyeXVzeX (yezVy=2z)

Al trabajar con ordinales, la relacién de pertenencia tiene dos sentidos
seménticos. En la formula On usamos colores para diferenciarlos. Esta en
negro cuando la usamos del mismo modo que con cualquier otro conjunto y
en azul cuando la usamos como buen orden estricto.

Listaremos algunas propiedades de los ordinales (para las pruebas se re-
comienda [6]):

& es un ordinal.

Definiendo inductivamente 0 = @ y n+ 1 = n U {n}, estamos re-
presentando cada natural intuitivo n con un ordinal. Como ejemplos,
1 = {o} = {0}, 2 = {9,{w}} = {0,1}. En general tenemos n =
{0,1,...,n — 1}. Estos son los ordinales que representan los buenos
6rdenes finitos.

Definiendo w como el conjunto de todos los n definidos en el item
anterior, tenemos que w es un ordinal. Diremos que w es el conjunto de
los nimeros naturales.

Siz e Onyy € x, entonces y € On.

Los ordinales son una clase propia, es decir, no existe el conjunto de
todos los ordinales.

Para cualquer z,y € On tenemos x € y Vo =y V y € x (tricotomia).

En base al tltimo item anterior, tenemos la siguiente relacion de orden
total entre los ordinales.

Definicion 1.1.6. Dados x,y € On, definimos el orden estricto:

r<y ‘= rEy

Como los ordinales son transitivos, su orden no estricto asociado es:

r<y =2xCy



= Kl orden < definido sobre los ordinales, ademas de total es un buen
orden. Es decir cualquier conjunto o clase de ordinales tiene minimo
respecto a <.

» Para cada ordinal «a, tenemos que s(a) := a U {a} es otro ordinal,
llamado el sucesor de . Decimos que es el sucesor porque se cumple
que Yz € On (z < a & z < s(«)). Esto es equivalente a que s(a) es el
minimo de los ordinales mayores a a.

» Para cualquier conjunto A de ordinales, tenemos que | J A es un ordinal.
Este es el supremo de A en el sentido de <.

» Para cada ordinal «, si existe otro ordinal z tal que a = s(x), diremos
que « es un sucesor. Si a no es sucesor ni vacio, diremos que es limite.
El primer ordinal limite (el menor respecto a <) es w.

El siguiente teorema (|1.1.7]) nos dice que cualquier conjunto bien ordenado
es representado por un tnico ordinal. Es una de las principales propiedades
por las que usamos los ordinales.

Teorema 1.1.7. Cada conjunto bien ordenado (X,<x) es isomorfo a un
inico ordinal o con isomorfismo (es decir f : X — «a biyectiva tal que
Ve,y e X, x <xy< f(z) < f(y)) dnico.

Para hacer demostraciones sobre los ordinales disponemos de la induccion
transfinita. Esta proviene de que < es un buen orden estricto.

Teorema 1.1.8 (induccién transfinita). Para cada formula ¢(x) tenemos:

Va e On (VB < a ¢(58)) = ¢(a)) = Va € On ¢(a)

En palabras, el teorema dice que si asumiendo que ¢ se cumple
para cada [ < a podemos probar que también se cumple para «, entonces
tenemos que ¢ se cumple para todo ordinal. Cominmente la demostracion
se separa en 3 casos:

1. Caso base: « =0
2. Caso sucesor: existe o tal que a = s(a/)

3. Caso limite: en este caso, para cada § < « tenemos que s(f) < a, lo
cual suele ser de utilidad.
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Gracias a la inducciéon transfinita, podemos definir sucesiones transfini-
tas, escritas (Aq)acon- Como On es una clase propia (no un conjunto), las
sucesiones transfinitas no seran conjuntos, sino clases funcionales. Con es-
to, queremos decir que cada sucesion transfinita estd dada por una férmula
oa(B, ) tal que:

oa(B,a) = B=A,

donde se demuestra que Yoo € On3!B ¢4(B, ). Lo usual es definir la féormula
d4(B, ) de forma implicita dando reglas recursivas; esto es, dar una férmula
para calcular A, tomando como dados todos los Ag con 8 < a. Un ejemplo
comun, que usaremos en este trabajo, es la jerarquia acumulativa, definida
de la siguiente forma:

Vo = |JP(Vp)

B<a

0, equivalentemente:

%] sia=0
Vo =< P(Vp) st a = s(B)
Usea Vs st a es limite

Utilizando lo anterior, se define la clase V(z) = Ja € On z € V,,. Gra-
cias al axioma de regularidad y al esquema de remplazo, podemos probar
que Vo z € V. De este modo, la sucesion transfinita (V,,)acon estratifica el
universo de los conjuntos, como se representa en la figura [I.1]

Para finalizar esta seccién, nos encaminamos a definir la nocién de cardi-
nal. Decimos que dos conjuntos son equipotentes si existe una funciéon biyec-
tiva entre ellos, es decir, si sus elementos estan correlacionados uno a uno.
Intuitivamente, dos conjuntos equipotentes tienen el mismo tamano.

De mismo modo que los ordinales representan los buenos 6rdenes a menos
de isomorfismo (teorema, se definen los cardinales como representantes
de los conjuntos a menos de equipotencia. Observar antes que los ordinales
no pueden cumplir esa funcién, porque hay ordinales distintos que son equi-
potentes. Un ejemplo son w y s(w), pues w es infinito numerable y s(w)
solamente agrega un elemento.

Como acabamos de ver, pueden haber varios ordinales equipotentes a cier-
to conjunto. No obstante, también podemos afirmar que cada conjunto tiene
ordinales equipotentes, gracias a los teoremas y [L.I.7} Por ende, si bus-
camos representantes entre los ordinales no tenemos problemas de existencia,
pero si de unicidad. Sin embargo, esto se puede solucionar por el hecho de

11
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Figura 1.1: Ilustracion de la jerarquia acumulativa.

que los ordinales estéan bien ordenados, lo cual siempre nos permite tomar mi-
nimo. La intuicién es que vamos a asociar a cada conjunto el minimo ordinal
equipotente a dicho Conjuntom Esto justifica la siguiente definicion formal.

Definiciéon 1.1.9 (cardinal). Diremos que k es un cardinal, o k € Cn, si es
un ordinal que no es equipotente con ningun ordinal anterior. Formalmente:

ke Cn = k€ OnAVa<k(—3f:a— kK biyectiva)

Primero que nada, algunas observaciones: al igual que los ordinales, los
cardinales son una clase propia. Todos los n € w son cardinales. Ademaés, w
también es cardinal, el primer cardinal infinito, que como tal se escribe Rg. Por
otra parte, s(w) es el primer ordinal que no es cardinal, pues es equipotente
con w, como ya se menciono.

Anélogamente a lo que se mencion6 antes, gracias al teorema de Zermelo
.13y al teorema [I.I.7] tenemos que cada conjunto es equipotente a un
cardinal, que por definicion debe ser tnico (dos cardinales equipotentes son
necesariamente el mismo). De esto proviene la siguiente definicion:

Si dado un conjunto x tomamos el minimo de {3 € On / 3 es equipotente con x },
este es un cardinal, segin la definicion

12



Definicién 1.1.10 (cardinal de un conjunto). Dado un conjunto x, denota-
remos |x| al inico cardinal equipotente con x.

Los tltimos comentarios respecto a cardinales estan en la siguiente sec-
cion, que trata de la hipdtesis del continuo.

Hipoétesis del continuo

Se puede demostrar en ZF, con un argumento diagonal de Cantor, que el
cardinal del conjunto R de los niimeros reales (que es equipotente a P(N))
es estrictamente mayor al de los naturales. En la practica, los subconjuntos
infinitos de R que sabemos construir son o bien numerables (como N, Z, Q o
el conjunto A de los nimeros algebraicos), o bien son equipotentes a R (como
R-Q, R- A, etc). Surge naturalmente la siguiente pregunta:

¢ Eristird algun cardinal intermedio, entre el de N y el de R?

La hipdtesis del continuo, debida a Cantor, afirma que la respuesta a dicha
pregunta es no. Este fue considerado un problema central de la matemaética;
en particular, fue el primero de los Problemas de Hilbert [T].

Utilizando la maquinaria desarrollada en la seccién anterior, vamos a
darle otra formulacion, que utilizaremos en el resto de la monografia. En ZF
se puede demostrar la existencia de la sucesion transfinita de los cardinales
infinitos. Esta se define como

N, =min{k € Cn / k > WAV < a, Kk # Ng}.

En particular, 8y = w. La hipdtesis del continuo se puede reformular
afirmando |R| = Wy, o equivalentemente, |P(Ro)| = Xy, pues Ny = w y R esta
en biyeccion con P(w).

Por otra parte, la hipétesis generalizada del continuo (que, como su nom-
bre sugiere, tiene a la anterior como caso particular), afirma:

(HGC) Va € On, [P(R,)| =Rap1

Esta fue probada independiente, parcialmente por Godel en 1938 [§] y com-
pletada por Cohen en 1963 y 1964 [9] [10], lo cual le vali6 la medalla Fields
en 1966.
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1.2. Conceptos de logica

En las secciones anteriores realizamos un repaso de ZF. Ahora nos enfo-
caremos en ciertos conceptos logicos, los cuales seran igualmente importantes
para entender el trabajo y nos permitirdn precisar sus objetivos, terminando
la introduccion.

Deducciéon natural

En las secciones anteriores de la introducciéon se ha hablado intuitivamen-
te de formulas que se pueden demostrar en ZF, pensando en el razonamiento
deductivo que solemos usar en matemética. Esto se puede formalizar con va-
rios sistemas formales; en esta monografia usaremos la deducciéon natural, la
cual recordaremos en esta seccion de la introduccion. Comenzamos definiendo
los secuentes.

Definiciéon 1.2.1 (secuentes). Un secuente es un par escrito I' = ¢, donde T’
es un congunto de formulas, llamado contezto, y ¢ es una formula (que puede
o no estar en T).

La interpretacion de I' - ¢ es « de I' se deduce ¢ ». Diremos que un
secuente I' F ¢ se cumple si se lo puede inferir con las reglas de la deduccion
natural, que son las siguientes:
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ke TFo¢
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I'F ¢(z) ¢ FV(D) I'FVz ¢(x)
['FVz ¢(x) I'o(t)
T+ ¢(t) I+ 3z ¢(x) IymmkwngV@wg
I'F 3z ¢(z) 'y

En las reglas, ¢, v y £ pueden ser cualquier féormula, mientra que x e y
pueden ser cualquier variable. Algunas reglas tienen una condiciéon a la dere-
cha de la raya, como la primera, que solamente puede usarse si ¢ € I'. En la
primera fila tenemos la regla azxioma y la reduccion al absurdo. Por debajo,
en la columna de la izquierda estan las reglas de introduccion y en la de la de-
recha, las de eliminacion. Esta denominacion es porque las primeras se usan
para demostrar una conectiva o cuantificador, mientras que con las segundas
se usa una conectiva o cuantificador que ya se demostr6é para probar otra
cosa.

Las reglas presentadas anteriormente representan pasos puntuales de razo-
namiento deductivo. Para representar razonamientos completos, como puede
ser la prueba de un teorema, se utilizan las derivaciones:

Definicion 1.2.2 (derivacion). Llamaremos derivacion de I' = ¢ a todo dr-
bol (finito) de secuentes cuya raiz es I' = ¢ y cuyos nodos son reglas de la
deduccion natural.

Lo siguiente es una derivacion de F (Va ¢(z)) = (Jz ¢(x)), secuente en
el que I' = @.
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Vo ¢(x) F Veo(x)
Vo ¢(x) - ¢(x)
Vo ¢(z) F 3z o(x)
- (V2 9(e)) = (3¢ 9(2)

Comunmente vamos a escribir I' = ¢ refiriéndonos a que existe una deri-
vacion de dicho secuente.

Lo que acabamos de presentar es la deduccién natural cldsica, caracteri-
zada por la presencia de la reduccion al absurdo. Si quitdramos dicha regla
tendriamos la deducciéon natural intuicionista, en la que menos secuentes son
derivables. En esta monografia trabajaremos siempre en un marco clasico.

Culminamos esta seccién con la siguiente definicion, que aporta notacio-
nes tutiles.

Definicion 1.2.3 (teoremas de logica clasica y de ZF). Diremos que una
formula ¢ es un teorema de la ldgica cldsica o de la deduccion natural, si
se cumple (tiene una derivacion) el secuente + ¢, con contexto vacio. Lo
denotaremos NK F ¢.

Diremos que una formula ¢ es un teorema de ZF(C) si existen iy, ..., 1,

aziomas de ZF(C) tal que i1, ... ¥, F ¢. Lo denotaremos ZF(C)F ¢.

Jerarquia de Lévy

La jerarquia de Lévy organiza las férmulas de la teoria de conjuntos en
clases de complejidad (utilizando la palabra “clase” de forma intuitiva). Co-
menzamos definiendo la clase mas elemental.

Definicién 1.2.4 (Formulas restringidas). Decimos que una férmula ¢ es
restringida si todas sus cuantificaciones son acotadas. En otras palabras, las
formulas restringidas estan dadas por la siguiente definicion recursiva:

¢, = r=y|rEyY
| ¢ | oAY | dVY | b=
|Veeyo|3reyo

Las formulas restringidas son las mas sencillas porque no dependen de
todo el universo conjuntista, sino solamente de los conjuntos (y de sus ele-
mentos) mencionados por las variables libres de dichas formulas. En el resto
de la jerarquia hay cuantificaciones no acotadas, que si dependen de todo el
universo conjuntista. El nivel de complejidad esta dado por la cantidad de
cuantificaciones no acotadas alternadas, como se ve en la siguiente definicion.
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Definiciéon 1.2.5 (Jerarquia de Lévy). Se definen las siguientes clases de
formulas de modo recursivo. Las definiciones son a menos de equivalencia
logica.

w Yy = Iy es la familia de las formulas equivalentes a alguna formula
restringida.

m Q€ X,y Sty solosig=3ry,...,x, Y donde Y es1l,
m pell,y siysolosip=Vry, ...,z ¢ donde ) es ¥,

De este modo, por ejemplo Ju(& € u AVz € udy € u, x € y), el axioma
del inﬁnitoﬁ, es ¥1. Por otra parte, VudoVy(y € v & Vo € y, x € u), el
axioma de potencia, es Ils.

Observar que la jerarquia depende de una nociéon de formulas logicamente
equivalentes. Dicha equivalencia puede definirse de distintas formas, dando
lugar a jerarquias distintas. En los ejemplos anteriores utilizamos equivalencia
en deduccion natural, es decir:

¢p~1 siysolosi NK+Fo¢ & o

También se puede considerar la jerarquia de Lévy bajo equivalencia en
ZF(C), o sea:
p~1 siysolosi ZF(C)F o<

En el cuerpo del trabajo, cada vez que se mencione la jerarquia se espe-
cificard la equivalencia que se esté utilizando.

Consistencia relativa e independencia

En esta ultima seccion de la introduccion, definiremos los conceptos ne-
cesarios para hablar de extensiones de la teoria de conjuntos de Zermelo
Fraenkel, con lo cual podremos precisar exactamente los objetivos de la mo-
nografia.

Recordamos, brevemente, lo que son las teorias en general, de las cuales
ya presentemos un caso particular: la teoria de conjuntos de ZF.

Definicion 1.2.6 (teoria axiomatica). Una teoria T viene dada por un con-
gunto de formulas, Az(T), que llamaremos axiomas. Diremos que ¢ es un
teorema de T (notacion: T F ¢), si existen iy, ... 0, € Ax(T) tales que
U1,y .. Y 0.

Diremos que T es consistente si T t/ L

8Al traducir la formula al lenguaje minimo se agrega otra variable cuantificada exis-
tencialmente, lo cual no cambia la clase de complejidad.
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Cuando mencionamos que estudiariamos la relacion de la teoria de con-
juntos de ZF con posibles extensiones, estdbamos apuntando a los siguientes
conceptos:

Definiciéon 1.2.7 (consistencia relativa e independencia). Diremos que una
formula ¢ es consistente relativamente a una teoria T si la consistencia de
T implica la de T + ¢, donde T + ¢ es la teoria que proviene de agregar ¢ a
los aziomas de T .

Diremos que ¢ es independiente de T si tanto ¢ como —¢ son consistentes
relativamente a T .

En el siguiente capitulo, veremos que AC y HGC son consistentes re-
lativamente a ZF usando el método de los constructibles, introducido por
Godel en 1938 [§]. En los dos restantes, probaremos que —HGC es consis-
tente relativamente a ZF', utilizando los modelos booleanos: una presentacion
equivalente al forcing de Cohen [9][10], desarrollada por Scott [II], Solovay
[12] y Vopénka [13].

En suma, demostraremos la independencia de HGC y la consistencia re-
lativa del axioma de eleccion respecto a ZF. Completar la prueba de inde-
pendencia del axioma de eleccion excede el alcance de esta monografia; para
esto recomendamos [14].
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Capitulo 2

Constructibles de Godel

Un aspecto paradojico de la actividad matematica, especialmente en teo-
ria de conjuntos, es que se habla sobre objetos de cardinal arbitrariamente
grande usando solamente sentencias finitas; intuitivamente, hay mas objetos
que los que podemos referenciar con el lenguaje. El concepto de los conjuntos
constructibles (Godel 1938 [8]) proviene de esta paradoja: la motivacion es
restringir el universo a los conjuntos que se pueden construir con el lenguaje.

Utilizando los conjuntos constructibles, podremos probar la consisten-
cia relativa del axioma de eleccion y la hipotesis generalizada del continuo
respecto a ZF. Como el objetivo central de la monografia son los modelos
booleanos, en esta secciéon varios resultados estan sin demostrar o con poco
detalle; para profundizar se recomienda [6].

2.1. Formalizacién del lenguaje de ZF dentro
de ZF

Recordamos el lenguaje de ZF, dado por las férmulas:

o, = x=ylrecy
| =¢ | oA [ dVY | d=1
| Ve ¢ | Fz ¢

Para esta seccion vamos a simplificarlo, usando que en base a la negacioén, la
disyunciéon y la cuantificacion existencial, se pueden definir todas las otras
construcciones de la logica.

o0 = x=ylrecy|-d|oVY|Ire
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Las formulas de ZF, que acabamos de recordar, son externas a la teoria
(pertenecen a la meta-teoria). Para obtener los conjuntos constructibles, lo
primero que necesitaremos es formalizar las férmulas dentro de ZF, es decir,
construir un conjunto conformado por representaciones de las formulas. Que
eso sea posible es poco sorprendente, ya que la complejidad del lenguaje
es mucho menor a la de los objetos matematicos que se definen en dicha
teoria (de hecho, con una teoria capaz de representar los nimeros naturales
alcanzaria). Puede haber muchas representaciones distintas del lenguaje y es
indiferente cual se use; realizaremos una con el fin de entender cémo se hace.

Para representar las variables usaremos los enteros naturales y escribi-
remos Var := w. Cuando usemos enteros naturales con esa seméntica les
llamaremos “codigos de variables” o “variables internas” y utilizaremos las
letras 7, 7 v k.

Para representar las formulas usaremos la siguiente codificacion recur-
siva. Los primeros dos items son casos bases, mientras que los otros 3 son
recursivos.

= (0, (4, 7)) representa x; = x;, donde x; y x; son las variables externas
asociadas a las variables internas ¢ y j.

(1,(¢,7)) representa x; € x;.

(2, f) representa —¢, suponiendo que f representa ¢.

(3, (f1, f2)) representa ¢ V 1, suponiendo que f; representa ¢ y fo re-
presenta .

(4, (i, f)) representa Jx;, ¢, suponiendo que f representa ¢ y z; es la
variable representada por i.

Por ejemplo, la formula Jz, z=x se representaria (4, (0, (0, (0,0)))), su-
poniendo que el codigo de la variable x es 0.

Vamos a definir el conjunto de las representaciones de formulas (o formu-
las internas) — Form. Lo haremos intersectando conjuntos definidos mediante
comprension, por lo que necesitaremos un conjunto mas grande en el que
todas las formulas internas estén contenidas. Para eso vamos a utilizar V,,
que es el conjunto de todos los conjuntos hereditariamente finitos, es decir
conjuntos finitos de conjuntos hereditariamente finitos (un conjunto heredita-
riamente finito tiene finitos elementos, sus elementos tienen finitos elementos,
los elementos de sus elementos tienen finitos elementos, etc).

Definicién 2.1.1 (Form). Definimos el conjunto Form, de las representa-
ciones de formulas o formulas internas, como:

Form = m {XeV,/oX)}
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donde la formula ®(X) significa que el conjunto X contiene las representa-
ciones de iqualdades y pertenencias y que es cerrado por la representacion de
negacion, la de disyuncion y la de cuantificacion existencial. Formalmente:

O(X) := Vi,j € Var, (0,(7,5)) € X
Vi, j € Var, (1, (i,7)) € X
VieX, (2,f/) e X
VinfoeX, 3, (fi.f) X
VieVarVf e X, (4,(3, f)) € X

Podemos definir una funcion FV : Form — P (Var) que asocia a cada
formula interna el conjunto finito de sus variables internas libres. En base a
eso, para cada entero natural n, definimos el conjunto Form,, de las féormulas
con variables libres incluidas entre las primeras n, o sea {0,1,...,n —1}; en
particular, Formg es el conjunto de las férmulas cerradas.

Ya construimos una representaciéon interna de la sintaxis del lenguaje.
Para representar la seméntica, nos enfocamos ahora en cémo asignar a las
formulas valores de verdad. Para esto fijamos un conjunto X a ser tomado
como universo de discurso. Llamaremos valuacion en X a cualquier p € X V",
es decir, cualquier funciéon que a cada variable le asigna un elemento de X.
Definiremos recursivamente la funciéon Valx : Form — P(X"'%") de modo
que Valx(f) sea el conjunto de las valuaciones que hacen verdadera a f
en X.

Para esclarecer la notacion hacemos las siguientes identificaciones dentro
de Form:

i=j = (0,(7)) i€j = (1,(7))
f = (27f) JiVifa = (37(f17f2>>
i, [ o= (4,0, 1))

La definicion recursiva de Valy es la siguiente:

Valx(i =) = {pe X" [ p(i) = p(j)}
Valx(i € j) == {p€ X" / p(i) € p(j)}
Valyx(—f) = Valx(f)°
Valx (f1V f2) := Valx(f1) U Valx(fs)
Valx(3i, f) = {pe XV / 3z € X, (p,i <+ z) € Valx(f)}
donde
T si i=j

p(j) sino

(p, 1 x)(5) :{
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Finalmente, definiremos una nocién de féormula interna verdadera en un
conjunto.

Definiciéon 2.1.2. Dada una férmula interna f(iq,...,i,) € Form con va-
riables internas libres iy, ..., i, y dados x1,...,x, € X, definimos:

X flrr, o z) = (Fp € Valx(f))(pin) = 21 A=+ Aplin) = )

Esta definicién culmina la formalizacion del lenguaje de ZF dentro de
dicha teorfa. La correcciéon viene del siguiente teorema.

Teorema 2.1.3. Dada cualquier formula ¢(z1, . .., x,), cuyas variables libres
SOn x1,...,Ty, Y Su representacion interna es f € Form:

ZFF (VX)(Voy, ... 2, € X)(X E flog,.. . 20) © ¢~ (21,...,20))

siendo ¢ la formula que se obtiene a partir de ¢ relativizando las cuantifi-
caciones a X [,

Lo anterior es precisamente un teorema de la metateoria; se trata de un

esquema de teoremas de ZF, parametrizados por la formula ¢(z1, ..., x,).
Se prueba que para cada ¢(z1,...,x,) existe una derivacion del secuente
correspondiente.

2.2. Subconjuntos definibles

Definicién 2.2.1 (subconjuntos definibles). Dado un conjunto X, decimos
que un subconjunto Y C X es definible cuando:

(In € w)(3f € Form, 1) 3(x1,...,2,) € X")
VMreX)(zeY & X flx,z1,...,2,))

Intuitivamente, significa que Y se puede construir aplicando el esquema
de comprension en X, con la férmula representada por f y usando los para-
metros xy,...,Ty.

En lo que sigue, escribiremos Def(X) para el conjunto de todos los sub-
conjuntos definibles de X:

Def(X) := {Y € P(X) / Y subconjunto definible de X}

Por construccion, Def(X) es un subconjunto del conjunto potencia P(X).
Las siguientes son algunas propiedades:

1Se sustituye Vz (z) por Vo € X ¢(x) y 3z ¢ (x) por Iz € X (x).
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= Def(X) es subdlgebra booleana de P(z) (cerrado por intersecciones,
uniones y complementos).

= Pin(X) UP(X) C Def(X
» Def(X) =P(X) < X es finito
» (Usando el axioma de eleccién) X es infinito = |Def(X)| = | X]|

» (Sin usar el axioma de eleccion) Si X es bien ordenable, entonces
Def(X) también lo es.

» X CYAX €Y = Def(X) C Def(Y)

(la condicion de pertenencia es necesaria para que la operacion sea
monotona )

2.3. Conjuntos constructibles

De modo analogo a la jerarquia acumulativa, (V,,)acon, se define la jerar-
quia de los conjuntos constructibles (Lq)acon POT:

Lo = | ) Def(Ly)

B<a

En esencia, es la jerarquia acumulativa tomando solamente los subconjuntos
definibles en cada paso.

Definicion 2.3.1 (conjuntos constructibles). Definimos la clase de los con-
Juntos constructibles como la siguiente formula L(x).

r€L (=L(x)) = (3a € On)(x € L,)

Definiciéon 2.3.2 (axioma de constructibilidad). Definimos el axioma de
constructibilidad, el cual escribiremos V= L, como: Vx, x € L

Ya terminamos de introducir los conceptos necesarios de este capitulo.
Ahora mencionaremos cémo se usa el axioma de constructibilidad para de-
mostrar la consistencia relativa del axioma de eleccion y de la hipotesis ge-
neralizada del continuo respecto a ZF.

La forma de utilizar el axioma de constructibilidad es mediante la relati-
vizacion de ZF a L. En el anexo [A] se recuerda lo que es la relativizacion de
una teoria de conjuntos a una clase y se presentan los resultados principales.
Recordamos que la teoria resultante de relativizar ZF a L se denota ZFL.

2pfin(X) esta formado por los subconjuntos finitos de X, mientras que P<°f(X) esta
formado por los cofinitos, o de complemento finito.
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Teorema 2.3.3. En la teoria ZF" se cumplen todos los axiomas de ZF y
ademds el axioma de constructibilidad, es decir: para cada axioma ¢ de ZF,

tenemos ZF* = ¢ y ademds, ZF* - (V = L).

Gracias al teorema anterior y a la equiconsistencia /| de ZF con ZF* (que
proviene del corolario [A.0.5]), concluimos que ZF y ZF + (V = L) son
equiconsistentes.

Finalmente, veamos cémo lo anterior permite probar las consistencias
relativas buscadas. Lo central son los dos siguientes teoremas, cuyas demos-
traciones exceden el alcance de la presente monografia, la cual tiene como
objetivo principal los modelos booleanos. Para los detalles se recomienda [6].

Teorema 2.3.4.
ZF + (V. =L)F Ax. eleccion

Teorema 2.3.5.
ZF + (V=L)F HGC

Corolario 2.3.6. El axioma de eleccion es consistente relativamente a ZF

Demostracion. Vamos a probar el contrareciproco: si ZFC es inconsistente,
también lo es ZF.

Supongamos que ZFC es inconsistente. Como ZF + (V = L) implica
el axioma de eleccién, esa teoria incluye ZFC, por lo que también es incon-
sistente. Como ZF y ZF + (V = L) son equiconsistentes, concluimos la
inconsistencia de ZF. O]

Corolario 2.3.7. La hipdtesis generalizada del continuo es consistente rela-
tivamente a ZF

Demostracion. Analoga a la anterior. O]

3Dos teorias 71 y T2 son equiconsistentes si: T; I/ L si y solo si T I L
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Capitulo 3

Modelos booleanos de la teoria de
conjuntos

Los modelos de Tarski — que constituyen la nociéon mas usual de modelo
en logica de primer orden — se caracterizan por el hecho de que interpretan las
formulas de la teoria considerada con solo dos valores de verdad: verdadero
o falso. El objetivo de este capitulo es introducir los modelos booleanos de la
teoria de conjuntos, que generalizan los modelos de Tarski de la misma teo-
ria, interpretando las correspondientes férmulas con méas valores de verdad,
los cuales estan dados por un algebra booleana (seccion . Los modelos
booleanos nos permitiran probar la consistencia relativa de la negacion de la
hipoétesis del continuo respecto a ZF, lo cual haremos en el siguiente capitulo.

Los modelos booleanos son una presentacion equivalente al forcing de
Cohen [9][10], desarrollada por Scott [I1], Solovay [12] y Vopénka [13].

3.1. Algebras booleanas

En esta seccion introducimos las dlgebras booleanas, con el objetivo de
formalizar la nocién intuitiva de valores de verdad.

A modo de motivaciéon y primer ejemplo, los valores bésicos de verdad —
falso y verdadero — representados por 0 y 1 respectivamente, conforman un
algebra booleana (a la que llamaremos trivial). Las principales operaciones
que solemos usar son: la conjuncion (y), denotada a A b; la disyuncion (o),
denotada a V b y la negacion, denotada a*.

Los elementos destacados y operaciones que definen las algebras booleanas
son los presentados en el ejemplo anterior: 0, 1, a A b, a Vb y a*. Como se
menciono, el dlgebra booleana trivial estd conformada solamente por 0 y 1;
lo que agregan otras algebras booleanas son valores de verdad intermedios.
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Nos encaminamos a definir con precision las élgebras booleanas. Logra-
remos esto con una secuencia de definiciones, que culminara en la [3.1.2
Comenzamos con los reticulos.

Definicién 3.1.1. Un conjunto parcialmente ordenado (L, <) es un reticulo
si cada par {a,b} C L tiene infimo y supremo, denotados a N'b y a V b,
respectivamente.

Cuando vinculemos las algebras booleanas con las formulas de la logica,
las operaciones A y V serviran para interpretar las conjunciones y disyun-
ciones, respectivamente. En base a la definicién anterior, se deduce que cada
subconjunto finito no vacio tiene infimo y supremo, sin embargo, no se puede
asegurar la existencia de infimo o supremo del conjunto vacio.

Def. Diremos que (L, <) es acotado si tiene minimo y mdximo, denotados
0 y 1, respectivamente.

Si el reticulo es acotado, todo conjunto finito tiene infimo y supremo, pues
el conjunto vacio también tiene infimo y supremo (respectivamente: 1y 0).

Def. Diremos que (L, <) es completo si existen infimos y supremos de sub-
conjuntos A C L arbitrarios, denotados \ A y \/ A, respectivamente.

Los infimos arbitrarios y los supremos arbitrarios serviran para repre-
sentar las cuantificaciones universales y las existenciales, respectivamente.
Cuando A = {a; / i € I}, denotaremos:

/\ A = /\ a; \/ A = \/ a;
i€l i€l
En cualquier reticulo se cumplen la desigualdad aA (bVe) > (aAb)V (aAc)

ysudual aV (bAc) < (aVb)A(aVc). Sin embargo, en general no se pueden
afirmar las igualdades.

Def. Diremos que (L, <) es distributivo si para cada a,b,c € L se cumplen
las siguientes dos ecuaciones:

aN(bVec)=(aNb)V(aArc)
aV(bAc)=(aVb)A(aVc)

Mediante una cuenta se prueba que dichas ecuaciones son equivalentes
(ver [14]).

Def. Diremos que (L, <) es complementado si para cada a € L ezisteb € L
tal queaANb=0yaVb=1. S tal b€ L es unico, lo denotaremos a*.
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La operacion * servira para representar la negacion logica. Dado un ele-
mento a € L de un reticulo genérico, éste puede tener, cero, uno o varios
complementos. Sin embargo, cuando L es distributivo, si a tiene complemen-
to, este necesariamente es tnico (ver [14]).

Definicion 3.1.2. Diremos que (B, <) es un dlgebra booleana (o sencilla-
mente que B es un dlgebra booleana), si es un reticulo acotado, distributivo
y complementado.

Dados a,b € B, se definen:
ma=b = a*Vb
masb = (a=b)A(b=a)

Diremos que (B. <) es un dlgebra booleana completa si es un reticulo
completo, distributivo y complementado (notar que la completitud implica la
acotacion,).

Por otra parte, diremos que un subconjunto B' C B es una subdlgebra
booleana si contiene al 0 y al 1 y es cerrado por A, V y *.

Las siguientes propiedades de la implicacién seran de utilidad en el resto
del trabajo.

Lema 3.1.3. Dada un dlgebra booleana B y a,b,c € B:
I.a<b=csiysolosiaNb<c

2.a=b=1siysolosia<b

3. a<b=1siysolosia=0

Demostracion. 1. (=) Por definiciéon de = tenemos a < b* V ¢. Se deduce
aNb<(b*Vc)Ab. Luego se concluye como sigue.

aNb<(b*Vec)Ab

=("Ab)V (cAD) (distributiva)
=0V (cAb) (complemento)
=cANb<c (0 es minimo)

(<) Es dual al anterior. Se parte de a A b < ¢, se aplica Vb* a ambos lados,
se utiliza complemento y que 1 es méximo.

2. (=) Tenemos a*Vb = 1. Aplicando Aa y propiedades (de forma anéloga
a lo realizado en el item anterior) se llega a a A b = a, lo cual es equivalente
aa<hb.

(<) De a < b deducimos aAb = a. Aplicando Va* y propiedades, llegamos
a lo buscado.

3. Se deduce del anterior. O
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Las operaciones A, V y * naturalmente permiten interpretar cualquier
formula del calculo proposicional en una algebra booleana B (fijada una
interpretacion de las variables proposicionales por valores tomados en B). Se
puede demostrai] que a través de esta interpretacion, todas las tautologias
proposicionales valen 1 en B (independientemente de la interpretacion de las
variables proposicionales). A modo de ejemplo (recordar que a < b= 1siy
solo si a = b), dada un algebra booleana By a,b,c € B se cumple:

aNb=bAa avVb=0bVa
aN(bAc)=(aNb)ANc aV((bVve)=(aVb)Ve
a=a=1 a=1=1

Finalizaremos esta introduccion a las dlgebras booleanas presentando al-
gunos ejemplos.

(1). El algebra booleana degenerada esta formada por un conjunto uni-
tario, en el que 0 = 1. Intuitivamente, representa la inconsistencia.

(2). El algebra booleana trivial es {0,1} donde 0 # 1. Es la utilizada
normalmente para representar los valores de verdad, donde cada férmula
es o bien verdadera o bien falsa. En dicho sentido, se corresponde con los
modelos de Tarski.

(3). Dado un conjunto A, (P(A),C) es un algebra booleana completa,
donde

aANb=anb
aVb=aUb
a*:aC

AB-N5
VB=UB
Este ejemplo es de particular interés, pues cualquier algebra booleana
(B, <) es isomorfa a una subalgebra de (P(A),C), para algin conjunto A
(ver [14]). Por otra parte, las tnicas algebras booleanas finitas (a menos de
isomorfismo) son (P(F'),C) con F' conjunto finito (ver [15]).

(4). Dado un espacio topolégico X, definimos el conjunto de los abiertos
requlares como:

RO(X) = {ACX /A= (A)°}
Donde A es la clausura de A y B° el interior de B. Se puede probar que
(RO(X), C) es un algebra booleana completa (ver [15]). Esta algebra sera de

'La prueba es por induccién estructural en la derivacién, haciendo un caso para cada
regla. Un ejemplo de ese tipo de pruebas se encuentra en el apéndice E}
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particular utilidad para demostrar la consistencia relativa de la hipotesis del
continuo respecto a ZF.

(5). Dado un conjunto A, tenemos que (Pin(A) U P{(A),C) es un al-
gebra booleana. Cuando A es infinito, dicha algebra booleana es incompleta.
Recordamos que P son los subconjuntos finitos y P! son los cofinitos, es
decir, de complemento finito.

(6). Dada una teoria de primer orden T, el dlgebra de Lindenbaum se
construye de la siguiente forma: dadas formulas cerradas ¢, definimos la
relacion de equivalencia ¢ ~ ¢ sit T+ ¢ < 1. Sea B el conjunto de clases
de equivalencia, con el orden QAS < 1& sii T'F ¢ = 1. Entonces (B, <) es una
algebra Booleana, llamada “algebra de Lindenbaum”.

(7). Sea M el conjunto de los Lebesque-medibles en [0, 1]. Definimos en M
la relacion de equivalencia A ~ B sii m((A — B)U (B — A)) = 0. Es decir,
dos conjuntos son equivalentes si su diferencia simétrica tiene medida nula.
Sea B el conjunto de clases de equivalencia. Sorprendentemente, (B, C) es
un algebra booleana completa (ver [11]).

3.2. Construccion del modelo

Comencemos con algunas ideas intuitivas, antes de definir formalmente
los modelos booleanos de la teoria de conjuntos. Recordamos que en ZF, la
jerarquia acumulativa es la sucesion transfinita (V,,)acon definida de modo
transfinito por la relacion:

Vo = |JP(Vy)

B<a

En base a esto se puede construir una clase V' tal que:
r€e€V = daeOn, x eV,

Por el axioma de regularidad y el esquema de remplazo, se cumple Vz, z € V,
por lo que la jerarquia acumulativa estratifica el universo conjuntista (ver
figura . En vistas de esto, cominmente nos referiremos al universo de
todos los conjuntos como V.

Los modelos booleanos surgen de modificar la sucesion transfinita V,,. Lo
primero que haremos es cambiar los conjuntos potencia por conjuntos de
funciones. Recordemos que para cualquier conjunto A, existe una biyeccion
natural entre su conjunto potencia P(A) y el espacio de funciones 24, que
asocia a cada subconjunto B C A su funcién caracteristica Ig : A — 2
E]deﬁnida por Ig(x) = 1 & x € B. Por ende, surge la siguiente sucesion

2Recordar que usamos la convenciéon 2 = {0,1}.
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transfinita V!, que utiliza la biyeccion mencionada para cambiar subconjuntos
por funciones caracteristicas.

o \%
v, = 2%
B<a
Por construccion de esta jerarquia acumulativa alternativa, cada elemento

z € V, es una funcién f cuyo domino es Vj para algin 3 < a y cuyo codo-
minio es 2. Dado y € Vj, tenemos las dos siguientes posibilidades (recordar

la biyeccion entre P(Vy) y 2V5):
» z(y) toma el valor 0, lo que corresponde con "y & z”
» z(y) toma el valor 1, lo que corresponde con "y € z”

En otras palabras, x(y) se corresponde con el valor de verdad de la perte-
nencia de y a x. Por ende, es natural que en lugar de considerar a 2 como
solamente un conjunto, lo tomemos como el dlgebra booleana trivial 2. En
base a esto, surge la idea de sustituirla por otra algebra booleana B. En
este caso z(y) sera un elemento de B, que funcionara como valor de verdad
generalizado de la pertenencia de y a x, o si se quiere, la probabilidad de
que y pertenezca a x. Esa es la intuicién de lo que sigue; no obstante, es
necesario realizar un cambio técnico a la sucesion transfinita. El resultado es
el siguiente.

V® .= {z funcion / im(z) C2 A 3B < a,dom(z) C VB(2)}

«

Es la misma definicién de antes, solo que en lugar de tomar funciones con
dominio Vf) y codominio 2, se toman funciones con dominio incluido en Vﬁ@
y codominio 2. Ahora si, definamos formalmente los modelos booleanos de la

teoria de conjuntos.

Definicion 3.2.1 (modelos booleanos). Sea B un dlgebra booleana completa.
Por analogia a lo presentado anteriormente, asociamos al dlgebra booleana B
la sucesion transfinita (V.2)acon definida recursivamente como:

VP = {& funcion / im(z) C B A 3B < o, dom(x) C V;"'}

«

Se llama modelo booleano asociado al dlgebra B a la clase propia VP (que
intuttivamente es la union transfinita de los A ) definida por la formula:

zeV® = 3ae0n, zeV®
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De la definicion y el esquema de remplazo surge la siguiente equivalencia,
que caracteriza los elementos de V(5):

ze€V® o gz funcion Aim(z) € B Adom(f) C VP

En base a dicha equivalencia, V) consiste en funciones caracteristicas
recursivas, en las que los valores de verdad pertenecen al dlgebra booleana B.
Decimos que son recursivas porque todos los elementos de su dominio son del
mismo tipo.

Fijamos un &lgebra booleana B genérica, con la cual trabajaremos en el
resto del capitulo.

Mediante induccién transfinita se puede demostrar el siguiente cémodo
principio de induccién en V(5.

Lema 3.2.2 (Principio de induccién para V%)), Dada una formula ¢(z), se
cumple lo siguiente:

Ve e VB ((Vy € dom(z) ¢(y)) = é(z)) = Vo e VB ¢(2)

La construcciéon que acabamos de realizar nos sera tutil de la siguiente
forma. Por un lado, V® es equivalente al universo V' (en un sentido que
precisaremos en el teorema , pero si tomamos B un algebra boolea-
na mas compleja, tendremos que V) es mas grande que V@, por lo que
identificando V' con V® tendremos que V(%) es un “agrandamiento"del mo-
delo original, en el que se agregan méas conjuntos (figura . Para que esto
tenga sentido, sera necesario demostrar que, en cierta forma, V(5 también
verifica los axiomas de ZF, lo cual haremos en la seccion [3.6] En conclusion,
tendremos un método con el cual agrandar un modelo de la teoria de con-
juntos y eligiendo correctamente el algebra booleana B, podremos hacer que
en el modelo agrandado no se cumpla la hipotesis del continuo, entre otras
aplicaciones.

Tomaremos la siguiente convenciéon de nomenclatura:

s A los x € V les llamaremos puntos.

= Alosu € V) les llamaremos nombres. Esto se debe a que puede haber
elementos distintos de V(5 que representan el mismo conjunto (segun
la nociéon que desarrollaremos en la siguiente seccion).

3.3. Interpretacion de las formulas

En la seccién anterior construimos los modelos booleanos de la teoria de
conjuntos, que por ahora no son méas que ciertas clases con una estructu-
ra dada. Lo siguiente es poder hacer afirmaciones sobre dichos modelos y
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Figura 3.1: Esquema de inclusion de modelos.

asociar a estas afirmaciones valores booleanos de verdad. Por ende, vamos a
introducir un lenguaje apropiado y luego definir un mecanismo que a cada
sentencia de dicho lenguaje le asocie un elemento de B: su valor booleano de
verdad.

Trabajaremos en un lenguaje de primer orden extendido con un simbolo
de constante para cada nombre de V®). En el lenguaje base de ZF la tni-
ca forma de referenciar elementos es mediante variables; con esta extension
tenemos cada nombre de V) representado por un simbolo del lenguaje. A
cada formula del nuevo lenguaje le llamaremos B-formula y a cada sentencia
(formula cerrada), B-sentencia. La definicion formal es la siguiente:

Definicion 3.3.1. Los B-términos estdan dados por la siguiente definicion:
t = z|u

donde x es una variable y w € VB . En palabras, los términos son o bien
variables o bien constantes asociadas a nombres de VB). Utilizando los B-
términos, definimos las B-formulas como sigue:

¢, = ti =ty |t €ty
| ¢ | oAY | dVY | b=
| Vz ¢ | 3z ¢

Cabe aclarar que las B-férmulas son objetos ezternos a la teoria, es decir:
pertenecen a la metateoria. Es posible construir representaciones internas de
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las B-formulas, analogamente a como se hizo en la seccion 2.1} pero no nos
seria de utilidad.

Usualmente utilizaremos o y 7 para referirnos a sentencias, en contra-
posicién a ¢ y 1, que en general representaran féormulas. Vamos a asociar
a cada B-sentencia o su valor booleano de verdad, [¢]? € B. Como las B-
formulas son objetos de la metateoria, la asignacion de valores de verdad que
construiremos también pertenecera a la metateoria.

Definicion 3.3.2 (interpretacion de B-sentencias). Se define por recursion
externa en la estructura de o. Los casos no atomicos son los siquientes:

[o AT]? = [o]® A[r]"
[ovr]? = [0o]°V[r]"
[o = 7]? = [0]® = [r]®
[oc & 7]? = [0]? & [r]®

[-0]” = ([o]")
Bré@)]” ==\ [p)]”

ueV(B)

Vzo@)]? = N [ew)]”

ueV(B)

Observar que en los primeros casos, a la izquierda de la igualdad tene-
mos conectivas y a la derecha operaciones booleanas, aunque los simbolos
coincidan. Por otra parte, notar que usamos que B es completa en las inter-
pretaciones de cuantificadores. En estos ultimos casos, la notacion usada es
una abreviacion de lo siguiente:

Beo(2)]” ==\ [W]® = \/{beB/3ueV? b=[ou)]"}

ucV(B)

[Veo(2)]” == N [BW]® = AbeB/3ueV?®b=[ou)]"}

ueV(B)

Nos enfocamos ahora en las interpretaciones de sentencias atémicas. Dado
que una féormula atémica con variables no puede ser cerrada, las sentencias
atomicas son de la forma [u € v]? y [u = v]®, con u,v € V&),

Analogia informatica: Para representar conjuntos finitos en un lengua-
je de programacion, es posible utilizar listas recursivas: es decir, listas cuyas
entradas también son listas. A modo de ejemplos, el conjunto vacio & es
representado por la lista vacia [ |, el conjunto {&} es representado por la
lista [ [ ] ] v el conjunto {&,{@}} es representado por la lista [ [ ], [[]] ]
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No obstante, distintas listas pueden definir el mismo conjunto, pues pueden
haber elementos repetidos o en distinto orden. Por ejemplo:

1], (1171 RESREREN LT 05 TETT]

son listas distintas que representan al conjunto {&,{@}}. Queremos definir
las relaciones de igualdad y pertenencia sobre dicha representacion. Para
lograrlo, debemos definirlas de modo mutuamente recursivo. Asumimos dadas
funciones list _exists y list _forall que toman como pardmetros una lista y una
condicion; la primera retorna «verdadero» si y solo si alguna entrada de la
lista cumple la condicién, mientras que la segunda retorna «verdadero» si y
solo si todas las entradas de la lista cumplen la condicién.

set_mem(ly,ly) = list exists(ly, Az. set_eq(l1,x))
set_eq(ly,ly) = list_forall(ly, Az. set mem(x,[;)) and

list forall(l;, Ax. set mem(z,[s))

En palabras: [; pertenece a [y si existe una entrada de Iy que sea igual a [y,
mientras que [y es igual a [, si todas las entradas de [ pertenecen a [y y todas
las entradas de [; pertenecen a . Se puede observar que la definiciéon de la
igualdad es por mutua inclusion.

Volvemos al problema de asignar valores de verdad a [u € v]? y [u = v].
En este caso, los conjuntos son representados por funciones con codominio B,
en lugar de listas, pero la estructura de la solucién es igual. La principal
diferencia es que con las listas, cada entrada representa un conjunto que
pertenece con valor de verdad 1, mientras que en este caso, dados v € VB y
x € dom(u), x representa un conjunto que pertenece con valor de verdad u(z).

Definiciéon 3.3.3 (interpretacion de B-sentencias; continuacion). Para sen-
tencias atomicas se define de modo mutuamente recursivo.

[wed” =\ o) Afu=y]® (3.1)

yEdom(v)

[u=v]? = /\ u(z) = [z €v]? | A /\ v(y) = [y € u]”®
xedom(u) yEdom(v)
(3.2)

La recursion se basa en la relacion bien fundada:

(z,y) < (u,v) & (z=uAy € dom(v))V (x € dom(u) Ny =v)
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Dados u € VB y 1 € dom(u), es importante remarcar la diferencia
entre u(z) y [z € u]®. En efecto, u(x) solamente tiene sentido porque supo-
nemos z € dom(u), mientras que [z € u]? esta definido para cualquier par
de nombres de V(B), Ademés, incluso en el caso de que x € dom(u), esas dos
nociones de pertenencia pueden dar valores booleanos distintos (en el lema
[3.3.5 veremos u(z) < [ € u]®, pero no se puede afirmar més que eso). Hay
que considerar a u(x) como una nociéon primitiva de pertenencia, en base
a la cual definimos las interpretaciones de formulas atéomicas de igualdad y
pertenencia.

Dado que las B-sentencias son objetos de la metateoria, lo que hicimos
implicitamente en las definiciones anteriores es: para cada B-sentencia o
construir una férmula 1, (z) con la seméantica:

b=[o]" = v, (0)

tal que ZFC I 3!b € B 1,(b).

Si bien, dada una B-sentencia, o, su valor de verdad booleano [o]? puede
ser cualquier elemento del dlgebra booleana B, nos interesan particularmen-
te los casos en que es 1 (el méaximo de B), pues representa la verdad (en
contraposicion a 0, que representa la falsedad). En base a esto, hacemos la
siguiente definicion.

Definicién 3.3.4. Diremos que una B-sentencia o es verdadera en VB) y
lo escribiremos VB) |= o, cuando [o]® = 1.

Una B-férmula cualquiera, ¢, es verdadera en VB), lo cual denotaremos
VB = ¢, si su clausura universal (que se obtiene de agregar una cuantifi-
cacion universal para cada variable libre, lo que resulta en una B-sentencia)
es verdadera en V5.

En este punto podemos esclarecer mas el hecho de que a los elementos
de VB les llamemos “nombres”. Existen u,v € VB distintos tales que te-
nemos V) = u = v, lo cual interpretaremos como: “u y v representan el
mismo conjunto”’. Veamos un ejemplo. Si tomamos uy = &y us = {(2,0)},
se cumple que V&) = w1 = uy (de hecho ambos representan al conjunto va-
cio), lo cual se puede ver aplicando y también intuitivamente. Por una
parte, u; representa el conjunto vacio por ser la funcion vacia. Por otra, us
también lo representa porque esta construido de modo que @ pertenece con
valor de verdad 0, lo cual es equivalente a que no pertenezca. La intuicion
es que los elementos del modelo booleano son clases de equivalencia bajo la
relacion u ~ v < VB =y =wv.

De aquf en més, en algunos casos omitiremos el supraindice B en [o]5.

Para que tenga sentido tratar a V®) = ¢ como una nociéon de verdad,
esta debe ser compatible con la deduccién natural. Por eso, nos encaminamos
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a probar que para cualquier B-formula ¢, si LK = ¢ entonces V(B |= ¢. Para
eso primero nos enfocaremos en el siguiente lema, necesario para probar que
las reglas de la igualdad son admisibles.

Lema 3.3.5. Se cumple lo siquiente para cualquier u,v,w € V(5

1 Ju=u] =1

2. u(z) < [z € u] para cada x € dom(u)

3. Ju=v] =[v=1]

4. [u=v]AJv=w] <Ju=w]

5. [u=v]Afuew] <[veuw]

6. [v=w]Auev]<[ueuw]

7. [u=v] Ao(w)] < [¢()] para cualquier B-formula ¢(x), cuya inica

variable libre es x.

Demostracion. (1) Se demuestra utilizando el principio de induccion [3.2.2]
Supongamos que para cada z € dom(u) se cumple [xr = z] = 1. Queremos
probar:

[u=u]= N (uz)=[reu])=1

zedom(u)

Alcanza verificar que dado = € dom(u) tenemos u(z) < [z € u]. Vedmos-
lo.

teu]= \ @yrlz=y]) > u@)Alz=2] = u(x)

y€dom(u)

(2) Se probo en la parte anterior dentro de la induccion.

(3) Es directo de la definicion de Ju = v] y de la simetria del operador A.

(4) Se demuestra utilizando el principio de induccién en u. El pre-
dicado es el siguiente:

Pu) = Yo,w e VB ([u=v] Ao =w] < [u=uw])

Tomamos u € VB y supongamos P(z) para cada = € dom(u).
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Queremos probar:

[u=v]AJv=w] < /\ uz) =z ew] | A

zedom(u)

/\ w(z) = [z € uf

z€dom(w)

Esto es equivalente a probar las siguientes dos desigualdades:

[u=v]AJv=w] < /\ u(z) = [z € w] (3.3)
zedom(u)

[u=v]AJv=w] < /\ w(z) = [z € u] (3.4)
z€dom(w)

Vamos a probar (3.3) en detalle y luego veremos que (3.4) es anéloga.
Utilizando propiedades del algebra booleana:

[u=v]AJv=w] < /\ (u(z) = [z € w])

z€dom(u)
& Ju=v]Av=w] <ulzr)= Jr €w] paracada z € dom(u)
& Ju=v]AJv=w]Au(z) < [r €w] paracada x € dom(u)

Fijamos un = € dom(u). Observemos lo siguiente:

[u=v] Au(x ') = [2' €]

x Edom(u

)= [y €u] | Au(zx)

< )= [ €v] | Au(x)
< :>[[:z;€v]] Au(z) < [z €] (*)

Por ende, alcanza probar:

[x € v] Ao =w] <[z € w] (3.5)
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Para llegar a[3.5| vamos a utilizar la hipotesis inductiva. Sean y € dom(v)
y z € dom(w). Aplicando la hipétesis inductiva (P(z)) tenemos:

[z =y[Aly==2] <[r=7]
Aplicamos conjuncion con w(z) a ambos lados.
[z =y ATy =D Aw(z) <[z = 2] Aw(z)

Como z puede ser cualquier elemento de dom(w), podemos tomar supre-
mo a ambos lados. Por la definiciéon de interpretacion de pertenencia ((3.2)
tenemos lo siguiente:

[x=y] Ay € w] < [z € w]

Por la cuenta realizada arriba (*), tenemos [v = w] Av(y) < [y € w].
Por ende, llegamos a:

[v=wl Az =y Av(y) <[reu]

Analogamente al razonamiento que se hizo con z, tenemos que y puede
ser cualquier elemento de dom(v), por lo que tomamos supremo y obtenemos:

[v=w] Az ev] <[zreuw]

Llegamos a , que era nuestro objetivo, por lo que demostramos (3.3)).
Solo resta justificar que (3.4]) se deduce del mismo argumento. Como proba-
mos la conmutatividad de [- = -], podemos reescribir (3.4) como:

[w=v]Av=u] < /\ w(z) = [z € u]
z€dom(w)

Por otra parte, de la hip6tesis inductiva deducimos (utilizando conmuta-
tividad nuevamente) que:

[z =yl Aly==2] <[z=7]
Para cualquier z € dom(w), y € dom(v) y # € dom(u). Si intercambia-
mos u con wy x con z en el argumento que hicimos, obtenemos ((3.4)).

(5) Sea z € dom(w). Por la parte anterior tenemos:

[u=v]AJv=2] <[u=7]

Aplicamos conjunciéon con w(z) a ambos lados.
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[u=v]AJv=2] Aw(z) < [u=z] ANw(z)

Tomamos supremo en z € dom(w), con lo que obtenemos el resultado.
[u=v]Afvew] <Jueuw]

(6) Sea y € dom(v). Por la definicién de [- = -] (con un razonamiento
que ya hicimos) tenemos:

[v=w] Av(y) <[y € w]

Aplicamos conjuncion con [u = y] a ambos lados y utilizamos la parte
anterior:

(5)
[v=w]Afu=ylrvly) < [u=ylrlyew] < Juecu]
Tomando supremo en y y utilizando la definicion de [- € -], llegamos a lo
buscado.

(7) Se demuestra por induccién estructural en la B-formula ¢(x). Los pa-
sos base son consecuencia directa de los items anteriores. Lo demostraremos
para un conjunto completo de conectivas y cuantificadores; especificamen-
te =, V y d. Los otros casos son analogos. La propiedad de inducciéon es
explicitamente:

P(¢) = Yu,v € VP, [u=v] A[6(u)] < [(v)]
Caso —¢(z). Hay que probar [u = v] A [¢(u)]* < [o(v)]*.
[u= o] Afo(u)]" < [o(v)]*

N ([u=v] = [ < [o(0)]*
< [¢(0)] < [u= ] = [o(u)]
< [o()] A fu = o] < [o(u)]

La ultima linea se cumple por hipotesis inductiva (intercambiando los
papeles de u y v; podemos hacer esto porque son variables cuantificadas
adentro de la induccion).

Caso ¢(x) v ¥(z). Hay que probar [u = o] A ([8(W)] V [¥()]) <
[o(v)] V [¥(v)]. Se deduce directamente de aplicar distributividad y la hipo-
tesis inductiva.

[u=ol A(le@]V[PW]) = ([u=o] AoV ([u=v] A [(u)])
[o()] v [¥(v)]

INE
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Caso Jz ¢(x). El razonamiento es el siguiente:

[u=v]A[Be éew)] = [w=o] A\ [d(w,u)]

weV (B)
=\ ([u=v]A[o(w, u)])
weV (B)
I%I \/ [op(w,v)] = [Fz ¢(z,v)]
weV (B)

Para cada w € V(B usamos la hipétesis inductiva con ¥(z) = ¢(w, ).
[l

El segundo item del lema |3.3.5| no es necesario en este punto, pero se-
ra muy util subsiguientemente. Ahora enunciamos el siguiente teorema, que
tiene como corolario que si LK ¢ entonces V' (P) = ¢.

Teorema 3.3.6. Para cualquier B-formula ¢ y cualquier conjunto finito de
B-formulas T tales que I' - ¢, se cumple VB = AT = ¢

La demostracion del teorema [3.3.6] se encuentra en el anexo [Bl Termina-
remos la seccién con un resultado respecto a las interpretaciones de cuanti-
ficaciones acotadas; recordamos que son las siguientes:

Jrcug(z) = Jz (v €uno(x))
Ve e u ¢(xr) = Vo (x € u= ¢(x))

Aplicando las definiciones directamente, tenemos:

Breug@)] = \/ ([reulAld@)])

zeV(B)

Veeug@)] = N ([v€ul = [6)])

z€V(B)

Por ende, tenemos el problema de que para calcular los valores de verdad
de cuantificaciones acotadas, debemos calcular supremos o infimos en to-
do VB, Con el siguiente corolario se obtienen férmulas mejores, en las que,
por ejemplo, [Vz € u ¢(z)] depende solamente de los elementos de u. Usare-
mos fuertemente que los teoremas de LK se cumplen en V) en particular
si LK F ¢ < v entonces [¢] = [¢]. Esto es porque [¢ < ] = [¢] < [¢] v
[4]  [¥] = 1 si y solo si [¢] = [¥].

Corolario 3.3.7. Para cada B-formula ¢(x) y para cada u € VP ;
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Breuo@] = \/ (u@) A b))

z€dom(u)

Ve cuo@)] = N (ulz) = [6()])

z€dom(u)

Demostracion. Alcanza demostrar (1), pues podemos deducir (2) utilizando
De Morgan, es decir:

[Vz € u ¢(2)] = [Tz € u ~¢(x)]

Para deducir (1) razonamos de la siguiente forma.

[Be (reund@)] =\ ([z €u] Ao(2)])

zeV(B)

=V V @wyrly=2]A@)])

eV (B) yedom(u)

=V V wyrly=2]A@)])

yEdom(u) zeV(B)

= \/ |uwAr V (y=2]1r[s)])

yedom(u) eV (B)

=V @y A[Br(y=xn6)])

yedom(u)

=/ (u) Al

yEdom(u)

En el altimo paso usamos que LK - 3z (y =z A ¢(x)) < ¢(y) O

3.4. SubAalgebras y sus modelos; nombres estan-
dar

Definicién 3.4.1 (Subalgebra completa). Sean B y B’ dlgebras booleanas
completas. Decimos que B’ es una subdlgebra completa de B si es una subdl-
gebra y ademds, para cada X C B', su supremo (infimo) en B coincide con
su supremo (infimo) en B'.

El siguiente teorema vincula V) y V(B cuando B’ es una subélgebra
completa de B.
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Teorema 3.4.2. Sea B’ una subdlgebra completa de B. Entonces:
1. VB C VB,

Ademds para cada u,v € V)
2. [uev]? = uc]?
3. [u=v]" = [u=]?

Demostracion. (1). Usando que B’ C B, es directo por induccion transfinita
con la definicién de VP y la de V(5.

(2) y (3) se prueban simultaneamente por induccion. El predicado de
induccion es:

P) = Yue VE( [uev]? =[uecv]®A
[u=v]? = [u=v]EA
[veu]? =[veu]® )
La tercera igualdad ser& necesaria porque en la definicion de la igualdad
(3.2) aparecen pertenencias en ambos sentidos.
Supongamos Yy € dom(v) P(y) y probemos P(v). El orden en que pro-
baremos las igualdades sera importante, pues las iremos reutilizando.
Veamos Yu € VP [u € v]? = [u € v]P.
Bl
[uev]” = \/ oy Afu=y)®
yedom(v)
Bl
\ o) Afu=y)”®
y€dom(v)
B

=\ v Afu=yl”

y€dom(v)
= [u € v]?

Il

El paso * es por hipotesis inductiva y el ** es porque B’ es subalgebra
completa de B.
Veamos Yu € VB [u = v]? = [u = v]".
B/
[u=2]% = A () =[yeu”) A
yedom(v)
B/
N (@)= [z ev]?)

zedom(u)
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Tenemos [y € u]® = [y € u]” por la hipétesis inductiva. Por otra parte,
como demostramos Vu € V) [u € v]?" = [u € v]?, aplicandolo a x tenemos
[z € v]? = [» € v]®. Finalmente, usando que B’ es subalgebra completa
de B, podemos cambiar lo supremos en B’ por supremos en B y tenemos lo
buscado.

Finalmente, veamos [v € u]® = [v € u]?.

Bl
[veu” = \/ (u@)Ao=2]")
z€dom(u)
Como demostramos Vu € VP [u = v]® = [u = v]?, tenemos que
[v = 2]? = [v = 2]®. Nuevamente, usamos que B’ es subalgebra completa
de B para concluir. O

Corolario 3.4.3. Si B’ es una subdlgebra completa de B, entonces para cual-
quier formula de clase Iy con equivalencia en deduccion natural ¢p(vy, ... v,)
(ver la seccion Jerarquia de Levy) y cualquier uy, ..., u, € VP (pard-
metros) tenemos:

[[gb(uh e aun)]]B/ = [[gb(uh e aun)]]B

Demostracion. Como la adecuacion de la deduccion natural en VB se de-
duce del teorema y ¢(v1,...,v,) es equivalente en deduccion natural a
una férmula restringida, basta probarlo para férmulas con solamente cuan-
tificaciones acotadas. Razonemos por induccién en ¢, formula con todas sus
cuantificaciones acotadas. Para formulas atémicas son los dos tltimos items
del teorema [3.4.2] Los pasos inductivos asociados a las conectivas son direc-
tos. Veremos el de una cuantificacion acotada.

Bl

[Bx € u ¢(x,uq, . .. ,un)]]Bl = \/ (u(z) A fo(x,ug, ... ,un)]]B/)

zedom(u)
B

=V (@) A, )]
zedom(u)

= \/ (w(@) A [p(z,ur, ..., un)]")

zedom(u)

= [Br cu oz, u, ... u,)]? O

En el resultado anterior, que las cuantificaciones sean acotadas es in-
dispensable. Considerando el razonamiento que se hizo con la cuantificacion
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acotada Jx € u ¢(x) (vamos a omitir los parametros), gracias a que la cuanti-
ficacion es acotada, todos los supremos se toman sobre elementos de dom(u).
Si, en cambio, consideramos la cuantificacién no acotada 3z ¢(z), ocurre lo
siguiente:

[Bro@)]” = \/ [bw]”  [Bré@)]” = \/ [éu
uev(B") weV(B)

En ese caso el razonamiento anterior deja de ser valido, porque los supremos
se toman sobre diferentes clases.

Con la nocién que acabamos de desarrollar, podemos formalizar el esque-
ma dado en la ﬁgura Observamos que 2 = {0, 1} es subalgebra completa
de cualquier B, por lo que el teorema y el corolario anteriores siempre se
aplican para V). Teniendo esto en cuenta, asociaremos a cada punto de V'
un nombre de V) C VB Especificamente, a cada 2 € V le asociamos:

o= A1) /yeux}

Es una definicién por recursiéon en la relacion bien fundada y € =z ﬂ
Observemos que por el teorema [3.4.2] para cada z,y € V:

[z€g]” = [2eg]’e2
[z=9]" = [ =9]" €2

A los nombres de V) que son & para algin = € V les llamamos estdndar.
El siguiente teorema es sobre propiedades de los nombres estandar.

Teorema 3.4.4. 1. Dadosx €V yue VP

[uez] = \/[[u:é]]

zZEX

2. Dados x,y €V,

3. El mapa x — % es inyectivo de V en V)

3Una relacién R es bien fundada si no existe una secuencia infinita (x,)ne. tal que
ZTpy1Rx, para cadan € w
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4. YueVA Az eV, VB Eu=13

5. Para cada ¢p(vy,...,v,) yx1,..., 0, €V,
H(x1,..., 1) VO Eo(a,...,10)

y si ¢ es de clase Ily (con equivalencia en deduccion natural):

H(x1, ... x,) & VB =o(dy,.. ., 1)

Demostracion. (1). Sean z € V yu € V),

[weil= N @yAlu=y])=\CALu=2])

y€dom(z) 2€x

Pues & es funcion constante 1 con dominio {2 / z € x}

(2). 7 €y = VB =3 € g se deduce del item (1). Por otra parte,
r=y = VB k=i =gsededuce de que VB |= & = 7 y sustitucion
de los iguales. Para probar los reciprocos usaremos inducciéon en V', sobre la
relacion bien fundada €. El predicado de induccién es el siguiente:

Ply) =VoeeV( VB Eiteg sxecyA
VB == =z=yA
VB =gei =yex )

Supongamos Vz € y P(z). Queremos probar P(y). Probaremos las impli-
caciones una a una.

Dado = € V, supongamos V&) |= & € §. Queremos probar x € y. Usando
el item (1) y que VB |= 2 € ¢, tenemos:

Viz=2=1

zZey
Como [z = z] € {0, 1}, la tnica forma de que el supremos sea 1 es que exista
z € y tal que [ = 2] = 1. Usando la hipdtesis inductiva con z, tenemos
z = z. Por ende, x € y.
Dado z € V, supongamos V) = & = . Queremos probar z = y. Como
VB = & = g, tenemos:

ANlzeil=1 y Alzei]=1

zex zZEey
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Equivalentemente,

Veex VB =z ey
VzeyVB =zci

Acabamos de probar Vo (VB =4 € § = x € y). Podemos instanciarlo
con cada z € x, y junto con [3.6| afirmar que Vz € z, z € y. Por otra parte,
usando la tercer implicacion de la hipotesis inductiva junto con [3.7] tenemos
Vz € y, z € x. Por extensionalidad, y = x.

Dado z € V, supongamos VB k= § € i. Queremos probar y € =.
Anélogamente a la primera implicaciéon, tenemos:

Vig=2]=1

zex

Del mismo modo que hicimos para la primera implicacién, obtenemos
z € r tal que [§ = 2] = 1. Como probamos Vz (VB =& =9 =z =y),
podemos instanciarlo en z y concluir, obteniendo z = y, por lo que y € x.

(3). Se trata de (V®) =2 = §)) = 2 = y, lo cual acabamos de probar.

(4). La unicidad se deduce del item (2). Probaremos la existencia con el
principio de induccion de V).

Supongamos Vv € dom(u)dz, € V [©, = v] = 1, donde usamos el
esquema de remplazo. Definimos el siguiente z € V:

z = {z, [/ u(v) =1}

Debemos probar [u = 2] = 1.

[=i]= A ()= [ei)rAljeul

vedom(u) yET

Hay que probar que ambos infimos valen 1. Veamos el primero. Sea v €
dom(u) tal que u(v) =1 (si es 0, es claro que la implicacion vale 1). Hay que
probar [v € z] = 1.

peil=\Vb=i= \ lb=nl2=4]=1

yex u(w)=1
Veamos que el segundo infimo también vale 1. Sea y € x. Existe un
v € dom(u) tal que u(v) =1y y = x,.

[peu=[rcul= \ (uw)Al[d,=uw])>u@) i, =v]=1

wedom(u)
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(5). Se prueba por induccion en ¢. Los casos base se deducen de los items
2 4 del corolario [3.4.3] Los casos de conectivas son directos, por lo
2)y @y , P
que veremos una cuantificacion.

Sea ¢(x1,...,x,) = Iz Y(x,2,,...,2,) y sean xy,...,x, € V. Para pro-
bar el directo, asumimos que se cumple ¢(z1,...,x,). Por ende, tenemos
x € V tal que se cumple ¢(z,x1,...,z,). Por hipotesis inductiva, tenemos

que V@ = (2,21, ...,2,), de lo que se deduce V? = 3z o(x, 24, .., 2,).

Para el reciproco observamos lo siguiente.

Bry(x,s1,....4)] = \/ (@ 4,....24,)] =1

zeV

Como [(z, 24, ...,2,)] € {0,1}, podemos afirmar que existe un z € V tal
que [ (z, 21, ...,24,)] = 1. Por hipétesis inductiva, ¢ (x, z1,...,x,) y por lo
tanto Jx ¥(x, z1,. .., T,).

El caso de la formula restringida se deduce del corolario [3.4.3| O

3.5. Mezclas y el principio del maximo

En esta secciéon vamos a introducir el concepto de mezcla de B-nombres,
que se puede ver como el analogo de la nocién de combinacién lineal en
algebra lineal. Una buena intuicién es considerar a las mezclas de B-nombres
como combinaciones booleanas de dichos B-nombres.

Definicién 3.5.1 (Mezcla). Dados {a; /i € I} C B y{u; /i€ I} CV®),
definimos:

iel
como el u € VB cuyo dominio es:

dom(u) = U dom(u;)
i€l
y para cada z € dom(u),
u(z) = /(@A [z €w)
iel

Cuando la mezcla es de dos elementos, escribimos a-u+b-v. Nos interesara
hacer mezclas con ciertas familias {a;} C B particulares. Para eso haremos
las siguientes definiciones.
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Definicién 3.5.2 (anticadenas y particiones de la unidad). Decimos que
A C B es una anticadena si y solo si para cada a,b € A distintos, tenemos
aNb=0.

Decimos que A C B es una particion de la unidad si y solo si es una
anticadena y \/ A = 1.

El siguiente lema justifica el uso de la palabra “mezcla”’, bajo ciertas
condiciones que se cumplen en particular para anticadenas. Intuitivamen-
te, > ,c; @i-u; se comporta como mezclar los u;, cada uno con proporcion al
menos a;, en el sentido de que [, a;-u; = w;] > a;

Lema 3.5.3 (de mezclas). Sean {u; /i € [} CV®B y{a; /i€ I} CB
tal que para cada i,j € I, se cumple a; N\ aj < [u; = u;]]. Si tomamos
U = Ziel a; - u;, entonces para cada i € 1,

a; < u=u

Demostracion. Recordando la definicion de interpretacion de igualdad (3.2]),
tenemos que probar dos cosas:

Loa; < /\zedom u)( ( ) = [[Z S ul]])

2. a; < /\zedom ul)( l(’z) = [[Z € U’]])

(1) Sea z € dom(u), queremos probar a; < u(z) = [z € u;], o equivalen-
temente, a; A u(z) < [z € u]

a; Nu(z) = ai/\\/(aj/\[[zeuj]])

= V(ai Naj A [z € uy])
< V(HUi =y Az €yl
< \/([[z cw]) = [z€u]

En la primera desigualdad se utilizo la hipotesis que cumple la familia

{ai / 1€ [}
(2) Sea z € dom(u;), queremos probar a; < u;(z) = [z € u], o equiva-
lentemente, a; A u;(2) < [z € u]

[z €u] > u(z):\/(ajA[[ZEuj]]) > g N[zew] > aANu(z) O
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Recordemos que la interpretacion de las cuantificaciones existenciales no

acotadas es:
[Feo@)] =\ [s(w)]

ueV(B)

Utilizando mezclas, probaremos que tales supremos siempre son maximos (se
alcanzan por algiin elemento de V(7).

Teorema 3.5.4 (principio del maximo). Para cualquier B-formula ¢(x) exis-

te un u € VB tal que
[Bz ¢(2)] = [¢(u)]

Demostracion. Recordar que [3z ¢(x)] = sup{[é¢(u)] / u € VB}. Dado
que {[¢(u)] / u € VB)} es un conjunto (esta incluido en B), utilizando el
teorema de Zermelo (teorema |1.1.3)) tenemos un ordinal « tal que:

{lo)] / uwe vV} = {[é(up)] / B < o}
Por ende,

Bz ¢(2)] = \/[#(us)]

B<a

Definimos la siguiente familia de elementos de B.

ag = [o(up)] =\ [6(u)]

<8
Donde x —y = x Ay*. Tenemos que {ag / f < a} es una anticadena y
cumple ag < [¢(ug)] para cada 5 < a.
Definimos

u = j{: ag - up

B<a

Por el lema W, para cada < «a tenemos que ag < [u = ug] Veamos

que [3z ¢(z)] = [o(u)]-
La desigualdad [Jz ¢(x)] > [¢(u)] es directa, por la definicion de
[3x ¢(x)]. Veamos la otra. Tomamos un < « genérico.

[o(w)] = [u=us] A[(us)] = ag A ag = as
Por ende

[o(w)] > \/ ag = \/ [6(up)] = [Fz ¢(2)]

B<a B<a

49



Resta justificar la igualdad *, lo que haremos por induccién transfinita
con predicado de induccion:

P(n) ==\ ag=\/[6(up)]
B<n B<n

Caso 0. Es directo porque ambos lados de la igualdad dan vacio.
Caso sucesor.

\ as=a,v\ a5 = a,v\/ [6(us)] = ([{qﬁ(un)ﬂ A \/[[Cb(uﬁ)]])*)\/\/[[¢(u6)]]

B<n+1 B<n B<n B<n B<n

Utilizando la definicién de a,, se llega a:

([[cb(un)]] A\ [[¢(UB)]])*> v\ [9(us)]

B<n B<n

Aplicando propiedades de las operaciones de élgebras booleanas se llega

[o(u)I A (Vo)) =\ [lus)]

B<n B<n+1

Caso limite. Se deduce de la siguiente cadena de igualdades:

Va = V Ve = V Vi) = 6] O

B<n B<n y<pB B<ny<pB B<n

El siguiente es un corolario técnico que sera ttil en la proxima seccion.
Corolario 3.5.5. Sea ¢ una B-formula tal que VB |= 3¢ ().

1. Para cada v € VB eziste un v € VB tal que cumple [o(w)] =1y

[o(0)] = [u =]

2. Si () es otra B-formula tal que para cada u € VB tenemos que
VB = ¢(u) implica VP = p(u), entonces

VI Vi (4(z) = ¢ ()

Demostracion. (1). Mediante el principio del maximo obtenemos w € V(¥
tal que [¢(w)] = 1. Definamos b := [¢(v)] y v := b - v + b* - w. Usando el
lema [3.5.3] tenemos:

[u=vvVu=w]=Ju=v]Vu=w]>bVvd =1
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por lo que

[o(w)] = (Ip()] A fu=v]) V ([u = w] A¢(w)]) = bV o™ =1

Resta ver [u = v] = [¢(v)]. Ya tenemos [u = v] > [¢(v)] nuevamente
por el lema [3.5.3] La otra desigualdad es por lo siguiente:

[u=v]=[u=vAdu)] <[o(v)]

(2). Sea v € VB, Queremos probar ¢(u) < 1 (u). Utilizando el item (1),
tomamos u € VB tal que [¢(u)] = 1y [u = v][= [¢(v)]. Por hipotesis,
tenemos [¢(v)] = 1. Usando esto, tenemos:

[¢(0)] = [u=v] = [u=vA9@)] < [P)] =

Terminaremos esta secciéon con la siguiente definicion, que seréa de utilidad

mas adelante (en particular, para probar que el axioma de elecciéon se cumple
en VB,

Definicién 3.5.6 (ntcleo). Sea u € VB). Decimos que un conjunto de B-
nombres U C VB) es un nucleo de u si

1. Para caday € U, tenemos [y € u] = 1.

2. Para cada x € VB tal que [z € u] = 1, existe un tinico y € U tal que
[rt=y]=1

Lema 3.5.7. Cada u € VB tiene nicleo.
Demostracion. Sea u € V). Dado y € VB definimos:

fy = A(zlz=y]) / 2 € dom(u)}

Como para cada y € VP tenemos Iy € Bdom(w) Intuitivamente, es una
relacion funcional entre V) y Bdom()  Podemos tomar la relacién inversa
y aplicar el axioma de remplazo, para obtener w C V) tal que para cada
y € VB existe x € w tal que fy = [fa, es decir:

Vz € dom(u), [z =y] = [z = 7] (3.8)

Definimos U € V®) como una conjunto de representantes de la relacion
de equivalencia z ~ y < [r =y =1l en {z € w / [z € u] = 1}. Por el
conjunto del cual se toma la relacion de equivalencia, tenemos el punto (1)
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de la definicion de nicleo. Para ver el punto (2), tomemos y € V&) tal que
[y € u] = 1. Tenemos = € w que cumple Observamos lo siguiente:

yeul= \ @WAL=yl)= \ @) Alz=q)=]zeq

z€dom(u) z€dom(u)

Por ende, [z € u] = 1y existe 2’ € U tal que [x = 2/] = 1. Si probamos
[x = y] = 1 terminamos la demostracion. Observemos lo siguiente:

Vzeuz=yez=2)]= N uz)=(z=y]< [z=2]

z€dom(u)

Por (3.8]) tenemos que [z = y] < [z = x] = 1 para cada z € dom(u), por lo
que [Vz € u(z = y < z = x)] = 1. Instanciando por ejemplo z = y, tenemos
[y==x] =1. O

Dado u € V) hay una biyeccién entre cada par de nicleos de u. Por
otra parte, debido al principio del méximo, tenemos que si V&) |= u # @
entonces cualquier niicleo de u es no vacio.

El siguiente lema sera de utilidad més adelante (especificamente, en la
prueba de que el axioma de eleccion es vélido en V(B)).

Lema 3.5.8. Sea u € VB tal que VB = u # 0 y sea U un micleo de u.
Para cada v € VB hay un y € U tal que [z = y] = [z € u]

Demostracion. Se deduce del corolario con ¢(y) =y € uy del item (2)
de la definicién de ntcleo. m

3.6. Adecuacion de los axiomas de ZFC

El objetivo de esta seccion es demostrar que todos los teoremas de ZFC
se cumplen en V) es decir: demostrar que si ZFC F ¢, entonces V(&) = o.
Como si LK F ¢, entonces VB |= ¢ (por el teorema [3.3.6), basta con
demostrar que todos los axiomas de ZFC se cumplen en V(5),

Lema 3.6.1 (Axioma de extensionalidad). El azioma de extensionalidad:
Ve,y (Vz(z €y ©zex)=1=y)
se cumple en VB,

Demostracion. Usamos la siguiente formulacion equivalente:

Vo,y (Vz€xz (z€y) AVzey (€)= 2=y)
Con esa formulacion, se deduce directamente de (3.2)) y el corolario[3.3.7, [
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Lema 3.6.2 (Esquema de comprension). El esquema de comprensz’o’rﬁ:
Vedy(Vz ey (z€ex AY(2) AN Vzex (Y(z) =z €y))
se cumple en V(B)

Demostracion. Tomemos una formula v(z) y probemos al axioma de com-
prension correspondiente.
Sea u € V). Buscamos v € VB tal que lo siguiente vale 1.

A w=sedrlv@wD A A (@)= ([RE@)] = [z e )

y€dom(v) z€dom(u)
(3.9)
Definimos v € V) con dom(v) = dom(u) y para cada y € dom(v):

v(y) = uly) A[¥(y)]

Tenemos que ver que los dos supremos de son 1. Comencemos por el
primero.
Sea y € dom(v). Observemos lo siguiente

v(y) = yeuA[v]=1 &
v(y) <[y eu] Av)] <=
u(y) Ay )] < v € u] A [R(y)]

Concluimos usando que u(y) < [y € u] por el item dos del lema [3.3.5]

Probemos ahora que el otro supremo de|3.9|es 1. Sea 2 € dom(u). Obser-
var que u(z) = ([v(z)] = [z € v]) = u(z) A [¥(x)] = [z € v]. Concluimos
con lo siguiente: u(x) A [ (x)] = v(z) < [z € v]. O

Lema 3.6.3 (Esquema de remplazo). El esquema de remplazcﬂ:

Vu(Ve € udy ¢(x,y) = FoVr € udy € v ¢(x,y))

se cumple en VB,

Demostracion. Tomemos una formula ¢(x,y) y probemos el axioma de rem-
plazo correspondiente.

4Recordar que los esquemas son conjuntos de axiomas, en este caso parametrizados por
férmulas.

®Notar que esta presentaciéon es mas fuerte que la de la introduccién. No obstante,
considerando el axioma de elecciéon son equivalentes.
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Sea u € V). Queremos probar:
[Vz € udy é(z,y)] < [FoVz € udy € v ¢(z,y)]

Observemos que:

Ve e udy ¢z, )] = N\ ulz) = [By o(z,9)]

zedom(u)

Para cada x € dom(u) tenemos que [y ¢(x,y)] = [¢(z,v,)], usando el
principio del maximo (3.5.4)) y el esquema de remplazo (de V') para construir
T — v,. Definimos el siguiente v € V5):

v = {v, / x € dom(u)} x {1}

Observamos lo siguiente, dado = € dom(u):

Byevo@yl= \ vy Alble,y] = o)A lb,0)] = [6(z,0,)]

y€dom(v)

por lo que tenemos la siguiente cadena de desigualdades, con la que termi-
namos la demostracion:

Ve € udy o(x,p)] = N ulz) = [6(z,0.)]

redom(u)

< A ul@)=[Eyev oy

z€dom(u)
= [Vz € udy € v ¢(x,y)]
(< [BoVz € uly € v ¢(x,y)]) U

Lema 3.6.4 (Axioma de unién). El axioma de union:
YudoVy(y € v & (Jz €uy € x))

se cumple en VB,

Demostracion. Sea u € VB). Definimos v € V) con:
dom(v) : = U dom(x)
v(y) := [Fr €uyex] conyedom(v)
Tenemos que probar lo siguiente:

o4



. [Vyevizeu, yeax]=1

2. [Vxeuvyex, yev]=1

Donde usamos que (3z € u ¢(z) = ¢) < Vo € u(¢(r) = 1) es cierto en
la logica clasica.

1.

[Vy € vz €u, y € z] = /\ v(y) = [Fr euy € 7]
y€dom(v)

Se cumple por la definicion de v(y).
2.

Ve e uVy € z, y € v] = /\ u(x) = /\ (x(y) = [y € v])

zedom(u) y€dom(x)

— /\ /\ y) = [y € v]

redom(u) yedom(z)

Sean =z € dom(u) e y € dom(z). Queremos u(z) A z(y) < [y € v].
Observemos que por la definicion de dom(v), tenemos y € dom(v), por lo
que podemos razonar de la siguiente forma:

yevl 2oy = \/ u@)AlyeaT=u@)Alye€a]>ulz)Aaly)

z’edom(u)
O
Lema 3.6.5 (Axioma de potencia). El azioma de potencia:

YudowWy(ly e v & Ve €y, © € u)

se cumple en VB

Demostracion. El axioma de potencia es una formula de clase II3 (bajo equi-
valencia en deducciéon natural), lo cual puede ser una causa de que la prueba
sea més sutil. Tomamos u € V(5. Definimos v € V®) con:

dom(v) : = Bdom(w)
v(y) 1= [Vxeyzeu] =y Cu] paracaday cdom(v)

Anélogamente al caso anterior, tenemos que probar dos igualdades:

I. [Vyev, yCu] =1
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2. [VylyCu=yev)]=1

La primera se demuestra de forma analoga a como se hizo para el axioma
de uni6én. Sin embargo, para la segunda no sera el caso, pues para el axioma
de unién pudimos acotar la cuantificacion Vy, lo cual no podremos hacer
aqui; nos vemos obligados a trabajar con un y € V¥ genérico. Por ende,
fijemos y € V(B cualquiera. Queremos probar [y C u] < [y € v].

A partir de y y u vamos a construir un 3’ € V) que nos sera de utilidad.

dom(y’) : = dom(u)
y'(z) := [z e€y] conazedom(y’)

Intuitivamente, 3’ seria uNy. Esta intuicion se ve justificada también por
la siguiente cuenta. Sea z € V(5

[teunzey] = d\/ (u(z) Az = 2] Az €y])
< :\/i j([[xz]]A[[wey]])
< ;\/( )([[xzz]]A[[zey]])
= Ed\/( )([[w—z]]Ay’(z)) = [zey]

por ende tenemos:
Ve (zreunzey=zecy))=1 (3.10)
La forma como queremos usar ¢y’ es probando las siguientes dos desigual-
dades, que implican [y C u] < [y € v].
(@) [ycul <ly=v1
(b) [y Cu] <[y €]

Para probar (a) vamos a tener que demostrar antes [y C y] = 1, lo cual
también concuerda con la intuicion de que 3’ es la intersecciéon de y con w.
Sea z € VB,

[tey]l = \ WEA[=2])

z€dom(u)

=V (zeyln[z=4])

z€dom(u)
< [z eyl
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Con eso probamos que [y’ C y] = 1. Usando eso y (3.10]), vamos a probar
(a).

Ve (reuhzey=zey) Ny CyAy Cul

[y eu] <
< ly=y1

[
[
Donde usamos la adecuacion del axioma de extensionalidad y de la de-

duccion natural. Solo resta probar (b), donde usaremos la definicion del
nombre v.

[y Cu] = [Ve(x € y= 2 € u)

= A (resl=[reu)

xeV(B)

< N W@=lecd)

zedom(y’)
=[Vzey, zeu] = [y Cu] =o(y) < [Yeu O

En la demostracion del lema anterior construimos el nombre potencia v
de un u € VB, Vamos a llamarlo P®)(u) Por ende tenemos que P& (u) es
el v € VB tal que

dom(v) : = Bdom(v)
v(y) := [y Sul conyedom(v)
Lema 3.6.6 (Axioma del infinito).
Jup(u) donde ¢(u) =@ €cuAVreuldy€cu, v€y
se cumple en VB,

Demostracion. Utilizamos la siguiente formulacion logicamente equivalente
(considerando el significado de @).

Jup(u) donde o(u)=EBrecuVycrzy#y) AVrcudy€cu, €y

Con esa formulacion tenemos que ¢(u) es una formula restringida, bajo equi-
valencia en deduccién natural.

Tenemos ¢(w), por lo que el item 5 del teorema nos da VB = ¢ ().
Consecuentemente, V&) = Ju ¢(u) O

Lema 3.6.7 (Axioma de regularidad). El azioma de reqularidad:
Va (a#2@=3Jbca (bNa=9))

se cumple en VB,
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Demostracion. Utilizaremos el siguiente esquema de induccién conjuntista,
que es equivalente al axioma de regularidad:

Ve(Vy € z ¢(y) = ¢(z)) = Vr o(z)

Fijamos ¢ y definimos b := [Vz(Vy € 7 ¢(y) = ¢(z))]. Dado x € V(B
genérico, queremos probar que b < [¢(x)]. Lo probaremos por el principio
de induccion (lema [3.2.2)).

Supongamos que Yy € dom(z), b < [¢(y)]. Entonces:

b< A bwl<s A @ =W =y e dy)]
@)

yedom(x y€dom(x)

Por ende tenemos
b<[vy €z ¢(y)]
Sin embargo, por la definiciéon de b tenemos

b<[Vyexdy) = ()]

Juntando ambas desigualdades llegamos a lo buscado:

b < [o(x)] =

Solo queda demostrar que se cumple el axioma de eleccion. Por mas que
parezca la mas compleja de sus formulaciones equivalentes, vamos a utilizar
el lema de Zorn ((1.1.4)).

Lema 3.6.8 (Axioma de eleccion). El azioma de eleccion:
Todo conjunto A tiene funcién de eleccion

se cumple en VB,

Demostracion. Como se menciond, utilizaremos el Lema de Zorn . Pa-
ra simplificar el enunciado diremos que un conjunto parcialmente ordenado
es inductivo si toda cadena estd acotada superiormente. De esta forma el
enunciado del lema de Zorn es:

Si (X, <x) es un conjunto parcialmente ordenado inductivo,

entonces tiene elemento maximal

Por el item dos del corolario [3.5.5] alcanza con tomar X,<ye VB y
probar que «V ) = (X, <x) es un conjunto parcialmente ordenado inductivo
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no vacio» implica «VB) |= (X, <x) tiene elemento maximal». Supongamos
el antecedente.
Tomamos Y C V&) nucleo de X. Definimos el siguiente orden en Y

y<yvy & [y<xy]=1

Vamos a probar que es inductivo, para lo cual tomamos C' una cadena en Y.
Definimos C’ := C x {1} € V®). Tenemos:

VB = C" es una cadena en X

Como (X, <x) es inductiva, VB |= Ju € X u es cota superior de C'.
Por el principio del maximo, tenemos v € VB cota superior de C’ en X.
Tomando w € Y tal que Jw = u]] = 1, tenemos que w es cota superior de C'
en Y.

Acabamos de probar que (Y, <y) es inductiva. Aplicamos el lema de Zorn
de V para tomar un ¢ € Y elemento maximal de (Y, <y). Por definicion de
nicleo, tenemos ¢ € X] = 1. Terminaremos la demostracion probando:

VB = ¢ es elemento mazimal de X

Es decir, VB = Vo(zr € X Ae <x 2 = 2 = ¢). Sea x € VB, Mediante
el lema obtenemos y € Y tal que [x € X] = [r = y]. Tomamos
a = [c <x y] y definimos:

v:i=a-y+a-c
Por el lema de mezclas (3.5.3)) tenemos lo siguiente:
[v=yvv=c=v=y]Vv=c >aVva =1

Como ademas [y € X] = [c € X] = 1, concluimos [v € X] = 1. Por ende
podemos tomar z € Y tal que [v = z] = 1. Veamos que [c <x v] = 1.

Por una parte, tenemos v = y] A [e <x y] < [¢ <x v]. Por otra parte,
tenemos [[v = ¢] < [e <x v] y por ende v = ] A [c <x y]* < [e <x v].
Juntando tenemos:

o=yl Ale<xy]) vV ([v=cAle<xy]") <[c<x ]
Por el lema [3.5.3] ambas conjunciones dan el segundo operando y queda:
[c<xy]V]e<xyl" <[c<x]

Con lo que tenemos que [¢ <y v] = 1.
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De < [e <xv] =1y [v=2z] =1, concluimos [¢c <x y] = 1, por lo que
¢ <y zy c =z (sabiendo que ¢ es maximal en <y ). Veamos que se cumple
[e <xyl <ly=<l

[c<xyl=a<fy=vl=ly=v]Alv=2]<[y=z2]=[y =
Finalmente, observamos lo siguiente:
[c<xazhzeX]|<[y=cA[zeX]=y=]AN][r=y] <[z=(]

Con la desigualdad anterior probamos que ¢ es elemento maximal. O

3.7. Ordinales y cardinales

Ordinales

En la secciéon anterior probamos que todos los teoremas de ZFC son vali-
dos en los modelos booleanos. Esto nos permite mejorar el item 5 del teorema

3.4.4, sustituyendo la equivalencia en deduccion natural por la equivalencia
en ZFC (ver la seccion [L.2] Jerarquia de Levy).

Corolario 3.7.1. Para cada ¢p(vi,...,v,) Yy T1,..., 0, €V,

O(x1, ... 1) & VD= o2, .., 25

y si ¢ es de clase Iy (con equivalencia en ZFC):

(x1,...,20) & VE = o(ay, ..., 250)
Recordamos que la formula On(x) esté definida como:

On(z) := =z es transitivo

y la pertenencia es un buen orden estricto en x

Bajo equivalencia en deduccion natural, la férmula no es restringida. Esto
se debe al buen orden; es necesario hacer referencia al conjunto potencia, lo
cual solo se puede hacer con cuantificaciones no acotadas, en el lenguaje
base de ZFC. No obstante, bajo equivalencia en ZFC si es restringida. Para
esto necesitamos el siguiente lema. Recordamos que una relaciéon R sobre un
conjunto A es conexa si cumple:

Ve,y € A (x #y = xRy V yRx)
Por otra parte, R es bien fundada si:

VPCANzreA(Vye AyRe =ye€ P)=x€P)=P=A)
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Lema 3.7.2. En ZF, una relacion es un buen orden estricto si y solo si es
conexa y bien fundada.

Para una prueba citamos [6]. Usando lo anterior tenemos:

ZFCF On(z) & = es transitivo
y la pertenencia es conexa y bien fundada en x
& x es transitivo

y la pertenencia es conexa en x

donde quitamos la buena fundacién de la pertenencia porque el axioma de
regularidad la implica. Entonces, probamos que On(z) es restringida ba-
jo equivalencia en ZFC, por lo que debido al corolario 3.7.1] tenemos que
[On(&)] = 1 para cada « ordinal. Concluimos que los representantes es-
tandar de los ordinales de V, son ordinales en V(5); es decir, no se pierden
ordinales al pasar a V(5.

A los nombres de la forma &, con a ordinal, les llamaremos ordinales
estandar. En VB pueden haber otros ordinales; el siguiente teorema permite
vincularlos con los ordinales estandar.

Teorema 3.7.3. Para cada u € V(5

[On(w)] = \/ [u=d]

aeOn

Demostracion. Veamos que se cumplen ambas desigualdades.

[On(w)] > \/[u=d] & VaeOn, [u=a] < [On(u)]

a€On

Sea a € On. La desigualdad buscada se obtiene de la siguiente forma,
usando [On(a)] = 1.

[u=a] =[u=a&AOn(&)] < On(u)
Ahora debemos probar la otra desigualdad. Sea x € dom(u). Definimos:
Dy = {£€0n/ [¢=¢] #0}

Queremos ver que el mapa § — [z = €] es inyectivo de D, en B. Sean
¢ n € Dy tal que [z = £] = [z =1].

O<[z=¢=[z=A[z=0] <[{=1]
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Concluimos que £ = 7, por el item 2 de Como B es un conjunto,
también debe serlo D,. Definimos el siguiente conjunto de ordinales:

D = U D,

zedom(u)

Tomamos ag = sup(D) + 1. Tenemos Va € dom(u) [x = dy] = 0. Por ende:

[ € u] = \/ (u(z) A ag =2]) =0

zedom(u)

Por ser un teorema de ZF se cumple lo siguiente:
[On(u)] < [ao € u] V [ao =u] vV [u € a]
Como [y € u]] =0, tenemos:

[On(w)] < [do=u]VIued]=(\ [u=al)VIu=do] < \/ [u=d]

a<ap aeOn
L]

Utilizando el teorema anterior se puede deducir que los ordinales generales
de VB son mezclas de ordinales estandar con coeficientes que constituyen
una particion de la unidad (ver [14]).

Cardinales

Recordamos que los cardinales son, por definicién, ordinales que no estan
en biyeccién con ningtn ordinal anterior:

Cn(k) = k€ OnAVa<k(—3f:a— k biyectiva)
Para cada z € V escribiremos |z| para referirnos a su cardinal. Como la
formula |z = |y| es $1 bajo equivalencia en deduccién naturalf| tenemos lo
siguiente:
2] = lyl = VO = 3] = I3 (3.11)

Esto se deduce del item (5) de [3.4.4, Dada Jy ¢(y) una formula ¥; (don-
de ¢(y) es restringida), asumamos que se cumple y tomemos un testigoy € V.
Por la propiedad mencionada podemos afirmar V) |= ¢(j) vy por ende

VB =3y o(y).

6Es la existencia de una funcién biyectiva entre x e y.
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Los siguientes dos teoremas vinculan la jerarquia de cardinales de V' con
la de VB) para B genérico. Luego veremos una condicién de B con la que
tenemos una vinculaciéon mas fuerte.

Cuando escribimos V) = u = R, significa V) | ¢y(u,a), donde
oOx(z, a) es la formula que define la sucesion transfinita (R, )acon-

Teorema 3.7.4. 1. VB =R, =

2. Para cada o« € On R
VB =R, <R,

Demostracion. (1) Como la formula = Rq es restringida bajo equivalencia
en ZFC, se deduce del corolario [3.7.1] La forma de escribirla con cuantifica-
ciones acotadas es la siguiente:

o(x) = On(x) A
OcaxAVyezdzex (y € 2) A
Vyex(y=0VIzex (y=s(z)))

Estamos afirmando que x es un ordinal limite que solo contiene al 0 y a
sucesores. Solo w cumple esas propiedades.

(2) La probamos por induccion. El paso base es el item (1). Para el paso
inductivo tomemos « € On y supongamos que V3 < «:

V) =R <Ry

Sea £ < N,. Queremos probar é < Ny Si € < Ny entonces VB |= é < Ry.
Concluimos este caso observando Ny = Ny < Ng. Supongamos ahora & > Nj.
Tenemos |§ | = Ng con 8 < a (pues « es cardinal). Por (3.11]), tenemos que

VB || = ng Por HI, VB k£ |¢] < Nj;. Como 3 < a, se cumple B<a

y por ende V(B) |= |§| < V4. Por ende V! B) E €] < N4. En suma, probamos
que & < N, implica £ < Ng4.
Sea n € V(B Observamos lo siguiente:

[her] = \/ 1=

E<Na

= V (In=&n[<ra])

E<Ny

<V In <R

£<R,
= [neNs]
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Por ende: A
VB = Yn(n € R, = n € Ry)

Finalmente, V® = R, C R, o equivalentemente VB =R, <R;. O
Teorema 3.7.5. 1. Para todo a < w, se cumple VB |= On(&)

2. Para todo o € On, si VP |= Cn(a) entonces Cn(a)

Demostracion. (1). Por el primer item del teorema |3.7.4] se cumple con w.
Por otra parte, como ZF |= Va € w Cn(a), tenemos

VB EVa e & Cn(a)

Por ende:

A [Cn(@)] =1

acw

De lo que se deduce que para cada o € w, tenemos [Cn(&)] =1

(2). Cn(a) es Iy, por lo que =Cn(«) es ;. De eso deducimos que:

-Cn(a) = =V® = Cn(a)
Por contrareciproco tenemos lo buscado. O

Con algebra booleana B genérica no podemos probar el reciproco del item
(2) del teorema , lo cual significa que algunos cardinales de V' pueden
perder su estatus de cardinal en el modelo booleano V¥, Esto se debe a que
al pasar de V a V(B se agregan conjuntos, dentro de los cuales se pueden
agregar funciones biyectivas entre ordinales. Por ende, puede ocurrir que haya
un ordinal « tal que en V' no exista ninguna biyeccién entre o y un ordinal
anterior, pero que al pasar a V(&) si exista una. En ese caso, a serfa un
cardinal en V pero no en V&),

La siguiente definicion restringe el algebra booleana B de modo que lo
anterior deje de ocurrir. También lograremos la equivalencia en y la

igualdad en el item (2) de|3.7.4l

Definicion 3.7.6. Diremos que B satisface la condicion de cadenas nume-
rables (ccc por el ingles) si todas sus anticadenas son numerables.

Observar que tendria mas sentido definirla como condicion de anticadenas
numerables, pero la notaciéon anterior es la que se adopté. Dado un conjunto 7,
si consideramos X = 27 el espacio topolégico producto, donde a 2 = {0, 1} se
le asocia la topologia discreta, cualquier conjunto de abiertos disjuntos dos a
dos es numerable. Por ende, RO(27) es un dlgebra booleana (completa) que
satisface ccc (para los detalles ver [16]).
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Teorema 3.7.7. Supongamos que B satisface ccc. Para cualquier o € On y
x,y € V tenemos:

1. On(a) = VP = Cn(a)
2. VB =R, =N,
3. Si VB = |z| = || entonces |z| = |y|

Demostracion. (1). Sea a un cardinal. Por el item (1) del teorema [3.7.5]
podemos asumir que « es un cardinal no numerable. Queremos probar

VB = VB < & Vf =(Fun(f) Aim(f) = & A dom(f) = j3)
Recordando & = {3 / € a} y el corolario [3.3.7, debemos probar:

~

/\ /\ [Fun(f) Aim(f) = a Adom(f) =p]* = 0

B<a fev(B)

Es decir, para cada B < ay f € V(5.

[Fun(f) Am(f) = & A dom(f) = B8] =0

Supongamos, por absurdo, que existen § < ay f € V(B) tal que no se
cumple ([Fun(f) Aim(f) = & Adom(f) = ] # 0). Por consecuencia logica,
tenemos:

[Vnea3¢ep f(§)=n] > [Fun(f) Aim(f) = aAdom(f) = 5] > 0

Por ende, recordando cuales son los elementos de & y 3, tenemos:

A VIF©) =] >0

nea fep
Concluimos que para cada n € « hay al menos un &, € 3 tal que se

cumple [f (én) = 7] > 0. Como « es un cardinal no numerable y § < «, debe
existir v < 3 tal que el siguiente conjunto X es no numerable.

X ={nea/&=1}

Vamos a llegar al absurdo demostrando que {[f(§) = 7] / n € X} es
una anticadena no numerable (lo cual contradice ccc). Dados n; # ny € X,

tenemos [f(§) = m]ALf(¥) = M2] = 0, pues [ = 72] = 0. Como [f(§) = ]
v [f(%¥) = n2] son mayores a 0 concluimos que no estan relacionados (y en

65



particular no son iguales). Con eso probamos que {[f(7) =17] / n € X} es
una anticadena y tiene el cardinal de X, por lo que es no numerable.

(2). Se prueba por inducciéon en «. Supongamos que se cumple Vf3 < o
Gracias al item (2) del teorema solo debemos probar V() = Ry < R,,.

[Ra < Ro] > [Card(R,) AVB < & Rg < Ro] = [V < & Rg < R,]

En la igualdad usamos el item (1) que acabamos de probar. Solo resta
probar que para cada 3 < «, tenemos V(5 |= N < N,. Esto ultimo se

deduce de que V) = Ry < R, (por el item (2) del teorema 3.4.4) y de la
hipotesis inductiva, que nos permite afirmar V(%) = Ng =R 5

(3). Supongamos V) = |2| = |j|. Tenemos |z| = R, y |y| = N5 para
algunos «a, 8 € On. Pormtenemos VB 2] = R,y VB E 9] = |Ns],
de donde concluimos que V&) |= |R,| = [N3]|. Por el item (1) que acabamos

de probar, V(B = Card(R,) y VB = Card(Ry), por lo que tenemos que
VB =R, = Ry Por el item (2) del teorema concluimos que X, = Ng
y por ende |z| = |y|. O

Finalizaremos el capitulo con un lema que nos sera tutil para estimar
cardinales en V(®): lo utilizaremos en el teorema m Primero definimos la
siguiente nocién de par. Sean u,v € V(5.

{u, 0} = {(u,1),(v,1)} € VB

Veamos que para cada u,v € VB tenemos V() & {u,v}B) = {u,v}.
Sabemos que ZF FVz,y (z = {z,y} © Vi(t € y &t =xVt=y)). Por ende,
alcanza probar V) =Vz(r € {u,0}P) &z =yVar =1v). Seaz € VB,

[x € {u,v}P] =\ {u,v}P @) Ale=y]) =[zr=u] V[x=0]
ye{u,v}

De lo que se deduce lo buscado. Ahora definamos par ordenado de la forma
usual:

(u,0) B = {{u,u}P, {u, v} PP

Como para cada u,v € VB tenemos V((B) |= {u, v}B) = {u, v}, también
tenemos V() = (u,v)®) = (u,v), pues la definicion usual de (z,y) es
{{z,2},{z,y}}. Como corolario, para cada u,v,z,y € VP se cumple:

VP = (4,0)P = (2,9)P s u=arv=y)

66



Lema 3.7.8. Para cada u € VP existe f € VP tal que
B) = Fun(f) A dom(f) = dom(u) Au C im(f)
y por ende tenemos: )
VE = Ju| < [dom(u)|

Demostracion. Comenzamos definiendo f de la siguiente forma.

f = {(:2)P ) zedom(u)} x {1}
Veamos que f cumple las propiedades deseadas.
1. VB = Fun(f). Se deduce de V(B = (u,v)®) = (u,v), recordando
Fun(f) =Vu € f 32,y (u= (2,9))
2. VB |= dom(f) = dom(u). Veamos:

(B) =V (z € dom(f) < = € dom(u))
Sea x € VB,

[z €dom(f)] = By (@) efl = \ [(z.y) €]

yGV(B)

=V V l@y=:2]

yeV (B) zedom(u)

=V VE=arly=1]

z€dom(u) yeV (B)

=V k=4ar V =4

z€dom(u) yeV(B)
= \/ [x=2] = [z € dom(u)]]
z€dom (u)

3. VB = u C im(f). Queremos probar VB = Va(z € u = = € im(f)).
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Tomemos z € V), Probaremos [z € im(f)] > [z € 2]

[ € im(f)]

By (y2)efl = \/ [y /]

yeV(B)

V Vo) =(2)]

yeV(B) zedom(u)

V V v=:2nrlz=7]

zedom(u) yeV (B)

V e=:2n V Iy=1]

z€dom(u) yeV(B)

\/ [x = 2]
z€dom(u)

\/ uwz) ANz ==z2] = [z e7]
z€dom(u)
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Capitulo 4

Forcing e independencia de la
hipo6tesis generalizada del
continuo

En el capitulo [3, mostramos como construir un modelo booleano a partir
de cualquier algebra booleana completa B, y vimos que tal modelo siempre
cumple todos los axiomas (y teoremas) de ZFC. El objetivo de este capitulo
es construir y estudiar un modelo booleano particular en que se cumpla la
negacion de la hipotesis del continuo (véase el capitulo . Para ello, vamos
a introducir el método de forcing, que a partir de un conjunto ordenado
no vacio (P, <) permite inducir y estudiar un algebra booleana completa.
Combinando ambos conceptos (conjunto de condiciones de forcing y algebra
booleana inducida), construiremos un modelo booleano particular que nos
permitird probar la consistencia relativa de la negacion de la hipoétesis del
continuo con respecto a ZF.

4.1. La relacién de forcing

Sea (P, <) un conjunto ordenado no vacio, cuyos elementos seran llamados
condiciones de forcing, o mas sencillamente condiciones. Intuitivamente, cada
condicion p € P representa un trozo de informacion, y la relaciéon p < g, que
se lee p es un refinamiento de q o p es mds fuerte que g, expresa que la
condiciéon p tiene mas informacion que la condicion q.

Si p,q € P tienen un refinamiento comin r, diremos que son compatibles.
Es decir:

Comp(p,q) = Ire P (r<pAr<gq)
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Por otra parte, diremos que un conjunto ordenado (P, <) es refinado si:

Vp,qg € P (¢ £ p= 3¢ < q—-Comp(p,q))

El interés de los conjuntos ordenados refinados es que estos inducen al-
gebras booleanas completas, de la forma que veremos a continuacion. Para
esto necesitaremos la topologia del orden en P, que puede definirse con la
base conformada por:

0, = {qeP/q<p}
para cada p € P. Recordemos que RO(P) es el algebra booleana completa
de los abiertos regulares de dicha topologia (es decir, los abiertos que son

iguales al interior de su clausura). Dado A C P, su interior y su clausura son
los siguientes:

A= {peP/JacAa<p}
A° ={peP /O, C A}
Por otra parte, dada un algebra booleana B, decimos que X C B es denso
si:
1.0¢X
2.Vbe Bb#A0=drx e X = <b)

El siguiente lema muestra como los conjuntos ordenados refinados inducen
algebras booleanas completas.

Lema 4.1.1. 1. P es refinado si y solo st O, € RO(P) para cada p € P
2. St P es refinado, la funcion p — O, es un isomorfismo de conjuntos
ordenados de P a un subconjunto denso de RO(P)

Demostracion. (1). Utilizando la forma del interior y la clausura de la topo-
logia en P, tenemos que para cada q € P:

q€(0,)° & BFr<pr<q AVe <q¢dW <pr' <{q
Como O, C (O,)° siempre se cumple, O, = (0,)° si y solo si (0,)° C O,.
Vp e P O, € RO(P)
Vpe P (0,)° CO,
Vpe PYqe P(Br<pr<qgA(¥d <gFr' <pr' <q)=q<p)
Vpge Plggp= (Wr<pr£qVEd <qw <pr' £q))
Vp,q € P(q £ p= ~Comp(p,q) V (3¢ < ¢=Comp(p,q)))

Vp,q € P(q £ p= 3¢ < ¢—=Comp(p,q))
P es refinado

te e
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(2). p — O, es mondtono pues si p < g entonces O, C O, por transiti-
vidad. La inyectividad es por antisimetria. La inversa es mono6tona porque
O, € O, implica p € O, y por ende p < ¢. Llamémosle X a su imagen. Te-
nemos que 0 ¢ X porque para cada p, se cumple O, # 0. Dado b € RO(P),
como b es abierto, por la base existe p € P tal que O, C b. Como O, € X,
tenemos lo buscado. O

Corolario 4.1.2. (P, <) es refinado si y solo si es isomorfo a un conjunto
denso de un dlgebra booleana completa.

Demostracion. El item (2) del lema anterior prueba el directo. Veamos el
reciproco. Supongamos que P es isomorfo a X C B con isomorfismo e. Sean
p,q € P tal que ¢ £ p. Queremos hallar un refinamiento ¢’ de ¢ tal que ¢’ y p
no sean compatibles.

Tenemos e(q) £ e(p), por lo que e(q) = e(p) # 1. De esto tltimo conclui-
mos e(q) A e(p)* # 0. Usando que la imagen de P es densa, tenemos ¢’ € P
tal que e(q') < e(q) A e(p)*. Como e(q) < e(q), tenemos ¢ < ¢. Para ver
que ¢' y p no son compatibles, observamos que si r < py r < ¢ tenemos que
e(r) <e(p) ye(r) <e(p)*, por lo que e(r) =0, lo cual no puede ser. O

La siguiente definicion introduce una terminologia que nos seré ttil para
hablar del vinculo que ya demostramos (entre conjuntos parcialmente orde-
nados refinados y élgebras booleanas completas). Luego estaremos en condi-
ciones de definir la relacion de forcing.

Definicién 4.1.3. Diremos que (B, e) (o simplemente B) es una completa-
citon booleana de un conjunto ordenado P, o que P es una base de B, si:

1. B es un dlgebra booleana completa.
2. e: P — B es un isomorfismo con imagen densa.

Por el corolario 4.1.2] P tiene completacién booleana si y solo si es re-
finado. Por otra parte, si P es refinado, su completacién booleana es tnica
salvo isomorfismo (ver [14]).

Cuando (B, e) es una completacion de P, podremos identificar a P con su
imagen, e(P), por lo que pensaremos a P como un subconjunto denso de B.

Definicion 4.1.4 (Relacion de forcing). Sean B un dlgebra booleana completa
y P una base de B. Dados una B-sentencia o yp € P, definimos la relacion p
fuerza o de la siguiente forma:

plko & p<|[o]
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El siguiente teorema lista las principales propiedades de la relacion de
forcing. La presentacion historica del forcing, por Cohen [9][10], asumia su
validez. Para los detalles, ver [14].

Teorema 4.1.5. Sean o y 7 B-sentencias y sea ¢(x) una B-formula.

1. plk—o sit ~d¢g<pqlFo

2.plFoNATsupl-oypleT

3. plkoVvrtsiiVg<pIr<qrloorlr)

4. plko=r71sii¥g<pglko=ql-71)

5. plkVYap(z) sii Vu € VB plk ¢(u)

6. plF 3wg(x) sii Vg < pIr < qIu € VB 7k ¢(u)

7. Para cada a € V, pl-Va € a ¢(x) sii Vo € a p Ik ¢(2)
8. Para cada a € V, plF 3z € ap(x) sii Vg < pIr < gz € a r - ¢(2)
9. [c]=0sii—-IpePplo

10. [o] =1 siiVpe Pplko

11. ¥pe P 3¢ <p(qlF- o 0 qlF —0o)

12. Siplk o entonces - p Ik —o

13. St g <pyplko entonces qlF o

4.2. Independencia de la hipo6tesis del continuo

Finalmente, utilizando lo desarrollado hasta ahora, vamos a probar la
consistencia relativa de la negaciéon de la hipdtesis del continuo respecto a
ZF. El objetivo es hacer que en el modelo booleano V¥ el conjunto P(w)
sea intuitivamente « mucho mas grande » que w, lo cual lograremos con un
algebra booleana B de cardinal bastante alto. Dicha algebra booleana sera de
abiertos regulares (es decir, del tipo RO(X) para cierto espacio topoléogico X),
por lo que comenzaremos con propiedades de las dlgebras booleanas de ese
tipo.
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Lema 4.2.1. Sea X un espacio topoldgico que satisface cce (definicion|[3.7.6]).
Supongamos que E es una base de X y sea B = RO(X) el dlgebra booleana
completa de los abiertos requlares. Entonces:

|B| < |E|%

Demostracion. Si probamos que cada U € RO(X) esta determinado por una
uniéon disjunta de elementos de la base, tenemos el resultado, pues por la
cce deben ser uniones numerables y hay a lo sumo |E|* uniones numerables
de E.

Sea U € RO(X). Mediante el lema de Zorn, obtenemos F' una familia
disjunta maximal de E NP (U) (elementos de la base incluidos en U). Por

[¢]

cce, F es numerable. Definimos G := | J F y afirmamos U = (G)°.

(G)° C U. Como G C U tenemos (G)° C (U)°. Como U es un abierto
regular, tenemos lo buscado.

U C (G)°. Consideremos U — G. Es un conjunto abierto, por lo que si
no es vacio, hay un e € E incluido. Tendriamos e € ENP(U) y que e es
disjunto a F, lo cual contradice la maximalidad. Concluimos U C G. Por
ende, U = U° C (G)°.

U +— F es una funcion inyectiva de RO(X) en los subconjuntos numera-
bles de E, por lo que demostramos lo buscado. O

Corolario 4.2.2. Dado un conjunto I, sea 2! el espacio producto, donde 2
tiene asociada la topologia discreta. Si |I| =W, entonces:

N, < |RO(2")| < W}

Demostracion. En la topologia producto tenemos una base formada por los
siguiente conjuntos:

{fe2"/ fli)=ai,..., [(in) = a}

Donde n € N, 4y,...1, € [ y ay,...,a, € 2. El cardinal de dicha base es
el mismo de I, es decir ¥,. Gracias al lema anterior, obtenemos la segunda
desigualdad. La primera se debe a que cada elemento de la base es abierto
y cerrado (el complemento de cada elemento de la base es de hecho otro
elemento de la base), por lo que es abierto regular. O

Con el fin de utilizar la relaciéon de forcing, construiremos un conjunto
ordenado refinado que induce el dlgebra booleana completa RO(2!), dado un
conjunto I genérico. El conjunto ordenado sera isomorfo a la base topoldgica
de 2! que se utilizd6 en la demostraciéon del corolario anterior, la cual es
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ademas un conjunto denso del algebra booleana completa RO(27). Definimos
el conjunto ordenado (Fin(7,2), D), donde:

Fin(1,2) := {f: I — 2 / dom(f) es finito}

y 2 es la inclusién conjuntista inversa. Recordar que f : I — 2 denota una
funcion parcial, es decir: f: A — 2 con A C I. Afirmamos que (Fin(7,2), D)
es un conjunto ordenado refinado. Esto es porque dadas p,q € Fin(7,2) tal
que p B q, existen i € I y a € 2 tal que (i,a) € ¢y (i,a) &€ p. Definiendo la
funcion r := p U {(i,1 — a)}, tenemos r 2 p y ~Comp(r, q).

Ya probamos que el conjunto ordenado (Fin(/,2), D) es refinado; lo que
resta es ver que es base de RO(27). Sea N : Fin(I,2) — RO(27) definido

| N(p) = {fe2 /pC f}

Observar que {N(p) / p € Fin(I,2)} es la base de 2/ utilizada en la
demostracion del corolario anterior, la cual es ademéas un conjunto denso del
dlgebra booleana completa RO(27) (lo cual se deduce de la definicién de base
topologica y de que cada elemento de la base es abierto regular).

Solo resta vez que N es un isomorfismo de conjuntos ordenados entre
Fin(7,2) y su imagen. La inyectividad es clara. Por otra parte hay que ver
que p 2 ¢ implica N(p) € N(q), pero esto también es claro, pues p C f
implica ¢ C f por la transitividad de la relacion C.

Habiendo probado que Fin(I,2) es una base de RO(2!), pasamos al si-
guiente teorema, que tendrda como corolario la consistencia relativa de la
negacion de la hipotesis del continuo respecto a ZF. Utilizamos exponencia-
cion de cardinales: dados k1, ke € Cn, escribiremos k7? para el cardinal del
espacio de funciones asociado.

Teorema 4.2.3. Sea  un ordinal (del modelo base) tal que NY = R,. En
el modelo booleano inducido por el dlgebra booleana B = RO(2¥*®) tenemos
que:

VB = ot — R,

Demostracion. Probaremos: V(B |= 2% < X, y VB = 2% > R,. Para
la primera desigualdad utilizaremos los resultados de la tdltima seccion del
capitulo [3, mientras que para la segunda utilizaremos la relacién de forcing.
Comenzamos con la primera.

Gracias al corolario anterior y las hipétesis del teorema, se cumple que
|B] = N,. Entonces (recordando la definicion de P®) (&) enseguida después
de la prueba del lema [3.6.5):

[dom(P'?(@))] = | BY™O| =R = R,

74



Por el lema [3.7.§ podemos afirmar:
VO P (@)] < [Ra|

Y por ende: )
VE = [P(w)] < R

Es necesario detenernos a esclarecer lo que significa el tltimo paso realizado,
de cambiar PP (@) por sencillamente P(w).

El simbolo w no pertenece al lenguaje, por lo que se aplica lo visto en
el capitulo [T} el uso del simbolo w como si fuera una constante se traduce
al uso de una variable x a la que se le impone una férmula ¢ (z) que define
al conjunto w. No obstante, se cumple que: VB k= (&), por lo que, para
cualquier B-formula ¢(x), si VB = ¢(@) entonces VB = ¢(w).

Con el uso de P(u) la situacion es la misma. En el capitulo[l| hay un ejem-
plo de traduccién para el conjunto potencia. Dicha traducciéon es mediante
una formula 1 (z,y) que representa «y = P(x)». Podemos sustituir P (@)
por P(&) porque para cualquier u € V&) vale V&) = (u, PP (u)).

Continuando con la demostraciéon, como B satisface ccc, podemos utilizar
el teorema, y concluir:

VO E [Pw)] < R
y por ende tenemos una desigualdad:
vV (B) = 2% <Ry

Para demostrar la otra es que utilizaremos la relacién de forcing, presen-
tada anteriormente. Para cada v € R, definimos un B-nombre u, € V# con
dom(u,) = dom(w) y:

u,(n) = {f €2% / f(n,v) =1} €B
Para cada v € N, tenemos:

[, C&] = N (u, () = [ ed]) =1

new

El resultado es 1 porque [n € @] = 1 para cada n € w. Probamos que
en VB cada u, es un subconjunto de &. Nuestro objetivo ahora es probar
que si tenemos p # v menorers a X,, se cumple Ju, = u,] = 0, con lo que
tendremos tantos subconjuntos de w como elementos de RN,.

Por lo observado previamente al enunciado, (Fin(w x W,,2), D) es base
de B. Con dicha base utilizaremos la relacion de forcing. Veamos lo siguiente:
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1

1. plFn € w,sii (n,v) € dom(p) A p(n,v)

2. plFn & u, sii (n,v) € dom(p) A p(n,v) =0

1. Tenemos p IFn € u, sii N(p) < [n € u,].

[ cw] =\ (w(m)Alh=n]) =u,(d)
mew
Por ende, tenemos p I+ 7 € u, sii N(p) C {f € 22>®= / f(n,v) = 1}. Esto
pasa si y solo si (n,v) € dom(p) y p(n,v) =1
2. Es analogo a lo anterior.

plEn & u, sii N(p) < [n € u,]* =u,(R) = {f € 2% / f(n,v) =0}

Por ende, p - n & u, siy solo si (n,v) € dom(p) y p(n,v) = 0.

Ya probamos los dos items. Tomemos ahora u,v € W, tal que pu # v.
Probaremos [u, = u,] = 0. Para esto supongamos que no lo es. Como
P es base, tenemos p € P tal que p IF u, = u,. Como dom(p) es finito,
podemos tomar n € w tal que para cada & € R,, tenemos que (n, ) ¢ dom(p).
Definimos p’ € P como:

p, = pU {((n’ M)7 1)) ((TL, V)? 0)}
Tenemos p' |- n € u, y p' IF 7 & w,, por lo que p' IF w, # u,, sin
embargo p' < py p Ik w, = u,, por lo que p' I- u, = u,. Esto es absurdo,
pues contradice el ftem (12) del teorema [1.1.5] Terminamos de probar que

[w, =u,] =0.
Definimos el siguiente B-nombre:

f o= A{@,u)® /v <R}

Con razonamientos como los usados en la prueba de[3.7.8 probamos que
VB = f iR, = P(@). Como [u, = u,] = 0 cuando p # v, tenemos que
VB = J es inyectiva. Como B cumple ccc, gracias al teoremam tenemos
VB = N, = N4. Juntando todo esto, y recordando que podemos cambiar

P(w) por P(w):
v (B) = f es funcion inyectiva de R4 en P(w)

Por ende probamos V) |= R, < 2% con lo que terminamos la demos-
tracion. m

Corolario 4.2.4. Si ZF es consistente, también lo es ZFC + (2% = N,),
para cualquier n > 2.
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Demostracion. Por lo presentado en el capitulo 2] si ZF es consistente, tam-
bién lo es ZFC + HGC, por lo que trabajaremos en esta tltima teoria. En
ella, se cumple: VY0 = (28n-1)Ro — 9Mn—1>XVo — 9Rn-1 = N ' por lo que estamos
en las hipotesis del teorema anterior, con @ = n. Entonces concluimos que
con el algebra booleana B = RO(2“*®) tenemos V(#) |= 2% = X;. Podemos
sustituir 7 por n, con lo que llegamos a V(B) |= 2% = R : la justificacion es la
misma que utilizamos en la demostracion del teorema anterior, para cambiar
W por w.

Si ZFC + (2% =N,,) fuera inconsistente, tendrfamos 74, ..., 7 axiomas
de ZFC tal que 4, ..., T, (2% = R,) - L. Como V®) |= 7, para cada i entre
1y kyademas VB | 2% = R concluimos V#) = L, por la adecuaciéon
de VB ala logica clasica (teorema. Esto ultimo implica 0 = 1 (siendo
0y 1 el minimo y el méaximo de B, respectivamente), por lo que ZFC + HGC
seria inconsistente, lo cual es absurdo. O

Con el corolario anterior ya demostramos la consistencia relativa de la
negacion de la hipotesis del continuo respecto a ZF. Para concluir el trabajo,
afirmamos que hay muchos otros valores que puede tomar el cardinal del con-
tinuo, pero también hay valores que no puede tomar. Con un razonamiento
analogo al del corolario |4.2.4] se puede probar que el cardinal del continuo
puede tomar el valor RN, ,, para cualquier n > 1. Por otra parte, mediante el
teorema de Konig [17], se puede probar en ZFC que 2™ # R,,, por lo que X,,
es un valor prohibido para el cardinal del continuo.
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Apéndice A
Relativizacion

Sea T una teoria de primer orden. Diremos que un predicado C(x) (for-
mula con variable libre x) es probablemente no vacio si:

TF 3z C(x)

Dado un simbolo de funcién f de aridad k, diremos que es comptatible
con C si:

TV, ., (Cla) A AC(x) = C(f(x1, ... xr)))

Definiciéon A.0.1 (Relativizacion de férmulas). Definimos ¢ — ¢, la re-
lativizacion de formulas del lenguaje de T a C. Esta operacion consiste en
relativizar las cuantificaciones sin cambiar las conectivas; es decir:
#° =¢ Si¢ es atomica

(6VY)© =¢“vy©
CUSOME NN
(~6)C = —¢°

)¢ = 32(C(a) A d(2) )

)¢ =V (C(z) = ¢(x)9)
Definicion A.0.2 (relativizacion de T a C). Definimos una teoria TC con

lenguaje formado por todos los simbolos de predicado de T y solamente los
simbolos de funcion compatibles con C. Sus axiomas son los siguientes:

Az (TC) = {¢ formula cerrada | T + ¢}

En base a la definicion, es claro que si 7 F ¢, entonces T¢ F ¢. Veremos
que también se cumple el reciproco, para lo cual necesitaremos el siguiente
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lema. De aqui en mas, supondremos que todos los simbolos de funcién de T
son compatibles con C. Esto no sera un problema, pues esto se utilizara
solamente con la teoria ZF, cuyo lenguaje no tiene simbolos de funcion.

Lema A.0.3. Sea T una teoria de primer orden, con un predicado C, pro-
bablemente no vacio. Supongamos que I', C(Z) = ¢ff}, con & = FV(¢)UFV(T).
Entonces:

L. 7,0(z) - ¢¢

Demostracion. Se demuestra por induccion en el tamano de la derivacion de
[' - ¢, con un caso para cada regla.
Caso axioma: 7 | ¢ con pel.

Es claro que ¢¢ € T'“, por lo que m es una derivacion valida, la
cual se puede debilitar para tener lo deseado.

Caso introduccioén de la igualdad: o~ 7.

(t =t)Y =t =t, por lo que también es directo.

Caso introduccién de conjuncioén:

dr d
k¢ TFi
T+ ¢ Ao

Asumimos Vo € FV (¢ A¢), (x € C) € T'. Por ende, ambas subderivacio-
nes estan en las hipoétesis inductivas, por lo que es directo.

Caso eliminacién de conjuncién:
d

F'FoNy
I'ko
Esta caso es mas dificil, porque la subderivaciéon podria no estar en las
hipétesis inductivas, en el caso de que v tenga variables libres que no estén en
¢. Supongamos que esas variables son yy, . .., yx. Por debilitamiento, tenemos
la siguiente derivacion que si esta en las hipotesis (pues el debilitamiento
mantiene el tamano):

d
F,ylEC,...,ynGOF(bAw(yl,...,yk)

Por ende, tenemos:
d

Fc7y1EC)"'vyneCngCA@/}C(ylw-'ayk’)

1Si # = (xq,...,2,) entonces C(Z) = C(x1) A--- AC(xy,)
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Se asume conmutacion entre la relativizacion y la sustitucion.
De esto se deriva el siguiente secuente:

FC'_(ylGC/\"'/\Z/kGC):>¢C/\¢C(y17---ayk)

Luego se deriva lo siguiente:

Fci_vylw"'vyka (?JIEC/\/\ykec):ﬁbc/\qﬁc((yh,yk)

Ahora utilizamos que la clase es probablemente no vacia. Tenemos T +
dy, y € C. Eliminando ese existencial, tenemos un y € C, con el cual po-
demos eliminar los Vyi,....Vy, v tenemos (y; € C A --- Ay € C) (pues
todos son el y que proviene de eliminar el existencial). Por ende, con modus
ponens, tenemos 'Y, T = ¢ A¢%(y, ..., y), alo que podemos aplicar la pri-
mera eliminaciéon de la conjuncién. Observar que las sustituciones no afectan
a .

Caso eliminaciéon de disyuncion:

do di dy

TEovey T.oFe Tk
A

Se resuelve de forma analoga al caso de eliminacién de conjunciéon. Sean
Y1, - .., Yk los elementos de (FV (¢)UFV (¢))—(FV(§)UFV(T)). Procediendo
de la misma forma, dentro de una eliminaciéon de existencial se obtiene una
derivacion de 'Y = ¢%(y,...,y) VY©(y,...,y). Por otra parte, d; y dy estan
en las hipétesis, por lo que tenemos I'C, ¢¢ F ¢ y I'C ¢ F & Podemos
aplicar la sustitutividad, que no afecta a I' ni a £ por hipotesis, y tenemos
I ¢%(y,...,y) F €y Y ¢%y,...,y) F & Por eliminacion de disyuncion,
llegamos a lo deseado.

Las dos introducciones de disyuncién son directas.

Para modus ponens se utiliza el mismo truco para solucionar variables
libres que aparezcan arriba y queda.

Caso introduccion de implicacién:
d

Lo
I'-¢=1
La subderivacion esté en las hipotesis de induccion, por lo que es directo.
Caso intoducciéon de la negacién: es analogo a la introduccion de
implicacion.
Caso eliminacion de la negacion: es analogo a modus ponens.
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Caso reduccidén al absurdo: la subderivacion esté en las hipotesis, por
lo que no hay problemas.

Caso eliminacion de la igualdad:
dl d2

Fhi=u TFof:=1

I'F ¢z =]
Sean i, ...,y las variables libres de ¢ que no estan en ¢[z := u] ni en
I'. Reiterativamente, se puede obtener I'C & t(y,...,y) = uy 'Y F ¢%[z :=
t(y,...,y)]. Con esto nuevamente se obtiene lo deseado.

Caso ailntroduccic')n de cuantificaciéon universal:

[ ¢(x)

I'FVz, ¢(z)

Recordar (Vz, ¢(x))¢ =Vz, (x € C = ¢(z)).Aplicando debilitamiento e
hipétesis inductiva, tenemos ', z € C F ¢ (z). Por ende tenemos I'C - z €
C = ¢(z). Como x ¢ T'C (pues FV(T') = FV(I'Y)), tenemos I'“ - Vx, (z €
C = ¢(x)).

Caso C%aliminaci(')n de la cuantificacion universal:

N V:c:, o(z)
I'F ¢(t)

La subderivacion estd en las hipoétesis inductivas, por lo que tenemos
Y TFVz, (v €C= ¢(x)), porlo que I, Tt € C = ¢(t)). Como solo
aparecen simbolos compatibles con C' y para cada variable que aparezca en
t, tenemos como hipotesis que es de C, tenemos que I'C, T +t € C, con lo
que este caso queda resuelto.

Caso ailntroducci()n de la cuantificaciéon existencial:

I'o(t)

['F3dz, ¢(x)

Analogamente a lo que se viene haciendo, se obtiene I'C, T+ ¢(t(y, . .., y)),
con y € C. Por el argumento de la eliminaciéon de "para todo", tenemos
'Y T FteC. Con esto tenemos 'Y, T F t(y,...,y) € CAd(t(y,...,y)),
por lo que ', T+ 3z, x € C A ¢(x).

Caso eliminaciéon de cuantificacion existencial:
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dy dy

TF3e, ¢(z) T,é(z)F v

L'Eqy
Razonando anédlogamente, tenemos I'C + 3z, x € C A ¢(z,y,...,y) ¥
I é(x,y,...,y) F ¥ Por ende, mediante eliminacion de existencial, tene-
mos lo deseado. [

Teorema A.0.4. Para cualquier formula cerrada ¢ del lenguaje de T (que
estamos asumiendo que solo tiene simbolos de funcion compatibles con C'),

se cumple:
TrHo¢ siysolosi TOF ¢

Demostracion. Comentamos previamente que el directo es por definiciéon
de T¢. Veamos el reciproco.

Supongamos T¢ ¢, por lo que tenemos ¥y, ...,1, € Ax (T°) tal que
Y1, ..., 0, F ¢. Por definicion de T, 1, ..., son cerradas y T F ¢ para
cada ¢ desde 1 hasta n.

Por el lema anterior, usando que v, ...,%, = ¢ y que todas las formulas
del secuente son cerradas, tenemos:

Ur sy o
Como T ¢ para cada i desde 1 hasta n, tenemos T F ¢. O

Corolario A.0.5. T y T son equiconsistentes.

Demostracion. Se deduce del teorema anterior, observando 1¢ = | O
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Apéndice B
Demostracion de adecuacion

En este anexo se presenta la demostraciéon del teorema de adecuacion

de V(B [3.3.6l

Teorema B.0.1. Sean ¢ una B-formula yI' un conjunto finito de B-formulas.
SiT + ¢, entonces VB = AT = ¢

Demostracion. Vamos a demostrarlo por induccion estructural en la deriva-
cion. Hay que tener en cuenta que como I' y ¢ pueden tener variables libres,
VB = AT = ¢ significa [v§ (AT(%) = ¢(7))] = 1, siendo ¥ las varia-
bles libres presentes. Por la interpretacion de V, se puede agregar a i més
sin cambiar el resultado. En algunos casos utilizaremos eso por uniformidad.
Por otra parte, en algunos casos escribiremos I'(y) en lugar de A I'(y)

Veremos los casos mas complejos y algunos representativos.

Caso axioma: T,k ¢

r

Debemos probar [V (I'(7), ¢(§) = ¢(¥))] = 1.

Vi (T(@), ¢(i) = ¢@)] = NIT@)] A [6(D)] = [6(D)])

—

:Aqmmyﬁqamwiwwm)
=A@ =1 =A1 =1

o Tk—¢
Tk L

Caso eliminacién de negacion:
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vy (T = D] =1

Sean ¥ en V), La tésis se reduce a probar [['(#)] = 0. Utilizando las
hipotesis tenemos [['(7)] < [¢(0)] v [[(0)] < [¢(¥)]*. Por ende, tenemos

[C@)] < [p@)] A o@)]" = 0.

Caso introduccién de igual: 7
Debemos probar Debemos probar [Vy (I'(¥) = (7)) = t(¥))] = 1, es
decir
NT@)] = [t@) = t(@)]) = 1

v

Por el primer item del lema tenemos que para cualquier ¥, como
t(?) es un elemento de v®)| se cumple que[[t(7) = ¢(7)] = 1. Es implica que
el cunsecuente a la implicacion es siempre 1 y por ende su resultado también

lo es.
'Fo(t) TrHt=t
Caso eliminacién de igual:
Tk o(t)
H [vy ()

Sean © de V). Queremos probar que [['(¥)] < [¢(7,t(¥))]. Por las

hipotesis tengo:
= [D(0)] < [o(v,¢(7))]

= [M@)] < [t@) = (0)]
Concluimos [I'(¥)] < [o(¥, t(V))] A [t(¥) = ¢'(¥)] < [¢(7,t(V))], sien-
do la ultima desigualdad por el tercer item del lema [3.3.5] aplicado con
U(z) = ¢(7,2).
oW Evn)

Caso introduccion de Vi ——
['FVzo(z)
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H [Vy¥z (U(Y) = o(7,2))] =1
[V (I'(7) = Voo (g,2)] = 1
[vyvz (T(7) = ]]—/\/\ﬂF )] = [o(@,u)])

-A (umm] - Atz
= N\ (IF@)] = [Vx¢ (5, 2)])

—

v

= [V (T(%) = Veo(y, )]

['FVzo(x)
Caso eliminacion de V: ——=
[ o(t)
H [vy (DY) = Yoo(y, z))] = 1

T
vy (U(H) = o(7,1(7))] = 1

Estamos asumiendo que 3 son las variables libres de ' y t. A su vez, asumo
que z no esta entre ellas. Sean @ de V). Debo probar [['(7)] < [[qb(v t(v))]-
Esto es por lo siguiente:

N < N [o@2)] < [6T4D))]

zeV(B)

Donde la primera desigualdad es por la hipotesis.

. : I'Fo(t)
Caso introduccion de 3 ———
['F Jzo(x)
H V7 (T(%) = o(7,t())] =1

T
[V (T'(7) = 3zé(7,2))] = 1

Hacemos las mismas suposiciones sobre i que en el caso anterior. Toma-
mos U de V(B). Queremos probar [['(7)] < [Fz¢ (7, z)]. El razonamiento es
analogo al del caso anterior.
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[T < [o@ @] <\ [6(7u)]
ueV(B)
I'F3dzp(x) T,¢(x)
L=y

Caso eliminacion de 3:

z & FV(I, )

H [vy (I'(y) =

¥ son las variables libres de I' y 9; nuevamente asumo que x no esta.
Sean ©' en V). Debemos probar que [I'(7)] < [(7)].
Por la primera hipétesis tenemos:

[C(@)] < [Bre(v, )] (B.1)

De la segunda:

[Va (@) A ¢(T,2) = w(@)] = A (L@]= ([6(3. )] = @])

ucV(B)

=L@ = A @ w]= O]

ueV(B)

= [P(@)] = Bro(@,2)] = [$ (V)]

Por ende concluimos [I'(7) < [3z¢(V,x)] = [¢(¥)]. Entre esto y
tenemos lo buscado.

Caso Abs: m
I'-o¢
H [Vy (T(y) A =p(y) = L)] =1
T

vy (U(7) = o(4)] =1

El objetivo es probar que [['(7)] < [¢(¥)]. Este caso es interesante porque
se usa que a** = a, lo cual es caracteristico de las algebras booleanas (en
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contraposicion a las de Heyting, en las que no tiene por qué cumplirse).
Tomamos ¥ de V) y razonamos en base a la hipotesis.

[C@TA [o(W)]" =0

= L@ V@)™ =1

= [L@)]" Vv [¢(@)] =1

= [F@)] = [o()] =1

= [M(@)] < [o(@)] O
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