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Resumen

La teoria de dualidad de variedades proyectivas, en particular de cénicas planas, es
un tema cldsico de la geometria ([11], [18]). Por otro lado, y bajo distintas apa-
riencias, las variedades proyectivas duales han sido consideradas en varias ramas de
la matematica.

En este trabajo nos concentramos en el estudio de la dualidad en el contexto de las
variedades toricas proyectivas. En particular, clasificamos y damos una descripcion
completa de las variedades toricas autoduales. Esta clasificacién nos permite construir
familias infinitas de variedades téricas autoduales no lisas, ampliando de este modo
las familias de variedades autoduales conocidas hasta el momento.
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Introducciéon

La teoria de dualidad de variedades proyectivas, en particular de cénicas planas, es
un tema cldsico de la geometria ([11], [18]). Por otro lado, y bajo distintas apa-
riencias, las variedades proyectivas duales han sido consideradas en varias ramas de
la matemaética. De hecho, la variedad dual es la generalizacién en el dominio de la
geometria algebraica de la transformada de Legendre en mecanica clasica; la bidua-
lidad proyectiva corresponde a los puntos de vista de Lagrange y Hamilton-Jacobi en
mecdnica cldsica ([16],[18]).

La variedad dual X* de una variedad proyectiva X C P"~!(C) esta definida como la
clausura del conjunto de los hiperplanos - identificados con los puntos de P"~!(C)*-
que son tangentes a algiin punto liso de X. Independientemente de la dimensién de
X, la codimensién esperada de X* es 1, o sea genéricamente X* es una hipersuperficie
([11, pagina 14]). El defecto de X ([13, Lecture 15]) se define como la diferencia
entre esta codimension esperada y la codimension efectiva de X*. Las variedades
con defecto positivo, llamadas defectivas, son muy particulares y es de gran interés
clasificarlas. Este problema de clasificacion esta aun abierto en general.

También es de gran interés estudiar condiciones para que la variedad X C P"1(C)
sea autodual, o sea condiciones para que exista un isomorfismo lineal f de P"~1(C)
a P 1(C)*, tal que f(X) = X* (Definicién 2.7). La clasificacién de las variedades
autoduales lisas fue desarrollada por Ein en [7] y [8], obteniéndose una lista intere-
sante pero pequena. Hay pocos ejemplos en general de variedades no lisas autoduales
(126], [17]).

Por variedad torica proyectiva entenderemos la clausura de la 6rbita de un punto por
la accién de un toro algebraico T en el espacio proyectivo construido a partir de un
T- médulo (Definiciones 1.14 y 1.28). Nos interesaremos en un caso particular de var-
iedades tdricas proyectiva —estudiadas en [10] y [11]— que pueden ser parametrizadas
a partir de una matrices enteras y que denotamos como X4 donde A es la matriz
entera que se define (Definicién 1.28). La clasificacion general de variedades téricas
defectivas lisas ha sido obtenida en [5] y en [6]. Existe una clasificacién combinatoria
en el caso térico general en [4], que extiende los resultados de [3] en el caso de codi-
mensién dos. Estos resultados fueron extendidos para dar una clasificacién completa
en el caso de codimensiones tres y cuatro en [2].

Por otro lado el estudio y la comprension de las variedades toricas proyectivas del tipo
X 4 y sus variedades duales tienen gran interés en el area del algebra computacional,
dada su relacion con el estudio de los sistemas de ecuaciones polinomiales.

En este trabajo nos concentramos en el estudio de la dualidad en el contexto de las
variedades téricas proyectivas. En particular, clasificamos y damos una descripcion
completa de las variedades toricas autoduales, sin hipotesis de regularidad para la
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variedad X 4. Esta clasificacion nos permite construir familias infinitas de variedades
toricas autoduales no lisas, ampliando de este modo las familias de variedades auto-
duales conocidas hasta el momento.

El trabajo estd organizado de la siguiente manera. En las dos primeras secciones del
capitulo 1 exponemos los resultados de grupos algebraicos y de variedades téricas
proyectivas necesarios para la lectura de la monografia. En particular estudiamos las
representaciones de un toro, visto como un grupo algebraico para luego interpretar
en términos de coordenadas los resultados expuestos anteriormente y relacionarlos
con la teoria desarrollada por Gelfand, Kapranov y Zelevinsky en [11]. En el capitulo
2, nos concentramos en la teoria general de dualidad proyectiva y nos focalizamos
en el caso de las variedades téricas del tipo X 4, explicitando y refinando resultados
conocidos. En particular, exhibimos de modo explicito una parametrizacion racional
de la variedad dual de una variedad térica del tipo X4 a partir del nicleo de A
(Teorema 2.11). Este resultado — extraido de [4] — nos serd de gran utilidad en los
capitulos siguientes. Terminamos este capitulo tratando el caso en que el ntucleo de
A esté contenido en algiin hiperplano coordenado (tales matrices se llaman pirami-
dales), mostrando en particular cuéles son las consecuencias de este hecho sobre la
geometria de la variedad dual de X 4. El capitulo 3 es el capitulo “medular” del traba-
jo. En él damos la clasificacién de las variedades toricas autoduales en el caso general.
En la primera seccién, bajo la hipotesis en que la matriz A no sea piramidal, probamos
que X4 es autodual si y sélo si las variedades X4 y X3 tienen igual dimension (Teo-
rema 3.3), y también caracterizamos las variedades autoduales en términos de una
descripciéon geométrica de una matriz dual de Gale de A —matriz cuyas columnas
forman una base de Kery(A)— (Teorema 3.7). En la seccién 2 presentamos el caso
general, eliminando la hipotesis que la matriz A no sea piramidal; el resultado princi-
pal de este capitulo es el Teorema 3.11 que caracteriza completamente las variedades
toricas del tipo X 4 que son autoduales. En la secciéon 3 incluimos varios ejemplos de
variedades autoduales proyectivas: variedad de Segre, variedades asociadas a matrices
de Lawrence (Definicién 3.14), etc. y construimos familias de variedades autoduales
singulares, ampliando de esta manera la lista hasta ahora conocida y dada por Ein
([7] y [8]) Finalizamos este capitulo con la secciéon 4 con la nocién de variedad
fuertemente autodual. Decimos que X 4 es fuertemente autodual cuando coincide con
X* —identificando P"~!(C) y P"~!(C)* en la forma estandar— (Definicién 3.24). A lo
largo de toda la exposicion presentamos asimismo ejemplos que ilustran los distintos
conceptos.

Trabajaremos en el cuerpo de los niimeros complejos C, y C[X| denotard el algebra de
funciones sobre una variedad algebraica afin X. A menos que se explicite lo contrario,
por variedad algebraica entenderemos una variedad algebraica sobre C.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentamos el tipo de variedades toricas proyectivas con las cuales
trabajamos a lo largo de esta monografia. En la seccion 1 repasamos brevemente,
con el objetivo de fijar notaciones, algunos resultados relativos a la accién de un
toro algebraico sobre un espacio vectorial. Luego, en la seccion 2, definimos nuestro
objeto de estudio, las variedades téricas proyectivas asociadas a un conjunto de pesos
de la representacion (Definicién 1.28) y estudiamos algunas de sus propiedades. En la
seccién 3, tratamos el caso particular en que el toro es (C*)? y el espacio vectorial es
P*~1, con el objetivo de traducir explicitamente las propiedades vistas en la seccién
2 y relacionarlas con la teorfa que se desarrolla en [11], lo cual serd fundamental
en los capitulos posteriores. Finalmente, en la seccién 3, estudiamos cuando estas
variedades son lisas.

1. Notaciones

En esta parte, con el objetivo de fijar notaciones, definiremos e introduciremos muy
rapidamente algunos resultados elementales de la teoria de representaciones de gru-
pos y de grupos algebraicos. Recomendamos al lector interesado en completar la
teorfa y los resultados presentados consultar, por ejemplo, [15].

DEFINICION 1.1. Un grupo algebraico G es un grupo abstracto (G, pu, 1), siendo 1
el elemento neutro de GG, y donde G es una variedad algebraica tal que los mapas
multiplicacion
w: GxG — G
(z,y) — ay
e inversion
t: G — G

x = ozl

son morfismos de variedades algebraicas.
Si la variedad algebraica es afin decimos que G es un grupo algebraico afin.

DEFINICION 1.2. Llamaremos toro d-dimensional a un grupo algebraico afin T iso-
morfo a (C*)%.

Si T = (C*)4, la operacién que se considera es la multiplicaciéon coordenada a coor-
denada, es decir:

(tl, . ,td) . (81, .. .,Sd) = (tlsl, e ,tde).
7
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OBSERVACION 1.3. En la bibliografia existente hay muchas definiciones equivalentes
de los toros algebraicos. Por ejemplo pueden definirse como los subgrupos cerrados
de D,, n € N, donde D,, denota el subgrupo formado por las matrices diagonales de

GL,(C).
DEFINICION 1.4. Sea G un grupo algebraico. El conjunto
X(G)={x:G— C* : x es morfismo de grupos algebraicos}

se llama grupo de caracteres de G. Notaremos como 1 al caracter trivial, 1(g) = 1
para todo g € G.
PROPOSICION 1.5. Si G es un grupo algebraico entonces:

1. X(Q) es un grupo abeliano multiplicativo de los invertibles de C[G].

2. X(G) C C[G] es un congunto linealmente independiente.

DEMOSTRACION. Ver [15], capitulo 6, pagina 102. O

PROPOSICION 1.6. Si T es un toro d-dimensional entonces

1. X(T) es un grupo abeliano libre de rango d.
2.C[T)= & Cx.

X€EX(T)
DEMOSTRACION. Ver [1], pdgina 114 o [15], capitulo 6, pagina 104 . O

LEMA 1.7. Si T = (C*)% entonces los caracteres de T son exactamente los morfismos
de la forma:
X (b, ta) ot Lt
donde a = (ay,...,aq) € Z°.
DEMOSTRACION. Supongamos que d = 1. Sea y : C* — C* un morfismo de

grupos algebraicos definido por x(t) = > a;t* € C[t] con «,, # 0. Al ser mor-
i=0

fismo de grupos, se tiene que x(ts) = x(t)x(s) V t,s € C*. Entonces Y a;t's’ =
i=0

m m
<Z aiti) <Z ozisi> . Esta igualdad pensada como igualdad de polinomios en C|[t][s]
i=0 i=0
implica que a,, =1y que ay, 1 =+ = ag = 0, luego x(t) = t™.
Si x es un polinomio no nulo de C[t, #~!] entonces existe n € N tal que t"x(t) € C[t],
luego existe m € N tal que t"x(t) = t™, es decir x(t) =t"".
Sid > 2, sea x € Homg,. alg((C*)d,(C*). Al ser x morfismo de grupos se tiene que
cumplir:

X(tl,tg,...,td) :X(tl,l,...,1)X(1,t2,1,...,1)...X(1,...,1,td).
Por la parte anterior, existen aq, ao, ..., aq € Z tales que:

x(t, 1,0, 1) =19 x(L,te,1,...,1) =37, ..., x(1,...,1,ty) =t
Entonces x(t1,%a,...,tq) = 71152 .. . 157
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PROPOSICION 1.8. Sea T' un toro y H C T un subgrupo cerrado. Entonces:

1. T/H es un toro.
2. Si H es conexo entonces H es un toro.

DEMOSTRACION. Ver [1] pdgina 114 o [15], capitulo 6, p4dgina 104. O

DEFINICION 1.9. Sea G un grupo algebraico y X una variedad algebraica. Una accidn
reqular de G en X es un morfismo de variedades algebraicas ¢ : G x X — X que
es ademas una accién del grupo abstracto G en X:

p(g192,7) = (g1, (g2, 7)) Vo € X, Vg1, 02 € G
y
o(lyr)=x, VreX.
Decimos también que X es una G-variedad. Por comodidad en las notaciones escribi-
mos ¢(g,r) =g - .
DEFINICION 1.10. Sean X e Y dos G-variedades. El morfismo ¢ : X — Y es G-

equivariante o de G-variedades si ¢(g - x) = g - p(x) para todo z € X y para todo
ge€q.

DEFINICION 1.11. La drbita de un punto z es el conjunto

Og(x)=G-z={g-z: g€ G},
que puede verse como la imagen del morfismo

w0 G — X
9 = elg)=g-x’
Cuando no hay confusién sobre el grupo algebraico GG, denotaremos la érbita de x
simplemente por O(z).
El estabilizador de z € X o grupo de isotropia de z es el conjunto G, = ¢, '({z}) =
{9 € G: g-z =x}; es un subgrupo cerrado de G.

LEMA 1.12. Sea G un grupo algebraico afin actuando reqularmente en una variedad
algebraica X . Entonces, para cada x € X, la drbita O(x) es abierta en su adherencia

y su borde O(x)\ O(x) es union de drbitas de dimension menor. En particular, O(z)
es una variedad algebraica para cada x € X.

DEMOSTRACION. Ver [15], capitulo 2, pagina 60. O

COROLARIO 1.13. Toda accion reqular de un grupo algebraico afin G en una variedad
algebraica X tiene orbitas cerradas.

DEMOSTRACION. Ver [15], capitulo 2, pagina 60. O

DEFINICION 1.14. Una variedad algebraica irreducible X es una variedad tdrica si
X es una T-variedad, siendo 7" un toro algebraico, y existe o € X tal que O(z) es
abierta — y por lo tanto densa — en X.

Notese que no estamos exigiendo la normalidad de X como variedad algebraica a
diferencia de la definicién usual encontrada en la literatura.
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DEFINICION 1.15. Sea V' un espacio vectorial de dimensién finita, considerado como
variedad algebraica afin. Si G es un grupo algebraico afin que actia regularmente en
V' por transformaciones lineales decimos que V' es un G-mddulo racional o una rep-
resentacion racional. En otras palabras, un G-mdédulo racional es una representacién
de G como grupo abstracto tal que el morfismo ¢ : G x V' — V es un morfismo de
variedades algebraicas.

Toda representacion ¢ : G x V. — V se corresponde con un morfismo de grupos
algebraicos p, : G — GL(V') dado por p,(g)(v) = ¢(g,v) = g-v paratodo g € Gy
para todo v € V.

DEFINICION 1.16. Sean p : G — GL(V) y p' : G — GL(V') dos representaciones
racionales de un grupo G en espacios vectoriales V' y V’. Se dice que estas repre-
sentaciones son isomorfas si existe un isomorfismo lineal G-equivariante f : V — V',

DEFINICION 1.17. Sea p : G — GL(V) una representacién racional y W un sube-
spacio vectorial de V. Decimos que W es G-estable si para todo w € W se tiene que
p(g)(w) € W para todo g € G.

DEFINICION 1.18. Una representacién lineal p : G — GL(V) se dice irreducible si
V' # 0 y ningin subespacio no trivial de V' es G-estable.

EJEMPLO 1.19. Sea T un toro d-dimensional y y un caracter. Definimos la repre-
sentacion irreducible asociada a x, que notamos C,, de la siguiente manera: C,
coincide con € como C—espacio vectorial y ¢ - v = x(t)v para todov € C, y t € T
Claramente C,, es irreducible, y si x # p entonces C,, 22 C,, como T-médulos.

PROPOSICION 1.20. Sea T' un toro algebraico de dimensién d y V un T-mddulo
racional. Entonces existen x1,...,xn € X(T) caracteres posiblemente repetidos tales

que:
V ~ @ Cy.-
i=1

SiV ~@C,, entonces {p1,...,pn} ={x1,---,Xn}
i=1

DEMOSTRACION. Ver [15], capitulo 6. O

DEFINICION 1.21. En el contexto de la proposicién anterior decimos que {x1, ..., xn}
son los pesos de la representacion.

DEFINICION 1.22. Sea A = {x1,. .., Xa} € X(T) un conjunto de caracteres, posible-
mente repetidos. Definimos:

vi=Epc,.
=1

La proposicion 1.20 puede leerse entonces como sigue:

PROPOSICION 1.23. Sea V' un T-mddulo racional de dimensidn finita. Entonces exis-
ten caracteres X1, ..., Xn € X(T), posiblemente repetidos, tal que V >~ Vi, .3
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En virtud de la proposiciéon anterior, de ahora en adelante por conjunto de caracteres
o pesos, entenderemos un conjunto con posibles repeticiones.

OBSERVACION 1.24. En el caso que T = (C*)?, como cada caracter x se escribe como
x(t) = t* para algtin u € Z¢, identificaremos el conjunto de pesos {xi,...,Xn} con
una matriz A = (uq|...|u,) € M(Z)axn.

2. Variedades toricas proyectivas

De aqui en adelante p : T'— GL(V) denota una representacion racional de un toro
algebraico T sobre un espacio vectorial V' de dimensién finita, A = {x1,...,xn} €s
el conjunto de pesos y B = {v1,...,v,} es una base de vectores propios asociada
(ie: t-v; = p(t)(v;) = xi(t)v; para todo t € T). Recordamos que si V es un C-
espacio vectorial definimos P(V') = (V'\ {0}) / ~, siendo ~ la siguiente relacién de
equivalencia: v ~ w si y sélo si existe k € C* tal que u = kv. Denotaremos por [v] a
la clase de un vector v € V. y w: V' \ {0} — P(V) al morfismo canénico definido por
7(v) = [v] para todo v € V' \ {0}.

OBSERVACION 1.25. Si p : T — GL(V) es una representacion lineal de un toro

algebraico T" en un espacio vectorial V' de dimensién finita, entonces p induce una
accién de T' sobre P(V') dada por:

VT xP(V) = P(V), 9(t[v]) = [pt)(v)],

En efecto observemos que [p(t)(av)] = [a(p(t)(v))] = [p(t)(v)] V o #£ 0.
Abreviamos [p(t)(v)] =t-,[v] y si la representacién esté sobreentendida simplemente
t-[v].

SiVy=C,,, donde x; € X(T'), entonces:
i=1

tep [ZPM = [ZPz‘P(U%] = [ZPin(t)Ui] -

Tomando coordenadas en la base de vectores propios B = {vy,...,v,} e identificando
P(V4) con P"~! obtenemos:

toplpripe s e = Da®pr s xe(®)p2 oo+ Xalt)pal -
SiT=(CY vy A= {x1,---,Xn} CZ* el conjunto de pesos de V4 con x;(t) = t*,
u; € Z¢ para todo i = 1,...,n, entonces en las coordenadas elegidas, la igualdad

anterior se expresa como
toplpr e ipn) = [t"p1 c t2py - 1t Dy

LEMA 1.26. Sea p: T — GL(V) una representacion racional de dimension finita de
un toro T'. Consideramos S = C* x T y la representacion:

0:SxV =V, Lp((s,t),v) = s(p(t)(v)).

Entonces V' es también una representacion de S y en P(V') las S-drbitas y las T-
orbitas coinciden.
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Mas ain si Vi = @ C,, con pesos x; € X(T'), i =1,...,n, entonces V4 es también
i=1
una representacion de S, con pesos A\; € X(S) = Z x X(T') con \i(s,t) = sx;(t) para

todoi=1,....,n, Va=PC,,.
i=1

DEMOSTRACION. Es claro, dada la definicién de ¢ que las S—drbitas y las T—d6rbitas
coinciden en P(V'), ya que

o((s,1), [v]) = [¢((s,1),v)] = [sp(t)v] = [p(t)].
Consideremos V4 = é C,,, B ={v1,...,v,} base de vectores propios tal que C,, =
(v;) para todo i = 1,4.:.1. ,n. Entonces
o((5,6).0) = sp(t)(v:) = sx(t)v,

Es decir v; es un vector propio para el peso \; € X(S) = Z x X(T'), de donde se
verifica la primer afirmacion.
n

Por otro lado si v = ) p;v; se tiene que
i=1

p(t)(v) = p(t) (Z pm) sz (vi) = ZpiXi(t)U

OBSERVACION 1.27. En las notaciones de la Proposicién 1.26, si v € V' \ {0} entonces
S-v={alt-v):teT, acC}.

En particular, C*v C S v para todo v € V, es decir la S-6rbita de un vector no nulo
contiene a la recta de direccién v sin el origen.

DEFINICION 1.28. Si V4 = @, C,,, (v;) = C,, y B = {v1,...,v,} para todo
t = 1,...,n, definimos la variedad torica proyectiva asociada al conjunto de pesos

A={x1,...,Xn} como:
Xa=0 (

SB[

En particular, tomando coordenadas en la base B tenemos que

ZU]) C P(Va).

Sit € T entonces

tep[leleeeocd]=[xa(t) ixa®) s ixn®)] y Xa=0(1:1:---:1]).



2. Variedades téricas proyectivas 13

Més atn, si T = (C*)? entonces ¢ -, [1:1: -1 1] = [t% U2 ¢ - .. gun],

Veamos dos lemas importantes que nos permitiran hacer suposiciones sobre estas
variedades toricas en lo que sigue.

LEMA 1.29. Con las notaciones anteriores tenemos:

Ker Trn
() = S

donde Ti es el grupo de isotropia de > v; para la accion de T.

v; ;
=1
i=1

DEMOSTRACION. Al ser Ker(p) = () T, tenemos que Ker(p) C T

veEV iglvi.

Site Ti , entonces por un lado p(¢) (Z vi> = Y wv; y por otro p(t) <Z vi) =

vi i=1 i=1

=1
> xi(t)vs, por lo que x;(t) = 1 para todo i = 1,...,n. Si v =) p;v; entonces
i=1 =1
t) (Z pm-) szXz szvz = .
i=1

Luego p(t)(v) = v para todo v € Vy, es decir t € Ker(p). d

OBSERVACION 1.30. Consideremos el morfismo de grupos algebraicos 6 : T — (C*)"
dado por

0(t) = (xa(t), x2(t), - - xa(t))-

Sit € Ker(f) entonces x;(t) = 1 V i = 1,...,n y, conservando las notaciones
anteriores,
t € Ker(0) < p(t) (Z ) sz v; Zvl & te Ker(p),
1=1 i=1

es decir Ker(0) = Ker(p).

LEMA 1.31. Con las notaciones anteriores, (X1, - .-, Xn), = X(T) siy sdlo si Ker(p) =
{1}.

DEMOSTRACION. El morfismo de grupos algebraicos 6 : T — (C*)" dado por
0(t) = (x1(t), x2(t), - - ., xn(t)) induce un morfismo de &lgebras * : C[(C*)"] — C[T].

Es claro que

Im(0%) = 6* <Z W) = )  CxcC[r= > Cx

a€zd XE(X15-Xn)Z XEX(T)

Luego (x1,...,Xn) = X(T) siy sélo si Im(0*) = C[T7], lo que es equivalente a que el
morfismo # sea inyectivo. Por ser # un morfismo de grupos algebraicos, esto ultimo

es equivalente a Ker(f) = {1}; por la Observacién 1.30 es entonces equivalente a
Ker(p) ={1}. O
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OBSERVACION 1.32. Si 7w : S — T es un morfismo de grupos algebraicos sobreyectivo
y p: T — GL(V) es una representacién de 7', entonces la representacién de S

porm:S—T— GL(V)

tiene las mismas orbitas que la representacion de 7.
La representacién p : T'— GL(V') induce una representacién

p: T/Ker(p) — GL(V).

Como las 6rbitas de T'y T/Ker(p) en V son las mismas podemos suponer que
p: T — GL(V) es inyectiva.

OBSERVACION 1.33. En las hipétesis del Lema 1.31, T5~,, = {1}; luego O (Z UZ') =
i=1
T/Ta, =T como T-variedades.

7
=1

Por lo tanto, la variedad X4 = O ([Z vz]) es una variedad torica proyectiva irre-
i=1
ducible de dimensién d = dim(7T').

A partir de ahora supondremos que Ker(p) = {1}, o sea que la representacin p es
fiel —i.e. el morfimso p es inyectivo—.

Si {p1,...,pa} es una base de X(T), entonces cada peso x € X(T') se escribe como
combinacién lineal de estos elementos. Luego si A = {x1,...,Xn}, entonces y; =

d d
Ujilj, €5 decir Xi(t) — H 14 (t)uji.
—1 o

J

PROPOSICION 1.34. Sea T' un toro algebraico y consideramos Va = €@ C,,.

i=1

d
Si{p, ..., pa} es una base de X(T') escribimos x; = > ujiptj. Sean aq,...,0q € Q
j=1

d

un congunto arbitrario de racionales con la propiedad siguiente: Y ojuj; € Z para
Jj=1

todo i = 1,...,n. Definimos una accion de C* x T en Vy de la siguiente forma: si

v e C,,, entonces
d
(S, t) = SZ]’:I QUi t- Vy,
y luego la accion se extiende linealmente.

Entonces Ocsxr(v) = Or(v) para todo v € Vy.

DEMOSTRACION. Supongamos que todos los escalares «; tienen igual denomi-
/

. QL . ’ Yo
nador, es decir, a; = 5* para todo i =1,...,d y dado s € C*, sea { una rafz h-ésima
i

de s, es decir £ = s. Entonces s% = £%,
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Un célculo directo muestra que si v € Cy;:

d

(s,t)-v= H(saﬂ',uj(t))u”v.

Jj=1

En forma semejante:
d
t-v= Huj(t)“jiv.
j=1

Seav € Vyyxe Op(v), entonces © = > a; [[ pj(t)v;. para algin t € T. Luego,
=1 j=1

“’_Z%Huy REVES 1t)'<zaivi>a
i=1
es decir € Ocsxr(v).
Suponganios que - € Oc(0). esdecir « = (5.0: £ e ) = S 1T (s7(0)
i=1 =1 j=1

para algin (s,t) € C* x T. Siguiendo el mismo razonamiento que en la prueba

del Lema 1.31, como pq,...,uq es una base de X(T'), se tiene que el morfismo
(1,...,pta) : T — (C*)? es inyectivo, luego biyectivo, por lo que existe t' € T
i (t') = s (1) pa#) = €% 1)
t') = 52y (t ) = £% . (t
tal que: pa(l) . pa(l) 0 sea Ha(t) _5 a(?) . Entonces existe ' € T
!/ :' aq ' a/
palt) = % palt) palt)) = €% p1a(t)
tal que
d d
p(tl :ZazH ,U] " ‘:Z&ZHS /LJ i:(57t)'7}:x:
% 7=1 i 7j=1
es decir z € Or(v). O

3. Calculos explicitos: el caso T'= (C*)?y V =C"

En esta seccién interpretaremos en términos de coordenadas en una base de vectores
propios los resultados obtenidos en la seccion anterior. Esto nos permitira relacionar-
los con la teorfa desarrollada por Gelfand, Kapranov y Zelevinsky en [11]. Suponemos
que T = (C*)? e identificamos X(T') con Z?. Recordamos que un conjunto de pesos
A = {x1,X2,---,Xn} de una representaciéon racional de (C*)? se identifica con un
conjunto {uy,us, ..., u,} de Z% o una matriz de tamafio d x n .

Recordamos que con estas identificaciones, tomando coordenadas en la base formada
por los vectores propios se tiene que X4 = O([1:---:1]) c P**(C). Por otro
lado, identificaremos los subespacios de C" con sus imagenes en el espacio proyectivo
P1(C).
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OBSERVACION 1.35. Consideremos los morfismos:

Py (CHE — (CH™
t (L )
y
pa=mo Dy,
siendo 7 : C" \ {0} — P! la proyeccién canénica asociada al espacio proyectivo.

(C*)? 24~ () F= (b, ta) At )
wm=;;;?\\ iw ;;:;Sﬁ\\& lﬂ
pr—t [t e g
Entonces X4 = O([l D 1]) = a((C*)9).
1
EJEMPLO 1.36. Consideremos la matriz A = I,, = . . Como la érbita de
1

[1:---:1] € P""}(C) por la accién de (C*)™ es {[ty : -+~ :t,] : 4, € C*i=1,...,n},
entonces X4 = O([1:---:1]) = P"7}(C); es decir P"!(C) es una variedad térica
proyectiva.

Los resultados obtenidos en la seccién 2 respecto a la accién de T en P(V') se traducen
en términos de la matriz A y de la variedad X 4 del siguiente modo:

(1) Se puede suponer que la primera fila de A es (1,...,1).
En efecto, es una consecuencia inmediata del Lema 1.26.

(2) La variedad X4 es un invariante afin de A.

La Proposicion 1.34 afirma que agregar o quitar una fila que es combinacién lineal
entera de las demas filas de la matriz A no modifica a la variedad X 4. Mds aun se
tiene el siguiente teorema:

TEOREMA 1.37. Sea A = (uy|...|u,) € Mgun(Z) y T : R* — RF es una transfor-
macion afin inyectiva cuya matriz asociada tiene entradas racionales tal que I'(A) =
A" C ZF. Entonces X4 = Xu.

DEMOSTRACION. Es suficiente hacer la demostracién en el caso que I' sea entera,
es decir, cuando I' es de la forma:

d d d
F(ZE17...,£L'd) = | cio+ E Cljl‘j,CQO—f— E CQjZEj,...,Ck0+ E CrjTj | -
J=1 Jj=1 g=1

€11 Ci2 -+ Ci4 X C10

Co1 Co2 -+ Cop X2 C20
F(l‘l,...,ﬂfd): . . . . + . )

Ck1 Cr2 - Cgd Zq Cko
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Ci1 Ci2 +++ Cid C10

Co1 Co2 -+ Coq L. C20
con C' = . ) . € Mgxa(Z) de rango maximo y ¢y =

Ck1 Ck2 -~ Cigd Cko

Entonces, como I'(u1) € ZF, se tiene que:

I'(u1) Crot+Cr1UL1+Cr2U21+ +ChdUd1

s _ 8010+C11U11+C12UQ1+~~-+C1dud1 8020+C21U11+022u21+'“+02dud1 s
=51 2 e S
glw) — sG0 SZ}cOsill“ll+Cl2u2l+'“+cld“d1 o Szklu11+ck2u21+'“+ckd“d1.
Andlogamente para ['(us),...,I'(u,). Entonces
T(ur) . T'(u2) . . J(u
gpA/(s):[s(1).3(2).---.3(”)]
Més atin, si C', ..., C% son las col de C = pa(s o
as aun, si C', ... C% son las columnas de C', entonces @ /(s) = @a(s” ,..., ).
. . 1 d
Si se prueba que dado t = (¢, ...,t;) € (C*)? existe s € (C*)* tal que (s, ...,s%") =
(t1,...,tq), se concluye que X4 = X4. Como C es de rango méximo, existe £ €
dxk al que = I4. Como iene entradas racionales, para cada i, 7 supong-
M tal que EC = 1. C Dt trad les, p da 7,7 sup
amos que e;; = p;;/qi; con p;j,qi; € Z. Para cada h = 1,...,d definimos t;” como
i 7 . / s . . 1 k
’UZJ siendo vj, una raiz ¢;;-ésima de t;,. Consideremos el vector s = (tE . tE)
. : e s . . 1 d
siendo E7 la j-ésima columna de la matriz E. Entonces (s¢ ,...,s%) = (t1,...,tq).
i X ) i C1s Cos
En efecto como Y ey = 8y v 8i = tF = 171 .. 5% entonces s¢ = 57V ... s)" =
tE e (#ETYew = (g6 g yen (912 gSar)en (¢ ¢%d)eq — ¢ para todo
1 d 1 d 1 d J
j=1,....,d.
O

OBSERVACION 1.38. Este teorema abarca también nuestra primer suposicién. Efec-
tivamente si consideramos I' : RY — R4 tal que ['(zy,...,2q) = (1,21,...,24),
entonces I es affn, inyectiva y lleva conjuntos A de Z% en conjuntos A = {1} x A
de Z4. Luego X4 = X3, por lo que se puede suponer que la matriz A tiene como
primera fila a (1,...,1).

(3) Se puede suponer que el mcd de los menores maximales de A es 1.

La Observacién 1.32 permite suponer que la representacién de T es fiel. Luego el
Lema 1.31 implica que no se pierde generalidad si las columnas de A generan a Z¢
como Z-moddulo. Veamos como se puede verificar esta condicion combinatorialmente.

PROPOSICION 1.39. Sea A = {uy,...,u,} C Z%, Ly C Z% el reticulo generado por
A y {v1,...,vq} una base del mismo, es decir La = Zvy @ --- ® Zvg. Entonces
|det(v1] ... |va)| = g siendo g el mdzimo comiin divisor de los determinantes de los
menores maximales de A.

DEMOSTRACION. Sean {ei,...,e,} base canénica de Z", {uy,...,u,} C Z%
{e1,...,eq} base canénica de Z4, {vy,...,vq} base de L, y consideramos las dos
presentaciones de Z<¢/L 4:

po: Zn 5 70 o 7L, — 0
e, = U



18 Capitulo 1. Preliminares

¢/

o 72t = 7t — 7YYLy — 0
e, = vU;

Entonces si denotamos por I;4 al ideal generado por los menores de tamatio j de
la matriz asociada a ¢, se tiene, por el Lema de Fitting [9, Corolario-Definicién
20.4, pagina 493] que Iy, = Iiy C Z, es decir (g) = (det(vi]...|va)) C Z, o sea
g = det(vq] ... |vg).

U
PROPOSICION 1.40. Sea A = {uy,...,u,} C Z%, Ly C Z% el reticulo generado por
A y{vi,...,v4} una base del mismo. Si g(A) es el med de los determinantes de los

menores mazimales de A, entonces Ly = 7% si y sélo si g(A) = 1.

DEMOSTRACION. Supongamos que L4 = Zg4, entonces existe una matriz C' €
M, xa(Z) tal que AC = I, siendo I; la matriz identidad de tamano d x d. Conside-
remos todos los posibles subconjuntos S C {1,...,n} con d elementos (observar que

. n
existen

d

cuyas columnas son las columnas de A indexadas en Sy Cs € Myxq(Z) cuyas filas
son las filas de C' indexadas en S. Por la féormula de Cauchy-Binet, se tiene que

det(ly) = det(AC) = Y det(Ag)det(Cy).

Sc{l,..n},|S|=d

) posibilidades). Dado uno de estos conjuntos, definimos Ag € My q(Z)

Como det(ly) = 1, es claro de la igualdad anterior que g divide a 1 (para cada S,
cada det(Ag) es multiplo de g(A)), es decir g(A4) = 1.
Supongamos que g(A) = 1y consideremos Ly = Zv; @ - - - @ Zuvy el reticulo generado
por A. Por la Proposicién 1.39, sabemos que |det(vi] ... |va)| = g(A) = 1, entonces,
{v1,...,vq} es otra base del reticulo Zg, es decir Ly = Zv, @ - - - ® Zvg = 7.

Ul

PROPOSICION 1.41. Sea A € Myun(Z) de rango mdzimo. Entonces eriste A’ €
Maxn(Z) con g(A") =1 y tal que Xa = Xa.

DEMOSTRACION. Sea A = (uq|...|u,) € Mgxn(Z) con g(A) # 0y La el reticulo

generado por A, es decir Ly = Zv, ® - - - @ Zvg C Z*. Para cada i = 1,...,n tenemos
d Qir o Qg
que u; = Y ;;v;. Sea A/ = : : = (ay|...|a,) yseal : R? - R? 1a
=t Qiq - Qpqd
transformacion lineal con matriz asociada V' = (v4]. .. |vg). Entonces VA" = A ya que
para cada ¢ = 1,...,n, se tiene que I'(o;) = u;. Entonces se tiene que det(V)g(A") =
g(A) donde g(A’) y g(A) denotan el med de los menores maximales de A" y de A
respectivamente. Por la Proposicién 1.39, como g(A) = |det(vy]...|v4)|, entonces
g(A") = 1. El Teorema 1.37 concluye la tesis.
U
2 0 3
EJEMPLO 1.42. Sea A = ( 02 3 ) Los vectores de A son u; = (2,0),us = (0,2) y

ug = (3,3). Es facil ver que L4 = {(21,22) €7Z?: 21429 €58 par}; luego Z%/L 4 = Z.
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Una posible base de Ly es {vy,v2} con v; = (2,0) y vo = (1,1). Entonces:
Uy = (2,0) = 1(2,0)+0(1, 1) = 1U1+0'U2, Uy = (0,2) = —(2,0)+2(1, 1) = —U1+2'U2 y
uz = (3,3) = Ovy + 3vy. Luego la matriz A’ = (1) _21 g ,g=1yT :R? 5 R?es

2 1 x
01
I'(—=1,2) =(0,2) = uy y I'(0,3) = (3,3). Luego X4 = Xy

tal que I'(z,y) = = (2z+vy,y). Efectivamente, I'(1,0) = (2,0) = uy,

OBSERVACION 1.43. La Proposicién 1.41 permite establecer una correspondencia uno

a uno entre (C*)* y O([1:---: 1]). En efecto, consideremos el morfismo:
(C*)d - ]mel
£ [t ),
Entonces si t,s € (C*)¢ tales que [t“ : -+ : tU] = [s" : .-+ 1 s%] como L =

n
Zuy @ -+ - & Zu, = 7, cada vector canénico e; € Z¢ se escribe como e; = > a;ju;,
i=1

con a;; € Z. Luego, el hecho que t*» = s"» para todo p = 1,...,n implica que
t, = t% = s = s; para todo ¢ = 1,...,d, es decir t = s. Luego X4 contiene
un abierto denso, O([l D 1]), isomorfo a un toro algebraico, reencontrando el

resultado obtenido en la observacion 1.33.

El lema siguiente permite, a partir de una condicién muy sencilla sobre la matriz A,
determinar si la variedad X4 esta contenida en algin hiperplano o no. Este resultado
se usara en el Teorema 1.45 y en los capitulos posteriores.

LEMA 1.44. Con las notaciones anteriores, entonces A € Myx,(Z) tiene columnas
repetidas si y solamente si X o estd contenida en algun hiperplano.

DEMOSTRACION. Es claro que si A tiene columnas repetidas, la variedad X4
esta contenido en algtin hiperplano. Supongamos que A no tiene columnas repetidas
y que la variedad térica X4 estd contenida en algin hiperplano H, = {z € P"! :
Ty + - + Ty, = 0} para algin y € P"~!. Entonces

Dty =0Vt e (C),

=1

y el polinomio P,(t) = ) t"“y, seria el polinomio identicamente nulo; luego y; = 0
i=1

para todo ¢ = 1,...,n, lo cual lleva a una contradiccion. U

En el libro [14, Ejemplo 7.1.1, pdgina 151] se prueba que cualquier automorfismo f

de P"~! viene de pasar al cociente un isomorfismo lineal ¢ : C* — C".

El teorema siguiente muestra que toda variedad térica proyectiva X C P™(C) con
una inmersion equivariante (es decir, la accién del toro sobre X es la restriccién a X
de una accién del toro en P™(C)) puede describirse como una variedad del tipo X :

TEOREMA 1.45 ([11], prop 1.5, cap 5.). Sea T = (C*)¢ un toro que actia en P™(C) y
X C P™(C) una variedad torica inmersa para la accion inducida por T. Supongamos
que la inmersion de X en P™(C) es una inmersion equivariante. Sea H el minimo
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subespacio T-estable que contiene a X. Entonces existe un isomorfismo ¢ : P"(C) —
H,h =dim H, y un conjunto A C Z% tal que X4 sea isomorfa a X. Mds ain, H es
el menor subespacio que contiene a X.

DEMOSTRACION. Sea H el menor subespacio T-estable que contiene a la variedad
torica X, es decir H es la interseccién de todos los hiperplanos T-estables que con-

tienen a X. Sea {vy, ..., v,} una base de vectores propios de H para la representacién

de T'y A = {uo,...,u,} el conjunto de pesos correspondientes; entonces t - v; = t“v;

para todo i = 0,...,h. Sea p € X tal que O(p) = X y denotamos por [py : -+ : pp]
h

las coordenadas de p en la base {v, ..., v}, es decir p = > p;v;. Por otro lado consi-
i=0

deremos C"*1 y luego P*(C), con la accién t - e; = t%e; siendo {eq,...,e,} la base

canénica de ChL. Sea o : PM(C) — H, p(e;) = pyv; para todo i = 0, ... h. Obsérvese
que por la minimalidad de H, p; # 0 para todo ¢ = 0, ..., h. Entonces el morfismo ¢
es T-equivariante pues:

o(t-e;) = p(the) =tYp(e;) = t“piv; = pitv; =pit -v; =t - (pv;) =1t - p(e;)
para todoi=0,...,h,y

h h h
¥ (Z €i> = plei) = ZPM.
i=0 i=0 i=1

més atn, ¢ es inyectiva; luego ¢ (O([L:---:1])) = O(p) y ¢(Xa) = X.

Observar que A no tiene columnas repetidas, de lo contrario, la variedad X 4 estaria
contenida en un hiperplano (Lema 1.44) y como ¢ transforma subespacios en sube-
spacios de la misma dimension, esto implicaria que (X 4) = X estaria contenida en
un hiperplano de H, T-estable, pues ¢ es T-equivariante, y H no seria entonces el
minimo hiperplano 7T-estable que contiene a X. Mas aun, por el Lema 1.44, H es el

menor subespacio que contiene a X, pues A no tiene columnas repetidas.
O

Veamos a continuacién un lema que nos permitird tratar las variedades X4 que
provienen de una matriz A con columnas repetidas, en particular en el ultimo capitu-
lo.

LEMA 1.46. Sean A = (uq|...|un) € Maxn(Z) y ki, ..., k, enteros positivos tal que
ki 4+ 1 es la cantidad de veces que se aparece la columna u; en la matriz A para todo
t=1,...,n. Entonces el minimo subespacio S que contiene a X 4 tiene codimension

i=1

DEMOSTRACION. Supongamos que, intercambiando las columnas de A, A =

(up] ... |uy|ug|...Jug|...|upl...lup) y que una base de vectores propios es B =
ki1+1 ko+1 kp,

{oo,, .. ot ol ooty ot donde 0!, denota un vector pro-

pio asociado a wu;. A partir de los vectores de B, consideramos los vectores w}“ =

vy, oo wl = o)+ -+ ot es decir para cada j = 1,...,h
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el vector wij es la suma de todos los vectores propios asociados al valor propio

u; de la base B. Completamos el conjunto {w, ;... ,w}%} hasta llegar a una base

B’ de C". En esta base ) v; tiene coordenadas [1 : 1 : -+ : 1 : 0:---:0 :
k
1

O:---:0Q:---:0:---:0] y entonces en las nuevas coordenadas tenemos que la
N— —_—
k:z kh

variedad X4 = {[t"r -+ :¢®n:Q:---:0:---:0:---:0]: t € (C*)4}. De la misma
k1 kn

manera que en la demostracion del Lema 1.44, al ser los vectores uq, ..., u;, todos

distintos, no puede haber relaciones lineales entre las coordenadas no nulas de X 4.

Luego el menor subespacio lineal que contiene a la variedad X4 tiene codimensiéon
n

ky+ ko4 -+ kp=> k. U
i=1

COROLARIO 1.47. En las hipdtesis del lema 1.46, la variedad X, C P" ! es iso-
morfa (como variedad inmersa) a {[0 : -+ : 0 :y] : [y] € Xa C P!} siendo
A" = (uy] ... |up) € Myxn(Z), la matriz que se obtiene de A eliminando las columnas
repetidas.

DEMOSTRACION. Es una consecuencia inmediata del lema 1.46. 4
PROPOSICION 1.48. Sea A = {uy,...,u,} C Z%; consideremos el ideal

n

Iy = <Y“—Yb ca,be N",Zaiui = Zbluz> C Clyr,- -, yn)
i=1

i=1
Entonces Iy =3(X4), el ideal homogéneo asociado a X 4, es decir

X4= {3:: 2% =2° Va,be N tal queAa:Ab}.
DEMOSTRACION. Sea Y4 = 7=1(X4) el cono afin sobre X 4. Entonces:
J(Xa) =I(Ya) ={f € Clyr, .-, ym] = flyva =0} =
={feClys,...,yn] = ft,t*2,. . t"") =0 Vte (C)}.

Sea f(Y) = Y*—Y® € Iy, con a = (a1,...,a,),b = (by,...,b,) € N" tal que

n
> au; = Y byu;. Entonces:
i=1 i=1

f(t?l, L 7t2n> — (tu1>a1 (tuz)az L. (tu”)a"—(tul)bl (tu2)b2 . (tUn)b" — tzai“i _thivi —0.
Luego f € J(Xa4).

Veamos la otra inclusion. Sea f = > ¢, Y* € J(X4). Entonces f(t*,....t%) =0
a€N™
para todo t € (C*)4. Reagrupando los monomios, tenemos:

S

0=f(t",. .. t") =) it Vie(C)

J=1
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dondevjGZd,convi#vjsii#j,yc;-: >, ca-Luegocd;=0Vji=1,...s5,
a:y a;u;=v;
por lo que > Y eI XAV i=1,...,s.

a:y a;ui=u;
p
Entonces es suficiente probar la inclusién en el caso que f(Y) = Y d;Yb € J(X,)
i=1
donde los vectores b; = (bj1,...,bin) € N* y > bju; = > bgju; Vr,s=1,...,p,y
p
> d; = 0. En ese caso,

=1

FY) = di(Y" =Y") 4 (di+do) (Y2 =Y)Ao (didot - 4dy ) (Y =Y™) €
]

OBSERVACION 1.49. Elideal I4 = <Y‘1 —-Y?: a,be N S aqu; = biui> se puede
i=1 i=1

reescribir de la siguiente manera:

Iy = <Y"+ -Y* an",Zaiuizo, a=a" —a, a",a” GN">

i=1

= <Y“+ -Y* :ac€ Z”,Zaiui =0,ac Ker(A)>
i=1

siendo af = méx{a;,0} y a; = —min{a;,0} y a = a* —a~ € Ker(A). Una de las
inclusiones es obvia. Para la otra alcanza con observar que Y¢ — Y? =

coordenadas mayores o iguales a cero y a — 5 € Ker(A). Entonces

XA:{x: x —x”_:OVUEKer(A)ﬂZ”}.

vt

DEFINICION 1.50. Sea A € Myx,. El nicleo entero de A, Kerz(A), se define como
Ker(A)NZ".

OBSERVACION 1.51. Como podemos suponer que (1,...,1) es una fila de A (Proposi-
cién 1.26 y Observacion 1.38), la suma de las coordenadas de un vector v € Ker(A)
es nula.

OBSERVACION 1.52. Como Ker(A) es un subespacio vectorial, serd de utilidad en lo
que sigue considerar, en vez de Ker(A), su proyeccion 7(Ker(A)\ {0}) en el espacio
proyectivo P"~(C), que identificaremos con P(Ker(A)).

Sea T"1(C) el toro de P"~!(C), es decir
T (C) = {[p1 coipa] EPHC) o pi A0V = 1,...,n}.

Los siguientes resultados seran de utilidad en los capitulos posteriores:

COROLARIO 1.53. St A € Muxn(Z) y X4 es la variedad torica asociada entonces:

XanT ' ={[z] eT"": 2" =1, Vv e Kerg(A4)}.
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DEMOSTRACION. La demostracién es evidente a partir de la Proposicién 1.48 y
de la Observacion 1.49. O

DEFINICION 1.54. En las notaciones anteriores, sea B una matriz cuyos vectores
columnas forman una base del nucleo entero de A; entonces AB = 0. Decimos que
B es una matriz dual de Gale de A. Observar que B no es unica.

Como la primera fila de A es el vector (1,...,1) € Z™, entonces:
- la suma de las coordenadas de cada vector columna de B es nula (Observacién
1.51).

- como cada vector u; € A es de la forma (1,u}), B “expresa las relaciones afines
entre los vectores u;’

i

LEMA 1.55. Sea A € Myun(Z) y B = (wq|ws] ... |wy) una matriz dual de Gale de
A. Entonces

X,NT 1t = {[a:] eTV 1. gt =g%2 =... =¥ = 1}.
DEMOSTRACION. Si z € X4 NT" ! entonces es claro por el corolario 1.53 que
¥ =1V j = 1,...,m. Reciprocamente, si {wy,...,w,} es base de Kerz(A) y
> Ajw; m
r € T" ! tal que ' = 2“2 = ... = g = 1, entonces z* = /= =[] (z¥i)N =
j=1
1.

PROPOSICION 1.56. Sea A € Myxn(Z). Entonces
XanT '=0(1:-:1)NnT " =0([1:---:1]).

DEMOSTRACION. El morfismo @4 : (C*)¢ — (C*)" C C" definido por ®4(t) =
(t"1,...,t%) es un morfismo de grupos algebraicos y, como tal, ® A(((C*)d) es cerrado
en (C*)™. Retomando la notacion utilizada en los diagramas de la Observacién 1.35,
sipa = mo®y : (C*)? — P*! entonces si [z] € pa((C*)?) N T, se tiene que
z € P4((C*)?) N (C*)" = ®4((C*)%). En efecto, como (1,...,1) es la primera fila
de la matriz A se tiene que 7(®4(C*)?) = w(P4(C*)?) ya que ®4(C*)? es un cono.
Luego se concluye que [z] € O([1:---: 1]). O

DEFINICION 1.57. Sip=[p : - :p)) € TV y o = [y : -+ : x,] € PYC),
consideramos la accién natural de T"! en P"~!(C) dada por:

pHx = [p1T1 i Puly).

Observar que en este caso x — p*z es un automorfismo de P*~! y que esta construc-
cién solamente tiene sentido cuando p € T" L.

OBSERVACION 1.58. Consideremos la variedad X4 y sea p € P"~(C). Entonces

pxXa=pxO([L:---:1])) =0(p*[L:---:1]) = O(p)
es una variedad algebraica. Basémosnos en la condicion del ideal de J(X4) obtenida
en la Observacion 1.49 para describir a su vez J(p * X4).
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Sea x € p* X 4. Entonces x = p x y para algtin y € X 4. Entonces p~! x 2 = y. Como
y verifica que y® — y® = 0, para todo a,b € N™ tales que Y a;u; = Y bu;, se cumple
que:

(0 )~ (pt e 2) = 0
si y sélo si
Pk —ptx 2’ = 0.
Luego, el ideal de p x X4 es:

n

I(p=*Xa) = <pb>x<Y“—pa>x<Yb: a,bGNn,Zaiui:mei> =
i=1

=1

= <pa * }/a+ _pa+ % Ya7 a e Zn?Zazul = 07 a € KQT(A)’

i=1

\/

siendo a; = maz{a;,0} y a; = —min{a;,0} y a=a" —a~ € Ker(A).
COROLARIO 1.59. Sea p € T"'. Entonces:
px XanT ' ={z] e T ": 2" =p"Vve Kerg(A)}.

DEMOSTRACION. Es una consecuencia inmediata de la observacién anterior y del
Corolario 1.53. U

4. Variedades téricas proyectivas lisas

Concluimos este capitulo con algunas nociones que permiten estudiar la lisitud de las
variedades toricas proyectivas del tipo X4, con el mismo enfoque que [11]. Si bien, no
probaremos el teorema que enunciamos, ejemplificaremos el mismo. Las definiciones
relativas a los conos (semigrupo, reticulo, cara, etc) se pueden encontrar en [11].

Consideramos el reticulo Z¢, inmerso en Z*!, identificindolo con el hiperplano H =
{(a1,...,aq,1) : a; € Z} C Z*'. Entonces si A C Z%, definimos el conjunto A =
A x {1} € H. Sean S el semigrupo en Z%! generado por Ay 0y K C R*! la
envolvente convexa de S; es decir K es el cono de vértice 0 y de base (), siendo () la
envolvente convexa de A.

Figura 1
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Para cada cara F' de @, sea Ling(F') C R4*! el subespacio generado por los vectores
de F; entonces dim Ling (F') = dim F' + 1. Definimos el reticulo

2 F =7 ) (2 N Ling(F))

La imagen del semigrupo S en el nuevo reticulo Z4™!/F se denota por S/F.

Por Affz(F) y por Affg(F) notaremos al subreticulo afin de Z¢ y al subespacio afin
de R? generado por la cara F.

Con las notaciones anteriores, se tiene el teorema siguiente:

TEOREMA 1.60. Sea A C Z% que genera 7 como reticulo afin y sea Q@ C R? la
envolvente convexa de A. Entonces la variedad X 4 es lisa si y solo si para toda cara
no vacia F' C Q se tiene que:

(a) El semigrupo S/F es isomorfo a ZT, siendo m = dim(Q) — dim(F);

(b) Los reticulos Z¢ N Affg(F) y Aff,(ANF) coinciden.

DEMOSTRACION. Ver [11], corolario 3.2, capitulo 5. O

Observemos que la condicién (b) significa que los puntos enteros que se encuentran
en el espacio afin real generado por F', deben coincidir con los puntos enteros en el
espacio afin generado por la interseccién de A con F'.

Apliquemos el teorema anterior en los ejemplos siguientes:

1 010
EJEMPLO 1.61. SeaA—(O 1 9 0>c0naEZ.

Entonces A genera a Z? como reticulo.

Figura 2

La envolvente convexa de A es el politopo cuyo vértices son (0,0),(1,0),(0,1) y
(1,2). Consideremos la cara correspondiente al segmento I' = [(1,0), (1,2)]. Entonces
el conjunto Z*N Affg(T") coincide con el de todos los puntos enteros que se encuentran
sobre la recta determinada por los puntos (1,0) y (1,2). Por otro lado Affz(ANT) =
Aff((1,0), (1,2)). Estos dos reticulos no son iguales, ya que (1,1) € Z* N Affp(T),
pero no pertenece a Affz((l, 0), (1, 2)), con lo cual la condicién (b) del Teorema 1.60
no se cumple y por lo tanto X 4 no es lisa.
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EJEMPLO 1.62. Sea A; = . Entonces X4, = {[:131 DXy X3 i Xyl

o O =
— =
O —

1
1
0
z12y — 23 =0} y no es lisa ya que [0: 1:0: 0] es un punto singular. Veamos como

reencontrar este hecho con el Teorema 1.60.

(1,2)

‘\ 7
N 7 K
. ,
® (1,1) \\/\/\ -
N , -
N 7 e
\ ’ -
N 4 -7
|
N

(0,0) (1,0) / Q

Figura 3

Observar que para cada cara, la condicién (b) del Teorema 1.60 se verifica.

Sea F' la cara correspondiente al vértice (0,0). Entonces Z*/F = Z3/7(1,0,0) quién
es isomorfo a Z2. El semigrupo S/F = Z>0(1,0) + Zxo(1,1) + Z>¢(1,2) no es libre,
es decir, no es isomorfo a Zi, luego X4 no es lisa.



Capitulo 2

Variedad dual de una variedad torica del tipo X4

En este capitulo presentamos la nocion de variedad dual de una variedad torica
proyectiva del tipo X 4 asi como la pregunta central de este trabajo: ;jcuando existe
un automorfismo f de P*! que hace que X, y su variedad dual sean isomorfas?
En este caso decimos que la variedad X4 es autodual. La seccién 1 trata brevemente
sobre generalidades de la variedad dual de una variedad proyectiva. En particular,
el Teorema 2.4 muestra que si X es irreducible entonces su variedad dual también
lo es. En la seccién 2 nos ocupamos de estudiar con detalles la variedad dual X7 de
X 4. En toda esta seccion, asumiremos las reducciones hechas en el capitulo anterior,
es decir A se identifica con una matriz A € Mgy, (Z), de rango méaximo, cuyas
columnas generan a Z% como Z-médulo, y que (1,...,1) es la primera fila de A.
En particular probamos el Teorema 2.11, extraido de [4], que provee una manera
explicita de calcular X7. Finalmente concluimos este capitulo sobre un tipo particular
de matrices, llamadas piramidales, y estudiamos sus consecuencias sobre X3. A lo
largo del capitulo presentaremos varios ejemplos que, ademés de ilustrar las ideas
desarrolladas, retomaremos en el capitulo siguiente.

1. Variedad dual de una variedad proyectiva

Sea V' un espacio vectorial de dimensién n y P(V') el espacio proyectivo asociado,
definimos el espacio proyectivo dual como P(V*).

Si V = C", notamos P*~! = P*~}(C) = P(C") y P " = P 1(C)" = P(C™). Si
{e1,...,e,} es la base canénica de C" y {ef,..., e’} la base dual asociada en (C")*
identificaremos P"~* con (P"7')* por medio del isomorfismo:

" Pt pr—1*

o] =[]

=1

Por otro lado, a cada punto [{] € P(V*) se le asocia el hiperplano Hy en P(V)
definido por

Hig ={z e P(V) : &(x) =0},

es decir, en el caso que V = C", al punto £ = [§; : -+ - : &,] se le asocia el hiperplano
n

He = Sfxy i ixp) €Plo0 Y Gy = 0}; geométricamente esto corresponde en
i=1

asociarle a cada hiperplano su normal.

DEFINICION 2.1. Sea X C P"!(C) una variedad algebraica proyectiva. La variedad
dual de X es el conjunto:

27
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X*={£eP(C)* : Ip€ HeN X regular tal que TX, C He} C (P"1(C))",
es decir X* es la clausura de todos los hiperplanos tangentes a X.

Genéricamente, la dimension de la variedad dual es n — 2 ([1 1], capitulo 1), es decir
es una hipersuperficie en P"~1(C).

EJEMPLOS 2.2. (1) Supongamos que X = {p}, p € P"!(C). Entonces X* = H, C
H)nfl((c)*'

(2) Si X =P"1(C) entonces X* = ().

(3) En el transcurso del capitulo calcularemos varios ejemplos de variedades duales
asociados a variedades téricas proyectivas.

DEFINICION 2.3. Si la dimensién de X* es menor que n — 2, decimos que X es
defectiva y llamamos defecto de X al nimero entero def(X) = n — 2 — dim X*.

PROPOSICION 2.4. Si X C P! es una variedad algebraica proyectiva irreducible
entonces X* es irreducible.

DEMOSTRACION. La demostracién siguiente es extraida de [11], Proposicién 1.3
pagina 15. Consideremos X,., el conjunto de los puntos regulares de X; X,., es
abierto no vacio en X y como X es irreducible se tiene que m = X.

Sea Wy = {(a:, H): z € X,., vy H es un hiperplano tangente a X en 1‘} C P x (Pm)*
y W = W,. Por otro lado sean pry y pry las proyecciones de P"~! x (P"~1)* sobre
P! y sobre (P"!')* respectivamente. Como P"~! es completo, ver [15], pagina 46,
pry es un morfismo cerrado y luego pro(W) = X*. Para probar que X* es irreducible
alcanza entonces con probar que W es irreducible, ya que la imagen de un irreducible
por un morfismo de variedades algebraicas es irreducible.

Para probar que W es irreducible, mostraremos que W, es irreducible. El morfismo
pri - Wy = X,y es un fibrado con fibras proyectivas, luego para todo punto x € X,
existe un abierto U C X, tal que pri'(U) C W es homeomorfo a U x P~ 1.
Consideremos la unién de estos abiertos; entonces Wy = pri 1(U Ui) = U, pri "(Uy)

7

donde pri ! (U;) =~ P*~! x U;. Como X, es irreducible entonces W, es irreducible,
luego se deduce la tesis.

4

OBSERVACION 2.5. La demostracién anterior muestra en particular que en la con-
struccion de la variedad dual podriamos haber tomado cualquier subconjunto abierto
V' C X,eq - luego denso - tal cual lo haremos en la demostracién del Teorema 2.11.

El teorema siguiente, que no probaremos, justifica, de alguna manera, por qué X* se
llama variedad dual de X y lleva el nombre de “Teorema de Bidualidad”.

TEOREMA 2.6. Si X C P""! es una variedad proyectiva entonces (X*)* = X.
DEMOSTRACION. Ver [11], capitulo 1, Teorema 1.1. O

Terminamos esta seccién definiendo la nocién de autodualidad de una variedad, de
la cual se tratara en el resto de este trabajo. Recordamos que todo automorfismo f
de P"! viene inducido por un operador lineal de C".
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DEFINICION 2.7. Una variedad X C P* ! es autodual si existe un automorfismo
[Pt — Pl tal que f(X) = X+

OBSERVACION 2.8. Si X C P"! es una variedad proyectiva y f : P~ — P! es
un automorfismo, entonces X es autodual si y sélo si f(X) lo es. Més atn f(X*) =

fX)

Serd objetivo de esta monografia caracterizar las variedades téricas del tipo X 4 que
son autoduales.

2. Variedad dual de una variedad tdrica proyectiva

En esta seccién nos interesaremos por la variedad dual de una variedad torica proyec-
tiva X4 C P"!(C) asociada a un conjunto de pesos A = {uy,...,u,} que se iden-
tifica con una matriz A € My, (Z) con las suposiciones hechas al comienzo de este
capitulo.

Sea B € M,,x(n—q)(Z) una matriz dual de Gale de A, cuyas filas y columnas denotamos

por vy, ...,U, Y Wi,...,W,_gq respectivamente, es decir
(%1

(2.1) B = : = (wy| ... |wy_q) -
Un

OBSERVACION 2.9. En la notacién anterior, el morfismo
y:Cvd 5 C°

s = ((s,01), (s, 02), ..., (s, 0n)) ngiwi

es una parametrizacion de Ker(A).

EjEmMPLO 2.10. Consideremos la matriz A = [1) 1 ; Zl’> )

Entonces B = {(1, -2,1,0),(0,1, -2, 1)} es una base de Kerz(A) y una matriz dual
1 0

de Gale de A es B = _f _é € Myxz. Si s = (s1,52) € (C*)?, entonces la
0 1

parametrizacion es:

7(317 32) = (<($1, 32)7 (17 O)>> <(817 32)7 <_27 1))7 <(317 32)7 (1’ _2)>7 <($17 32)7 (Ov 1)))

’)/(81, 82) = (81, —281 + S9,81 — 282, 82).

El teorema siguiente ([4]) permite encontrar una parametrizacién sencilla de la var-
iedad X} que sera tutil considerar en lo que sigue.
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TEOREMA 2.11. [4]

1 1 - 1
Sea A ={uy,...,u,} = u:m U?Q .. UQn € Maxn(Z).
U;ll U;iZ o u;ln
El morfismo B4 : C"4 x (C*)? — P! definido por
Ba(s,t) = [(s, 010t : (s,0o)t7" : -+t (5, 0,)0""]

es una parametrizacion racional de la variedad X%, es decir Im(Ba) = X3.

Mdas ain:

Xi= U o).
peP(Ker(4))
donde O(p) es la orbita de p € P*~* por la accion de (C*)? en P 1.
En particular P(Ker(A)) C X3.

DEMOSTRACION. La demostracién siguiente es extraida de [4]. Recordamos que

Xa=0(1:-:1]) = Im(pa), donde @4(t) : (C*)* — P""! es la parametrizacién
de X4 definida por @4(t) = [t* : -+ : t"*»]. Tenemos que Im(p4) es un abierto en
X 4, formado por puntos regulares. Luego, por la Observacion 2.5,

Xy ={§e Pr1)r : e (C)ltalque pa(t) € Hey TXa(pa(t)) C He}.
Sixz € Im(pa) entonces © = @u(t) es regular y

TXa) = (A0, A0 A0 ) =

ot, =7 Oty T 0ty
= <(u11t”1 Dot U t), (et e gt (gt e udnt“")> =
= (" e ), (U™ gt (ua M ugat™™)).

La condicion T X 4(pa(t)) € He se traduce en:

&+t + -+ 1", =0
(2.2) .u?ltulfl + Ul + - -+ Ut =0
Ugr 1" &y + Ugpt ™o + - -+ Ugnt* & = 0
Siendo t"1&; + t"2& + ... + t“"¢, = 0 la primera ecuacién del sistema (2.2), entonces
la condicién TX 4 (pa(t)) € He implica que ¢a(t) € He. Por otro lado, el sistema
(2.2) es equivalente a t - £ € Ker(A) por definicién de la accién. Entonces:

Xi={¢e @) : e (C)talquet-& € Ker(A)}.
Por otro lado, sustituyendo por la parametrizacién de Ker(A) dada por la Obser-
vacion 2.9, obtenemos que para todo:=1,...,n:

t“i&; = (s,v;) para algiin s € C" %\ {0}.
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Entonces:

Xi={ce®1)/Ite (C) seCrd\ {0} : tu&=(s,u;)Vi=1,...,n}

—{eec (1)) Tte (C), scC\{0} : &=t"(s,09Vi=1,. .. n}

Lo anterior permite afirmar que X7 es la clausura de la unién de érbitas de los puntos
de P(Ker(A)) bajo la accién del toro. Es decir:

xi= U o).

peP(Ker(4))

Finalmente, como IP’(K er(A)) C U (‘)(p), se deduce en particular que X3 D

pEIP’(Ker(A))
P(Ker(A)). O
OBSERVACION 2.12. 1. Como (1,...,1) es una fila de A, cada vector u; € Z% es
de la forma u; = ( Y ) , Vi=1,...,n. En consecuencia podemos sustituir

en el dominio de la parametrizaciéon (C*)? por (C*)4-1.

2. Al estar recorriendo todos los puntos del toro podemos sustituir en la expre-
sién de la parametrizacién cada vector —u; por u;.

3. El sistema (2.2) permite de hecho definir un morfismo

By P(Ker(A)) x (C*)d¢t — pr-!
([y], t2, ..., ta) USSR VA cu el I
4. Las formas lineales (s, v;) son homogéneas y el codominio es un espacio proyec-
tivo, por lo cual el morfismo 84 : C"4x (C*)* — P"1, Ba(s,t) = [(s,v)t7" :
(s,v2)t7"2 1 -+ 1 (s,0,)t7""] induce otro morfismo:

gA . pr—d-1 o (C*)dfl —y pn-l
([s],t2, ..., ta) o [(s, o) 852ty e (s, v B Lt
Para simplificar la notacion, nos referiremos a estos tres morfismos como 4.

5. Por lo anterior se deduce que que la dimensién de la variedad X} es menor o
igual que (n —d—1)+(d—1) =n—2.

EJEMPLO 2.13. Sea X = {[L:¢:¢%]: t € C*} = {[wo : 31 : 2] € P? : 2} — 2oy =
0}. Entonces X = X4 siendo A = ( 01 2 ) Por las hipétesis antes mencionada

podemos suponer que la matriz A es igual a A = < L1 )

01 2
1
Sea matriz B = —2 | un dual de Gale para A. Una parametrizacién de X3
1

esta dada por:
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Bals,t) = [sty: =2stity : styt3] = [1: =265 : 43] .

Es decir X} = {[zo: 21 : 25] € P? : 2% — 4wz = 0} = O([1: —2: 1]). Observemos
ademéds que X3 =0([1:-2:1]) =[1:=2: 1]« O([1:1:1]) =[1:=2:1] % X4.

Si consideramos f : P2 — P? definido por f([xo A 3:2]) = [xo : =2z : x5] entonces
f(X4) = X3, lo cual concluye que X4 es autodual.

EJEMPLO 2.14. Sea S : P! x P2 — P° la inmersién de Segre, definida por la expresion:

S([:z:o cxa), [yo s v yg}) = [:coyo D XToY1 : ToYe 1 T1Yo : LYy :clyQ].

Siu = (1,0,1,0,0),us = (1,0,0,1,0),u5 = (1,0,0,0,1),u4 = (0,1,1,0,0),u5 =
(0,1,0,1,0),u¢ = (0,1,0,0, 1), entonces si A = {uy,...,us} se tiene que

@A($0,$1>$2,$3,$4,$5) = S([% : 5131], [yo ‘Y y2]).

111000
0001T11

Por lo tanto Im(S) = X4 = Im(pa),siendo A= 1 0 0 1 0 0 |.La matriz
01 0010
001001

A tiene rango 4 (la suma de las dos primera filas es igual a la suma de las tres tltimas)
con lo que podemos eliminar una fila de A, por ejemplo la segunda, obteniendo de esta
111000

1001 00
o . . _
manera la matriz A" = 0100710 |com X4 = X 4. Entonces dim X4 = 3.
001001
-1 -1
1 0
Sea B = (1) | | una matriz dual de Gale para A. Por el Teorema 2.11 una
-1 0
0 —1

parametrizacion racional de X7} es:

BA(S,t) = [(—81 — 52)t1t2 : Sltltg : 52t1t4 : (81 + Sz)tg : —Sltg : —82t4:|.

Observemos ademas que podemos afirmar que la inmersion de Segre es lisa, ya que

111111
-~ 100100 . g
Im(S)=X3, con A= 0100107V claramente verifica las hipétesis del
001001

teorema 1.60.

A continuacion presentamos a partir de la demostracion del Teorema 2.11 una manera
mas efectiva de calcular la variedad X7.
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PROPOSICION 2.15. Sea A € Myun(Z) y Xa la variedad térica proyectiva asociada.
Para cada &€ = [&; : -+ : &,] € P! consideremos el polinomio f4(t) = Y &t donde
i=1

Uy, ..., U, son los vectores columnas de A. Entonces:

afA 8fA afA

X5 = {s € (1) s 3t e (C) tal que falt) = 52 = A0 =+ = FA(0) =

DEMOSTRACION. En la demostracién del Teorema 2.11 vimos que la compatibil-
idad del sistema (2.2) se reduce a probar que t - £ € Ker(A). Pero cada ecuacién de
(2.2) se puede reescribir como:

<f SOA >
<£ tl 8t1 t)>

(2.3)
<€’td dty ( >> =0

donde ¢4 denota la parametrizacion de X 4. Por otro lado observemos que fa(t) =
<§,g0,4 > y que <§ t; 204 (t)> = t-%(t) paratodoi=1,...,d. Como t; € C* se tiene

T it
que t; %’:A( ) = 0 siy solo si %f(t) = 0 para todo ¢ = 1,...,d. Entonces el sistema
(2.3) equivale a f4(t) = %(t) = %(t) == %(t) = 0. Se concluye la tesis. [

OBSERVACION 2.16. Esta manera de escribir la variedad X% tiene la ventaja de no
tener que calcular explicitamente el nicleo de A.

EJEMPLOS 2.17. (1) Volvamos a probar que la variedad dual asociada a un punto es
un hiperplano. Sea A = ( 1 11 ) Entonces X, = {t t:t tE(C*} —{1'1'
1]} Sea fa(t) = &t + &ot + E3t = (§1 + & + &3)t. Entonces f4 = =0 si y sélo si
G +&+&=0esdecir Xj={[6:&:&]: &G+&E+E&= 0}

(Q)SeaA:((l) (1) (1) (1)),entonoesXA:{[t:t:s:s]:t,sGC*},esdecirXA:

{[xo cxy T w3 €EPP iy — 1w =1y — 13 = 0} y dim X4 = 1. Sea fa(t,s) =
&1t + ot + &35 + 45 = (& + &)t + (&5 + &4)s. Entonces fu = % = %fSA =0sly
s6lo si §1+§2 :€3+§4 = O, es decir XZ = {[51 . 62 . 53 . 54} . §1+€2 :€3+§4 =
0}. Observar que en este ejemplo ambas variedades X4 y X7 son lisas ya que son
superficies lineales y que X4 es autodual. En efecto, con nuestra identificacién, si

p=1[1:—-1:1:—1], y consideramos el automorfismo f : P> — P3 dado por
f(z) = p*x entonces f(X4) = X}.

11100 - .
(3)SeaAz<0 00 1 1 ),entoncesXA:{[t:t:t:s:s}:t,sEC }, es decir

XA—{xO:xl:xQ::lrg]EIP’3:9:0—171—:B2—$1:a:4—x3:0}ydimXA:1.
Sea fa(t,s) = &t + &tést + &5 + &8 = (&1 + & + &)t + (&4 + &5)s. Entonces
fa = % = 85;“ =0siysolosi & +& +8 =8 +& =0, es decir X)) = {[51 :
&:1& &8l G+H&E+E =8+E& =0}y dimX; = 2. Observar que en este
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ejemplo ambas variedades X4 y X} son lisas ya que son superficies lineales y que X 4
no puede ser autodual ya que las dimensiones de X4 y de X} son distintas.

1 11
01 2

fat,s) = &t + Ets + Ets? = (& + &5 + £8%)t. Luego el sistema a considerar

EjEMPLO 2.18. Retomemos el Ejemplo 2.13. Como A = ( ) entonces

es
fa=(&o+&s+Es%)t=0
8;‘;* =&+ st s’ =0
o = it + 26ts =0
Observar que como t € C*, fA = 0 si y s6lo si %“ = 0 lo cual pasa si y sélo si

£2 — 4¢p€, = 0 dada la anulacién de la derivada. Reencontramos efectivamente que
la ecuacion de X3 = {[& : & : &)+ & — 46 = 0}.

DEFINICION 2.19. Sean X C P e Y C P"2 dos variedades proyectivas. Definimos el
join de X y de Y como el conjunto

J(X,Y)={[z:y]: [z] € X,[y] € Y} C PMHhth,

SiY C P"y definimos [0:---:0] x YV = {[0:---:0:y] € PP [y] € Y} C
k k
PE+ =L tomaremos como convencién que J(0,Y) =[0: -+ : 0] x Y. Observemos que
k
[0:---:0] XY es un subconjunto cerrado.
N —

k

OBSERVACION 2.20. Si X C PM e Y C P" y los identificamos con X = X x
0:---:0CcPuetlyconY =[0:---:0] x Y C Phthtl yegpectivamente, el join
—— N——

h2 hl
es igual a la union de las rectas que unen un punto de X con un punto de Y, y en

ese caso, como X e Y son variedades disjuntas, la dimensién es dim X + dle +1
([13], pagina 70 )

Uy e Uy 0 - 0
U21 -+ Uz
A 0 Ul -+ Ug 0 - 0
LEMA 2.21. Sea A = = " tal
( 0 A ) o - 0 Ukgir41 *° Ukgin
: Uk4+2r4+1 °° Uk42n
0 -+ 0  Uiryr -+ Udn

que (1,...,1) estd en el espacio de filas de A. Entonces se tiene que X 4 = J(XAI, XAQ)
y que X5 = J (X3, X3,)

DEMOSTRACION. Probemos que X = J(XAI,XAQ). Es claro que O([l Deee s
1) € {[z:y]: [2] € Xa,, [y] € Xa,}. Por otro lado, los vectores de Ker(A) son
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de la forma (vi,v2) con vy € Ker(A;) y vo € Ker(Ay). Entonces {[z : y] : [2] €
Xa, [y € X AQ} C X4, luego tomando clausura en esta cadena de inclusiones, se
deduce que X4 = J (X4, Xa,).

Calculemos la variedad dual X7 a partir de la proposicién 2.15. Consideremos

k+1

fat) = Z Gt" = Gty G G T G b Ty e Gt
i=1

Entonces, como (1, ..., 1) estd en el subespacio de filas de A se tiene que
fa(t) = fa, (te, .o te) + fay(tegr, - ta) = tfalte, .o te) + tegr foltegr, -5 L)

Luego los puntos [£; : -+« 1 & : &qq 1 -+ 0 &) tal que existe t = (ty,...,14) € (C*)?
que cumpla con las condiciones f4(t) = % = (0 para todo ¢ = 1, ..., d verifican que

( {;A(tl""’tk’tk“""’td) =t fi(te, - tk) + terr folthrn, - ta) =0
g%zél(tg,...,tk)zo
atkil = f2<tk+27' .. 7td) =0
0fa _ 9fs o g J

L 50 = G0tz 0 t)) =0, Vi=k+2,...,

es decir [§1,...,&] € X4, ¥ [§ra1, -5 &n) € X34, O
kxk (n—k)xk
1 "0 0 0
1 0 0 0
. 1 0 0 0
COROLARIO 2.22. Si A = CESET: CEBeCEy € Myxn(Z) en-
00 0| )
00 0 A
00 --- 0
tonces la variedad X4 = J(Pk_l, Y) C P! tiene dimension k + dim X4 y su
variedad dual X =1[0:---: 0] x X},.

k

DEMOSTRACION. Es una consecuencia inmediata del lema 2.21 con A; = [yk.
O

El teorema siguiente permite hallar la dimensién de la variedad X}.

Udn
td



36 Capitulo 2. Variedad dual de una variedad térica del tipo X4
1 1 ... 1
U21  U22 Uzn
TEOREMA 2.23. Sean A = {uy,...,u,} = € Mywn(Z) y
Ud1  Ud2 Udn
U1 V11 V12 Vin—d
() Va1 Va2 V2n—d
B = = ) = (wi|ws| ... |wp—q) € Myxn-ay(Z) una
Un Un1  Un2 Unn—d

matriz dual de Gale para A. Definimos la matriz (A#B)(s) € Myxn(Z) como:

Bt
<87U1> <37U2> <S7vn>
(A#B)<S) - <3, Ul>u21 <3, U2>U22 <3, Un)“Qn
<3> U1>Ud1 (3, U2>Ud2 (8, Un>udn
V11 V12 Vin—d
V21 V22 Von—d
Un1 Un2 Unn—d
n—d n—d n—d
. > Sili > Sila; > Silni
= i=1 i=1 =1
n—d n—d n—d
S5;U1;U21 Z 5;V2;U22 Z S5;UniU2n
=1 =1 i=1
n—d n—d n—d
D SiULUGL Y SiU2iUga Y SiUnilldn
i=1 i=1 i=1

Entonces dim(X}) = max{rg(A#B)(s): s € C"™*} — 1.

DEMOSTRACION. Recordamos que, en virtud de la Observacién 2.9, la funcién
vy:Crd 5 C°
s > ((3,111),(3,1;2),...,(s,vn))

es una parametrizacién de Ker(A) y que 84 : C* ¢ x (C*)¢ — P! definida por
Bal(s,t) = [(s,v1)t" : -+ : (s,v,)t""] es una parametrizacién racional de X3. En-
tonces la dimensiéon de X7 es igual al maximo de los rangos del diferencial asociado
a la parametrizacion.

Consideremos el morfismo

(pattg) : C x (C) — cr .
((31, ey Snd)s t) > ((s, vt (s, vn>t“")

Entonces el morfismo ¢ 4#¢ corresponde a la parametrizacién 54 en el espacio afin
correspondiente y el rango del diferencial asociado a ¢ 4#¢g es uno més que el rango
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del diferencial asociado a 4. Consideremos la matriz jacobiana de (pa#g):

g ((so0t) o g ((s,va)t™)
tu1) . o) ( S. Un>tu”)
J 1) = 08y — d((S Ul) OSp—d c Mn .
(@A#g)(s ) %((8,1)1)75”1) ... %( S, U, tu") X
2 (sotm) (s vn>t“")
C(T)mo ti,...,tqe C* Se, tlgne que TgﬁJ(wA#g)(s,t)) = Tg(J(@ #g)( )), dgnde
J(SDA#g)(s, t) es la matriz jacobiana torica respecto de tq,. .., tq, que definimos por:
%((3,1}1)15"1) 821«5 Un>tun)
9 ((s,v)t™r) - 9 ((s Up )
JT 1) = OSp—d ? OSp—d »n Mn .
et ) = 0 s o) e 4 (s ey | €
tda%l«s,vl}t“l) tda%l«s,ﬂn}t“”)
0 - 0
Sea Ma(t) = 0 o € Myxn, t € (C*)% Es claro que (A#B)(s)
I |
o -+ 0

es igual al producto de las matrices J(Z;A#g)(s, t) y Ma(t)™; luego, el rango del dife-

rencial de @4#g¢ es independiente de ¢. Como rg(J(s,t)) = rg(A#B)(s), entonces
concluimos que dim X% = méx{rg(A#B)(s): s € C"*} — 1. O

OBSERVACION 2.24. La matriz (A#B)(s) tiene rango menor que n ya que la (n —
d + 1)-ésima fila se obtiene como combinacién lineal de las n — d anteriores.

EJjEMpPLO 2.25. Consideramos nuevamente la matriz A = ( L ) y una

0123
1 0
matriz dual de Gale B = ? _é para A. La variedad térica asociada X4 es
0 1
{[t :ts:ts?:ts] : (t,5) € (C*)?}; es la “twisted cubic”.
Entonces:
1 —2 1 0
(AB)(s) = | " 1 S & Misa(2)
s1-1 (=2s1+89)-1 (s1—289)-1 s9-1 x

51'0 (—251+82)'1 (51—252)'2 82'3

El rango de la matriz (A#B)(s) es menor o igual a 3 para todo s € (C*)? ya que
la tercera fila es combinacién lineal de las dos anteriores (Observacion 2.24). Como
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1 -2 0

det | 0O 1 1 = 389 + 281 — S5 = 259 + 251, claramente obtenemos que
0 —251 + S9 382

méx (rg(A#B)(s)) =3y dim X} = 2.

En lo que sigue nos interesaremos en un tipo particular de matrices que necesitaremos
considerar a los efectos de caracterizar las variedades toricas autoduales.

DEFINICION 2.26. Decimos que la matriz A € Mgy, (Z) es piramidal si existe alguna
matriz M € Myyq(Q) invertible tal que M A € Myx,(Z) es de la forma:

10 ... ... 0
0 % ... ... %
0 « ... ... %

a menos de permutaciones de columnas.

El hecho que A no sea piramidal equivale a que no exista ningtin hiperplano de R"
que contenga exactamente a n — 1 columnas de la matriz A.

LEMA 2.27. Sea A € Myxn(Z). Son equivalentes:

1. La matriz A es piramidal.

2. El nicleo de A estd contenido en un hiperplano coordenado (x; = 0) para
algin i =1,...,n.

3. La variedad X% estd contenida en un hiperplano coordenado (x; = 0) para
algini=1,...,n.

DEMOSTRACION. (1) = (2): Como A y M A tienen el mismo nicleo, podemos
0O ... ... 0
*

cee e
suponer que A = | . . | . . |- Luego si (z1,...,2,) € Ker(A) entonces

0 » ... ... %
x1 = 0 de donde se deduce (2).

(2) = (3): Recordamos que el Teorema 2.11 afirma que la variedad dual X} =
01

v
{[{s,v1)tm ot (s,v,)t4n] : s € Cn=4\ {0}, ¢ € (C*)?}, siendo B = 2| una
Un,

matriz dual de Gale para A. Si el nicleo de A estd contenido en un hiperplano
coordenado, supongamos Ker(A) C (z; = 0), entonces v; = 0 y (s,v;) = 0 para
todo s € C"~4\ {0}. Luego X est4 incluida en el hiperplano coordenado (x; = 0).
(3) = (2): Supongamos que X7 estd contenida en (z; = 0). Como Ker(A) C X}
por el Teorema 2.11, entonces Ker(A) también estd contenido en este hiperplano.

(2) = (1): Supongamos que Ker(A) C (z; = 0). Entonces (1,0, ...,0) pertenece al
complemento ortogonal de Ker(A), es decir al subespacio fila de A. Luego podemos
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1 0 ... 0
suponer que A = " |. Multiplicando por una matriz invertible M
* .. ...k
1 0 . 0
0 x ... % ' o
se concluye que M A = o .|, es decir, A es piramidal.
0 % *

g

Supongamos que d < n 'y que A es una matriz piramidal. Entonces podemos suponer
que A es de la forma

1 \ 0 ... 0
24 X
‘ . Al
0
con A; € M(g—1)x(n—1)- Observar que si (1,..., 1) € Z™ estd en el subespacio fila de

Ay e = (1,0,...,0) también, entonces (1,...,1) € Z" ! estd en el subespacio fila
de Al.

LEMA 2.28. Si A € Myxy,, eziste p € Ker(A) tal que todas sus coordenadas son no
nulas si y sélo si no existe i = 1,...,n tal que Ker(A) C (z; = 0). Es decir existe
un punto p € P(Ker(A)) NT" ! si y sélo si Ker(A) no estd contenido en ningin
hiperplano coordenado.

DEMOSTRACION. Es claro que si Ker(A) estd contenido en algiin hiperplano
coordenado (x; = 0) entonces el producto de las coordenadas de todos los puntos de
Ker(A) es nulo.

Recordar que la unién finita de subespacios es un subespacio si y solamente si los
subespacios estan incluidos unos en otros. Si no existiese p € Ker(A) con todas sus
coordenadas no nulas entonces Ker(A) C (r;1 =0)U---U (z, =0), y como Ker(A)
es un subespacio entonces existiria i tal que Ker(A) C (z; = 0), lo cual contradice
la hipédtesis. U

OBSERVACION 2.29. El lema anterior, junto con el lema 2.27, implican que si A no
es piramidal, entonces existe un punto p € Ker(A) con todas sus coordenadas no
nulas.

LEMA 2.30. Sean A € Myun(Z) y A1 € Mg—1)xn(Z) como en (2.4), entonces X7 =
L0 ] x X3, C (P"Y)*, con X3, C (P"2)*
1
DEMOSTRACION. En efecto el vector (zq,2") € Ker(A) siy sélosi z; =0y el

vector &’ € Ker(A;), lo cual prueba el resultado.
U

El Lema 2.30 afirma que si A es piramidal, X} estd contenido en el hiperplano
{z1 = 0}; por lo que podemos restringir nuestro estudio al de la variedad dual
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X7, Si A; es piramidal reiteramos este procedimiento hasta que lleguemos a una
configuracion que no sea piramidal.

EJjEMPLO 2.31. Este dltimo ejemplo serd retomado de manera general en el capitulo
siguiente. Consideramos la familia de matrices {A,} con a € Z dada por

111 1 1
A,=| 1 0 1 1 0 |.Entonces una matriz dual de Gale para A, es la matriz
001 —a 0
l1+a 0
0 1
B, = —a 0 |.Sil4+a=0o0bien a =0, entonces Ker(A,) esta contenido
-1 0
0 —1
en un hiperplano coordenado, es decir A, es piramidal. Supongamos que a@ = —1.
1 1111
Entonces A ;1= 1 0 1 1 0 |.Entonces X, , = {[xl CTy a3y x5 € P
00110

Lo — Ty = T3 — T4 :0} yX271 = {[fl ng 353 254 : §5] X1 = X9 — Ty :$3—$4:O}.
Claramente, X4_, no es autodual ya que las dimensiones de X4, y de X}  son
distintas. Observar que X4_, es una variedad lisa porque es lineal. Andlogamente
X4, es una variedad térica lisa no autodual. En el Ejemplo 3.23 del capitulo 3,
veremos que para cualquier otro valor de a, X4, es una variedad térica singular
autodual.

Concluimos este capitulo con dos resultados importantes.

PROPOSICION 2.32. Supongamos que A no es piramidal. Entonces dim X% > dim X 4.

DEMOSTRACION. Por el Teorema 2.11 tenemos que X% = U O(p), vy
pE]P’(Ker(A))
como A no es piramidal, existe p € P(Ker(A)) N T

Luego U 0O(p)D U O(p) = U pxO([1:---:1])
pE]P’(Ker(A)) pE]P’(Ker(A))ﬂT"il pE]P’(Ker(A))ﬁT”fl
D U pxO([L:---:1]) = U p*x X4 # 0. Como dim X, =
pE]P‘(KeT(A))ﬂT"*I pEP(KeT(A)) NT7—1
dim p * X4, entonces dim X} > dim X 4. Il

PROPOSICION 2.33. Si la matriz A es piramidal y no tiene columnas repetidas en-
tonces X o no puede ser autodual.

DEMOSTRACION. Por un lado si A es piramidal entonces X% estd contenida en
algiin hiperplano coordenado. Por otro lado, como la matriz A no tiene columnas
repetidas entonces, por el Lema 1.44, X 4 no esta contenida en ninguin hiperplano. Si
X 4 fuese autodual, existirfa un automorfismo f de P"~! tal que f(X4) = X%; pero
f lleva hiperplanos en hiperplanos, lo cual es una contradiccion. Il



Capitulo 3

Variedades toéricas proyectivas autoduales

Nuestro problema original era caracterizar las variedades téricas autoduales del tipo
X 4, es decir, habiendo identificado P"~! y (P"~1)* nos preguntamos cuando existe un
automorfismo f de P"~! tal que f(X4) = X%. En este capitulo damos una respuesta
a esta pregunta. En la primer seccion, con los Teoremas 3.3 y 3.7, en el caso que
la matriz A no sea piramidal. El caso general se trata en la seccion 2. Luego, en la
seccion 3, damos ejemplos de variedades autoduales: variedades asociadas a matrices
de Lawrence, las inmersiones de Segre, etc. Luego construimos familias de variedades
autoduales no lisas ampliando de esta manera las listas hasta ahora conocidas. Fi-
nalmente, en la seccion 4, nos interesamos en el caso de las variedades fuertemente
autoduales, es decir al caso en que el automorfismo f entre X4 y X sea la identi-
dad. Con el Teorema 3.27 adaptamos el Teorema 3.7 de la seccién anterior y damos
una condicion sobre las filas de las matrices de Lawrence para que la variedad X4
sea fuertemente autodual (Teorema 3.30). Nuevamente, a lo largo de este capitu-
lo, supondremos que A = {uy,...,u,} C Myxn(Z) es de rango maximo, que sus
columnas generan a Z¢ como Z-médulo y que (1,...,1) es la primera fila de A.

1. El caso no piramidal

En el segundo ejemplo de 2.17, mostramos, que si A = Cl) (1) (i (1) ), la variedad
X4 es autodual y [1: —1:1: —1] % X4 = X}. Observar que A no es piramidal y
1 0
que un dual de Gale de A es B = _(1) (1) yque [1:—1:1:—1] € Kerg(A).
0 —1

Es esta idea la que generalizamos en el teorema siguiente. Antes, necesitaremos una
observacion.

OBSERVACION 3.1. Siuna matriz A no es piramidal entonces se tiene que P(K@r(A)) =

P(Ker(A)) NT" ! pues P(Ker(A)) NT""! es un abierto denso y no vacio de la var-
iedad irreducible P(Ker(A)) (ver Lema 2.28).

TEOREMA 3.2. Sea A € Myyn(Z) no piramidal y X4 la variedad tdrica asociada.
Son equivalentes:

1. X4 es autodual.

2. 3po € P(Ker(A)) NT"! tal que P(Ker(A)) C O(po).

3. Vp e P(Ker(A)) NT"! se tiene que P(Ker(A)) C O(p).
4. Vpo € P(Ker(A)) NT" ! tal que X} = po * Xa.

41
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5. 3py € P(Ker(A)) NT" ! se tiene que X} = po * X a.

DEMOSTRACION. 1) = 2): Como X 4 es autodual entonces dim(X,4) = dim(X?%).
Por otro lado,

xXi= U o= U O(p) O U O(p) 2 O(py),
pGIP(Ker(A)) pEIP’(Ker(A)) ATr—1 pGIP(Ker(A)) NT7—1

para algtin py € P(Ker(A))NT"* que fijamos. Como dim O(py) = dim poxOQ([1 : -+ : 1]) =
dim X4 = dim X7}, dado que X7 y O(po) son ambas variedades irreducibles, deduci-

mos que X} = O(pp). Como P(Ker(A)) C X} entonces P(Ker(A)) C O(po).

2) = 3): Supongamos que Ipy € P(Ker(A)) N T tal que P(Ker(A)) C O(po). Si
pE ]P’(Ke?"(A)) N T" ! entonces p € O(py) N T" ! = O(py). Luego, como p € O(py)
tenemos que O(p) = O(py).

3) = 4): Si todo punto p € P(Ker(A))NT" ! es tal que P(Ker(A)) C O(p) entonces:

Xo= U O(p) = U O(p) = O(po) = po * Xa
pEIF’(Ker(A)) p€IP’<Ker(A))ﬁ']T”*1
para todo py € P(Ker(A)) NT" L.
4) = 5): Es obvio.

5) = 1): Basta considerar el automorfismo f de P"~! dado por f(v) = pg * v.
U

TEOREMA 3.3. Sea A € Myxn(Z) no piramidal y X 4 la variedad torica asociada.
Entonces X4 es autodual si y sélo si dim X4 = dim X7.

DEMOSTRACION. Es claro que si X 4 es autodual entonces las dimensiones de X 4
y de X coinciden. Supongamos que dim X4 = dim X7 y sea py € P(Ker(A))NT""L.

Entonces O(py) C X. Luego po* O([1:---:1]) C X3y po* O([L:---:1]) tiene
la misma dimensiéon que X4 ya que O([l D 1]) = X 4. Entonces existe pg €
P(Ker(A)) N T tal que py * X4 = X7, es decir, por el Teorema 3.2, X4 es
autodual. U

Antes de pasar al resultado principal de este capitulo veamos algunos corolarios
inmediatos.

COROLARIO 3.4. Sea A € Myxn(Z) no piramidal y X4 la variedad torica asociada.
Entonces si X4 es una hipersuperficie, X o es autodual.

DEMOSTRACION. Si A no es piramidal, sabemos por la Proposicién 2.32 que
dim X% > dim X 4. Como X4 es una hipersuperficie, se tiene que dim X} = dim X4
(X% # P! pues de lo contrario X4 serfa vacia), y luego por el Teorema 3.3, X4 es
autodual. O
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COROLARIO 3.5. Sea A € Myxn(Z) no piramidal y X4 la variedad torica asociada.
Si X 4 es autodual entonces 2d > n.

DEMOSTRACION. Por un lado, en virtud del Teorema 2.11, se tiene que dim X% >
dimIP’(Ker(A)) = n —d — 1. Por otro lado, el Teorema 3.3 implica que d — 1 =
dim X4 = dim X7. Entonces 2d > n. u

Uy e Uy, 0 e 0
U9 . Uy
A0 Upy o Upy 0 . 0
COROLARIO 3.6. Sea A = =
“ ( 0 A ) o - 0 Upgirg1 - Ukgin
D Upgar41 0 Ukgon
0 - 0  Ugrp1r - Udn

una matriz no piramidal. Entonces X4 es autodual si y solo si Xa, y Xa, son auto-
duales.

DEMOSTRACION. La variedad X4 es autodual si y sélo si dim X4 = dim X%. Es
decir, por el lema 2.21, dim X4, + dim X4, + 1 = dim X7} + dim X7 + 1. Como A
no es piramidal, A; y Ay tampoco lo son, lo cual implica que dim X7}, > dim X4,
y dim X7 > dim X4, y entonces de la igualdad anterior se deduce que dim X} =
dim X4, y dim X} = dim X4,, es decir X, y X4, son autoduales. El reciproco es
claro. O

El teorema siguiente permite a partir de una condicién necesaria y suficiente sencilla
caracterizar las variedades autoduales de modo algoritmico. Agradecemos al Prof.
Eduardo Cattani su sugerencia para enunciarlo.

U1

v
TEOREMA 3.7. Sea A € Myxn(Z) no piramidal y B = 2| una matriz dual de

Un
Gale de A como en (2.1).
Entonces X 5 es autodual si y solamente si para toda recta L que pasa por el origen,
se cumple > v; = 0.
v; €L

DEMOSTRACION. En virtud del Teorema 3.2, X4 es autodual si y sélo si existe

po = [Po1 : po2 = -+t poa] € P(Ker(A)) NT™ ! tal que P(Ker(A)) C O(py). Luego
X4 es autodual si y sélo si:

P(Ker(A) NT" ' CO(po) NT" ' =po* O([L:---: 1) NT" ' =pox XaNT" .

Entonces, como todo vector de P(Ker(A)) es de la forma [s,v] := [(s,v1) : (s,v2) :
: (s,v,)] para algin s € C"~*\ {0}, recordando las ecuaciones obtenidas en el
Corolario 1.59, se tiene que X4 es autodual si y sélo si para todo [s, v],
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Py * [SU]Z—pO ¥ [s,0]" =0 Vi=1,...,n—d.
siendo w; la i-ésima columna de la matriz B. Es decir, para todo [s,v],

n n

w, Vis w;r —vi; .
Do’ H (s,05)"" = pq H (s,v5)7%", Yi=1,...,n—d.
Vj; > 0 Vj; < 0
[T opw=p T (o, vi=1,...n—d
Vj; > 0 Vj; < 0
La igualdad anterior es una igualdad polinomial en Cls, ..., s,]; los dos polinomios
deben entonces tener los mismos factores irreducibles ya que Clsy, ..., s,| es un do-

minio de factorizacién tnica. Entonces como (s,v;) y (s, v;) son factores irreducibles
asociados si y solo si los vectores v; y v; son linealmente dependientes, se sigue que
para toda recta L y para todo j se tiene que

E Vji = — E Uji,

viGL,’Uji>0 vi€L7Uji<0
luego > wv;; = 0 para todo j y por lo tanto ) v; = 0.
v; €L v; €L

g

EJjemMpPLOS 3.8. Para ilustrar las igualdades polinomiales que aparecen en la de-

mostracion del Teorema 3.7, veamos los sigueintes ejemplos:
1

(1) Sea A = ( (1) 1 ; ) la matriz del Ejemplo 2.13 y B = | —2 | un dual de
1
Gale. Entonces wy = (1,0, 1) — ( ) y Ba(s,t) = [sty: —2styty : styt3]. Luego
st(—2s5)%t = 11(—2)7211s%(—25)?s", V s € C*, lo cual prueba que X, es autodual.
111000
. . . 100100
(2) Volvamos al Ejemplo 2.14 de la inmersién de Segre donde A = 010010
001001
-1 -1
1 0
y una matriz dual de Gale para A es B = (1] 1 . La parametrizacién de la
-1 0
0 -1

variedad dual de X4 es fa(s,t) = [(—31 — So)tite @ Sitits @ Sotity @ (s1 + So)ty :
—sit3 : —32154]. Los vectores columnas de B se escriben como w; = (0,1,0,1,0,0) —
(1,0,0,0,1,0) y wy = (0,0,1,1,0,0) — (1,0,0,0,0, 1). Entonces:

(=51 — 52)%s1"85(s1 + 52)" (—51)°(—52)" = (=51 — 52) 5185 (51 + 52)°(—s1)" (—52)"
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s1(81+ 82) = (=51 — $2)(—s1) V1,80 €C

y

(—s1 = 52)%s1%85(51 + 52) (—51)°(—52)° = (=81 — 59) 51”85 (51 + 52)"(—51)°(—52)"

So(s1+ S2) = (=81 — $2)(—$2) V s1,89 € C.

lo cual permite reencontrar el hecho conocido que la inmersién de Segre P! x P2 — P°
es autodual. Por otro lado en el Ejemplo 2.14 ya teniamos que dim X, = 3. Entonces
dim X% = 3, y X4 es defectiva ya que X no es una hipersuperficie en P°.

En el enunciado del Teorema 3.7, la hipdtesis de que A no sea piramidal es necesaria,
como lo muestra el ejemplo siguiente.

1111111
1111100
EJEMPLO 3.9. Sea A= 0 0 0 1 1 0 O | yuna matriz dual de Gale para A
01 00O0O0O0
001 0O0O0O0
0 O
0 O
0 O
es la matriz B = 1 1 |. Entonces la dimensién de la variedad X4 es 4.
-1 -1
0 1
0 —1

Cambiando el orden de las columnas y haciendo combinaciones lineales sobre las filas,
la matriz A es piramidal, por lo que siguiendo las ideas del lema 2.30, se llega a una

0011 )
110 0 . Entonces la variedad X4, = {[t:t:5:5] : ¢,5 € C*} =

{ro—21 = 23—25 =0} C PPy X} = {xo+21 = x2+x3 = 0}. Entonces dim X} = 1.
Como X7 ~ X7}, se tiene que dim X4 # dim X7 , lo cual implica obviamente que
X 4 no es autodual. Sin embargo, obsérvese que en la matriz B la suma de los vectores
filas que se encuentran sobre una misma recta es nula.

matriz A; =

2. El caso general

En esta seccion generalizamos los resultados vistos en la seccién anterior, eliminando
la hipdtesis que la matriz A no sea piramidal para caracterizar las variedades téricas
proyectivas del tipo X4 que son autoduales. Seguiremos asumiendo las reducciones
hechas en el capitulo 1.

DEFINICION 3.10. Sea k un entero positivo. Decimos que una matriz C' € Mgy, (Z)
es k-piramidal si existe alguna matriz M € Myyq4(Q) invertible tal que
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kxk (n—k)xk
"1 170 0 0
1 0 0 0
1100 - 0
(3.1) MC = (dR)xk (@—R)x(n—F) € Maxa(Z),
00 --- 0
0 0 0 D
00 --- 0

a menos de permutaciones de columnas, donde [ es la matriz identidad de tamano
k x k y D es no piramidal.

Nuevamente, al ser X¢o v Xjy¢ isomorfas como variedades inmersas, supondremos
que si C' es k-piramidal entonces C' es de la forma (3.1). Observamos que el caso
piramidal es un caso particular de la definicién anterior, tomando k = 1.

TEOREMA 3.11. Sea A = (uq] - |un) € Maxn(Z), con columnas uy, ..., u, repetidas
respectivamente k; + 1 wveces, k; > 0. Sea C € Myxn(Z) con columnas sin repetir
Uy, ..., Up. Sea k = ki + -+ ky € Z. Entonces X4 es autodual si y solo si C' es

L 0 ), Xp C P'k=1 es qutodual.

k-piramidal y si escribimos C' = < 0 D

DEMOSTRACION. Supongamos que C' es una r-pirdmide y que X4 es autodual.
Entonces, por la proposicién 2.22, X = J(Prfl, XD). Por otro lado, por el coro-

lario 1.47, podemos asumir que X4 = [0:---: 0] x X¢ y dim X4 = dim X¢; luego
k
Xa=[0:---:0] x J(]P)T_l, XD). Como C no tiene columnas repetidas, la matriz

k
D tampoco, y el menor subespacio que contiene a X4 tiene codimension k (Lema

1.46). Entonces X} = J(P*, Xz) = J(P*, [0:---: 0] x X},), lo cual implica que

T

X7 esta contenida en un subespacio de codimensién r. Como X4 es autodual, existe
un automorfismo f : P"~t — P! que lleva subespacios en subespacios de la misma
dimension, entonces X4 estd contenida en un subespacio de codimension r; luego,
por minimalidad, k& > r.

Por otro lado, como X4 es autodual se tiene que dim X4 = dim X7} y entonces
r+dim Xp = k+dim X7,. Como D no es piramidal, por la Proposicion 2.32, dim X7, >
dim Xp, entonces r > k, lo cual implica que £ = r, y luego dim Xp = dim X7,.
Nuevamente como D no es piramidal, Xp es autodual.

h I
Supongamos que A tiene ) k; = k columnas repetidas y que C' = ( (f 10) )
i=1

es k-piramidal — la matriz "D no tiene columnas repetidas pues C' no las tiene —.
Por el Corolario 1.47, podemos suponer que X4 = [0:---:0] X X¢, luego X4 =
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[0:---:0]x J(P*}(C), Xp). Entonces X} = J(P*(C), [0:---:0]x X}). Es claro
k k
que en este caso X4 es autodual si y sélo si Xp es autodual.
O
Para ilustrar el Teorema 3.11, veamos el ejemplo siguiente:
100 0 0O0O0O
01 1100O0O0
EJEMPLO 3.12. Consideremos lamatrizA=| 0 0 0 0 1 1 0 0 | € M;xs(Z).
000O0O0OO0T1S1
00011010
Como la segunda columna de A se repite una vez, consideremos la matriz C' =
1000000
01 10000
000110 0 |€Msx7(Z). Entonces C' es 1—piramidal y si D es la sub-
000O0O0T11
0011010
110 0 00
. 001100 .
matriz 00001 1]|E€ Myx6(Z), una matriz dual de Gale para D es, por
011010
-1 -1
1 1
ejemplo, B = _} 8 . Entonces por el Teorema 3.11, X4 es autodual.
0 —1
0 1

3. Construcciéon de familias de variedades autoduales

En esta seccion daremos ejemplos de variedades téricas proyectivas autoduales del
tipo X 4, basandonos en el resultado obtenido en el Teorema 3.7. Con el objetivo de
obtener mas ejemplos que completen la lista de variedades autoduales hasta ahora
conocidas, construiremos varias familias de matrices que producen variedades del tipo
X 4 autoduales, en particular no lisas. Probaremos que las variedades que provienen
de matrices de Lawrence (Definiciéon 3.14) son autoduales y reobtendremos, como
caso particular, el resultado conocido que muestra que las inmersiones de Segre son
autoduales. Finalizaremos esta seccién construyendo familias de variedades téricas
proyectivas singulares que no provienen de matrices de Lawrence, que son autoduales.

EJEMPLO 3.13. Probemos nuevamente, usando el Teorema 3.7, que la inmersién de
Segre vista en el Ejemplo 2.14 es autodual.
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111000
) 1 001 00 )
Recordamos que la matriz es A = 010010 ; una matriz dual de Gale

001001
-1 -1
1 0
. 0 1
correspondiente es B = 1 1
-1 0
0 —1

En este caso v; = (—1,—1),v9 = (1,0),v3 = (0,1),v4 = (1,1),v5 = (—1,0) y vg =
(0,—1). Sea L; la recta de ecuacién y = x, Ly la recta de ecuaciéon y = 0y L3 la
recta de ecuacion x = 0. Entonces:

v1,v04 € Ly y vy +vg = (0,0)
Vg, Us < L2 y U2—|—U5 = (0,0)
V3, Ug < L3 y 'U3—|—1)6 = (0,0)
El Teorema 3.7 implica que la inmersién de Segre es autodual.
DEFINICION 3.14. Una matriz A es de Lawrence si existe una matriz P con en-

Ln I ) € Myxon(Z), siendo M €

tradas racionales e inyectiva tal que PA = 0 M

M(nfd)xn(Z) .

Sin pérdida de generalidad y sabiendo que en ese caso Xpy = X4 (Teorema 1.37),
supondremos que las matrices de Lawrence son de la forma:

(3.1) ( o ) .

LEMA 3.15. Sea A una matriz de Lawrence como en (3.1). Entonces:
1. Ker(A) = {( _z ) RS Ker(M)}.
2. A es piramidal si y solo si M es piramidal.

DEMOSTRACION. La primera afirmacién es clara a partir de la forma (3.1) de
las matrices de Lawrence. Para la otra, si M es piramidal, todo vector v € Ker(M)
tiene alguna coordenada nula, y esto implica, por la parte 1, que A es piramidal.

U1

Reciprocamente, si A es piramidal todo vector v = : € Ker(A) tiene alguna
Van

coordenada nula. Si v; = 0 para algin j = 1,...,n entonces v,4; = —v; = 0, luego

la parte 1 concluye que M es piramidal.
O

COROLARIO 3.16. Si A es una matriz de Lawrence no piramidal entonces X4 es
autodual.
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DEMOSTRACION. Esto es una consecuencia inmediata del lema anterior y del

Teorema 3.7.

g

EJEMPLO 3.17. Veamos como a partir de lo anterior podemos probar que las inmer-
siones de Segre P"~! x P! — P2"~! en general son autoduales. En efecto, el morfismo
o PPl x P — P21 estd definido por:

90([110 Yo yn]7 [950 : Il]) = [yol‘o TYiZo L P Yndo

1 0 01 O 0

0 1 0 1 :

y la matriz asociada es : 0 : o0
0o --.- 10 --- 0 1

1 1 10 0 --- 0

0 O 01 1 1

TYox1 P Y1t

e ynxl]

. Como la pentltima fila

se obtiene sumando las n—2 primeras y restando la dltima, la variedad térica coincide
con la que se asocia a la matriz

1 0 - 01
0 1 . 0
A= -~ -
0 - 0 10
0 0 - 01

0
1

1

0

La matriz anterior es una matriz de Lawrence no piramidal y por lo tanto es autodual.
Observamos claramente, a partir del Teorema 1.60, que dichas variedades son lisas.

EJEMPLO 3.18. Consideremos la matriz A =

Una matriz dual de Gale para A es la matriz B =

1

SO oo oo

0

OO O OO

0

OO O = OO

|
o

000 1 1
000 1 1
000 2 0
000 0 2
100 =2 =2
010 -1 0
001 0 -1
1
1
2
0
2
1
0

Observar que A no es piramidal, ni tampoco es Lawrence por la forma que tienen los

vectores del nicleo de A.
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Los vectores filas de B son vy = (—=2,1),v9 = (=2,1),v3 = (—=2,2),v4 = (—2,0),v5 =
(4,-2),v6 = (1,—1),v7 = (1,0),vs = (1,=1) y vg = (1,0). Sea L; larecta de ecuacién
x — 2y =0, Ly la recta de ecuacién y = x y Ls la recta de ecuacion y = 0. Entonces:

V1,9, V5 € Ly y v1 + vy +v5 = (0,0)

vs, Vg, Vs € Lo y v3 4+ v +vg = (0,0)

Vg, V7,09 € L3y v4 + v7 +v9 = (0,0)

y esto prueba que X4 es una variedad autodual.

Recordamos que si X C PV es una variedad proyectiva, dim X = m, genéricamente
la dimensién de la variedad dual X* es N — 1 y que el defecto de X es def(X) =
N —1—dim X*. En [7], Ein da una demostracion del resultado siguiente, obtenido
por Landman (no publicado):

TEOREMA 3.19. Sea X C PV wna variedad proyectiva lisa no lineal tal que dim X =
m ydef(X) =k >0. Entonces m =k (2).

Con las suposiciones sobre A hechas al principio del capitulo, la variedad X 4 tiene
dimensién d — 1. Entonces como el defecto de X4 es def(X4) = N — 1 — dim X3, si
X 4 es autodual tenemos que:

def(X3)=(n—-1)—-1—-(d-1)=n—-2—(d—1)=n—-d—-1.
En nuestro caso, si X4 es lisa entonces d — 1 =n —d — 1 (2), es decir n = 2d (2), o
sea n debe ser par; el teorema 3.19 se reescribe

PROPOSICION 3.20. Sea A € Myxn(Z) y X4 la variedad tdrica proyectiva. Si X4 es
no lineal, autodual y lisa entonces n es par.

EjEmPLO 3.21. El teorema anterior muestra que si bien la variedad asociada a la
matriz del Ejemplo 3.18 es autodual y no es lisa ya que n = 9.

En los ejemplos que siguen presentamos familias de variedades autoduales no lisas
provenientes de matrices que no son de tipo Lawrence.

EJEMPLO 3.22. Supongamos que n = 7 y consideramos la familia B, de matrices
dados por

2c0 0

—a 0

—a 0

B, = 1 1
-1 -1

0 1

0 -1

Consideremos la familia de {A,}, a € Z de matrices definidas por:

A, = , o € 7.

O OO = =
O = O
—_H OO =
O R =K

O = ==
oL oo+
S ocoocoo
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Entonces A,B, = 0; més ain para cada «, B, es una matriz dual de Gale para A,.
Observar que el caso o = 0 fue tratado en el Ejemplo 3.9, y que si o # 0 entonces
A, no tiene columnas repetidas. La dimension de la variedad X4, es 4.
Consideremos las rectas L1 : y =0,Ly : y =2y L3 : © = 0 y en cada caso, la suma
de (2¢,0), (—a,0)(—«,0) € Ly, (1,1),(=1,-1) € Lo, y (0,1),(0,—1) € L3 es nula.
Por lo tanto, el Teorema 3.7 implica que la variedad X4, es autodual. Por otro lado
estas variedades no son lisas ya que n es impar.

Consecuencias: este ejemplo nos permite

e construir familias de variedades autoduales X4, para cualquier n > 7 y con

(03] 0
Q. 0
dim Ker(A,) = 2. Efectivamente, basta considerar matrices B = 1 1 | con
-1 -1
0 1
0 —1

,
a; #0,> a; = 0 y las matrices A correspondientes.

i=1
e construir familias de variedades autoduales X 4 con el nticleo de cualquier codimen-
siéon. Efectivamente, si el ntcleo tiene dimensién m entonces, podemos considerar

matrices con m columnas

(03] 0 0
: 0
o 0 0
1 1 1 1
-1 -1 -1 -1
0 -1 0 0
0 1 0 0
| 0o 0o -1 o0 0|
0 O 1 0 0

1 0
0 -1
0 1

T
con o; # 0, a; = 0 y las matrices A correspondientes.
i=1
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EJEMPLO 3.23. Supongamos que n = 5 y consideremos la familia B, de nicleos
dados por

1+« 0

0 1

B, = —a 0
-1 0

0 —1

Consideremos la familia {A,}, a € Z de matrices definidas por:

111 1 1
A,=1 101 1 0|,acz
001 —a 0

Entonces A,B, = 0, es decir para cada «, B, es una matriz dual de Gale para A,.
El hecho que A, tenga columnas repetidas es una consecuencia del Lema ?7.
Observemos que los casos a = 0 y a = —1 ya fueron tratados en el Ejemplo 2.31, y
que si o ¢ {0, —1} entonces A, no es piramidal. La dimensién de X4, es 2.

En este caso, consideremos las rectas Ly : y = 0y Ly : © = 0, y la suma de los
vectores (1 + «,0), (—a,0) y (—1,0) € Ly y (0,1),(0,—1) € Ly es nula. Por lo tanto,
el Teorema 3.7 implica que la variedad X4, es autodual. Concluimos que para todo
a ¢ {0,—1}, la variedad X4, es autodual y singular ya que n es impar.

4. El caso fuertemente autodual

Terminamos este capitulo con la nocién de variedad fuertemente autodual.

DEFINICION 3.24. Decimos que X, es fuertemente autodual si n(X4) = X%, o sea
si X4 coincide con X% con la identificacién n entre P*~(C) y P*~1(C)* descrita al
principio de la seccién 1 del capitulo 2.

Entonces, con esta identificacién y abusando de las notaciones, claramente las var-
iedades fuertemente autoduales son variedades autoduales y podemos considerar que
f = td en la Definicién 2.7 y notaremos X4 = X}.

OBSERVACION 3.25. Si bien el isomorfismo 7 no es (C*)?— equivariante, la nocién de
variedad térica fuertemente autodual es de interés por sus aplicaciones en el estudio
de sistemas A— hipergeométricos de ecuaciones diferenciales ([12])

Mas ain tenemos el siguiente resultado:

PROPOSICION 3.26. Sea A € Myy,(Z) no piramidal.
Entonces X4 es fuertemente autodual si y solamente si IP’(KGT(A)) C Xa.

DEMOSTRACION. Si X4 es fuertemente autodual entonces X% = X4. Como
P(Ker(A)) C X} se tiene que P(Ker(A)) C X4.
Al ser A no es piramidal, existe p € P(Ker(A4)) N T". Como Ker(A4) C Xy se
tiene que p € P(Ker(A)) NT" ' € XaNT" ' = O([1: ---: 1]). Entonces O(p) =
O([1 : -+ : 1]). Nuevamente como P(Ker(A)) € X4 = O([1:---:1]) entonces
P(Ker(A)) C O(p). Por el Teorema 3.2 se tiene que X 4 es autodual, luego p* X4 =
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X3 Finalmente px X4 = p«O([1:---:1]) = O(p) = O([1:---:1]) = X4 lo que
termina de probar que X4 = X7}.
0

Podemos adaptar el Teorema 3.7 al caso de las variedades fuertemente autodual.

TEOREMA 3.27. Sea A € Myxn(Z) no piramidal y B una matriz dual de Gale de A.
Entonces, con las mismas notaciones que en el Teorema 3.7,

(3.1)
( (a) para toda recta L que pasa por el origen
se tiene que Y v; =0
v; €L
X aes fuertemente autodual < m) 1] v;j _—_— Uj—iuji’vz. — 1. n—d
J=1 Jg=1
L Vj; > 0 Vi < 0

DEMOSTRACION. Como las variedades fuertemente autoduales son autoduales,
la prueba de este teorema es identica que la del Teorema 3.7, por lo que retomaremos

las mismas notaciones. La Proposicion 3.26 implica que X 4 es fuertemente autodual
siy s6lo si P(Ker(A)) NT"' € X4 NT""!. Es decir si y sélo si:

[T o= TI (o)™ vi=l...n—d
j=1 j=1
Vj; > 0 Vj; < 0
de donde se deduce el teorema a partir del Teorema 3.7.
O
OBSERVACION 3.28. 1. en esta ultima igualdad polinomial, lo que difiere de la

demostracion del Teorema 3.7 es el ajuste de la constante multiplicativa. En
este caso es 1, pero en el caso autodual dependia del punto pg. Este ajuste se
hace a partir de la segunda condicién.

2. Si b; un vector del nucleo con todas sus coordenadas no nulas entonces la

condicién (b) del Teorema 3.27 se escribe [ b?; = lparatodoi =1,...,n—d.

Jj=1

EJjEMPLO 3.29. En el Ejemplo 3.18, la variedad X 4 es fuertemente autodual. Efec-

-2 1
-2 1
-2 2
-2 0
tivamente como B = 4 —2 |, entonces para los vectores columnas de B,
1 -1
1 0
1 -1
1 0
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wy = (—2,-2,-2,-2,4,1,1,1,1) y we = (1,1,2,0,—-2,—1,0,—1,0) se tiene que:

9 9
II vt =41 = (<2)7(-2)2(—2)%(—2)° = II v
J= J=
Vi1 > 0 Vi1 < 0
9 9
[T op=1r2=(2-0n'= [ v
Jj=1 Jj=1
Vo > 0 Vo < 0

Finalizamos esta seccién hallando una condicion sobre las matrices de Lawrence para
que las variedades toricas correspondientes sean fuertemente autoduales.

TEOREMA 3.30. Sea A una matriz de Lawrence no piramidal. Entonces:
X es fuertemente autodual si y solo si existen filas de M tal que su suma tiene todas
sus coordenadas impares.

DEMOSTRACION. Sea A una matriz de Lawrence no piramidal. Por el Corolario
3.16, sabemos que X4 es autodual. Para ver cuando X4 es fuertemente autodual
basta aplicar la condicién (b) del Teorema 3.27 a los vectores de P(Ker(A)). Si B
es una matriz dual de Gale de A, sus vectores columnas son de la forma (—b,b) con
b e K@T‘(M), M = ((m”)) S Man<Z)

La variedad X, es autodual si y sélosi  [] wv/'= [ (—vj)” % para todo
J=1 J=1
Vji > 0 Vi < 0
1i=1,....n—d
o : C 2 vji
Es decir, si para todoi =1,...,n —d, X4 es autodual si y sélosi (—=1)=1 =1, 1o

cual equivale a pedir que para todo b = (by,...,b,) € Ker(M) se tiene que > b; es
i=1
par. Esta condicién equivale a >~ b; = 0( mdd 2), es decir, 1.by + L.by+---+ 1.b, =
i=1
0( méd 2), lo cual implica que (1,...,1) pertenece al subespacio de filas de M (
mod 2).
Entonces si (1,...,1) pertenece a <(m_11, e )y e (g, - ,mdn)>22 C Zy, sien-

do my; = { ?’ Mg €5 THDAT , existen escalares aq,...,aq € Zs tales que el vector
, M;j €s par
d
(1,...,1) = > a;(my1, ..., Myy,). Luego si suponemos que los r primeros escalares
i=1 . ,
son no nulos tenemos que (1,...,1) = > (Mg,..., M), es decir Y my, es impar
i=1 =1

Vk=1,... n O
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EJEmMpPLO 3.31. El Teorema 3.30 permite afirmar que, por provenir de matrices de

I I,
Lawrence del tipo A = , las inmersiones de

00 -0 11 1

Segre P! x P! — P?"~! son fuertemente autoduales. Més aun, la variedad térica
X 4 tiene dimensién n en P! y como es autodual, X% es defectiva excepto cuando
n=2.
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