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IV. Banachriaume

§1. Teilrdiume und Teilmengen eines normierten Vektorraums

Den Begriff eines normierten Vektorraums N (iiber C) und den Begriff
eines Banachraums B (iiber C) hatten wir bereits in Definition I11.4.2 ein-
gefiihrt, dazu einige andere Begriffe. Wir wiederholen nun einen Begriff und
studieren im iibrigen einige Erweiterungen bereits bekannter Definitionen.

Definition IV.1.1: Sei >  # 0 eine Teilmenge eines normierten Vek-
torraums N diber C. > heifit offen, wenn es zu jedem x € > eine Kugel
K.(x) ={yly e N, |ly — z|| < e} um x gibt mit K.(v) C N; dabei ist
der Radius € der Kugel K. (x) um z eine positive Zahl. Y # () heifst abge-
schlossen, wenn folgendes gilt: Sei (x,,) eine Folge aus N, die fiir n — oo
gegen x € N konvergiert, d.h. ||z, — x|| — 0, n — oo. Dann ist auch
xr € Y. > heifft prakompakt, wenn jede Folge (x,) aus > eine Teilfolge
(wn,) enthilt, die eine Cauchy-Folge ist, d.h. ||x,, — x| — 0, k, — oo,
> heifit kompakt, wenn jede Folge (x,) aus > eine Teilfolge enthdlt, die
gegen ein Element aus Y konvergiert. O, N' sind offen und abgeschlossen.
x € Y heifit innerer Punkt.

Ein Teilraum 91 eines normierten Vektorraums A ist ein Untervektor-
raum von N . 9t heifit abgeschlossen, wenn 90t als Teilmenge abgeschlossen
ist. Sei I eine Indexmenge, seien M, ¢ € I, Teilrdume von . Dann ist

at!

T
wieder ein Teilraum von 91. Seien ), ¢ € I, offene Teilmengen von .
Dann ist

U2

el 1

offen. Seien AZ/L, L € I, abgeschlossene Teilmengen von 91. Dann ist
el o

abgeschlossen. Infolgedessen ist fiir einen Teilraum 9T von N

U T

abgeschl. Teilraum von =,
TOM
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abgeschlossener Teilraum von 91. 91 heifit die AbschlieBung von 9. Die
sogenannte mengentheoretische Abschliefung von 91 als Teilmenge von
N, ndmlich

U A

a abgeschl. Teilmenge von
ADM

ist gerade die Menge aller z € A/, zu denen es eine Folge (z,,) aus 9 gibt
mit ||z, —z|| — 0, n — oo. Daher ist die mengentheoretische AbschlieSung
von M als Teilmenge von N wieder ein Teilraum von N und somit gerade
9. Zu jeder Teilmenge Y gibt es einen kleinsten Teilraum Ly von N, der

> enthélt, ndmlich ﬂ M. Es ist

o Teilraum von v
MDY

fi= A0, Iv=fnp €2

Le = U eN BN =N eNwd " (5 ex = onyp) € C

N
mit f = Z ijj}
j=1
Ls~ heifit der von ) aufgespannte Teilraum von N

Wie schon im Fall eines Préahilbertraums oder Hilbertraums nennen wir
N separabel, wenn es eine abzihlbare Teilmenge > von N gilt, die dicht
in N liegt, d.h. zu jedem & > 0 und jedem f € N gibt es ein g € > mit
I|f —gl|| < e.Ist N spearabel, so ist es auch jeder Teilraum 90t (Beweis wie
Hilfssatz 11.2.2).

Definition IV.1.2: Sei N ein normierter Raum. Eine Teilmenge > von
N heifit vollstindig in N, wenn Ly = N ist.

Satz IV.1.1: FEin normierter Raum st dann und nur dann separabel,
wenn N eine abzihlbare vollstindige Teilmenge enthdilt.

Beweis: Ist N separabel, so ist nichts zu zeigen. Nun enthalte A eine
abzéhlbare vollstédndige Teilmenge > . Dann ist die Menge aller endlichen

Linearkombinationen
N
Zcf fl;"')fN627
— Rk c1,...,cy € C mit rationalem Real- und Imaginérteil,

abzahlbar und dicht in N. ]



Hinsichtlich des Abstandes eines Punktes von einem abgeschlossenen Teil-
raum von N gilt:

Satz IV.1.2: Sei N ein normierter Vektorraum. Sei 9 ein abgeschlosse-
C

ner Teilraum von N, und sei & ein weiterer Teilraum von N mit I # &.
Dann gibt es zu jedem X\ < 1 ein o € & mit ||p|| =1 und || — f|| > A fir
alle f € M.

Beweis: Zunichst existiert ein g € & — 9. Sei

d = inf ||g —
inf [lg = 1l
Wire d = 0, so existierte eine Folge (f,,) mit f, € MM, n € N, und ||g —

fall — 0, n — oo. Aus der Abgeschlossenheit von 9t folgte: g € 9N,
ein Widerspruch. Also ist 0 < d < +o00. Sei fy € 9 so gewahlt, dafl

lg = foll < d/Xist. Sei p = (9 — fo)/[lg — fol|- Dann ist [|o]| =1, ¢ € &,
und

g—fo g — (fo+Ilg — follf)
—J =7 777"/ = .
o= T
fo+1lg = follf = h ist aus M: Also ist
lg — Al
— = ————>d/(d/\) = )\ M.
o — fl] Hg—fo\lz [(d/XN) =X, f€

]

Satz IV.1.2 wird uns im Banachraum als Substitut fiir den fehlenden Satz
von der orthogonalen Projektion (Satz I1.2.1) dienen.

Hinsichtlich der Abgeschlossenheit endlichdimensionaler Teilrdume gilt

Satz IV.1.3: Sei N ein normierter Vektorraum. Sei I ein endlichdi-
mensionaler Teilraum. Dann ist 9N abgeschlossen.

Beweis: 91 ist endlichdimensionaler Vektorraum {iber C, etwa der Di-
mension n € N. Sei {¢1,...,p,} eine Basis von 9. Dann ist

fmz{f\fzzckfk, cL,...,cn € Ch.
P

Wir behaupten nun:



(IV.1.1) 1D cuhill > (Z cvf)
k=1 k=1

mit einer positiven Konstante «. Dies sieht man so: Die Funktion, die
durch

n

k=1
auf S = {z]z € C", |z| = 1} definiert ist, ist auf der kompakten Menge S
stetig und nirgends Null. Folglich wird das Minimum angenommen und ist
positiv. Mit o = min.cg ¢(2) folgt (IV.1.1) sofort. Sei nun (f,,) eine Folge
mit f,, € M, m € N. Die Basisdarstellung von f,, sei

n

k=1

Ist nun f,,, konvergent gegen f € N', n — 00, so ist (f,,) eine Cauchy-Folge.
(IV.1.1) zeigt, daB die Folgen (c,im)), k=1,...,n, Cauchy-Folge in C sind,
also

c,(fn) — ¢ in C, m — oo.

Die Dreiecksungleichung liefert sofort f,, — f, m — oo, mit

[ = Z crpr < M.
1



§2. Das Prinzip der gleichméfligen Beschrinktheit. Schwache und
schwache-x-Konvergenz

Das Prinzip der gleichmé&fiigen Beschranktheit konnen wir aus III.1 iiber-
nehmen.

Satz IV.2.1: Seien B und B’ zwei Banachrdume mit Norm ||.|| und ||.||’.
Sei {T,|c € I}, I eine beliebige Indexmenge, eine Menge von beschrinkten
linearen Operatoren T, : B — B'. Zu jedem x € B gebe es eine Zahl M (z),
die von x abhdingen kann, derart, daf

ITall < M(z),0 €1,
1st. Dann gibt es eine Zahl M > 0 derart, dafs

T <M, el
1st.

Beweis: Fiir den Beweis verweisen wir auf Satz 111.1.4 und die nachfol-
gende Bemerkung. ]

Wir betrachten den Fall B’ = C mit dem Betrag als Norm. Wir schreiben

B* = L(B,C)

und bezeichnen B* als den zu B dualen (auch konjugierten oder adjungier-
ten) Raum. Wir hatten im Falle zweier beliebiger Banachraume B, 5’ in
I11.4 bereits erwéhnt, dafi L(B, B’) ein Vektorraum iiber C ist. Der folgende
Satz liefert eine weitere Information in dieser Richtung.

Satz 1V.2.2: Seien B, B’ zwei Banachrdume. Im Vektorraum L(B,B') de-
finiteren wir eine Norm wie wn I11.4 durch

sup
1T = jes, ITAI
1fl1=1
wobei wieder ||.|| die Norm in .... ist. Mit dieser Norm wird L(B,B’) zu

einem Banachraum.

Beweis: Der Nachweis, da8 L(B,B’) mit der oben eingefiihrten Norm zu
einem normierten Vektorraum wird, sei dem Leser iiberlassen. Wir ha-
ben jetzt die Vollstdndigkeit zu zeigen. Sei also (7},) eine Cauchy-Folge in
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L(B,B’). Wegen ||(T,, — Trn)x||" < ||Tn — Thl|||z|| ist dann auch (T),x) eine
Cauchy-Folge in B'. Sei Tx = lim,,_., T,,x. Dann ist dadurch eine lineare
Abbildung von B in B’ gegeben. Da die T},, n € N, eine Cauchy-Folge in
L(B,B’) bilden, ist insbesondere ||T,|| < M, n € N, mit einer positiven
Konstante M. Also ist ||Tz||" < M||z|| und T' € L(B,B’). Wir haben nur
noch zu zeigen, da ||T' — T,|| — 0, n — oo. Sei ¢ > 0. Dann gibt es
ein Ng = Ny(e) € N, so daBl ||T,, — T,,|| < /2 ausféllt fiir n,m > Nj.
Sei x € B, ||z|| < 1. Wir wihlen ein m(z) € N mit m(x) > Ny und
| T2 — Tpyz|| < €/2. Fiir n > Ny(e) folgt somit

(T =Tzl < |1 Tx = Tzl + 1Tz — Toxll <,

[T =T, = Sup (T = Th)z|| <e.
llz||=1

]

Der vorstehende Satz liefert insbesondere, daff der Dualraum B* zu einem
Banachraum B wieder ein Banachraum ist. Die Elemente aus B* heiflen, wie
schon im Fall eines Hilbertraums, die beschrankten (oder stetigen) linearen
Funktionale in B. (B*)* = B** ist natiirlich auch wieder ein Banachraum,
er heifit der Bidualraum zu B.

Definition IV. 2.1: Sei B ein Banachraum. Sei natirliche Abbildung
I : B — B* ist folgendermafen erklirt: I(x)(f) = f(x), f € B*.

Fiir I(x) schreiben wir auch Iz. Es ist leicht zu sehen, dafl Ix(af + Bg) =
olxf + Blxg, f,g € B*, z,8 € C, ist. Daher ist [z eine lineare Ab-
bildung von B* in C. Auflerdem ist |Iz(f)| < ||fl|/|z|| = [|=||||f]], so
dafl Ix ein beschrianktes lineares Funktional in B* ist. Natiirlich ist auch
Iax + By) = alz + Bly, v,y € B, a,8 € C. Daher ist I eine lineare
Abbildung von B in B**. Nun ist

[Lz|g = sup [[Tz(f)]] < [|]].
feB*,
1Fllg*—1

Hieraus folgt, dal I € L(B,B*) ist mit ||I|]| < 1. Einige Fragen erhe-
ben sich im Zusammenhang mit der Abbildung I: Ist I eineindeutig, ist [
normtreu, d.h. |[Iz||g~ = ||z||, ist I surjektiv? Auf diese Fragen soll spéter
eingegangen werden. Im Fall, da3 B ein Hilbertraum H ist, stellt sich die
Situation folgendermaflen dar: Auf Grund von Satz I1.3.1 gibt es zu f € H*
ein und nur ein g € ‘H mit




f(h) = (h,g), h € H,

und wir haben ||f|| = ||g||.- Umgekehrt ist durch (., g) bei vorgegebenem
g € H in Element f € H* definiert mit ||f|| = ||g||. Somit ist [x(f) =

flx)=(z,y),x €, fE..F

[zl = sup [(2, y)] =[]
llgll=1
Damit ist in diesem Fall I eineindeutig und normtreu. I ist auch surjektiv.
Sei nédmlich I die soeben eingefiihrte Zuordnung f — g,d.h. g =TI f Dann
ist I antilinear (man sagt auch semilinear), d.h. I(af1 +0fs) = al fi+B1 fo,
fi, fo € H*, a, 8 € C. Sei nun F € H**. Also ist F(f) = Foffl(g). Da !
wegen der Antilinearitdt von I auch antilinear ist, ist durch die Zuordnung

g r— Fol ~1(g) ein Element aus H* gegeben. Also gibt es ein und nur ein
z e Hmit Fol-(g) = (¢9,2), g € H, dh. BT Yg) = (x,9), F = I

Beispiele fiir Dualrdume geben wir am Ende dieses Paragraphen. Wir kom-
men nun zum Begriff der schwachen Konvergenz (vgl. auch I11.1).

Definition IV.2.2: Sei B ein Banachraum. Eine Folge (u,) in B heifit
schwach konvergent, wenn (f(u,)) eine konvergente Folge in C ist fiir jedes
f e B*. Wenn es einu € B gibt derart, dafl f(u,) — f(u), n — oo, fir alle
f € B*, so heifit die Folge (uy,) schwach konvergent gegen w. In Zeichen:
Up — u, n— 00. u heiffit schwacher Grenzwert oder Limes von (uy,).

Um diesen eben eingefiihrten Begriff der schwachen Konvergenz u, — u
vom bereits bekannten Begriff der Konvergenz der Folge (u,) gegen u in
B (u, — u, n — oo, erklart durch ||u, — u|| — 0, n — o0) abzugrenzen,
schreiben wir zum ersten Fall auch v = w — lim,,_» u,, im zweiten Fall
auch v = s — lim,, . u,, und reden im zweiten Fall auch von starker Kon-
vergenz. Konvergenz schlechthin bedeutet immer starke Konvergenz.

Hilfssatz IV.2.1: Sei (u,,) eine schwach konvergente Folge in einem Ba-
nachraum B. Dann hat (u,) héchstens einen schwachen Grenzwert,

Beweis: Der Beweis wird im folgenden Paragraphen erbracht. ]

Starke Konvergenz impliziert schwache Konvergenz, aber nicht umgekehrt,
es sei denn, der Banachraum B ist endlichdimensional (Man wéhle eine
Basis von B, etwa 1, ..., p,, und die duale Basis ¢7,..., ¢} von B*; im
endlichdimensionalen Banachraum B ist jede lineare Abbildung f : B — C
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stetig). Weiter braucht eine schwache konvergente Folge in B nicht notwen-
dig einen schwachen Grenzwert zu haben. Ist dies jedoch der Fall, so heifit
B schwach vollsténdig.

Hilfssatz IV.2.2: Sei B ein Banachraum, I : B — B** die natirliche
Abbildung gemafl Definition IV.2.1. Dann ist

2|l = [[z]|, = € B.

I ist also normtreu, insbesondere ist I eineindeutig. R(I) ist abgeschlosse-
ner Teilraum von B**.

Beweis: Die Normtreue wird im nédchsten Paragraphen bewiesen. Sei [x,, —
F, n — oo, in B* fiir eine Folge (/z,) aus R(I) und ein F' € B*. Aus der
Normtreue von [ folgt, dafl (x,) eine Cauchy-Folge in B ist, also x,, — =,

n — oo, fiir ein x € B. Also ist Iz1 — Ix, n — oo, in B**, und wir haben
F=1Ix. ]

Als Banachriaume sind B und R([) nicht zu unterscheiden (R([) ist we-
gen der eben gezeigten Abgeschlossenheit mit der Norm von B** ein Ba-

nachraum). Man sagt, B sei isometrisch in B** eingebettet. Es kann aber
durchaus der Fall R(I );B** eintreten.

Hilfssatz IV.2.3: Sei (u,) eine schwach konvergente Folge im Banach-
raum B. Dann ist die Folge (||u,]|) beschrdnkt.

Beweis: Wegen der Konvergenz von (f(u,)), f € B*, und

Tun(f) = f(un), n €N,

ist [Tu,(f)] < M(f), n € N, mit einer Konstanten M (f) > 0. Satz IV.2.1
zeigt, daB || Tuy,||p~ < M, also ||u,|| < M, n € N, ist nach Hilfssatz IV.2.2.
O

Hilfssatz IV.2.4: Sei (u,) eine beschrinkte Folge in einem Banachraum
B, d.h. (||un||) ist beschrankt. Fir die schwache Konvergenz von (u,) (ge-
gen u) in B ist es hinreichend, daff (f(u,)) konvergiert (gegen f(u)) fiir
alle f aus einer vollstindigen Menge > " aus B* (d.h. die endlichen Line-
arkombinationen Ly sind dicht in B*).

Beweis: Sei



F = chfk € Ez*
k=1

(c1,...ycm) € C, fi,..o, fm € >°7). Dann ist auch (F(u,)) konvergent
(gegen F'(u)). Ly~ ist dicht in B*. Sei G € B*, ¢ > 0. Sei F' aus Ly und
|F— Gllg < e. Esist |F(u,) — F(u)| < e, n,l > Ny = Ny(e) € N. Also
haben wir

|G (un) = Glu)] < [Gun) = Fun)| + | F(un) = F(u)| + |F(w) = Gu),

< 2esup ||up|| +¢, n,l > NyeN
meN

so daf} (G(u,)) konvergiert fiir jedes G € B*. Ist (f(u,)) konvergent ge-
gen f(u), n — oo fiir alle f € Y7, so argumentiert man ebenso, indem
man u, —u; durch u, —u ersetzt und erhilt G(u,) — G(u), u — oo, G € B*.

Die Beziehung zwischen starker und schwacher Konvergenz ist gegeben
durch

Satz 1V.2.3: Fine Folge (u,) in einem Banachraum B konvergiert dann
und nur dann stark, wenn (f (u,)) gleichmdfig konvergiert in { f|f € B*,||f||g <

1} (oder {f|f € B*, || fllg =1 ).

Beweis: Wir setzen zunichst die gleichméfige Konvergenz von (f(u,))
in {f|f = B*, ||f||g- = 1} voraus. Dies impliziert, daf} es zu jedem £ > 0
ein Ny = Ny(e) € N gibt mit

|f(un) — f(um)| <€, n,m > Ny, f=B"||fllz =1

Im folgenden Paragraphen zeigen wir, dafl es zu jedem u € B, ein f € B*
gibt mit f(u) = ||ul|, || f||z- = 1. Also ist

tm — un|| < sup |f(un) — flum)| =&, n,m > Ny,
1t
so daB (u,) eine Cauchy-Folge in B und daher konvergent ist. Konvergiert
andererseits (u,) stark, so ist fur f € B*, ||f||p- < 1 gerade |f(un) —
fluw)| = I fllwn — wml| < [|un — uml|, so daB sich die gleichméfige Kon-
vergenz ergibt. [

Fir Satz IV.2.3 geniigt es natiirlich, die gleichméfBige Konvergenz von
(f(uy)) in einer dichten Teilmenge von {f|f € B*, || f||g- < 1} einzufiihren
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statt der in {f|f € B*,||f||z- < 1}.

Im Dualraum eines Banachraums steht uns neben der schwachen und star-
ken Konvergenz noch ein anderer Konvergenzbegriff zur Verfiigung, die
schwache-x-Konvergenz.

Definition IV.2.3: Sei B ein Banachraum, B* sein Dualraum. Sei (fy)
eine Folge aus B*. (f,) heiffit schwach-«x-konvergent gegen f € B* genau
dann, wenn f,(u) — f(u), n — oo, fir alle u € B.

Die schwache-*-Konvergenz ist schwécher als die schwache Konvergenz in
B*. Sei namlich (f,) schwach konvergent gegen f € B*, so folgt F(f,) —
F(f), n — oo, FF € B*. Wenn I : B — B* die in Definition 1V.2.1
eingefiithrte natiirliche Abbildung ist, so folgt ITu(f,) — ITu(f), n — oo,
u € B, also f,(u) — f(u), n — oo, u € B. Wenn (f,,) schwach-x gegen f
konvergiert, so schreiben wir f,, " f oder f = w — % — lim,, .o fu. f heifit
der schwache-*-Grenzwert von (f,) oder schwache-*-Limes von (f,).

Hilfssatz IV.2.5: Sei B ein Banachraum, B* sein Dualraum. Sei (f,)
eine Folge in B* derart, daf (f,(u)) konvergiert fir jedes u € B. Dann ist
die Folge (|| f.||s+) beschrinkt.

Beweis: Da (f,(u)) konvergiert, u € B, gibt es zu jedem u € B ein
M(u) > 0 mit |f,(u)] < M(u). Aus Satz IV.2.1 folgt nun die Behaup-
tung des Hilfssatzes. ]

Im Gegensatz zur schwachen Konvergenz in B, ist B* schwach-*-vollstdndig
beziiglich der schwachen-*-Konvergenz. Genauer gilt der

Satz IV.2.4: Sei B ein Banachraum mit Dualraum B*. Sei (f,) eine
Folge in B* derart, daf$ (f,(u)) konvergiert fir jedes u € B. Dann gibt es
ein und nur ein f € B* mit f, f, n — oo.

Bewelis: Sei

f(u) = lim f,(u), u€B.
Man erkennt sofort, daffl f : B — C eine lineare Abbildung ist. Nach
Hilfssatz IV.2.5 ist ||f.]| < M, n € N, mit einem M > 0. Also ist
|[f(w)| < Mllu||, v € B, und somit f € B*. Die Eindeutigkeit von f ist
trivial. ]
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Die folgenden Resultate werden wie im Fall der schwachen Konvergenz
bewiesen:

Hilfssatz IV.2.6: Sei B ein Banachraum mit Dualraum B*. Sei (f,,) eine
Folge in B*. (f,) konvergiert stark in B* gegen f € B* dann und nur dann,
wenn (fn(u)) gleichmdssig in {ulu € B,||ul| < 1} (oder {ulu € B, ||u|| =
1}) konvergiert. Sei (|| f.]|) beschrankt. Fiir die schwache-x-Konvergenz der
Folge (f,,) ist es hinreichend, wenn (f,(u)) konvergiert fir alle w € »_ mit
einer in B vollstindigen Menge ).

Wir kommen nun zu den angekiindigten Beispielen fiir Dualridume.
Wir beginnen mit den Folgenrdumen. Dabei machen wir freien Gebrauch
von den folgenden Ungleichungen fiir komplexe oder reelle Zahlen, die in
den Ubungen bewiesen werden sollen: Sei N € N, seien z,...,zy € C.
Dann ist

N N N
V2> 16zl < (S IGM Y- (3 la e,
v=1 v=1

fallsl<p,q<—|—oo,l—|—$:1,

< maxi<,<n |2 - Zy:l [@F
falls p = 1 und ¢ = +o0 gesetzt wird, was formal zu 1/p + 1/q = 1 fiihrt.

(IV.2.1) heifit Holdersche Ungleichung. Falls 1 < p < 400 ist, gilt

(IV.2.2) (0 1C+ 2P < (50 2 MYe + (2N |2 7).

(IV.2.2) heifit Minkowskische Ungleichung. Fiir +00 > p > 1 machen wir

b ={(zn)ln € C, Y |aa]” < +o0}

n=1
in evidenter Weise zu einem Vektorraum iiber C. Aus (IV.2.2) folgt, daf3
durch

[(@n)llip = le [Py

eine Norm in [, definiert; der Leser kann sich leicht iiberlegen, dafl [,
beziiglich dieser Norm vollstandig ist, der normierte Vektorraum /[, iiber
C also ein Banachraum ist. Im Fall p = +o0 setzen wir: (¢) = {(z,)|x, €
C, n € N, (z,) konvergiert fiir n — oo},
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lo = {(x)|z, € C, n € N;sup |z,| < 400}
neN

Dies liefert jeweils einen Vektorraum iiber C, der mit der Norm

[(@n)|]1c = sup |za| = [[(20)]l (0
neN
zu einem Banachraum wird. Sei nun +oo > p > 1. Sei 1 5 —I— = 1, falls

+oo>p>1,q=1, falls p = +00, ¢ = +00, falls p = 1 ist. Jedes Element
(zn) €1, deﬁmert uber l, durch

= Zanna (Cn) € Iy,
n=1

liefert ein f € [). DaB dies auch alle Elemente aus [, sind, zeigt

Hilfssatz IV.2.7: Sei +oo > p > 1. Dann gibt es einen normtreuen
Vektoranmisomorphismus 1 L, — 1y (baw. (¢)* — l1). Also kann man
l, und l; als Banachriume nichl unterscheiden, und wir schreiben [; =,
(bzw. (¢)* = ly). Hierbei ist 2—1) +% =1, falls +00 > p > 1, ¢ = 1, falls
WD = +00“ d.h. falls I, durch (c) ersetzt wird, ¢ = 400, falls p =1 ist. Die
natirliche Abbildung I : 1, — 7% ust surjektiv, 1 < p < +o0.

Fiir p = 2 sind wir mit dem obigen Resultat bereits durch die Abschnitte
[.4, I1.1, I1.3 vertraut.

Beweis des Hilfssatzes IV.2.7: Sei f € [}, Sei e¢; = (0,...,0,1,0,...),
d.h. die Folge, die an der i-ten Stelle eine 1 und sonst nur Nullen hat. Sei

f(ei) = fi, i € N. Sei (x;) € l,,. Dann ist (v = (2;))

00
Tr = E xT;€;
1=1

mit einer in [, konvergenten Reihe, so dafl aus der Stetigkeit von f folgt

o0
= szfz
i—1

Sei nun x; = | f;|97%f; fiir alle i mit s = 1,...,n, fi # 0, und 0 sonst. Dabei
ist 1 <q < +o0,d.h. 1 <p<+o0. Dann ist

F@)] =D 1A < 2],
i=1
mit

13



n

[lli, = Q1)

1=1
n

= (Z £l 92,

1=1

da (¢ — 1)p = p ist. Hieraus folgt

*
L5s

O < if
=1

und der Grenziibergang n — oo liefert

D ADYE<If ;-
1=1

Die Holdersche Ungleichung (IV.2.1) liefert gleichzeitig | f ()| < ||z|[;,[|(fi)]]i,,
also |[f{li; < [I(fi)lls,, also

1y = 11CF) i, -

Indem wir nun I f = (fi) setzen, f € [}, sehen wir, daf T eine lineare
Abbildung von [ in [, ist, die normtreu und somit eineindeutig ist. Wie
schon vor diesem Hilfssatz erwihnt, definiert (z;) € [, ein Element z € [;
offenbar ist gerade z(e;) = z;, also (z;) = Iz. Daher ist I auch surjektiv.
Im Fall ¢ = +o00, d.h. p =1, setzen wir fiir irgendein j € N mit f; # 0

r; = fi/lfil,

r; = 0 sonst .

Dann ist [[z|[;, < 1, [f;] < [|fl[i, also supjen |fi] < [[f]lix < supjen|fil,
supjen | fil = [[flliz. Die Surjektivitidt von T sieht man wie eben. Im Fall
,p = +00“, d.h. ¢ = 1, muB} etwas anders argumentiert werden. Fiir x =
(¢m) € (¢) haben wir die Darstellung

T =Geo+ Y (Gn— G0)em
m=1

mit einer in (¢) konvergenten Reihe, wobei ¢y = limy, o0 G, €0 = (1,1, 1,...)
ist. Fiir jedes f € (¢)* gilt demnach

14



f(z) = Gfleo +Z
m=1

= CofoJrZ — o) fms

wobei fi = f(eg) ist. Fiir n € N setzten wir (,, = fu/|fm|, falls m € N,
1 <m <n, fm 7é 0 ist, und (, = 0 sonst. Dann ist ((,) € (¢), (n — 0,
m — oo. Fiir 2" = (¢,,), ¢, wie eben, folgt ||z <1,

F@)=f@a)l =D |ful <IIfll@ n €N,

m=1

also (fi) € l. Sei nun fo = fj— >~ | fm. Dann ist

f(l') = COf(/) + Z Cmfm - CO Z fm7
m=1 m=1
= Cofo+ Y nfms also
m=1

F@)] < 1fol + D [l
m=1

wenn = = ((,,) ein allgemeines Element aus (c) ist mit [|z]|) < 1, ( =
limy, oo G- Sel €, definiert durch f,, = €,|fml, m € NN {0}, f. # 0. Sei
neN, (n=1/en, meNN{0},0<m<n, f, #0, {;, = 1/ep, m € N,
m > n + 1, wobei wir fiir den Augenblick voraussetzen, dafl fy # 0 ist.
Dann folgt aus der letzten Gleichung fiir f(x):

|f(x |—||fo|+Z|fm|+— Z Fl < M1 f 1o

m n+1

| fol +Z | fonl <A1y
m=1

da fiir die eben gewéhlte spezielle Folge ((,,) gilt: (,, — 1/eg, m — oo,
[(Gn)ll() = 1. Wie schon vorher gezeigt, gilt die letzte Ungleichung erst
recht, falls fy = 0 ist. Also ist

£l = 1fol + > 1fm
m=1

15



und die lineare Abbildung I : (¢)* — Iy diedurch (¢)* > f — (fo, f1, fo,--.)
definiert ist, ist normtreu. Ist umgekehrt (zg, 21, 29, ...) aus [; mit

O
||(207Z17227 .- ')Hh - ’ZO| + Z |Zm’ < 09,

so wird durch

n%lnéo Cm - 20+ Z szm - f(x)a
m=1

wobei © = () € (c) ist, ein Element aus (c)* definiert mit || f||
1z0] + D i |zm|- Fiir den letzten Teil des Beweises, der nur den Fall
1 < p < 400 betrifft, argumentieren wir wie folgt:

Offenbar gewinnen wir einen normtreuen Vektorraumisomorphismus

T:lp—>l;*, 1 <p<+oo,

indem wir

(Tw)(f) = Zwi(ff)i, wel, fel

setzen. Dabei ist wieder (If); = f(e;), i € N. Sei F € Ly F = Tw. Dann
ist F(f) = (Tw)(f) = f(w) = (Iw)(f). Damit ist der Hilfssatz bewiesen. [J

In I11.4 hatten wir schon die Banachrdume LP(€)) eingefiihrt, wohin 2 eine
beschréankte offene Menge des R” und p eine endliche Zahl > 1 ist. Wir defi-
nieren nun L>(Q) in der folgenden Weise: L}, () ist der Vektorraum iiber
C aller Aquivalenzklassen von fast iiberall erklirten Funktionen f : Q — C,
die iiber jedes Kompaktum K C () integrierbar sind. Wie {iblich wird mit
den Reprisentanten statt mit den Aquivalenzklassen gerechnet. Man ver-
gleiche mit [Forster, Analysis 3, S. 87, S. 91]. L>(Q2) ist die Menge aller
f € L. (Q), zu denen es ein M(f) > 0 gibt mit | f(z)| < M(f) fast iiberall
in . L>(Q2) wird in naheliegender Weise zu einem Vektorraum iiber C
gemacht. Wir setzen fiir f € L>(Q)

£ llzeq) = mf{M(F)|M(f) > |f(2)] fast iiberall in Q}.

Dadurch wird L>(2) zu einem normierten Vektorraum, da auch || f||z~(q) >
|f(x)| fast iiberall in @ ist. L>(£2) wird dadurch sogar zu einem Banach-
raum: Sei (f,) eine Folge in L>(Q) mit ||f, — ful|z~@) — 0, v, — oo,
Fiir jedes k € N gibt es also ein n; € N derart, da8 Hf,, full ooy < 1/,
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v, it > nyg. Demnach ist |f,(z) — fu(z)| < 1/k fiir alle € € bis auf eine
Menge Mf , C € vom Inhalt Null, v, 1 > wy. Also ist auch

U M

VU

eine Nullmenge und |f,(z) — f.(z)| < 1/k, x € Q— M*, v, u > ny. SchlieB-
lich ist auch

AL:GA@
k=1

eine Nullmenge und |f,(z) — fu(z)| < 1, 2 € Q— M, k € N, k,v, u > wy.
Die Folge (f,) aus L*(Q) konverglert also gleichméfig in Q — M. Wir
setzen f(x) = lim_ f,(x), 2 € Q@ — M, und f(z) = 0 sonst. Nach dem

Konvergenzsatz von Lebesgue ist f € L] (), nach Konstruktion ist dann
f e L>(Q) und lim, o || f = fullz@) = 0.

Wir zeigen nun:

Hilfssatz IV.2.8: Sei (LY(Q))* der Dualraum von L*(2), Q eine beschrdink-
te offene Menge des R™. Dann g¢ibt es einen normtreuen Vektorraumiso-
morphismus I : (L1(Q))* — L>®(Q).

Beweis: Sei L € (L'(Q))*. Nun ist fir f € L*Q) nach der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung

]Q|fkﬂvf§(VQﬂQ)U2HfHL%Q)

Also ist erst recht L € (L?(Q2))*. Nach Satz I1.3.1 gibt es genau ein g €
L*(Q2) mit

(IV.2.3) = Jo f(@)g(z)dz, f e L*(9).

Dann ist

I/f dﬂ<HLﬂ/U'\wff6ﬁ()

Sei f(x) = |g(x)|/g(x), falls x € Q, |g(z)] > ||L|| ist, und Null sonst in
Q. Zunachst 1st die Menge E = {a:]x € Q, lg(z)] > ||L||} integrierbar.
Seien ¢, € C3°(Q2), v € N, und ||, — [g|||12(0) — 0, v — oo (s. Hilfssatz
I11.7.1). Nach [Forster, Analysis 3, S. 96] kénnen wir davon ausgehen, daf3
v, () — |g(x)| fir fast alle x € Q, v — oo. Die Mengen
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E, = {z|lz € Q, ¢, (x) > [|L][}
sind offene Teilmengen von €2 und daher integrierbar (s. [Forster, Analysis
3, S. 64, Beispiel (6.4)]). Sei xg,(z) = 1, z € E,, und = 0 sonst, sei
xe(z) =1,z € E, und = 0 sonst. Nun gilt xg () — xp(z) fast iiberall in
Q, |xg, ()] <1, veN, x e sodal nach dem Satz von Lebesgue folgt:
xe € L'(Q), d.h. E ist in der Tat integrierbar. Damit erhalten wir

[ lot@ias < ] [ as,

os[ﬂmmwwummsm

also ist nach [Forster, Analysis 3, S. 71] |g(z)| < ||L]| fast iiberall in €.
Insbesondere folgt: g € L>(Q), ||g||r~) < ||L|[. Approximieren wir f €
LY(Q) in LY(Q) durch C5°(2)-Funktion (s. Hilfssatz I11.7.1), so erkennt
man, daf (IV 2.3) nicht nur fiir f € L*(), sondern auch fiir f € LY(Q)
gilt, d.h. L(f) = [, f(x)g(x)dx, f e L}(Q). Also ist

LA < Ngllz=@ll e f € LH(Q),
d.h. [|L]| <]g|z=()- Insgesamt folgt

IL|] = ||9HL°°(Q)
Die Abbildung I : (LY(Q))* — L>(Q) definieren wir nun durch die Zuord-
nung (LY(Q))* 2 L — g € L>®(Q). Es ist sofort ersichtlich, da§ I linear
ist. Wie eben gezeigt, ist I auch normtreu. Nun liefert umgekehrt jedes
g € L>®(Q) vermoge

/f (z)dz, f € L'(Q)

ein Element L € (L'Q))*. Daher ist I surjektiv und Hilfssatz IV.2.8 bewie-
Sell. ]

Nach Hilfssatz IV.2.8 kann man (L'(Q))* und L*(2) als Banachriume
nicht unterscheiden. Entsprechendes gilt fir (LP(£2))* und L4(£2), wenn
Il <p<+oound 1/p+ 1/q =1 ist. Der Beweis ist jedoch erheblich kom-
plizierter als der des in Hilfssatz [V.2.8 erérterten Falls und kann daher hier
nicht gegeben werden. Der interessierte Leser sei auf [Hewitt-Stromberg,
Real and Abstract Analysis, Chapter Four, Section 15] verwiesen.
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83. Der Satz von Hahn-Banach und einige Konsequenzen. Refle-
xivitét

Wir beweisen hier einen fundamentalen Satz iiber die Fortsetzbarkeit linea-
rer Funktionale, die auf Teilrdumen von normierten Vektorrdumen erklért
sind. Mit Hilfe dieses Satzes schliefen wir nicht nur die noch bestehenden
Beweisliicken aus IV.2, sondern gewinnen auch neue Erkenntnisse iiber die
Struktur von Banachraumen.

Satz IV.3.1 (Hahn-Banach): Sei N ein normierter Vektorraum iiber
C, sei M ein Teilraum von N (s. IV.1 zu diesen Begriffen). Sei f : 9 — C
eine lineare Abbildung mait

(IV.3.1) |f(x)| < d||z]|, = € M.

mit einer nichtnegativen Konstante c. Dann gibt es eine lineare Abbildung
F:N — C mit

(IV.3.2) F(z)= f(x), x € M,

(IV.3.3) |F(z)] < c||z||, z € calN,

wobei v die Konstante aus (IV.3.1) ist. Setzen wir

[1F]

N = sup |F($)‘,
e

[|fllon- = sup [f ()],

€M,
[lzl|=1

so konnen wir insbesondere ||F||a = ||f|lom+ erreichen.

Den folgenden Beweis fithren wir nur fiir separable A/ durch (Definition
in IV.1). Dies ist fiir unsere Zwecke ausreichend, da die von uns zu un-
tersuchenden Funktionenraiime meist separabel sind, der Satz selbst gilt
jedoch allgemein, s. etwa [Hewitt-Stromberg, Real and Abstract Analysis,
Chapter Four, Section 14].

Beweis: Sei ohne Einschrankung ||f||m- = 1, also |f(x)| < ||z||, x € M.
Sei y € AN und 9 der kleinste Teilraum von N, der y und 9% enthéilt, d.h.

M = M =Ly, Y =MU{y}
o’/ Teilraum von N,

yeMm’, Mmcom’
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Wenn y € 9 ist, so ist M = 9. Sei y & M. Jedes z € M laBt sich in
der Form z = z + ty mit einem ¢ € C und einem x € 9 darstellen. Die
Darstellung ist eindeutig, denn sei

y = x,+t/y — x”+t”y7

wobei o', 2" € M, ¢’ t" € C sind, so folgt ' — 2"+ (' —t")y = 0. Day ¢ M
ist, ist ¢’ = t” und somit 2’ = z”. Wir nehmen nun im ersten Beweisschritt
an, dafl N normierter Vektorraum iiber R und 9t Teilraum von N, d.h.
Vektorraum iiber R mit 9T C N ist. Auf die Wiederholung der Begriffe
und Ergebnisse aus IV. 1 fiir den Fall, dafl der Kérper der Skalare R ist,
verzichten wir. || F||x+, ||f||am+ sind wie vorher erklart. Wir wollen f durch
F aus M fortsetzen, so daB |F(z)| < ||z|| ist, z € 9. Angenommen es gibt
eine solche Fortsetzung. Dann ist

F(z) = F(x+ty) = F(x)+tF(y),
= [f(x) +tF(y),

(IV.3.4) |f(x) +tF(y)| < |z +ty||, t e R, x € M;
Sei 2/ =2’ +t'y, 2/ = 2" +t"y, und seien o/, " € R. Dann haben wir
(IV.3.5)  d'F(Z)+d"F(Z") = f(d/2' + a"2") + (ot + &"t")F(y),

— F(O/Zl _'_ O// //)'
(IV.3.4) ist dquivalend mit

F+F@I <1 +yll t € R - {0}, v e om,

d.h. dquivalent mit

|z +yll = |f(z) + F(y)], v € M.

Es ist also F'(y) so zu bestimmen, da8

—|lz+y|l| < flx)+ F(y) <|lxz+yl||, z € M, oder dquivalent
—fx) =z +yl| < F(y) <l|lz+y||— f(z), z € M, oder dquivalent
f@)=lly—=ll < Fy) <lly =zl + f(z), €M

Seien z1,x € M. Dann ist f(z1) — f(x2) = f(ax1 — x2) < ||x1 — 29]| =
21—y — (@2 =)l < lly =@l + |y — w2l f21) = f(22) < |ly—aall+]ly—
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Boll, flz1) = lly — 2] < fl22) + |ly — 2|l Sei ¢ = sup,em(f(x) — [ly —
z|]), co = infeqm(f(z) + ||y — z||), wobei beide Gréfien nach der letzten
Ungleichung endlich ausfallen, insbesondere liefert diese Ungleichung ¢; <
co. Wir wahlen F'(y) so, dafl ¢; < F(y) < ¢ ist. Dann wird gesetzt:

F(z) = f(z)+cF(y), z€ M, d. h. z =z + ty

Dann liefern die vorstehenden Aquivalenzen |F(2)| < ||z||, z € 9, und
(IV.3.5) zeigt die Linearitdt von F. Nun setzen wir F' auf ganz N fort.
Hierbei nutzen wir die Separabilitdt von N aus. Sei (y,) eine Folge in N
derart, daf§ ihre Glieder in A dicht liegen. Sei >, = MU {y1,...,yx}, sei
My =M, My = Ly ,..., MM, = Ly ,... (s. S. IV.3 zur Definition der
Ly~ , k € N). Wir haben 9 C 9t; C 9 C .... Wir setzen f wie eben
beschrieben sukzessive von 9, auf Ny, von M, auf My, usw., fort. Sei

o0
R =M.
k=0
R ist dann ein Teilraum von N, und wir erhalten mit diesem Fortset-
zungsprozess eine lineare Abbildung F': R — R mit |F(x)| < ||z||. Nun ist
R =N.Sei z € N und (2,) eine Folge aus R mit ||z — 2,|| — 0, n — oc.
Wir setzen

F(z) = lim F(z,).

Man sieht sofort, dal diese Definition von der Auswahl der Folge (z,,), die z
ankonvergiert, unabhéngig ist. Somit haben wir F' von R auf N fortgesetzt.
Man erkennt leicht, daf3 diese Fortsetzung eine lineare Abbildung von N
in R ist mit |F(z)| < ||z||, z € N. Im zweiten Schritt studieren wir den
Fall, da3 N Vektorraum iiber C ist, natiirlich ebenso 9, und f : MM — C
ist eine lineare Abbildung mit |f(z)| < ||z||, = € M. Sei fi(x) = Ref(x),
fa(x) = TImf(z). Dannist f(z) = fi(z)+ifo(z), und [fi(x)] < [|2]], 2 € M,
k=12 Fir o,8 € Rist af(x) + Bf(y) = flazx + By), also

a(fi(z) +if2(x)) + B(fily) +ifa(y) = afiz) + BL(y) +ilafe(z) + Bf2(v)),
= filaz + By) + ifo(az + By),
felar +By) = afi(y), k=1,2,

xr,y € M, a, € R. Nun sind N, 9 auch Vektorrdume iiber R, und f1, fo
sind lineare Abbildungen von 91 in R, 91 aufgefait als Vektorraum iiber
R, mit |fp(a)| < ||z||, x € M, k = 1,2. Nun ist f(ix) = fi(ix) + ifo(ix) =
if(x) =ifi(x) — fa(x), so daB fo(x) = — f1(ix) ist. Insgesamt ist
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f(z) = fi(z) —ifi(iz), x € M.
Nun setzen wir f; gemifi dem ersten Teil des Beweises auf AN fort, N/

aufgefafit als Vektorraum {iber R. Dies liefert eine lineare Abbildung Fj :
N — R mit |Fy(z)] < ||x]]. Sei

F(z) = Fi(z) —iFi(ix), x € N.

Wir betrachten jetzt A wieder als Vektorraum iiber C und wollen beweisen,
dafl F : N'— C linear ist. Zunichst haben wir

Flz+y) = Mz +y)—iFf((z+y)),
= Fi(z+y) —iFi(iz +iy),
= Fi(z) + Fi(y) — i(Fi(iw) + F(iy)),
= Fi(z) —iFi(iz) + Fi(y) — iF1(iy),
= F(x)+ F(y).

Sei o € R. Dann ist
F(azx) = Fi(az) —iFi(iax) = a(Fi(x) —iF(iz)),
Weiter haben wir

F(ix) = Fi(ix) —iFi(—z) = iFi(x) + Fi(ix),
= i(Fi(x) — iF(ix)),
= iF(x).

Fiir v = a + 6 mit o, 3 € R ist demnach

F(yz) = F(az) +iF(fr) = aF(x)+i8F(x),
= ’VF(aj)v
so daB F(cx + dy) = ¢F(x) + dF(y), ¢,d € C, x,y € N, ist. Sei © € N,

F(x) = re mit einem geeigneten r > 0 und einem geeigneten ¢ € [0, 27).
Dann ist

R |F(z)|=r e "F(x) = F(e "),
= F(e"z) —iF(ie "),
= Fi(e"z) < |[Fi(e"2)] < [le”"x]] = [|a].
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Damit ist der Satz bewiesen. [
Eine erste wichtige Konsequenz aus dem Satz von Hahn-Banach ist

Satz 1V.3.2: Sei B ein Banachraum, sei 9N ein abgeschlossener Teilraum
von B, sei ug € B—9M. Dann gibt es ein f € B* mit

flug) =1
flu) = 0, ueM,
[ fllg= = 1/dist(uo, M),

wobei dist(ug, M) = inf,eo ||uo — x|| positiv ausfdillt.

Beweis: Sei ) = 9 U {up}. Wir betrachten Ly~. Jedes Element z aus
Ly~ hat die Form z = v + &up, v € M, { € C. Wie im Beweis des (vori-
gen) Satzes IV.3.1 zeigt man, dafl v und & eindeutig bestimmt sind. Also
kénnen wir jedem z € Ly~ die eindeutig bestimmte Zahl § € C zuordnen.
So erhalten wir eine lineare Abbildung f : £y~ — C mit f(u) =0, u € 9,

f(uo) =1.
Wegen der Abgeschlossenheit von 9T gibt es ein vy € 9T mit

dist(ug, M) = ||up — vol| > 0.

Nun ist ug = z—wv, also uy = lz—%v, falls € # 0, also 1z = uo—l-%v, H%ZH >

dist(ug, ). Wenn ||z|| = 1 ist, so folgt |f(2)| = |&]| < 1/dist(ug, M). Im
Fall ¢ = 0 gilt diese Ungleichung trivialerweise. Nach Satz IV.1.2 gibt es
zue > 0ein 2’ € Ly mit |[2'|| = 1, |[z' —v|| > 1 —¢, v € M. Fiir dieses 2’
haben wir

1—e¢ < dist(2', M) = dist(Eug + v, M),
- |£|d2$t(u07 m) - |f(zl)‘d7‘8t(u07m)7

1—¢ ,
—_— = >0
T~ Ul e>0,
so daf} in der Tat || f||p+ = 1/dist(ug, M) ist. f wird nun mit gleicher Norm
geméfd Satz IV.3.1 auf B erweitert. ]

Der vorstehende Satz hat wichtige Konsequenzen: Zunéchst ist Hilfssatz
IV.2.1 eine Folgerung aus
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Hilfssatz IV.3.1: Sei B ein Banachraum. Seien u,v € B, u # v. Dann
gibt es ein f € B* mit f(u) # f(v). Insbesondere enthdlt B* hinreichend
viele Elemente, um zwischen verschiedenen Elementen aus B zu unterschei-
den.

Beweis: Wire f(u) = f(v) fiir alle f € B*, so wére f(u—v) =0, f € B*.
Wahlt man 9t = {0} und wy = u — v in Satz 1V.3.2, so folgt ein Wider-
spruch. ]

Hilfssatz IV.3.2: Sei: B ein Banachraum, sei uy € B. Dann gibt es ein
f € B* derart, daf8 f(ug) = ||uo|| und ||f||g- =1 ist.

Beweis: Sei M = Ly mit Y5 = {uo} und sei ug # 0. Jedes z € M
hat die Darstellung z = Aug mit einem eindeutig bestimmten A € C. Wir
ordnen z die Zahl A zu. Dann ist dadurch eine lineare Abbildung f von
M in C gegeben mit f(ug) = wo, |f(Aug)| = |A|||uol| = || Aug||- Anwendung
des Satzes IV.3.1 beweist die Behauptung im Fall uy # 0. Im Fall ug = 0
konstruieren wir zu einem u; # 0 ein f wie eben. Wegen der Linearitat von
f folgt dann f(ug) = f(0) = 0. O]

Hilfssatz IV.2.2 wenden wir zunéchst auf die natiirliche Abbildung I : B —
B** aus DefinitionIV.2.1 an und komplettieren den Beweis von Hilfssatz
IV.2.2, indem wir die Normtreue von [ zeigen: Es ist [z(f) = f(x), x € B,
f € B*. Zu x € B konstruieren wir nach Hilfssatz IV.3.2 ein f € B* mit
f(z) = ||x|| und ||f||p- = 1. Dann ist

[Tz(f)] = |f ()] = ||«]]

B = SUP seb [Ix(f)| = ||x||, da wir schon aus
f B*:l

und somit in der Tat ||Iz]

IV.2 wissen, daB ||Iz||g~ < ||z]| ist.

Eine weitere Konsequenz aus Hilfssatz IV.3.2 ist die folgende Gleichungs-
kette, die den Beweis von Satz IV.2.3 vollendet:

(IV.3.6) l|lu|| = sup /() = sup |f(u)l,
feB—{0} 1 £1] | fllz=<1

= sup |f(u)]
[ fll+=1

Oft niitzlich ist der folgende Hilfssatz:

Hilfssatz 1V.3.3: Sei B ein Banachraum, M ein abgeschlossener Teil-
raum von B. Sei (u,) eine Folge in M, die einen schwachen Grenzwert ug
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besitze. Dann ist ug € IN.

Beweis: Wir nehmen an, dal uy ¢ 91 ist. Dann liegt die Situation aus
Satz IV.3.2 vor und wir kénnen ein f € B* mit den in Satz IV.3.2 beschrie-
benen Eigenschaften finden. Wir haben

f(up) = lim f(u,) =0, aber auch

U—0

f(U()) = 17
ein Widerspruch. ]

In Hilfssatz IV.2.3 hatten wir bereits auf die Beschranktheit jeder schwach
konvergenten Folge (u,,) in einem Banachraum B geschlossen. Genauer gilt

Hilfssatz IV.3.4: Sei (u,) eine Folge in einem Banachraum B. Sei (uy)
schwach konvergent gegen u € B, u — 0o. Dann ist

llu|| < lim inf ||u,||.
U—0

Beweis: Wir haben

f(u) = lim f(u,), f € B

Nun wéhlen wir nach Hilfssatz IV.3.2 ein f € B* mit f(u) = ||u|, ||f||z- =
1. Dann ist |f(u,)| < ||lun|| und ||u]] > ||uy,|| tritt nur fir endlich viele
n € N ein. ]

Wir geben nun eine Anwendung des Hahn-Banachschen Satzes auf das
sogenannte Momentenproblem.

Satz IV.3.3: Sei N ein normierter Vektorraum tber C. Sei (x,,) eine Fol-
ge in N, sei (o) eine Folge in C und sei vy eine positive Zahl. Es gibt dann
und nur dann eine stetige lineare Abbildung f : N — C mit f(x;) = ay,
i € N und || f||a+ = sup wen, |f(x)| <7, wenn

llzl[=1

u u
1S Bail <A1 S Bl
=1 1=1

TLEN, (ﬁl:)ﬁn)ec

Beweis: Die Notwendigkeit der Bedingung folgt sofort aus der Definition
von ||f||a+. Um zu erkennen, daf§ diese Bedingung auch hinreichend ist,
betrachten wir den Teilraum
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N ={z]z € N,IN € Nund (41,...,0y) € CY mit

N
& = Z @wz’},

d.h. den von {x1, s, ...} aufgespannten Teilraum von N. Fiir zwei Dar-
stellungen von z € N7, namlich

N N’
<= Zﬁi% = Zﬁz{xia
i=1 i=1

folgt aus der Bedingung des Satzes

N N’
| Z Bioi — Z Bial
i=1 i=1

N N
<A Biai— Y Bl =0.
i=1 i=1

Durch die Zuordnung

N N
N 2 Zﬁixi — Zﬁi&i
i=1 i=1

wird daher eine lineare Abbildung f; von Aj in C definiert mit fi(x;) = ay,
i € Ny und ||fi||la = SUPzery, |fi(x)] < 7. Anwendung von Satz 1V.3.1

vollendet den Beweis. ]

Als Anwendung des Satzes IV.3.3 auf konkrete Funktionenrdume prasen-
tieren wir

Satz IV.3.4: Sei Q) eine beschrinkte offene Menge des R". Sei (f;) eine
Folge in LY(Q). Die Menge {f1, f2,...} ist dann und nur dann vollstindig
in LY(Q), wenn das Gleichungssystem

/Qap(x)fj(x)d:v =0,j€N,
fir ¢ in L>®(Q) nur die triviale Lisung hat.
Beweis: Sei [, ¢(x)fj(x)dz =0, j € N, fir ¢ € L>*(Q) — {0}.

Nach Hilfssatz IV.2.8, insbesondere der Konstruktion des Isomorphismus
im Beweis zu diesem Hilfssatz, gibt es ein f € L'(Q) mit [, f(z)p(z)dz =
1. Also ist
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1 = / chfk

/\f ckfk(a:)\da:, NeN, (¢,...,cn) e CV,

wobei v = |[¢||r~@) > 0 gesetzt ist. Hieraus folgt aber, da8i {fi, fo,...}
nicht vollstandig ist. Nehmen wir umgekehrt an, daf§ {fi, fo,...} nicht
vollstindig ist in L'(2). Dann gibt es fo € L1(Q) derart, daB

Va7 |f-SN afilloo =6 NeN, (a,...,ex) € CV.

Nun senden wir eine Losung ¢ € L>°(2) — {0} des Gleichungssystems

ao = / folw)p(a)ds = 1,

Oék;:/fk dl‘—o k e N.

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir ist nach Satz IV.3.3:

(IV.3.8) 160l < Y|Bofo+ s B fellr), N €N,
60 S C, (617' ’ 75]\7) S CN7

mit einem v > 0. Fiir fy = 0 gilt die Ungleichung (IV.3.8) mit jedem
v > 0. Fiir By # 0 geht die Ungleichung (IV.3.8) iiber in

(IV.3.9)  1<Alfo+ S0, mfill, NeN, (,...,x) € CV.
(IV.3.9) wird jedoch von (IV.3.7) impliziert (v = 1/9). O
Wir fiihren nun einen neuen Begriff ein, den der Reflexivitét.

Definition IV.3.1: Se: B ein Banachraum. Sei I : B — B** die natiirliche
Abbildung gemdfS Definition IV.2.1. B heifit reflexiv dann und nur dann,
wenn I surjektiv ist.

Wir kennen bereits einige reflexive Banachrdume. Jeder Hilbertraum ist
reflexiv, jedoch auch die Rédume [,, 1 < p < 400 und LP(£2), €2 eine be-
schrankte offene Menge des R" (s. hierzu IV.2). Dagegen ist der Banach-
raum L>°(2) nicht reflexiv und iibrigens auch nicht separabel. [Pflaumann-
Unger, Funktionalanalysis I, S. 177] fiir die Nicht-Separabilitidt. Die Nicht-
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Reflexivitat wird spéter gezeigt. Die Bedeutung des Begriffs der Reflexi-
vitat liegt darin, dafl mit seiner Hilfe der Satz von Bolzano-Weierstrafl, der
in unendlichdimensionalen Rdumen nicht mehr gilt, dort teilweise ersetzt
werden kann. Wir beginnen mit

Satz IV.3.5: Sei B ein Banachraum. Sei (f,) eine Folge in B* derart,
daf (|| fnllB*) beschrdnkt ist. Dann gibt es eine Teilfolge (fn;) von (fy,)
derart, daf3 fn; schwach—x* gegen ein f € B* konvergiert, j — oo.

Beweis: Wir kénnen hier den Beweis nur im Fall, dafl B separabel ist,
erbringen (fiir einen Beweis im allgemeinen Fall s. [Yosida, Functional Ana-
lysis, 5th edition, S. 137]). Sei also > = {u, ug, ...} eine abzihlbare dich-
te Teilmenge von B. Sei ¢ > ||f.||p+, n € N. Dann ist |f,(u1)| < ¢||ui]].
Die Folge (f,,(u1)) enthélt somit eine konvergente Teilfolge ( fé”(ul)). We-
gen | #u (u2)| < c||ug|| enthélt auch ( fﬁf)(w)) eine konvergente Teilfolge
( féQ)(uQ)) usw. Wir haben also folgende Schema:

Aw) ) 5D ()

in dem ( j}(lk“)) eine Teilfolge von ( f,g@) ist, £ € N. Wir behaupten, dafl
(f,gk)(ul)) konvergiert fiir alle u; € ), falls & — oo. Sei e > 0, sei u; € ).
Wir haben

A7) = £ )| < 1R () = £ ()] +
1 ) = 0 ()] +
+H () = £ ()
Zunichst seien k,p > [. Demnach ist ( f,(f)) sowohl eine ( fr(Lk)) als auch
eine (f,(Lp)) enthaltende Folge. Fiir k,p > Ny = Ny(¢) wird also |f,§k)(ul) —
)| < /3, 1 (w) — ;2 (w)]| < ¢/3 und, da (£ (w)) konvergiert,

auch | f,gl)(ul) — fél)(ul)\ < ¢/3. Damit ist die Behauptung bewiesen. Fiir
u; € Y setzen wir

flw) = lim fi" ().
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Definieren wir fir

so erhalten wir eine lineare Abbildung f : £y~ — Cmit f(u) = limy .o f,gk)(u),
u € Ly. Da (f,gk)) eine Teilfolge von (f,) ist, ist auch |f(u)| < c||ull,
u € Ly. Nach Satz IV.1.1 konnen wir annehmen, dafl ) vollstiandig ist,
d.h. Ly~ = B. Dann lafit sich die lineare Abbildung f auf eine und nur eine
Weise zu einer linearen Abbildung f : B — C mit |f(u)| < ¢||u|| fortsetzen,

u € B. Der Beweis ist derselbe wie der von Satz I1.4.1. Aus ||f,||5 < ¢,
n € N, folgt sofort, dal auch fiir u € B gilt (s. Hilfssatz IV.2.6)
: k
flu) = lim 17 ().
O

Satz IV.3.5 kann auch so formuliert, dafl man sagt: Die abgeschlossene
Einheitskugel {f|f € B*, ||fllp- < 1} in B* ist schwach-x folgenkom-
pakt. Nach Hilfssatz IV.2.8 ist L>®(2) der Dualraum von L(Q), Q eine
beschréinkte offene Punktmenge des R". Aus jeder Folge (f,,) in L*°(2) mit
[ fallz=) < ¢, n € N, 1a8t sich eine Teilfolge (f,,) auswéhlen derart, daf
ein f € L>(Q) existiert mit f = w — * —lim;_ f,,. Da man mit Hilfssatz
II1.7.1 sogar zeigen kann (was hier nicht geschehen soll), dafl alle LP(2),
1 < p < 400, separabel sind, ist das letzte Resultat in L>°()) sogar durch
unseren Beweisgang des Satzes IV.3.5 abgedeckt.

Wir kommen nun zum angekiindigten Resultat iiber reflexive Banachraume.

Satz IV.3.6: Sei B ein reflexiver Banachraum. Sei (x,) eine Folge in
B derart, dafs (||zy||) beschrinkt ist. Dann gibt es eine Teilfolge (x,,) von
(z,) derart, daf (z,) schwach in B gegen ein x € B konvergiert, j — oo.

Beweis: Wegen B = B*" ist (Ix,) eine Folge in (B*)* derart, daf (|[1zy||5+):)
beschrénkt ist. Nach Satz IV.3.5 ist eine Teilfolge (Ix,,) von (Ix,) schwach-
*_konvergent gegen ein [x in (B*)*, j — oo. Dies heifit
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Iz, (f) — Iz(f), f€B*, j— oo, also
f(an) — [f(z), f€B, j— o0

Damit ist der Satz bewiesen. L]

Fiir die Frage, ob auch die Umkehrung des letzten Satzes gilt, ver-
weisen wir auf [Yosida, Functional Analysis, 5th edition, S. 141], wo in
dem Satz von Eberlein-Shmulyan in der Tat gezeigt wird, dafl ein
Banachraum B genau dann reflexiv ist, wenn jede Folge (z,,) aus B derart,
da8 (||z,||) beschrénkt ist, eine Teilfolge (z,,) enthilt, die schwach in B
gegen ein x € B konvergiert, j — oo.

Niitzlich ist noch das folgende Resultat:
Satz IV.3.7: Seir B ein Banachraum. B ist dann und nur dann reflexiv,
wenn B* reflexiv ist.

Beweis: Sei B reflexiv. Sei ¢ € B** (B** ist der Dualraum zu B**). Sei
(I : B — B** ist die natiirliche Abbildung)

g(z) =¢(lx), v €B.

Dann ist g eine lineare stetige Abbildung von B in C, also aus B*. Zu jedem
f € B™ gibt es wegen der Reflexivitat von B ein x € B mit F' = Iz, also
F(f)=1xz(f) = f(x), f € B*. Insbesondere gilt fiir dieses x

F(g) = g(z) =¢(r) = (F), also
p(F) = F(g)=1Ig(F),

wobei [* die natiirliche Abbildung von B* in B*** ist. Also ist I* surjektiv
und B* reflexiv. Nun sei B* reflexiv. Wir nehmen an, B sei nicht reflexiv.
Aus der Isometrie von [ folgt sofort, dafl I(B) ein abgeschlossener Teilraum
von B* ist. Weil B nicht reflexiv ist, ist I(B)2B** und wir finden nach
Satz IV.3.2 ein ¢ € B** mit ||p||p= > 0, aber p(u) = 0, u € I(B).
Wenn [* : B* — B** wieder die natiirliche Abbildung ist, so ist wegen der
Reflexivitat von B* jedenfalls I*(B*) = B**, so daf§ ein f € B* existiert
mit

I'f = ¢, also
I'f(u) = (u), ue B™.

Nun ist I* f(u) = u(f), also
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0 = I"f(u), ue l(B),
0 = I'f(Iz),x € B,
0 = Iz(f) = f(x), z € B.

Also ist f = 0 und dann auch ¢ im Widerspruch zur Wahl von ¢. O

Wir kommen zuriick auf den Anfang dieses Abschnitts. Dort war angekiindigt
worden, daf§ L>°(2) nicht reflexiv ist. (€2 eine beschréankte offene Menge des
R™). Nun hatten wir in Hilfssatz IV.2.8 bereits erkannt, dafl L>°(Q2) der zu
LY(Q) duale Raum ist, d.h. (L1(Q2))* = L>®(Q2). L>(Q) ist also nach Satz
IV.3.6 dann und nur dann reflexiv, wenn L!(€) dies ist. Der Dualraum von
L>*(Q) wird in [Yosida, Functional Analysis, bth edition, S. 118 und 119]
bestimmt. Aus der Charakterisierung dort folgt, dafl der Dualraum von
L>(Q) im allgemeinen nicht L!(Q) ist.
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84. Weitere Konsequenzen aus dem Satz von Hahn-Banach, ins-
besondere Trennungssitze

Wir wollen in diesem Abschnitt abgeschlossene konvexe Teilmengen K eines
normierten Vektorraums A oder eines Banachraums B und einen Punkt
xg € B — K durch beschriankte lineare Funktionale voneinander trennen,
d.h. wir wollen ein beschrianktes lineares Funktional finden, das auf f und
in x( jeweils verschiedene Werte annimmt.

Definition IV.4.1: Sei N ein normierter Vektorraum tiber R oder C.
Sei M eine Teilmenge von N. M heifst konvex, wenn mit x,y € M auch
die Verbindungsgerade ax+(1—a)y, a € [0,1], zu M gehort. M heif§t aus-
geglichen, wenn es zu jedem x € N ein o € (0,+00) gibt mit o tox € M
(oder, dquivalent, x € aON, wobei oM = {az|z € M} gesetzt ist). Fir eine
ausgeglichene Teilmenge I von N setzen wir

pm(z) = inf{ala >0,a 'z € M},
= inf{ala >0, v € aM}, z € N.

pon heiBit die Distanzfunktion oder das Minkowski-Funktional von 1.

Beziiglich des Minkowski-Funktionals benotigen wir folgenden Hilfsatz:
Hilfssatz IV.4.1: Sei 9 eine ausgeglichene Teilmenge eines normierten
Vektorraums iiber C. Dann st

pm(z) > 0, x €N,

pm(Bz) = Bpm(r), €N, >0, also pm(0) = 0.
d.h. pon 1st nichtnegativ und positiv-homogen. Ist MM zusdtzlich konver, so

15t

pm(z +y) < pm(x) + pam(y), .y €N,
d.h. psn ist subadditiv.

Beweis: Auf Grund der Definition IV .4.1 ist pop(z) > 0, z € N. Sei 8 > 0.
Dann ist Gz € aM &quivalent mit = € M, d.h. pom(Bz) = inf{fala >
0, x € aM} = Binf{ala > 0,z € aM}, so daB in der Tat
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ist. Sei 3 = 0. Da das Nullelement von N in 9t enthalten ist, ist psr(0) = 0,
also insbesondere Opgr(0) = 0. Sei nun 9 konvex, v = az, y = Bz,
a, >0, 21,29 € 9. Dann ist

~
~

- ~ =,
r+y=axn+Pzn=@+F)(= ~zl+~6~22), also
a+ 3 a+

z+y e (@+ /)M

pm(z+y) <a+p
fiir alle a,B > (0 mit %x e M, %y e M, also

po(z +y) < po(z) + por(y).

Wir brauchen nun eine partielle Verscharfung des Satzes 1V.3.1 (Satz von
Hahn-Banach).

Satz IV.4.1: Sei N ein normierter Vektorraum tber R oder C. Sei p
ein positiv homogenes, subadditives Funktional in N, d.h. p sei eine Abbil-
dung von N in R mit folgenden Eigenschaften:

p(Bz) = Bp(x), x € N, § >0, also p(0) =0,

p(z+y) <plx)+ply), z,y €N,
p seu stetig in 0.

Sei M ein Teilraum von N. Im reellen Fall heifit das: I ist Vektorraum
tiber R und M C N. Sei f: M — R eine lineare Abbildung, falls N nor-
maerter Vektorraum tiber R ist, sei f : 9 — C eine lineare Abbildung, falls
N normierter Vektorraum iber C ist. Dann gilt:

Im Fall, dafy N' normierter Vektorraum iber R ist, und f(z) < p(x) ist,
x € M, gibt es eine lineare Abbildung g : N — R mit
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g(z) = f(z), v €M,
g(x) < px), zeN.

glla= = sup |g(x)] < +o0.
\Txﬁﬁi

Im Fall, daf§ N normierter Vektorraum iber C ist, und Ref(x) < p(x) ist,
x € M, gibt es eine lineare Abbildung g : N' — C mit

Reg(z) = f(z), v € M,
Reg(x) < p(x), v €N,
g sup |g(x)| < +oo0.

zEN
[lz||=1

Beweis: Wir beschrianken uns wie bei dem Beweis des Satzes IV.3.1 auf
den Fall, da3 N separabel ist. Der Beweis kann dann bis auf die Stetigkeit
so durchgefiihrt werden wie der von Satz IV.3.1, der den Fall — f(z), f(x) <
p(z) = ||f||on-||z|| behandelt hat. Die Details sollen in den Ubungen behan-
delt werden, sieche auch [Pflaumann/Unger, Funktionalanalysis I, S. 102].
Der Beweis der Stetigkeit von f, g (falls p in 0 stetig ist) verlauft im reellen
Fall so: Wegen der Linearitit von g ist g(—x) = —g(z), also —g(z) < p(z),
x € N, und schlielich

—p(z) <g(z) <p(x), z € N.

Fiir eine Folge (z,,) aus N mit ||z,|| — 0, n — oo gilt: p(z,) — 0, also
g(ry,) — 0 = g(x), n — o0, so daB g in 0 stetig ist und damit wegen
der Linearitét iiberhaupt. Im komplexen Fall ist durch x — Reg(x) eine
Abbildung gi: N — R mit gi1(z +y) = g1(z) + q1(y), g1(ax) = agi(z),
z,y € N, a € R gegeben. Wie eben zeigt man: g;(x,) — 0, falls ||z,|| — 0
(x, € N, n € N, n — o0). Wie im Beweis des Satzes IV.3.1 gezeigt, ist
g(x) = q1(x) —ig1(ixz), © € N. Daraus folgt g(z,) — 0, u — oo also die
Stetigkeit von g. ]

Unsere erste Anwendung ist

Satz IV.4.2: Sei N ein normierter Vektorraum iiber R (nicht C), sei
M eine abgeschlossene ausgeglichene konvexe Teilmenge von N, die somit
das Element 0 enthdlt. Sei xo € M. Zu xq existiert eine lineare Abbildung
fo : N — R mit folgenden Eigenschaften: fq ist stetig, d.h.
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HfOHN* < 00,

weiter ist fo(xg) > 1, fo(r) <1, x € M. Falls M das Element 0 als inneren
Punkt enthdlt, so ist pg; stets in 0 stetig.

Beweis: Da zg & I, ist zp # 0. Sei M der von z aufgespannte Teil-
raum von N, d.h. 9t = {\zo|\ € R}. Da 90t ausgeglichen ist, steht uns das
Minkowski-Funktional pg: zur Verfiigung. Offenbar enthélt jede ausgegli-

chene Teilmenge von A das Element 0. Da zy & T ist, ist pgi(wo) > 1, wie

mit der Abgeschlossenheit von M sofort folgt: Wére nidmlich pg(z0) < 1,
so gabe es eine Folge (ay,) positiver Zahlen mit

1 ~ 1
a,>1, —rpeM neN, — —1, n— oo,

n Ckn
falls pgs (7o) = 1,

und

1 —_~
an <1, —rg €M, n €N, a,, — pg(w0), N — 00,

n

falls pg;(wo) < 1.
Im ersten Fall liefert die Abgeschlossenheit von zm daB z¢ € M. Im 1 Zwel-

ten Fall folgt aus der Konvexitédt von M und aus 0 € 9ﬁ dal xy € M. Tm
Falle, da3 N normierter Vektorraum iiber R ist, definieren wir durch
(IV.4.1) fo(Awo) = Apgi(wo), A € R,
eine (stetige) lineare Abbildung fy : 9t — R. Fiir A > 0 ist
(IV.4.2) Jo(Azg) = pgr(Azo), insbesondere fo(zo) = pgz(z0) > 1
Fir A < 0 ist
(IV.4.3) Jo(Amo) = Apg(20) < 0 < pg(Axo).
Nun konstruieren wir eine Fortsetzung von fy auf A, die hier auch mit

fo bezeichnet sei, derart, dafi diese Fortsetzung mit dem durch (IV.4.1)
definierten f; in 91 iibereinstimmt und weiter

fo(z) < pg(x), v €N,
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|| follas < +o0, da pgyp in 0 stetig ist,

ist; dies ist nach Satz IV.4.1, reeller Fall, moglich. Fiir z € M ist pg(w) <1,
also fo(z) <1, x € 9 Zum letzten Teil: Siehe Hilfssatz 1V.4.3, Beweis. [

In dem (ersten) Trennungssatz IV.4.2, den wir eben bewiesen haben, durf-
te weder N/ Vektorraum iiber C sein noch haben wir stets, d.h. fiir
alle konvexen abgeschlossenen Mengen 53\1, durch stetige lineare Abbil-
dungen von N in R bzw. C getrennt. Um dies zu erreichen, sind weitere
Vorbereitungen erforderlich.

Definition 1V.4.2: Sei N normierter Vektorraum tiber R oder C. FEi-
ne Abbildung p : N — R heifit Halbnorm (in N') dann und nur dann,
wenn

plr+y) < p()+ply)z,yeN,

plax) = |alp(z), € N, a € R bzw. C.

Hilfssatz I1V.4.2: Sei N ein normierter Vektorraum tiber R oder C. Sei
p: N — R eine Halbnorm. Dann gilt

p(0) =0,
p(r1 — x2) > |p(x1) — p(x2)], insbesondere ist
p(x) >0, x1,20,2 €N

Beweis: Wir haben p(0) =p(0-2) =0-p(x) =0, x € N. Aus der Subad-
ditivitat folgt p(z1 — x2) + p(x2) > p(x1), also p(xy — x2) > p(x1) — p(x2).
Nun ist p(x; —x2) = | = 1| - p(xa — 1) = p(x2 — 1) > p(22) — p(x1), Woraus
der Hilfssatz folgt. ]

Deﬁmtlon IV.4.3: Sei N ein normzerter Vektorraum tiber R oder C.

Sei SUI eine konvexe Teilmenge von N . m heifit kreisférmig, wenn aus
x €M folgt: ax € M fir alle o € R bzw. C mit |o| < 1.
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Hilfssatz 1V.4.3: Sei N ein normierter Vektorraum iber R oder C. Sei
M eine konvexe Teilmenge von N, die ausgeglichen und kreisformag ist.
Dann ist das Minkowski-Funktional pg eine Halbnorm. Enthdlt M eine
Kugel K.(0) = {z|x € N, ||z|| < €} vom Radius € > 0 um den Nullpunkt,
so ist pg; emne stetige Abbildung von N in R bzw. C, d.h. fiir eine Folge
(xn) aus N mit x, — x, n — oo, d.h. ||z, — z|| = 0, n — oo, gilt

Pei(Tn) — pgp(), n — oo.
Beweis: Fiir A € R bzw. C mit X\ # 0 ist

1 _
—~(Ar) = inf 0,—A M
Par(Ax) inf{a|a > - x € M},

1A
= |Ainf{a|a > 0, —l)\‘x € ?JJT}
A
= |Apg(777)-
A

Aus * o] /\|.I € M fiir ein a > 0 folgt wegen der Kreisformigkeit von ?Jﬁ daf
éaz c M. Tst umgekehrt 5:1: c M fiir ein o > 0, so folgt ebenfalls wegen der
Kreisformigkeit von 91, daf auch éﬁx € M ist. Also ist pm(&‘ r) = pgz ().
Fiir A = 0 ist natiirlich pg(Az) = |A[pe(z). Damit ist gezeigt, daf pg; eine

Halbnorm ist. Nach Hilfssatz IV.4.2 ist es hinreichend, die Stetigkeit von

pg; in 0 nachzuweisen. Mit K.(0) C M ist

K_5(0) c M.

Sei z € NV, ||z]| = 1. Dann ist pg(2) < 2/e. Fiir eine Folge (2,,) aus N mit
||zn|| — 0, n — oo, haben wir, sofern x,, # 0 ist,

Tn
0 < pglen) = Hf’anpm(W) 2|znll/¢,

so dafl pg(zn) — 0, n — o0, O

Mit Hilfe des Begriffs der Halbnorm kénnen wir nur die prézise Verall-
gemeinerung des Satzes IV.3.1 (Satz von Hahn-Banach) angeben, die wir
bendtigen.

Satz IV.4.3: Sei N ein normierter Vektorraum diber R bzw. C. Sei I
ein Teilraum von N, sei p eine Halbnorm in N. Sei f : 9 — R bzw. C
eine lineare Abbildung mait

[f(2)] < p(x), x € M.
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p sei stetig in 0, also stetig tiberhaupt.

Dann lifit sich [ zu einer linearen Abbildung von N in R bzw. C fort-
setzen derart, dafs

[f(@)] < p(z), v €N,

ist, hierbei ist die Fortsetzung von f : 9 — R bzw. C auch mit f bezeichnet
worden. Da p stetig ist, so ist zundchst

[ llow- = sup [f(z)] < +oo

zeM,
[lf|=1

und dann auch

1]

n+ = sup [f(z)] < +o0
e

fiir die oben gewonnene Fortsetzung f, d.h. die Abbildung f : 9 — R bzw.
C ist stetig und auch ihre oben gewonnene Fortsetzung f : N — R bzw. C.

Beweis: Daf} dies die prézise Verallgemeinerung von Satz IV.3.1 ist, er-
kennt man daran, da§ im Satz IV.3.1 die GroBe ||f||m=||x|| eine stetige
Halbnorm in N ist. Fiir den Beweis des Satzes I1V.4.3 ohne die Stetig-
keitsaussage beschrinken wir uns auf separable ANV und kénnen dann so
vorgehen wie im Beweis des Satzes IV.3.1. Die Details sollen in den Ubun-
gen behandelt werden, siehe auch [Yosida, Functional Analysis, 5th edition,
S. 105; Pflaumann /Unger, Funktionalanalysis I, S 104]. Wegen p(x,) — 0,
falls (x,) eine Folge aus 9 ist mit ||z,|| — 0 bzw. aus N mit ||x,|| — 0,
n — oo, und falls p stetig ist, folgt f(x,) — 0, n — co. Also folgt mit der
Linearitit von f die Stetigkeit von f : 9 — R bzw. Cund f : NN — R
bzw. C. Also folgt in bekannter Weise || f||on < 400, || f|[a+ < +o0.

Wir beweisen nun einen ersten Satz iiber die Trennbarkeit einer konve-
xen Teilmenge eines normierten Vektorraums von einem Punkt auflerhalb
durch stetige (beschriankte) lineare Funktionale.

Satz IV.4.4 (1. Trennungssatz von Mazur): Sei N normierter Vek-
torraum diber R bzw. C. Sei M eine konvexe kreisformige abgeschlossene
Teilmenge von N. Sei xy € N — 9. Dann gibt es eine stetige lineare
Abbildung fo: N — R bzw. C derart, daf

f@) <1, zem

38



R > fo(z) > 1

15t.

Beweis: Da 9 abgeschlossen ist, existiert eine Kugel K.(zp) um xg mit
positivem Radius ¢ derart, dafl

MN K. (x9) =0
ist. Offenbar ist K.(z¢) = zo + K.(0) = {zo + y| ||y|| < €}. Sei

M =M+ K. y(0) = {z+ylz € M, |[yl| <e/2}.
Dann ist 9 konvex, kreisférmig, ausgeglichen und abgeschlossen. Endlich

1st

mmIO+KE/4( ) @

denn sei z, + iyn — To + Zy, n — oo, mit z, € EUE, Yn,y € m,
so ist |||z, — zo|| — |13¥' — Junlll — 0, also ||z, — zo| < 3¢, n > ny, da ja
%—% € K.5(0), und dies ist ein Widerspruch zur Annahme MNK.(0) = 0.
Weiter ist natiirlich

K.;4(0) C 0.

Nach Hilfssatz IV.4.3 ist das Minkowski-Funktional pg: eine Halbnorm in
N und eine stetige Abbildung von A in die nichtnegativen Zahlen. Wie im
Beweis des Satzes [V.4.2 schon gezeigt, ist pgz(z0) > 1, da 9T abgeschlossen

ist und zo in A — 90 liegt. Sei
(IV.4.4) f(Azg) = Apgz(20), A € R bzw. C.

Sei ﬁ/vder von z aufgespannte Teilraum von A, d.h. MM = {Azo|A € R}
bzw. M = {Azg|]A € C}. Dann ist durch (IV.4.4) eine (stetige) lineare
Abbildung von 9 in R bzw. C gegeben mit

|f(Axo)| = |A|pgz(0) = pg(Amo), A € R bzw. C, also
f(z)] < pgla), © €M, und
f($0) = pﬁ(wo) > 1.

Anwendung von Satz IV.4.3 liefert eine Fortsetzung von f auf N, die auch
mit f bezeichnet sei; f: N'— R bzw. C ist stetig, |f(z)| < pgi(z), v € N.

Fir x € i/D\T, also insbesondere x € M, ist pgz(z) < 1, also auch |f(z)] <1,
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r € M. OJ

In einem normierten Vektorraum N iiber R kann man einen Trennungs-
satz beweisen, der mit geringeren Voraussetzungen an die konvexe Menge
auskommt.

Satz IV.4.5 (2. Trennungssatz von Mazur): Sei N normierter Vek-
torraum tber R (nicht C). Sei M eine abgeschlossene konveze Teilmenge
von N mit 0 € M. Sei xg € M. Dann gibt es eine stetige lineare Abbildung
fo: N — R mit

fo(l’o) > 1,

fO(x) < ]-7 x € M.

Beweis: Da 9t abgeschlossen ist, existiert eine Kugel K. (z() um zy mit
positivem Radius e derart, daf3

Sﬁ N Kg(SU()) - (Z)

ist. Offenbar ist K.(xy) = x9 + K.(0) (zur Definition dieser Menge siche
Beweis des Satzes 1V.4.4). Sei

M = M+ K_4(0)
(zur Definition dieser Menge siehe wieder Beweis des Satzes IV.4.4). Dann
ist M konvex, ausgeglichen und abgeschlossen. Wie im Beweis des Satzes
IV.4.4 zeigt man, daB zp € N'— 9N ist. Das Minkowski-Funktional pg; ist
nach Hilfssatz IV.4.1 positiv-homogen und subadditiv. Nach Satz IV.4.2
gibt es eine lineare Abbildung fy : N'— R mit

fo(zo) > 1,

fole) <1, z € M
(Satz IV.4.2 wird fir 91 = M angewandt), also insbesondere

Nach Konstruktion der Abbildung f; im Beweis des Satzes IV.4.2 ist

f(x) < pgle), v e N,
also f(—r) = —f(x) < pgi(—2), d.h.
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(IV.4.5) —pg(—1) < f(2) < pg(x), v € N.

Nun haben wir offenbar K. /,(0) C M. Sei (x,) eine Folge aus A mit
||zn|| — 0, n — oo. Ohne Einschrankung koénnen wir z,, # 0, n € N, an-

nehmen. Fiir alle z € N mit [|z]| = 1 ist pg(2) < 2/ (siehe Beweis des
Hilfssatzes IV.4.3). Also haben wir

0 < pg(—zn) = ||$n"pﬁ(m) < 2||z,||/e, n € N,
Ln
0 < pgi(wn) = IIanp@(W) < 2||z,||/, n € N.

(IV.4.5) impliziert nun die Stetigkeit von f in 0 und damit iiberhaupt. [

Wir schlieflen einige Hinweise an: In den Sétzen IV.4.4, 5 kann statt des
Punktes x( eine kompakte komplexe Menge genommen werden, die zur
vorgegebenen konvexen Menge 91 disjunkt ist. In der englischsprachigen
Literatur werden andere Bezeichnungen verwendet: , kreisformig® wird als
“balanced”, ,ausgeglichen® als , absorbing“ bezeichnet.
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85. Der Satz von der offenen Abbildung und vom abgeschlosse-
nen Graphen

Wir brauchen zunéchst einige Hilfsmittel aus der Theorie der metrischen
Réaume. Der Begriff des metrischens Raums, der offenen und abgeschlosse-
nen Teilmenge eines metrischen Raumes, und des vollstdndigen metrischen
Raumes wird dabei als bekannt vorausgesetzt. Sei M ein metrischer Raum
und & eine Teilmenge von M, sei weiter o die Metrik in M. Sei

diamy = sup pu(z,y)
e

als Durchmesser von & bezeichnet. Dann gilt:

Satz IV.5.1: Sei M ein vollstindiger metrischer Raum. Sei &1 D Gy D
. eine abnehmende Folge (&,,) nichtleerer abgeschlossener Teilmengen
von M mit

diam&,, — 0, n — oo.

Dann besteht (,—; &,, aus genau einem Punkt.

Beweis: Sei z,, € &,,. Dann sind fiir jedes ¢+ € N alle z; mit £ > i in
S; enthalten. Fir € > 0 ist also

(e, xp) <e, k>1i> No= Ny(e).

Somit ist (z,,) eine Cauchy-Folge in M, also wegen der Vollstandigkeit von
M konvergent gegen ein x € M, n — oo. Da die G,, abgeschlossen sind,
Tm € 6,, m >n, folgt x € &, n € N. Ist

o0
ye ()6
u=1
so ist p(x,y) =0, also x = y. ]
Wir kénnen nun den Satz von Baire beweisen.

Satz IV.5.2: Sei M ein vollstindiger metrischer Raum. Seien T;, 1 € N,
Teilmengen von M. Es gebe eine offene Kugel Ks(xo) = {y|u(y, zo) < §}
vom Radius 6 > 0 um xy € M derart, dafs

oo

K(;(.%'()) C U i

1=1
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Dann gibt es einen Index k € N derart, daff T, eine offene Kugel Kg(x))
vom Radius &' > 0 um x( € M enthdlt. Wie dblich ist hierbei fir eine
beliebige Teilmenge T von M

T = M A

TCACM,
a abgeschlossen

die kleinste € enthaltene abgeschlossene Menge, auch abgeschlossene Hiille
von ‘T genannt.

Beweis: Wir fithren einen indirekten Beweis. Wir nehmen also an, kei-
ne der Mengen T, enthalte eine offene Kugel, d.h. jede offene Kugel aus M
habe fiir jedes i € N nichtleeren Durchschnitt mit M —T;. Insbesondere ist
(M —F;)N Kj(x0) eine offene nichtleere Menge. Also gibt es ein e; € (0,1)
und ein 1 € (M — T;) N Kj(wp) derart, daf

Kel(xl) C (M — T_l) N Kg(l’o).

Wie eben ist (M — %) N K, (z1) offen und nichtleer und wir finden eine
Kugel K., (z2) um x5 € (M — Ty) N K., (1) vom Radius &5 € (0,1/2) mit

K, (22) € (M = T2) N K, (1),

Mit dieser Konstruktion fortfahrend erhalten wir eine Folge abnehmender
abgeschlossener Kugeln K, (z,), v € N, mit ¢, — 0. Auf diese Folge konnen
wir Satz IV.5.1 anwenden und erhalten.

{a} =K. (z.) C [ M -T,).

x € Ks(xzg), aber es ist auch

Ks(zo) | J%T, | JTin[ M -Ti) =14,
i=1 i=1 i=1
so dafl sich ein Widerspruch ergibt. Il

Eine Teilmenge ¥ eines metrischen Raums M heifit nirgends dicht, wenn
T keine inneren Punkte besitzt, d. h. also keine offene Kugel enthilt. Aus
Satz IV.5.2 folgt somit, dafl ein vollstdndiger metrischer Raum nicht die
Vereinigung von abzahlbar vielen nirgends dichten Mengen sein kann. Ei-
ne Vereinigung von abzahlbar vielen, nirgends dichten Teilmengen eines
metrischen Raums M heiit mager oder eine Menge von 1. Kate-
gorie. Eine Menge, die nicht mager ist, heift von 2. Kategorie. Ein
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vollstédndiger metrischer Raum ist also nicht mager oder auch von 2. Ka-
tegorie.

Der folgende fundamentale Satz stammt von Banach.

Satz: IV.5.3 (Satz von der offenen Abbildung): Seien B,5’ Ba-
nachriume, sei T ein Element aus L(B,B') sei R(T) = B'. Dann ist T
offen, d.h. T () ist offen fiir jede offene Teilmenge 4 von B.

Beweis: Sei K.(0) = {z|z € B, ||z|| < ¢}, K.(0) ={yly € B, ||yl < ¢},
e > 0, wobei ||.||" die Norm in B’ bezeichnet. Sei ¢ > 0 vorgegeben. Wir
wollen zeigen, daf es ein § > 0 gibt derart, daB T'(K.(0)) D K5(0). Sei
en =¢/2", n € N. Wenn n fixiert ist, so ist

B = ﬂ jKeﬂ,(O)
j=1

wobei 2K, (0) = {z+2'|z,2" € K, (0)}, 3K, (0) = {z + 2’ +2"|z, 2’2" €
.(0) =

K. (0)},... ist und wir natiirlich 1K, (0) = K., (0) gesetzt haben. Daher
haben wir auch

n

U (JK, (0

Da B’ mit der Metrik u(y,y') = ||y — V||, v,y € B', ein vollstandiger me-
trischer Raum ist, existiert nach Satz IV.5.2 ein j,, derart, dafl T'(j, K., (0))
eine offene Kugel enthélt. Nun ist

1
2 5 (T(nK:,(0)) = T (K, ,(0)).
Wenn 27 eine offene Teilmenge von B’ ist, so ist auch o280, a € C — {N},

eine offene Teilmenge von B'. Daher enthilt die Menge T'(K., /»(0)) eine
offene Menge V,,. Es folgt:

T(K.,2(0)) D (T(K.,2(0)) FAT(K, 2(0))),
D T(K,2(0)) FHT(K, j2(0)),
D V=V,

wobei wir hier unter A =498, A, B C B', die Menge {x —y|z € A, y € B}
verstehen. Nun ist 0 € V,, F+4 und

Vo b4V, = | (Vi HH {2})

eV,
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ist offene Teilmenge von B’. Daher existiert eine offene Kugel K (0) mit
(IV.5.1) K} (0) C V, FHc T(K, (0)).

Wir kénnen ohne Einschréankung annehmen, daf §,, < 1/n ist, n € N. Wir
mochten jetzt beweisen, dafi K (0) C T'(K.(0)) ist. Sei dazu y € Kj (0).
Wir suchen ein z € K.(0) mit Tx = y. Nach (IV.5.1) existiert ein z; €
K., (0) derart, daf ||y — Tx1||" < 09 ist; dies sieht man folgendermaflen: Ist
y € T(K.,(0)), so ist man fertig, ist y € T (K., (0)) — T(K,(0)), so gibt es
eine Folge (7;), 7; € K., (0), mit T2; — y, | — oo, und wir finden ebenfalls
ein r; wie gewiinscht. Insbesondere ist also y — T'r1 € K (0). Wie eben
finden wir ein zy mit z5 € K., (0) derart, da} ||y — Txy — Txo||" < 03 ist.
Setzen wir dieses Verfahren fort, so ergibt sich eine Folge (z,,) mit

x, € K. (0),

(IV.5.2)

n
ly = Tay|/' < 41, n €N.
k=1

Sei

n
= Zxk, n € N,
k=1

so daB fiir n,m € N, n > m, sich die Abschéitzung

n

120 =zl < D M,

k=m++1

n
< Z g/2F < g/2m
k=m+1
ergibt. Daher ist (z,) eine Cauchy-Folge in B und konvergiert fiir n — oo
gegen ein x € B. Offenbar ist

[lz]] = Tim [[z]] < Zl\xk\l
k=1
o0
< Z€/2k:8.
k=1

Daher ist © € K.(0). Aus (IV.5.2) folgt, da y — Tz, — 0, n — oo. Da
T stetig ist, ist y = Tx. Sei nun U irgendeine offene Teilmenge von B. Sei
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y € T'(Y). Dann ist y = Tz fiir ein € 4. Da U offen ist, gibt es ein € > 0
mit K.(x) C U, d.h. {z} + K. (0) C L. Wenden wir das eben gewonnene
Resultat an, so finden wir ein § > 0 derart, dal Kj(0) C T(K(0)). Al-
so ist {y} + K}(0) € {Tz} + T(K.(0)) € T({z} + K.(0)) C T(Y) und
Kj(y) C T(). Also ist T'(4) offen. O

Eine Folgerung aus Satz IV.5.3 ist

Hilfssatz IV.5.1: Seien B, B’ zwei Banachrdiume, sei T € L(B,B’). Sei
R(T) =B, sei T eineindeutig. Dann ist der in B’ definierte lineare Opera-
tor T~ von B' in B aus L(B',B), d.h. beschrinkt (oder dquivalent, stetig).

Beweis: Sei ¢ > 0, sei ¢y’ € B'. Wihlen wir y aus TK.(2'), wobei ¢ = T’
ist, so ist mit y = Tz jedenfalls

1Ty =Ty = [Jlz — 2| <e.

Nach Satz IV.5.3 ist T K.(z') eine offene Teilmenge von B, so dafi es eine of-
fene Kugel K}(y') gibt mit § > 0, K}(y') C TK.(2'), also || T 'y—T"1y/|| <
e,y € Kj(v). O

Hilfssatz IV.5.2: Sei B ein Banachraum mit Norm ||.||. Sei B' ein wei-
terer Banachraum mit Norm ||.||". Als Vektorrdiume iber C mdogen B, B’
iibereinstimmen. Die offenen Mengen in B (beziglich der Norm ||.||) und
die offenen Mengen in B’ (beziiglich der Norm ||.||") stimmten dann und
nur dann iberein, wenn es eine positive Konstante a gibt mat

allz]] = |||/
fiir alle x aus dem Vektorraum B = B’ iiber C.
Beweis: Durch die Abbildung B >  —— x € B’ wird ein linearer Operator

von B in B’ definiert mit der Eigenschaft, dal sein Wertebereich gerade B’
ist. Die Einzelheiten seien dam Leser zur Ubung iiberlassen. [

Hilfssatz IV.5.3: Seien M, N normierte Vektorriume (iber C). Sei
MXN ={(x,y)|lx € M, y € N'}. Wir setzen

(z,y) + (2" y) = (x+2",y+Y), (z,y), (2", y) e M x N,

alz,y) = (ax,ay), a« € C, (z,y) € M x N.

46



Dadurch wird M x N zu einem Vektorraum idiber C, den wir auch mit
M x N bezeichnen. Setzen wir

[, )l = Mzl + 1yl (z,y) € M XN,

so wird M x N zu einem normierten Vektorraum, den wir wieder mit
M x N bezeichnen. M x N als normierter Vektorraum ist dann und
nur dann vollstindig (d.h. Banachraum), wenn M, N wvollstindig (d.h. Ba-
nachriume) sind.

Beweis: Ubung. ]
Definition IV.5.1: Seien B, B’ Banachriume, sei T ein linearer Operator
von B in B' mit Definitionsbereich D(T'). Man sagt, T sei abgeschlossen
oder habe abgeschlossenen Graphen, wenn aus x, — x, n — oo, x, € D(T),

n €N, und Tx, — y, n — o0, folgt: x € D(T), Tx =y, d.h. also, dafl

&1 = {(x,T2)le € D(T))
abgeschlossener Teilraum von B x B ist: &1 heifst der Graph von T .

Trivialerweise ist &1 abgeschlossener Teilraum von B x B, wenn T €
L(B,B’) ist. Es gilt auch die Umkehrung, ndmlich

Satz IV.5.4 (Satz vom abgeschlossenen Graphen): Seien B, B’ Ba-
nachrdume, sei T ein linearer Operator von B in B’ mit D(T) = B. Sei

&7 (der Graph von T) abgeschlossener Teilraum von B x B'. Dann ist
T e L(B,B).

Beweis: &1 ist ein Banachraum, sei
Pi(x,Tx) = z, v € B,

Py(z,Tx) = Tz, x € B.

Dann sind Py, P, lineare Operatoren von &1 in B bzw. B’ mit D(P;) = &7,
D(Py) = &,

1P1(z, T)l| = [z]] < [|(z, T2)l]
1Py, Ta)|| = [T < [ (=, Tx)]],
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also P € L(&7,B), P, € L(&1,B'). P, ist offenbar injektiv und surjektiv.
Nach Hilfssatz IV.5.1 hat P; eine Inverse P, ' aus L(B,&7). Nun ist T =
PP (im Sinne des Hintereinanderausfiihrens von Abbildungen). Also ist

T[] < || H][]2l], = € B,
und somit folgt die Beschranktheit von T ]

Es sei schon jetzt darauf hingewiesen, dafl der Graph & eines Operators
auch bei nicht beschréankten linearen Operatoren T eine wichtige Rolle
spielt. Insbesondere werden wir dies im zweiten Teil der Vorlesung beim
Studium unbeschrankter Operatoren im Hilbertraum sehen.
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§6. Die Fredholmschen Siétze fiir vollstetige Operatoren im Ba-
nachraum

Wir wollen in diesem Abschnitt die bereits aus I11.3 bekannten Fredholm-
schen Sétze fiir vollstetige Operatoren im Hilbertraum wenigstens teilwei-
se auf vollstetige Operatoren in einem beliebigen Banachraum iibertragen.
Wir gehen von folgender Situation aus: Sei V ein linearer Operator im
Banachraum B mit D(V') = B, der vollstetig ist (s. Definition I11.4.3). Zu
untersuchen ist der Operator T' = I — V € L(B). Zunéichst gilt wie im
Hilbertraum

Hilfssatz IV.6.1: Die Gleichung Tx = 0 habe in B nur die Lisung x = 0.
Dann ist ||Tx|| > d||z||, x € B, mit einer positiven Konstante d.

Beweis: Es gentigt ||Tz|| > d fir ||z|| = 1 zu zeigen. Angenommen, es
gibt eine Folge (x,) mit ||z,|| = 1 und ||Tz,|| — 0, d.h. z, — Vz,, — 0,
n — oo. Wegen der Vollstetigkeit von V' gibt es eine Teilfolge (x,,) von
(z,) mit Va,, — y, y — oo, fiir ein y € B. Also gilt z,, — y, j — o0,
y—Vy = 0. Wegen ||z,,|| = 1ist auch ||y|| = 1. Dies steht im Widerspruch
zu unserer Annahme. L]

Hilfssatz IV.6.2: Die Gleichung T'z = 0 habe in B nur die Lésung x = 0.
Dann ist R(T) abgeschlossener Teilraum von B.

Beweis: Sei (y,,) eine Folge aus R(T), sei y,, = Tx,. Sei (y,) konvergent in
B gegen y, n — oo. Nach Hilfssatz IV.6.1 ist ||y, — ym|| = ||Txn — Tm|| >
d||xn, — ||, so daB in B gilt: x, — z, n — oo. Also konvergiert (Tx,)
gegen T'x, n — oo. L]

Hilfssatz IV.6.3: Der Nullraum N(T) = {x|z € B, Tx = 0} des Opera-
tors T ist ein Vektorraum endlicher Dimension (iber C).

Beweis: Es ist klar, dafl 9%(7") Teilraum von B ist. Angenommen, 91(7T)
sei nicht endlichdimensional. Dann gibt es eine abzihlbare Menge Y =
{f1, fo, ...} CN(T) derart, daB fiir jedes n € N die Elemente {f,..., f,}
linear unabhéngig sind. Sei
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m, = {chfﬂch---,%ec},

n+1

Mo = {chfk|01,~--,0n+1€(3};

n € N. Nach Satz IV.1.3 sind 91, 91,1 abgeschlossen Nach Satz IV.1.2
gibt es ein p € M, 1 mit ||p|| =1, ||f — ¢l > 5, f € M, da M, ,’JﬁnH
Also gibt es eine Folge (¢;) aus DM(7T") mit HSOZH =1,le Ny — gokH > 1

[,k €N, # k. Wir haben T,, = ¢; — Vi, = 0, I € N. Wegen der Vollste—
tigkeit von V' gibt es eine Teilfolge (V;,) von (V;), die gegen ein ¢ € B
konvergiert. Wegen ¢, = Vgolj gilt dann auch ¢;; — v, j — oo. Gleichzei-
tig ist aber ||, i # 7, so daf3 ein Widerspruch vorliegt. O]

Definition IV.6.1: Seien B,B’ Banachrdume, sei L ein linearer Ope-
rator von B in B mit Definitionsbereich D(L). Sei R(L) der Wertebereich
von L. Ist L eineindeutig, so wird die inverse Abbildung L™ auch als in-

verser Operator bezeichnet. L™ ist ein linearer Operator von B' in B mit
Definitionsbereich R(L) und Wertebereich D(L).

Auf den Nachweis, da3 L~! ein linearer Operator von B’ in B ist mit den
oben angegebenen Eigenschaften, verzichten wir (s. I1.5). Nun gilt fiir die
speziellen Operatoren T'= 1 — V der

Satz IV.6.1 (1. Fredholmscher Satz): Die Gleichung Tx = 0 habe
in B nur die Losung x = 0. Dann hat T eine in B erklirte Inverse T—!.
Tt ist aus L(B, B) und hat wie T die Form

T'=1-W
mit einem vollstetigen Operator W (D(W') = B).

Beweis: Wegen M(T") = {0} ist nach Hilfssatz 1V.6.2 der Teilraum R(T)
abgeschlossen, und nach Hilfssatz IV.6.1 ist ||T'z|| > d||z||, x € B, mit einer
positiven Konstante d. Ist R(T') = B, so folgt ||[T1z|| < (1/d)||z||, = € B.
Zunéchst haben wir also R(7T) = B zu beweisen. Wir nehmen an: T'(B) =
R(T);B. Sei By = B, B = T(B) = R(T), B, = T*(B) = R(T?),....
Offenbar ist BO;ZBl DBy D ..., By, =T(Bi_1), k € N. Nun ist

TF=(1-V) _1+Z<) , keN,
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so dafl auch T* von der Form ,Identitit - Vollstetig “ ist (s. Hilfssatz
11.4.10). Aus T%z = 0, k € N folgt nach unserer Annahme T%* 'z = 0
usw., so dafl wir = 0 erhalten. Nach Hilfssatz IV.6.2 ist somit By, = R(T*)
abgeschlossen. Wir unterscheiden nun zwei Fille: 1. Fall: 802812822 .
2. Fall: BQiBli . in—lilgk = Bk—H = Bk+2 = ...firein Kk € NN {0}
Ein anderer Fall kann nicht eintreten, denn ist fiir ein £k € N

Bj. = Bj+1,

so ist By = T(T*Y(B)) = T(T*(B)) = By usw. Tritt nun der er-
ste Fall ein, so gibt es eine Folge () mit ¢, € Bi, k € N, ||k = 1,
und |[px — fI| = 35, f € Biya (siehe Satz IV.1.2). Sei [ > k. Dann ist
Vor =Vor = (I =T)or — (I = T)pr = ¢ — (Tpr + o1 — Tpr). Sei
g = Ty, + @ — Ty Wegen ¢ € By, Top € Biya, T € By ist
g € Bii1. Also ist ||V, — V|| = [k — g]| > %, 1 # k. Dies ist ein Wi-
derspruch zur Vollstetigkeit von V', denn (V) enthélt eine konvergente
Teilfolge (Vr,). Der erste Fall tritt also nicht ein. Tritt nun der zweite
Fall fiir ein £ > 1 ein, so gibt es wie eben in By = B Elemente ¢y, ..., ©r_1
mit ||¢;|| =1,7=0,.... k=1, ||¢;—fl| > 1/2, f € Bj+1,7=0,...,k—1,
aber ¢; € B;. Insbesondere ist T € B, = Bj41, so dal es ein f € By,
gibt mit Tpr_1 = Tf, also T(pr_1 — f) = 0. Dann folgt aus der Vor-
aussetzung des Satzes pr_1 = f, im Widerspruch zu ||pr—1 — f|| > 1/2,
f € Bg. Somit haben wir gezeigt: k = 0, R(T) = B. Zu y € B gibt es
also ein und nur ein x € B mit y =  — V, und es ist x = Ty, also
v =y+ Ve =y+ VT ly="T"1y Nach Hilfssatz I11.4.10 ist VT~ voll-
stetig. Damit ist der erste Fredholmsche Satz bewiesen. ]

Der zweite Fredholmsche Satz behandelt den Fall, dafl Tz = 0 eine von
Null verschiedene Losung besitzt.

Satz IV.6.2 (2. Fredholmsche Satz): Es gebe ein x1 € B— {0} derart,
daff Txy = 0 ist. Dann ist R(T);B.

Beweis: Wir fiihren wieder einen indirekten Beweis. Angenommen, es
sei R(T) = B. Dann gibt es ein o mit Tz = z1 # 0. Also ist Tz, =
Tz = 0. Nun bestimmen wir ein x3 mit Txs = zo # 0. Also ist T3x5 = 0,
T%x3 = x1 # 0. Fahren wir in dieser Weise fort, so erhalten wir eine Folge
(z,,) aus Bmit Tay, = x3_1, k € N, k > 2. Nach Konstruktion ist 7%z, = 0,
aber TF 12, = 21 # 0, k € N; unter T verstehen wir dabei die identische
Abbildung. Sei My = {z|x € B, T"x = 0}, k € N, 9y = {0}. N, ist also
der Nullraum von
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k
Tk:(J—V)’f:H;(l;) (-, k€N,

nach Hilfssatz IV.6.3 endlichdimensional und nach Satz IV.1.3 abgeschlos-
sen. Es ist xp € Ny, aber x;p & M1, und weiter N1 C Ny, k£ € N.
So haben wir ‘ﬁoi‘ﬁl;‘ﬁgi - ;‘ﬁk_li‘ﬁk; .... Wir beweisen, dasf3 diese
Situation nicht méglich ist. Sei yx € 9 mit ||y|| = 1 und ||y, — f]| > 1,
f € M1, k € N (siehe Satz 1V.1.2). Sie & > [. Dann ist Vy, — Vy; =
I=T)yx—I=T)yr = ye—(Tyxtyi—Ty), und f = Typ+y—Ty; € MNi_1, da
TFAf = Tryp+ T Ty = TF Y (Thy) = 0 ist. Also ist |[Vye— V|| > 3,
k # 1. Dies ist jedoch nicht moglich, da wegen der Vollstetigkeit von V' die
Folge (Vy;) eine konvergente Teilfolge enthélt. ]

Satz IV.6.1 und Satz IV.6.2 heiflen die, wie schon erwahnt, die Fredholm-
schen Sdtze im Banachraum. Sie bilden, wie man auch sagt die Fred-
holmsche Alternative im Banachraum.
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87. Der Rieszsche Zerlegungssatz. Die Eigenwerte eines vollsteti-
gen Operators. Die Neumannsche Reihe

Wir erinnern an Satz IV.1.3 aus IV.1, insbesondere an den Beweis dieses
Satzes: Ist 91 ein endlichdimensionaler Teilraum eines normierten Vektor-
raums N, ist n die Dimension von 9%t und {1, ..., ¢, } eine Basis (n € N),
SO 1ist

n n
H ZC].;;SOkH > O‘(Z |Ck‘|2)1/27 (Cl’ SRR Cn) S Cn7
k=1 k=1

mit einer positiven Konstante a. Ist insbesondere (f;) eine Folge in 9T mit
Ifill < M, T €N, ist

n

fl = ch(gl)gpka S N7

k=1

mit eindeutig bestimmten cgl), . ,cg) € C, so folgt

STl < M?/a?, L eN.
k=1

Nun sieht man sofort, daf8 (f;) eine gegen ein f* € 91 konvergente Teilfolge
(fi,) enthélt. Hieraus folgt:

Hilfssatz IV.7.1: Sei O endlichdimensionaler Teilraum eines normier-
ten Vektorraums N'. Sei f € N'. Dann gibt es ein f* € I mit

Lf =< If=gll, g €M
Beweis: Sei d = inf eqn || f — g||.- Dann gibt es eine Folge (gp,) in 9% mit

Lf = gm|l = d, m — co. Nun ist ||gm|| < |[f — gml[ + [|f]]- Da (I[f — gml])
eine beschrinkte Folge ist, ist es auch (||g,||): Wie eben gezeigt, enthélt
(9m) eine konvergente Teilfolge (gy,,) mit g, — f* € M, j — oo. Also ist

d=limj .o |[f = gm,|| = [|f = f*]|. O
Hilfssatz IV.7.2: Seien I, N zwei abgeschlossene Teilrdume eines nor-

mierten Vektorraums N. Sei M endlichdimensional, sei M N M = {0}.
Dann gibt es eine positive Konstante ¢ = c(I, M) mit

A+l < ellf +gll, feM, geN.
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Beweis: Angenommen, die Behauptung des Satzes ist falsch. Dann gibt es
Folgen (f,,) aus 9t und (g,,) aus N derart, daf

Ifotgull _ 1
< = lfall + llgnll > 0, n €N,

[ full + Mlgnll =

sind. Sei

* fn *
fn_ 9 gn_

Gn
[fall + lgnll

Dann ist
* * 1 * *

freM, g €N neN

Wie vor Hilfssatz IV.7.1 bemerkt, gibt es wegen der Endlichdimensionalitét
von N eine Teilfolge (g, ) von (g,) mit

Gn, — G J — 00,

g eM.
Aus ||fr+g;:]| < + folgt sofort, daB die fn, gegen —g* konvergieren, j — oo.
Weiter ist wegen || f|| + ||g:|| = 1 offenbar ||g*|| = 1/2. Wegen der Abge-

schlossenheit von 9 folgt: ¢* € M, also wegen M NN = {0} dann ¢* = 0.
Dies ist jedoch ein Widerspruch zu ||g*|| = 1/2. O

Hilfssatz IV.7.3: Sei B ein Banachraum, sei V' ein vollstetiger Operator
in B(D(V) = B). Wir definieren wieder durch T = I —V einen linearen
Operator aus L(B). Es gilt: R(T) ist abgeschlossener Teilraum von B.

Beweis: Sei (T'f,,) eine Folge aus R(T), sei (9,), gn = T'fn, n € N, kon-
vergent gegen ein g € B, n € N. Zu zeigen ist, dafl ¢ in R(T") liegt. Nach
Hilfssatz IV.6.3 ist M(T') = {z|x € B,Tx = 0} endlichdimensionaler Teil-
raum von B. Nach Hilfssatz VI.7.1 gibt es zu jedem n € N ein h,, € N(T)
mit

1fo = Al = ([ fa = Rall, B € N(T).

Sei f;, = fn—hy, n € N. Dann gilt || f,, = h|| > || f)|, Tf), = gn, n € N. Wir
unterscheiden nun zwei Falle: 1. Fall: Die Folge (|| f/||) ist beschriankt, etwa
I|fIl] < C, n € N. Wegen der Vollstetigkeit von V' gibt es eine Teilfolge
(fn,) von (f!) mit V[, — ¢, j — oo Dadieg,, = f, — V[, einerseits

nj
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gegen ¢ und andererseits die V' f;Lj gegen ¢ konvergieren, 7 — oo folgt,
dafl auch die fflj fiir 7 — oo konvergieren, etwa gegen f’, und wir erhalten
g =Tf also g € R(T). 2. Fall: Die Folge (||f/||) ist nicht beschrénkt.
Dann gibt es eine Teilfolge (f;, ) von (f,) derart, daB8 [|f, [| > 0, j € N,
1 fo,]] = +o00, j — 00, T'f = gn; — g, j — oo. Also gilt

/

I, _p nj||—>0,j—>oo.

1RE IS
Sei pn; = fy. /IIf3,]l; 5 € N. Dann haben wir |[pn,[| = 1, T'p,;, — 0, j — oo.
Wegen ||, = hl[ > (7,1, b € N(T), folgt |, — Al > 1, h'€ R(T). Wi
derum wegen der Vollstetigkeit von V' gibt es eine Teilfolge (i}, ) von (¢y,)
mit Vgpglj — 1), j — oo. Gleichzeitig ist Tgpglj = gpﬁlj — Vgpﬁlj — 0, j — oo,
so daB o), — ¢, j — 00, Ty =0, [[¢p — || > 1, h € N(T). Da ¢ selbst in
MN(T) liegt, ist dies ein Widerspruch, und der zweite Fall kann somit nicht
eintreten. ]

Wir setzen M, = TF(B) = R(TY), k € N, Wy, = {x|r € B, T"z = 0} =
N(T*). Fiir k = 0 sei My = B, Ny = {0}. Hierbei ist natiirlich T wie in
Hilfssatz IV.7.3.

Aus der schon verwendeten Formel

T’“—(lV)k—ulf;(‘j) vy

folgt mit Hilfssatz IV.7.3 sofort, dafl 901, abgeschlossen ist. M, ist trivia-
lerweise abgeschlossen. Fiir die Teilrdume 90T, und 9N, gilt die folgende
Aussage:

Hilfssatz IV.7.4: Es gibt zwei Zahlen m,n € NN {0} derart, dajs

2 2
B:mo#---%mm:mm+l:mm+2:...7
C C

ist, d.h. die absteigende Folge {9My} wird stationdr, und die aufsteigende
Folge {M.} wird stationdr.

Beweis: Im Beweis des Satzes IV.6.1 hatten wir bereits gesehen, daf
M D My ist, £ € NU{0}. Die Voraussetzung des Satzes IV.6.1, daB3
die Gleichung Tx = 0 in B nur die Losung x = 0 hat, war dabei nicht
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benutzt worden. Ebenfalls ohne Benutzung dieser Voraussetzung hatten
wir dort den Fall Wioimliﬂﬁgi ... ausgeschlossen. Wieder ohne Benut-
zung der genannten Voraussetzung hatten wir im Beweis von Satz IV.6.1
gezeigt, dafl das Auftreten einer Gleichheit 90t = 94 fiir ein [ € NU {0}
nach sich zieht, dal 9, = M1 = Mo = ... ist. Damit ist der Fall der
Raume My, k € NU {0} erledigt. Im Beweis des Satzes IV.6.2 hatten wir
schon gesehen, dal DMy, C Ny ist, & € NN {0}. Die Voraussetzung des
Satzes IV.6.2, daf3 die Gleichung Tz = 0 eine von Null verschiedene Lésung
besitzt, war dabei nicht benutzt worden. Ebenfalls ohne Benutzung dieser
Voraussetzung hatten wir dort den Fall mocmf%; ... ausgeschlossen.
Sei nun 9, = Ny fiir ein [ € NU{0}. Gibt es nun unendlich viele Indizes
1,15, ... aus N derart, daf3 mljimlj+1 ist, so kann man wie im Beweis des
Satzes IV.6.2 eine Folge (y;,41) finden mit

Y41 € Myv1, |yl =1,

1
Hylj+1 _fH > 5, fe ‘ﬁlj.

Sei k > p. Dann ist Vy, 11 — Vo1 = v — Ty + v — Ty, 41)-
Nun folgt T (T, 41 + Yi,+1 — Tyi,11) = T+l 1 + Tl’“_l”_lTl”Hysz +
ThTl =0, so daB ||[Viyys1 — V4| > 5 ist. Also ist ||V, —
Vy1l| > %, k # p, k,p € N. Da wegen der Vollstetigkeit von V' die Folge
(Vyi,+1) eine konvergente Teilfolge enthélt, ist dies ein Widerspruch. Also
ist von einem n € NU {0} an M, =N, .1 = N = ... O

Unser néchstes Ziel ist es zu beweisen, dafl m = n ist. Aufgrund der Sétze
IV.6.1 und IV.6.2 wissen wir bereits, dafl m = 0 dann und nur dann ein-
tritt, wenn n = 0 ist.

Hilfssatz IV.7.5: Setm die in Hilfssatz IV.7.4 eingefithrte Grofle. Schrinken
wir T auf M, ein, so ist die Finschrinkung T |9, : M,,, — M., ein Ele-
ment aus L(OM,,), T|9M,, ist injektiv und surjektiv.

Beweis: I, ist, da abgeschlossen, ein Banachraum. Dafl T'(90,,)
ist, folgt aus Hilfssatz IV.7.4. Also ist T|9,, surjektiv. Sei (T'|9,,)f =
(fiir ein f € 9M,;,). Dann ist nach Satz IV.6.2 auch f = 0.

L os

Hilfssatz IV.7.6: Sei M € N U {0} die in Hilfssatz VI.7.3 eingefiihr-
te Gréffe. Dann st M, = N1 = ... d.h. n < m.

Beweis: Sei f € M,,.1. Dann ist 77" f = 0. Sei ¢ = T™f. Dann ist

56



Ty =0 und ¢ € M,,. Nach Hilfssatz IV.7.5 folgt: ¢ = 0, also T™f = 0,
also f € M,,, also N,,.1 C N,,,. Da wir schon wissen, dal M, C N,,.1 ist,
folgt M,,, = N,,i1. Ebenso zeigt man N,,,.1 = M, 0 = ..., was sich der
Leser selbst iiberlegen moge. Il

Hilfssatz IV.7.7: Sei m € NU {0} die in Hilfssatz IV.7.8 eingefiihr-
te Gréffe. Sei m > 1. Dann gilt ‘ﬁm_li‘ﬁm.

Beweis: Es ist ﬂﬁm_liﬁﬁm, d.h. es gibt ein f € M,y mit f ¢ M,,. Sei
g =Tf. Dann ist g € M, und es gibt nach Hilfssatz IV.7.5 ein h € M,,
mit Tf = Th, dh. T(f —h) =0. Mit ¢ = f — h gilt also T =0, ¢ # 0
(da f & M,,) und p € M,,,_1. Also ist o = T™ 1) mit einem ¢p € B — {0}.
Insbesondere folgt Ty = Ty = 0, also ¥ € N,;,, aber ¥ € N, 1, da ¢ # 0
war. [

Zusammen mit unserer Bemerkung vor Hilfssatz 1V.7.4 ergibt sich, daf}
stets m = n ist. Sei

M = mmy
m = 9 =N,
Dann ist
M=) M,
k=0
n =N,
k=0

und M, N sind invariante Teilrdume beziiglich T, d.h. T(OM) C M, T(N) C
M, genauer gilt sogar T'(M) = M (s. Hilfssatz [V.7.5). Der Rieszsche Zer-
legungssatz besteht nun in der folgenden Aussage:

Satz IV.7.1 (Rieszscher Zerlegungssatz): Es ist M NN = {0}, wobei
M, N die soeben eingefithrten Teilrdume von B sind. Jede f € B lifst sich
auf eine und nur eine Weise in der Form

f=h+r
mit f1 € N, fo € M darstellen.

o7



Beweis: Sei f € M NN Dann ist f = T™p mit einem p € B. Wei-
ter ist T™f = 0, also T?"¢p = 0. Also ist ¢ aus Ny, = M, = N, also
T"p =0, also f =0. Sei nun f € B,

f=fi+ fomit fl €N, f; €M, und

f=f+f5 mit fi €N, fi €M,

soist 0 = fi—fi'+ fo—f3, dh. fi = fi' = —=(f2 — f), also f{ = f{,
fo— fremnm, also f{ = f', f4 = f5. Die Zerlegung ist also eindeutig,
wenn es sie gibt. Um die Existenz der Zerlegung zu zeigen, beachte man,
daB fiir f € B jedenfalls T f € 9 ist. Wegen 9T = My, gibt es ein p € B
mit T"f = T?"p, so daB T™(f — T™p) = 0 ist. Also ist f — T™p € N,
f—T"p = 1 mit einem Y € M. Setzt man f; = ¢, fo = Ty, so ergibt
sich die gewiinschte Zerlegung. ]

Waéhrend wir im Fall eines vollstetigen hermiteschen Operators im Hil-
bertraum uns in II1.6 einen vollstandigen Uberblich iiber die Gesamtheit
der Eigenwerte verschafft haben, ist dies im Fall eines vollstetigen Ope-
rators in einem Banachraum nicht moéglich. Doch lassen auch hier einige
Aussagen beweisen, die aus dem Rieszschen Zerlegungssatz folgen. Wir be-
weisen zunéchst

Satz IV.7.2: Sei B ein Banachraum, sei V' ein vollstetiger Operator in
B(D(V) = B). Seien MM, N die vorhin eingefihrten Teilrdume von B. Dann
gibt es zwei in B vollstetige Operatoren S und R mit folgenden Eigenschaf-
ten: D(S) = D(R) = B,

(IV.7.1) Sf=Vf, feN
(IV.7.2) Sf=0, fem,
(IV.7.3) Rf=0, feM,
(IV.7.4) Rf=V/f, fem

Ferner ist S(B) C M und R(B) C M. Auferdem gilt: V = S + R,
SR = RS = 0. Die Operatoren S, R sind durch (IV.7.1) bis (IV.7.4) ein-
deutig bestimmit.

Beweis: Zunéchst zur Eindeutigkeit: Sei f € B. Dann ist nach Satz IV.7.1

58



(IV75) f=f+ fomit fi €N, fo €M,

und fi, fo sind eindeutig bestimmt. Aus (IV.7.2) folgt Sf = Sfi, aus
(IV.7.3) folgt Rf = Rfs, so dal durch die Forderungen (IV.7.1), (IV.7.4)
die GroBlen Sf, Rf vollstdndig bestimmt sind. Nun zur Existenz: Ordnen
wir jedem f € B das Element f; bzw. f5 in der Zerlegung (IV.7.5) zu, so er-
halten wir zwei lineare Operatoren P und @ in B mit D(P) = D(Q) = B.
Offenbar konnen wir Hilfssatz IV.7.2 auf die Teilrdume 91, 91 anwenden
(wir hatten bereits vor Hilfssatz IV.7.4 bemerkt, daf§ jeder Raum 9,
k € NU {0} abgeschlossen ist). Dies liefert

A= 111+ foll = cOUIM(IAN +[I12]), | e B,
mit einer positiven Konstante ¢(9%, ). Also ist || Pf|| < (1/c(N, M) - || f]],
NQf]] < (1/e(D,M))||f|]. Somit sind P, Q aus L(B,B). Sei nun

S=VP R=VQ.
Nach Hilfssatz 111.4.10 sind S, R vollstetig (D(S) = D(R) = B). We-
gen I = P+ Qist V = S+ R Wegen Ve = Te — x, x € B, wo-
bei wieder T" = I — V ist, folgt V(9) C M, V(N) C (). Also ist
Sf=VfHeN Rf =Vf € M offenbar ist Sf = Sfo = VPfy, =0,
feM Rf=RfL=VQfL =0, f € N. Wegen VP(B) C I folgt RS =0,
wegen VQ(IM) C M folgt SR = 0. H

Satz IV.7.3: Sei R der in Satz IV.7.2 eingefiihrte Operator im Banach-
raum B. Dann hat I — R einen in B definierten beschrinkten inversen
Operator. Ser S der ebenfalls in Satz IV.7.2 eingefiihrte Operator in B.
Dann gilt

NI = V)") =N - 9)"), R(I-V)") =R(I - 9)"), keN.

Beweis: Sei f € B, (I — R)f = 0. Dann ist f = Rf. Wegen R(B) C M
ist f e M Alsoist f=Rf=VQf=Vf, I-V)f =Tf =0 und
f € M. Aus Hilfssatz IV.7.5 folgt: f = 0. Also ist I — R eineindeutig. Da
R vollstetig ist, folgt aus Satz IV.6.1, dafl der inverse Operator (I — R)™!
in B erklart und beschrénkt ist. Wir haben weiter

(I—-R(I—-8)=I1-V=(I—-S)I—R),

also

(I —=V)=(U—-R*1I-9)" keN,
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Nun hat mit I — R auch (I — R)* einen in B definierten beschriinkten
inversen Operator. Die Inverse ist

k
(I-R'=U-R*=][0-R"

j=1

Fiir x € B ist somit (I —V)*z = 0 dann und nur dann, wenn (I — S)*z = 0
ist. Also ist

N((I - V) =N - 9", keN.
Gleichzeitig haben wir

I-V)=UT-95*1T—-R)" keN,
Sei g € R((I —V)¥), dh. g = (I — V)¥f mit einem f € B. Dann ist
g=(I—-8)((I - R)kf), also g € R((I —S)*). Sei nun umgekehrt g €
R((I —S)¥), dh. g = (I — S)*f mit einem f € B. Dann ist

g = ([-9"I-R"UI-RT"f),
= ([-V)"(I-R)*)),

also g € R((I — V)¥). Damit ist Satz IV.7.3 bewiesen. O

Satz IV.7.4: Sei A € C, TA(‘N/) = I — AV, V ein vollstetiger Operator
in einem Banachraum B(D(V) = B). Sei V ein vorgegebener vollstetiger
Operator in B(D(V') = B), sei S der in Satz IV.7.2 eingefiihrte vollstetige
Operator in B(D(S) = B). Dann besitzt T)(S) fir A # 1 einen in B er-
kldrten beschrdinkten inversen Operator.

Beweis: Offenbar hat T(.S) = [ eine in B erklirte beschriankte Inverse. Sei
also A £ 0, N # 1, T\(9)f =0 fiir ein f € B. Dann ist f = ASf = AV Pf.
Da S(B) C 9 nach Satz IV.7.2, ist f € M. Weiter ist Sf = (1/\)f,
(I=8)f=f—0/Nf=(N=1)/N)f. Nach Satz IV.7.3 ist

NI — S =N((I-V)¥), keN.

Natiirlich gilt diese Gleichheit auch fiir die nach Hilfssatz IV.7.6 eingefiihrte
Zahl m, von der wir im Augenblick annehmen, daf} sie > 1 ist. Fiir f € N
folgt

0=(I=V)"f=(I-9"f,
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also folgt fiir das oben benutzte spezielle f mit T)(S)f = 0 wegen (I —
S)f = ((A—=1)/\)f die Beziehung

0= =95)"f=(A=D/N)",
also f = 0. Somit ist T)(S) eineindeutig, falls A # 1 ist. Nach Satz IV.6.1

ist T2(S)™! in B erklirt und beschrinkt. Im Fall m = 0 folgt 91 = {0},
S =0, und wir sind fertig. ]

Hilfssatz IV.7.7: Sei V ein vollstetiger Operator in einem Banachraum
B(D(V) = B). Dann gibt es ein € > 0 derart, daff T\(V)=1— AV fir al-
le A\ € Cmit0 < |A\—1| < € eine in B definierte beschrinkte Inverse besitzt.

Beweis: Es ist I — AV = (I — AR)(I — \S). Wir zeigen zunéchst: Es
gibt ein ¢ > 0 derart, dal I — AR in 0 < |\ — 1| < € eine in B erklirte be-
schrénkte Inverse besitzt. Zunéchst hat I — R eine in B erkldrte beschriankte
Inverse (I — R)~! wie in Satz IV.7.3 bewiesen wurde. Wir betrachten die
Reihe

(IV.7.6) RO) =Y (=1 = 1)"[(I = R)7",
n=0
die in der Norm von L(B,B) konvergiert, sofern |\ — 1 < m ist.
Insbesondere ist R(X) € L(B,B), sofern |X — 1] < m ist. Wortlich
wie bei der geometrischen Reihe zeigt man

o0

D A= -R) ' =~ =1 (R=1)7")"!

n=0
Also ist RO = (I —R)I - A—1)(R-1)")"' =0\ -R) =
% (I — %R)_l, A wie oben, A\ # 0. Setzen wir A = %, so erkennen wir,
daBl (I — AR)™! als beschriinkter, iiberall in B erkliirter Operator existiert,

sofern |\ — 1| < (1/(2 +2||(I — R)7Y|])) ist. Wegen

1
2+2(|(I = R~

wobei (I — AS)~! nach Satz IV.7.4 fiir A # 1 als beschrinkter, iiberall in
B erklarter Operator existiert, folgt jetzt die Aussage des Hilfssatzes. [

I-=M) ==X I -AR) L 0<|A=1]<

Beim Beweis der Invertierbarkeit von I — AR, |\ — 1] < ¢, hatten wir
von der Vollstetigkeit von R keinen Gebrauch gemacht. Es gibt nun noch
einen anderen Beweis, der die Vollstetigkeit benutzt. Nach Satz IV.7.3 ist
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I(I = R)f[| = allf]], f € B,

mit einer positiven Konstante a. Also haben wir

(I = AR = H(I—R)f+(1—A)f§fH,
= allfll = €llBIIAN = SI1A

sofern € = a/2||R|| gesetzt wird und |1 — A| < € ist. Mit der Vollstetigkeit
von R und Satz IV.6.1 folgt nun, da8 (I — AR)™! als beschriinkter, in ganz
B definierter Operator existiert. Es ging uns bei dem Beweis des Hilfssatzes
IV.7.7 auch darum, die Entwicklung (IV.7.6) einzufithren (Resolventenrei-
he). Diese Entwicklung ist ein Spezialfall der sogenannten Neumannschen
Reihe. Sei A € L(B, B), B ein Banachraum, und sei ||I — A|| < 1. Dann ist
durch

o

((IV.7.7) R(A) =D (I - A)"

n=0
ein Element aus L(B,B) gegeben, da die Reihe rechts im Banachraum
L(B, B) wegen ||I — A|| < 1 konvergiert. Sei

N

Sy=> (I-A)" NeNu{o}
n=0
Analog zur geometrischen Reihe folgt
ASy = SyA=1—(I-A)",
also, indem man N gegen +oco streben laf3t
AR(A) = R(A)A =1,
so daBl A eine in ganz B definierte beschrinkte Inverse besitzt, ndmlich
R(A), und R(A) ist durch die Reihe in (IV.7.7) gegeben.

Wir kehren nun zu den vollstetigen Operatoren zuriick.

Definition IV.7.1: Sei B ein Banachraum, sei A ein linearer Operator
in B mit Definitionsbereich D(A). Eine Zahl A\ € C heifit Figenwert von A
genau dann, wenn es ein f € D(A) gibt mit f #0, Af = \f.

Satz IV.7.5: Sei V' ein vollstetiger Operator in einem Banachraum B(D(V) =
B). Zu jedem Eigenwert X #£ 0 gibt es eine Kreisscheibe {z||z — )\\ < 6}
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mit 0 > 0 derart, dafl in dieser Kreisscheibe kein weiterer Eigenwert von
V' liegt. Insbesondere besitzen die Eigenwerte von V' keinen Hdaufungspunkt

£0.

Beweis: Sei also X Eigenwert von V, A # 0. Sei V (1//):)V Dann
ist auch V vollstetig. Nach Hllfssatz IV.7.7 hat T\(V) in einer punktier-
ten Krelsschelbe {/\|O < |A—=1] <e}(1 > e > 0) eine beschriinkte Inverse
T\(V)L, D(T\(V)™!) = B. Also hat V in 0 < |[A—1| < ¢ keinen Eigenwert,
also auch V nicht in 0 < |z — /):\ < I%Lgm O
Satz IV.7.6 (Natur des Spektrums): S(V) von V, V wollstetig: X e
S(V), X # 0 Dann ist X isolierter Punkt von S(V') und Figenwert endlicher
Vielfachheit.

Beweis: Nach Hilfssatz [V.7.7 (vgl. Beweis Vorher) existiert (§ -V)te

L(B,B) fir 0 < |A—1| <e. Ist |z———)\\<|)\\Fsofolgt0<|x—1|<
e/(1+¢e), 1 =1/|]\ <e/(1+¢), |\ <1l+e0<|A—1]<e. O
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