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Diese Gleichung kann geschrieben werden

oder '

„ -
und gehört somit einer Klasse von Gleichungen an , deren allge¬
meine Form Q

n cos ?i& = an

ist . Einige Eigenschaften derselben gedenken wir später zu ent¬
wickeln .

Zwölftes Kapitel .

Vermischte Aufgaben und Lehrsätze über die

Kegelschnitte .

227 . Die Methode , die Algebra auf Probleme bezüglich der

Kegelschnitte anzuwenden , ist im Wesentlichen dieselbe , wie die
in dem Falle der geraden Linie und des Kreises angewendete
und wird keinem Leser Schwierigkeiten darbieten , der die im
dritten und achten Kapitel gegebenen Beispiele sorgfältig durch¬
arbeitet hat . Wir wollen daher aus der grossen Anzahl von Auf¬

gaben , die zu Oertern des zweiten Grades führen , nur einige aus¬
wählen und ihnen mehrere Eigenschaften der Kegelschnitte an¬
reihen , welche zur Aufnahme in die vorhergehenden Entwickelun¬

gen nicht geeignet erschienen .
Aufg . 1 . Eine Linie von constantcr . Länge bewegt

sicli zwischen den Schenkeln eines gegebenen Winkels ;
m a n s o11 de n d u rc b einen festen Punkt i n ih r beschriebe¬
nen Or t finden .

Bezeichnen wir PL durch n , PK durch m , Big . 70.
und LK durch l , so haben wir aus ähnlichen

O T - - ’L nn .I / I V - - ICCDreiecken OL = — und OLL =
m n

Mittelst der Relation
LLP = OL? -f

' OK cos co O M
2 Pxi/ cos co

2 xy cos co

A

folgt daraus l2 = % + ~
^ ~»jj* * ->»2

oder
die Gleichung einer Ellipse , die den Punkt 0 zu ihrem Cenlrum hat ;
denn B2 — 4 A C ist hier negativ, nämlich sm co.

n £uv
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Aufg . 2 . Welches ist der Ort , d e n d e r v i e r t e End¬
punkt eines Parallelogramms durchläuft , wenn zwei Sei¬
ten des selben OK, OL unveränderlich , und die zugehörige
Diagonale um einen festenPunktJ * drehend vorausgesetzt
werden ?

Aufg . 3 . Welches ist der Ort der Endpunkte aller der
Durchmcs s er , welche man parallel zur einen Diagonale
e in e s R ech teck s in Kreisen ziehen kann , die überder an¬
dern Diagonale beschrieben werden ?

Wir wählen zwei benachbarte Seiten des Rechtecks zu Coordinaten-
Achsen und bezeichnen die Länge der mit der Achse der x zusammen-
fallenden durch m , und die Länge der in der Achse der y liegenden
durch n , ferner durch a und b die Coordinatcn des Centrums des Krei¬
ses , von dem wir voraussetzen, dass er über der durch den Coordinaten-
anfang gehenden Diagonale beschrieben sei . Die Gleichung dieses Kreises
muss von der Form sein

x 2 + y2 — lax — 2 by — o
und seine Mittelpuukts-Coordinaten unterliegen der Bedingung

m2 + «2 — 2 am — 2 bn = o .
Die Gleichung desjenigen Durchmessers , welcher der zweiten Diagonale
des Rechtecks parallel geht, ist alsdann

an + bm = my -f- nx .
Wir erhalten die Gleichung des gesuchten Ortes , indem wir die Coordi -
nalen des Mittelpunktes a , b aus den drei aufgestellten Bedingungsglei-
cliungen eliminiren. Diese Elimination liefert

(m 2 + ?i2
) (y2 — x2 -f- mx — ny ) = o ,

oder als die Gleichung des Ortes
y2 — x 2 + mx — ny = o .

Durch die Substitution x -j- für x und y + — für ;/ , d. h . bei Verlegung
des Anfangspunktes in den Mittelpunkt des Rechtecks geht dieselbe in

über , d . h . der Ort ist eine gl eichsci tigc H yp crbel , welche
den M-ittelpunkt des Rechtecks zum Gentrum und Paralle¬
len zu den Seiten desselben z u Achsen hat . Sie gehl durch die
Ecken des Rechtecks , weil « = + — y = + gefunden wird.

Anfy . 4 . Oder der Ort des Durchschnittspunktes der
auf OK , OL in denselben Punkten L , K wie in Aufg . 2 er¬
richteten Senkrechten , d. h . der vierten Ecke des ent
sprechenden veränderlichen Kreisvierecks ?

Aufg . 5. Welchen Ort he schreib t ein Punkt Q, der in
L IC so angenommen wird , dass QK — P L ist ?

\
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FiS. 77 .
Aufg . 6 . Zwei gl ei clie Lineale AB , BC (Fig . 77) sind

durch ei n Ch arnierin B ve re in ig t , der
Endpunkte ist befestigt , indess C die
gerade Linie AC durchlaufen muss ;
man soll den durch irgend einen fe¬
sten Punkt P in 2? C beschriebenen Ort
fi nden .

Aufg . 7 . Man soll aus der Basis und der Differenz der
Basiswinkel eines Dreiecks den Ort der Spitze desselbenhe sLimmen .

Wir können genau wie in Artikel 124, Aufgabe I verfahren, wo die
Summe der Basiswinkel gegeben ist . Der Ort wird als eine gleichsei¬
tige Hyperbel gelundcn, welche die Basis zum Durchmesser hat . Da
die Differenz der Basiswinkel gegeben ist , so ist leicht zu sehen, dass die
innere und äussere Halbirungsliuie des Winkels an der Spitze zu festen
Linien parallel sein müssen, und diese geraden Linien sind den Asympto¬ten der gefundenen Hyberbel parallel.

Umgekehrt, wenn wir das Dreieck betrachten , dessen Basis der
Durchmessereiner gleichseitigen Hyperbel ist , und dessen Spitzen in der
Curve liegen , so sind die Seifen nach Art . 180 zu conjugirten Durchmes¬
sern parallel ; coujugirte Durchmesser einer gleichseitigen Hyperbel maeben aber gleiche Winkel mit den Asymptoten. (Art . 175.)

Aufg. S . Man soll aus d e r B a s i s und d e m P r o d u c t der
Tangenten der Basiscvinkel eines Dreiecks den Ort des
Scheitels bestiihmen .

Derselbe ist ein Keg elsch ni 11 , dessen Scheitel mit den Basis¬
ecken zusammenfallen . Dies ist die Umkehrung von Art . 171 .

Aufg . 0 . Aus dc-r Basislänge und dem Product der
Tangenten der halben Basiswinkel den Ort der Spitze zu
finden .

Indem man die Tangenten der Hälften der Basiswinkel in Thcileu
der Seiten ausdrückt , findet man , dass die Summe der Seiten gegebenist, und dass daher der Ort eine Ellipse ist , welche die Basisecken zu
Brennpunkten hat.

Aufg . 10 . Welches ist der Ort des Mittelpunktes des
einem Dreieck eingeschriebenen Kreises , von welchem
die Basis und die Summe seiner Seiten bekannt sind ?

Man kann aus den beiden letzten Beispielen unmittelbar erkennen,dass der Ort eine Ellipse ist , deren Scheitel die Endpunkte der gege¬benen Basis sind .
Aufg . 11 . Wenn der Inhalt irgend eines Dreiecks und

der Winkel an der Spitze desselben der Grösse und Lagenach bestimmt sind , so soll man den Ort eines Punktes fin¬
den , der die Basis in einem gegebenen Verhäl tniss theilt .

Salinoo , Anal . Geom . der Keg -elschnillc . 16
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Aufg . 12 . Die Basis eines Dreiecks ist gegeben und der
eine Basiswinkel ist doppelt so gross , als der andere ; wel¬
ch es ist der Ort der Spitze ?

Aufg . 13 . Tlieile einen Kreisbogen in drei gleiche
Th eile .

Der Thcilpunkt wird als der Durchschnitt des gegebenen Bogens
mit einer gewissen Hyperbel bestimmt.

Aufg . 14 . Die Basis und der Inhalt eines Dreiecks sind
gegeben ; man soll den Ort des Punktes finden , in welchem
seine drei Höhenpcrpendikel sich schneiden .

Aufg . 15 . Man soll den Ort des Mittelpunktes eines
Kreises finden , welcher zwei andere Kreise berührt , oder
welcher einen gege benen Kre is und eine gegebene gerade
Linie berührt .

Aufg . 16 . Die Basis eines Dreiecks und die Länge des
durch die Seite n in einer gegebenen ger aden Linie gebil¬
deten Abschnitts ist gegeben ; man soll den Ort der Spitze
bestimmen .

Aufg . 17 . Zwei Ecken eines gegebenen Dreiecks be¬
wegen sich längs fester gerader Linien ; der Ort der drit¬
ten Ecke ist zu finden .

Aufg . 18 . Zwei Ecken eines Dreiecks bewegen sich
längs fester gerader Linien , indess seine Seiten sich um
feste Punkte drehen ; man soll den Ort der dritten Ecke
bes timm en .

Aufg . 19. Welches ist der Ort des Centrums eines
Kreises , der in zwei '

gegebenen - ger ade n Linien vorge -
scliriebene Abschnitte macht .

Aufg . 20. Ein Dreieck A B C ist einem gegebenen Kreis
umschrieben , der Winkel an C ist gegeben uni ü bewegt
sich längs einer festen geraden Linie ; man soll den Ort
von A finden .

Wir wenden Polar - Coordinaten an , deren Pol das Centrum des Krei¬
ses ist und deren Winkel gegen die Normale auf die feste gerade Linie
gemessen werden , und bezeichnen in diesem Sinne die Cooi'dinaton von
A, B durch q , q , Dann ist (/cos &' — p . Aber es ist leicht zu
sehen, dass der Winkel AOB gegeben ist (— «) ; und da die Höhe des
Dreiecks AOB gegeben ist , gilt die Gleichung

_ q q sin a
T '

q
'2 — 2 g f cos et)

'

Aus ihr geht durch die Substitution von -9- + &' = a die Polar-GIeichung
des Ortes r 2 = _ P-

' foll fe _
g - cos 2 (ct — -9-) -f - p 2— 2pq cos ( a — 9 )

hervor, eine Gleichung , welche einen Kegelschni tt darstellt ,
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Aufg . 21 . Eine gerade Linie bewegt sieb so , dass sie
stets einen festen Kegelschnitt berührt ; in jeder ihrer
Lagen besliin mt man ihren Pol in Bezug auf einen andern
festen Kegelschnitt , welches ist der von diesem Pol
durchlaufene Ort ?

Wenn wir die beiden Kegelschnitte durch die Gleichungen
^ = 1 und Ax 2 + Bxy + Cy2 + I ) x + Ey + F = o .

repräsentiren , so ist die Polare irgend eines Punktes in Bezug auf den
zweiten nach Art . 101
(2Ax' + By

' -f- I) )x + (2Cy
' + Bx + E )y + Dx + Ey + %F = o,

Aller die Bedingung , unter welcher diese gerade Linie den ersten
Kegelschnitt berührt , ist nach Art . 169, Aufg . 1
a2^ Ax' + By + Df + b\ 2Cy + . Bx + Ef = (.Dx + Ey + 2Ff .

Diese Bedingung , welche durch die Coordinaten des Punktes befrie-
digt werden muss, ist die Gleichung seines Ortes und offenbar vom zwei¬
ten Grade .

228 . Wir geben in diesem Artikel einige auf die F o c a 1 - E i g e n -
schäften der Kegelschnitte bezügliche Aufgaben und Sätze
und fordern den Leser auf , die fehlenden Beweise zu entwickeln .

Aufg. 1 . In einem Ivege 1 schni11 ist die Focal - Di stanz
eines jeden Punktes der bis zum Durchschnitt mit der
Tangente am Endpunkt der B r e n n p u n k t s - 0 r d i n a t e ver¬
längerten Ordinate des Punktes gleich .

Aufg. 2 . Vom Brennpunkt eines Kegelschnittes aus
worden gegen die Tangenten desselben unter gegebenemWinkel gerade Linien gezogen ; man soll den Ort ihrer
Fusspunkte bestimmen .

Aufg. 3. Dcn 0rt des Po 1 es e i n p r festen geraden Linie
in Bezug auf eine Reihe concenlrischcr und coiifocaler
Kegelschnitte zu finden .

Wir wissen , dass der Pol einer geraden Linie — + — = 1 in Bc -
x 2 y % m n

zug auf den Kegelschnitt —2 + jp. = 1 . aus den Gleichungen mx ~ a2
und ny = b2

( Art . 169) gefunden wird ; wenn die Brennpunkte des Ke¬
gelschnitts gegeben sind , so ist a2 — b 2 — ca bestimmt, und der Ort des
Pols der festen geraden Linie ' ist durch mx — ny = c2 repräsentirt ,welches die Gleichung einer zur gegeben cn geraden Lini e senk¬
rechten Geraden ist .

Wenn die gegebene Linie einen der Kegelschnitte berührt , so ist
ihr Pol der Berührungspunkt ; d . i . die Tangenten eines Kegel -

IG *
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Schnittes in (len Punkten , in denen die Tangente eines
con fo ca len Iv egcl schni t Ls ihn sclinc i de t , begegnen sich i n
der Normale dcs 1 etz t er e n .

Aufg . 4 . Für Polar - Koordinaten , deren Pol mit dem
Brennpunkt zusammenfällt , soll man beweisen , dass die
Polargleichung der Tangente in dem Punkte , dessen Win -
kelcoordinate er ist , durch

P_ e cos P + cos (P — et)

■e cosP -f- sec ß cos (P — a)

repräsentirt ist .

Aufg . 5 . Beweise , dass die Polar - Gleichung der
Sehne , welche die Punkte von den Winkel - Coordinaten
« + ß , u — ß verbindet ,

P_
2 9

'

i s t .
Man findet diese Gleichung nützlich in Untersuchungen über Sätze ,

welche sich auf Winkel am Brennpunkte beziehen. Für diese Untersu¬
chungen werden wir jedoch später (Kap . XIV) noch einfachere Methoden
entwickeln.

Aufg . 6 . Wenn eine Sehne PP ' eines Kegelschnitts
durch einen fe sten Punkt 0 geht , so i s t tan ^ PFO . tan t PFO
constant .

Wir geben einen einfachen geometrischen Beweis dieses Satzes.
Denken wir irgendwo in PP einen Punkt 0 genommen , und sei die Ent¬
fernung FO das e'fachc der Entfernung von 0 von der Directrix ; so gel¬
ten , da die Entfernungen von P und 0 von der Directrix zu PB und OB
proportional sind , die Gleichungen :

FP ,
PB :

cos OFT

FO , _ e . sin PDF _ sin ODF
~
O f)

~~ ~
e 01 °r sin PFD

'' sin ÖFD

Also nach Art . 194 cos PFT
oder, weil (Art. 193) PFT die Hälfte der Summe und OFT die Hälfte der
Differenz der Winkel PFO und PFO ist

tan \ PFO tan \ P F 0
Es ist offenbar , dass das Product dieser Tangenten constant bleibt,

seihst wenn 0 nicht constant verbliebe , sondern sich auf einem Kegel¬
schnitt bewegte , der denselben Brennpunkt und dieselbe Directrix hat,
wie der gegebene Kegelschnitt.

Aufg . 7. Wenn in den Endpunkten einer durch den
Brennpunkt gehonden Schne die Normalen gezogen sind ,
so Ualbirt eine durch ihren Durchschnittspunkt der Achse
parallel gezogene ge rade Linie die Schuc .
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Für einen Punkt in dcrDirectrix , dessen Coonlinalen durch
a1 „x ■= — , ,J = ß ,

ausgedrückL sind , ist die Gleichung seiner durch den Brennpunkt gellen¬
den Polare + !? = ■•

Indem wir den aus dieser Gleichung entspringenden Werth von x
in die Gleichung der Curvc einsetzen, so erhalten wir die Coordinaten der
Punkte , in welchen diese Linie die gegebene Curve schneidet , durch die

7,6
Gleichung (b2 + e2

j3
2
) 1/ — 2 ft2 e1 ß y — — = 0 .

Wenn also y ,y
" die Ordinaton der Durchschnittspunktc sind , so ist

2 ft2 e >- ß , „ - ¥
y + y ~

alter (Art. 182, Aufg . 4)
ft2 — a

V -

ä2+ es ß2 yy a 2 0 2+ e2 l32)
’

t " o _ b2 e2 ß y + y
"

y y ß — 2b *
Es wird in derselbenWeise gefunden, dass dieAhscissen des Dureh -

schnittspunkls der Sehne mit der Curve durch die Gleichung bestimmt sind
(ft

2 + e2
/3

2
) a:2— 2 Vcx + c2

(ft2 — ß -) -■= 0 ,
so dass x + x" 2 ft2c ca (fta — ß2) .

fta + ea(32 ’ ~ ~ i 2 + e2 ß 2 ’
und die Abscissc des Durchschnitts der Normalen ist

a2 (b2 -|- ea (3a) ’

Aufg . S . Wenn eine Sehne durch einen Brennpunkt
geht , so geht die gerade Linie , welche den Durchs chni t ts -
p u nk t der Tangente n an ihren Endpunkte n m i t dem D u rch -
schnitlspunkt der entsprechenden Normalen verbindet ,
durch den andern Brennpunkt .

Die Gleichung der bezeichncten Verbindungslinie ist
c ß (x + c) = (a2 + c2

) y .

Aufg . 9 . Finde den Ort dos Durchschnittspunkts der
Normalen an den Enden einer Brcnnpunkls - Sehne .

Indem wir aus x ~
für ß2 aufliisen , haben wir

o-i __ ft2( c3 — a2x)
c '~ ( c -j- x)

c2 (b2 — ß 2)
a2\b2+ e2ß2)

Weil aber y

. ft2 + e - ß2 --

_ fta e2 ß
—

j 2 -f e 2ß 2 ’

_ («2 + c2) y
c (e + x)

ft2 e {n 2 -f- c2)
a2 (c -\- x) ’

ist, so haben wir
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, (V/2 -f- c2) 2?/2
_ J2 ( c3 — c? x )

e2 ( c + x )% c2 ( c + zc)
und der Ort isL eino Ellipse

(a2 + c2
)
2«/2 = b %

(c + x) (c3 — a*x)
oder («2 ■+■ c2

)
2?/2 + «2ö2a;2 -f- &4c x &2c4.

Für einen beliebigen Punkt in der Ebene eines Kegelschnitts wird
der Ort , welchen der Durchschuittspunkt der Normalen für die Endpunkte
einer um lim drehenden Sehne beschreibt , vom dritten Grade .

Fi S . 78 .
Aufg . 10 . Wenn H der Winkel zwischen den von einem

Punkte -P (Fig . 78 .) an die Ellipse
gezogenen Tangenten ist , und
gg die Entfernungen dieses
Punktes vom Brennpunkt be¬
zeichnen , so soll bewiesen wer -

2+ e
'2 - 4 «2

Aber man hat

den , dass cos & — - -— *-
Denn nach Art . 189 ist

FT F ' T'
sinTPF . sintPF = PF . PF '

ist .

i 2
qq

"

cos FPF — cos TPt = 2 sin TPF . sin tPF ,
und somit 2 pp

’ cos FPF ' = p
2 -j - p

'2 — 4fz 2.

Aufg. 11 . Wenn ein Punkt M in der Ebene eines Ke¬
gelschnitts mit den Brennpunkten F , F ' desselben verbun¬
den wird , und die Schnittpunkte dieser g e r a d e n Verbin¬
dungs - Linien mit der Curve resp . durch A , B ; C,D be¬
zeichnet werden , so ist

1 , _i _ = J _ 4. J _
MA — MB MC — MI ) '

Wir bezeichnen den Durchschnittspunkt der Linien AD und BG
durch P und den von AC und BD durch Q ; dann ist PM die Polare
von Q und QM die Polare von P , die Geraden MA , MP , MC , MQ
bilden ein harmonisches Büschel , in welchem MP und MQ die Halbi -
ruugslinien der durch die Geraden AB und CD gebildeten Winkel sind .
(Vergl . die Note des Art . 187 .)

Nach einem bekannten einfachen Satze über die Dreiccksfläehcn ,
welche von einer um einen festen Punkt gedrehten Geraden mit zwei fe¬
sten geraden Linien gebildet werden (siehe Art . 31 ,

'Aufg .) hat man aber
1

+ 1
AAMP — A BMP + 1

A CMP — A BMP '

Man leitet daraus durch Substitution bekannter Ausdrücke für die Drei¬
ecksflüchen

1 ( 1 , M = 1_ YJ_ , J \
MP . smAMP \ MA

"r MB / MP . Au CMP WC — MAP
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her, und hieraus die zu beweisende Gleichung, indem man bemerkt, dass

LAMP — iCMP
ist .

Es ist nicht schwer, denselben Salz rein analytisch zu beweisen ;
wir empfehlen cs als eine nützliche Uebung .

229 . Wir geben in diesem Artikel einige speciell auf die Pa¬
rabel bezüglichen Aufgaben .

Aufg . 1 , Die Coordinaten des DurchschnittspunkLs
der zwei Tangenten in den Punkten {x,y ) , (x

"
, y

"
) der Pa¬

rabel y^ ^ px zu bestimmen .

Mf. ■ „ = x = i£ .
Aufg . 2 . Die Höhenperpendikcl des durch drei Tan¬

genten einer Parabel gebildeten Dreiecks schneiden sich
in der I) irectrix .

Die Gleichung einer dieser Senkrechten ist nach Art . 42
V V + v — y

p \ v / ' 2
sie nimmt durch die Division mit (y

" — y
"

) die Form

y * + \ y v v i PJL _"r 2
p 0/ 4 - y

" + ?/ ") .
2> ' 2 4

an , und man erkennt aus der Symmetrie der Gleichung , dass die drei
fraglichen Senkrechten sich in der Directrix in der Höhe

y
2 ?/W

”

+ y + y + y

schneiden.

Aufg . 3 . Der Inhalt des durch drei Tangenten einer
Parabel gebildeten Dreiecks ist die Hälfte von dem In¬
halt des Dreiecks , welches durch die Verbindungslinien
ihrer Berührungspunkte g e b i 1 d e t .w i r d .

Substiluiren wir die Coordinaten der Ecken des Dreiecks in die
Formel des Artikels. 31 , so finden wir für den letzt bezeichneten Inhalt

den Ausdruck ^ {y — y
"

) (y
" — y

"
) (y

" — y )
und für den ersteren die Hälfte derselben Grösse .

Aufg . 4 . Bestimme den Radius des Kreises , welcher
einem der Parabel eingeschriebenen Dreieck umschrie¬
be n i s t .

Der Radius des umschriebenen Kreises eines Dreiecks , welches die
def

Seitenlangen d, e, f und den Inhalt 2 besitzt , wird durch ausgedrückt.
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Wenn über cl die Länge der Sehne zwischen den Punkten (x
"

, y
"

) , (xy
"
)

und &' der Winkel ist , welchen diese Sehne mit der Achse macht , so ist
offenbar tl sin fF = y

" — y
" .

Durch Einsetzen des iii der letzten Aufgabe abgeleiteten Ausdrucks für
den Inhalt ergiebt sich der fragliche Halbmesser

R P
2 sin sin &" sin ’

Wir können diesen Radius auch durch die zu den Seilen des Dreiecks
parallelen Brennpunkts- Sehnen ausdriieken ; denn nach Art . 195 , Aufg . 2
ist die Länge einer Sehne , welche den Winkel & mit der Achse bildet ,

pc = -As -
, sin

Also
ip

Aus Art . 214 ergiebt sich , dass c , c '
, c " die Parameter der Durchmesser

sind , welche die Seiten des Dreiecks halbiren.
Aufg . 5 . Drücke den Radius des Kreises , welcher dem

v o n d r e i T a n g e li t c li c i n e r P a r a b e 1 gebildeten Dreieck u m -
schrieben ist , in Function der Winkel aus , welche diesel¬
ben mit der A cli s e bilden .

R : P
8 .sin &' sin ff " sinH '"

oder R* = .Mp
wenn p

'
,p

"
, p

" die Parameter derjenigenDurchmesser sind , welche durch
die Berührungspunkte der Tangenten gehen. (Art . 214 .)

Aufg . 6 . Bestimme den Winkel , welchen die zwei
vom Punkte [x , y ) an die Parabel y~ = 4 m x gezogenen
T an ge n t c n bilden .

Die Gleichung des Tangentenpaares wird wie in Art . 107 ermittelt und
ist (y

'2 — 4 mx '
) (;y2 — 4 mx ) = \_yy — 2 m (x + x '

)) 1.
Die Gleichung zweier durch den Coordinatenanfangspunkt zu ihnen

gezogenen Parallelen ist alsdann
x y1 — y xy + m xz = o ,

und der von denselben eingeschlosscne Winkel wird nach Art . 76 durch
y ( y '1 — 4 mx )tan cp = J

bestimmt.
x -\r m

Aufg . 7 . Den Ort der D u r ch s c hn i 11 s p u n k t c derjenigen
Tangenten einer Parabel zu bestimmen , welche sich un¬
ter einem gegebenen Winkel schneiden .

Auf . Die II y h e r b e 1
jr — 4 mx == (x + mf lan 2(p oder j/2 -J- (x — mf — (x + ruf sec2<p .

Aus der letztem Form der Gleichung geht hervor, dass die Hyper¬
bel denselben Brennpunkt und die nämliche Dircctrix wie die Parabel be¬
sitzt, und dass ihre Excentricität = sec <p ist.
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Aufg . S . Den Ort des Fusspunklcs der Senkrechten
zu !) e s t i in in e n , welche vom Brennpunkt einer Para hei auf
die Normale gefällt wird .

Die Länge der Senkrechten von (m , o) auf
2m (y — y ) + y {x — x ) = o

ist ■0 + S )
= nX

’
{X

' + m )
'
} '

Wenn aber R der durch die Senkrechte mit der Achse der x gebildete

Winkel ist (Art . 214) , so ist sinR == ~
j/ , cos & = >

und die Polar-Cleichung des Ortes ist daher
m cos &

® sin 2®1

Sie liefert die Gleichung y i == mx für Cartcsisehe Goordinatcn .

Aufg . 9 . Die Goordinatcn des Punktes zu finden , in
welchem die den Punkten (x,y ) [x , y

'
) entsprechenden

Normalen sich schneiden .

Aufl . T — 9 m j _ y
'2+ y

'
y

"-+ v
"2

_ _ _ _ ?/ ?/
"
(?/ + ?/

'
)x — im -f 4m . V — 8m2

Wenn durch a , ß die Koordinaten des Durchschnittspunktes der ent¬
sprechenden Tangenten bezeichnet sind ( Aufg . ] ) , so hat man auch :

ß2
x = 2 m 4 - -- a ,m y = a ß

m

Aufg . 10 . . Finde den Ort des Dur chs chn i l tsp unkt s
der Normalen in d e n E n d p u n k l e n der d u r c h [x , y ) ge h en¬
den Sehnen .

Wir haben dann die Relation

ßy = im [x -f- «) ,
und erhallen durch die Substitution des aus dieser Relation abgeleiteten
Wertbes in die Resultate des letzten Beispiels ,

imx -\- ßy r= 4m2 + 2 ß1 2m x ; 2 m 2y = 2 ßmoc — ß2y
'
;

sodann durch Elimination von ß
i [im (y — y ) + y [x — x )]2= {̂ mx -— y 2

) {y
'
y ix x — \ mx — ‘ix '2

),
die Gleichung einer Parabel , deren Achse zu der Senkrechten von dem
Punkte auf seine Polare parallel ist.

Aufg . 11 . Finde den Ort des Du rchschni lt spunk Ls
■ der zu einander rechtwinkligen Normalen .

In diesem Falle ist
ß2

a = — m , a: = 3 »i -p — ; y = ß ; y2= m (x — 3m) .
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Aufg■ 12 . Man soll aus den Längen zweier Tangenten
a und b und dem von ihnen eingeschlossenen Winkel co den
Parameter finden .

Man ziehe den die Berührungs-Sehne halbirenden Durchmesser, so
, ip-

ist der Parameter desselben p ± = — und der Hauptparameter ist

_ ,»/ a sin 2'0' _ wz y2
^ x 4 a;3 ’

wo w die Länge der vom Purclischuittspuiikt der Tangenten auf die Sehne
gefällten Senkrechten ist . Aber

‘Iwy = ab sin co und iß «2 — «ä + &2 + 2 ab cos co ;
_ , _ 4 ab sin ra
8 S°

.
P («ä + JA + 2 ab cos a>) 2 ’

(Art . 211 .)

Aufg. 13 . Zeige aus der Gleichung des einem Tangen¬
te ndreieck der Parabel umschriebenen Kreises , dass er
durch den Brennpunkt der Curve geht .

Die Gleichung des einem Dreieck umschriebenen Kreises ist nach
Art . 134 ß y sin A + y a sin B -f- a ß sin C = o ;
das absolute Glied in dieser Gleichung wird durch Einführung der Werlhe
gefunden, welche die Symbole a , ß , y vertreten

pp
" sin (ß — y) + p

'
p sin (y — u) + pp

’ sin (a — ß) .
Wenn aber die Linie a eine Tangente der Parabel ist und der Ur¬

sprung der Brennpunkt, so ist (Art . 221 )
m

P cos a
und das absolute Glied

s= - ^ - fsinfß — y) cosc + sin ( v — a)cosß + sin (a— jS) cosyl ,cosa cosp cosy L 11 J

d . h . mit Null identisch.

Aufg . 14 . Finde den Ort des Durchschnittspunkts
der Tangenten der Parabel , wenn gegeben ist entweder
1 . ) das Product des Sinus oder 2 .) das der Tangenten ,
3 .) die Summe oder 4 . ) die Differenz der Cotangenten der
Winkel , die sie mit der Achse bilden .

Im ersten Falle ein Kreis , im zweiten eine gerade Linie , im
dritten eine gerade Linie , im vierten eine Parabel .

230 . Wir schliessen einige vermischte Beispiele an.

Aufg. 1 . ' Wenn eine gleichseitige Hyperbel einem
Dreieck umschrieben ist , so geht sie auch durch den
Durehschnittspunkt seiner Höhen .



251

Die Gleichung eines Kegelschnitts, welcher die Achsen in gegebenen
Punkten schneidet, ist (Aul'g . 1 , Art . 111)
b b

'x %+ B xy + ady 1 — bb '
(a + a'

) x — aa (b + b '
) y -(- aa bb ' = o .

Für rechtwinklige Achsen repräsentirt diese Gleichung eine gleich¬
seitige Hyperbel (Art. 175) , wenn

ad = ■— bb' .
Wenn daher eine Seite des gegebenen Dreiecks und die von der

Gegenecke auf sie gelallte Senkreckte zu Achsen genommen werden , so
sind die Abschnitte a,a,b gegeben und b ist daher auch bekannt ; die
Curve schneidet aber die Senkrechte, d . i . die Achse der y in dem festen
Punkt . y = — ~ ,
welcher nach Aufg . 7 , Art . 42 der Durchscbnillspunkt der Höhen im
Dreieck ist.

Aufg . 2. Wenn in einem Drcieck jede Ecke , der Pol
der Gege n sei t e in Bezug auf eine gleichseitige Hyperbel
ist , so geht der dem Dreieck umschriebene Kreis durch
das Centruin der Curve * ) .

Wir wählen zwei Seiten des Dreiecks zu Coordinatenachsen. Der
Pol der Achse der x in Bezug auf einen durch die allgemeine Gleichung
gegebenen Kegelschnitt liegt in dem Durchmesser, der die zur x Achse
parallelen Sehnen halbirt (2 Ax + By + B — o) und auch in der
Polare des Coordinatenanfangs (B x + Ey -f 2 = o) .

Wenn die Relation DE = 2 BF bestellt, so schneiden diese beiden
Linien die Achse der y in demselben Punkt , und der Pol der Achse der x
ist der Punkt y = — ~ in der Achse der y . In demselben Fall ist der
Pol der Achse der y der Punkt in der Achse der x , für welchen'

Ex ß .
Die Gleichung des Kreises durch diese zwei Punkte und den Coordinaten-
anfangspunkt ist

B {x? + 2 xy cos ra + f ) + Ex + By = * o
oder
ce(2 Cy + Bx + E ) -f y(2Ax + By + B ) - 2 (A -{- C — B cosco) xy = o ,
eine Gleichung , welcher offenbar durch die Coordinatcn des Centrums
genügt wird , vorausgesetzt, dass wir haben

A + C — B cos ra ,
d. h . vorausgesetzt , dass die Curve eine gleichseitige Hyperbel ist.
(Art. 76, 175.)

*) Dies ist ein specieller Fall eines im nächsten Kapitel zu beweisenden
Satzes .
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Wenn Di ? . nicht gleich 2 BF wäre, so ist doch bewiesen, dass der
Kreis durch das Centrum geht , den man durch den Coordinalenaufang
und die Punkte (o , — und ( — - , o) legen kann , d . h . durch
die Punkte , indem jede der beiden Achsen den Durchmesser schneidet,
welche die zur andern parallelen Sehnen halbirt , d . h . Ein durch das
Centrum einer gleichseitigen Hyperbel und durch zwei
beliebige Punkte beschriebener Kreis geht auch durch
den Durchsclini11spunkt der geraden Linien , welche durch
jeden d i c s e r P u n k t e parallel zurPolare des andern gezo¬
gen werden können .

Aufg . 3 . Wenn man in den Endpunkten zusammen
fallender Focalschncn in zwei confocalen Kegelschnit¬
ten die Tangenten dieser letztem construirt , so sind
dieselben zugleich Tangenten einer Parabel , die diese
Focal sehne zur Directrix und den Brennpunkt , durch
welchen sie nicht gezogen ist , zum Brennpunkt hat ;
diese Parabel tangirt überdies die Nebenachse der bei¬
den Kegelschnitte und jede Tangente , xvelche ihr und
einem der beiden Kegelschnitte gemeinsam ist , wird von
ihrem Brennpunkte aus unter rechtem Winkel gesehen .

Aufg . 4 . Wenn auf einer Tangente eines Kegelschnitts
Punkte A und B s o gewählt werden , dass A B c o n s t a n t ist ,
welches ist alsdann der Ort des D urch sehn i l tsp unk ts der
von d und B an den Kegelschnitt g clcg teil Tan ge n t eu ? *)

Die Punkte, in denen ein Tangentenpaar des durch die allgemeine
Bleichung gegebenen Kegelschnitts die Achse der x schneidet , werden
nach Art . 107 aus der Gleichung gefunden

[ ( 4 A. C — S 1
) y

'* + (4 A E — 2 BD ) y + 4 AF — D r\ x%

+ 2 \_(BD — 2 AE) xij + (2 CD — BE ) y
'2 + (7)2 — 4AF )x

+ (DE — 2 BF ) y
'
]x -f [ (4 AF — B -

)x 2 + ^ BF — ^ DE )x
'
y

+ (4 CF — E 2
) y

'z\ = o .
Indem t#ir die Differenz der Wurzeln dieser Gleichung bilden und

sie einerConstantcn gleich setzen, erhalten wir die Gleichung des Ortes ;
sie ist im Allgemeinen vom 4 . Grade . Für D% îAF berührt jedoch
die Achse tler x den gegebenen Kegelschnitt , und die Gleichung des
Ortes wird durch y2 theilbar und rcducirt sich dadurch auf den zweiten
Grad . Mit Ililfe derselben Gleichung würden wir auch den Ort des
DurchschniUspunktes der Tangenten finden , wenn die Summe , das Pro¬
duct u . s . w . der in der Achse gebildeten Abschnitte gegeben wäre.

*) Man vergleiche den Abschnitt des letzten Kapitels über die anhar¬
monischen Eigenschaften der Kegelschnitte.
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Der excentrische Winkel .
2 .11 . Es ist vorteilhaft, , die Lage einesPunkt.es in einer Curve ,

wenn möglich , durch eine einzige unabhängige Veränder¬
liche auszudrücken , statt durch die zwei Coordinaten x,y . So
ist es im Falle der Ellipse von grossem Nutzen für die Discussion
ihrer Eigenschaften , eine ähnliche Substitution zu machen , wie die
in Artikel 129 in dem Fall des Kreises angewendete . Wir neh¬
men an x = « cos cp , y = b sin cp ,
eine Substitution , welche olfenbar mit der Gleichung der Ellipse

verträglich ist .
Die geometrische Bedeutung des Winkels ^ ist leicht zu erken¬

nen . Wenn wir einen Kreis über der grossen Achse als Durch¬
messer beschreiben (Fig . 79 ) , und die Ordinate in P bis zum
Durchschnitt mit dem Kreise in Q ver- Fig . 79 .
langem , so ist der Winkel

Q CL = cp,
denn CL = CQ . cos QCL ,
oder x ' — a cos cp ;

und PL = - - QLa
(Art . 163) , und weil QL = a sin cp ,

y = b sin <p .

/J

l -
\A

232 . Wir ziehen zuerst einige Folgerungen aus dieser Con -
struclion. Wenn durch P eine Parallele PN zum Radius &Q ge¬
legt wird , so ist PM : C Q = PL : Q L = b : a ;
aber CQ = a , daher PM = b .

PN , parallel zu CQ , ist übrigens — a .
Wenn also von irgend einem Punkte der Ellipse eine Linie

= a bis zur kleinen Achse gezogen wäre, so ist der durch die
grosse Achse in ihr bestimmte Abschnitt — b . Würde die Ordi¬
nate PQ bis zum fernem Durchschnitt Q

’ mit dem Kreise verlän¬
gert , so ergiebt sich ebenso , dass in einer durch P zum Itadius
CQ

'
gezogenen Parallelen von den ' Achsen Theile von constauter

Länge ahgesclmitten werden . Wenn daher umgekehrt, eine Linie
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MN von constanter Länge sich zwischen den Schenkeln eines
rechten Winkels fortbewegt , und ein Punkt P so genommen ist,
dass MP constant bleibt , so beschreibt, P eine Ellipse , deren Ach¬
sen ~ MP und NP sind . (Art . 227 . Aufg . 1 .)

Nach diesem Princip ist ein Instrument zur Erzeugung der
Ellipse durch eine continuirliche Bewegung construirt worden ,
welches man den elliptischen Zirkel genannt hat. CA , CD’
sind zwei feste Lineale , MN ein drittes Lineal von constanter
Länge, welches so beweglich ist , dass seine Endpunkte die Li¬
nien CA , CD ' durchlaufen ; alsdann beschreibt ein in einem Punkt
von MN befestigter Stift eine Ellipse . Wenn der Stift im Mittel¬
punkt von MN befestigt ist , so beschreibt er einen Kreis .

233 . Die Betrachtung des Winkels q> liefert eine einfache Me¬
thode zur geometrischen Gonstruction des Durchmessers , welcher
einem gegebenen conjugirt ist , denn

_ y btan & = —; = — tan w .xa
Also %'ird die Relation

Irtan O . tan ■P’ = — —
er

(Art . 174 ) zu
tan cp . tan cp = — 1 oder cp — ca — 90°.

Wir erhalten also die folgende Construction , um den zu
irgend einem gegebenen conjugirten Durchmesser zu

ziehen : Man verlängere die Ordinate
des gegebenen Punktes P (Fig . 80 ) bis
zum Durchschnitt Q mit dem über der
grossen Achse beschriebenen Halbkreis ,
ziehe CQ und errichte CQ

' senkrecht zu
ihm ; dann bestimmt die von Q

' auf die
Achse gefällte Senkrechte einen Punkt P‘

der Ellipse , welcher dem fraglichen con¬
jugirten Durchmesser angehört.

Auch können auf diese Weise die in Artikel 173 gegebenen
Coordinaten von P ‘ leicht gefunden werden ; denn aus
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CC V
cos cp — sin cp folgt — = — ,

V scund aus sin w = — cos cp sodann -4- = - .
b a

Aus diesen Werthen gellt auch hervor , dass die Dreiecke
PCM , P ' CM'

von gleichem Inhalt sind .
Aufg . 1 . Die Längen zweier conjugirten Ilalbdurch -

messer in Function des Winkels cp auszuclrücken .
Aufl . d %= cP coPep -f &2 sin 2(p , 6'2 = cP sin2<p + h2 cos2

g>.
Aufg . 2 . Die Gleichung einer Sehne der Ellipse aus

den Winkeln cp und cp z u bestimmen *) .

Aufl. ~ cos \ [cp + cp ) + | sin \ (cp + cp ) = cos > (cp — cp ) .

Aufg . 3 . Drücke in derselben Weise die Gleichung
der Tangente aus .

Auf , cos cp -J- 1d- sin cp

Aufg . 4 . Die Länge der , zwei Punkte a , ß verbindenden
Sehne , zu bestimmen .

Aufl. P %= cP (cos a — cos ßf + &2
(sin u — sin ß)

2,
D = 2sin -| (a — ß) [c!2 sin 2

£ (cr + ß) + &2 cos2
£ (a -f ßj] h

Aber nach Aufg . 1 repräsentirt die mit dem Exponenten | behaf¬
tete Grösse die Länge des dem Punkte | - (a + ß) conjugirten Halbdurch-
messer , und nach Aufg . 2 , 3 ist die Tangente im Punkte J (er + ß) _
parallel zu der die Puukte cc, ß verbindenden Sehne ; wenn also b

' die
Länge des zur gegebenen Sehne parallelen Ilalbdurchmessers repräsen¬
tirt , so ist D = ‘1Ü sin \ (a — ß) .

Aufg. 5 . Den Inhalt des durch drei Punkte ci , ß , y ge¬
bildeten Dreiecks zu finden .

Nach Art. 31 ist
2 -21 = ab [sin (a — ß ) + sin (ß — y) sin (y — <*)]

— ab [2 sin ^ (a — ß) cos | (a — ß) — 2 sin £ (ce — ß) cos 1 (a + ß — 2y)]
= 4 ab sin ^ (a — ß) sin ^ (ß — y) sin ^ (y — a) ,
oder 2 — 2 ab sin | (a — ß) sin ^ (ß — y) sin (y — a ).

Aufg . 6 . Den Radius des Kreises zu finden , welcher
ilem durch drei Punkte a,ß,y bestimmten Dre i ecke um¬
schrieben ist .

Der fragliche Halbmesser ist
r> _ def h' b"b’"

4 2 ~ ab
~ ’

*) Vergleiche Art . 129.
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wenn durch d, e , f die Seiten des von den drei Punkten gebildeten Drei¬
ecks und durch b'

, b"
, die zu ihnen '

resp . parallelen Halbdurchmcs-
ser bezeichnet werden . Bedeuten endlich c , c"

, c " die denselben Sei¬
ten resp . parallelen Brennpunkts- Sehnen , so ist

(Art . 229 , Aufg . 4.

c c c,
4p

Aufg. 7 . Die Gle ich ung die scs Kreises zu entwickeln .

Auf. x2+ fi — 2 ^ cos 2 (“ + ß) cos 2 (ß + f ) cos I (y +
— 2 sin 2 (“ + ß) sin \ (ß + y) sin \ (y + a) —

:— a ~ Ccüs (<* + ß) + cos (ß + y) + cos [y J
. ' “)] ■

Z Z
Aus dieser Gleichung kann man leichtdieCoordinaten seines Centrums

bestimmen.
Aufg . S . Welches i s t der Ort des Punkte s , in . dem der

Brennstrahl FP den Hai bd u rchmes s er des Kreises CQ
schneide t ?

Bezeichnen wir die Central - Coordinaten
von P durch x , y , die von 0 durch x , y,
so folgt aus den ähnlichenDreiecken FON ,
FPU

_ y_ y _ b sin <p
x + c x ■+■ c u (e -\- cos cp)

*

Weil nun <p der von dem Radius vcctor des
Punktes 0 mit der Achse der x gebildete
Winkel ist , so erhalten wir die Polar - Glei¬
chung des Ortes, indem wir q cos cp für x ,
q sin cp für y schreiben,

Q _ _ b
c + q eos <p a (e -f- cos cp)

, bcoder q — —r—- —- .
. c -f- (a — b ) cos <p

Demnach ist der Ort eine Ellipse , von welcher C der eine
Brennpunkt ist , und man kann leicht nachweisen , dass
der andre mit F zusammenfällt .

Fig. 81 .

Aufg . 9 . Die Normale des Punktes P wird bis zum
Dur ch sehn itt mit CQ verlänger t , welches ist der Ort des
D urchschnittspunktes ?

Die Gleichung der Normale (Art. 181 ) ist
â L % _ „2

oder (Art. 2dl)
ax by

cos cp
' sin cp



da aber , wie m der letzten Aufgabe q cos cp für x und q sin 9: für y
substiluirt werden kann , so gebt dieselbe in

(ia — b) q — c- oder q = a + b
über . Der fragliche Ort ist daher ein mit der Ellipse concen -
trisolier Kreis .

Aufg . 10 . Es ist in der Astronomie nützlich , den Winkel PFC
vermittelst des Winkels cp auszudrücken.

Man findet tan 4 PFC — j/ ^ ^
T
^ lan \ cp.

Aufg . 11 . Wenn vom Scheitel der Ellipse ein Radius
vector nach einem Punkte der Curve und durch das Cen¬
trum eine Parallele zu ihm gezogen wird , so soll man
den 0rt des Punktes bestimmen , in welchem diese letz¬
tere die Tangente des Punktes schneidet .

Die trigonometrische Tangente des durch den Radius vector vom
Scheitel mit der Achse gebildeten Winkels ist = —Jk— ; daher ist diex -}- a
Gleichung der durch das Centrum gezogenen Parallellinie

y _ y b sin cp b l —■cos cp
cc cc + a ’ a ( t -|- cos .9 )

' a sin cp
’ :

oder *
y- sin cp + — cos cp = — ;b T a x a

sonach wird der Ort des Durchschnitts dieser Linie mit der Tangente
H- sin cp 4- — cos ® — 1

durch" = 1 repräsentirt , d . h . der fragliche Ort ist die Tangente
am andern Ende der Achse .

Dieselbe Uutersuchungsmethode bleibt anwendbar , wenn der erste* Radius vector durch einen beliebigen Punkt (x \ y ) in der Curve gezogenward ; man substituirt alsdann d und b für a und b, und der Ort ist
die Tangente an dem diametral entgegengesetzten Punkt .

234 . Die Methoden des vorigen Artikels können nicht direct
auf die Hyperbel angewendet werden .

Wir können aber für dieselbe die Substitutionen
x = a sec cp , y = b tan cp

mit ähnlichem Vortheil benutzen . Sie sind statthaft , weil

Salmon , Anal . Geom . der Keg -elschnille . 17
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Der Winkel cp kann geometrisch dargestcllt werden , indem

man eine Tangente MO (Fig. 82 ) vom Fusspunkt der Ordinate
M an den über der Haupt -
achse beschriebenen Kreis
zieht ; dann ist der Winkel

QCM = <p ,
- - ß —- - vveil CM = CQ . $ecQCM.

Wir haben auch
\ J Q M = a tan q>,

X''' ~- und P M — b tan cp.
d . h . : wenn inan vom Fusspunkt einer Ordinate der Hy¬
perbel eine Tangente zu dem über der Hauptachse b e -
schriebenen Kreise zieht , so ist diese in einem con -
stanten Verhältniss zur Ordinate .

235 . Weil ' die Gleichung der conjugirten Hyperbel ist

so kann irgend ein Punkt in der conjugirten Hyperbel durch
y

" = b sec cp
' und x "= a tan cp

ausgedrückt werden . Wenn durch der von einem Durchmesser
der Curve mit der Achse der x gebildete Winkel bezeichnet wird ,

y b .tan & = - 7 = — sm cp.x aso ist

tan &Ebenso x ' a sin cp .a sin cp .
und die zwischen zwei conjugirten Durchmessern stattfindende Re-

tan tt . tan &' = —zer
sin cp = sin cp

' oder cp = cp

lation

geht in sin cp =
über . (Vergl . Art . 233 .)

Aehnliche Kegelschnitte .

236. Irgend zwei Figuren heissen ähnlich und in ähn¬
licher Lage , wenn die Radien vectoren der ersten von einem
gewissen Punkt 0 (Fig. 83) in einem constanten Verhältniss zu den

parallelen Radien vectoren der zweiten von einem andern Punkt o
stehen . Wenn es möglich ist , zwei solche Punkte 0 und o zu fin-
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den , so kann man darnach unendlich viele andre bestimmen ; denn
wenn man einen Punkt C wählt nnd oc parallel zu OC und im
constanten Verhältnis op : OP
zieht , so ist in den ähnlichen
Dreiecken OCP und ocp die
Linie cp zu CP parallel und
in dem gegebenen Verhältnis .
Ebenso kann man von jedem
andern durch c gezogenen Ra¬
dius vector zeigen , dass er zu
dem durch C gelegten parallelenRadius vector in demselbem Verhält¬
nis steht. Wenn zwei Centralkegelschnitte einander ähnlich sind ,
so sind alle Durchmesser des einen proportional den parallelen
Durchmessern des andern , weil die Rechtecke OP. OQ , op.oq
den Quadraten der parallelen Durchmesser proportional sind .
(Art . 109 .)

237 . Wir beabsichtigen zunächst, die Bedingung zu su¬
chen , unter welcher - zwei Kegelschnitte , von den Glei¬
chungen

Ax2 + Bxy -f Cif + Px + Ey F = o,
ax 2 -f- bxy cy2 -f- dx -f- ey -f- f = o

ähnlich und in ähnlicher Lage sind . Die Gleichung des er¬
sten , auf sein Centrum als Ursprung bezogen , muss (Art . 156 ) von
der Form sein Ax2 -f- Bxy + Cy2 = F '

,
und das Quadrat irgend eines Halbdurchmessers

F '
pp _ _ __ .

A cos 2tt + B cos & . sin -fr -f- C sin 3-0’
das Quadrat des parallelen Halbdurchmessers des zweiten ist

r* — '_ t _ __ ;a cos2-0' + b cos & . sin & + c sin 2-9- ’

und das ' Verhältniss von —- kann somit von ff nicht unabhängigr
sein , wenn wir nicht haben

A
__ B _ C .

a b c
Zwei Kegelschnitte sind demnach ähnlich und ähn¬

lich gelegen , wenn die Coefficienten der höchsten Po¬
tenz en d er V er and er liehen in beiden über einstimm en
oder nur durch einen constanten Factor verschieden
sind .

17 *
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238 . Es ist offenbar , dass die Richtungen der Achsen

solcher ähnlicher Kegelschnitte dieselben sein müs¬

sen , weil die grössten und kleinsten Durchmesser des einen pa¬

rallel den grössten und kleinsten Durchmessern des andern sind .

Wenn der Durchmesser des einen unendlich wird , so muss auch

der parallele Durchmesser des andern unendlich werden , d . h . die

Asymptoten von ähnlichen und ähnlich liegenden Hy¬

perbeln sind parallel . Dasselbe folgt aus dem Resultat des

letzten Artikels , weil (Art . 156 ) die Richtungen der Asymptoten voll¬

ständig durch die höchsten Glieder der Gleichung bestimmt sind .

Aehnliche Kegelschnitte haben dieselbe Exeentrieität , denn
« 2 , J}2 - _ yyp"
- 5— muss = - 5—5- sein . Aehnliche und ähnlich

a m a
gelegene Kegelschnitte können also auch als solche

definirt werden , deren Achsen parallel sind und

welche dieselbe Exeentrieität haben .

Wenn zwei Hyperbeln parallele Asymptoten ha¬

ben , so sind sie ähnlich , denn ihre Achsen müssen parallel

sein , weil sie die Winkel zwischen den Asymptoten halbiren (Art .

156 ) , und die Exeentrieität hängt nur von dem Winkel ab , den die

Asymptoten einschliessen . (Art . 167 ) .

239 . Da die Exeentrieität aller Parabeln dieselbe , nämlich die

Einheit ist , so sind alle Parabeln ähnlich und ähnlich

gelegen , deren Achsen dieselbe Richtung haben . In der

Tliat , da die Gleichung einer Parabel auf ihren Scheitel bezogen

y%= px oder q ■ p cos ff
sinäff ’

ist , so steht jeder Radius vector der einen Parabel zu dem ihm
p

parallelen der andern in dem conslanten Verhältniss

Aufg. 1. Wenn in einem durch den festen Punkt 0 ge¬
zogenen Radius vector eines Kegelschnitts 0 Q in einem

constanten Verhältniss zu OP genommen wird , den Ort

von Q zu bestimmen .
Wir haben in die Polargleichung nur mq für q zu substituiren , und

der Ort wird als ein dem ersten Kegelschnitt ähnlicher und ähnlich gele¬

gener Kegelschnitt gefunden .
Der Punkt 0 kann das Centrum der Aehnlichkeit beider Ke¬

gelschnitte genannt werden ; und es ist offenbar ( s . auch Art. 148 ) der

Punkt , wo sich gemeinschaftliche Tangenten der zw7ei Kegelschnitte durch-
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schneiden ; weil , wenn die Radien vectoreu OP , 0P '
zum ersten Kegel¬

schnitt gleich werden , auch OQ , OQ
'
, die Radien vectoreu des andern,

gleich werden müssen.
Aufg . 2 . Wenn durch ein Centrum der Aehnlichkeit

zweier ähnlicher Kegelschnitte ein Paar Radien vectoren
gez o gen we rde n , s o s in d di e Ve rh in.d un gs s ehn en ihr er End¬
punkte entweder parallel oder sie durchschneiden sich
in der Radicalachse der Kegelschnitte .

Diess wird genau wie in Art . 149 bewiesen.
Aufg . 3 . Die dreien ähnlichen Kegelschnitten ent¬

sprechenden se’chs Contra der Aehnlichkeit liegen zu
dreien in geraden Linien . (Art. 150.)

Aufg . 4 . Wenn eine gerade Linie zwei ähnliche und
co ncentrischc K e gcl schnit te schneidet , so sind die zwi¬
schen den Kegelschni tten enthaltenen Abschnitte gleich .

Jede Sehne Re s äus s ern K egels chni tts , welche den i n -
nern berührt , wird im Rerührungspunk Le halbirl .

Dies wird in derselben Art bewiesen , wie die Sätze der Art . 198, 199
bewiesen wurden , welche speciclle Fälle des gegenwärtigen Salzes .sind ;
denn die Asymptoten einer Hyperbel können als ein zu ihr ähnlicher
Kegelschnitt betrachtet werden , weil die höchsten Glieder in der Glei¬
chung der Asymptoten dieselben, wie die in der Gleichungder furve sind .

Aufg . 5 . Wenn eine Tangente in V, dem Scheitel der
innern von zwei con cc n tri sehe n und ähnli che u El ) ipsen ,
dieäusscre in den Punkten T und T ' schneidet , s o ' i s t jede
durch V gezogene Sehne der innern die Hälfte der alge¬
braischen Summe der parallelen Sehnen der äussern
durch Tund T .

Aufg . 0 . Der Ort , welchen die Schwerpunkte aller der
Dreiecke bestimmen , die durch die Brennpunkte und ei -
nen Punkt in der Peripherie eines Kegelschnitts gebildet
werden , ist ein dem geg ebenen ähnl ich er und concentri -
scher Kegelschnitt .

240 . Zwei Figuren sind ähnlich , obwohl nicht in ähn¬
licher Lage , wenn die proportionalen Radien einen constanten
Winkel mit einander machen , anstatt parallel zu sein ; so dass,
wenn wir die eine der Figuren um diesen Winkel gedreht denken ,
sie beide dann ähnlich und ähnlich gelegen sein werden .

Die Bedingung zu finden , unter welcher die zwei
Kegelschnitte

Ax z + Bxy -j- Cy1 -\ - Dx -\ - Ey -J- F = o
s .-c! + bxy + cy 1 + dx + e y -f- f o

ähnlich sind , ohne in ähnlicher Lage zu sein .
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Wir haben nur die erste Gleichung zu Achsen zu transfor-
miren , welche mit den gegebenen irgend einen Winkel &' ma¬
chen und zu untersuchen, ob dem & ein Werth beigelegt werden
kann , welcher die neuen Coefficientcn A , B , C den alten a , b , c
proportional macht. Sei

A = ma , B = mb , C = mc ,
so sahen wir für rectanguliij 'e Achsen im Artikel 157 , dass die
Grössen B2 — 4 A C und A + C
durch Transformation der Coordinaten unverändert bleiben , und
dass also A + C = A’+ C '= m (a + c) ,

B* — 4AC = ■£ ' * — 4ÄC' = m? (b
2 — 4 a c) .

Demnach ist die geforderte Bedingung
B%— \ AC _ 4 « c
"

er
“

(« + c )
2 ■ ■

Für schiefe Achsen findet man in derselben Art nach Artikel
15 $ die Bedingung der Aelinliehkcit

B2 — iAC If — lac
(A + C—B cos ra)

2 [a + c — b cos mf
Aus den Artikeln 76 , 97 geht als die geometrische Bedeutung '

der gefundenen Bedingung hervor , dass der 'Winkel zwischen den
reellen oder imaginären Asymptoten der einen Curve gleich dem
Winkel ist , welcher von denen der andern gebildet wird .

Die Berührung von Kegelschnitten .

241 . Wir bewiesen im Artikel 15 , dass zur Bestimmung der
Coordinaten der Durchschnittspunkte zweier Curven des m tm und
nUn ( ; ra (| es e;ue Gleichung des mn“ " Grades erhalten wird . Zwei
Kegelschnitte schneiden einander daher im Allgemei¬
nen in vier Punkten .

Wenn zwei von diesen Durchschnittspunkten zusammenfal¬
len , so werden die Kegelschnitte als einander b erülirend be¬
zeichnet und die gerade Linie , welche die zusammenfallenden
Punkte verbindet, heisst die gemeinschaftliche Tangente .

Sind die Gleichungen der Kegelschnitte , bezogen auf ihre
Tangente und Normale (Art . 182 . Aufg. 2)

Ax2 + Bxy + Cy2 -+• Ey = o ,
A'x2 + B '

xy + C '
y2 -f- E'

y = o ,
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so ist die Gleichung der Linie (LM ) , die die andern zwei Durcli -
schnittspunkte verbindet, wie in ' AuCg . 2 , Art . 182

{BÄ — AB'
) x + [CÄ — AC '

) y + (EÄ — AE '
) — o .

Man bezeichnet diese Berührung als eine Berührung der er¬
sten Ordnung . (Fig . 84 .)

Die Berührung der Kegelschnitte ist aber offenbar eine engere ,
wenn drei ihrer Durchschnittspunkte zusammenfallen . In diesem
Falle muss einer der Punkte L , M mit T zusammenfallen ; die
Linie L M muss somit durch den Anfangspunkt der Coordinaten
gehen und die Bedingung

EÄ — AE ’ = o
4

muss erfüllt sein .

zweiten Ordnung .Dies liefert eine Berührung der

Curven , welche eine höhere Berührung als der ersten Ord¬
nung haben , heissen osculirende Curven und man erkennt,
dass Kegelschnitte , welche o scu 1 ir en , einander im
A11 gemeinen nur in einem andern Punkte schneiden .

Die Berührung zweier Kegelschnitte ist die möglichst engste ,
wenn sie vier aufeinanderfolgende Punkte gemeinschaftlich haben.
In diesem Falle muss die Linie LM mit der Tangente in T (y = o)
zusammenfallen , d . h . die zwei Bedingungen

EÄ — AE ' — o , BÄ — AB' = ■o
müssen erfüllt sein . Die Kegelschnitte haben nun — sagt man —
eine Berührung der dritten Ordnung . (Fig . 86 . ) Und da
zwei Kegelschnitte nicht mehr als vier Punkte mit einander gemein
haben können , so ist dies die höchste Ordnung der Berührung,
welche zwischen zwei verschiedenenKegelschnitten stattfinden kann .
Wenn die Gleichung der einen Curve durch

x1 ä Exy Cy1 Ey = o
repräsentirt ist , so muss die der andern :

er 2 -f- Bxy -\- C '
l/2 H- Ey = o

sein .
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242. Sonach giebt es unendlich viele Kegelschnitte , welche in
einem gegebenen Punkte eine Berührung der dritten Ordnung mit
einem gegebenen Kegelschnitt haben und erst durch eine wei¬
tere Bedingung wird der berührende Kegelschnitt
völlig bestimmt . So z . B . ist die Parabel , die eine Berüh¬
rung der dritten Ordnung mit einem gegebenen Kegelschnitt

x 2 + Bxy + Cy2 + Ey = o
■
ß 2

hat , durch x2 -\- Bxy -)— — y1 -f- Ey = o

rcpräsentirt.
Wir können keinen Kreis beschreiben , der eine

Berührung der dritten Ordnung mit einem gegebenen
Kegelschnitt besitzt , weil zwei Bedingungen erfüllt sein müs¬
sen , damit diese Gleichung einen Kreis repräsentire ; oder in an¬
dern Worten , wir können durch vier aufeinanderfolgende Punkte
eines Kegelschnitts keinen Kreis beschreiben, weil zur Bestimmung
des Kreises drei Punkte hinreichen. Die Gleichung des durch drei
aufeinanderfolgende Punkte der Curve gehenden Kreises kann man
aber leicht finden .

Für die Kegelschnittsgleichung
Ax 2 + Bxy + Cy2 + Ey = o

und unter der Voraussetzung schiefwinkliger Coordinaten ist die
Gleichung eines die Curve berührenden Kreises

x 2 -f - 2 xy cos co + y2 —- 2 r sin co . y = o,
und die Bedingung , dass dieser Kreis osculirend sei (Art . 241 ) , ist

, • E
E = 2 A r sin « , r = - .

2 A sin o
Ein solcher Kreis heisst der osculirende oder Krüm¬

mungskreis und die Grösse r der Radius der Krümmung
des Kegelschnitts im Punkte T.

243 . Einen Ausdruck für den Krümmungs - Radius
in einem Punkt der Ellipse zu finden .

Wenn man den Durchmesser, welcher dem gegebenen Punkte
entspricht, durch a und den zu ihm conjugirten durch b ' be¬
zeichnet und den letztem zur Achse der x wählt , so ist
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die Gleichung der Ellipse ; verlegt man hierauf den Anfangspunkt
der Coordinaten nach dein Punkte seihst , so dass der Durchmes¬
ser , welcher nach ihm hingeht , und die Tangente , welche in ihm
dieCurve berührt , zu Achsen werden , so entspricht dem die Sub¬
stitution y + * für y und die Gleichung wird somit

oder

Daraus entspringt für den Krümmungs -Radius der Ausdruck

a sin a
und da a sin « die vom Centrum der Curve auf die Tangente ge¬
fällte Senkrechte ist , nach Artikel 176

b’2
_ &

' 3

ab ab
Y

Dieser Ausdruck liefert eine einfache Construction für den
Krümmungs - Radius , der einem beliebigen Punkte der Ellipse
entspricht .

Wir zeigten im Artikel 182 , dass die Länge der Normale

= — und dass cos wenn if> der vom Rrennstrahl mit der
a b

Normale gebildete Winkel ist ; dies gestaltet den Ausdruck für den
Krümmungshalbmesser um in

cos2ip
Wenn wir daher eine Senkrechte zur Normale in dem Punkte er¬
richten , wo sie die Achse schneidet , (Fig . 87 ) und ferner imPunkt
Q , in welchem diese Senkrechte den
Rrennstrahl trifft , CQ senkrecht zu ihm
bis zur Normale ziehen , so ist C das
Centrum der Krümmung und CP der
Krümmungs -Radius .

FiS- 87 .

Eine andre Construction kann auf
die Bemerkung gegründet werden , dass die Durchschnitts¬
sehnen eines Kreises mit einem Kegelschnitt mit der
Achse des letztern gleiche Winkel bilden . Denn weil
die Rechtecke unter den ' Segmenten der Sehnen gleich sind
(Eukl . III , 35 ) , so sind es auch die parallelen Durchmesser des
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Kegelschnitts (Artikel 109 ) und dieselben machen also mit der
Achse gleiche Winkel . (Art . 162 . )

Nun ist in dem Falle des Krümmungskreises die Tangente in
T die eine und die Linie TL die andre Durchschnittssehne ; man
hat daher nur TL so zu ziehen , dass sie mit der Achse den näm¬
lichen Winkel , wie mit der Tangente bildet ; alsdann ist der durch
die Punkte P und L beschriebene Kreis , welcher den Kegelschnitt
in T berührt , der Krümmungskreis .

Diese Construction zeigt , d 'ass der in einem Scheitel
der C u r v e osculircnde Kreis eine Berührung der
dritten Ordnung mit ihr hat .

Aufg . 1 . Man soll unter Anwendung der Bezeichnungs¬
weise des excen tris chen Winkels die Bedingung aufstel¬
len , unter weleher 4Punkte <x , ß , y , J in einem Kreise liegen .

Die Sehne, welche zwei der Punkte verbindet, muss mit einer Seile
der Achse denselben Winkel machen , wrie die die beiden andern verbin¬
dende Sehne mit der andern ; die Seimen sind durch

x
a cos | (a + ß) + | sin | (« -f ß) = cos | (a — ß) ,

-
a cos ^ {y + 8) + -| sin % (y + (?) = cos \ (y — (5)

repräsentirt , und man hat somit
tan ^ (a + ß) + tan | (y + 6) = o ,

d . i . a + ß + y -f- S = o ,
oder = ‘Iran .

Aufg. 2 . Bestimme die Coordinatcn des Punktes , in
welchem der osculircnde Kreis den Kegelschnitt ferner
s chncidet .

Wir haben a = ß = y ,
also § — — 3a ,

4 t ’3
oder X = ~ - 3x ,a2

und T = = iy
b

~ — 3y .

Aufg . 3 . Drei Punkte ein es Kege lschn i tts , deren oscu -
lirende Kreise durch einen gegebenen Punkt der Cur ve ge¬
hen , liegen in einem Kreise , welcher diesenPunkt enthält
und bilden ein Dreieck , für welches das Centrum der Curve
der Durchschnitlspunkt der Seitenhalbirungs - Linicn ist .

Aus dem gemeinschaftlichenDurchschnitlspunkt ö der osculirenden
Kreise folgt zur Bestimmung des Berührungspunktes

ä
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und da der sinus upd cosinus von ö unverändert bleiben , wenn S um 360°
vermehrt wird , so ergiebt sich ebenso

+ 120°
, a = — + 240° .

Nach der ersten Aufgabe liegen diese drei Punkte in einem durch <5 gehen¬
den Kreise.

Wenn wir in der letzten Aufgabe X , Y als gegeben voraussetzen,
so ist , weil den x , y bestimmenden cuhischen Gleichungen die zweiten
Glieder fehlen , die Summe der drei Werlhe von x und y respeclive gleich,
und daher ist nach der 4 . Aufgabe des Art. 7 der Anfangspunkt der Coor -
dinaten der Durchsclmiltspunkt der Halbirungslinien der Seiten des durch
die drei Punkte gebildeten Dreiecks . Wir erkennen auch , dass die Norma¬
len in diesen Punkten die drei Höhen des Dreiecks sind und dass sic sich
daher in einem Punkte schneiden.

244 . Den Krümmlings - Radius der Parabel zu be -
stifnmen .

Aus der auf einen Durchmesser und die Tangente bezogenen
Gleichung der Parabel finden wir durch dieselbe Methode , wie in
Artikel 243 ,

R = p
'

=
2 sin ft 2 pi

(Art . 214 .) , oder weil (Art . 215 , 216 )
v NNN = -J- sin R = - 4 - = - 4 - ;2 surft cos Gp

die in dem letzten Artikel angegebene Construction bleibt daher
auch für die Parahel gültig .

Aufg . 1 . ln allen Kegelschnitten ist der Krümmungs -
Radiusf gleich dem Quotienten aus dem Cubus der Nor¬
male und dem Quadrat des Halbdurcbmessers .

Aufg . 2. Drücke den Krümmungs - Radius einer Ellipse
in Function des Winkels aus , welchen die Normale mit der
Achse einschliesst .

Aufg . 3 . Restimme die Längen der Sehnen des Krüm¬
mungskreises , welche durch das Centrum oder den
Brennpunkt eines CentralkcgelSchnitts gehen .

Auf . 2 b’2
, 2 b"2

—. und ,

Aufg . 4 . Die Brennpunktssehne des Krümmungskrei¬
ses für einen Punkt im Kegelschnitt ist einer Brenn¬
punkts - Sehne des Kegelschnitts gleich , welche der
Tangente in dem Punkte parallel gezogen ist ,
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Aufg, 5 . In .der Parabel ist die B r c n n p n n k t s - S e h n e
des Krümmungskreises dem ' Parameter des durch den
Punkt gehenden Durchmessers gleich .

245 . Die Coordinaten des Krümmungs - Centrums
für einen Centralkegelschnitt zu bestimmen .

Sie werden gefunden , indem man von den Coordinaten des
Punktes im Kegelschnitt die Projectionen des Krümmungshalbmes¬
sers auf die Coordinatenachsen abzieht . Nun ist offenbar , dass
dieser Radius zu seiner Projection in demselben Verhältnis steht,
wie die Normale zur Ordinate y . Wir erhalten daher die Pro¬
jection des Krümmungsradius auf die Achse der y , indem wir den

b'* y h ~yRadius — durch - - - multipliciren , = — die Ordinate des Kriim -
p N . b‘

mungsmittelpunktes ist daher = V ,

d . i . weil 6 2

Y =
h4 y

In gleicher Art ergiebt- sich seine Abscisse

X =

Wir würden dieselben Werthe erhalten haben , indem wir in
Artikel 233 , Aufg. 7 , a = ß = y in die für die Coordinaten des
Centrums erhaltenen Ausdrücke substituirten.

Wir bemerken ferner. , dass das Centrum des einem "Dreieck
umschriebenen Kreises der Durchschnitt der Senkrechten ist, welche
auf den Seiten in ihren Mittelpunkten errichtet werden ; dass also,
wenn das Dreieck durch drei aufeinanderfolgende Punkte der Curve
gebildet wird , zwei seiner Seiten aufeinanderfolgende Tangenten
der Curve und die Senkrechten zu ihnen die entsprechenden
Normalen sind . Das Centrum der Krümmung irgend ei¬
ner Curve ist daher der Durchschnittspunkl zweier
aufeinanderfolgenden Normalen .

Wenn wir in der Aufg. 4 des Art . 182
x = x = X , y — y

" = Y
einsetzen , so erhalten wir in der That dieselben Werthe, wie die
eben bestimmten .
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246 . Die Coordinaten des Krü mmungs - Centrums
bei der Parabel zu bestimmen .

Die Projection des Krümmungshalbmessers auf die Achse der

t -ZV V
* “ sirT 2» N

W f
gefunden, und ist also = . ; indem wir diese Grösse von yD sin 2®'
abziehen , erhalten wir die Ordinate

yF = —
tan2-» ' 4y «

f
(Art . 214 ) . Ebenso ergiebt sich die Abscisse

x = *
'

+ -d -
p x + p + ix

2 sin2» ' 2
Dieselben Werthe können aus der Auflösung der 9 . Aufgabe des
Art . 229 abgeleitet werden.

247 . Die Evolute einer Curve ist der Ort der Krüm -
mungs - Centra ihrer verschiedenen Punkte .

Um die Evolute eines Centralkegelschnitts zu finden , würden
wir die Coordinaten x , y durch diejenigen (x , y) des Krümmungs¬
mittelpunktes ausdrücken und die erhaltenen Werthe in die Glei -

chung der Curve substituiren ; wir erhielten so (indem wir — = A,
2 • a

0A
— = B schreiben)

df + B = h

Ebenso wird die Gleichung der Evolute der Carabel gefunden
27 py 1 — 16 (x — | pf ;

man nennt diese Curve die semicubis 'che oderauch dieNeil ’-
sche Parabel .
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