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Priklady systemu hromadné obsluhy

zakaznik linka obsluha

letadlo pristavaci draha pristani
kKupuijici pokladna placeni nakupu
telefonni uCastnik | centrala spojeni

stroj serizovac sefizeni
cestujici autobus doprava
pocitaC tiskarna vytisknuti ulohy
automobil SSZ prujezd

kfizovatkou




THO — odvetvi aplikované matematiky, zkouma cCinnost
systému, v nichZ se opakované vyskytuji pozadavky
vykonat posloupnost operaci, které jsou co do vzniku a
okamziku vyskytu zpravidla nahodné

m Cilem THO je vyhledavani zavislosti mezi charakterem vstupu
pozadavku, produktivitou linek a efektivnosti obsluhy.

Na zakladé téchto znalosti mtuzeme zlepsSit ¢innost systému
pomoci ucelnych zmeén.

o VYUZITI LINKY X ZTRATA CASU ZAKAZNIKU



Psychologie front

m Prostredi
m OcCekavani
m Spravedinost
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Historie

m Dansky matematik Agner Krarup Erlang (1878 — 1929)
1908 zacina pro firmu Copenhagen Telephone pracovat na ukolu
zkratit Cekaci doby vybavovani telefonich hovoru

— 1909 The Theory of Probability and Telephone Conversations

— 1917 vztahy pro vypocet mnozstvi odmitnutych hovort a ¢ekacich
dob na navazani hovor

m DalSi prukopnici: Poloczech, Kolmogorov, Khinchin, Palme
— 1953 Kendallova klasifikace systému hromadné obsluhy X/Y/n
— 1969 Littleovy formule
— 1986 1.Cislo odb. Casopisu The Journal of Queueing Systems
— 1995 1. mezinarodni symposium THO



Metody Teorie hromadné obsluhy

m analytické
— Vysledkem je obecna funkce
— lze studovat vnitrni souvislosti

Priklad: V systemu M/ M/ 1/« se pravdépodobnost, ze je
linka obsazena k zakazniky ridi pfedpisem:
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Metody Teorie hromadne obsluhy
= Simulacni

— Systém nahradime simulacnim modelem se stejnymi
pravdépodobnostnimi charakteristikami a chovani
mnohonasobné simulujeme na modelu.
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Java Modelling Tools

N
JMT - Java Modelling Tool
Performance Evaluationl Quele Settings Help
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THO v doprave

rizene i nerizene krizovatky, okruzni i mimourovnove krizovatky,
chodecke prechody,

posouzeni vzniku kongesci jejich duvodu a dopadu

vliv preference MHD, pési a cyklistické dopravy na kapacitu
komunikaci

reakce dopravy na havarie a jiné mimoradnosti,

prognézované narusty intenzit dopravy, napr. pfi nové vystavbé,
prinos telematickych aplikaci (navadéni, proménné dopravni
znaceni)
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THO v doprave

@ signalni plany
# dynamické metody fizeni SSZ,

Zavislost ztratovych Casu Zavislost ztratovych Casi na
na intenzit¢ délce cyklu signalniho planu

E(t,)/hod E(t,)hod

SSZ
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C Délka
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Systém hromadné obsluhy

—
cekaci prostor
- proud obslouZenych
Q0 pozadavka
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Jake zakladni informace o systemu hromadné
obsluhy potrebujeme?

m Popis zakonitosti vzniku a prichodu pozadavku do systému
(vstupni tok)

m Popis osudu vstoupivSich zakaznikl v pfipadé, Zze nemohou byt
hned obslouzeni.
(frontovy rezim)

m Pocet obsluznych linek a popis prubéhu vilastni obsluhy
(organizace obsluhy)

=-Motivace vzniku Kendallovy klasifikace systému hromadné
obsluhy

X/Y/In



Nahoda

pri hre

Martingale:

m Vsadis feknéme 1 dolar na barvu, kterou si vyberes$ (Cervena Ci erna) a budes stale
sazet jen na ni.

m  Roztocis ruletu a ekas ...

m Pokud prohrajes$, zdvojnasobis sazku, takze vsadis pfisté 2 dolary. Pak feknéme, Ze
znova prohrajes, tak priste vsadis 4 dolary. A kdyz zas prohrajes, tak pristé vsadis 8
dolart. Reknéme, Ze uz konecéné padla barva, kterou jsi vsadil. Casino ti da ke tvym
vsazenym 8 dolariim svych 8, takZze mas ted 16 dolart. Spocitej si, kolik jsi vsadil: 1
+ 2 + 4 + 8 = 15 dolaru, takze - vydélal jsi 1 dolar!

m Pak zaCnes sazet znova 1 dolar...



Nahoda
pri hre

Pravdépodobnost vyhry pfi sazce na barvu:
p =18/37 = 0,486

Pramérny “zisk” pfi n sazkach castky ¢:
-n.C + 2.C.n.p = n.C.(-0,027)

Dlouhodoby zisk kasina je 2,7% ze vsazenych Castek.



Chevalier de Mere "

Hod jednou kostkou
Chevalier de Mere prijimal sazky na to, ze hodi minimalné jednu

Sestku ve Ctyrech po sobe nasledujicich hodech.
Pravdepodobnost padnuti sestky je v kazdém hodu 1/6. Domnival se,

Ze jeho Sance na padnuti Sestky ve Ctyrech hodech je tedy (1/6) x 4 = 2/3.
Spravneé: Vypocitame pravdépodobnost doplhkového jevu k poctu
nepfiznivych moznosti: P(A) =1 - (5/6)* = 0,517746914

Hod dvéema kostkami.
Vyhrajeme, pokud se nam alespon jedenkrat podari hodit 2 Sestky

ve 24 hodech.

Pravdépodobnost vrhnuti dvou Sestek v jednom hodu je 1/36.
De Mere predpokladal, Ze jeho sance je tedy (1/36) x 24 a tedy opét 2/3 .

Spravné: Pravdepodobnost vyhry bude:
P(A) =1 - (35/36)** = 0,491403876.



Zaklady teorie pravdepodobnosti

m  Prostor elementarnich jevi S — mnozina vSech moznych jevu
= Nahodny jev A,B,... — podmnozina vybérového prostoru S

m kazdy jev A je svazan s mirou moznosti (pravdepodobnosti) P(A) jeho
vyskytu pfi opakovani

_im N(A
P(A) = lim N

N —>o0

Vlastnosti pravdépodobnosti:

0<P(A)<1

P(AUB) =P(A)+P(B)-P(ANB)
P(A)=1-P(A)

Ac B = P(A)<P(B)



Podminena pravdepodobnost

m Pravdepodobnost, ze nastal jev A za podminky, ze nastal jev B, se
nazyva podminena pravdéepodobnost. OznaCujeme P(A/B)

m Hazime kostkou.
m Nahodny jev A — padne Cislo 5
B — padne liché Cislo
m Pravdepodobnost, ze padne Cislo 5 za podminky, ze padlo liché
Cislo
P(A/B)=1/3



Zakon uplné pravdépodobnosti, Bayesuv vztah

m Uvazujme jevy {B,,B,,...B,} Jako uplny systém neslucitelnych
jevu vybérového prostoru S. Pak

A= J(AnB)
P(A) :Zn:P(Am B,) :Zn:P(A/ B,)-P(B;)

A riorn
P(AnB;) P(A/B,){P(B)

Fain-"0

Zn:P(A/ B,)-P(B)



Priklad M/M/1

m A - pfichozi zakaznik rezignuje na obsluhu
m B, —systém je v okamziku prichodu zakaznika obsazen k zakazniky

1

P(B,)=(1-p)p"; p<1 i
1 k Z o5 _Es(kA/Bk)

P(A/Bk)=1—(—j 1l i

8 012-— ] =

Wil inlieE il i

1. UrCete pravdépodobnost, Ze nahodné pfichozi zakaznik rezignuje na obsluhu.

n o 1 k " © K = “ 1- -7
P(A)=ZP(A/Bi)~P(Bi)=Z{1—(§j }(1—p)p =(1—p){2(p )—z(gj }=1——”=—”
i1 k=0 k=0 k=0 1-P p—8

2. UrCete pst, Ze je v systému 5 zakazniku, vime-li, Zze zakaznik rezignoval na

obsluhu.
1Y ;
P(A/B,)-P(B,) _1_(8J (=p)p 4681
P(A) - —Tp - 32768
p—8

P(B,/A)= (p-1)p*(p-8)



Nahodna velicina

Vysledek nahodneého pokusu, dany realnym Cislem je hodnotou
nahodné veliCiny.

Nahodna veliCina je libovolna realna funkce X definovana na
mnoziné elementarnich E pravdépodobnostniho prostoru S.

m Diskrétni nahodna veli€ina
muZze nabyvat pouze spocetné mnoha hodnot
(pocet aut v nahodné vybrana domacnost, vysledek hodu kostkou)

m Spojita nahodna veli¢ina
muZe nabyvat vSech hodnot z néjakého intervalu

(doba bezporuchovéeho chodu zarizeni, vyska nahodné vybraného
Clovéka)



Nahodna veliCina
Proménna, jejiz hodnota je urCena vysledkem nahodného pokusu.
Kazdému el. jevu E z prostoru vSech jeva S pfifadime realné Cislo X(E),
takove, ze pro kazdé realné Cislo a je jevem i mnozina

A={E;X(E)<a}

Diskrétni nahodna veli¢ina (mnozina hodnot je kone¢na, nebo spocetna)
je popsana pravdépodobnostni funkci P(a)=P(X(E)=a), nebo diskrétni
distribuéni funkci
Spojita nahodna veli€ina (mnozina hodnot je interval IcR)

— distribu¢ni funkce F(x)

F(X)=P(X £Xx)

— hustota pravdépodobnosti f(x)

FOO=[ @ Fo)-F@)- | fu)d



Stredni hodnota a rozptyl

m Stfedni hodnota
— diskrétni nahodné veli€iny E[x] — Z X; P(X — xi)
i

— spojité nahodné veliCiny

E[X]= T X- f(x)dx

vlastnosti sttedni hodnoty:

E[c.X] = c.E[X]

E[X+Y] = E[X] + E[Y]

E[X.Y] = E[X] . E[Y] pro X, Y nezavisl¢

m  Rozptyl
— diskrétni nahodné veliCiny V[x] = Z(Xi _ E[X])2 P(X =x.)
_ ..t, rh /4 I-v- @0
spojité nahodné veliCiny V[X]= I(X_ E(X))Z- f (x)dx

—00



Priklad:
Zkoumame system se dvema linkami a s omezenou kapacitou
zasobniku r =2. Na zaklade relativnich Cetnosti jsme odhadli
pravdepodobnosti stavu systému.

1. 4 6. 4. 1.
Po 251 Py 251 P, :E’ Ps :Ea Py :E,
UrCete :
- prumérny pocet zakazniku v systému
- prumérny pocet zakazniku ve fronté
- vytizenost systéemu
1 4 6 4 1

E[X]=) kp, =0-—+1-—+2-—+3-—+4.— =2
[]épk 16 16 16 16 16

E[F]=1%42. 1.3
16 16 8
E[X]= E[F]+E[S]

@:E 1i+2(£+i+ij :15281%
2 2| 16 16 16 16 2 8



Vybraneé rozlozeni pravdepodobnositi

m Diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti
— Binomické
— Geometrické
— Poissonovo

m Spojité rozdéleni pravdépodobnosti
— Rovnomeérné
— Normalni
— Exponencialni
— Erlangovo


http://www.socr.ucla.edu/htmls/SOCR_Distributions.html
http://www.socr.ucla.edu/htmls/SOCR_Distributions.html
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Rovnomeérneé rozdeleni spojité nahodné veli€iny

f)=——: a<x<b ba ’ *
b-a
a+b (a+bf

E[x]1=212. v[x]=

[X] > [X] B

B i e e e
=t L

Priklad: Tramvaje jezdi pravidelné kazdych 5 minut. Na zastavku pfijdeme nahodné.
1. UrcCete pravdépodobnost, ze budeme ¢ekat nejvys 1 minutu

F(x)=

 0<x<5

2. Urcete pramérnou dobu ¢ekani



Binomicke rozdeleni diskrétni nahodné veliCiny

m  Necht'i je poCet uspésnych vysledkl z n provedenych nezavislych
experimentu, kde pravdépodobnost uspésného vysledku je dana p, potom

pi = P(X =) =[r.]j p'(1-p)™ E[X]=n-p
! V[X]=np(1-p)




Geometrické rozdeéleni diskrétni nahodné veliciny

Pocet pokusu do prvniho uspésného vysledku.

Experimenty jsou nezavislé, pravdepodobnost uspechu je dana p.

p=P(X=i)=p (1-p)"

)4

1.3+

)1+

p=1/4

B ks, el T S

9

|
10 1

—r—
1 12 13 14 15

Priklad: Zarizeni kontrolujeme pravidelné jednou za hodinu. Pravdépodobnost, ze se za
hodinu zarizeni nepokazi je 0,9. UrCete pravdépodobnost, ze k chybe zafizeni dojde
pfi Sesté kontrole. Uréete primérnou dobu bezvadného chodu.

p=0,1

P(X =6) =0,1-(0,9)° = 0,059

E[X]=

1
0.

1

~10 (hod)



Exponencialni rozdéleni spojité nahodné veli¢iny

1.3

f(x)=1e™; 0<x F(x)=1-e*
SXI=2 VIXI=ZE J I\
[X] P [X] PE X\

[ EN
03 b \
02 b =

o1 b —
n i i —— i

0 1 2 3 &

Priklad:
1.  Doba dvou po sobé nasledujicich jevu je exponencialné rozdélena nahodna
veliina s parametrem A. UrCete priumérny pocet jevu za ¢asovou jednotku.

ElT]-—

2. Doba bezvadného chodu nového automobilu je ndhodna veli¢ina A=1/10 [rok].
a) UrCete pravdépodobnost, Zze se do 5 let neobjevi Zzadna zavada.

1

L)
P(X >5)=1-F(5)=1-|1-e® |=e 2=0,606
b) Uréete primérnou dobu bezvadného chodu auta.

E[T]=— =10 (let)

1
0.1



Poissonovo rozdéleni diskrétni nahodné veliCiny

m pocet vyskytu sledovaného jevu v ur€itém ¢asovém intervalu t,
jestlize posloupnost Casovych okamziku sledovaného jevu tvofi
ordinalni homogenni proces s nezavislymi pfirustky
(Elementarni tok).

P(N(t)=k)=(’1) e " E[X]=A-t

<
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