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RESUMEN

Exposición de la tevría de los procesos aleatorios de reemplazamiento

de sistemas de revisión continua para una determinada política de reempla-

zamiento. Se estudian separadamente dos situaciones según se considere o

no el valor del dinero en el tiempo.

Pulcrhrus c-lut^e: Procesos estocásticos, revisión continua, política de reem-

plazamiento.

1. INTRODUCCION

Supongamos un equipo que opera de forma continua, si consideramos las pérd idas

de tiempo de operación asociadas con las reparaciones es necesario distinguir dos fases

diferentes en el estado del equipo: la fase de operación y la fase de pérdida de tiempo.

Suponemos que la pérdida de tiempo está ocasionada por avería del equipa, y su

duración es el tiempo necesario para reparar el equipo y ponerio de nuevo en opera-

ción. En general, lo mismo en la frecuencia de ocurrencia de la pérdida de tiempo que

en su duración está presente un elemento de incertidumbre. Una pérdida de tiempo na

afecta a la edad de servicio del equipo.
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La pot^ticd de reernptazamiento a seguir es: reemplazar el eyuipo existente pc^r uno

nue vo iciéntic^^ cuando alcance la edad de servicio X.

En el gráfico siguiente se rnuestra un ejempio de una función que representa el

envejecimiento del equipo y su proceso de reemplazamiento.

Consicieremos aquí el caso más característico de estos problemas de reempiaza-

miento.

Supongamos:

il ?{^ X.

FIg. ^

Xy
T^rm^+^>

u} Que las variables que consideramos, los tiempos de reemplazamiento y el

tiernpo de reparación, son estadísticamente independientes con f.d.p.

.f ^rf ^ = Ĵl {11) P - ^ (a )a y ^{^} = OCP-°t1

h) Que en el instante r = 0, la edad del equipo es ^r, con 0 ^ x < X. Es lógico

atribuir un costo mientras el equipo está operando y otro mientras está en estado de

reparación. Por tanto, los costos de operación tienen dos componentes básicos, un

costo de operación y un costo de reparación. Observamos que durante un estado de
operación la cantidad envejecida es igual al tiempo transcurrido, es decir, dr^ = dt.

^ en lo que sigue hacemos uso de los axiomas que caracterizan a este tipo de

procesos estocásticos (véase Feiler, I, pp. 442 y siguientes):

-- P(ocurra un fallo en un intervalo infinitesimal de longitud 1^ r^ )_^. (rr )ar^ + o{t1 rr ).
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- P{ocurra más de un fallo en Or^) - 0(^^c^).
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-- P(se repare el eyuipo, supuesto que ha habido un fallo, durante un intervalo dr )=

= «c1t + U(^1 t ).

-- P(se repare el equipo más de una vez, supuesto que ha habido más de un fallo en

^1t) = 0(dt).

2. REEMPLAZAMIENTO DE UN EQUIPO SIN CONSIDERAR VALORES

ACTUALES

Consideramos un proceso de Poisson con dos estados E^, , estado de reparación, y

E, , estado de operación, y sus probabilidades asociadas.

Pi,(t, rr )= probabilidad de que en el instante t el equipo está en el estado de reparación

y s u edad sea r^ .

P,(t, rr) = probabilidad de que en el instante t el equipo está en estado de ©peración y

su edad sea r^.

Entonces tenemos las siguientes relaciones:

P^ (! + ^ t , r^ + 4 tr ) = P, (t, r^ ) ( l - ^ (rr ) 0 tr + 0(0 tr )) +

+ P^(t, rr + dri)(«l^t + p(tlt))

Po(t + © t, r^) = P^(t, rr)(1 - «t^t + 0(dt)) +

+ P^ (t , ri ) (^. (tr ) ^ cr + 0(L1 rr ))

La primera de estas relaciones expresa que la probabilidad de que en el instante t+

+ Ot el equipo esté en op^eración y tenga la edad c^ + dr^, es igual a la suma de las

probabilidades de dos sucesos mutuamente excluyentes, esto es: la probabilidad de que

en el instante t la edad del equipo sea r^, esté operando y no ocurra ningún fallo

mientras el equipo envejece una cantidad dr^ sobre el intervalo tiempo (t, t+ dt ), y la

probabilidad de que en el instante t el equipo esté en estado de reparación y te nga u na

edad c^ + Orr y la reparación finaliLa sobre el intervalo (t, t+ At ).

La segunda relación expresa que la probabilidad de que en el instante t+ Ot el

equipo esté en estado de reparación y su edad sea r^, es igual a la suma de la

probabilidad de dos sucesos mutuarnente excluyentes, es decir, la probabilidad de que

en el instante t el equipo está en reparación y su edad sea r^ y no se finalice la

reparación sobre el intervalo (t, t+ 1St }, más la probabilidad de que el instante t el

equipo esté en operación, su edad sea r^ y ocurra un fallo al envejecer a r^ + dr^ sobre

el intervalo {t, t + ^t).
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E:^,ts^^ c}c^^ relaciuneti ^ts pi^e+^en e^^rib^r en ld t^c^rma tiiguiente:

^:1t. ^i -^- ^^^t^) - P,{t. r^) -- _ r. (r^1P^tt, rr)^1ir +

+ ^t P,^{t, t^ + ^^tt )^,t + 1^(^'1lr) + 0(dt )

P,,(t + dt, rr) - P, ► (t, ti) =-^cY„(t, rr)dt + i^.(fr)i^,(1, tr)^7rr +

+ 0(tl rr ) + 0(d r )

Dividiendo en ambos ^ados por dt podemos poner, respectivamente:

P^(t + dt, ^r +L1i^) - P,(t, rr + drr) Pt(t, tr + d^r} - P^(t, rr) d^^
+ -

dt Olr

i^(`! )P'(1r tr } L1rr +.
a P,,(t, rr +^lrr} + ^(drr) drr + 0(dt )

^^1 dtr dt dt

P^^(t + dt, lr) - Pcr(t, rt)

dt

d ^r 0(d ^r ) 11 ^r 0(d t}
-xP^,(t, ir) + ^.{rr)P,(t, ^r) + +

dt drr dt dt

dr

Tomancio límites en ambos lacfos de cada expresión cuando d t --► 0(y, por tanto,
d ^r --► 0} obtenemos, respectivamente, para r> 0 y 0 ^^ rr ^ X

^P,(t, ll) C^P,(t, l^)
+ _ - ^. (i^ ) P, ( t , t^ ) + ot P^, ( t , ri )

c't c? ti

^ P^(t, u)

at
-ocP^(t, rr) + ^.(u)P,(t, rr)

En este mo^mento se debe observar que la decisión de conservar o reemplazar e1
equipo no ha jugado ningŭn papel al establecer el sistema de ecuaciones anterior. Este
sistema deberia ser válido incluso en una situación en que no ocurre ningún reemplaza-
miento y el equípo se separa cada vez que falla para recobrar su edad en el momento

del fallo. El punto distintivo es observar, sin embargo, que si el reemplazamiento se

realiza a la edad X, entonces, para todo iiempo t>_ 4, la edad del equipo no puede

exceder de X, luego en t= 0 la edad inícial del equipo es x, 4{.r ^ X. Además,
como et reemplazamiento ocurre tan pronto como se alcance la edad X debemos tener

P, (t, X^)= P, (t, 0) para to^do t> 0

Supongamos ahora las condiciones del estado de equilibrio y sean

cp,(u) = Iím P,{t, rr) cp^(u) = lim P^,(t, cr)
^ --^ i f -+ r
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con 0 < rr ^ X. F 1 sistema de ecuacioneti anterior se reduce a

cÍ^^(rr)

c^rr

con la condición

_- +i. {^r ) (,^ i (rr ) + x^p„ (ti )

- ^^„ (rr ) + ^. (tr )^^ , {ri )

^,(X ) _ (P,{4)

De las dos primeras ecuaciones se deduce

clcp , {rr }
= 0 para todo 0_< rr < X

cf rr

1 ?^3

Luego (p ,{r^ )= A, donde A es una constante arbitraria que se determinará. Además esa

constante A satisface la tercera ecuacicín del sistema.

Para obtener ^p„{rr} sustituimos ^p,Eer) = A, en la ecuación

a-

y te ne mos

Sea ahora:

- xcp„ (rr ) + ^. (rr )(p , (rr )

(p^,(rr ) = A
a

U= v.a. que denota la edad del equipo en el estado de equilibrio.

(p(rr}Orr = probabiliciad que en un estado de equilibrio la edad del equipo estará entr^e rr

y rr + ^1 rr , es decir

(P' (rr ) ^ rr i P{rr < U<_ rr + rr ) o<_ tr < X

Como el equipo sólo puede estar o en estado de operación o en estado de avería se

sigue de

^A,(rr) = A

a
cp„(rr) = A^
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que

^^ (r^ 1 == 1^^ ^ ([^ 1 -+^ ^^„ (r^ ) =_ ^ .^ A t. ([i ) ^ ^

^

pdra 0< ^r c X.

^camo ^.^ ([^ ) e^; una t^uncián de ciensidad se debe verificar

.x

0
^ ([^ ) cf [r =

U sando 1 a e xpresián halldda para ^([[ ) tenemos

0

A I-+- ^` ( r^ )
cf [[ = 1

a

despejamos A, para ello definimos

entonces obtenemos

x

^1(_Y 1 = r. ([r )c1[[
U

'r^([^)
1 +

^` J

a

Sustituyencio este valor en cp ,(r1) y^„([[ ) tenemos

l
^p,([^i = 0 ĉ rr ^ X

X + A (_z )

a

^4(u)
cpc► ([r ) = 0 ^ ^ < X

Sea.

a ^X
11(x)

a

T= la v.a. que denota el tiempo entre dos reemplazamientos sucesivos en el estado de
equilibrio.
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podemos ohtener una expresión de E( "r) teniendu en cuenta que la probdbiliddd de

yue el equipo esté en f^^ncionamientcj es

-^" X
(^ , ( ^r } cl ^^ ^=

" X +
n (.r ►

x

Esto es lo mismo que la frecuencia de1 tiempo que el equipo está trabajancio sobre

un ciclo T, y que es X/ E( TJ . Luego

E [ TJ = X +
a

Ahora podemos escribir una expresión del costo total de operación esperado por

unidad de tiempo ^(X) como función de la edad de reemplazamiento ?C.

AI establecer tas expresiones del costo es necesario distinguir entre el costo aso-

ciacio cuando el eyuipo estd en estado de uperación, y el custo asociado cuando est^ en

estado de reparación. Sea:

Ĉ (r^ )d r^ = costo de operación de un equipo entre ias edades r^ y ^r + ^ r^, supuesto q ue

el equipo está en estado de operación.

r(^^) = costo asociado con una unidad de tiempo de pérdida para un equipo de edad

^^ ; r(r^ ) se considera algunas veces como el costo de reparación por u nidad

cie tiempo.

Asimismo, K denotará el costo de adquisición o no ciclico de un nuevo equipo.

Entonces, usando la expresión E(T) tenemos, para el costo de adquisición esperado por

unidad de tiempo

K K

E(T) X + A (X)

a

Et costo de operación esperado por unidad de tiempo es, a partir de la expresión de

^,(1^)

C(t^)cp,(«)clr^ _

x

a

X +
a

Ĉ (rr )úr^

A(X)
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Y cíe la expresidn ^^^,{^^ ) tie tiene que el cc^stc^ cie mantenimientc^ esperdcio pc^r uníddci

cie tiempu e^

r (^r }1^. (tr }cl ^c

r(ri)c^^,(^^)clic =
^(X)

a

Por tanto, el costo total esperado por unídad de tiempo, que es la suma de los tres

anteriores, es

x r (^^ )

ll, + ^ (^^ ^ + ^,. (^r ) cl ^r
o a

x

^{X) _
^(X)

X +

EI valor óptimo de X se puede obtener par m^todos clásicos del cálculo variacional

o los propuestos por Bellmann de la programación dinámica.

Cctsc.^ ^spPC•iul: ^. (Ei ) _ ^. ; r(f^ ) = r. Entonees, n (X) = ^. X. La expresión de ^ (X) se

puede escribir como

x

C(t^)clrr + r^ X K+ r^ + C(t^) ctrr
a 1 o a

^. X
X + 1

^. x
cx a

Derivando respecto a X, e igualando el resultado a cero se obtiene

r^ + ^{X) ^ r

lntegrando por partes se tiene

x

0

r ^. + ét^, ) d^, = K
a

r^. ^ r^. x x r?^ ^-
+ C {u ) cttt = rt +^ C (11) - tl d + C ;t^ )

a a ^o o a

Por tanto, el valor óptirnv de X, X*, será la solución de la ecuación

x
ud fĈ (u)] = K

0
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Esta expresión es independiente de ^^, ^c y r; luego el único elemento importante del

costo que afecta a X es el costo de operación C(^^ ).

3. REEMPLALAMlENTO DE UN EQUlPO CONSIDERAND© VALORES

ACTUALES

La situación es similar a la del problema anterior, excepto que el costo es actuali-

zado sobre un intervalo de tiempo infinito.

Sea para 0 ^_x < X:

,f^,{_^) = costo mínimo total descontado esperado cuando el equipo tiene inicialmente

edad x y está en operaci©n.

,t^,(.r )= costo mínimo total descontado esperado cuando el equipo tiene inicialmente

edad x y no está operando, es decir, está en estado de reparación.

= tasa de interés.

Además se mantienen las mismas suposiciones que en el modelo descontado, y se

sigue la misma política de reemplazamiento, un equipo de edad X se reemplaza por uno

nue vo idéntico,

Se tiene la siguiente ecuación funcional

K + ^', (4) .x = K

,f^,(x) = mín C(x)Ax + (1 -- idt)(1 -- ^.(x)ex) f,(x + L1x) +

+ (1 - i ^11)^. (.x )Axfó(x ) 0<_ x < X

La primera alternativa es el costo de reemplazar el equipo exisiente por uno nuevo

en un estado de operación. La segunda representa el costo de que no haya reemplaza-

miento, que incluye el costo de operación del equipo y la suma de los costos desconta-

dos asociados con el equipo en estado de operación con edad z+ ex y que el equipo

haya fallado exactamente a la edad x. Para 0< x< X, no se da ningún reemplaza-

miento y./^, (.x ) satisface la relació ► n

,/^,(x) = C(x)dx + ( 1 - iLlt)(1 - ^.(x)^1x)f^,(x + Ox) +

+ (1 - iar)^.(.z)axf^,(x)

operando

0 = L (x ) t1 x + [ . f, (•z + t^ x } - _t', (x ) ] -- [ i t^ t + ^. (.x ) a x ) . f ^, (.r + 11 x ) +

+ h (x ) .^^, (x ) ^1 _z + 0 (^ x )
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L?^ w ic^ iencio pc^r n_t^ y hac ^endo ^_r -^► 0, obtenemos para ^^ .ri ^7 r= 1

C'(_t ► +

•

P:^ra obtener una expresicín para 1^,{_r ) ubservemc^s que para un eyuipo que acaba de

fa^lar, si el tiempo de reparación es ► ^, el costo tc^tal esperado c#escontado es

0

Edad

1

^. (^t^ I^

r(x )^^ -,t^^t) + t^^ (.z )^ -,^^

[.l V ^` QE^

_r

^

.Í^(-^)

a ,.

Fig. 2. Gráfica de la función ^ó(x).

-----^
Tiempo

Como el tiempo de reparación tiene una distribución exponencial negati va con

parárneiro a se sigue que

.fó (x )

^ ►
r(x)e-r^d^3

0 0
, r(x) ( ^ ^

/c^ _

lo [
^ _ ^-a^^ ^.. e-(,+^^^^ _ ► ^-t^+a^,^ ^ _

c1 / , (-i" )

r(x )

+ f'► (.z}^-^ ► ^oce -« ► ^d ► ^ _

E' - ► •

+ r. (.t^ ) /„ (.r ) 0 < .t^ < X

-^ .! ^ (.r } ^ r ► (X (' A a' CI t' ^

r (x }«,. ._
, ► ^ « ► ^ , ► ^ «^^aY- ^- ae - + .,f^,(x)^^ a^ - ^ d ► ^

i

r (.x ) r (x ) a f ^ (x )oc

l

i + ot
^ (x ) + r ix ))

a + i
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Sustituyencio,/;,(_r) en la ecuación anteric^r, tenemos la siguiente ecuación dif^erencial

lineal de primer orcien para _j, (.r ), 0 ^.r < X.

cil ^, (-t^ ) ^^ (.r )
Q - C(.r) + - (i + ^_(-r))f,(-r) + (^.f^^(-r) + r(.r)}

cÍx i + a

de donde

c!t ^i (-x ) r 2 + i ^c + i ^ (_r ) - ĥ (-r )r (-x )- .j^,(x) - -C(.^) -
cl.r i + a

integrando se obtiene la expresión de ,j^,(.r )

i
.f^, (.z ) = exp ix + ^^ (T )c,^T j.f^i (Ol^ +

^ + a o /

i + a

xi
+ e x p i.x + ^. (T )c! t.

10̀

i + a o

i " ^, (r^ )r (rr )
exp - ia + h(^)c1T -C(!1) cfrr

i+ a o i+ a

I^e esta ecuación se observa que minimizar ^^, (x } respecto de X es equivalente a

minimizar_f^,(o) respecto de X; el siguiente objetivo es determinar,f^,(o).

Como la política que se sigue es reemplazar el equipo a la edad X(y el equipo debe

estar en estado de operación a la edad X) se sigue que para _X = X.

./^^(X) = K + .1^,(^)

x
Sea ^.(T )clp = 1^(x ).

0

De !as expresiones de ,j^, (x ) y,^^, ( X), !a continuidad de .f ^, (_z ) en .r = X impl ica q ue

l^{ + ,f ^, (o) = exp i X + r A(X) ,t^, (0) -- exp iX + r ^(X )
r + oc i + a

x

x -i
exp - irr + /^(r^ ) • ^(ri } + ^.(rr )r(r^ )/ (i + a ) cltt

o . i + oc . _
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L3e spe,^e [ilC)5 / ^ (CI )

./,^0^ - eXp ^^X +

donde

/
n(X) ./,(Of ^- K- exp i X+

+ ^c

x i _
I= exp - irr + 1^ (^r) C(tr) +

^ t + ^t

,^(X ) } • 1
1+ a

^. ( tr ) r( [r )

+ ^ci

i
exp - i?C +

i + a

- - K exp - r X +

n^xl }_l^co) -./^(o) _
Jl

r
n(X>

i + a
I

K exp {-[ iX + i,Iti(X^(i +^c)]}+ I
i (a) _.^ . ' )] }- exp { -- [ r }C + ^ A (X)A (^ + a

Finalmente tenemos;

drr

x
K + exp { - [irr + i 11(rr )^. (i + ts )j }

• o.t^,(o) _ - K +
exp - iX + i1^(X)1^.{i + cx)

[C(tr ) + A(tr )r(u)^.{i + a)]dtr

1 -- ex p { --^ [ r X + i n ( X )^. ( i + a ) ] }

E!• valor óptimo de X se obtiene diferenciando _f ^1(0) respecto de X, e igua)ando el

resultado a cero.

Estudiemos e) caso en que ^. ( rr )=^. . r(tr )= r, y, por tanto A(u )=^. ^r

En esta situación se tiene

x
K+ exp {- itr[ 1+ ^./(i + a)j } C(tt) cll!

.f^, (o) _ - K + ° +
1 - exp {--iX[ 1 + ^./(i + a)j }

x

[^.rl(i + a)j exp {-irr[ 1 + ^/(i + a)] } cirr
©

1- exp {- i^{[ 1+^./{i + a)j }



titc^nE-.t c^s ^t_F^► ^rc^Ktc:^s

+

()K +

.x'
exp [--i( 1 -+- ^.,^^(i + 7 1 jrr ) C^irr )clrr

1- exp [- i( l +%^/(i + x)) X)

[^.r,^(i + x))((i + ^)ii(1 + ^ + ^^)) exp[-i(1 + fw/{i + ^t))rr^

K +

K +

1 - exp [ - i(1 + ^,/{i + ^c })X 1

x

0
exp [ - i( 1 + ^/(i + x ) ) rr } C( rr )drr

0

l- exp [-i(1 + a„!(i + ot ))X J i(i + x+ h)

De aqui se deduce, haciendo operaciones, que ei valor óptimo de X es la sol ucián de

la ecuación

, x ^^
{ 1 - exp [ - i{ 1 + ^.!(i + a))rr ) )dC{rr ) = i l + K

^o i + tx
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STCICHASTIC REPLACEMENT MODELS (7F CONTiNUC1US REVlEW

Contains the theory ot' stochastic replacement methods of continuous

review systems for a particular replacement policy. Two situations are
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