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1. Zakladni vlastnosti

|. Topologické vektorové prostory

Definice 1

Necht X je vektorovy prostor nad K a 7 je topologie na X.
Pokud jsou operace scitani a nasobeni skalarem spoijité
jakozto zobrazeni +: X x X = Xa-: Kx X = X,
nazveme dvojici (X, 7) topologickym vektorovym
prostorem.
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1. Zakladni vlastnosti

|. Topologické vektorové prostory

Definice 1

Necht X je vektorovy prostor nad K a 7 je topologie na X.
Pokud jsou operace scitani a nasobeni skalarem spoijité
jakozto zobrazeni +: X x X = Xa-: Kx X = X,
nazveme dvojici (X, 7) topologickym vektorovym
prostorem.

Systém v8ech okoli bodu x € X znacCime 7(x).
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1. Zakladni vlastnosti

Fakt 2
Necht X je vektorovy prostor a p je translacné invariantni
pseudometrika na X. Pak
(a) operace scitani je spojita jakoZto zobrazeni
+: (X, p) x (X, p) = (X, p);
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1. Zakladni vlastnosti

Fakt 2
Necht X je vektorovy prostor a p je translacné invariantni
pseudometrika na X. Pak

(a) operace scitani je spojita jakoZto zobrazeni
+: (X, p) x (X, p) = (X, p);
(b) p(nx,0) < np(x,0) pro kazdé x € X an e N.
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1. Zakladni vlastnosti

Tvrzeni 3
Necht X je topologicky vektorovy prostor nad K.

(a) Je-liae X aX e K\ {0}, jsou operace x — x + a
a x — Ax homeomorfismy X na X.

Funkcionalni analyza 1 |. Topologické vektorové prostory



1. Zakladni vlastnosti

Tvrzeni 3
Necht X je topologicky vektorovy prostor nad K.

(a) Je-liae X aX e K\ {0}, jsou operace x — x + a
a x — Ax homeomorfismy X na X.

(b) Pro kazdé x € X je t(x) = x + 7(0).
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1. Zakladni vlastnosti

Tvrzeni 3
Necht X je topologicky vektorovy prostor nad K.

(a) Je-liae X aX e K\ {0}, jsou operace x — x + a
a x — Ax homeomorfismy X na X.

(b) Pro kazdé x € X je t(x) = x + 7(0).

(c) Je-liU € 7(0), pak existuje V € 1(0) oteviené takové,
ZeV+VcCU.
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1. Zakladni vlastnosti

Definice 4
Necht X je vektorovy prostor nad K a A C X. MnozZina A
se nazyva
@ pohlcujici, pokud pro kazdé x € X existuje Ay > 0
takové, Ze tx € Apro kazdé t € [0, \];
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1. Zakladni vlastnosti

Definice 4
Necht X je vektorovy prostor nad K a A C X. MnozZina A
se nazyva

@ pohlcujici, pokud pro kazdé x € X existuje Ay > 0
takové, ze tx € Apro kazdé t € [0, \];

@ vyvazena, pokud aA C Apro kazdé a € K, |o| < 1.
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1. Zakladni vlastnosti

Definice 4
Necht X je vektorovy prostor nad K a A C X. MnozZina A

se nazyva
@ pohlcujici, pokud pro kazdé x € X existuje Ay > 0
takové, ze tx € Apro kazdé t € [0, \];
@ vyvazena, pokud aA C Apro kazdé a € K, |o| < 1.

Tvrzeni 5
Necht' X je topologicky vektorovy prostor.

(a) Kazdé U € 7(0) je pohlcujici.
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1. Zakladni vlastnosti

Definice 4
Necht X je vektorovy prostor nad K a A C X. MnozZina A

se nazyva
@ pohlcujici, pokud pro kazdé x € X existuje Ay > 0
takové, ze tx € Apro kazdé t € [0, \];
@ vyvazena, pokud aA C Apro kazdé a € K, |o| < 1.

Tvrzeni 5
Necht' X je topologicky vektorovy prostor.

(a) Kazdé U € 7(0) je pohlcujici.
(b) 7(0) ma bazi z otevienych vyvazenych mnoZzin.
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1. Zakladni vlastnosti

Véta 6 (John von Neumann (1935))
Necht X je vektorovy prostor all je systém podmnoZin X
obsahujicich 0, ktery je bazi filtru (tj. pro kazda Uy, U> € U
existuje U € U splnujici U C Uy N Us). Predpokladejme,
Ze U ma nasledujici viastnosti:
(i) Pro kazde U € U existuje V € U splriujici V + V C U.
(i) KaZda mnoZina zU je pohlcujici.
(i) Kazda mnoZina zU je vyvaZena.
Pak existuje prave jedna topologie v na X takova, Ze
(X, 1) je topologicky vektorovy prostor ald je baze okoli 0.
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1. Zakladni vlastnosti

Véta 7
Necht' X je topologicky vektorovy prostor.

(a) Necht K C X je kompaktni a C C X je uzaviena a
disjunktni s K. Pak existuje oteviené vyvazené
V € 7(0) takové, Ze (K + V)N (C+ V) = 0.
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1. Zakladni vlastnosti

Véta 7
Necht' X je topologicky vektorovy prostor.

(a) Necht K C X je kompaktni a C C X je uzaviena a
disjunktni s K. Pak existuje oteviené vyvazené
V € 7(0) takové, Ze (K + V)N (C+ V) = 0.

(b) X je regularni (1. Ize oddélit bod a uzavienou
mnoZinu pomoci otevienych mnoZzin).
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1. Zakladni vlastnosti

Véta 7
Necht' X je topologicky vektorovy prostor.
(a) Necht K C X je kompaktni a C C X je uzaviena a
disjunktni s K. Pak existuje oteviené vyvazené
V € 7(0) takové, Ze (K + V)N (C+ V) = 0.
(b) X je regularni (1. Ize oddélit bod a uzavienou
mnoZinu pomoci otevienych mnoZzin).
(c) Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) X je Hausdorffuv.
(i) X je Ty (4. body jsou uzaviené mnoZziny).
|||) {0} je uzaviena mnoZina.
)

(iv) {0} =N{U; Uer(0)}.
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1. Zakladni vlastnosti

Tvrzeni 8
Necht X je topologicky vektorovy prostor.

(a) Je-li G c X oteviené a A C X libovolna, je A+ G
otevrena.
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1. Zakladni vlastnosti

Tvrzeni 8
Necht X je topologicky vektorovy prostor.

(a) Je-li G c X oteviené a A C X libovolna, je A+ G
otevrena.

(b) Je-li F c X uzaviena a K C X kompaktni, je F + K
uzavrena.
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1. Zakladni vlastnosti

Tvrzeni 8
Necht X je topologicky vektorovy prostor.

(a) Je-li G c X oteviené a A C X libovolna, je A+ G
otevrena.

(b) Je-li F c X uzaviena a K C X kompaktni, je F + K
uzavrena.

(c) Jsou-li K, L C X kompaktni, je i K + L kompaktni.
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1. Zakladni vlastnosti

Tvrzeni 9
Necht X je topologicky vektorovy prostor nad K a
A, B C X. Pak plati nasledujici tvrzeni:

(a) A=N{A+ U; Ucr(0)}.
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1. Zakladni vlastnosti

Tvrzeni 9

Necht X je topologicky vektorovy prostor nad K a
A, B C X. Pak plati nasledujici tvrzeni:

(a) A=N{A+U; Uce(0)}.

(b) A+BCc A+ BalntA+IntBcC Int(A+ B).
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1. Zakladni vlastnosti

Tvrzeni 9
Necht X je topologicky vektorovy prostor nad K a
A, B C X. Pak plati nasledujici tvrzeni:

(a) A=N{A+U; Uce(0)}.
b) A+BCc A+ BalntA+IntBC Int(A+ B).
(c) M =)Aa\IntA=Int(\A) pro libovolné X € K\ {0}.
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1. Zakladni vlastnosti

Tvrzeni 9
Necht X je topologicky vektorovy prostor nad K a
A, B C X. Pak plati nasledujici tvrzeni:

(a) A=N{A+ U; Uer(0)}.

(b) A+ BCc A+ BalntA+IntB C Int(A+ B).

(c) M =)Aa\IntA=Int(\A) pro libovolné X € K\ {0}.
(d) Je-li Y podprostor X, pak Y je téZ podprostor X.
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1. Zakladni vlastnosti

Tvrzeni 9
Necht X je topologicky vektorovy prostor nad K a
A, B C X. Pak plati nasledujici tvrzeni:

(a) A=N{A+ U; Uer(0)}.

b) A+Bc A+BalntA+IntBcC Int(A+ B).

c) M= M a\IntA = Int(\A) pro libovolné ) € K\ {0}.
d) Je-li Y podprostor X, pak Y je téZ podprostor X.

e) Je-li A konvexni, pak A a Int A jsou konvexni.

(
(
(
(

~— ~— ~— ~—
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1. Zakladni vlastnosti

Tvrzeni 9

Necht X je topologicky vektorovy prostor nad K a
A, B C X. Pak plati nasledujici tvrzeni:

(a) A=N{A+ U; Uer(0)}.

(b) A+ Bc A+ BalntA+IntBcC Int(A+ B).

(c) M =)Aa\IntA=Int(\A) pro libovolné X € K\ {0}.
(d) Je-li Y podprostor X, pak Y je téZ podprostor X.
(e) Je-li A konvexni, pak A a Int A jsou konvexni.
(f) Je-li A vyvéZena, pak A je vyvaZena.
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1. Zakladni vlastnosti

Tvrzeni 9
Necht X je topologicky vektorovy prostor nad K a
A, B C X. Pak plati nasledujici tvrzeni:

a) A=N{A+U; Uc7(0).
b) A+BCc A+ BalntA+IntBcC Int(A+ B).
c) M= M a\IntA = Int(\A) pro libovolné ) € K\ {0}.
d) Je-li Y podprostor X, pak Y je téZ podprostor X.
e) Je-li A konvexni, pak A a Int A jsou konvexni.
(f) Je-li A vyvéZena, pak A je vyvaZena.
(9) Je-li A vyvazena a0 < IntA, pak Int A je vyvazena.

()
(c)
(d)
(e)
)
)
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1. Zakladni vlastnosti

Véta 10

Necht X je topologicky vektorovy prostor, Y € X
uzavreny podprostor a Z C X kone¢nérozmérny
podprostor. Pak Y + Z je uzavreny.
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1. Zakladni vlastnosti

Véta 10

Necht X je topologicky vektorovy prostor, Y € X
uzavreny podprostor a Z C X kone¢nérozmérny
podprostor. Pak Y + Z je uzavreny.

Dusledek 11
Necht X je Hausdorffav topologicky vektorovy prostor.
Kazdy konecnérozmeérny podprostor X je uzavreny v X.
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2. Omezené mnoziny, metrizovatelnost
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2. Omezené mnoziny, metrizovatelnost

Definice 12

Necht X je topologicky vektorovy prostora A C X.
MnoZzina A se nazyva omezena, pokud pro kazdé
U € 7(0) existuje t > 0 takové, ze A C tU.
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2. Omezené mnoziny, metrizovatelnost

Definice 12

Necht X je topologicky vektorovy prostora A C X.
MnoZzina A se nazyva omezena, pokud pro kazdé
U € 7(0) existuje t > 0 takové, ze A C tU.

Tvrzeni 13
Necht' X je topologicky vektorovy prostor nad K a A C X.
Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) MnoZina A je omezena.
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2. Omezené mnoziny, metrizovatelnost

Definice 12

Necht X je topologicky vektorovy prostora A C X.
MnoZzina A se nazyva omezena, pokud pro kazdé
U € 7(0) existuje t > 0 takové, ze A C tU.

Tvrzeni 13
Necht' X je topologicky vektorovy prostor nad K a A C X.
Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) MnoZina A je omezena.
(i) Pro kaZdou posloupnost {x,} C A a kaZdou
posloupnost {v,} C K, v, — 0 plati v,x, — 0.
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2. Omezené mnoziny, metrizovatelnost

Definice 12

Necht X je topologicky vektorovy prostora A C X.
MnoZzina A se nazyva omezena, pokud pro kazdé
U € 7(0) existuje t > 0 takové, ze A C tU.

Tvrzeni 13
Necht' X je topologicky vektorovy prostor nad K a A C X.
Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) MnoZina A je omezena.
(i) Pro kaZdou posloupnost {x,} C A a kaZdou
posloupnost {v,} C K, v, — 0 plati v,x, — 0.
(i) Pro kaZdou posloupnost {x,} C A plati 1x, — 0.
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2. Omezené mnoziny, metrizovatelnost

Tvrzeni 14
Necht X je topologicky vektorovy prostor a A, B C X jsou
omezené. Pak plati nasledujici tvrzeni:

(a) MnozZiny AU B a A+ B jsou omezené.
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2. Omezené mnoziny, metrizovatelnost

Tvrzeni 14
Necht X je topologicky vektorovy prostor a A, B C X jsou
omezené. Pak plati nasledujici tvrzeni:

(a) MnozZiny AU B a A+ B jsou omezené.
(b) MnoZina AA omezena pro kaZzdé \ € K.
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2. Omezené mnoziny, metrizovatelnost

Tvrzeni 14
Necht X je topologicky vektorovy prostor a A, B C X jsou
omezené. Pak plati nasledujici tvrzeni:

(a) MnozZiny AU B a A+ B jsou omezené.
(b) MnoZina AA omezena pro kaZzdé \ € K.
(c) MnoZina A je omezena.
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2. Omezené mnoziny, metrizovatelnost

Lemma 15

Necht' X je topologicky vektorovy prostor nad K, V € 7(0)
a{on} C K\ {0}, 6, — 0. Pak {6,V; ne€ N} je baze
okoli 0, prave kdyz V je omezené.
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2. Omezené mnoziny, metrizovatelnost

Lemma 15

Necht' X je topologicky vektorovy prostor nad K, V € 7(0)
a{on} C K\ {0}, 6, — 0. Pak {6,V; ne€ N} je baze
okoli 0, prave kdyz V je omezené.

Véta 16
Necht' X je topologicky vektorovy prostor. Pak nasledujici
tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) X ma spocetnou bazi okoli 0.
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2. Omezené mnoziny, metrizovatelnost

Lemma 15

Necht' X je topologicky vektorovy prostor nad K, V € 7(0)
a{on} C K\ {0}, 6, — 0. Pak {6,V; ne€ N} je baze
okoli 0, prave kdyz V je omezené.

Véta 16
Necht' X je topologicky vektorovy prostor. Pak nasledujici
tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) X ma spocetnou bazi okoli 0.
(i) X je pseudometrizovatelny.
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2. Omezené mnoziny, metrizovatelnost

Lemma 15

Necht' X je topologicky vektorovy prostor nad K, V € 7(0)
a{on} C K\ {0}, 6, — 0. Pak {6,V; ne€ N} je baze
okoli 0, prave kdyz V je omezené.

Véta 16
Necht' X je topologicky vektorovy prostor. Pak nasledujici
tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) X ma spocetnou bazi okoli 0.
(i) X je pseudometrizovatelny.

(iii) X je pseudometrizovatelny translacné invariantni
pseudometrikou.
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2. Omezené mnoziny, metrizovatelnost

Lemma 15

Necht' X je topologicky vektorovy prostor nad K, V € 7(0)
a{on} C K\ {0}, 6, — 0. Pak {6,V; ne€ N} je baze
okoli 0, prave kdyz V je omezené.

Véta 16

Necht' X je topologicky vektorovy prostor. Pak nasledujici
tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) X ma spocetnou bazi okoli 0.
(i) X je pseudometrizovatelny.
(iii) X je pseudometrizovatelny translacné invariantni
pseudometrikou.
Je-li X Hausdorffiv, pak Ize vyse predponu pseudo-
vynechat.
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2. Omezené mnoziny, metrizovatelnost

Definice 17

Necht X je topologicky vektorovy prostor. Rekneme, ze X
je lokalné omezeny, pokud ke kazdému x € X existuje
omezené okoli x.
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2. Omezené mnoziny, metrizovatelnost

Definice 17

Necht X je topologicky vektorovy prostor. Rekneme, ze X
je lokalné omezeny, pokud ke kazdému x € X existuje
omezené okoli x.

Véta 18
Necht' X je lokalné omezeny topologicky vektorovy
prostor. Pak X je pseudometrizovatelny.
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3. Totalni omezenost a kompaktnost
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3. Totalni omezenost a kompaktnost

Definice 19

Necht X je topologicky vektorovy prostora A C X.
MnozZina A se nazyva totalné omezena, pokud pro kazdé
U € 7(0) existuje F C Akonecna takova, ze AcC F+ U.
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3. Totalni omezenost a kompaktnost

Tvrzeni 20
Necht X je topologicky vektorovy prostor a A, B C X. Pak
plati nasledujici tvrzeni:
(a) A je totalné omezena prave tehdy, kdyz pro kazdé
U € 7(0) existuje F C X konecna splrujici
AcCc F+U.
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3. Totalni omezenost a kompaktnost

Tvrzeni 20
Necht X je topologicky vektorovy prostor a A, B C X. Pak
plati nasledujici tvrzeni:
(a) A je totalné omezena prave tehdy, kdyz pro kazdé
U € 7(0) existuje F C X konecna splrujici
ACc F+ U.
(b) Je-li A totalné omezena a B C A, pak B je téz totalné
omezena.
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3. Totalni omezenost a kompaktnost

Tvrzeni 20
Necht X je topologicky vektorovy prostor a A, B C X. Pak
plati nasledujici tvrzeni:
(a) A je totalné omezena prave tehdy, kdyz pro kazdé
U € 7(0) existuje F C X konecna splrujici
ACc F+ U.
(b) Je-li A totalné omezena a B C A, pak B je téz totalné
omezena.

(c) Jsou-li A, B totalné omezené, pak jsoui AU B a
A+ B totalné omezené.
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3. Totalni omezenost a kompaktnost

Tvrzeni 20
Necht X je topologicky vektorovy prostor a A, B C X. Pak
plati nasledujici tvrzeni:
(a) A je totalné omezena prave tehdy, kdyz pro kazdé
U € 7(0) existuje F C X konecna splrujici
ACc F+ U.
(b) Je-li A totalné omezena a B C A, pak B je téz totalné
omezena.

(c) Jsou-li A, B totalné omezené, pak jsoui AU B a
A+ B totalné omezené.

(d) Je-li A totalné omezena a )\ € K, pak je i AA totalné
omezena.
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3. Totalni omezenost a kompaktnost

Tvrzeni 20
Necht X je topologicky vektorovy prostor a A, B C X. Pak
plati nasledujici tvrzeni:
(a) A je totalné omezena prave tehdy, kdyz pro kazdé
U € 7(0) existuje F C X konecna splrujici
ACc F+ U.
(b) Je-li A totalné omezena a B C A, pak B je téz totalné
omezena.
(c) Jsou-li A, B totalné omezené, pak jsoui AU B a
A + B totalné omezené.
(d) Je-li A totalné omezena a )\ € K, pak je i AA totalné
omezena.

(e) Je-li A totélné omezena, pak je i A totélné omezeny.
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3. Totalni omezenost a kompaktnost

Tvrzeni 21
Necht X je topologicky vektorovy prostor. Kompaktni
podmnoZiny X jsou totalné omezené
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3. Totalni omezenost a kompaktnost

Tvrzeni 21

Necht X je topologicky vektorovy prostor. Kompaktni
podmnoZiny X jsou totalné omezené a totalné omezené
podmnoZiny X jsou omezené.
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3. Totalni omezenost a kompaktnost

Tvrzeni 21

Necht X je topologicky vektorovy prostor. Kompaktni
podmnoZiny X jsou totalné omezené a totalné omezené
podmnoZiny X jsou omezené.

Fakt 22

Necht (X, 1) je topologicky vektorovy prostor
pseudometrizovatelny translacné invariantni
pseudometrikou p. Pak A C X je T-totalné omezena,
pravé kdyZz je p-totalné omezena.
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3. Totalni omezenost a kompaktnost

Definice 23

Necht (X, 7x), (Y, Ty) jsou topologické vektorové prostory
af: X — Y. Rekneme, Ze f je stejnomérné spojité,
jestlize pro kazdé V € 7y (0) existuje U € 7x(0) takove, Ze
pro kazdé x, y € X plati, ze f(x) € f(y) + V kdykoliv

xey+U.
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3. Totalni omezenost a kompaktnost

Definice 23

Necht (X, 7x), (Y, Ty) jsou topologické vektorové prostory
af: X — Y. Rekneme, Ze f je stejnomérné spojité,
jestlize pro kazdé V € 7y (0) existuje U € 7x(0) takove, Ze
pro kazdé x, y € X plati, ze f(x) € f(y) + V kdykoliv

xey+U.

Tvrzeni 24

Necht (X, 7x), (Y, Ty) jsou topologické vektorové prostory
af: X — Y je stejnomérne spojité. Je-li A C X totalné
omezena, je i f(A) totalné omezena.
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4. Linearni zobrazeni
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4. Linearni zobrazeni

Linearnim obrazem vyvazené mnoziny je opét vyvazena
mnozina.
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4. Linearni zobrazeni

Véta 25
Necht X a 'Y jsou topologické vektorové prostory a
T: X — Y je linearni zobrazeni. UvaZujme nasl. tvrzeni:

(i) T je omezené na néjakém okoli 0.
(i) T je spojité v 0.
(iii) T je spojite.
(iv) T je stejnomérné spojité.
(v) T je sekvencialné spojité.
(vi) T(A) je omezena pro kazdou omezenou A C X.
)

(vii) Pro kaZdou posloupnost {x,} C X, x, — 0 je
mnoZina {T(x,); n € N} omezena.

Pak (i)=(ii)& (iii)< (iv)= (v)= (vi)< (Vii).
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4. Linearni zobrazeni

Véta 25
Necht X a 'Y jsou topologické vektorové prostory a
T: X — Y je linearni zobrazeni. UvaZujme nasl. tvrzeni:

(i) T je omezené na néjakém okoli 0.
(i) T je spojité v 0.
(iii) T je spojite.
(iv) T je stejnomérné spojité.
(v) T je sekvencialné spojité.
(vi) T(A) je omezena pro kazdou omezenou A C X.
)

(vii) Pro kaZdou posloupnost {x,} C X, x, — 0 je
mnoZina {T(x,); n € N} omezena.

Pak (i)=(ii)< (iii)< (iv)= (v)= (vi)< (vii). Je-li Y lokalne

omezeny, pak (i)—(iv) jsou ekvivalentni.
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4. Linearni zobrazeni

Véta 25
Necht X a 'Y jsou topologické vektorové prostory a
T: X — Y je linearni zobrazeni. UvaZujme nasl. tvrzeni:

(i) T je omezené na néjakém okoli 0.
(i) T je spojité v 0.
(iii) T je spojite.
(iv) T je stejnomérné spojité.
(v) T je sekvencialné spojité.
(vi) T(A) je omezena pro kazdou omezenou A C X.
)

(vii) Pro kaZdou posloupnost {x,} C X, x, — 0 je
mnoZina {T(x,); n € N} omezena.

Pak (i)=(ii)< (iii)< (iv)= (v)= (vi)< (vii). Je-li Y lokalne

omezeny, pak (i)—(iv) jsou ekvivalentni. Je-li X

pseudometrizovatelny, pak (ii)—(vii) jsou ekvivalentni.
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4. Linearni zobrazeni

Lemma 26
Necht X je pseudometrizovatelny topologicky vektorovy

prostor. Jestlize {x,} C X konverguje k 0, pak existuje
posloupnost {v,} C N takova, Ze v, — +oo a ypXn, — 0.
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4. Linearni zobrazeni

Véta 27
Necht X je topologicky vektorovy prostor nad K a

f: X — K je nenulova linearni forma. Pak nasledujici
tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) f je spajita.
(i) Kerf je uzavrené.
(iii) Kerf # X.

Funkcionalni analyza 1 |. Topologické vektorové prostory



4. Linearni zobrazeni

Jako obvykle budeme linearnim formam fikat téz
(linearni) funkcionaly.
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4. Linearni zobrazeni

Jako obvykle budeme linearnim formam fikat téz
(linearni) funkcionaly.

Definice 28

Necht' X je topologicky vektorovy prostor. Symbolem X#
budeme znacit prostor vSech linearnich forem
(funkcionall) na X a budeme jej nazyvat algebraickym
dualem.
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4. Linearni zobrazeni

Jako obvykle budeme linearnim formam fikat téz
(linearni) funkcionaly.

Definice 28

Necht' X je topologicky vektorovy prostor. Symbolem X#
budeme znacit prostor vSech linearnich forem
(funkcionall) na X a budeme jej nazyvat algebraickym
duélem. Symbolem X* budeme znacit podprostor X#
sestavajici z lineérnich funkcionall, které jsou spojité na
X, a budeme jej nazyvat topologickym dualem (Ci jenom
dualem).
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4. Linearni zobrazeni

Definice 29

Necht X a Y jsou topologické vektorové prostory a
T: X — Y je linearni. Rikame, ze T je izomorfismus
X na Y (nebo jen izomorfismus), pokud T je
homeomorfismus X na Y;
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4. Linearni zobrazeni

Definice 29

Necht X a Y jsou topologické vektorové prostory a

T: X — Y je linearni. Rikame, ze T je izomorfismus

X na Y (nebo jen izomorfismus), pokud T je
homeomorfismus X na Y; fikdme, ze T je izomorfismus
X do Y (nebo jen izomorfismus do), pokud T je
izomorfismus X na Rng T.
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4. Linearni zobrazeni

Fakt 30

Necht X je vektorovy prostor, Y je topologicky vektorovy
prostor, a{T,}.,cr je net linearnich zobrazeniz X do Y.
Je-li T: X — Y bodovou limitou netu {T,}, pak T je

linearni.
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5. Konecnérozmérné prostory

Funkcionalni analyza 1 |. Topologické vektorové prostory



5. Konecnérozmérné prostory

Véta 31
Necht X je topologicky vektorovy prostor nad K. Pak
nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) X je Hausdorffiv adim X < oo.
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5. Konecnérozmérné prostory

Véta 31
Necht X je topologicky vektorovy prostor nad K. Pak
nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) X je Hausdorffiv adim X < oo.
(i) Existuje n € N takoveé, Ze X je izomorfni s (K", ||-||2)-
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5. Konecnérozmérné prostory

Véta 31

Necht X je topologicky vektorovy prostor nad K. Pak
nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) X je Hausdorffiv adim X < oo.
(i) Existuje n € N takoveé, Ze X je izomorfni s (K", ||-||2)-

(iii) X je Hausdorffiv a existuje v ném totalné omezené
okoli 0.
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5. Konecnérozmérné prostory

Véta 31
Necht X je topologicky vektorovy prostor nad K. Pak
nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) X je Hausdorffiv adim X < oo.
(i) Existuje n € N takoveé, Ze X je izomorfni s (K", ||-||2)-

(iii) X je Hausdorffiv a existuje v ném totalné omezené
okoli 0.

(iv) X je pseudometrizovatelny a kaZzdé linearni
zobrazeni z X do néjakého topologického
vektorového prostoru je spojité.
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5. Konecnérozmérné prostory

Véta 31
Necht X je topologicky vektorovy prostor nad K. Pak
nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) X je Hausdorffiv adim X < oo.
(i) Existuje n € N takoveé, Ze X je izomorfni s (K", ||-||2)-
(iii) X je Hausdorffiv a existuje v ném totalné omezené
okoli 0.

(iv) X je pseudometrizovatelny a kaZzdé linearni
zobrazeni z X do néjakého topologického
vektorového prostoru je spojité.

(v) X je pseudometrizovatelny a kaZda linearni forma
na X je spojita.
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5. Konecnérozmérné prostory

Dusledek 32
Necht X je kone¢nérozmérny vektorovy prostor. Pak na X
existuje jedna jedina Hausdorffova vektorova topologie.
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6. Lokalné konvexni prostory
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6. Lokalné konvexni prostory

Fakt 33
Necht' X je vektorovy prostor nad K, A, B C X jsou
konvexni a o« € K. Pak mnoZiny aA a A+ B jsou konvexni.
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6. Lokalné konvexni prostory

Definice 34
Necht X je vektorovy prostor nad K. Mnozina A C X se

nazyva absolutné konvexni, pokud je konvexni
a vyvazena.
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6. Lokalné konvexni prostory

Definice 34

Necht X je vektorovy prostor nad K. Mnozina A C X se
nazyva absolutné konvexni, pokud je konvexni

a vyvazena.

Fakt 35

Necht' X je vektorovy prostor nad K a A C X. Pak plati

nasledujici tvrzeni:

(a) Je-li A vyvazena, je conv A vyvazena, a tedy
absolutné konvexni.
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6. Lokalné konvexni prostory

Definice 34

Necht X je vektorovy prostor nad K. Mnozina A C X se
nazyva absolutné konvexni, pokud je konvexni

a vyvazena.

Fakt 35

Necht' X je vektorovy prostor nad K a A C X. Pak plati

nasledujici tvrzeni:

(a) Je-li A vyvazena, je conv A vyvazena, a tedy
absolutné konvexni.

(b) A je absolutné konvexni, pravé kdyz pro kazdé
x,yeAaa,pek,|a+|8 <1platiax + py € A.
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6. Lokalné konvexni prostory

Fakt 36
Necht X je vektorovy prostor a p je pseudonorma na X.
Pak plati nasledujici tvrzeni:

(@) lp(x) —p(y)| < p(x —y) pro vsechna x,y € X.
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6. Lokalné konvexni prostory

Fakt 36

Necht X je vektorovy prostor a p je pseudonorma na X.

Pak plati nasledujici tvrzeni:

(@) |p(x) = py)| < p(x —y) provsechna x,y € X.

(b) MnozZina Z = p~'(0) je podprostor X. Pro libovolna
x,y € X takova, Zex — y € Z, je p(x) = p(y).
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6. Lokalné konvexni prostory

Fakt 36

Necht X je vektorovy prostor a p je pseudonorma na X.

Pak plati nasledujici tvrzeni:

(@) lp(x) —p(y)| < p(x —y) pro vsechna x,y € X.

(b) MnozZina Z = p~'(0) je podprostor X. Pro libovolna
x,y € X takova, Zex — y € Z, je p(x) = p(y).

(c) Mnoziny {x € X; p(x) < c} a{x € X; p(x) < c} jsou
absolutné konvexni pro kazdé c € [0, +o0).
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6. Lokalné konvexni prostory

Definice 37 5

Necht X je vektorovy prostor a f: X — R. Rekneme, ze f
je nezéporné homogenni, jestlize f(tx) = tf(x) pro kazdé
t>0.
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6. Lokalné konvexni prostory

Definice 37 5

Necht X je vektorovy prostor a f: X — R. Rekneme, ze f
je nezéporné homogenni, jestlize f(tx) = tf(x) pro kazdé
t>0.

Fakt 38

Necht' X je vektorovy prostor a f je nezaporné homogenni
funkce na X. Oznaéme F, = {x € X; f(x) <c} a
Ge={xe X; f(x) < c} proc e R. ProkaZdé c > 0 jsou
mnoZziny F. a G, pohlcujici a navic F, = cF;, G, = cG;.
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6. Lokalné konvexni prostory

Definice 39

Necht X je vektorovy prostor a A C X je pohlcujici.
Minkowského funkcional mnoziny A je funkce

pa: X — [0, +00) definovana predpisem

pa(x) =inf{\ > 0; x € \A}.
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6. Lokalné konvexni prostory

Véta 40
Necht X je vektorovy prostor a A C X je pohlcujici. Pak
plati nasledujici tvrzeni:

(a) Je-liB > A, pak g < pa.
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6. Lokalné konvexni prostory

Véta 40
Necht X je vektorovy prostor a A C X je pohlcujici. Pak
plati nasledujici tvrzeni:

(a) Je-liB > A, pak g < pa.
(b) pa je nezaporné homogenni.
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6. Lokalné konvexni prostory

Véta 40
Necht X je vektorovy prostor a A C X je pohlcujici. Pak
plati nasledujici tvrzeni:

(a) Je-liB > A, pak g < pa.
(b) pa je nezaporné homogenni.

(c) Je-li A konvexni, je ua nezaporny sublinearni
funkcional.
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6. Lokalné konvexni prostory

Véta 40
Necht X je vektorovy prostor a A C X je pohlcujici. Pak
plati nasledujici tvrzeni:

(a) Je-liB > A, pak g < pa.
(b) pa je nezaporné homogenni.

(c) Je-li A konvexni, je ua nezaporny sublinearni
funkcional.

(d) Je-li A absolutné konvexni, je 1.4 pseudonorma.
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6. Lokalné konvexni prostory

Véta 40
Necht X je vektorovy prostor a A C X je pohlcujici. Pak
plati nasledujici tvrzeni:

(a) Je-liB > A, pak g < pa.
(b) pa je nezaporné homogenni.

(c) Je-li A konvexni, je ua nezaporny sublinearni
funkcional.

(d) Je-li A absolutné konvexni, je 1.4 pseudonorma.
(e) AC {x e X; pa(x) <1}.
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6. Lokalné konvexni prostory

Véta 40
Necht X je vektorovy prostor a A C X je pohlcujici. Pak
plati nasledujici tvrzeni:

(a) Je-liB > A, pak g < pa.
(b) pa je nezaporné homogenni.

(c) Je-li A konvexni, je ua nezaporny sublinearni
funkcional.

(d) Je-li A absolutné konvexni, je 1.4 pseudonorma.

(e) AC {x e X; pa(x) <1}.

(f) Je-li A vyvaZena nebo konvexni, pak {x € X;
pa(x) <1} CAC {xeX; ua(x) <1}.
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6. Lokalné konvexni prostory

Véta 40

Necht X je vektorovy prostor a A C X je pohlcujici. Pak

plati nasledujici tvrzeni:

(a) Je-liB > A, pak g < pa.

(b) wa je nezaporne homogenni.

(c) Je-li A konvexni, je ua nezaporny sublinearni
funkcional.

(d) Je-li A absolutné konvexni, je 1.4 pseudonorma.

(e) AC {x e X; pa(x) <1}.

(f) Je-li A vyvaZena nebo konvexni, pak {x € X;

pa(x) <1} CAC {xe X; ua(x) <1}

(9) Je-lip: X — [0,+00) nezaporné homogenni, pak pro
kaZdou B C X takovou, Ze {x € X;
p(x) <1} c BcC{xe X; p(x) <1}, je ug = p.
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6. Lokalné konvexni prostory

Tvrzeni 41
Necht' X je topologicky vektorovy prostora A C X je
pohlcujici. Pak IntA C {x € X; pa(x) < 1}.
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6. Lokalné konvexni prostory

Tvrzeni 41

Necht' X je topologicky vektorovy prostora A C X je
pohlcujici. Pak IntA C {x € X; ua(x) < 1}. Je-li navic A
vyvazena nebo konvexni, pak

INtAC {x € X, pa(X) <1} CAC {xeX; ua(x) <1} C A
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6. Lokalné konvexni prostory

Lemma 42
Necht' X je topologicky vektorovy prostor a p je
sublinearni funkcional na X. Pak p je stejnomérné spojity,

praveé kdyZz je shora omezeny na néjakém okoli 0.
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6. Lokalné konvexni prostory

Lemma 42

Necht' X je topologicky vektorovy prostor a p je
sublinearni funkcional na X. Pak p je stejnomérné spojity,
praveé kdyZz je shora omezeny na néjakém okoli 0.

Dusledek 43

Necht' X je topologicky vektorovy prostora A C X je
pohlcujici konvexni mnoZina. Pak 1.4 je spojity, prave kdyZz
A je okolim 0. V tom pripadé pak plati, Ze

IntA={x¢c X, pa(x) <1} CAC{xeX; ua(x) <1} = A
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6. Lokalné konvexni prostory

Véta 44
Necht’ X je topologicky vektorovy prostor. Pak X* # {0},
prave kdyZz v X existuje konvexni okoli 0 rizné od X.
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6. Lokalné konvexni prostory

Definice 45

@ Rekneme, Ze topologicky vektorovy prostor je lokalné
konvexni, pokud v ném existuje baze okoli 0 tvofena
konvexnimi mnozinami.
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6. Lokalné konvexni prostory

Definice 45

@ Rekneme, Ze topologicky vektorovy prostor je lokalné
konvexni, pokud v ném existuje baze okoli 0 tvofena
konvexnimi mnozinami.

@ Lokalné konvexni prostor, jehoz topologie je
indukovana transla¢né invariantni Gplnou metrikou,
nazveme Fréchetuv.
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6. Lokalné konvexni prostory

Definice 45

@ Rekneme, Ze topologicky vektorovy prostor je lokalné
konvexni, pokud v ném existuje baze okoli 0 tvofena
konvexnimi mnozinami.

@ Lokalné konvexni prostor, jehoz topologie je
indukovana transla¢né invariantni Gplnou metrikou,
nazveme Fréchetuv.

@ Dale fekneme, Ze topologicky vektorovy prostor je
normovatelny, pokud je jeho topologie generovana
normoul.
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6. Lokalné konvexni prostory

Tvrzeni 46

Necht' X je topologicky vektorovy prostor. Je-li U € 7(0)
konvexni, pak existuje oteviené absolutné konvexni
V € 7(0) takové, Ze V C U.

Funkcionalni analyza 1
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6. Lokalné konvexni prostory

Tvrzeni 46

Necht' X je topologicky vektorovy prostor. Je-li U € 7(0)
konvexni, pak existuje oteviené absolutné konvexni
V € 7(0) takové, Ze V C U.

Dusledek 47
V lokalné konvexnim prostoru ma v(0) bazi sestavajici z
otevrenych absolutné konvexnich pohlcujicich mnoZin.
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6. Lokalné konvexni prostory

Necht X je vektorovy prostor, ps, ..., p,jsou
pseudonormy na X a e > 0. OznaCme

Up,...pre = {X € X; p1(X) <e,...,pn(X) < e}
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6. Lokalné konvexni prostory

Véta 48

Necht' X je vektorovy prostor a P je systém pseudonorem na X. Pak
na X existuje lokalné konvexni topologie T takova, Ze systém

S ={Up:; p€ P,e> 0} tvoii subbazi okoli 0 a systém

U={Up,.. pe; NEN,py,...,pn € P,e > 0} tvoii bazi okoli 0.
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6. Lokalné konvexni prostory

Véta 48

Necht' X je vektorovy prostor a P je systém pseudonorem na X. Pak
na X existuje lokalné konvexni topologie T takova, Ze systém

S ={Up:; p€ P,e> 0} tvoii subbazi okoli 0 a systém

U={Up,.. pe; NEN,py,...,pn € P,e > 0} tvoii bazi okoli 0.
Topologie T ma nasledujici viastnosti:

(a) Kazda pseudonorma p € P je T-spojita.
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6. Lokalné konvexni prostory

Véta 48

Necht' X je vektorovy prostor a P je systém pseudonorem na X. Pak
na X existuje lokalné konvexni topologie T takova, Ze systém

S ={Up:; p€ P,e> 0} tvoii subbazi okoli 0 a systém

U={Up,.. pe; NEN,py,...,pn € P,e > 0} tvoii bazi okoli 0.
Topologie T ma nasledujici viastnosti:

(a) Kazda pseudonorma p € P je T-spojita.

(b) MnozZina A C X je T-omezena pravé tehdy, kdyZz p(A) je
omezena pro kaZzdou p € P.
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6. Lokalné konvexni prostory

Véta 48

Necht' X je vektorovy prostor a P je systém pseudonorem na X. Pak
na X existuje lokalné konvexni topologie T takova, Ze systém

S ={Up:; p€ P,e> 0} tvoii subbazi okoli 0 a systém

U={Up,.. pe; NEN,py,...,pn € P,e > 0} tvoii bazi okoli 0.
Topologie T ma nasledujici viastnosti:

(a) Kazda pseudonorma p € P je T-spojita.
(b) MnozZina A C X je T-omezena pravé tehdy, kdyZz p(A) je
omezena pro kaZzdou p € P.

(c) Net{x,} er C X konverguje k x € X vt pravé tehdy, kdyz
p(xy, —x) — 0 pro kaZdou p € P.
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6. Lokalné konvexni prostory
Véta 48

Necht' X je vektorovy prostor a P je systém pseudonorem na X. Pak
na X existuje lokalné konvexni topologie T takova, Ze systém

S ={Up:; p€ P,e> 0} tvoii subbazi okoli 0 a systém

U={Up,.. pe; NEN,py,...,pn € P,e > 0} tvoii bazi okoli 0.
Topologie T ma nasledujici viastnosti:

(a) Kazda pseudonorma p € P je T-spojita.

(b) MnozZina A C X je T-omezena pravé tehdy, kdyZz p(A) je
omezena pro kaZzdou p € P.

(c) Net{x,} er C X konverguje k x € X vt pravé tehdy, kdyz
p(xy, —x) — 0 pro kaZdou p € P.

Topologii = budeme nazyvat topologii generovanou systémem
pseudonorem P.
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6. Lokalné konvexni prostory

Véta 48

Necht' X je vektorovy prostor a P je systém pseudonorem na X. Pak
na X existuje lokalné konvexni topologie T takova, Ze systém

S ={Up:; p€ P,e> 0} tvoii subbazi okoli 0 a systém

U={Up,.. pe; NEN,py,...,pn € P,e > 0} tvoii bazi okoli 0.
Topologie T ma nasledujici viastnosti:

(a) Kazda pseudonorma p € P je T-spojita.

(b) MnozZina A C X je T-omezena pravé tehdy, kdyZz p(A) je
omezena pro kaZzdou p € P.

(c) Net{x,} er C X konverguje k x € X vt pravé tehdy, kdyz
p(xy, —x) — 0 pro kaZdou p € P.

Topologii = budeme nazyvat topologii generovanou systémem
pseudonorem P.

Na druhou stranu, je-li (X, T) lokalné konvexni prostor aV je subbaze
okoli 0 sestavajici z absolutné konvexnich mnoZin, pak t je
generovana systémem pseudonorem {uy; V € V}.

Funkcionalni analyza 1 |. Topologické vektorové prostory



6. Lokalné konvexni prostory

Tvrzeni 49
Necht (X, 1) je lokalné konvexni prostor. Nasledujici
tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) X je Hausdorffuv.
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6. Lokalné konvexni prostory

Tvrzeni 49
Necht (X, 1) je lokalné konvexni prostor. Nasledujici

tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) X je Hausdorffuv.
(i) KaZdy system pseudonorem P generujici - ma
nasledujici viastnost:
Pro kazdé x € X \ {0} existuje p € P takove, Ze

p(x) > 0.

Funkcionalni analyza 1 |. Topologické vektorové prostory



6. Lokalné konvexni prostory

Tvrzeni 49
Necht (X, 1) je lokalné konvexni prostor. Nasledujici
tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) X je Hausdorffuv.
(i) KaZdy system pseudonorem P generujici - ma
nasledujici viastnost:
Pro kazdé x € X \ {0} existuje p € P takove, Ze
p(x) > 0.
(iii) Existuje system pseudonorem P generujici
S vilastnosti z tvrzeni (ii).
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6. Lokalné konvexni prostory

Lemma 50
Necht (X, 1) je lokalne konvexni prostor generovany

spocetnym systémem pseudonorem {p,}. Pak

Z o7 Min{py(x — y), 1}

je translacne invariantni pseudometrika na X generujici .
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6. Lokalné konvexni prostory

Véta 51 (A. N. Kolmogorov (1934))

Necht (X, ) je topologicky vektorovy prostor. Pak X je
pseudonormovatelny (resp. normovatelny, je-li X
Hausdorffav) pravé tehdy, kdyz v ném existuje omezené
konvexni okoli 0.
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6. Lokalné konvexni prostory

Tvrzeni 52
Necht' X je lokalné konvexni prostor a A C X. Pak plati
nasledujici tvrzeni:

(a) Je-li A omezena, je i mnoZina conv A omezena.
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6. Lokalné konvexni prostory

Tvrzeni 52
Necht' X je lokalné konvexni prostor a A C X. Pak plati
nasledujici tvrzeni:

(a) Je-li A omezena, je i mnoZina conv A omezena.

(b) Je-li A totalné omezena, je i mnoZina conv A totalné
omezena.
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7. Oddélovaci véty

I. Topologické vektorové prostory



7. Oddélovaci véty

Lemma 53
Necht X je topologicky vektorovy prostor a f € X*\ {0}.
Pak f je oteviené zobrazeni.
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7. Oddélovaci véty

Véta 54
Necht X je topologicky vektorovy prostor a A, B C X jsou
disjunktni konvexni mnoZiny. Pak plati nasledujici tvrzeni:

(a) Je-li A oteviena, pak existuje f € X* takovy, Ze
Re f(x) < infg Re f pro kaZdé x € A.
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7. Oddélovaci véty

Véta 54
Necht X je topologicky vektorovy prostor a A, B C X jsou
disjunktni konvexni mnoZiny. Pak plati nasledujici tvrzeni:

(a) Je-li A oteviena, pak existuje f € X* takovy, Ze
Re f(x) < infg Re f pro kaZdé x € A.

(b) Je-li X lokalne konvexni, A uzaviena a B kompakitni,
pak existuje f € X* takovy, Ze sup, Re f < infg Re f.
Je-li navic A absolutné konvexni, pak dokonce
sup,|f| < infgRe f.
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7. Oddélovaci véty

Duasledek 55
Necht X je lokalné konvexni prostor. Pak plati nasledujici
tvrzeni:

(a) Je-li X Hausdorffuv, pak X* oddéluje body X.
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7. Oddélovaci véty

Dusledek 55

Necht X je lokalné konvexni prostor. Pak plati nasledujici

tvrzeni:

(a) Je-li X Hausdorffuv, pak X* oddéluje body X.

(b) Je-li Y uzavieny podprostor X a x ¢ Y, pak existuje
f e X* takovy, Ze fly =0af(x)=1.
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7. Oddélovaci véty

Dusledek 55

Necht X je lokalné konvexni prostor. Pak plati nasledujici

tvrzeni:

(a) Je-li X Hausdorffuv, pak X* oddéluje body X.

(b) Je-li Y uzavieny podprostor X a x ¢ Y, pak existuje
f e X* takovy, Ze fly =0 a f(x) = 1.

(c) Je-li'Y podprostor X a f € Y*, pak existuje F € X*
takovy, Ze Fly = f.

Funkcionalni analyza 1 |. Topologické vektorové prostory



8. Slabé topologie a polary
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8. Slabé topologie a polary

Lemma 56

Necht' X je vektorovy prostoraf,fi, ..., f, jsou linearni
formy na X. Pak f € span{fy,..., f,}, pravé kdyz

N4 Kerf; C Kerf.
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8. Slabé topologie a polary

Lemma 56

Necht' X je vektorovy prostoraf,fi, ..., f, jsou linearni
formy na X. Pak f € span{fy,..., f,}, pravé kdyz

N4 Kerf; C Kerf.

Fakt 57

Necht X, Y, Z jsou vektorové prostoryal: X — Y a
S: X — Z jsou linearni zobrazeni. Pak existuje linearni
zobrazeni T: Z — Y takové, Ze L =T o S, pravé kdyz
Ker S C Ker L.
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8. Slabé topologie a polary

Definice 58

Necht X je vektorovy prostor a M C X#. Symbolem
o(X, M) oznacujeme lokalné konvexni topologii na X
generovanou systémem pseudonorem {|f|; f € M}.
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8. Slabé topologie a polary

Definice 58

Necht X je vektorovy prostor a M C X#. Symbolem
o(X, M) oznaCujeme lokalné konvexni topologii na X
generovanou systémem pseudonorem {|f|; f € M}.

Tvrzeni 59

Necht' X je vektorovy prostora M, N c X*. Pak
o(X, M) = o(X, N), prave kdyZ span M = span N.
Speciélnée, o(X, M) = o(X, span M).
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8. Slabé topologie a polary

Definice 58

Necht X je vektorovy prostor a M C X#. Symbolem
o(X, M) oznacujeme lokalné konvexni topologii na X
generovanou systémem pseudonorem {|f|; f € M}.

Tvrzeni 59

Necht X je vektorovy prostora M, N C X#. Pak
o(X, M) = o(X, N), prave kdyZ span M = span N.
Speciélnée, o(X, M) = o(X, span M).

Tvrzeni 60
Necht X je vektorovy prostor a M C X#. Pak topologie
o(X, M) je Hausdorffova, pravé kdyZz M oddéluje body X.
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8. Slabé topologie a polary

Veéta 61
Necht' X je vektorovy prostora M C X*. Pak

(X,o(X, M))* = span M.
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8. Slabé topologie a polary

Definice 62
Necht X je topologicky vektorovy prostor.

@ Topologie w = o(X, X*) se nazyva slabou topologii
(téz w-topologii) na X.
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8. Slabé topologie a polary

Definice 62
Necht X je topologicky vektorovy prostor.

@ Topologie w = o(X, X*) se nazyva slabou topologii
(téz w-topologii) na X.

@ Topologie w* = o(X*,¢(X)) se nazyva slabou
s hvezdickou topologii (téz w*-topologii) na X*.
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8. Slabé topologie a polary

Definice 62
Necht X je topologicky vektorovy prostor.

@ Topologie w = o(X, X*) se nazyva slabou topologii
(téz w-topologii) na X.

@ Topologie w* = o(X*,¢(X)) se nazyva slabou
s hvezdickou topologii (téz w*-topologii) na X*.

Dusledek 63
Necht’ (X, ) je topologicky vektorovy prostor. Pak plati
nasledujici tvrzeni:

(@) wcra(X,w) =X
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8. Slabé topologie a polary

Definice 62
Necht X je topologicky vektorovy prostor.

@ Topologie w = o(X, X*) se nazyva slabou topologii
(téz w-topologii) na X.

@ Topologie w* = o(X*,¢(X)) se nazyva slabou
s hvezdickou topologii (téz w*-topologii) na X*.

Dusledek 63

Necht’ (X, ) je topologicky vektorovy prostor. Pak plati
nasledujici tvrzeni:

(@) wcra(X,w) =X

(b) (X*,w)" = e(X).

Funkcionalni analyza 1 |. Topologické vektorové prostory



8. Slabé topologie a polary

Tvrzeni 64

Necht X je topologicky vektorovy prostora Y je
podprostor X. Oznacme wyy restrikci topologie o(X, X*)
naY. Pak wxy C o(Y, Y*). Je-li X lokalne konvexni, pak
wxy = o(Y, Y*). Jinymi slovy, v lokalné konvexnim
prostoru X splyva originalni slaba topologie na 'Y se
slabou topologii zdédénou z X.
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8. Slabé topologie a polary

Veéta 65
Necht X je lokalné konvexni prostor a A C X je konvexni.
Pak plati nasledujici tvrzeni:

(a) A" = A.
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8. Slabé topologie a polary

Veéta 65
Necht X je lokalné konvexni prostor a A C X je konvexni.
Pak plati nasledujici tvrzeni:

(a) A" = A.
(b) A je slabé uzavrend, prave kdyz je uzavrena.
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8. Slabé topologie a polary

Veéta 65
Necht X je lokalné konvexni prostor a A C X je konvexni.
Pak plati nasledujici tvrzeni:

(a) A" = A.

(b) A je slabé uzavrend, prave kdyz je uzavrena.

(c) Je-li X pseudometrizovatelny a x, — x slabé, pak
existuji y, € conv{x;; j > n} takové, Ze y, — X.
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8. Slabé topologie a polary

Véta 66
Necht' X je lokalné konvexni prostora A C X. Pak A je
omezena praveé tehdy, kdyZ je slabé omezena.
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8. Slabé topologie a polary

Véta 67

Necht' X, Y jsou topologické vektorove prostory a

T: X — Y je spojité linearni zobrazeni. Pak T je w—w
spojité, tj. spojite jakoZto zobrazeni T: (X, w) — (Y, w).
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8. Slabé topologie a polary

Tvrzeni 68

Necht X je vektorovy prostora M C X#. Pak o(X, M) je
pseudometrizovatelna pravé tehdy, kdyZ span M ma
spocetnou algebraickou bazi.
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8. Slabé topologie a polary

Tvrzeni 68

Necht X je vektorovy prostora M C X#. Pak o(X, M) je
pseudometrizovatelna pravé tehdy, kdyZ span M ma
spocetnou algebraickou bazi.

Tvrzeni 69

Necht' X je nekone¢nérozmérny topologicky vektorovy
prostor metrizovatelny tplnou metrikou. Pak X nema
spocetnou algebraickou bazi.

Funkcionalni analyza 1 |. Topologické vektorové prostory



8. Slabé topologie a polary

Tvrzeni 68

Necht X je vektorovy prostora M C X#. Pak o(X, M) je
pseudometrizovatelna pravé tehdy, kdyZ span M ma
spocetnou algebraickou bazi.

Tvrzeni 69

Necht' X je nekone¢nérozmérny topologicky vektorovy
prostor metrizovatelny tplnou metrikou. Pak X nema
spocetnou algebraickou bazi.

Dusledek 70

(a) Necht X je normovany linearni prostor. Pak (X, w) je
metrizovatelny, pravé kdyz X je konecnérozmeérny. V
tom pripadé slaba topologie splyva s normovou.
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8. Slabé topologie a polary

Tvrzeni 68

Necht X je vektorovy prostora M C X#. Pak o(X, M) je
pseudometrizovatelna pravé tehdy, kdyZ span M ma
spocetnou algebraickou bazi.

Tvrzeni 69

Necht' X je nekone¢nérozmérny topologicky vektorovy
prostor metrizovatelny tplnou metrikou. Pak X nema
spocetnou algebraickou bazi.

Dusledek 70

(a) Necht X je normovany linearni prostor. Pak (X, w) je
metrizovatelny, pravé kdyz X je konecnérozmeérny. V
tom pripadé slaba topologie splyva s normovou.

(b) Necht X je Fréchettv prostor. Pak (X*, w*) je
metrizovatelny, pravé kdyz X je kone¢nérozmerny.
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8. Slabé topologie a polary

Definice 71
Necht X je vektorovy prostor a A C X. Absolutné
konvexni obal mnoziny A definujeme jako

aconvA=(){B> A BC X je absolutné konvexni}.
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8. Slabé topologie a polary

Definice 71
Necht X je vektorovy prostor a A C X. Absolutné
konvexni obal mnoziny A definujeme jako

aconvA=(){B> A BC X je absolutné konvexni}.

Tvrzeni 72
Necht' X je vektorovy prostor nad K a A C X. Pak

n
aconvA = {Z)\,-x,-; Xi,..\, Xy € A,
i=1

n
Mo dn €KY A< 1,neN}.
i=1
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8. Slabé topologie a polary

Definice 73
Necht X je topologicky vektorovy prostor a A C X. Pak
definujeme uzavreny absolutné konvexni obal A jako

aconv A =({B > A; B C X je uzaviena absolutné konvexni}.
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8. Slabé topologie a polary

Definice 73
Necht X je topologicky vektorovy prostor a A C X. Pak
definujeme uzavreny absolutné konvexni obal A jako

aconv A =({B > A; B C X je uzaviena absolutné konvexni}.
Tvrzeni 74

Necht' X je topologicky vektorovy prostora A C X. Pak
span A= span A, conv A = conv A aaconv A = aconv A.
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8. Slabé topologie a polary

Definice 75
Je-li X topologicky vektorovy prostor a A C X, pak
definujeme (absolutni) polaru mnoziny A jako

A’ = {f e X*; |[f(x)] <1 prokazdé x € A}.
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8. Slabé topologie a polary

Definice 75
Je-li X topologicky vektorovy prostor a A C X, pak
definujeme (absolutni) polaru mnoziny A jako

A’ = {f e X*; |[f(x)] <1 prokazdé x € A}.

Pro mnozinu B C X* pak definujeme zpétnou (absolutni)
polaru jako

B, ={x € X; |[f(x)] <1 prokazdé f € B}.
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8. Slabé topologie a polary

Definice 75
Je-li X topologicky vektorovy prostor a A C X, pak
definujeme (absolutni) polaru mnoziny A jako

A’ = {f e X*; |[f(x)] <1 prokazdé x € A}.

Pro mnozinu B C X* pak definujeme zpétnou (absolutni)
polaru jako

B, ={x € X; |[f(x)] <1 prokazdé f € B}.

Fakt 76

Necht’ (X, 1) je topologicky vektorovy prostor, A C X
a B c X*. UvaZujeme-li na X* topologii w*, pak

A° =¢(A),, e(Bs) = B° a(B°). = (B,)°.
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8. Slabé topologie a polary

Tvrzeni 77
Necht' X je topologicky vektorovy prostor nad K, AC X a
B C X*. Pak plati nasledujici tvrzeni:

(a) Mnozina A° je absolutné konvexni a w*-uzavrena.
MnoZina B, je absolutné konvexni a slabé uzavrena.
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8. Slabé topologie a polary

Tvrzeni 77
Necht' X je topologicky vektorovy prostor nad K, AC X a

B C X*. Pak plati nasledujici tvrzeni:

(a) Mnozina A° je absolutné konvexni a w*-uzavrena.
MnoZina B, je absolutné konvexni a slabé uzavrena.

(b) Je-li A podprostor X, pak A° = A*. Je-li B podprostor
X*, pak B, = B,.
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8. Slabé topologie a polary

Tvrzeni 77

Necht' X je topologicky vektorovy prostor nad K, AC X a

B C X*. Pak plati nasledujici tvrzeni:

(a) Mnozina A° je absolutné konvexni a w*-uzavrena.
MnoZina B, je absolutné konvexni a slabé uzavrena.

(b) Je-li A podprostor X, pak A° = A*. Je-li B podprostor
X*, pak B, = B,.

(c) {0}° = X*, X° = {0}, {0}, = X a pokud X* oddeluje
body X, pak (X*), = {0}.
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8. Slabé topologie a polary

Tvrzeni 77

Necht' X je topologicky vektorovy prostor nad K, AC X a

B C X*. Pak plati nasledujici tvrzeni:

(a) Mnozina A° je absolutné konvexni a w*-uzavrena.
MnoZina B, je absolutné konvexni a slabé uzavrena.

(b) Je-li A podprostor X, pak A° = A*. Je-li B podprostor
X*, pak B, = B,.

(c) {0}° = X*, X° = {0}, {0}, = X a pokud X* oddeluje
body X, pak (X*), = {0}.

(d) Je-lix € K\ {0}, pak (AA)°> = 1A° a(AB), = 1 B..

2
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8. Slabé topologie a polary

Tvrzeni 77
Necht' X je topologicky vektorovy prostor nad K, AC X a
B C X*. Pak plati nasledujici tvrzeni:

(a) Mnozina A° je absolutné konvexni a w*-uzavrena.
MnoZina B, je absolutné konvexni a slabé uzavrena.

(b) Je-li A podprostor X, pak A° = A*. Je-li B podprostor
X*, pak B, = B,.

c) {0}° = X*, X° = {0}, {0}, = X a pokud X* oddeluje
body X, pak (X*), = {0}.

(d) Je-lix € K\ {0}, pak (AA)° = 1A° a (AB), =

(e) Je-liA, C X, v €T libovolny systéem, pak
(Uper A)) = Nyer A2 Je-li B, © X*, 4 € T libovolny

system, pak (Uwer ) =, er(By)o-

B..

1
)
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8. Slabé topologie a polary

Véta 78 (O bipolare; Jean Dieudonné (1950))

Necht' X je topologicky vektorovy prostor.

(a) Je-li A C X, pak (A°), = aconv"” A (= aconv A, pokud
X je lokalné konvexni).
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8. Slabé topologie a polary

Véta 78 (O bipolare; Jean Dieudonné (1950))

Necht' X je topologicky vektorovy prostor.

(a) Je-li A C X, pak (A°), = aconv"” A (= aconv A, pokud
X je lokalné konvexni).

(b) Je-li B c X*, pak (B,)° = aconv" B.

Funkcionalni analyza 1 |. Topologické vektorové prostory



8. Slabé topologie a polary

Lemma 79
Necht' X je topologicky vektorovy prostora A C X,
B c X*. Pak

(a) A' je w*-uzavieny podprostor X*,

(b) B, je slabé uzavieny podprostor X,

(c) (At), =span"” A (= span A, pokud X je lokalné
konvexni),

(d) (BL)* =span" B.
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8. Slabé topologie a polary

Véta 80

Jsou-li X, Y topologické vektorové prostory takove, Ze Y*
oddéluje body Y, a T: X — Y je spajité linearni
zobrazeni, pak plati, Ze

a) KerT* = (Rng T)4,
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8. Slabé topologie a polary

Véta 81 (Herman Heine Goldstine (1938))
Je-li X normovany linearni prostor, pak (B ) = Biy:-.
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8. Slabé topologie a polary

Véta 82 (Banach-Alaoglu-Bourbaki)

Necht X je topologicky vektorovy prostor. Je-li U okoli O
v X, pak U° je w*-kompaktni mnoZina.
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8. Slabé topologie a polary

Véta 82 (Banach-Alaoglu-Bourbaki)
Necht X je topologicky vektorovy prostor. Je-li U okoli O
v X, pak U° je w*-kompaktni mnoZina.

Dulsledek 83
Necht X je normovany linearni prostor. Pak Bx- je
w*-kompaktni.
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8. Slabé topologie a polary

Tvrzeni 84

Necht X je separabilni topologicky vektorovy prostor a
{xn}52, je husta v X. Je-li U C X okoli 0, pak (U°, w*) je
topologicky prostor metrizovatelny metrikou

o0

o1.9) = 3 5 min{[(F — 6)(xn)| 1.

n=1

Funkcionalni analyza 1 |. Topologické vektorové prostory



8. Slabé topologie a polary

Fakt 85

Necht' X je normovany linearni prostor. Pak kanonické
vnoreni e: X — X** je izomorfismem lokalné konvexnich

prostord (X, w) a (e(X), w*).
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8. Slabé topologie a polary

Fakt 85

Necht' X je normovany linearni prostor. Pak kanonické
vnoreni e: X — X** je izomorfismem lokalné konvexnich
prostoru (X, w) a (¢(X), w*). Specialné, ¢ je
homeomorfismem topologickych prostort (Bx, w) a

(8 (Bx), W*)
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8. Slabé topologie a polary

Tvrzeni 86
Necht X je normovany linearni prostor.

(a) Je-li X separabilni a {x,} je husta v Sx, pak (Bx-, w*)
je metrizovatelna metrikou

Zzl f— 9)(%n)-
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8. Slabé topologie a polary

Tvrzeni 86
Necht X je normovany linearni prostor.

(a) Je-li X separabilni a {x,} je husta v Sx, pak (Bx-, w*)
je metrizovatelna metrikou

> 1
(b) Je-li X* separabilni a {f,} je husta v Sx-, pak (Bx, w)

je metrizovatelna metrikou

[ee]

o6 9) =3 aelfalx =yl

n=1
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8. Slabé topologie a polary

Veta 87
Je-li X Banachuv prostor, pak X je reflexivni, pravé kdyz
By je slabé kompaktni.

Funkcionalni analyza 1 |. Topologické vektorové prostory



8. Slabé topologie a polary

Véta 87

Je-li X Banachuv prostor, pak X je reflexivni, pravé kdyz
By je slabé kompaktni.

Dusledek 88

Necht X je Banachuv prostor. Pak X je reflexivni, pravé
kdyZ slaba a w* topologie na X* splyvayji.
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8. Slabé topologie a polary

Veta 87
Je-li X Banachuv prostor, pak X je reflexivni, pravé kdyz
By je slabé kompaktni.

Dusledek 88
Necht X je Banachuv prostor. Pak X je reflexivni, pravé
kdyZ slaba a w* topologie na X* splyvayji.

Véta 89

Necht X je reflexivni Banachuv prostor. Pak By je slabé
sekvencialne kompaktni. Tedy z kazdé omezené
posloupnosti v X Ize vybrat slabé konvergentni
podposloupnost.
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1. Prostor distribuci

Il. Distribuce |
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1. Prostor distribuci

Véta 90

Necht Q c RY je oteviend a neprdzdna. PoloZme
U = {U c D(Q); U absolutné konvexni,
UND(K) € 1«(0) pro kazdy kompakt K C Q}.

Pak U je bazi okoli 0 pro Hausdorffovu lokalné konvexni topologii
na D(R), ktera ma nasledujici viastnosti:
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1. Prostor distribuci

Véta 90

Necht Q c RY je oteviend a neprdzdna. PoloZme
U = {U c D(Q); U absolutné konvexni,
UND(K) € 1«(0) pro kazdy kompakt K C Q}.

Pak U je bazi okoli 0 pro Hausdorffovu lokalné konvexni topologii
na D(R), ktera ma nasledujici viastnosti:

(a) Tp fD(Q) Ccr.
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1. Prostor distribuci

Véta 90

Necht Q c RY je oteviend a neprdzdna. PoloZme
U = {U c D(Q); U absolutné konvexni,
UND(K) € 1«(0) pro kazdy kompakt K C Q}.

Pak U je bazi okoli 0 pro Hausdorffovu lokalné konvexni topologii
na D(R), ktera ma nasledujici viastnosti:

(a) Tp fD(Q) Ccr.

(b) Pro kazdou kompaktni K C Q je D(K) uzavieny podprostor
(D(Q),7) atlprky = Tk-
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Véta 90

Necht Q c RY je oteviend a neprdzdna. PoloZme
U = {U c D(Q); U absolutné konvexni,
UND(K) € 1«(0) pro kazdy kompakt K C Q}.

Pak U je bazi okoli 0 pro Hausdorffovu lokalné konvexni topologii
na D(R), ktera ma nasledujici viastnosti:

(a) Tp rD(Q) Ccr.

(b) Pro kazdou kompaktni K C Q je D(K) uzavieny podprostor
(D(Q),7) atlprky = Tk-

(c) Je-liAC (D(Q),7) omezena, pak existuje K C Q kompakini
lakova, Ze A C D(K).
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1. Prostor distribuci

Véta 90

Necht Q c RY je oteviend a neprdzdna. PoloZme
U = {U c D(Q); U absolutné konvexni,
UND(K) € 1«(0) pro kazdy kompakt K C Q}.
Pak U je bazi okoli 0 pro Hausdorffovu lokalné konvexni topologii
na D(R), ktera ma nasledujici viastnosti:
(@) 1plp) C .
(b) Pro kazdou kompaktni K C Q je D(K) uzavieny podprostor
(D(Q),7) atlpk) = Tk-
(c) Je-liAC (D(Q),7) omezena, pak existuje K C Q kompakini
lakova, Ze A C D(K).

(d) Necht {¢n} je posloupnost v D(2) ap € D(Q). Pak o — ¢ VT,
pravé kdyZz existuje kompakt K C Q takovy, Ze supp ¢, C K pro
kazdé n € N, a pro kazdy multindex o délky d plati, Ze
D%, — D%y stejnomérné na RY.
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Véta 90

Necht Q c RY je oteviend a neprdzdna. PoloZme
U = {U c D(Q); U absolutné konvexni,
UND(K) € 1«(0) pro kazdy kompakt K C Q}.
Pak U je bazi okoli 0 pro Hausdorffovu lokalné konvexni topologii
na D(R), ktera ma nasledujici viastnosti:
(@) 1plp) C .
(b) Pro kazdou kompaktni K C Q je D(K) uzavieny podprostor
(D(Q),7) atlpk) = Tk-
(c) Je-liAC (D(Q),7) omezena, pak existuje K C Q kompakini
lakova, Ze A C D(K).

(d) Necht {¢n} je posloupnost v D(2) ap € D(Q). Pak o — ¢ VT,
pravé kdyZz existuje kompakt K C Q takovy, Ze supp ¢, C K pro
kazdé n € N, a pro kazdy multindex o délky d plati, Ze
D%, — D%y stejnomérné na RY.

(e) (D(Q),7) je prvni kategorie v sobé.



1. Prostor distribuci

Tvrzeni 91
Necht' Q C RY je oteviena, Y je lokalné konvexni prostor
aT:(D(Q),r)— Y jelinearni. Pak nasledujici tvrzeni
Jsou ekvivalentni:
(i) T je spaojite.
(i) Pro kaZzdou posloupnost {¢,} C D(QQ) konvergujici
k0 v je mnoZina {T(y,); n € N} omezena.

(iii) Pro kaZdou kompaktni K C 2 je restrikce T [pk)
spojita.

Funkciondlni analyza 1 II. Distribuce Il



2. Schwartzlv prostor
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2. Schwartzlv prostor

Lemma 92

Pro N € N je funkce x — (1 + ||x]|?)N polynom naR?. Pro
kaZdy polynom P na R existuji N € N a C > 0 takova, Ze
|P(x)| < C(1 + ||x||2)N pro kazdé x € RY.
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2. Schwartzlv prostor

Definice 93
Schwartzuv prostor na RY je definovan nasledujicim
zpusobem:

Sq = {f € C*(R? C); PD*f je omezena pro kazdé o € N§
a kazdy polynom P na R?}.

Funkciondlni analyza 1 II. Distribuce Il



2. Schwartzlv prostor

Lemma 94
Necht d € N, 1< p < oo, N> £ ah(x) = gt pro
x € RY. Pak h € Ly(p1q)-

Funkcionalni analyza 1 II. Distribuce Il



2. Schwartzlv prostor

Tvrzeni 95
Schwartzuv prostor ma nasledujici viastnosti:

() D(RY) C Sg C Co(RY) N Mpe ey Loltia)-
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2. Schwartzlv prostor

Tvrzeni 95
Schwartzuv prostor ma nasledujici viastnosti:

() D(RY) C Sg C Co(RY) N Mpe ey Loltia)-

(b) Je-life Sy, ac R\ {0}, be R?ah(x)=flax + b),
pak h € 8.

Funkcionalni analyza 1 II. Distribuce Il



2. Schwartzlv prostor

Tvrzeni 95
Schwartzuv prostor ma nasledujici viastnosti:

() D(RY) C Sg C Co(RY) N Mpe ey Loltia)-

(b) Je-life Sy, ac R\ {0}, be R?ah(x)=flax + b),
pak h € 8.
(c) Je-lif € S4 a o multindex délky d, pak D*f € S.
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2. Schwartzlv prostor

Tvrzeni 95
Schwartzuv prostor ma nasledujici viastnosti:

(a) D(RY) C Sy C Co(RY) N Mpept 00) Lo(1a)-
(b) Je-life Sy, ac R\ {0}, be R?ah(x)=flax + b),
pak h € 8.

(c) Je-lif € S4 a o multindex délky d, pak D*f € S.
(d) Je-li f € Sy ajestlize g € C*(RY) je omezena a ma
omezené vsechny parcialni derivace vSech radu

(specialné, je-li g € Sy), pak fg € Sgy.
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2. Schwartzlv prostor

Tvrzeni 95

Schwartzuv prostor ma nasledujici viastnosti:

(a) D(RY) C Sy C Co(RY) N Npept 00y Lo(tia)-

(b) Je-lif € Sy, a€ R\ {0}, b€ R? a h(x) = f(ax + b),
pak h € 8.

(c) Je-lif € S4 a o multindex délky d, pak D*f € S.

(d) Je-li f € Sy ajestlize g € C*(RY) je omezena a ma
omezené vsechny parcialni derivace vSech radu
(specialné, je-li g € Sy), pak fg € Sgy.

(e) Je-lif € Sy aP:RY— C polynom, pak Pf € S,.

Funkcionalni analyza 1 II. Distribuce Il



2. Schwartzlv prostor

Pro N € Ny a f € Sy polozme

oo’

() = max| x> (1+ XD ()
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2. Schwartzlv prostor

Pro N € Ny a f € Sy polozme

() = max| x> (1+ XD ()

Hausdorffovu lokalné konvexni topologii na Sy

generovanou systémem {vn}%_, 0znacime o. Tato
topologie je metrizovatelna metrikou z Lemmatu 50.

Funkciondlni analyza 1 II. Distribuce Il



2. Schwartzlv prostor

Véta 96
Metrika z Lemmatu 50 prislusna systemu {vn}._, je uplna.
Prostor (Sq, o) je tedy Fréchettyv prostor.
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2. Schwartzlv prostor

Véta 96
Metrika z Lemmatu 50 prislusna systemu {vn}._, je uplna.
Prostor (Sq, o) je tedy Fréchettyv prostor. Topologie o ma
nasledujici vlastnosti:
(a) Necht {f,} je posloupnost v Sy a f € Sq. Nasledujici
tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) f, — f vtopologiioc.
(i) Pro kazdé N € Ny a kazdy multindex . délky d plati,
Ze (14 ||x||2)NDf, — (1 + || x||2)NDf stejnomérné
naRY.
(iii) Pro kazdy polynom P a kaZdy multiindex « délky d
plati, Ze PD*f, — PD“f stejnomérné na R°.
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Véta 96

Metrika z Lemmatu 50 prislusna systemu {vn}._, je uplna.
Prostor (Sq, o) je tedy Fréchettyv prostor. Topologie o ma
nasledujici vlastnosti:

(a) Necht {f,} je posloupnost v Sy a f € Sq. Nasledujici
tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) f, — f vtopologiioc.
(i) Pro kazdé N € Ny a kazdy multindex . délky d plati,
Ze (14 ||x||2)NDf, — (1 + || x||2)NDf stejnomérné
naRY.
(iii) Pro kazdy polynom P a kaZdy multiindex « délky d
plati, 2e PD*f, — PD*f stejnomérné na R¢.
(b) Jestlize f, — f v prostoru (Sq,0), pak f, — f v Ly(pq) pro
kazdé1 < p < oc.
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Véta 96

Metrika z Lemmatu 50 prislusna systemu {vn}._, je uplna.
Prostor (Sq, o) je tedy Fréchettyv prostor. Topologie o ma
nasledujici vlastnosti:

(a) Necht {f,} je posloupnost v Sy a f € Sq. Nasledujici
tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) f, — f vtopologiioc.
(i) Pro kazdé N € Ny a kazdy multindex . délky d plati,
Ze (14 ||x||2)NDf, — (1 + || x||2)NDf stejnomérné
naRY.
(iii) Pro kazdy polynom P a kaZdy multiindex « délky d
plati, 2e PD*f, — PD*f stejnomérné na R¢.
(b) Jestlize f, — f v prostoru (Sq,0), pak f, — f v Ly(pq) pro
kazdé1 < p < oc.
(c) Je-li o multiindex délky d, P polynom naR? a g € Sy, pak
zobrazeni f — D*f, f — Pf a f — gf jsou spojita jakoZto
zobrazeni z (Sq,0) do (Sq,0).
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2. Schwartzlv prostor

Tvrzeni 97
Necht f € Sy a o € N4.

———

(a) Def(t) = (it)*f(t) pro kazdé t € RC.
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2. Schwartzlv prostor

Tvrzeni 97
Necht f € Sy a o € N4.

———

(a) Def(t) = (it)*f(t) pro kazdé t € RC.
(b) D°F = m,f, kde my(x) = (—ix)".

Funkcionalni analyza 1 II. Distribuce Il



2. Schwartzlv prostor

Véta 98
Fourierova transformace je izomorfismem prostoru (Sq, o)
na sebe. Navic pro f € Sy plati, Ze

")

f(x) = f(—x) prokaZdé x e R a f=T.
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3. Temperované distribuce
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3. Temperované distribuce

Lemma 99
Necht K C RY je kompaktni. Pak o |pk) = k.
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3. Temperované distribuce

Lemma 99
Necht K C RY je kompaktni. Pak o |pk) = k.

Tvrzeni 100

Podprostor D(RY) je husty v (Sg, o) a pro topologii T plat,
Ze o [pway C 7. Jinymi slovy, vnoreni

Id: (D(RY), 1) — (Sq,0) je spojité a na hustou
podmnoZinu.
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3. Temperované distribuce

Definice 101
Distribuce na RY, které jsou restrikcemi funkcionalti z
(Sq4,0)*, se nazyvaji temperované distribuce.

Funkcionalni analyza 1 II. Distribuce Il



3. Temperované distribuce

Tvrzeni 102

Necht A je temperovana distribuce naR?, o € N¢, g € S4
a P je polynom naR9. Pak D*A, g\ a PA jsou téz
temperované distribuce a vzorce

@ DA(f) = (—1)lIN(D>f),
° (gh)(f) =Ngf) a
@ (PN)(f) = N(PY)

plati pro kaZdou f € S,.
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3. Temperované distribuce

Tvrzeni 102
Necht A je temperovana distribuce naR?, o € N¢, g € S4
a P je polynom naR9. Pak D*A, g\ a PA jsou téz
temperované distribuce a vzorce

@ DA(f) = (—1)lIN(D>f),

° (gh)(f) =Ngf) a

@ (PA)(f) = A(Pf)
plati pro kaZdou f € Sy4. Dale zobrazeni A — D*A\, A — g\

a N — PN jsou spojita linearni zobrazeni z prostoru
(S5, w*) do sebe.

Funkciondlni analyza 1 II. Distribuce Il



3. Temperované distribuce

Definice 103

Fourierova transformace temperované distribuce A na R?
je definovana vzorcem A(f) = A(f) pro f € Sg.
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3. Temperované distribuce

Definice 103

Fourierova transformace temperované distribuce A na R?
je definovana vzorcem A(f) = A(f) pro f € Sg.

Véta 104

(a) Je-lig € Li(na), pak Ny je temperovana distribuce
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Definice 103

Fourierova transformace temperované distribuce A na R?
je definovana vzorcem A(f) = A(f) pro f € Sg.

Véta 104

(a) Je-lig € Li(na), pak Ny je temperovana distribuce

a //\; = Ny. Je-li g € Lo(pq), pak/\/\g = Ar(g), kde F je
rozsSifenim Fourierovy transformace z Plancherelovy
vety.
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3. Temperované distribuce

Definice 103

Fourierova transformace temperované distribuce A na R?
je definovana vzorcem A(f) = A(f) pro f € Sg.

Véta 104

(a) Je-lig € Li(na), pak Ny je temperovana distribuce
alg = Ay Je-li g € Lo(iq), pak Ay = Ar(q), kde F je
rozsSifenim Fourierovy transformace z Plancherelovy
vety.

(b) Je-li A je temperovana distribuce naR? a oo € N¢, pak

o Dop = saA kde s,(x) = (ix)*, a
o DA = muA, kde Mq(X) = (—ix)“.
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3. Temperované distribuce

Definice 103

Fourierova transformace temperované distribuce A na R?
je definovana vzorcem A(f) = A(f) pro f € Sg.

Véta 104

(a) Je-lig € Li(na), pak Ny je temperovana distribuce
alg =Ny Je-li g € Lo(1g), pak Ng = Nr(g), kde F je
rozsSifenim Fourierovy transformace z Plancherelovy
vety.

(b) Je-li A je temperovana distribuce naR? a oo € N¢, pak

o Dop = saA kde s,(x) = (ix)*, a
o DA = muA, kde Mq(X) = (—ix)“.

(c) Fourierova transformace F temperovanych distribuci
Jje izomorfismem prostoru (S}, w*) na sebe. Plati pro
ni, Zze F* = Id.

Funkciondlni analyza 1 II. Distribuce Il



1. Méritelna zobrazeni

lll. Bochneruv integral

Funkcionalni analyza 1 IIl. Bochnertv integral



1. Méritelna zobrazeni

Tvrzeni 105

Necht Q je mefitelny prostor a X je metricky prostor. Pak
bodova limita posloupnosti méritelnych zobrazeni z Q do
X je méritelné zobrazeni.

Funkciondlni analyza 1 IIl. Bochnertv integral



1. Méritelna zobrazeni

Definice 106
Necht Q a X jsou mnoziny. Zobrazeni f: Q — X se
nazyva jednoduché, pokud f(Q) je koneEna mnozina.

Funkcionalni analyza 1 IIl. Bochnertv integral



1. Méritelna zobrazeni

Definice 106
Necht Q a X jsou mnoziny. Zobrazeni f: Q — X se
nazyva jednoduché, pokud f(Q) je koneCna mnozina.

Véta 107

Necht Q je méritelny prostor a X je separabilni metricky
prostor. Pak f: Q — X je méfitelné, pravé kdyZ je
bodovou limitou posloupnosti jednoduchych méritelnych
zobrazeni z Q) do X.

Funkciondlni analyza 1 IIl. Bochnertv integral



1. Méritelna zobrazeni

Je-li (Q, 1) prostor s mirou a M je mnozina, pak
symbolem A(Q, M) oznacime mnozinu v8ech zobrazeni
definovanych p-s. v. na Q s hodnotami v M.

Funkciondlni analyza 1 Ill. Bochnertv integral



1. Méritelna zobrazeni

Je-li (Q, 1) prostor s mirou a M je mnozina, pak
symbolem A(Q, M) oznacime mnozinu v8ech zobrazeni
definovanych p-s. v. na Q s hodnotami v M.

Definice 108 (Salomon Bochner (1933))

Necht (Q, ) je prostor s Uplnou mirou a X je metricky
prostor. Zobrazeni z A£(2, X) nazveme silné méfitelnym
(téz bochnerovsky méritelnym) vzhledem k 1, pokud je
1-S. v. bodovou limitou posloupnosti jednoduchych
meéfitelnych zobrazeni z Q do X.

Funkciondlni analyza 1 Ill. Bochnertv integral



1. Méritelna zobrazeni

Je-li (Q, 1) prostor s mirou a M je mnozina, pak
symbolem A(Q, M) oznacime mnozinu v8ech zobrazeni
definovanych p-s. v. na Q s hodnotami v M.

Definice 108 (Salomon Bochner (1933))

Necht (Q, ) je prostor s Uplnou mirou a X je metricky
prostor. Zobrazeni z A£(2, X) nazveme silné méfitelnym
(téz bochnerovsky méritelnym) vzhledem k 1, pokud je
1-S. v. bodovou limitou posloupnosti jednoduchych
meéfitelnych zobrazeni z Q do X.

Lemma 109

Necht' (2, 11) je prostor s dplnou mirou, X je metricky
prostor a f € FE(Q, X). Pak f je silné méritelné, prave kdyz
je méritelné a existuje E C ) takova, Ze u(E) =0 a

f(Q2\ E) je separabilni.

Funkciondlni analyza 1 IIl. Bochnertv integral



1. Méritelna zobrazeni

Dasledek 110

Necht' (Q, 1) je prostor s dplnou mirou, X je metricky
prostor a {f,} C AE(Q, X) je posloupnost silné méritelnych
zobrazeni, kterd konverguje bodové s. v. k f € FE(Q, X).
Pak f je silné méritelné.

Funkciondlni analyza 1 IIl. Bochnertv integral



1. Méritelna zobrazeni

Lemma 111

Necht Q a X jsou je méritelné prostory, X je zaroven
vektorovy prostor nad K, f,g: Q — X jsou jednoducha
méfitelna zobrazeni a o € K. Pak f + g a of jsou
jednoducha méritelna zobrazeni.

Funkcionalni analyza 1 IIl. Bochnertv integral



1. Méritelna zobrazeni

Lemma 111

Necht Q a X jsou je méritelné prostory, X je zaroven
vektorovy prostor nad K, f,g: Q — X jsou jednoducha
méfitelna zobrazeni a o € K. Pak f + g a of jsou
jednoducha méritelna zobrazeni.

Dulsledek 112

Necht' (Q, 1) je prostor s uplnou mirou, X je normovany
linearni prostor nad K, f, g € (Q, X) jsou silné méritelna
aa € K. Pak f 4+ g a of jsou silne méritelna zobrazeni.

Funkciondlni analyza 1 IIl. Bochnertv integral



1. Méritelna zobrazeni

Definice 113 (Izrail Moisejevi¢ Gelfand (1938),
Billy James Pettis (1938))

Necht (€, 1) je prostor s mirou a X je normovany lineérni
prostor. Zobrazeni f € A£(Q2, X) nazveme slabé
meéritelnym, pokud pro kazdé ¢ € X* je ¢ o f méfitelna
funkce.

Funkciondlni analyza 1 IIl. Bochnertv integral



1. Méritelna zobrazeni

Definice 114 )
Necht X je normovany linearni prostor. Rekneme, ze

A C Bx- je 1-normujici, pokud || x|| = supsca|f(x)| pro
kazdé x € X.

Funkciondlni analyza 1 IIl. Bochnertv integral



1. Méritelna zobrazeni

Definice 114

Necht X je normovany linearni prostor. Rekneme, ze
A C Bx- je 1-normujici, pokud || x|| = supsca|f(x)| pro
kazdé x € X.

Lemma 115
Necht' X je normovany linearni prostor. Je-li A C Bx-
mnoZina w*-husta v Bx-, pak A je 1-normujici.

Funkciondlni analyza 1 IIl. Bochnertv integral



1. Méritelna zobrazeni

Lemma 116
Necht X je normovany linearni prostor a A C Bx- je
1-normujici. Pak A, = Bx.

Funkcionalni analyza 1 IIl. Bochnertv integral



1. Méritelna zobrazeni

Lemma 116

Necht X je normovany linearni prostor a A C Bx- je
1-normujici. Pak A, = Bx. Dokonce pro kaZzdé x € X
ar> 0 plati, Ze B(x,r) = (\caly € X; [f(y) — f(x)| < r}.

Funkcionalni analyza 1 IIl. Bochnertv integral



1. Méritelna zobrazeni

Lemma 116

Necht X je normovany linearni prostor a A C Bx- je
1-normujici. Pak A, = Bx. Dokonce pro kaZzdé x € X
ar> 0 plati, Ze B(x,r) = (\caly € X; [f(y) — f(x)| < r}.

Lemma 117

Necht’ X je normovany linearni prostor a A C X. Pak
spang A je husty v span A a Bx N spang A je husta

v Bx N span A.

Funkcionalni analyza 1 IIl. Bochnertv integral



1. Méritelna zobrazeni

Veta 118

Necht (Q, 1) je prostor s uplnou mirou, X je normovany
linearni prostor a f € (2, X). Pak nasledujici tvrzeni
jsou ekvivalentni:

(i) f je silné meritelné.

Funkcionalni analyza 1 IIl. Bochnertv integral



1. Méritelna zobrazeni

Véta 118
Necht (Q, 1) je prostor s uplnou mirou, X je normovany
linearni prostor a f € (2, X). Pak nasledujici tvrzeni
jsou ekvivalentni:
(i) f je silné meritelné.
(i) f je mefitelné a existuje E C Q) takova, Ze ({E) =0 a
f(Q2\ E) je separabilni.

Funkcionalni analyza 1 IIl. Bochnertv integral



1. Méritelna zobrazeni

Veta 118

Necht (Q, 1) je prostor s uplnou mirou, X je normovany
linearni prostor a f € AE(Q2, X). Pak nasledujici tvrzeni
jsou ekvivalentni:

(i) f je silné meritelné.
(i) f je mefitelné a existuje E C Q) takova, Ze ({E) =0 a
f(Q2\ E) je separabilni.
(i) f je slabe méritelné a existuje E C Q takova, Ze
w(E) =0 af(Q\ E) je separabilni.

Funkciondlni analyza 1 IIl. Bochnertv integral



1. Méritelna zobrazeni

Véta 118
Necht (Q, 1) je prostor s uplnou mirou, X je normovany
linearni prostor a f € (2, X). Pak nasledujici tvrzeni
jsou ekvivalentni:
(i) f je silné meritelné.
(i) f je mefitelné a existuje E C Q) takova, Ze ({E) =0 a
f(Q2\ E) je separabilni.
(i) f je slabe méritelné a existuje E C Q takova, Ze
w(E) =0 af(Q\ E) je separabilni.
(iv) Existuji E C Q, Y C X separabilni podprostor a
A C By- spocetna tak, Ze n(E) =0, f(Q\ E) C Y,
By- N'span A je w*-husta v By- a ¢ o f je méfitelna
pro kazdeé ¢ € A.

Funkciondlni analyza 1 IIl. Bochnertv integral



1. Méritelna zobrazeni

Tvrzeni 119

Necht' (Q, 1) je prostor s dplnou mirou, X je normovany
linearni prostor a f € (2, X) je silné méritelné. Pokud
pro kazdé ¢ € X* je¢pof=0s. v, pakf=0s. V.

Funkciondlni analyza 1 IIl. Bochnertv integral



2. Bochner(v integral

Funkcionalni analyza 1



2. Bochner(v integral

Definice 120

Necht (Q, ) je prostor s mirou a X je normovany lineérni
prostor. Zobrazeni f: Q — X se nazyva schodovité,
jestlize je jednoduché, méritelné a pro kazdé

x € f()\ {0} je u(f~1(x)) < +oc.

Funkcionalni analyza 1 IIl. Bochnertv integral



2. Bochner(v integral

Definice 120

Necht (Q, ) je prostor s mirou a X je normovany lineérni
prostor. Zobrazeni f: Q — X se nazyva schodovité,
jestlize je jednoduché, méritelné a pro kazdé

x € f()\ {0} je u(f~1(x)) < +oc.

Definice 121

Necht (€, 1) je prostor s mirou, X je normovany linearni
prostor a f: Q2 — X je schodovité. Pak pro kazdou
meéfitelnou E C Q definujeme Bochnerav integral f pres E

jako
/Efduz > u(f ' (x) N E)x.

xef(Q)\{0}

Funkciondlni analyza 1 IIl. Bochnertv integral



2. Bochner(v integral

Lemma 122

Necht' (Q, 11) je prostor s mirou, X je normovany linearni
prostor a f: Q — X je schodovité. Jsou-li A, B C Q
disjunktni mefitelné podmnoZiny, pak

Jagfdp= [yfdu+ [gfdpu.

Funkcionalni analyza 1 IIl. Bochnertv integral



2. Bochner(v integral

Lemma 122

Necht' (Q, 11) je prostor s mirou, X je normovany linearni
prostor a f: Q — X je schodovité. Jsou-li A, B C Q
disjunktni mefitelné podmnoZiny, pak

Jagfdp= [yfdu+ [gfdpu.

Véta 123

Necht (Q, 1) je prostor s mirou, X je normovany linearni
prostor nad K, f,g: Q — X jsou schodovita zobrazeni a
a € K. Pak f + g a of jsou schodovita a

[e(f+9)dp= [ fdu+ [gdpa [pafdu=a [ fdupro
kazZdou méritelnou E C Q.

Funkciondlni analyza 1 IIl. Bochnertv integral



2. Bochner(v integral

Je-li (Q, ) je prostor s mirou, X je normovany linearni
prostor a f € (2, X) je méfitelné zobrazeni, pak funkce
t— ||f(t)]| je méfitelna na Q, nebot je sloZzenim spojité
funkce ||-|| @ méfitelného zobrazeni f. Tuto funkci budeme
znacit ||f]|.

Funkcionalni analyza 1 IIl. Bochnertv integral



2. Bochner(v integral

Je-li (Q, ) je prostor s mirou, X je normovany linearni
prostor a f € (2, X) je méfitelné zobrazeni, pak funkce
t— ||f(t)]| je méfitelna na Q, nebot je sloZzenim spojité
funkce ||-|| @ méfitelného zobrazeni f. Tuto funkci budeme
znacit ||f]|.

Lemma 124

Necht' (2, 11) je prostor s mirou, X je normovany linearni
prostor a f: Q — X je jednoduché méritelné zobrazeni.
Pak f je schodovité, pravée kdyz [, |/f|| du < 4+oc. V tom
pripadé je || [ fdu|| < [ fll du pro kazdou méfitelnou
EcqQ.

Funkciondlni analyza 1 IIl. Bochnertv integral



2. Bochner(v integral

Lemma 125

Necht (2, 1) je prostor s dplnou mirou, X je Banachuv
prostor, f € FE(Q, X) je silné méritelné af,: Q — X, ne N
je posloupnost schodovitych zobrazeni takova, Ze

liMmysoe follfa(t) — £(1)|| du(t) = 0. Pak pro kaZdou
méfitelnou E C Q existuje lim,_,, [ f,dp.

Funkcionalni analyza 1 IIl. Bochnertv integral



2. Bochner(v integral

Lemma 125

Necht (2, 1) je prostor s dplnou mirou, X je Banachuv
prostor, f € FE(Q, X) je silné méritelné af,: Q — X, ne N
je posloupnost schodovitych zobrazeni takova, Ze

liMmysoe follfa(t) — £(1)|| du(t) = 0. Pak pro kaZdou
méfitelnou E C Q existuje lim,_, [ fdu. Navic je-li

gn: Q — X, n € N posloupnost schodovitych zobrazeni se
stejnou viastnosti, jako ma {f,}, pak

iMoo [z Gndp = limy o [ frdp.

Funkcionalni analyza 1 IIl. Bochnertv integral



2. Bochner(v integral

Definice 126

Necht (Q, 1) je prostor s Uplnou mirou, X je Banachiv
prostor a f € /£(Q, X) je silné méfitelné. Rekneme, Ze je f
je bochnerovsky integrovatelné, pokud existuje
posloupnost f,: Q@ — X, n € N schodovitych zobrazeni
takova, ze lim,,« [, |If, — f|| dp = 0. Pro kazdou
méfitelnou E C Q pak definujeme Bochneruv integral f

pres E jako
/fdu: lim /fndu.
E n—oo E

Funkciondlni analyza 1 IIl. Bochnertv integral



2. Bochner(v integral

Véta 127

Necht' (Q, 11) je prostor s dplnou mirou, X je Banachiv

prostor nad K, f, g € A(Q, X) jsou bochnerovsky

integrovatelna, « € K a E C Q je méritelna.

(a) Zobrazeni f + g a of jsou bochnerovsky
integrovatelna a [(f + g)du = [ fdu+ [ gdu
afrafdy=of fdu.

Funkcionalni analyza 1 IIl. Bochnertv integral



2. Bochner(v integral

Véta 127

Necht' (Q, 11) je prostor s dplnou mirou, X je Banachiv

prostor nad K, f, g € A(Q, X) jsou bochnerovsky

integrovatelna, « € K a E C Q je méritelna.

(a) Zobrazeni f + g a of jsou bochnerovsky
integrovatelna a [(f + g)du = [ fdu+ [ gdu
afrafdy=of fdu.

(b) HfEfd,UH < fEHfH du.

Funkcionalni analyza 1 IIl. Bochnertv integral



2. Bochner(v integral

Véta 128

Necht' (Q, 11) je prostor s dplnou mirou, X je Banachiv
prostor a f € FE(Q, X) je silné méritelné. Pak f je
bochnerovsky integrovatelné, pravé kdyZz ||f|| je
lebesgueovsky integrovatelna.

Funkcionalni analyza 1 IIl. Bochnertv integral



2. Bochner(v integral

Véta 129

Necht' (Q, 1) je prostor s kone¢nou uplnou mirou, X je
Banachuv prostor a {f,} C £(Q, X) je posloupnost silné
meéfitelnych zobrazeni. Necht f ¢ E(Q, X) je
bochnerovsky integrovatelné takove, Ze f, — f
stejnomérné s. v. na ). Pak [, fdu = lim Jo fadp.

Funkciondlni analyza 1 IIl. Bochnertv integral



2. Bochner(v integral

Véta 129

Necht' (Q, 1) je prostor s kone¢nou uplnou mirou, X je
Banachuv prostor a {f,} C £(Q, X) je posloupnost silné
meéfitelnych zobrazeni. Necht f ¢ E(Q, X) je
bochnerovsky integrovatelné takove, Ze f, — f
stejnomérné s. v. na ). Pak [, fdu = lim Jo fadp.

Véta 130 (o majorizované konvergenci)

Necht' (Q, 1) je prostor s dplnou mirou, X je Banachiv
prostor a {f,} C AE(Q, X) je posloupnost silné méritelnych
zobrazeni. Necht' f € E(Q, X) je takové, Ze f, — f bodové
S. v.,, anecht g € Ly(u) je takova, Ze pro kaZzdé n € N je
If.(D)|| < g(t) pros. v. t € Q. Pak f, i f jsou bochnerovsky
integrovatelna a nl|_>ngo Jollfa — fll di = 0. Specialné,

Jo fdu = nll_)ﬂ;lo fo fdp.

Funkcionalni analyza 1 IIl. Bochnertv integral



2. Bochner(v integral

Véta 131 (absolutni spojitost Bochnerova
integralu)

Necht (Q2, 1) je prostor s Uplnou mirou, X je Banachuv
prostor a f € (R, X) je bochnerovsky integrovatelné.
Pak pro kazdé ¢ > 0 existuje 6 > 0 takové, Ze

| [z fdu|| < £ kdykoli E C Q je takova, Ze u(E) < 6.

Funkciondlni analyza 1 IIl. Bochnertv integral



2. Bochner(v integral

Véta 132

Necht' (Q, 1) je prostor s dplnou mirou, X a 'Y jsou
Banachovy prostory, f € FE(Q, X) je bochnerovsky
integrovatelné a T € L(X,Y). Pak T o f je bochnerovsky
integrovatelné a pro kaZdou méritelnou E C Q plati, Ze

/ETofdM: T(/Efdu)

Funkciondlni analyza 1 IIl. Bochnertv integral



2. Bochner(v integral

Fakt 133
Necht' (Q, 1) je prostor s dplnou mirou, X je Banachiv

prostor, x € X af € Li(u). Pak [ f(t)x du(t) = ([ fdu)x
pro kazdou meéritelnou E C Q.

Funkciondlni analyza 1 IIl. Bochnertv integral



2. Bochner(v integral

Véta 134

Necht (Q2, 1) je prostor s dplnou mirou, X je Banachuv
prostor a f € AE(Q, X) je bochnerovsky integrovatelné.
Je-li [ fdu = 0 pro kaZdou méfitelnou E C Q, pak f =0
S. V.

Funkcionalni analyza 1 IIl. Bochnertv integral



2. Bochner(v integral

Véta 135

Necht' (Q, 1) je prostor s dplnou mirou, X je Banachiv
prostor a f € (R, X) je bochnerovsky integrovatelné.
Pak pro kazdou E C Q kladné miry je

ﬁ/}gfdu € Gonv f(E).

Funkciondlni analyza 1 IIl. Bochnertv integral



2. Bochner(v integral

Véta 136 (Fubiniova véta pro Bochnertv
integral)

Necht (4, 1) a (Q2, p2) jsou prostory se o-kone¢nymi
uplnymi mirami a necht v je zdplnénim soucinové miry
w1 X puo. Necht' X je Banachuv prostor a

f e E(Q x Qo, X) je bochnerovsky integrovatelné
vzhledem k v. Potom pro s. v. s € Q4 je zobrazeni

t — f(s, t) bochnerovsky interovatelné na Q,, pro s. v.

t € Q, je zobrazeni s — f(s, t) bochnerovsky
interovatelné na € ;

Funkcionalni analyza 1 IIl. Bochnertv integral



2. Bochner(v integral

Véta 136 (Fubiniova véta pro Bochnertv
integral)

Necht (4, 1) a (Q2, p2) jsou prostory se o-kone¢nymi
uplnymi mirami a necht v je zdplnénim soucinové miry
w1 X puo. Necht' X je Banachuv prostor a

f e E(Q x Qo, X) je bochnerovsky integrovatelné
vzhledem k v. Potom pro s. v. s € Q4 je zobrazeni

t — f(s, t) bochnerovsky interovatelné na Q,, pro s. v.

t € Q, je zobrazeni s — f(s, t) bochnerovsky
interovatelné na Q1,; zobrazeni 1)1(s fQ S, t) duo(t)

ayo(t) fQ s, t)duq(s) def/novana S. V. nay, resp. Qs
jsou bochnerovsky integrovatelna a

Yy dp :/ fdv= [ ¢odue.
Q

Q4 1 X8 Qo

Funkcionalni analyza 1 IIl. Bochnertv integral



3. Lebesgueovy-Bochnerovy prostory




3. Lebesgueovy-Bochnerovy prostory

Definice 137

Necht (Q, ) je prostor s Uplnou mirou, X je Banachliv
prostora 1 < p < co. Symbolem L,(u, X) oznaCime
mnozinu vSech silné méfitelnych zobrazeni z £ (Q, X)
takovych, Ze ||f|| € Ly(p), faktorizovanou podle rovnosti

{4-S. V.
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3. Lebesgueovy-Bochnerovy prostory

Definice 137

Necht (Q, ) je prostor s Uplnou mirou, X je Banachliv
prostora 1 < p < co. Symbolem L,(u, X) oznaCime
mnozinu vSech silné méfitelnych zobrazeni z £ (Q, X)
takovych, Ze ||f|| € Ly(p), faktorizovanou podle rovnosti
[-S. V.

Déle pro f € Ly(p, X) definujeme

1 llpey = 1= IFCON[ -
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3. Lebesgueovy-Bochnerovy prostory

Véta 138
Necht' (Q, 1) je prostor s dplnou mirou, X je Banachiv
prostoral < p < oo.

(@) Lp(p, X) je Banachuv prostor s normou ||f||,,x)-

Funkciondlni analyza 1 IIl. Bochnertv integral



3. Lebesgueovy-Bochnerovy prostory

Véta 138
Necht' (Q, 1) je prostor s dplnou mirou, X je Banachiv
prostoral < p < oo.

(@) Lp(p, X) je Banachuv prostor s normou ||f||,,x)-

(b) Je-li X Hilbertuav prostor, pak Ly(11, X) je Hilbertav
prostor se skalarnim soucinem

(F, ) i) = / (1), 9(t)) dye.

Funkciondlni analyza 1 IIl. Bochnertv integral



3. Lebesgueovy-Bochnerovy prostory

Véta 139
Necht' (Q, 11) je prostor s dplnou mirou, X je Banachiv
prostoral < p < oc.

(a) MnozZina schodovitych zobrazeni z Q do X je husta
4 LP (/JH X )

Funkciondlni analyza 1 IIl. Bochnertv integral



3. Lebesgueovy-Bochnerovy prostory

Véta 139

Necht' (Q, 11) je prostor s dplnou mirou, X je Banachiv

prostoral < p < oc.

(a) MnozZina schodovitych zobrazeni z Q do X je husta
v Lp(p, X).

(b) Jsou-li X i Ly(y) separabilni, je Ly(, X) také
separabilni.

Funkcionalni analyza 1 Ill. Bochnertv integral



1. Zakladni vlastnosti
V. Banachovy algebry
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1. Zakladni vlastnosti

Definice 140

Rekneme, ze (A, +, —,0, -, -) je algebra nad K, pokud

(A, +,—,0,) je vektorovy prostor nad K, (A, +, —,-,0) je
okruh, a navic plati, Zze (a-sa)-b=a- (a-sb)=a-(a-b)
prov8echnaa,bec Aaa € K.

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



1. Zakladni vlastnosti

Definice 140

Rekneme, ze (A, +, —,0, -, -) je algebra nad K, pokud

(A, +,—,0,) je vektorovy prostor nad K, (A, +, —,-,0) je
okruh, a navic plati, Zze (a-sa)-b=a- (a-sb)=a-(a-b)
pro vSechna a,b € Aa « € K. Algebra nad K se nazyvéa
komutativni, pokud je jeji okruhové nasobeni -
komutativni.

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



1. Zakladni vlastnosti

Tvrzeni 141

Necht A je algebra nad K. PoloZme A. = A x K

a definujme vektorové operace na A. obvyklym zpusobem
(tj. po sloZkach) a dale nasobeni prvku A. pomoci vzorce

(a,a)(b,5) =(ab+ ab+ Ba,aB) proa,be A, a,p €K
Pak A. je algebra s jednotkou (0, 1) a A Ize identifikovat

s jeji podalgebrou A x {0}. Je-li A komutativni, je A. téZ
komutativni.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



1. Zakladni vlastnosti

Necht A, B jsou algebry nad K. (Algebrovy)
homomorfismus ¢: A — B je zobrazeni, které je
homomorfismem mezi pfisluSnymi vektorovymi prostory
(tj. je linearni) a zaroven je homomorfismem mezi
prislusnymi okruhy (tj. je multiplikativni, neboli

d(ab) = d(a)o(b)).

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



1. Zakladni vlastnosti

Necht A, B jsou algebry nad K. (Algebrovy)
homomorfismus ¢: A — B je zobrazeni, které je
homomorfismem mezi pfisluSnymi vektorovymi prostory
(tj. je linearni) a zaroven je homomorfismem mezi
prislusnymi okruhy (tj. je multiplikativni, neboli

d(ab) = d(a)o(b)).

® nazyvame (algebraickym) izomorfismem algeber A a B,
pokud ¢ je bijekce.

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



1. Zakladni vlastnosti

Fakt 142
Necht A je algebra, B je algebra s jednotkou e

ad: A— B je homomorfismus. Pak ®: A, — B,
d(x, \) = ®(x) + e je homomorfismus rozsitujici ®.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



1. Zakladni vlastnosti

Fakt 142

Necht' A je algebra, B je algebra s jednotkou e

ad: A— B je homomorfismus. Pak ®: A. — B,
d(x, \) = ®(x) + e je homomorfismus rozsitujici ®.

Tvrzeni 143

Necht A je algebra s jednotkou a B je podalgebra A
neobsahujici e. Pak C = B + span{e} je podalgebra A

a zobrazeni ¢: B, — C, ®(x,\) = x + \e je izomorfismus.

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



1. Zakladni vlastnosti

Definice 144

Dvajici (A, ||-||) nazyvame normovana algebra, pokud A je
algebra, (A, ||-||) je normovany linearni prostor, a pro
kazdé a, b € Aplati, ze ||ab|| < ||a||||b]|. Je-li metrika
generovana |(|-|| uplnd, pak (A, ||-||) se nazyva
Banachovou algebrou.

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



1. Zakladni vlastnosti

Tvrzeni 145

Necht (A, ||-||) je normovana algebra. Nasobeni prvku A je
lipschitzovské na omezenych mnoZinach (a tedy spojité)
jakoZto zobrazeni z A x A do A.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



1. Zakladni vlastnosti

Tvrzeni 145

Necht (A, ||-||) je normovana algebra. Nasobeni prvku A je
lipschitzovské na omezenych mnoZinach (a tedy spojité)
jakoZto zobrazeni z A x A do A.

Dusledek 146

Necht' A je normovana algebra a B je podalgebra A. Pak
B je tézZ podalgebra A.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



1. Zakladni vlastnosti

Tvrzeni 145

Necht (A, ||-||) je normovana algebra. Nasobeni prvku A je
lipschitzovské na omezenych mnoZinach (a tedy spojité)
jakoZto zobrazeni z A x A do A.

Dusledek 146
Necht' A je normovana algebra a B je podalgebra A. Pak
B je tézZ podalgebra A.

Dusledek 147

Pro kaZdou normovanou algebru A existuje jeji zdplnéni,
tj. Banachova algebra takova, Ze A je jeji husta
podalgebra. Toto rozsifeni je uréeno jednoznacné az na
izometrii. Ma-li algebra A jednotku e, pak e je i jednotkou
v zuplnéni A.

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



1. Zakladni vlastnosti

Tvrzeni 148

Necht (A, ||-||) je normovana algebra. Definujeme-li na A.
normu pfeapisem ||(a, a)||a. = ||al| + || (. A = A®1 K),
pak A. s touto normou je normovana algebra. Je-li (A, ||-||)

Banachova algebra, je i A. s vyse uvedenou normou
Banachova algebra.

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



1. Zakladni vlastnosti

Definice 149

Necht A a B jsou normované algebry a ¢: A — B je
(algebrovy) homomorfismus. Rikame, Ze ¢ je
izomorfismus normovanych algeber A a B (nebo jen
izomorfismus), pokud ¢ je homeomorfismus A na B;
fikdme, ze ¢ je izomorfismus A do B (nebo jen
izomorfismus do), pokud ® je izomorfismus A na Rng ¢.

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



1. Zakladni vlastnosti

Véta 150

Necht' A je normovana algebra. Pro kazdé a ¢ A
definujme levou translaci L,: A — A predpisem

L.(x) = ax. Pak L, € L(A) a zobrazeni |: A — L(A),
I(a) = L, je spojity algebrovy homomorfismus s ||| < 1.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



1. Zakladni vlastnosti

Véta 150

Necht' A je normovana algebra. Pro kazdé a ¢ A
definujme levou translaci L,: A — A predpisem

L.(x) = ax. Pak L, € L(A) a zobrazeni |: A — L(A),
I(a) = L, je spojity algebrovy homomorfismus s ||| < 1.
Ma-li A jednotku e, pak | je izomorfismus do a I(e) = Id.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



1. Zakladni vlastnosti

Véta 150

Necht' A je normovana algebra. Pro kazdé a ¢ A
definujme levou translaci L,: A — A predpisem

L.(x) = ax. Pak L, € L(A) a zobrazeni |: A — L(A),
I(a) = L, je spojity algebrovy homomorfismus s ||| < 1.
Ma-li A jednotku e, pak | je izomorfismus do a I(e) = Id.
Plati-li ||x?|| = || x||? pro kaZdé x € A (napf. je-li A
podalgebra (.(')), pak | je izometrie do.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



1. Zakladni vlastnosti

Véta 150

Necht’' A je normovana algebra. Pro kazdé a € A
definujme levou translaci L,: A — A predpisem

L.(x) = ax. Pak L, € L(A) a zobrazeni |: A — L(A),
I(a) = L, je spojity algebrovy homomorfismus s ||I|| < 1.
Ma-li A jednotku e, pak | je izomorfismus do a I(e) = Id.
Plati-Ii || x?|| = || x||? pro kaZdé x € A (napr. je-li A
podalgebra (.(')), pak | je izometrie do.

Dusledek 151

Necht (A, ||-||) je netrividlni normovana algebra s
jednotkou. Pak na A existuje ekvivalentni norma |||-|||
takova, Ze (A, ||||||) je normovana algebra a |||e||| = 1.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



1. Zakladni vlastnosti

Pfipomenme, Ze v okruhu s jednotkou (staci dokonce v
monoidu) jsou inverzni prvky k invertibilnim prvkam
jednoznacné uceny a invertibilni prvky tvofi grupu, tj.
jsou-li x, y € Ainvertibilni, pak i xy je invertibilni a

(xy)~' = y~'x~'. Tuto grupu invertibilnich prvkd budeme
znacit A*.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



1. Zakladni vlastnosti

Pfipomenme, Ze v okruhu s jednotkou (staci dokonce v
monoidu) jsou inverzni prvky k invertibilnim prvkam
jednoznacné uceny a invertibilni prvky tvofi grupu, tj.
jsou-li x, y € Ainvertibilni, pak i xy je invertibilni a

(xy)~' = y~'x~'. Tuto grupu invertibilnich prvkd budeme
znacit A*.

Fakt 152

Necht A je algebra s jednotkou a B je jeji podalgebra
obsahujici e. Pak B* ¢ AN B.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



1. Zakladni vlastnosti

Lemma 153
Necht' A je normovana algebra s jednotkou a x € A. Je-li
fada >~ , x" konvergentni, pak > > x" = (e — x) .

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



1. Zakladni vlastnosti

Lemma 153
Necht' A je normovana algebra s jednotkou a x € A. Je-li
fada >~ , x" konvergentni, pak > > x" = (e — x) .

Lemma 154
Necht' A je Banachova algebra s jednotkou.

(a) Pokud x € Ua, pak fada_,. , x" konverguje
absolutné, a tedy >, x" = (e — x)~".

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



1. Zakladni vlastnosti

Lemma 153
Necht' A je normovana algebra s jednotkou a x € A. Je-li
fada ">, x" konvergentni, pak > >, x" = (e — x)

Lemma 154
Necht’' A je Banachova algebra s jednotkou.

(a) Pokud x € Ua, pak fada_,. , x" konverguje
absolutné, a tedy > , x" = (e — x)™
(b) Necht x e A* a necht h € A je takové, Ze

|h|| < Hx ‘H Pak x + h € A*. Pokud navic
1A < gy, pak
[(x+h)y""—x"+xThx || < 2| x| Al

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



1. Zakladni vlastnosti

Definice 155

Necht G je grupa a 7 je topologie na G. Rekneme, Ze
(G, 1) je topologické grupa, pokud jsou grupové operace
(tj. ndsobeni -: Gx G — Gainverze ~': G — G) spoijité.

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



1. Zakladni vlastnosti

Definice 155

Necht G je grupa a 7 je topologie na G. Rekneme, Ze
(G, 1) je topologické grupa, pokud jsou grupové operace
(tj. ndsobeni -: Gx G — Gainverze ~': G — G) spoijité.

Véta 156
Necht' A je Banachova algebra s jednotkou. Pak A* je
oteviena podmnoZina A a je to topologicka grupa.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



1. Zakladni vlastnosti

Tvrzeni 157

Necht A je Banachova algebra s jednotkou a B je jeji
uzaviena podalgebra obsahujici e. Pak (0sB*)NA* =0 a

B* = U {C c B; C je komponenta A* N B protinajici B*} .

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



2. Spektralni teorie

Funkcionalni analyza 1 b hovy algebry



2. Spektralni teorie

Definice 158
Necht A je algebra s jednotkoua x € A.Prox € A
definujeme rezolventni mnozinu prvku x jako

p(x)={reK; \e—x € A},
a spektrum prvku x jako

o(x) =K\ p(x).

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



2. Spektralni teorie

Definice 158
Necht A je algebra s jednotkoua x € A.Prox € A
definujeme rezolventni mnozinu prvku x jako

p(x)={reK; \e—x € A},
a spektrum prvku x jako
o(x) = K\ p(x).

Nema-li A jednotku, pak pro x € A definujeme vyse
uvedené pojmy vzhledem k algebre A..

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



2. Spektralni teorie

Fakt 159

Necht A, B jsou pologrupy, ®: A — B je homomorfismus
na a necht’ A je navic monoid s jednotkou e. Pak B je
monoid s jednotkou ®(e) a je-li x € A invertibilni, pak ®(x)
je invertibilni a ®(x)~' = &(x~"). Je-li navic ¢ bijekce, pak
®[ax je izomorfismus grup A* a B*.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



2. Spektralni teorie

Fakt 159

Necht A, B jsou pologrupy, ®: A — B je homomorfismus
na a necht’ A je navic monoid s jednotkou e. Pak B je
monoid s jednotkou ®(e) a je-li x € A invertibilni, pak ®(x)
je invertibilni a ®(x)~' = &(x~"). Je-li navic ¢ bijekce, pak
®[ax je izomorfismus grup A* a B*.

Dusledek 160
Necht' A, B jsou algebry a : A — B je algebraicky
izomorfismus. Pak o(®(x)) = o(x) pro kaZzdé x € A.

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



2. Spektralni teorie

Lemma 161
Necht M je monoid a x,y € M. Jsou-Ili alespori dva
zprvka x, y, xy a yx invertibilni, pak jsou invertibilni

v8echny Ctyri.

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



2. Spektralni teorie

Tvrzeni 162
Necht A je algebra nad K.

(a) Je-li A netrivialni, pak o(0) = {0}.

(b) Ma-Ii A jednotku, pak o(«e + x) = a + fo(x) pro
kazdé x ¢ Aaa, 5 € K.

(c) Je-lixe A,neNaeo(x), pak \" € o(x").

(d) Je-lix € A%, pak A € o(x), pravé kdyz } € o(x ).

(e) Jsou-lix,y € A, pak mnoZiny o(xy) a o(yx) se lisi
nejvyse o prvek 0.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



2. Spektralni teorie

Fakt 163
Necht A je algebra a B je ideal v A. Pak B je ideal i v A..

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



2. Spektralni teorie

Tvrzeni 164
Necht A je algebra nad K.

(a) Prokazdé x € A je0Q € oa,(x). Nema-li tedy A
jednotku, pak 0 € o(x) pro kazdeé x € A.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



2. Spektralni teorie

Tvrzeni 164
Necht A je algebra nad K.

(a) Prokazdé x € A je0Q € oa,(x). Nema-li tedy A
jednotku, pak 0 € o(x) pro kazdeé x € A.

(b) Ma-Ii A jednotku, pak oa (x) = oa(x) U {0} pro kazdé
x €A

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



2. Spektralni teorie

Tvrzeni 164

Necht A je algebra nad K.

(a) Prokazdé x € A je0Q € oa,(x). Nema-li tedy A
jednotku, pak 0 € o(x) pro kazdeé x € A.

(b) Ma-Ii A jednotku, pak oa (x) = oa(x) U {0} pro kazdé
x € A.

(c) Necht A ma jednotku, B je podalgebra A
neobsahujici e a C = B + span{e}. Pak
oc(X) = og,(X) pro kaZzdé x € B.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



2. Spektralni teorie

Tvrzeni 164

Necht A je algebra nad K.

(a) Prokazdé x € A je0Q € oa,(x). Nema-li tedy A
jednotku, pak 0 € o(x) pro kazdeé x € A.

(b) Ma-Ii A jednotku, pak oa (x) = oa(x) U {0} pro kazdé
x € A.

(c) Necht A ma jednotku, B je podalgebra A
neobsahujici e a C = B + span{e}. Pak
oc(X) = og,(X) pro kaZzdé x € B.

(d) Necht B je podalgebra A a x € B. Pokud B ma
jednotku, ktera neni jednotkou v A, pak
oa(X) C og(x) U {0}, v ostanich pripadech je
UA(X) C UB(X).

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



2. Spektralni teorie

Tvrzeni 164

Necht A je algebra nad K.

(a) Prokazdé x € A je0Q € oa,(x). Nema-li tedy A
jednotku, pak 0 € o(x) pro kazdeé x € A.

(b) Ma-Ii A jednotku, pak oa (x) = oa(x) U {0} pro kazdé
x € A.

(c) Necht A ma jednotku, B je podalgebra A
neobsahujici e a C = B + span{e}. Pak
oc(X) = og,(X) pro kaZzdé x € B.

(d) Necht B je podalgebra A a x € B. Pokud B ma
jednotku, ktera neni jednotkou v A, pak
oa(X) C og(x) U {0}, v ostanich pripadech je
UA(X) C UB(X).

(e) Je-li B vlastni idedl v A, pak og,(x) = oa(x) pro kaZzdé
x € B.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



2. Spektralni teorie

Tvrzeni 165

Necht' A, B jsou algebry, . A — B je homomorfismus a
x € A. Ma-li A jednotku e a ®(e) neni jednotkou v B, pak
o(®(x)) C oa(x) U {0}, v ostatnich pfipadech je
OB((D(X)) C UA(X).

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



2. Spektralni teorie

Definice 166
Necht A je algebra. Pro x € A definujeme spektralni
polomeér prvku x jako

r(x) =sup{|A; A € o(x)}.

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



Véta 167

Necht' A je Banachova algebra a x € A. Pak p(x) je
oteviena, o(x) je kompaktni a

r(x) < inf ¢/|Ix"|| = lim /|[x7.
neN n—o0

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



2. Spektralni teorie

Véta 167
Necht' A je Banachova algebra a x € A. Pak p(x) je
oteviena, o(x) je kompaktni a

r(x) < inf ¢/|Ix"|| = lim /|[x7.
neN n—o0

Lemma 168
Necht {a,} je posloupnost realnych Cisel.

(a) Pokud am,n < am+ an, pro véechna m,n € N, pak

lim 22 = inf 2 < 400.
n—oo 1 neN 7

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



2. Spektralni teorie

Véta 167
Necht' A je Banachova algebra a x € A. Pak p(x) je
oteviena, o(x) je kompaktni a

r(x) < inf ¢/|Ix"|| = lim /|[x7.
neN n—o0

Lemma 168
Necht {a,} je posloupnost realnych Cisel.

(a) Pokud am,n < am+ an, pro véechna m,n € N, pak

lim 22 = inf 2 < 400.
n—oo 1 neN 7

(b) Pokud{an} je nezaporna a amn, < aman pro vsechna
m,ne N, pak lim /a, = in1£1 v/an € R.
n—oo ne

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



2. Spektralni teorie

Véta 169

Necht' A je Banachova algebra s jednotkou, B je jeji
uzavrena podalgebra obsahujici e a x € B. Pak plati
nasledujici tvrzeni:

(a) Ops(x) C Opa(x) a

ps(x) = J{C C K; C je komponenta pa(x)
protinajici pg(x)}.

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



2. Spektralni teorie

Véta 169
Necht' A je Banachova algebra s jednotkou, B je jeji

uzavrena podalgebra obsahujici e a x € B. Pak plati
nasledujici tvrzeni:

(a) Ops(X) C Opa(x) a
ps(x) = J{C C K; C je komponenta pa(x)
protinajici pg(x)}.

(b) Je-li C komponenta pa(x), pak bud’ C C og(x), nebo
Ccn OB(X) = (. Déleje 8OB(X) C (9OA(X).

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



2. Spektralni teorie

Véta 169

Necht' A je Banachova algebra s jednotkou, B je jeji
uzavrena podalgebra obsahujici e a x € B. Pak plati
nasledujici tvrzeni:

(a) Ops(x) C Opa(x) a

ps(x) = J{C C K; C je komponenta pa(x)
protinajici pg(x)}.

(b) Je-li C komponenta pa(x), pak bud’ C C og(x), nebo
Ccn OB(X) = (. Déleje 8OB(X) C (9OA(X).

(c) Je-li pa(x) souvisla, pak og(x) = oa(x).

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



2. Spektralni teorie

Véta 169

Necht' A je Banachova algebra s jednotkou, B je jeji

uzavrena podalgebra obsahujici e a x € B. Pak plati
nasledujici tvrzeni:

(a) Ops(x) C Opa(x) a

ps(x) = J{C C K; C je komponenta pa(x)
protinajici pg(x)}.

(b) Je-li C komponenta pa(x), pak bud’ C C og(x), nebo
Ccn OB(X) = 0. Déleje 8OB(X) C (9OA(X).

(c) Je-li pa(x) souvisla, pak og(x) = oa(x).

(d) Ma-li og(x) prazdny vnitfek, pak og(x) = oa(x).

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



2. Spektralni teorie

Definice 170
Necht Y je normovany linearni prostor nad K Q K,
f: Q — Yaac Q. Jestlize existuje limita lim " ( Ay,

X—a

pak tuto limitu nazyvame derivaci zobrazeni f v bode a
a znacime ji f'(a).

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



2. Spektralni teorie

Definice 170
Necht Y je normovany linearni prostor nad K Q C K,
f: Q — Yaac Q. Jestlize existuje limita lim 12 ¢ y,

X—a

pak tuto limitu nazyvame derivaci zobrazeni f v bode a
a znacime ji f'(a).

Fakt 171
Necht' Y je normovany linearni prostor nad K, Q C K,
f: Q— Y aaec Q. Pokud existuje f'(a), pak pro kazdé

¢ e Y je(pof)(a)=q¢(f(a)).

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



2. Spektralni teorie

Definice 172
Necht A je algebra nad K s jednotkou. Na p(x)
definujeme rezolventu (téZ rezolventni zobrazeni) prvku x

predpisem

R.(\) = (Ae—x)"",  Xep(x).

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



2. Spektralni teorie

Definice 172

Necht A je algebra nad K s jednotkou. Na p(x)
definujeme rezolventu (téZ rezolventni zobrazeni) prvku x
predpisem

R.(\) = (Ae—x)"",  Xep(x).

Neméa-li A jednotku, pak definujeme rezolventu vzhledem
k algebre A..

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



2. Spektralni teorie

Definice 172

Necht A je algebra nad K s jednotkou. Na p(x)
definujeme rezolventu (téZ rezolventni zobrazeni) prvku x
predpisem

R.()\) = (he—x)"", e p(x).

Neméa-li A jednotku, pak definujeme rezolventu vzhledem
k algebre A..

Tvrzeni 173
Necht A je Banachova algebra a x € A. Pak zobrazeni
A — Ry()\) ma derivaci v kazdém bodé mnoZiny p(x).

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



2. Spektralni teorie

Definice 174

Necht Y je komplexni normovany linearni prostor, Q Cc C
je oteviend a f: Q — Y. Rekneme, Ze f je holomorfni

na Q, jestlize pro kazdé z € Q existuje f'(z).

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



2. Spektralni teorie

Definice 174

Necht Y je komplexni normovany linearni prostor, Q Cc C
je oteviend a f: Q — Y. Rekneme, Ze f je holomorfni

na Q, jestlize pro kazdé z € Q existuje f'(z).

Véta 175 (Liouvilleova véta)

Necht'Y je komplexni normovany linearni prostor
af: C—Y je holomorfni na C. Je-li f omezené, pak je
konstantni.

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



2. Spektralni teorie

Véta 176
Necht A je komplexni Banachova algebra a x € A.

(a) Rezolventni zobrazeni Ry je holomorfni na p(x).
(b) Je-li A netrivialni, pak o(x) # 0.

(©) r(x) = inf /7] = lim /[ (t2v.
n o

Beurlinguv-Gelfanduv vzorec).

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



2. Spektralni teorie

Véta 176
Necht A je komplexni Banachova algebra a x € A.

(a) Rezolventni zobrazeni Ry je holomorfni na p(x).
(b) Je-li A netrivialni, pak o(x) # 0.
(©) r(x) = int /Ix7 = lim /[x7]] (t2v

n o)

Beurlinguv-Gelfanduv vzorec).

Dulsledek 177

Je-li A komplexni Banachova algebra, x € Aa ) € C,

1Al > r(x), pak fada >0, X konverguje absolutné. Ma-li
tedy A jednotku, pak Ry(\) = 32, =5

=0 3T

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



2. Spektralni teorie

Véta 178 (S. Mazur (1938), I. M. Gelfand (1941))

Necht’ A je netrivialni komplexni Banachova algebra
s jednotkou. Pokud A* = A\ {0}, pak A je izomorfni C.
Pokud navic ||le|| = 1, pak A je izometricky izomorfni C.

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



3. Holomorfni kalkulus

Funkciondlni analyza 1 b hovy algebry



3. Holomorfni kalkulus

Necht X je komplexni Banachuav prostor, «v: [a, b] — C
cestaa f: (y) — X spojité zobrazeni. Integral f podél
definujeme predpisem

L f= /[&b] Y (OFA(1) dAD).

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



3. Holomorfni kalkulus

Necht X je komplexni Banachuav prostor, «v: [a, b] — C
cestaa f: (y) — X spojité zobrazeni. Integral f podél
definujeme predpisem

L f= /[&b] Y (OFA(1) dAD).

Integral podél fetézce I' = 4 + - - - + v, v C ze spojitého
zobrazeni f: (I') — X definujeme predpisem

/f:/ f+---+/ f
r 0al In

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



3. Holomorfni kalkulus

Lemma 179
Necht'T je retézec v C, X je komplexni Banachuv prostor,
f: (T — X je spojité a¢p € X*. Pak ¢([-f) = [-pof.

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



3. Holomorfni kalkulus

Je-li Q ¢ C oteviena a K € Q kompaktni, pak rekneme,
Ze cykl I obihd K v Q, pokud (I') C Q\ K, indr z =1 pro
zeKaindrz=0proze C\ Q.

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



3. Holomorfni kalkulus

Véta 180

Necht Q c C je oteviena, X je komplexni Banachuv
prostor a f: Q — X je holomorini. Jsou-Ii T, o dva cykly
v Q takové, Ze indr,(z) = indr,(z2) pro kazdé z € C\ Q,

pak f; f= [ f.

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



3. Holomorfni kalkulus

Véta 180

Necht Q c C je oteviena, X je komplexni Banachuv
prostor a f: Q — X je holomorini. Jsou-Ii T, o dva cykly
v Q takové, Ze indr,(z) = indr,(z2) pro kazdé z € C\ Q,

pak fr1 f= frz f

Definice 181

Necht A je komplexni Banachova algebra s jednotkou
axe A Jelife HQ), kde Q C C je oteviené okoli o(x),
pak definujeme

1
f(X):2—7ﬂ/ X:27T /f O[e X 1 OZ,

kde T je libovolny cykl obihajici o(x) v Q.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



3. Holomorfni kalkulus

Lemma 182

Necht' (Q, 11) je prostor s dplnou mirou, A je Banachova
algebra a f € Li(u, A). Pak pro kazdé x € A a kaZdou
meritelnou E C Q plati, Ze

x(/E fdu> :/Exf(t)du(t) a (/Efdu)x:/Ef(t)xdu(t).

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



3. Holomorfni kalkulus

Fakt 183
Necht G je grupa. Jsou-li u, v € G takove, Ze uv = vu,
pakiu'v'=v 'y, uv'=vluaulv=w.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



3. Holomorfni kalkulus

Fakt 183

Necht G je grupa. Jsou-li u, v € G takove, Ze uv = vu,
pakiu'v'=v 'y, uv'=vluaulv=w.
Lemma 184

Necht’ A je algebra s jednotkou, x € A a u, v € p(x).

(@) R(n)Bx(v) = Ru(v)Rx(1)-
(b) Ry(1) — Rx(v) = (v — ) Re(t) Rx(v) (tzv. rezolventni
identita).

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



3. Holomorfni kalkulus

Véta 185 (holomorfni kalkulus)

Necht A je komplexni Banachova algebra s jednotkou, x € A, Q Cc C
je oteviené okoli o(x) a f € H(Q). Zobrazeni ®: H(Q) — A, kde
®(g) = g(x) z Definice 181, ma nasledujici vlastnosti:

(a) @ je algebrovy homomorfismus, pro ktery navic (1) = e a
o(/d) = x.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



3. Holomorfni kalkulus

Véta 185 (holomorfni kalkulus)

Necht A je komplexni Banachova algebra s jednotkou, x € A, Q Cc C
je oteviené okoli o(x) a f € H(Q). Zobrazeni ®: H(Q) — A, kde
®(g) = g(x) z Definice 181, ma nasledujici vlastnosti:

(a) @ je algebrovy homomorfismus, pro ktery navic (1) = e a
o(/d) = x.

(b) Pokud f, — f lokalné stejnomérne v H(Q), pak fo(x) — f(x).

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



Véta 185 (holomorfni kalkulus)

Necht A je komplexni Banachova algebra s jednotkou, x € A, Q Cc C
je oteviené okoli o(x) a f € H(Q). Zobrazeni ®: H(Q) — A, kde
®(g) = g(x) z Definice 181, ma nasledujici vlastnosti:

(a) @ je algebrovy homomorfismus, pro ktery navic (1) = e a
o(/d) = x.

(b) Pokud f, — f lokalné stejnomérne v H(Q), pak fo(x) — f(x).

(c) f(x) € A*, prave kdyZ f(\) # 0 pro kaZzdé X\ € o(x). V tom
pripadé je f(x)~" = 1(x).

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



3. Holomorfni kalkulus

Véta 185 (holomorfni kalkulus)

Necht A je komplexni Banachova algebra s jednotkou, x € A, Q Cc C
je oteviené okoli o(x) a f € H(Q). Zobrazeni ®: H(Q) — A, kde
®(g) = g(x) z Definice 181, ma nasledujici vlastnosti:

(a) @ je algebrovy homomorfismus, pro ktery navic (1) = e a
o(/d) = x.

(b) Pokud f, — f lokalné stejnomérne v H(Q), pak fo(x) — f(x).

(c) f(x) € A*, prave kdyZ f(\) # 0 pro kaZzdé X\ € o(x). V tom

pripadé je f(x)~" = 1(x).

(d) o(f(x)) = f(o(x)) (tzv. véta o obrazu spektra).

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



3. Holomorfni kalkulus

Véta 185 (holomorfni kalkulus)

Necht A je komplexni Banachova algebra s jednotkou, x € A, Q Cc C
je oteviené okoli o(x) a f € H(Q). Zobrazeni ®: H(Q) — A, kde
®(g) = g(x) z Definice 181, ma nasledujici vlastnosti:

(a) @ je algebrovy homomorfismus, pro ktery navic (1) = e a
o(/d) = x.

(b) Pokud f, — f lokalné stejnomérne v H(Q), pak fo(x) — f(x).

(c) f(x) € A*, prave kdyZ f(\) # 0 pro kaZzdé X\ € o(x). V tom
pripadé je f(x)~" = 1(x).

(d) o(f(x)) = f(o(x)) (tzv. véta o obrazu spektra).

)
(e) Pokud g € H(), kde Q4 je oteviené okoli f(o(x)), pak
(g0 H)(x) = g(£(x)).

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



3. Holomorfni kalkulus

Véta 185 (holomorfni kalkulus)

Necht A je komplexni Banachova algebra s jednotkou, x € A, Q Cc C
je oteviené okoli o(x) a f € H(Q). Zobrazeni ®: H(Q) — A, kde
®(g) = g(x) z Definice 181, ma nasledujici vlastnosti:

(a) @ je algebrovy homomorfismus, pro ktery navic (1) = e a
o(/d) = x.

(b) Pokud f, — f lokalné stejnomérne v H(Q), pak fo(x) — f(x).

(c) f(x) € A*, prave kdyZ f(\) # 0 pro kaZzdé X\ € o(x). V tom
pripadé je f(x)~" = 1(x).

(d) o(f(x)) = f(o(x)) (tzv. véta o obrazu spektra).

(e) Pokud g € H(21), kde Q4 je oteviené okoli f(o(x)), pak
(g o H(x) = g(f(x)).
(f) Pokudy € A komutuje s x, pak y komutuje i s f(x).

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



3. Holomorfni kalkulus

Véta 185 (holomorfni kalkulus)

Necht A je komplexni Banachova algebra s jednotkou, x € A, Q Cc C
je oteviené okoli o(x) a f € H(Q). Zobrazeni ®: H(Q) — A, kde
®(g) = g(x) z Definice 181, ma nasledujici vlastnosti:

(a) @ je algebrovy homomorfismus, pro ktery navic (1) = e a
o(/d) = x.

(b) Pokud f, — f lokalné stejnomérne v H(Q), pak fo(x) — f(x).

(c) f(x) € A*, prave kdyZ f(\) # 0 pro kaZzdé X\ € o(x). V tom

pripadé je f(x)~" = 1(x).

(d) o(f(x)) = f(o(x)) (tzv. véta o obrazu spektra).

(e) Pokud g € H(), kde Q4 je oteviené okoli f(o(x)), pak
(g0 H)(x) = g(£(x)).

(f) Pokudy € A komutuje s x, pak y komutuje i s f(x).
Navic pokud zobrazeniV: H(Q) — A splriuje (a) a (b), pak ¥ = ¢.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



4. Multiplikativni linearni funkcionaly

alni analyza 1 IV. Banachovy algebry



4. Multiplikativni linearni funkcionaly

Definice 186

Necht A je algebra nad K. Homomorfismus ¢: A — K
nazyvame multiplikativnim linearnim funkcionalem (tedy
v je linearni a ¢(xy) = o(x)¢(y) pro vSechna x, y € A).

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



4. Multiplikativni linearni funkcionaly

Definice 186
Necht A je algebra nad K. Homomorfismus ¢: A — K
nazyvame multiplikativnim linearnim funkcionalem (tedy

¢ je linedrni a p(xy) = p(x)p(y) pro vdechna x, y € A).
Mnozinu vSech nenulovych multiplikativnich linearnich

funkciondlll na A znaCime A(A).

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



4. Multiplikativni linearni funkcionaly

Tvrzeni 187

Necht’ A je algebra. KaZdy multiplikativni linearni
funkcional ¢ na A ma jednoznacné rozsifeni ¢ € A(Ae)
dané vzorcem o(x, \) = o(x) + A

af(A) = {7 ¢ A(A)U{0}}.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



4. Multiplikativni linearni funkcionaly

Tvrzeni 188
Necht’ A je algebra a p € A(A). Pro kazde x € A je

p(x) € o(x), atedy [o(x)] < r(x).

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



4. Multiplikativni linearni funkcionaly

Tvrzeni 188
Necht’ A je algebra a p € A(A). Pro kazde x € A je
p(x) € o(x), atedy |o(x)| < r(x).

Dusledek 189

Necht' A je Banachova algebra. Pak A(A) C Ba-
(specialné, kaZzdy multiplikativni linearni funkcional na A
je auz‘omaticky spojity). Pokud A ma jednotku, pak

lloll > HeH pro kazdé ¢ € A(A). Specialné, je-li ||e|| = 1,
pak A(A) C Sa-.

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



4. Multiplikativni linearni funkcionaly

Definice 190

Necht A je algebra. Maximalnim idedlem v A nazveme
takovy vlastni ideal v A, ktery je maximalni vzhledem

k usporadani vSech vlastnich ideall v A inkluzi.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



4. Multiplikativni linearni funkcionaly

Definice 190

Necht A je algebra. Maximalnim idedlem v A nazveme
takovy vlastni ideal v A, ktery je maximalni vzhledem

k usporadani vSech vlastnich ideall v A inkluzi.

Tvrzeni 191
Necht A je algebra s jednotkou. Pak kaZdy viastni ideal
v A je obsaZen v néjakém maximalnim idealu v A.

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



4. Multiplikativni linearni funkcionaly

Definice 190

Necht A je algebra. Maximalnim idedlem v A nazveme
takovy vlastni ideal v A, ktery je maximalni vzhledem
k usporadani vSech vlastnich ideall v A inkluzi.

Tvrzeni 191
Necht A je algebra s jednotkou. Pak kaZdy viastni ideal
v A je obsaZen v néjakém maximalnim idealu v A.

Tvrzeni 192

Necht A je Banachova algebra s jednotkou. Je-li | viastni
idedl v A, je i I viastni ideal v A. Tedy kazdy maximaini
ideal v A je uzavreny.

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



4. Multiplikativni linearni funkcionaly

Lemma 193
Necht’' A je komutativni algebra s jednotkou a x € A neni
invertibilni. Pak hlavni ideal xA je viastni.

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



4. Multiplikativni linearni funkcionaly

Veta 194

Necht' A je komplexni komutativni Banachova algebra

s jednotkou. Pak zobrazeni ®: ¢ — Ker ¢ je bijekce mezi
A(A) a mnoZinou vsech maximalnich ideal v A.

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



4. Multiplikativni linearni funkcionaly

Veta 194

Necht' A je komplexni komutativni Banachova algebra

s jednotkou. Pak zobrazeni ®: ¢ — Ker ¢ je bijekce mezi
A(A) a mnoZinou vsech maximalnich ideal v A.

Dusledek 195

Necht’' A je komplexni komutativni Banachova algebra
s jednotkou a | je vlastni ideal v A. Pak existuje ¢ € A(A)
takovy, Ze o], = 0.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



4. Multiplikativni linearni funkcionaly

Véta 196

Necht A je Banachova algebra

aM = A(A)u{0} C (Ba-, w*) je mnoZina véech
linearnich multiplikativnich funkcionalt na A. Pak M je
kompaktni, A(A) je lokalné kompakini a ma-li A jednotku,
pak A(A) je kompaktni. Neni-li A(A) kompakini, pak M je
Alexandrovova kompaktifikace A(A).

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



4. Multiplikativni linearni funkcionaly

Véta 196

Necht A je Banachova algebra

aM = A(A)u{0} C (Ba-, w*) je mnoZina véech
linearnich multiplikativnich funkcionalt na A. Pak M je
kompaktni, A(A) je lokalné kompakini a ma-li A jednotku,
pak A(A) je kompaktni. Neni-li A(A) kompakini, pak M je
Alexandrovova kompaktifikace A(A).

Zobrazeni ®: M — A(A.), kde () = ¢ je jednoznacné
rozsifeni ¢ na prvek A(A.), je homeomorfismus.

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



4. Multiplikativni linearni funkcionaly

Necht X, Y jsou vektorové prostorya 7: X — Y je
linearni zobrazeni. Pak definujeme algebraicky dualni
zobrazeni T#: Y# — X# ptedpisem T#f(x) = f(Tx) pro
feYfaxecX.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



4. Multiplikativni linearni funkcionaly

Necht X, Y jsou vektorové prostorya 7: X — Y je
linearni zobrazeni. Pak definujeme algebraicky dualni
zobrazeni T#: Y# — X# ptedpisem T#f(x) = f(Tx) pro
feYfaxecX.

Lemma 197
Necht X, Y jsou vektorové prostorya T: X — Y je
linearni bijekce. Pak T# je bijekce a (T#) ' = (T ")#.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



4. Multiplikativni linearni funkcionaly

Necht X, Y jsou vektorové prostorya 7: X — Y je
linearni zobrazeni. Pak definujeme algebraicky dualni
zobrazeni T#: Y# — X# ptedpisem T#f(x) = f(Tx) pro
feYfaxecX.

Lemma 197

Necht X, Y jsou vektorové prostorya T: X — Y je
linearni bijekce. Pak T# je bijekce a (T#) ' = (T ")#.

Tvrzeni 198

Necht' A, B jsou Banachovy algebry a®: A — B je
algebraicky izomorfismus. Pak zobrazeni W = ®#|g) je
homeomorfismus A(B) na A(A).

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



4. Multiplikativni linearni funkcionaly

Tvrzeni 199

Necht' S, T jsou topologické prostory ah: S — T je
spojité a na. Pak ®: C,(T) — Cy(S), ®(f) =fohje
izometricky izomorfismus Banachovy algebry C,(T) do
Banachovy algebry C,(S).

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



4. Multiplikativni linearni funkcionaly

Tvrzeni 199

Necht' S, T jsou topologické prostory ah: S — T je
spojité a na. Pak ®: C,(T) — Cy(S), ®(f) =fohje
izometricky izomorfismus Banachovy algebry C,(T) do
Banachovy algebry C,(S). Jsou-li S a T lokalné
kompaktni Hausdorffovy prostory a h je homeomorfismus,
pak ®[c ) je izometricky izomorfismus Banachovych
algeber Co(T) a Co(S).

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



4. Multiplikativni linearni funkcionaly

Véta 200
Necht K, L jsou lokalné kompaktni Hausdorffovy

topologické prostory. Pak nasledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:

(i) Banachovy algebry Co(K) a Co(L) jsou izometricky
izomorfni.

(i) Algebry Co(K) a Co(L) jsou algebraicky izomorfni.
(iii) Prostory K a L jsou homeomorfni.

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



4. Multiplikativni linearni funkcionaly

Definice 201
Komutativni algebra A se nazyva polojednoducha, pokud

A(A) oddéluje body A, tj. pokud
N{Kery; » € A(A)} = {0}.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



4. Multiplikativni linearni funkcionaly

Definice 201
Komutativni algebra A se nazyva polojednoducha, pokud

A(A) oddéluje body A, tj. pokud
N{Kery; » € A(A)} = {0}.

Véta 202

Necht’ A, B jsou Banachovy algebry. Pokud B je
komutativni a polojednoducha, pak kazdy
homomorfismus z A do B je automaticky spojity.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



4. Multiplikativni linearni funkcionaly

Definice 201

Komutativni algebra A se nazyva polojednoducha, pokud
A(A) oddéluje body A, tj. pokud

N{Kery; ¢ € A(A)} = {0}.

Véta 202

Necht’ A, B jsou Banachovy algebry. Pokud B je
komutativni a polojednoducha, pak kazdy
homomorfismus z A do B je automaticky spojity.

Dusledek 203

Necht’ A je komutativni polojednoducha algebra. Pak
vsechny normy na A, ve kterych je A Banachova algebra,
jsou ekvivalentni.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



5. Gelfandova transformace

alni analyza 1 IV. Banachovy algebry



5. Gelfandova transformace

Definice 204
Necht A je Banachova algebra nad K. Pro x € A

definujeme X: A(A) — K predpisem X() = o(x), 1.
X = ex[a(a)- Funkci X fikdme Gelfandova transformace

prvku x.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



5. Gelfandova transformace

Definice 204

Necht A je Banachova algebra nad K. Pro x € A
definujeme X: A(A) — K predpisem X() = o(x), 1.

X = ex[a(a)- Funkci X fikdme Gelfandova transformace
prvku x.

Véta 205

Necht’ A je komplexni komutativni Banachova algebra
ax € A. Ma-li A jednotku, pak Rng X = o(x). Nema-li A
jednotku, pak o(x) \ {0} ¢ RngXx C o(x).

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



5. Gelfandova transformace

Definice 204

Necht A je Banachova algebra nad K. Pro x € A
definujeme X: A(A) — K predpisem X() = o(x), 1.

X = ex[a(a)- Funkci X fikdme Gelfandova transformace
prvku x.

Véta 205

Necht A je komplexni komutativni Banachova algebra
ax € A. Ma-li A jednotku, pak Rng X = o(x). Nema-li A
jednotku, pak o(x) \ {0} ¢ RngXx C o(x).

Dusledek 206

Necht A je komplexni komutativni Banachova algebra
ax e A Pak|x|| = r(x).

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



5. Gelfandova transformace

Definice 207
Necht A je Banachova algebra. Zobrazeni
[ A— Co(A(A)), I'(x) = X nazyvame Gelfandovou

transformaci algebry A.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



5. Gelfandova transformace

Definice 207

Necht A je Banachova algebra. Zobrazeni

[ A— Co(A(A)), I'(x) = X nazyvame Gelfandovou
transformaci algebry A.

Tvrzeni 208
Necht' A je Banachova algebra aT je jeji Gelfandova
transformace. Pak plati nasledujici tvrzeni:

(a) T je homomorfismus.

(b) Podalgebra T (A) C Co(A(A)) oddéluje body A(A).

(c) T je prosta, prave kdyz A(A) oddéluje body A, {j.
pravé tehdy, pokud A je komutativni a
polojednoducha.

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



5. Gelfandova transformace

Véta 209

Necht’' A je komplexni komutativni Banachova algebra a T
je jeji Gelfandova transformace. Pak plati nasledujici
tvrzeni:

(a) T je spojity homomorfismus a ||I'|| < 1.

(b) T je izomorfismus do, pravé kdyz existuje K > 0
takové, Ze || x?|| > K||x||? pro kaZdé x € A.

(c) T je izometrie do pravé tehdy, kdyZ || x?|| = ||x||? pro
kazZde x € A.

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



5. Gelfandova transformace

Definice 210

Necht A je pologrupa a M C A. Pak mnozina

M = {a € A; ax = xa pro kazdé x € M}, tj. mnozina
vSech prvku A komutujicich s kazdym prvkem M, se
nazyva komutant mnoziny M.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



5. Gelfandova transformace

Definice 210

Necht A je pologrupa a M C A. Pak mnozina

M = {a € A; ax = xa pro kazdé x € M}, tj. mnozina
vSech prvku A komutujicich s kazdym prvkem M, se
nazyva komutant mnoziny M.

Tvrzeni 211
Necht’ A je pologrupa a M C A. Pak plati nasledujici
tvrzeni:

(@) M c (M°)e.
(b) MnoZina M° N (M¢)¢ komutuje.
(c) Pokud komutuje M, pak komutuje téz (M°)°.

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



5. Gelfandova transformace

Tvrzeni 212
Necht A je algebra a M C A. Pak plati nasledujici tvrzeni:

(a) M je podalgebra A.

(b) Ma-li A jednotku, pak e € M°.
(c) Je-li A normovana, pak M¢ je uzavrena.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



5. Gelfandova transformace

Tvrzeni 212
Necht A je algebra a M C A. Pak plati nasledujici tvrzeni:

(a) M je podalgebra A.
(b) Ma-li A jednotku, pak e € M°.
(c) Je-li A normovana, pak M¢ je uzavrena.

Tvrzeni 213

Necht' A je algebra s jednotkou e a necht M C A
komutuje. Pak B = (M°)° je komutativni algebra

s jednotkou e, M C B a B* = A* N B. Tedy pro kazdé
x € B plati, Ze oa(x) = op(x).

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



5. Gelfandova transformace

Véta 214

Necht A je komplexni Banachova algebra a x,y € A spolu
komutuji. Pak plati nasledujici:

(@) o(x+y) Ca(x)+oly) ao(xy) C o(x)o(y).

(b) rix+y) < r(x)+r(y) ar(xy) < r(x)r(y).

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



6. B*-algebry

Funkcionalni analyza 1



6. B*-algebry

Véta 215

Necht H, H. jsou Hilbertovy prostory a T € L(H;, Hy).
Pak existuje jednoznacné urceny operator T* € L(H., H;)
takovy, Ze pro kazdé y € H, a x € H, plati

<TX,y>H2 = <X= T*y>H1'

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



6. B*-algebry

Véta 215

Necht H,, H. jsou Hilbertovy prostory a T € L(H;, Ha).
Pak existuje jednoznacné urceny operator T* € L(H., H;)
takovy, Ze pro kazdé y € H, a x € H, plati

<TX,y>H2 = <X= T*y>H1'
Déle plati, Ze T* = I o T* o b, kde |;: Hj— H;, j=1,2

jsou prislusné sdruzené linearni izometrie
z Léwigovy-Fréchetovy-Rieszovy vety.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



6. B*-algebry

Véta 215

Necht H, H. jsou Hilbertovy prostory a T € L(H;, Hy).
Pak existuje jednoznacné urceny operator T* € L(H., H;)
takovy, Ze pro kazdé y € H, a x € H, plati

<TX,y>H2 = <X= T*y>H1'

Déle plati, Ze T* = I o T* o b, kde |;: Hj— H;, j=1,2
jsou prislusné sdruzené linearni izometrie

z Léwigovy-Fréchetovy-Rieszovy vety.

Definice 216

Operator T* z pfedchazejici véty nazyvame hilbertovsky
adjungovanym operatorem k T.

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



6. B*-algebry

Véta 217
Necht H;, H,, Hs jsou Hilbertovy prostory.

(@) Je-liT € L(Hy,Hy), je T =(T*)*=T.
(b) Zobrazeni T — T* je sdruZené linearni izometrie
E(H1, Hg) na ,C(Hg, H1)
(c) Necht' T € L(Hy,H>) a S € L(H», H3). Pak
(So T)*=T*o S*. Dale (ldy,)* = Idy,.
(d) Necht' T € L(Hy, H.). Pak
IT* o Tl =T o T*| =T
(e) T* je izomorfismus, pravée kdyz T je izomorfismus.
(f) T* je kompaktni, pravé kdyZ T je kompaktni.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



6. B*-algebry

Definice 218
Necht A je algebra nad K. Zobrazeni *: A — A se nazyva
algebrova involuce, pokud ma nasledujici vlastnosti:

@ (Xx+y) =x"+y* prokazdé x,y € A,

@ (\x)* = \x*prokazdé x € Aa A € K,

@ (xy)* = y*x* prokazdé x,y € A,

@ (x*)* = x pro kazdé x € A (tj. zobrazeni * je involuce).

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



6. B*-algebry

Definice 218
Necht A je algebra nad K. Zobrazeni *: A — A se nazyva
algebrova involuce, pokud ma nasledujici vlastnosti:

@ (X+y) = x*+ y*prokazdé x,y € A,

@ (Ax)* = A\x* prokazdé x ¢ Aa A € K,

@ (xy)* = y*x* pro kazdé x, y € A,

@ (x*)* = x pro kazdé x € A (tj. zobrazeni * je involuce).
Algebre, na které je definovana algebrova involuce,
budeme fikat algebra s involuci.

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



6. B*-algebry

Fakt 219
Necht’ A je algebra s involuci. Pak (a, «)* = (a*, @) pro
(a, ) € A. je involuce na A. rozsitujici involuci z A.

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



6. B*-algebry

Fakt 219
Necht’ A je algebra s involuci. Pak (a, «)* = (a*, @) pro
(a, ) € A. je involuce na A. rozsitujici involuci z A.

Tvrzeni 220

Necht’ A je algebra s involuci a x € A. Pak plati

nasledujici tvrzeni:

(a) Je-li e leva nebo prava jednotka v A, pak e je
jednotka a e* = e.

(b) Necht A ma jednotku. Pak x € A* prave tehdy, kdyz
x* € AX. V tomto pripadé pak (x*)~' = (x~')*.

(c) A € o(x) pravé tehdy, kdyz X € o(x*).

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



6. B*-algebry

Tvrzeni 221
Necht A je komutativni polojednoducha Banachova
algebra. Pak kazda involuce na A je spojita.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



6. B*-algebry

Definice 222
Banachova algebra A s involuci se nazyva B*-algebra,
pokud pro kazdé x € A je

[Ix*x1 = [1x][*.

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



6. B*-algebry

Definice 222
Banachova algebra A s involuci se nazyva B*-algebra,
pokud pro kazdé x € A je

[Ix*x1 = [1x][*.

Lemma 223
Necht' A je normovana algebra s involuci. Pak nasledujici
z‘vrzen/' jsou ekvivalentni:

) |[x*x|| > ||x||? pro kaZdé x € A.
) | xx*|| > ||x||? pro kaZdé x € A.

(iii) [[x*x|| = ||x||? pro kaZzdé x € A.
(iv) |lxx*|| = ||x||? pro kazdé x € A.
Ve vsech pripadech je pak || x*|| = ||x|| pro kaZzdé x € A.

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



6. B*-algebry

Tvrzeni 224

Necht A je B*-algebra bez jednotky. Pak na A. s involuci
z Faktu 219 existuje norma |||-||| rozSifujici pivodni normu
na A (a ekvivalentni normé z Tvrzeni 148) takova, zZe A. je
Br-algebra.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



6. B*-algebry

Definice 225
Necht' A je algebra s involuci. Prvek x € A se nazyva
samoadjungovany, pokud x* = x.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



6. B*-algebry

Definice 225
Necht' A je algebra s involuci. Prvek x € A se nazyva
samoadjungovany, pokud x* = x.

Fakt 226

Necht A je algebra s involuci a x € A. Pak plati

nasledujici tvrzeni:

(@) Prvky x + x*, x*x, xx*, a v komplexnim pripade
i prvek i(x — x*) jsou samoadjungované.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



6. B*-algebry

Definice 225
Necht' A je algebra s involuci. Prvek x € A se nazyva
samoadjungovany, pokud x* = x.

Fakt 226

Necht A je algebra s involuci a x € A. Pak plati

nasledujici tvrzeni:

(@) Prvky x + x*, x*x, xx*, a v komplexnim pripade
i prvek i(x — x*) jsou samoadjungované.

(b) Je-li x samoadjungovany, je samoadjungovany
iprvek tx prot € R.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



6. B*-algebry

Definice 225
Necht' A je algebra s involuci. Prvek x € A se nazyva
samoadjungovany, pokud x* = x.

Fakt 226

Necht A je algebra s involuci a x € A. Pak plati

nasledujici tvrzeni:

(@) Prvky x + x*, x*x, xx*, a v komplexnim pripade
i prvek i(x — x*) jsou samoadjungované.

(b) Je-li x samoadjungovany, je samoadjungovany
iprvek tx prot € R.

(c) Je-li A komplexni, pak existuji jednoznacné urcené
samoadjungované prvky u, v € A takoveé, Ze
X = U+ iv. Pro né pak plati, Ze x* = u — iv.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



6. B*-algebry

Definice 227
Necht A je algebra s involuci.

@ Prvek x € A se nazyva normalni, pokud komutuje
s x*, tj. pokud x*x = xx*.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



6. B*-algebry

Definice 227
Necht A je algebra s involuci.

@ Prvek x € A se nazyva normalni, pokud komutuje
s x*, tj. pokud x*x = xx*.

@ Pokud A m4 jednotku, pak prvek x € A se nazyva
unitarni, spliuje-li rovnosti x*x = xx* = e, neboli
x = x*.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



6. B*-algebry

Véta 228
Necht' A je B*-algebra a x € A.

(a) Je-li x normalni, pak ||x"|| = ||x||” pro kazdé ne N a
pro A komplexni je r(x) = ||x||.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



6. B*-algebry

Véta 228

Necht' A je B*-algebra a x € A.

(a) Je-li x normalni, pak ||x"|| = ||x||” pro kazdé ne N a
pro A komplexni je r(x) = ||x||.

(b) Je-li A komplexni, pak r(x*x) = r(xx*) = || x]|?.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



6. B*-algebry

Véta 228
Necht' A je B*-algebra a x € A.

(a) Je-li x normalni, pak ||x"|| = ||x||” pro kazdé ne N a
pro A komplexni je r(x) = ||x||.

(b) Je-li A komplexni, pak r(x*x) = r(xx*) = || x]|?.

(c) Ma-li A jednotku a x je unitarni, pak ||x|| =1 a
ox)c{reK; |A| =1}

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



6. B*-algebry

Véta 228
Necht' A je B*-algebra a x € A.

(a) Je-li x normalni, pak ||x"|| = ||x||” pro kazdé ne N a
pro A komplexni je r(x) = ||x||.

(b) Je-li A komplexni, pak r(x*x) = r(xx*) = || x]|?.

(c) Ma-li A jednotku a x je unitarni, pak ||x|| =1 a
ox)c{reK; |A| =1}

(d) Je-li x samoadjungovany, pak o(x) C R.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



6. B*-algebry

Dusledek 229
Necht’ A je komplexni algebra s involuci. Pak na A
existuje nejvyse jedna norma, se kterou A je B*-algebra.

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



6. B*-algebry

Definice 230
Necht A a B jsou algebry s involuci. Pak algebrovy
homomorfismus ¢: A — B nazyvame *-homomorfismus,

pokud zachovava operaci *, tj. ®(x*) = ®(x)* pro kazdé
x € A.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



6. B*-algebry

Definice 230

Necht A a B jsou algebry s involuci. Pak algebrovy
homomorfismus ¢: A — B nazyvame *-homomorfismus,
pokud zachovava operaci *, tj. ®(x*) = ®(x)* pro kazdé
x € A

Dulsledek 231

Necht A je komplexni B*-algebra. Pak kaZdy
multiplikativni linearni funkcional na A je
*-homomorfismus.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



6. B*-algebry

Definice 230

Necht A a B jsou algebry s involuci. Pak algebrovy
homomorfismus ¢: A — B nazyvame *-homomorfismus,
pokud zachovava operaci *, tj. ®(x*) = ®(x)* pro kazdé
x € A

Dulsledek 231

Necht A je komplexni B*-algebra. Pak kaZdy
multiplikativni linearni funkcional na A je
*-homomorfismus.

Dusledek 232

Necht A, B jsou komplexni B*-algebry a®: A — B je
*-homomorfismus. Pak & je automaticky spojity a navic
| < 1.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



6. B*-algebry

Dusledek 233

Necht’' A je komplexni B*-algebra a B je jeji
B*-podalgebra. Pokud A a B maji spolecnou jednotku, pak
B*=A*NnB.

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



6. B*-algebry

Dusledek 233

Necht' A je komplexni B*-algebra a B je jeji
B*-podalgebra. Pokud A a B maji spolecnou jednotku, pak
B* = A* n B. Dale necht x € B. Pokud B ma jednotku,
ktera neni jednotkou v A, pak oa(x) = og(x) U {0},

v ostatnich pripadech je oa(x) = og(X).

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



6. B*-algebry

Véta 234 (I. M. Gelfand a M. A. Najmark (1943))

Necht’' A je komplexni komutativni B~-algebra. Pak

Gelfandova transformace je izometricky *-izomorfismus A
na Co(A(A)).

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



6. B*-algebry

Dusledek 235
Komplexni komutativni B*-algebra A ma jednotku, prave

kdyz A(A) je kompakini.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



6. B*-algebry

Dusledek 235
Komplexni komutativni B*-algebra A ma jednotku, prave

kdyz A(A) je kompakini.

Dusledek 236
Necht A a B jsou komplexni komutativni B*-algebry. Pak
nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) A a B jsou izometricky *-izomorfni.
(i) A a B jsou algebraicky izomorfni.
(i) Prostory A(A) a A(B) jsou homeomorfni.

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



6. B*-algebry

Véta 237 (I. M. Gelfand a M. A. Najmark (1943),
|. Kaplansky (1953))

KaZdou komplexni B*-algebru Ize izometrickym
*-izomorfismem vnofit do L(H) pro vhodny komplexni
Hilbertuv prostor H.

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



7. Spojity kalkulus pro normalni prvky B*-algeber

ni analyza 1 IV. Banachovy algebry



7. Spojity kalkulus pro normalni prvky B*-algeber

Véta 238 (Bent Fuglede (1950), Calvin R.
Putnam (1951))

Necht' A je komplexni B*-algebra, x € A, a necht a,b € A
jsou normalni a plati, Ze ax = xb. Pak a*x = xb*.

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



7. Spojity kalkulus pro normalni prvky B*-algeber

Definice 239
Necht A je algebra a M C A. Algebrovym obalem M
nazveme mnozinu

algM = (){B > M; B je podalgebra A}.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



7. Spojity kalkulus pro normalni prvky B*-algeber

Definice 239
Necht A je algebra a M C A. Algebrovym obalem M
nazveme mnozinu

algM = (){B > M; B je podalgebra A}.

Tvrzeni 240
Necht A je algebra a M C A. Pak
algM = span{xixza--- Xp; X1,...,Xn € M, n € N}.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



7. Spojity kalkulus pro normalni prvky B*-algeber

Definice 241
Necht A je normovand algebra a M C A. Pak definujeme
uzavreny algebrovy obal M jako

algM = ({B > M. B je uzaviena podalgebra A}.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



7. Spojity kalkulus pro normalni prvky B*-algeber

Definice 241
Necht A je normovand algebra a M C A. Pak definujeme
uzavreny algebrovy obal M jako

algM = ({B > M. B je uzaviena podalgebra A}.

Tvrzeni 242
Necht’' A je normovana algebra a M C A. Pak

algM = alg M.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



7. Spojity kalkulus pro normalni prvky B*-algeber

Fakt 243

Necht' A, B jsou algebry a M C A. Pak kaZdy algebrovy
homomorfismus ®: alg M — B je jednoznacné uréen
svymi hodnotami na M.

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



7. Spojity kalkulus pro normalni prvky B*-algeber

Fakt 243

Necht' A, B jsou algebry a M C A. Pak kaZdy algebrovy
homomorfismus ®: alg M — B je jednoznacné uréen
svymi hodnotami na M. Jsou-li A, B normované algebry,
pak kazdy spojity algebrovy homomorfismus

®: algM — B je jednoznaéné uréen svymi hodnotami
na M.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



7. Spojity kalkulus pro normalni prvky B*-algeber

Tvrzeni 244

Necht’' A je B*-algebra a necht M C A komutuje a je
uzaviena na involuci. Pak alg M je komutativni
B*-podalgebra A.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



7. Spojity kalkulus pro normalni prvky B*-algeber

Necht A je komplexni B*-algebra s jednotkou a x € A je
normalni. Polozme B = alg{e, x, x*}. Pak mGzeme
definovat

f(x) = Tg' (f o Ta(x)). (1)

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



Véta 245 (spojity kalkulus)
Necht A je komplexni B*-algebra s jednotkou, x € A je normaini

afe C(a(x)). Zobrazeni d: C(o(x)) — A, kde ®(g) = g(x) je definovano
vzorcem (1), ma nasledujici vlastnosti:

(a) & je izometricky *-izomorfismus C(o(x)) na B = alg{e, x, x*}, pro ktery
navic (1) = e a®(Ild) = x.



Véta 245 (spojity kalkulus)
Necht A je komplexni B*-algebra s jednotkou, x € A je normaini

afe C(a(x)). Zobrazeni d: C(o(x)) — A, kde ®(g) = g(x) je definovano
vzorcem (1), ma nasledujici vlastnosti:

(a) & je izometricky *-izomorfismus C(o(x)) na B = alg{e, x, x*}, pro ktery
navic (1) = e a®(Ild) = x.

(b) f(x) € A*, pravé kdyz f()\) # 0 pro kazdé \ € o(x). V tom pfipadé je
) = 1(x).



Véta 245 (spojity kalkulus)
Necht A je komplexni B*-algebra s jednotkou, x € A je normaini

afe C(a(x)). Zobrazeni d: C(o(x)) — A, kde ®(g) = g(x) je definovano
vzorcem (1), ma nasledujici vlastnosti:

(a) & je izometricky *-izomorfismus C(o(x)) na B = alg{e, x, x*}, pro ktery
navic (1) = e a®(Ild) = x.

(b) f(x) € A*, pravé kdyz f()\) # 0 pro kazdé \ € o(x). V tom pfipadé je
) = 1(x).

(c) f(x) je samoadjungovany pravé tehdy, kdyZ f je redina.



Véta 245 (spojity kalkulus)
Necht A je komplexni B*-algebra s jednotkou, x € A je normaini

afe C(o(x)). Zobrazeni d: C(a(x)) — A, kde ®(g) = g(x) je definovano
vzorcem (1), ma nasledujici vlastnosti:

(a) & je izometricky *-izomorfismus C(o(x)) na B = alg{e, x, x*}, pro ktery
navic (1) = e a®(Ild) = x.

(b) f(x) € A*, pravé kdyz f()\) # 0 pro kazdé \ € o(x). V tom pfipadé je
) = 1(x).

(c) f(x) je samoadjungovany pravé tehdy, kdyZ f je redina.

(d) o(f(x)) = f(o(x)) (véta o obrazu spektra).



Véta 245 (spojity kalkulus)
Necht A je komplexni B*-algebra s jednotkou, x € A je normaini

afe C(o(x)). Zobrazeni d: C(a(x)) — A, kde ®(g) = g(x) je definovano
vzorcem (1), ma nasledujici vlastnosti:

(a) & je izometricky *-izomorfismus C(o(x)) na B = alg{e, x, x*}, pro ktery
navic (1) = e a®(Ild) = x.

(b) f(x) € A*, pravé kdyz f()\) # 0 pro kazdé \ € o(x). V tom pfipadé je
) = 1(x).

(c) f(x) je samoadjungovany pravé tehdy, kdyZ f je redina.

(d) o(f(x)) = f(o(x)) (véta o obrazu spektra).

(e) PokudV: C(o(x)) — A je spojity *-homomorfismus, pro ktery
V(1) =eaV(ld) =x, pak ¥V = o.



Véta 245 (spojity kalkulus)
Necht A je komplexni B*-algebra s jednotkou, x € A je normaini

afe C(o(x)). Zobrazeni d: C(a(x)) — A, kde ®(g) = g(x) je definovano
vzorcem (1), ma nasledujici vlastnosti:

(a) & je izometricky *-izomorfismus C(o(x)) na B = alg{e, x, x*}, pro ktery

(

b)

(©)

(
(

d)
e)

(f)

navic (1) = e a®(Ild) = x.

f(x) € A*, pravé kdyz f(\) # 0 pro kaZzdé X\ € a(x). V tom pripadé je
()" = 3(%).

f(x) je samoadjungovany prave tehdy, kdyZ f je redina.

o(f(x)) = f(a(x)) (véta o obrazu spektra).

Pokud V: C(o(x)) — A je spojity *-homomorfismus, pro ktery

V(1) =eaV(ld) =x, pak ¥V = o.

Je-li C C A komutativni B*-podalgebra obsahujici e a x, pak
r5'(folc(x)) = f(x).



Véta 245 (spojity kalkulus)
Necht A je komplexni B*-algebra s jednotkou, x € A je normaini

afe C(o(x)). Zobrazeni d: C(a(x)) — A, kde ®(g) = g(x) je definovano
vzorcem (1), ma nasledujici vlastnosti:

(@)
(b)

(©)
(d)

® je izometricky * -izomorfismus C(o(x)) na B = alg{e, x, x*}, pro ktery
navic (1) = e a®(Ild) = x.

f(x) € A*, pravé kdyz f()\) # 0 pro kazdé \ € o(x). V tom pfipadé je
) = 1(x).

f(x) je samoadjungovany prave tehdy, kdyZ f je redina.

o(f(x)) = f(a(x)) (véta o obrazu spektra).

Pokud V: C(o(x)) — A je spojity *-homomorfismus, pro ktery
V(1) =eaV(ld) =x, pak ¥V = o.

Je-li C C A komutativni B*-podalgebra obsahujici e a x, pak
rg'(fole(x)) = f(x).

Pokud g € C(f(a(x))), pak (g o f)(x) = g(f(x)).



Véta 245 (spojity kalkulus)
Necht A je komplexni B*-algebra s jednotkou, x € A je normaini

afe C(o(x)). Zobrazeni d: C(a(x)) — A, kde ®(g) = g(x) je definovano
vzorcem (1), ma nasledujici vlastnosti:

(@)
(b)

(©)
(d)

® je izometricky * -izomorfismus C(o(x)) na B = alg{e, x, x*}, pro ktery
navic (1) = e a®(Ild) = x.

f(x) € A*, pravé kdyz f()\) # 0 pro kazdé \ € o(x). V tom pfipadé je
) = 1(x).

f(x) je samoadjungovany prave tehdy, kdyZ f je redina.

o(f(x)) = f(a(x)) (véta o obrazu spektra).

Pokud V: C(o(x)) — A je spojity *-homomorfismus, pro ktery

V(1) =eaV(ld) =x, pak ¥V = o.

Je-li C C A komutativni B*-podalgebra obsahujici e a x, pak
r5'(folc(x)) = f(x).

Pokud g € C(f(a(x))), pak (g o f)(x) = g(f(x)).

Je-lig € H(Q), kde Q2 C C je oteviené okoli o(x), pak

®(glo(x)) = V(g), kde W je holomorfni kalkulus z Véty 185.



Véta 245 (spojity kalkulus)
Necht A je komplexni B*-algebra s jednotkou, x € A je normaini

afe C(o(x)). Zobrazeni d: C(a(x)) — A, kde ®(g) = g(x) je definovano
vzorcem (1), ma nasledujici vlastnosti:

(@)
(b)

(©)
(d)

® je izometricky * -izomorfismus C(o(x)) na B = alg{e, x, x*}, pro ktery
navic (1) = e a®(Ild) = x.

f(x) € A*, pravé kdyz f()\) # 0 pro kazdé \ € o(x). V tom pfipadé je
) = 1(x).

f(x) je samoadjungovany prave tehdy, kdyZ f je redina.

o(f(x)) = f(a(x)) (véta o obrazu spektra).

Pokud V: C(o(x)) — A je spojity *-homomorfismus, pro ktery
V(1) =eaV(ld) =x, pak ¥V = o.

Je-li C C A komutativni B*-podalgebra obsahujici e a x, pak
rg'(fole(x)) = f(x).

Pokud g € C(f(a(x))), pak (g o f)(x) = g(f(x)).

Je-lig € H(Q), kde Q2 C C je oteviené okoli o(x), pak
®(glo(x)) = V(g), kde W je holomorfni kalkulus z Véty 185.

Pokud y € A komutuje s x, pak y komutuje i s f(x).



Véta 245 (spojity kalkulus)
Necht A je komplexni B*-algebra s jednotkou, x € A je normaini

afe C(o(x)). Zobrazeni d: C(a(x)) — A, kde ®(g) = g(x) je definovano
vzorcem (1), ma nasledujici vlastnosti:

(@)
(b)

(©)
(d)

® je izometricky * -izomorfismus C(o(x)) na B = alg{e, x, x*}, pro ktery
navic (1) = e a®(Ild) = x.

f(x) € A*, pravé kdyz f()\) # 0 pro kazdé \ € o(x). V tom pfipadé je
) = 1(x).

f(x) je samoadjungovany prave tehdy, kdyZ f je redina.

o(f(x)) = f(a(x)) (véta o obrazu spektra).

Pokud V: C(o(x)) — A je spojity *-homomorfismus, pro ktery
V(1) =eaV(ld) =x, pak ¥V = o.

Je-li C C A komutativni B*-podalgebra obsahujici e a x, pak
rg'(fole(x)) = f(x).
Pokud g € C(f(a(x))), pak (g o f)(x) = g(f(x)).

Je-lig € H(Q), kde Q2 C C je oteviené okoli o(x), pak
®(glo(x)) = V(g), kde W je holomorfni kalkulus z Véty 185.

Pokud y € A komutuje s x, pak y komutuje i s f(x).
Je-li0 € o(x) a f(0) = 0, pak f(x) € alg{x, x*}.



Véta 245 (spojity kalkulus)
Necht A je komplexni B*-algebra s jednotkou, x € A je normaini

afe C(o(x)). Zobrazeni d: C(a(x)) — A, kde ®(g) = g(x) je definovano
vzorcem (1), ma nasledujici vlastnosti:

(@)
(b)

(©)
(d)

(i
0

® je izometricky * -izomorfismus C(o(x)) na B = alg{e, x, x*}, pro ktery
navic (1) = e a®(Ild) = x.

f(x) € A*, pravé kdyz f()\) # 0 pro kazdé \ € o(x). V tom pfipadé je
) = 1(x).

f(x) je samoadjungovany prave tehdy, kdyZ f je redina.

o(f(x)) = f(a(x)) (véta o obrazu spektra).

Pokud V: C(o(x)) — A je spojity *-homomorfismus, pro ktery
V(1) =eaV(ld) =x, pak ¥V = o.

Je-li C C A komutativni B*-podalgebra obsahujici e a x, pak
rg'(fole(x)) = f(x).

Pokud g € C(f(a(x))), pak (g o f)(x) = g(f(x)).

Je-lig € H(Q), kde Q2 C C je oteviené okoli o(x), pak
®(glo(x)) = V(g), kde W je holomorfni kalkulus z Véty 185.

Pokud y € A komutuje s x, pak y komutuje i s f(x).
Je-li0 € o(x) a f(0) = 0, pak f(x) € alg{x, x*}.

Nema-Ii A jednotku, provedeme celou konstrukci v A.. Pokud pro f € C(o(x))
plati, Ze f(0) = 0, pak f(x) € A.



8. Nezaporné prvky B*-algeber

alni analyza 1 IV. Banachovy algebry



8. Nezaporné prvky B*-algeber

Definice 246

Necht A je algebra s involucia x € Aje
samoadjungovany. Rekneme, Ze x je nezaporny, pokud
o(x) C [0, +00).

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



8. Nezaporné prvky B*-algeber

Definice 246
Necht A je algebra s involucia x € Aje
samoadjungovany. Rekneme, ze x je nezaporny, pokud

o(x) C [0, +00).
Tvrzeni 247
Necht’ A je algebra s involuci a x, y € A jsou nezaporné.
(a) Je-lit > 0, pak tx je nezaporny.
(b) Je-li A komplexni B*-algebra, pak x + y je nezaporny.
(c) Je-li A komplexni Banachova algebra a x a y spolu
komutuji, pak xy je nezaporny.

Funkcionalni analyza 1 IV. Banachovy algebry



8. Nezaporné prvky B*-algeber

Fakt 248
Necht' A je komplexni B*-algebra a x € A.

(a) Je-li x nezaporny, pak |x| = x.

(b) Je-li x samoadjungovany, pak |x|? = x2.

(c) Je-li x nezdporny, pak (v/x ) = x. Navic \/x je jediné
nezaporné y € A takové, Ze y® = x.

(d) Je-li x samoadjungovany, pak v/x? = |x|.

Funkciondlni analyza 1 IV. Banachovy algebry



1. Zakladni vlastnosti

V. Operatory na Hilbertovych prostorech

Funkcionalni analyza 1 V. Operatory na Hilbertovych prostorech



1. Zakladni vlastnosti

Véta 249

Jsou-li Hy, H. Hilbertovy prostory a T € L(H;, H.), pak
plati, Ze

(a) Ker T* = (Rng T)4,

(b) Ker T = (Rng T*)4,

(c) Rng T = (Ker T*)*,

(d) Rng T* = (Ker T)™.

Funkcionalni analyza 1 V. Operatory na Hilbertovych prostorech



1. Zakladni vlastnosti

Definice 250
Necht X, Y jsou vektorové prostory nad K. Zobrazeni

S: X x X — Y se nazyva seskvilinearni, pokud je linearni
v prvni soufadnici a sdruzené linearni ve druhé
souradnici.

Funkcionalni analyza 1 V. Operatory na Hilbertovych prostorech



1. Zakladni vlastnosti

Definice 250

Necht X, Y jsou vektorové prostory nad K. Zobrazeni

S: X x X — Y se nazyva seskvilinearni, pokud je linearni
v prvni soufadnici a sdruzené linearni ve druhé
souradnici. V pfipadé, ze Y = K, se S nazyva
seskvilinearni forma.

Funkcionalni analyza 1 V. Operatory na Hilbertovych prostorech



1. Zakladni vlastnosti

Tvrzeni 251 (polariza¢ni vzorec)

Necht X, Y jsou vektorové prostory nad K a
S: X x X =Y je seskvilinearni zobrazeni. Pak pro
vsechna x,y € X plati, Ze

S(x,¥)+S(y,x) =5 (S(x+y.x+y)—Sx -y, x—y)).

N —

Funkcionalni analyza 1 V. Operatory na Hilbertovych prostorech



1. Zakladni vlastnosti

Tvrzeni 251 (polariza¢ni vzorec)

Necht X, Y jsou vektorové prostory nad K a

S: X x X =Y je seskvilinearni zobrazeni. Pak pro
vsechna x,y € X plati, Ze

S(x,y)+ S(y,x) = %(S(X+y,x+y) - S(x—y,x—y)).

Je-liK = C, pak pro vsechna x,y € X plati, Ze

1
S(x.y) = 7 (S(x+y. x+y) = S(x -y, x = y)+

+iS(x + iy, x + iy) — iS(x — iy, x — iy)).

Funkcionalni analyza 1 V. Operatory na Hilbertovych prostorech



1. Zakladni vlastnosti

Véta 252

Necht X je prostor se skalarnim soucinema T: X — X je
linearni operator. Necht dale plati alespori jedna z
nasledujicich podminek:

@ X je komplexni.
@ X je Hilbertav a T je spojity a samoadjungovany.
Jestlize (Tx, x) = 0 pro kazdé x € X, pak T = 0.

Funkcionalni analyza 1 V. Operatory na Hilbertovych prostorech



1. Zakladni vlastnosti

Véta 252

Necht X je prostor se skalarnim soucinema T: X — X je
linearni operator. Necht dale plati alespori jedna z
nasledujicich podminek:

@ X je komplexni.

@ X je Hilbertuv a T je spojity a samoadjungovany.
Jestlize (Tx, x) = 0 pro kazdé x € X, pak T = 0.
Dusledek 253
Necht' X je prostor se skalarnim sou¢inema S, T: X — X
jsou linearni operatory. Necht dale plati alesporn jedna z
nasledujicich podminek:

@ X je komplexni.

@ X je Hilbertuv a S, T jsou spojité

a samoadjungovane.
Pokud {Sx, x) = {Tx, x) pro kazdé x ¢ X, pak S=T.

Funkcionalni analyza 1 V. Operatory na Hilbertovych prostorech



1. Zakladni vlastnosti

Definice 254

Necht X je normovany lineérni prostor a S je
seskvilinearni forma na X. Rekneme, e S je omezena,
pokud sup, ,. g, |S(X, ¥)| < +oo. V tom pfipadé klademe

151 = supy yeq, |S(X; ¥)l-

Funkcionalni analyza 1 V. Operatory na Hilbertovych prostorech



1. Zakladni vlastnosti

Definice 254

Necht X je normovany lineérni prostor a S je
seskvilinearni forma na X. Rekneme, e S je omezena,
pokud sup, ,. g, |S(X, ¥)| < +oo. V tom pfipadé klademe

151 = supy yeq, |S(X; ¥)l-

Tvrzeni 255

Necht H je Hilbertuv prostor. Je-li S omezena
seskvilinearni forma na H, pak existuje jednoznacne
urceny T € L(H) takovy, Ze S(x,y) = (Tx, y) pro
vSechna x,y € H. Navic plati, ze || T|| = || S||.

Funkcionalni analyza 1 V. Operatory na Hilbertovych prostorech



1. Zakladni vlastnosti

Véta 256
Necht H je Hilbertiv prostor a T € L(H). Pak nasledujici
tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) T je normalni.
(i) (T*x, T*y) = (Tx, Ty) pro kaZdé x,y € H.
(iii) ||T*x|| = || Tx|| pro kazdé x € H.

Funkcionalni analyza 1 V. Operatory na Hilbertovych prostorech



1. Zakladni vlastnosti

Definice 257
Necht X je normovany linearni prostornad K a T € £(X).

Cislo A € K nazyvame pribliznym vlastnim &islem
operatoru T, pokud existuje posloupnost {x,} C Sx
takova, ze (Al — T)x, — 0.

Funkcionalni analyza 1 V. Operatory na Hilbertovych prostorech



1. Zakladni vlastnosti

Definice 257

Necht X je normovany linearni prostornad K a T € £(X).
Cislo A € K nazyvame pribliznym vlastnim &islem
operatoru T, pokud existuje posloupnost {x,} C Sx
takova, ze (A — T)x, — 0. Mnozina v8ech pfibliznych
vlastnich Cisel operatoru T se nazyva priblizné bodové
spektrum operéatoru T a znaci se o,,(T).

Funkcionalni analyza 1 V. Operatory na Hilbertovych prostorech



1. Zakladni vlastnosti

Definice 257

Necht X je normovany linearni prostornad K a T € £(X).
Cislo A € K nazyvame pribliznym vlastnim &islem
operatoru T, pokud existuje posloupnost {x,} C Sx
takova, ze (A — T)x, — 0. Mnozina v8ech pfibliznych
vlastnich Cisel operatoru T se nazyva priblizné bodové
spektrum operéatoru T a znaci se o,,(T).

Fakt 258

Necht' X je normovany linearni prostornadK a T € L(X).
Pak )\ € K je pribliznym vilastnim Cislem T, prave kdyz

M — T neni izomorfismus do.

Funkcionalni analyza 1 V. Operatory na Hilbertovych prostorech



1. Zakladni vlastnosti

Definice 259

Necht X je prostor se skalarnim soucinem a T € L(X).
Mnozina Nr = {(Tx, x); x € Sx} se nazyva numericky
range operatoru T.

Funkcionalni analyza 1 V. Operatory na Hilbertovych prostorech



1. Zakladni vlastnosti

Fakt 260

Necht' X je normovany linearni prostor takovy, Ze

dim Xz > 1 (4. X je bud’ komplexni, nebo realny dimenze
alespori 2). Pak Sx je kfivkové souvisla.

Funkcionalni analyza 1 V. Operatory na Hilbertovych prostorech



1. Zakladni vlastnosti

Tvrzeni 261

Necht X je prostor se skalarnim soucinem nad K

aT e L(X).

(@) Nuiigr = a+ N7 pro libovolna o, 5 € K.

(b) Je-lidim Xg > 1, pak mnoZina Nr je kfivkove
souvisla.

(¢) op(T) € Nr C Bx(0. [ T1]).

(d) 0.,(T) C Nr. Je-li X Hilbertuv, pak
o(T)\ 05p(T) C Ny, atedy o(T) C Nr.

Funkcionalni analyza 1 V. Operatory na Hilbertovych prostorech



1. Zakladni vlastnosti

Fakt 262
Necht A je algebra nad K s jednotkou a involuci, x € A je
normalni a A € K. Pak Ae — x je normailni.

Funkcionalni analyza 1 V. Operatory na Hilbertovych prostorech



1. Zakladni vlastnosti

Véta 263
Necht' H je Hilbertav prostor a T € L(H) je normalni. Pak
plati nasledujici tvrzeni:

(a) Ker T = Ker T*.

Funkcionalni analyza 1 V. Operatory na Hilbertovych prostorech



1. Zakladni vlastnosti

Véta 263
Necht' H je Hilbertav prostor a T € L(H) je normalni. Pak
plati nasledujici tvrzeni:

(a) Ker T = Ker T*.
(b) Rng T je husty v H pravé tehdy, kdyz T je prosty.

Funkcionalni analyza 1 V. Operatory na Hilbertovych prostorech



1. Zakladni vlastnosti

Véta 263
Necht' H je Hilbertav prostor a T € L(H) je normalni. Pak
plati nasledujici tvrzeni:

(a) Ker T = Ker T*.

(b) Rng T je husty v H pravé tehdy, kdyz T je prosty.

(c) T je invertibilni prave tehdy, kdyZ existuje ¢ > 0 tak,
Ze || Tx|| > c||x|| pro kaZzdé x € H.

Funkcionalni analyza 1 V. Operatory na Hilbertovych prostorech



1. Zakladni vlastnosti

Véta 263

Necht' H je Hilbertav prostor a T € L(H) je normalni. Pak

plati nasledujici tvrzeni:

(a) Ker T = Ker T*.

(b) Rng T je husty v H pravé tehdy, kdyz T je prosty.

(c) T je invertibilni prave tehdy, kdyZ existuje ¢ > 0 tak,
Ze || Tx|| > c||x|| pro kaZzdé x € H.

(d) o(T) = oup(T).

Funkcionalni analyza 1 V. Operatory na Hilbertovych prostorech



1. Zakladni vlastnosti

Véta 263

Necht' H je Hilbertav prostor a T € L(H) je normalni. Pak

plati nasledujici tvrzeni:

(a) Ker T = Ker T*.

(b) Rng T je husty v H pravé tehdy, kdyz T je prosty.

(c) T je invertibilni prave tehdy, kdyZ existuje ¢ > 0 tak,
Ze || Tx|| > c||x|| pro kaZzdé x € H.

(d) o(T) = oup(T).

(e) X\ € o,(T) pravé tehdy, kdyz X € o,(T*). Vlastni
prostor T prislusny viastnimu &islu )\ je shodny

s vlastnim prostorem T* prislusnym viastnimu &islu
A

Funkcionalni analyza 1 V. Operatory na Hilbertovych prostorech



1. Zakladni vlastnosti

Véta 263

Necht’ H je Hilbertav prostor a T € L(H) je normalni. Pak

plati nasledujici tvrzeni:

(a) Ker T = Ker T*.

(b) Rng T je husty v H pravé tehdy, kdyz T je prosty.

(c) T je invertibilni prave tehdy, kdyZ existuje ¢ > 0 tak,
Ze || Tx|| > c||x|| pro kaZzdé x € H.

(d) o(T) = oup(T).

(e) X\ € o,(T) pravé tehdy, kdyz X € o,(T*). Vlastni
prostor T prislusny viastnimu &islu )\ je shodny
s vlastnim prostorem T* prislusnym viastnimu &islu
A.

(f) Pokud A1, A2 jsou rizna vlastni Cisla T, pak
Ker(A/— T) L Ker(Ao/ — T).

Funkcionalni analyza 1 V. Operatory na Hilbertovych prostorech



1. Zakladni vlastnosti

Véta 264

Necht’ H je netrivialni Hilbertav prostora T € L(H). Pak
T je samoadjungovany, pravé kdyz (Tx, y) = (x, Ty) pro
kazde x,y € H.

Funkcionalni analyza 1 V. Operatory na Hilbertovych prostorech



1. Zakladni vlastnosti

Véta 264

Necht’ H je netrivialni Hilbertav prostora T € L(H). Pak
T je samoadjungovany, pravé kdyz (Tx, y) = (x, Ty) pro
kazdeé x,y € H. Pro T samoadjungovany plati nasledujici
tvrzeni:

(@) (Tx,x) € R pro kaZzdé x € H.

Funkcionalni analyza 1 V. Operatory na Hilbertovych prostorech



1. Zakladni vlastnosti

Véta 264
Necht’ H je netrivialni Hilbertav prostora T € L(H). Pak
T je samoadjungovany, pravé kdyz (Tx, y) = (x, Ty) pro
kazdeé x,y € H. Pro T samoadjungovany plati nasledujici
tvrzeni:
(@) (Tx,x) € R pro kaZzdé x € H.
(b) Nr C R a oznacime-li mr = inf Ny, My = sup Nr, pak
I Tl = max{[mz], [Mr[}
a{mr,Mr} C o(T) C [mr, My], a tedy Cislo || T|| nebo
—||T|| lezivo(T).
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1. Zakladni vlastnosti

Véta 264
Necht’ H je netrivialni Hilbertav prostora T € L(H). Pak
T je samoadjungovany, pravé kdyz (Tx, y) = (x, Ty) pro
kazdeé x,y € H. Pro T samoadjungovany plati nasledujici
tvrzeni:
(@) (Tx,x) € R pro kaZzdé x € H.
(b) Nr C R a oznacime-li mr = inf Ny, My = sup Nr, pak
I Tl = max{[mz], [Mr[}
a{mr,Mr} C o(T) C [mr, My], a tedy Cislo || T|| nebo
—||T|| lezivo(T).
(c) r(T) =sup{|Al; Ae Nr}=|T].

Funkcionalni analyza 1 V. Operatory na Hilbertovych prostorech



1. Zakladni vlastnosti

Tvrzeni 265
Necht H je komplexni Hilbertav prostor a T € L(H). Pak
T je samoadjungovany, prave kdyZz Nr C R.
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Tvrzeni 265
Necht H je komplexni Hilbertav prostor a T € L(H). Pak
T je samoadjungovany, prave kdyZz Nr C R.

Dulsledek 266

Necht H je Hilbertav prostora T € L(H). Je-li T
samoadjungovany, pak o(T) C [0, +o0), pravé kdyz
(Tx,x) > 0 pro kazdé x € H. Je-li H komplexni, pak T je
nezaporny (prvek algebry L(H)), pravé kdyz (Tx,x) > 0
pro kazdé x € H.
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1. Zakladni vlastnosti

Véta 267

Necht H je Hilbertiv prostor a P € L({H) je projekce. Pak
nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) P je samoadjungovana.
(i) P je normalni.
(iii) P je ortogonalni.
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1. Zakladni vlastnosti

Véta 267
Necht H je Hilbertiv prostor a P € L({H) je projekce. Pak
nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) P je samoadjungovana.
(i) P je normalni.
(iii) P je ortogonalni.

Tvrzeni 268

Necht H je Hilbertav prostor, S, T € L(H) a S je
samoadjungovany. Pak Rng S | Rng T prave tehdy, kdyz
ST =0.
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Definice 269

Necht H;, H, jsou Hilbertovy prostory. Operator

T € L(H,, H2) se nazyva unitarni, pokud T* o T = Iy,
aToT*=ly,neboli T =T
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1. Zakladni vlastnosti

Definice 269

Necht H;, H, jsou Hilbertovy prostory. Operator

T € L(H,, H2) se nazyva unitarni, pokud T* o T = Iy,
aToT*=ly,neboli T =T

Véta 270
Necht Hi, H. jsou Hilbertovy prostory a T € L(Hy, Ha).
Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) T je unitarni.
(i) Tjenaa(Tx,Ty) =(x,y) pro kaZzdé x,y € H.
(iii)y T je izometrie na.
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1. Zakladni vlastnosti

Lemma 271

Necht H;, H, jsou Hilbertovy prostory a T € L(H;, Ha).
Necht'Y je uzavieny podprostor H, takovy, ZeRngT C Y
aS e L(H,,Y) je definovany jako Sx = Tx pro x € H;.
Pak S* = T*]y.

Funkcionalni analyza 1 V. Operatory na Hilbertovych prostorech
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Véta 272

Necht H;, H, jsou komplexni Hilbertovy prostory

aT € L(Hi, H>). Pak existuje prave jedna dvojice
operatoru A € L(Hy) a U € L(Rng A,Rng T) takova, Ze
T =UoA, Ajenezaporny a U je unitarni.
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Véta 272

Necht H;, H, jsou komplexni Hilbertovy prostory

aT € L(Hi, H>). Pak existuje prave jedna dvojice
operatoru A € L(Hy) a U € L(Rng A,Rng T) takova, Ze
T =UoA, Ajenezaporny a U je unitarni.

Je-li T izomorfismus, pak A je automorfismus Hy. Je-li T
kompaktni, pak A je téZ kompaktni.
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Véta 273
Necht H je Hilbertav prostor. Pak KC(H) = F(H).
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Definice 274

Necht A je mnozinaa f: A— Aje zobrazeni. Mnozina
B C A se nazyvd invariantni vuci f, pokud f(B) C B, {j.
frBZ B — B.
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Fakt 275

Necht H je Hilbertav prostor, T € L(H) aM C H je

mnoZzina vlastnich vektori T (ne nutné vsech).

(@) Je-li'Y C H invariantni vaci T, pak Y+ je invariantni
vaci T*.

(b) span M je invariantni viaci T.

(c) Je-li T normaini, pak span M i (span M)* jsou
invariantni vaci T i T*.

(d) Necht'Y C H je uzavieny podprostor invariantni vici
TiT*. Pak(T[y)* = T*|y.Je-litedy T
samoadjungovany, resp. normaini, pak T|y € L(Y)
Je samoadjungovany, resp. normaini.
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Véta 276 (spektralni rozklad normalniho kompaktniho operatoru;
D. Hilbert (1904), Erhard Schmidt (1907))
Necht H je netrivialni Hilbertiv prostor a T € K(H). Dale pfedpokladejme, Ze
@ T je samoadjungovany, nebo
@ H je komplexnia T je normaini.
Pak existuje ortonormalni baze B prostoru H tvofena viastnimi vektory T.
Vektort z B pfislusnych nenulovym viastnim &islim T je spocetné mnoho,
a sefadime-Ii je libovolné do prosté posloupnosti {e,}N_,, N € Ny U {o0}, pak
{en} je ortonormalini baze Rng T a pro kazdé x € H je
N
Tx = An(x, €n)en,
n=1
kde X, je viastni Cislo pfislusné viastnimu vektoru en.



Véta 276 (spektralni rozklad normalniho kompaktniho operatoru;
D. Hilbert (1904), Erhard Schmidt (1907))
Necht H je netrivialni Hilbertiv prostor a T € K(H). Dale pfedpokladejme, Ze

@ T je samoadjungovany, nebo

@ H je komplexnia T je normaini.
Pak existuje ortonormalni baze B prostoru H tvofena viastnimi vektory T.
Vektord z B pr/s/usnych nenulovym vlastnim éislim T je spocetné mnoho,
a sefadime-li je libovolné do prosté posloupnosti {en}n_i, N € Ny U {oc}, pak
{en} je ortonormaini baze Rng T a pro kaZdé x € H je

N
Tx = Z An(X, €n)en,

n=1
kde X, je viastni Cislo pfislusné viastnimu vektoru en.
Je-li {\n}M_, prosta posloupnost vech viastnich &isel T a P, je ortogonaini

projekce na Ker(Anl — T), pak
M
1= Pn,
n=1

kde fada konverguje bodové bezpodminecne (1j. x = Zn"”:1 Pnx
bezpodminecné pro kazdé x € H;) a
M

T=> XiPn,

kde fada konverguje bezpodminecné v prostoru L(H).



1. Zakladni vlastnosti

Véta 277 (reprezentace kompaktniho operatoru;
E. Schmidt (1907))

Necht H;, H, jsou komplexni Hilbertovy prostory

aT e K(Hy, Hy). Pak existuje N € No U {oc}, posloupnost
kladnych ¢isel {\,}N_, a ortonormalni systémy

{u N, c Hy a{v,}N_, C H, takové, Ze pro kazdé x € H
je

N
Tx = Z An{X, Up) Vp.
n=1
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Véta 277 (reprezentace kompaktniho operatoru;
E. Schmidt (1907))

Necht H;, H, jsou komplexni Hilbertovy prostory

aT e K(Hy, Hy). Pak existuje N € No U {oc}, posloupnost
kladnych ¢isel {\,}N_, a ortonormalni systémy

{u N, C Hy a{v,}N_, C H, takové, Ze pro kazdé x € H

je
N
Tx = Z An{X, Up)Vpy

Dale {\2}N_. je posloupnost véech viastnich ¢isel
operatoru T* T, pricemz

{neN; \p= A} =dim Ker(/\l— T) pro kazdé X € C.
Tedy posloupnost {\,}N_, je uréena jednoznacné aZ na
permutaci a je-li N = oo, pak A\, — 0.

Funkcionalni analyza 1 V. Operatory na Hilbertovych prostorech
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